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Resumen

En este trabajo vamos a considerar la recuperacién de soluciones sparse para sistemas de ecuacio-
nes lineales indeterminados. Estudiaremos la unicidad de solucion del problema. Para su resolu-
cién numérica plantearemos varias formulaciones de optimizacién y analizaremos sus propiedades
tedricas. Aquellos problemas que involucren a la norma || - ||; serdn resueltos mediante méto-
dos de optimizaciéon de puntos interiores. Ademads presentaremos algunos resultados numéricos
obtenidos con dos cddigos: linprog (Optimization Toolbox, MATLAB) y lleq_pd (/;-MAGIC).
Se mostrara la influencia del escalamiento y de la aleatoriedad de la muestra en la solucién
recuperada. Algunos de los experimentos trataran de la recuperacién de una senal sonora.
Palabras clave: sistemas de ecuaciones lineales indeterminados, soluciones sparse,
métodos de optimizacién de puntos interiores.

Abstract

In this work we are going to consider the sparse solution recovery for underdetermined systems
of linear equations. We will study the uniqueness of the sparsest solution. For the numerical
solution of the problem we will set out several optimization formulations and we will analyze their
theoretical properties. Interior point optimization methods are used for solving those problems
which involve the || - || norm. Moreover we will present some numerical results obtained with
two codes: linprog (Optimization Toolbox, MATLAB) and lleq-pd (1;-MAGIC). We will also
show the influence of the scaling and the random sampling on the recovered solution. Some of
the experiments will be about signal recovery.

Key words: underdetermined systems of linear equations, sparse solutions, interior
point optimization methods.



Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo nos ocuparemos de la recuperaciéon de vectores sparse a partir de un pequeno
nimero de observaciones. Concretamente trataremos el problema de la recuperacién de un vector,
2o € R", a partir de un vector b € R™ con m < n y tal que b = Azxy donde A € R™*™ tiene rango
méximo (rango(A) = m) y también es conocida. Estamos interesados entonces en la resolucién
de sistemas de ecuaciones lineales indeterminados.

En ciencia y tecnologia existen muchas situaciones que necesitan resolver este tipo de sistemas.
Se sabe que estos sistemas tienen infinitas soluciones, sin embargo muchas de estas aplicaciones
lo que buscan realmente son soluciones que tengan una propiedad adicional, ser sparse, es decir,
soluciones con pocos elementos distintos de cero. La propiedad de ser sparse es muy util en
la préactica, por ejemplo, una imagen puede tener muchos megapixels, pero si la escribimos en
una base adecuada, muchos de los coeficientes se convierten en magnitudes insignificantes que
pueden considerarse iguales a cero (esto estd en la base de los algoritmos de compresién como
JPEG y JPEG2000), es decir, es sparse.

Al empezar a tratar este tema surgen algunas preguntas: ;jpodemos encontrar una solucién
unica? y en el caso de que la respuesta sea afirmativa, ;bajo qué condiciones? Estas preguntas
suscitaron mucho interés en el ano 2004 (ver [4]) y surgieron para buscar sustento tedrico a una
serie de fenémenos que en principio parecian sorprendentes: habia experiencias en sismologia y
en resonancia magnética donde se recuperaban imagenes a partir de mucha menos informacién
de lo tedricamente estipulado. Este problema fue estudiado por Emmanuel Candes, Terence Tao,
Justin Romberg y David Donoho, quienes determinaron, considerando las seniales representadas
por vectores de n componentes, que si se conoce que una senal es k sparse (en una determinada
base tiene s6lamente k coeficientes distintos de cero) y se tiene una muestra de la senal dada
por b = Az para alguna matriz A, puede recuperarse la senal si ella es suficientemente sparse
(ver [4]).

Sin embargo, una cosa es saber que existe solucién y otra es poder calcularla numéricamente.
De hecho, el problema de optimizacién que directamente se formula para calcular soluciones
sparse optimales es un problema que, en general, es inviable de resolver en la practica y requie-
re considerar formulaciones alternativas. Surge asi la necesidad de estudiar en qué casos esas
formulaciones nos permiten obtener la solucién mas sparse.

A continuacién veamos algunas definiciones bésicas para este trabajo.

Definicién 1.0.1. Un vector sparse o poco denso es un vector en el que el nimero de las
coordenadas iguales a cero es relativamente grande en relacion a su dimension.

Definicion 1.0.2. La densidad de un vector x es la cantidad de coordenadas distintas de
cero que tiene dicho vector.

Esta memoria estd estructurada en ocho capitulos:

e En el siguiente capitulo analizaremos distintos problemas de optimizacion con la finalidad
de, mediante su resoluciéon numérica, calcular soluciones sparse. Aquellos que involucren



a la norma || - [|; serdn transformados en problemas de programacién lineal, abordando su
resolucién mediante la aplicaciéon de métodos de puntos interiores.

En el tercer capitulo trataremos la unicidad de soluciones sparse, es decir, estableceremos
alguna condicién bajo la cual podemos asegurar que la solucion calculada es la mas sparse
de todas las posibles. Para ello introduciremos el concepto de niimero spark de una matriz.

En el cuarto capitulo introduciremos los métodos de puntos interiores que vamos a utilizar
para resolver en la practica el problema planteado. En particular presentaremos el esquema
general de los métodos primales-duales, y consideraremos las caracteristicas particulares
de los dos que vamos a usar en la experimentacién numérica (implementados en el software
[;-MAGIC [2] y en la funcién linprog de MATLAB). También definiremos el concepto de
camino central, demostraremos su existencia y los entornos del mismo mas utilizados.

FEn el quinto capitulo nos centraremos en la experimentaciéon numérica con el objetivo de
recuperar soluciones sparse con distintas formulaciones y dos programas, 11eq_pd incluido
en I1-MAGIC y linprog citado anteriormente. En primer lugar trabajaremos con problemas
generados aleatoriamente para pasar a continuacién a tratar de recuperar una senal. Nos
planteamos distintas formas de tomar las observaciones y el nimero de estas, mostrandose
la utilidad de tomarlas aleatoriamente.

Terminamos la memoria con tres capitulos, el primero dedicado a la exposicién de unas
conclusiones sobre el trabajo realizado, el segundo recopila algunos resultados de optimi-
zacién en relacién a las condiciones de optimalidad de primer orden y la existencia de
soluciones éptimas y, en el dltimo adjuntamos una tabla que expresa las notaciones y la
terminologia utilizada en este trabajo para evitar cualquier confusién.



Capitulo 2

Problemas de optimizacién para
calcular soluciones sparse

Como ya hemos introducido en el capitulo anterior, nuestro problema va a tratar de la recupe-
racion de un vector zg € R”, a partir de un pequeno nimero de observaciones b = Axy € R™,
donde m < ny A € R™*™ es una matriz de rango méaximo m. Por lo tanto se trata de resolver
un sistema de ecuaciones lineales indeterminado, Ax = b, el cual tiene infinitas soluciones. Sin
embargo nosotros vamos a buscar la solucién més sparse, es decir, la que tiene mayor nimero de
coordenadas iguales a cero. Nos preguntamos entonces si este problema tiene una tnica solucién
y, si esto ocurre, bajo qué condiciones podemos encontrarla. Para tratar de resolver el proble-
ma planteado vamos a analizar las tres formulaciones siguientes en las que tomaremos distintas
funciones objetivo.

n

min Jo(z) = Z |2;|°
j2 i=1 , 2.1
R S (2.1)
Az =10

donde usaremos la convencién de que 0° = 0. Es decir, evaluar la funcién objetivo en un vector,
x, consiste simplemente en contabilizar el nimero de coordenadas de x que son distintas de cero.

min Ji(z) = ||z

(P1)s z€R" ) (2.2)
Ax =10
min Jo(z) = §llz|3

(P) xR . (2.3)
Az =D

A continuacién analizamos las propiedades de los tres problemas anteriores. Empecemos por
(Fo).

Proposicién 2.0.1. La funcion Jg no es continua.

Demostracion. Para el caso n=1 la funcién toma los valores:

0 st z=0

Jo(x):{ 1 st 220 " (2.4)

Para el caso n=2 la funcién viene dada por:



0 si x=(0,0)7,
Jo(x) =< 1 si xime=0 y |z1]+ |22| > 0,
2 st ox; #0 Vie{l,2}.

Notemos que para el problema (FPy) hay soluciones locales que no son globales. Por ejemplo, para
el problema asociado a la ecuacién x1 + xo = 1, (0,5, 0,5) es solucién local pero no es solucién
global.

A continuacién veremos que (P;) no sufre esos inconvenientes.

Proposicién 2.0.2. Existe solucion para el problema (Py) y ademds toda solucion local es global.
Demostracion. Veamos en primer lugar la existencia de solucion. Para ello basta notar que:

1. El conjunto K = {x € R" : Az = b} es un conjunto cerrado.

2. Ji(xz) = ||=||1 es una funcién coerciva y continua.

Utilizando la proposicién 7.2.1 del anexo ya tenemos asegurada la existencia de solucién.
Para ver que toda solucién local es global basta aplicar la proposicién 7.2.2 del anexo, notando
que la funcién Jy(z) = ||z|/1 es una funcién convexa y K es un conjunto convexo. O]

Para evitar la no diferenciabilidad de la funcién objetivo de (P;), vamos a considerar un problema
asociado a (Py) pero que nos elimine el valor absoluto (ver por ejemplo [5]). Para ello vamos a
tomar unas nuevas variables u € R™ asociadas a € R™ tales que u; = |z;|. De este modo nos
queda la formulacién siguiente:

n
min J(z,u) = Zul
=1
(Pr){ ()€ (25)
xi—uigO, i=1,...,n
—r;—u; <0, 1=1,....,n

Proposicion 2.0.3. Se verifican las siguientes propiedades:
a. Eriste solucion para (Py).
b. Si (Z,1) es solucion de (Py), entonces & es solucion global de (Py).

Demostracién. a. En primer lugar el conjunto de puntos admisibles !, A(Pl), es un conjunto
cerrado y la funcién objetivo es continua. Ademads si probamos que J es coerciva en A(P),
aplicando la proposicién 7.2.1 del anexo podemos afirmar que existe al menos una solucion

para (P).
Veamos que efectivamente la funcién J es coerciva en A (P)): dado (x,u) admisible para
(Pl) podemos asegurar que u; > |z;| > 0 parai=1,...,ny, por tanto

n n
1 1
w) = jui=g ) ui+t Zuw ~Jul + 2 Zlfﬂzl— [llully + llzlla] = Sl (u, )1
i=1 i=1

b. Dado = € A (P}), entonces el par (z,|z|) es admisible para (P;) ¥, como (ac @) es solucién

global de (P}) se tiene: J(z, |x|) > J(Z, 1), o lo que es lo mismo: Z x| > Zul De donde,
i=1 i=1
usando que @; > |Z;|, obtenemos: Ji(z) > Ji(Z). De donde, como ademés = € A (P1), T es
solucién global de (P).
O

Lpuntos que verifican las restricciones del problema



Notemos que (]51) es un problema de programacién lineal y por tanto mas facil de resolver que
(Py). Notemos también que tiene el doble de variables que (P;). Se pueden considerar otras
formulaciones de programacién lineal para resolver (P;). Por ejemplo (ver [7]), considerando que
|zi| = w; + v; con u; = max{0,z;} y v; = max{0, —z;} llegamos a obtener el siguiente problema:

( 5 n
min Ji(u,v) = Z:(uZ +v;)
i=1
(ﬁl) (u,v) e R* x R"
Alu—v)=1b
’LLZ'ZO, i:1,..‘,n
v, 20, 1=1,...,n

Proposicién 2.0.4. Se tiene que:

a. FExiste solucion global para el problema (]31)

b. Si (u,v) es solucion de (]—z’l), entonces u — U es solucion global de (Py).
Demostracion. a. Basta aplicar la proposicién 7.2.4 del anexo.

b. Dado z € A (P1), entonces (méx{0, 2}, max{0, —z}) es admisible para el problema (]-:71) Y,

como sabemos que (@i, ¥) es solucién global de (P}), se tiene que:
Ty (méx{0, z}, méx{0, —z}) = J1 (4, 7).

De donde usando que % > 0, v > 0 y la desigualdad triangular, se tiene
n n n n
D lwil = (s +5) =Y il + |5l = | — 0| = Ji(a - 0).
i=1 i=1

i=1 i=1
Por lo tanto ha quedado demostrado que:
Jl(l’) > Jl(ﬂ - 17)

y por tanto @ — ¥ es solucién global del problema (P).
O

De este modo hemos transformado el problema (P;) en un problema de programacién lineal
que tiene forma estandar (solo tiene restricciones generales de igualdad y todas las variables son
mayores o iguales que cero).

En los dos siguientes resultados estudiamos la unicidad de solucién para los problemas (P;) y

(F2).
Proposicién 2.0.5. En general el problema (P1) no tiene unicidad de solucion.

Demostracion. Veamos un ejemplo para n=2:

min |:1?1| + |l’2|
(xl,a:g)T S R2
—r1+ 19 = —2

Si tomamos la restriccion xo = x1 — 2 entonces el problema anterior pasa a ser:

min |z1] + |21 — 2
r1 €R

que tiene infinitas soluciones: el intervalo [0, 2]. O
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Proposicién 2.0.6. El problema (Py) tiene una unica solucion.
Para demostrarlo necesitaremos el siguiente lema:
Lema 2.0.7. La matriz AAT es inversible.

Demostracion. Para ello vamos a ver que la matriz AA” es definida positiva. Probemos que:
dY(AAT)d >0, VdeR™\O0. Usando que df AATd = ||ATd||3 > 0, basta ver que ||ATd||3 # 0.
Esto se deduce de las siguientes implicaciones: |ATd||3 = 0 = ATd = 0 = d = 0 por ser el
rango(AT) = m.

O

Demostracion. En primer lugar el conjunto de restricciones K = {x € R" : Az = b} es un
junt Adems tra funcién Jy(z) = =||z(3 trictament K
conjunto convexo. Ademés nuestra funcién J3(x) = 7 ||zz es estrictamente convexa en K y por

tanto, por las condiciones suficientes de optimalidad de primer orden (ver teorema 7.1.4 del
anexo), tenemos que si z es un punto de Kuhn-Tucker del problema (F») (ver definicién 7.1.3
en el anexo), entonces Z es solucién global del problema.

Veamos ahora qué tiene que cumplir Z para ser punto de Kuhn-Tucker del problema (P).

La condicién (7.3) en este caso toma la forma: Z+ AT\ = 0. Esto unido a (7.5) nos queda que
Z tiene que cumplir el siguiente sistema:

2+ ATA=0
Az =0b

Multiplicamos a la primera igualdad por A y nos queda: AZ + AATX\ = 0 y usando ahora
la segunda igualdad deducimos: b + AATX = 0. De donde utilizando el lema 2.0.7, obtene-
mos: A = —(AAT)~1b. Volvemos a la primera igualdad del sistema y sustituimos A obtenien-
do: 7 + AT(—(AAT)~1b) = 0. De donde concluimos que el tinico punto de Kuhn-Tucker es:
T =AT(AAT)"1p.

La unicidad de la solucién esté asegurada por el teorema 7.2.3. O

En conclusién hemos considerado tres formulaciones. La resolucién de (Fp) implica resolver un
problema combinatorio, cuya complejidad computacional hace inviable su resolucién préactica en
general. El problema (P;) puede considerarse una relajacién convexa de (Py) que puede ser trans-
formada en un problema de programacién lineal, siendo por tanto més asequible su resolucién.
Ademds, como veremos en el siguiente capitulo, cuando la solucién de (FPp) es suficientemente
sparse, es la misma que la solucién del problema (P;) (ver [10]).

Para resolver el problema (P;) utilizaremos métodos de puntos interiores que introduciremos
en el cuarto capitulo. Nosotros emplearemos la funcién 1leq_pd del software ;- MAGIC (que
estd basado en la formulacién (Py)) y la funcién linprog de MATLAB con las dos formulaciones

de programacién lineal planteadas, (P;) y (P;). Finalmente, para abordar el problema (P)
emplearemos la funcién pinv de MATLAB.

En este capitulo hemos analizado tres formulaciones distintas para tratar de resolver nuestro
problema, pero serfa natural preguntarse por qué no utilizamos otras formulaciones:

min ||,
(Pp)q z€R” , (2.6)
sujeto a Ax = b

para valores de p tales que 0 < p < 1. Desafortunadamente en esos casos nos encontramos con
problemas de optimizacién no convexos, los cuales son muy dificiles de resolver en general. En
la siguiente figura se representa el comportamiento de la funcién |z|P para varios valores de p.
Para p =2y p = 1 se obtienen funciones convexas. No ocurre lo mismo para p < 1.
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1.4

1.2 b

0.6 i

0.4r b

Figura 2.1: Representacién de la funcién |z|P para x € [—2,2] y para distintos valores de p.
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Capitulo 3

Unicidad de las soluciones sparse

En este capitulo estableceremos un resultado tedérico que nos garantice la unicidad de solucién
para el problema (Fp), esto es, soluciones del sistema planteado que tengan el menor nimero de
coordenadas distintas de cero. En primer lugar vamos a introducir un concepto nuevo: el niimero
spark de una matriz (ver [3]).

Definicion 3.0.1. El nimero spark de una matriz, A, es el menor nidmero de columnas
de A que son linealmente dependientes y se representa por spark(A).

Recordemos que el rango de una matriz estd definido como el maximo nimero de columnas
de la matriz que son linealmente independientes. Estas dos definiciones pueden tener un cierto
parecido, pero es mayor la dificultad de calcular el nimero spark, dado que hay que hacer una
bisqueda combinatoria entre todos los posibles subconjuntos que forman las columnas de A.
Notemos que si A € R™*" es una matriz de rango maximo m, entonces spark(A) es un nimero
natural del intervalo [1, m+1]. Ademds si z € R™ es tal que Az = 0, entonces satisface que
Jeflo > spark(A).

A continuacién se establece un criterio de unicidad de solucién para el problema (FP), gracias
al concepto de nimero spark (ver [3]).

Teorema 3.0.2. Si un sistema de ecuaciones lineales, Ax = b, tiene una solucion, T, que cumple
que ||Z]jo < spark(A)/2, entonces esa solucion es necesariamente la mds sparse posible.

Demostracion. Suponemos que existe otra solucién, y. Se satisface que Ay = b y, usando que
Az = b, se deduce que A(Z — y) = 0. Ahora tomando la definicién de ntimero spark sabemos
que:

17 — yllo > spark(A).

Ademas, ||z|lo + llyllo = || — yllo, esto es, el nimero de coordenadas distintas de cero del

vector T — y es menor o igual que la suma de las coordenadas distintas de cero en T y en
. . . : e k(A

y. Asi que considerando las dos desigualdades anteriores y que por hipétesis ||Z]o < %()

. . . k(A . . [

necesariamente se tiene que cumplir que |[|y|jo > %() y por tanto y no serd la solucién mas

sparse. [

i

Como en la practica, en general, no es sencillo calcular el niimero spark, tiene interés determinar
otras formas més simples de garantizar la unicidad de solucién. Al menos hasta donde nosotros
sabemos (ver [3]), por el momento las alternativas dan lugar a resultados mucho menos potentes
que el presentado.

13
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Capitulo 4

Métodos de puntos interiores

Para abordar los problemas de programacioén lineal planteados en el segundo capitulo utilizare-
mos los métodos de puntos interiores que explicaremos a continuacion.

En los anos 80 se descubrié que problemas de programacion lineal de talla grande podian ser
resueltos eficientemente usando técnicas de programacién no lineal. Una caracteristica propia
de estos métodos es que todas las iteraciones deben satisfacer las restricciones de desigualdad
estrictamente, por eso fueron nombrados métodos de puntos interiores. Estos métodos sur-
gieron durante la bisqueda de algoritmos con mejores propiedades tedricas que el método del
simplex, que para algunos problemas tenia un comportamiento exponencial.

En los afios 90 surgieron los métodos primales-duales que se convirtieron en los métodos de
puntos interiores mas eficientes en la préctica, resultando ser grandes competidores del método
del simplex cuando se trataba de problemas de talla grande.

Los métodos de puntos interiores tienen caracteristicas comunes que los diferencian del método
del simplex. Cada iteracién de los métodos de puntos interiores tiene un gran coste pero puede
hacer un gran progreso hacia la solucién, mientras que el método del simplex normalmente
requiere de un niimero mayor de iteraciones més baratas de realizar. Geométricamente el método
simplex recorre la frontera del conjunto admisible, probando una serie de vértices hasta que
encuentra el 6ptimo, mientras que los métodos de puntos interiores no buscan soluciones en la
frontera, sino que las alcanzan desde el interior.

Los métodos de puntos interiores tienen asociada una extensa bibliografia de la cual destacamos
dos referencias para introducirse en el tema: un libro de optimizacién general ([1]) y un libro
especializado en el tema ([6]).

4.1. Métodos Primales-Duales

Consideramos el problema de programacién lineal en la forma estandar:

min Tx

r e R"
Ar =b ’ (4.1)

x>0

donde ¢ € R",b € R™ y A € R™*" de rango méaximo: rango(A) = m.
El problema dual asociado es:

max bI'A
AER™ seR”

sujeto a AT +s=¢
s=>0

(4.2)

15
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Las condiciones de Kuhn-Tucker del problema (4.1) dan lugar al siguiente sistema de ecuaciones
no lineales e inecuaciones:

ATX +5=c, (4.3)

Az =b, (4.4)

8, =0, 1<i<n, (4.5)
(z,s) > 0. (4.6)

Como vemos las condiciones (4.3), (4.4) y (4.6) hacen referencia a la admisibilidad de los dos
problemas, el primal y el dual. En programacién lineal las condiciones de Kuhn-Tucker son
condiciones necesarias y suficientes para las soluciones de los problemas. Por ello, los métodos
numéricos en este ambito utilizan estas condiciones como criterio de optimalidad.

Para introducir los métodos de puntos interiores veamos los puntos de Kuhn-Tucker como ceros
de la siguiente funcion:

AT +s—¢
F(z,\,;s)=| Az —b ; (4.7)
XSe
que ademads tienen que verificar:
(z,5) >0, (4.8)
donde X y S son matrices diagonales tales que X;; = x; vy Sis = s; para it = 1,2,...,ny

e=(1,1,...,D)T.

Como todos los algoritmos iterativos en optimizacién, estos métodos tienen dos ingredientes
bésicos: un procedimiento para determinar la direccién y otro para el paso o desplazamiento. Para
determinar la direccion usamos el método de Newton para sistemas de ecuaciones no lineales,
que, dado un iterante (z, A, s), propone el cilculo de una direccién, (Ax, A\, As), resolviendo el
siguiente sistema de ecuaciones lineales:

Az
J(x, A\ s) | AN | = —=F(x,\s), (4.9)
As

donde J es el jacobiano de F o explicitamente:

0o AT T Az —ATN —s+c
A 0 0 AN ] = —Ax +b . (4.10)
S 0 X As —XSe

Veamos que la direccién estd univocamente determinada en el siguiente resultado.

Lema 4.1.1. Six >0 y s > 0, entonces la matriz

0 AT I
A 0 0 (4.11)
S 0 X

es inversible.

Demostracion. Para ello vamos a ver que el siguiente sistema de ecuaciones

Aldy+1d, = 0 (4.12)
Ad, = 0 (4.13)
Sd, + Xds = 0 (4.14)

implica que d; = 0,dy =0y ds = 0.
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De la ecuacién (4.14) se deduce que ds = —(X)~1Sd,, que lo sustituimos en la primera ecuacién
quedando del siguiente modo: ATdy — (X)~18d, = 0 y equivalentemente (XflS)*lzled)\ = dy,
multiplicando ahora por A al lado izquierdo obtenemos: AS—' X ATdy = Ad, y, usando (4.13),
tenemos que: AS 1XATdy =01lo que podemos descomponer de la siguiente forma,

(AX257 28 2X2AT)dy =0,

dado que las qlatrilces~5 y X _son diagonales y porNtarllto se pueden conmutar. De este modo
tenemos: (AX2S572)(AX2572)Tdy =0y por ser (AX2572)7 de rango maximo por columnas
se deduce que dy = 0. De ahi, usando (4.12), d; = 0 y con (4.14) se deduce que d, = 0. O

Para determinar el desplazamiento a lo largo de la direccién calculada, «, hay que tener en
cuenta que tiene que cumplirse (4.8), para lo que se hace una bisqueda de linea tomando los
iterantes del siguiente modo:

(z, A, s) + a(Azx, AN\, As) para un desplazamiento « € (0, 1].

La mayoria de los métodos primales-duales usan una modificacién de (4.10) (el esquema de
Newton) para tratar de evitar desplazamientos demasiado pequenos. Esta variacién consiste en

usar las ecuaciones x;s; = ou para i = 1,...,n, donde u es la medida de dualidad definida
por:
1 & zl's
1=

y evaluada en el punto de partida y o € [0, 1] es el factor de reduccién en la medida de dualidad
que queremos conseguir. De este modo el sistema de ecuaciones (4.10) queda definido del siguiente
modo:

0 AT 1 Azx —AT ) — s+c
A 0 O AXN| = —Ax+0b (4.16)
S 0 X As —XSe+ oue

donde o se denomina parametro de centrado.

De este modo el esquema de los métodos primales-duales es el siguiente:

Dado (2%, X, 5%) con (29, s%) > 0,
para k=0,1,2,...
elegimos oy, € [0, 1] y calculamos una direccién resolviendo :

o AT T AxF —AT)\k — gk 4 ¢
A 0 0 ANF | = —AzF +b (4.17)
Sko0 XK/ \AsF —XkSke + opupe

donde py, = (2F)T's* /n.

Entonces (xF 1 N1 sk+1) = (2F Nk sk) 4+ ap(Azk, ANF) AsF),
eligiendo un desplazamiento oy tal que (zF1, s#+1) > 0,

end.

Veamos por qué es importante que las variables 2¥ y s* sean estrictamente positivas para cada
iteracién, en vez de ser inicamente no negativas. Dadas las ecuaciones xs = 0, las correspondien-
tes ecuaciones de Newton en un punto dado, (z, s), son zAs + sAx = —zs. Si una variable s;,
es nula, entonces la ecuacién de Newton quedaria como: x;As; = 0, lo cual nos lleva a As; = 0.
Como consecuencia la variable s; permanecerd siendo nula a partir de que se haga cero por
primera vez. Esto es un inconveniente dado que un algoritmo nunca serd capaz de recuperarse
una vez se haga cero una de las variables.
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La eleccién del parametro de centrado o y de la longitud del paso «j dan lugar a una amplia
variedad de métodos con distintas propiedades. Nosotros utilizaremos dos esquemas.

El primero de ellos es el que usa el software [;- MAGIC (ver [5]), en el que el desplazamiento
debe proporcionar un decrecimiento suficiente del residuo:

|F(x + alAx, A+ aAN s + aAs)lla < (1 —0,01a)||F(z, A, s)||2-

Este algoritmo usa como test de parada z”'s < €, donde € es una tolerancia dada.

El segundo esquema que vamos a utilizar en este trabajo es el que utiliza la funcién linprog de
MATLAB. Este estd basado en LIPSOL (ver [9]) que es una variante del algoritmo predictor-
corrector de Mehrotra, en el que en cada iteracién se calculan dos direcciones: una predictora,
APv* v otra correctora, A°v*, resolviendo dos sistemas de ecuaciones lineales con la misma
matriz como vemos en el siguiente esquema.

Algoritmo predictor-corrector

Sea v = (z, A, 5)
Eligimos un punto inicial v° tal que (2°,s%) > 0.
k=20

Repetir hasta que ||F(v¥)|| sea “pequeiio”, siendo F la funcién definida en (4.7).
1. Resolver J(vF)APv* = —F(vF) y calcular p* = (2%)7s* /n.
0
2. Resolver J(vF)A%F = —F(vF + APv*) 4+ | 0

uk

3. Elegir o > 0 y calcular v**1 = o% + oF(APVF + A%F) tal que zF+1 >0y s¥+1 > 0.

k=k+1
end

El cédigo linprog usa el siguiente test de parada:

|Azk — bl JATAF 4+ 55 —¢|| |cTak — b 2K .
~ k \ <
max (1, {|b]) max(1, [[c]]) max (1, |cTzk|, [bTAF|)

donde € es una tolerancia dada. Esto es la suma total de los errores relativos del sistema de
ecuaciones dado por las condiciones de Kuhn-Tucker. El tltimo sumando esté relacionado con la

condicién (4.5), ya que si z y (A, s) son soluciones de los problemas primal-dual respectivamente,

entonces Lz — b\ = sTx.

EL CAMINO CENTRAL

En esta seccion introduciremos un concepto clave en el diseno de los métodos de puntos interiores
primales-duales. Vamos a comenzar definiendo dos conjuntos:

Definicién 4.1.2. El conjunto primal-dual admisible F viene definido por:
F={(x,\9)|Az =b,ATX+ s = ¢, (2,5) > 0},
y el conjunto primal-dual estrictamente admisible viene dado por:

FO={(z,\ 8)|Azx = b, ATA + s = ¢, (2, 5) > 0}.
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El camino central C es un arco de puntos (z,,Ar,s;) € F° parametrizado por un escalar
positivo 7. Cada punto del camino C satisface las siguientes condiciones para algun 7 > 0:

AT\ +s=¢, (4.18)
Az =, (4.19)
XSe =re, (4.20)
(x,s) > 0. (4.21)

En los resultados tedricos que vamos a presentar se utilizard la hipétesis F° # (). Es por ello
que hacemos notar en este punto que existen problemas de programacién lineal que no verifican
dicha condicién. Veamos por ejemplo el siguiente problema:

min 7
r €R3
tal que 1 +x3=0 "’
x>0
cuyo problema dual seria
max 0
AeR,seR3
1 S1 1
talque |0 | A+ [s2] =10
1 S3 0
s>0

El conjunto primal-dual estrictamente admisible asociado a este problema es el vacio porque
toda solucién satisface: 1 = x3 = so = 0 por lo que ninguna cumplird la desigualdad (x, s) > 0.
Sin embargo el conjunto primal-dual admisible es el siguiente:

F ={(0,22,0), A\, (1 =X\, 0,—=X\): 22 >0 y A<0}.
A continuacién probaremos que el camino central estd bien definido (ver [6]).

Teorema 4.1.3. Sea F° # 0 y Z € R™*("=m) de rango mdzimo tal que ATZ = 0. Para cada
7> 0 el problema

1 7 <
3 r(z,s)=—a"s— ) log(xz;s;
min  fr(x,s) —Ts ; og(zis;)
(P,){ () ERT xR (4.22)
Ax =b
ZTs =7Tc
(x,s) >0

tiene una tnica solucion (ZTr,5;). Ademds existe un unico Ay tal que (T;,Ar,S;) verifica las
ecuactones del camino central.

Para demostrar el teorema anterior probaremos un lema y dos proposiciones.

Lema 4.1.4. Suponiendo que F° # 0 y dado 8 > 0, entonces
Kg = {(z,s) € R" x R" tal que (z,\,s) € F y 275 < S}

estd acotado.
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Demostracion. Sea (z,s) € Kg cualquiera. Por pertenecer a Kz sabemos que se cumple que:

Az =1b (4.23)
AT N +s=c¢ (4.24)
(x,8) =0 (4.25)

y ademés zTs < (. Para obtener el resultado probaremos que existe una constante M tal que

|zi| < My |sil] < M parai=1,...,n.
Como F° # (), podemos considerar (Z, A, 5) € F°. Entonces se cumple que:

Az =, (4.26)
ATX +5=c, (4.27)
(z,5) > 0. (4.28)
De (4.26) y (4.23) se deduce que: )
Az —z) =0. (4.29)

De (4.27) y (4.24) se deduce que: AT(}\ —A)+(5—s) =0y por tanto (5 —s) = —AT(X=)\). De
donde (z — x)T'(5 — 5) = (z — 2)T(=AT(A = X)) = 0 por (4.29). Tenemos por tanto que

T T

5 —al5-zTs+27s=0
y despejando obtenemos que: 75 4+ z7s = 75 4+ x”s. Por hipétesis sabemos que s <
y por tanto podemos afirmar que: 75 + z''s < 215 + . Como, por otro lado, tenemos que

275+ 27s > 275 > x;5; parai = 1,...,n, obtenemos que:

_T_

r° s+

l‘ig_iﬁ‘
Si

zT548

Anélogamente se llega a s; < ~—

n  =T= T =
Tomando M = mélx {:1; Sf+ 6, z S:i_ ﬁ} se obtiene el resultado deseado. ]
1= S; xT;

Proposicién 4.1.5. Si F° # (), entonces existe solucion para el problema (Py).

Demostracion. Consideramos v = inf{f(z,s) : (z,s) € A(P;)} < 400 y una sucesién minimi-
zante

{(«', s hien € A(P;) (4.30)

fr(zt st =~ si 1 — +oo. (4.31)
Se pueden dar dos casos:

a) La sucesién {(z!,s")};en estd acotada. Entonces por estar en un espacio de dimensién fi-
nita podemos considerar una subsucesién convergente: {(z!,s")}yen tal que (z,s") —
(#,8) si I' = +o0. De donde se cumple que: Ai = b, 275 = ZT¢ y ademds (z,8) = 0.
Vamos a probar que en realidad (£, §) > 0.

Si existiera un indice ig tal que Z;, = 0, entonces tendriamos:

’ / 1 !/ / i ’ /
fr(zt, st = ;(ml st — Zlog(mé st) = 400 si I = 400
i=1
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porque xﬁ;si; — 0 si I' = +o0o0. Como ademds {f-(z",s")}yen es una subsucesién de
{f-(2!, s") Yien, usando (4.31), tendriamos que f-(z!,s") = v si I = 400 y por la unicidad
del limite llegariamos a una contradiccién v = +o0.

Andlogamente se obtiene la misma conclusién para el caso en que hubiera una coordenada
de § que se anulase.

De este modo tenemos que (#, §) € A(P;) y, como f; es continua, f,(z',s") — fr(z,8) si I! =
+00.

Volviendo a usar que {f,(z',s")}ren es una subsucesién de {f(z!,s")}ien, entonces v =
f+(2,8). Luego (z, §) es solucién de (Pr).

b) La sucesién {(z!, s")};en no esté acotada. Entonces existe una subsucesio’n {2, s" )V ey tal
que ||(z!, s")|| = 400 si I’ = 4o0. Usando el lema 4.1.4 sabemos que {( )T v }peN C R+ no
estd acotada, luego existe una subsucesion {(z!)7s" } ey tal que (2) T8 — 400 si 1" —
+o0; de donde, tomando w! = %(xl//)Tsl”

(@ 8 = w!" = log(w") —log(r) = 400 si I — +o0.

Entonces razonando como hemos hecho anteriormente, llegariamos a una contradiccién al
obtener que v = +o0.

O
Ahora probaremos la unicidad de solucién siguiendo el argumento de [6].
Proposicién 4.1.6. La solucién del problema (Py) es unica.

Demostracion. Para demostrar la unicidad de solucién basta aplicar el teorema 7.2.3 del anexo,
teniendo en cuenta que la existencia de solucién estd garantizada por la proposicién anterior.
Vamos a ver que f; es estrictamente convexa en A(P;). Para ello consideramos por separado los
dos términos que definen la funcién.

%) filr,s) = ~aTs

b) fa(z,s) Zlog Ti5;)

Veamos que, aunque f1(z,s) es aparentemente cuadratica, restringida a A(Pr) es afin. Sea z un
vector que cumple que AZ = b, entonces para cualquier (x, s) € A(P;), de ZT (—=s+¢) = 0, como
R(ATY@ N(A) = R™ se tiene que —s 4 ¢ € R(AT) y por tanto existe A tal que ATA = —s + ¢,
de donde podemos deducir las siguentes igualdades.

tls=al(c— AT\ =cle - x=clae—zT AT N=clao -zl (c—s)=clz+z's —zle.

Por otra parte la funcién fo cumple que su segunda derivada es:

é 0 ... 0
1
, 0 &% ... 0
Ve fa(z,s) = 2
0 ... 0 é

Por tanto usando el teorema 7.1.5 del anexo tenemos que la funciéon fs es estrictamente convexa
en A (P;). Asi que f;, por ser la suma de f1 y fa, es estrictamente convexa en A (P;). O

Proposicién 4.1.7. Si (Z,,5,) es solucion de (Py), entonces existe un tinico \, tal que (T, \r, 5;)
verifica las ecuaciones del camino central.
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Demostracion. ZT (-5, +¢) = 0 por lo tanto como R(AT) @ N(A) = R” se tiene que —5, +c¢ €
R(AT). Ademas usando que el rango(A) = m existe un tnico A, tal que AT\, = -5, + c.
Probemos ahora que (Z,, \r, 5,) verifica las ecuaciones del camino central. Para ello veamos que
es solucion del siguiente problema.

min fT(I',)\,S):fT(I',S)
(z,\,5) € R" x R™ x R"

(Pr) (4.32)

Ar =10
AT +s=c
L (x,5) >0

Es evidente que (Z,, \r,5,) € A (P;). Dado otro punto admisible para ( T), (z, A, 8), veamos
que se cumple que fT(m A, 8) = fT(mT,)\T,sT) o lo que es lo mismo, f;(z,s) > f-(Z-,S;).
Sabemos que (Zr,5;) es la solucién de (P;). Pero nos falta ver que (z,s) € A(P;). Como
(x,\,s) € A(P;), se tiene que A\ +s = ¢ = ZTAN+ ZTs = ZT¢, y como sabemos que
AT Z = 0, obtenemos que ZTs = Z7¢.

Ahora falta probar que z;5; = 7 para ¢ = 1,...,n, o lo que es lo mismo, X, S,e = Te. Para ello
vamos a usar las condiciones de Khun—Tucker de (Pr) en (Zr,A\r,57).
9 7. 5 iT iT
%fT(.TT,)\T, )+ A C—O:> — X te=—-A'¢, (4.33)
aa)\fT(xT, A, 5.)+AB=0=0=—Ap, (4.34)
2f(az A §)+5—0:>&—5’_1e——6 (4.35)
88 T Ty Ny 9T - T T - ’ .
AZr =0, (4.36)
AN + 5 =c (4.37)

siendo ( € R™ y 8 € R™ los multiplicadores de Lagrange correspondientes.

A continuacién vamos a tomar el producto de (4.33) y (4.35),
Sr S_ Tr S =
(= =Xt (= S7e) = (AT (-h)

T T

y usando (4.34), obtenemos:

s _ .
(% - XT 1€)T( TT ST ) =0.
__1_1 _1__1
Como X; 252 X2S; % = I, podemos proseguir de la siguiente forma sin alterar nuestra igualdad
N L TR
(7_57- e)" (Xr 257 ) (X757 )(7_X7- e)’ =0,

de donde

o equivalentemente,
- = 1 — = 1
(S:X:)2(X;S7)2e—Te=0

obteniendo lo que estabamos buscando,
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LOS ENTORNOS DEL CAMINO CENTRAL.

Los métodos que siguen el camino central restringen los iterantes a un entorno del mismo. Los
dos entornos més frecuentemente utilizados son:

No(0) = {(z,\,s) € F° tal que | XSe— pel|la <Ou} paraalgin 6 € [0,1).
N_o(y) ={(z,\,s) € F° tal que wx;s; > yu paratodo i=1,2,...,n} para algin v € (0,1].

Valores tipicos de los pardmetros son 6 = 0,5 y v = 1073,
El entorno N5(6) es més restrictivo que N_s(7y) como veremos en el siguiente resultado.

Proposicién 4.1.8. Sea § € (0,1). Se cumple No(0) C N_oo(y) para 0 <y < 1—6.

Demostracion. Si (x, )\, s) € Na(0), tenemos que: Z(%Sz — 1)? < (6p)2. De donde, usando que

i=1
n
Z xi8; — > (zjs; — p)? para cualquier j € {1,...,n}, (zj5; — pu)? < (Ou)? para cualquier
j_E {1,...,n}. Es decir que |zjs; — p| < Op de donde —0p < xjs; — p < Op 'y, fijandonos en la

cota inferior, tenemos que —fpu + i < ;55 o, lo que es lo mismo, p(1 —6) < x;s; y, por tanto,
wy < xjs;, para y € (0,1 —6). O
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Capitulo 5

Experimentacion numérica

En la experimentaciéon numérica realizada se han considerado dos tipos de problemas, unos gene-
rados aleatoriamente a los que dedicamos la primera seccién de este capitulo y otros relacionados
con la recuperaciéon de senales, cuyos resultados numéricos aparecen en la segunda secciéon. En
ambos casos, los resultados presentados se han obtenido con los cédigos linprog de MATLAB y
lleq_pd de I;- MAGIC y las tolerancias son respectivamente € = 10~® y ¢ = 1073. En el segundo
caso no ha sido posible tomar una tolerancia menor y obtener una solucién satisfactoria.

5.1. Recuperando soluciones sparse

PRIMER EXPERIMENTO: equivalencia de (Fy) y (P1)

Hemos llevado a cabo un experimento inspirado en [3] que involucra la generacién de varios
problemas aleatorios para analizar en la préctica si resolviendo (P;) obtenemos una solucién
para (Pp). Para ello hemos construido cien matrices aleatorias, A € R!90%200 gjoyjendo la
distribucién A (0, 1). Para todas ellas se cumple que spark(A)=101 con probabilidad 1 (ver [3]),
por lo que, segin el teorema 3.0.2, dado b € R, toda solucién del sistema Az = b que tenga
menos de 51 coordenadas distintas de cero, es necesariamente la mas sparse posible y por tanto
la solucién del problema (Pp). Para cada matriz A, hemos generado 70 vectores sparse, Z, con
un numero de coordenadas distintas de cero variando de 1 a 70. Estas coordenadas han tomado
valores aleatorios siguiendo la distribucién N(0,1) que han sido colocados uniformemente en
cada vector Z. Una vez generado el adecuado término independiente, b = A%, & es solucién del
correspondiente sistema, Az = b.

Cada uno de los 7000 problemas planteados ha sido resuelto con linprog de MATLAB para las

formulaciones (Py) y (Pp) y con lleq_pd de I;- MAGIC para la formulacién (P;). Para cada valor
||Z||o hemos calculado la tasa de éxito al resolver los 100 problemas asociados. En los casos en
los que ||Z||p > 51 hemos considerado éxito cuando la solucién calculada tiene un nimero de
coordenadas distintas de cero igual o menor que el correspondiente valor ||Z|o.

Empezamos por comparar el comportamiento de linprog con las dos formulaciones (]51) y (]51)

En la figura 5.1 podemos observar que los resultados son mejores con la fomulacion (]51) por lo
tanto es la que usaremos para el resto de las figuras cuando se haya trabajado con linprog. Los
resultados de {;-MAGIC corresponden a la formulacién (P;) (usada internamente en 1leq_pd).

25
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Probabilidad de recuperacidn del vectar x con las tres formulaciones

1 T T T T T
linprog for.1
09r — I-magic i

linprag far.2

0.7r b

06r B

04t .

tasa de éxito

03r b

0.2r B

0.1k b

D 1 1 1 1 1
1] 10 20 30 40 a0 50 70

densidad del vector x

Figura 5.1: Tasa de éxito en funcién del nimero de coordenadas no nulas del vector a recuperar.

En rojo los resultados obtenidos con la funcién linprog para la formulacion (151), en verde los
correspondiente a la funcién linprog para la formulacién (P;) y en azul los de la funcién lleq_pd
de I1-MAGIC

1 T T T
R R
**** *** *  linprog
0sf 4+ *  1-magic {]
+4
0s8r- + A J
07 * -
.*.
06F b
=] *
& 05f + q
ot}
=
m o 04f g
= #* *
03r b
*
+
02r q
* *
01r - J
B e
0 1 1 1 1 4%*_*:*:,' }
a0 10 20 a0 40 50 G0 70

densidad del vector x

Figura 5.2: Tasa de éxito en funcién del nimero de coordenadas no nulas del vector a recuperar.
En rojo los resultados obtenidos con la funcién linprog de MATLAB y en azul los correspon-
dientes a la funcién 1leq_pd de I;-MAGIC

En la figura 5.2 se compara el comportamiento de linprog y [;-MAGIC al resolver los 7000
problemas propuestos. Para cada uno de los dos cédigos se muestra la tasa de éxito que hemos
obtenido en funcién de la densidad del vector a recuperar. Podemos observar que se obtienen
mejores resultados con la funcién linprog de MATLAB, lo que podria estar motivado porque
[1-MAGIC es un software experimental. En los rangos extremos, para 1 < ||z|lo <20y ||z|lo >
52, ambos cédigos se comportan igual. Para la funcién linprog el éxito de recuperacion de la
solucién mas sparse posible (esto es resolviendo (P;), resolvemos (FPp)) esta garantizado cuando
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1 < ||z]lo < 35. Para los vectores con mas de 50 coordenadas no nulas, es decir, los que cumplen
que ||z||o > %MA), la tasa de éxito es nula (no se resuelve (F)).

A continuacion, en la tabla siguiente, presentamos algunos resultados numéricos para el caso
especial en el que las matrices aleatorias consideradas anteriormente son tales que el ntimero
de columnas duplica al nimero de filas y que avalan la afirmacién de [10] en la que se dice que
la equivalencia de (Py) y (P1) se mantiene para soluciones con un nivel de densidad menor que
pn donde p > 0 es una constante independiente de las dimensiones de la matriz. En la tabla,
para cada tamano de matriz considerado, se presenta la cota superior experimental de acierto
(CSEA), que indica que a partir de ella la tasa de éxito resolviendo 10 problemas asociados al
mismo tipo de densidad ha dejado de ser 1, y ademés se muestra el valor CSEA/n en la tltima
columna.

Tamano de la matriz | CSEA | p
m=25; n=50 5 0.1
m=>50; n=100 13 0.1
m=100; n=200 29 0.15
m=150; n=300 47 0.16
m=200; n=400 58 0.15
m=250; n=500 85 0.17

CSEA: Cota superior experimental de acierto. A partir de esta cota la tasa de éxito deja de ser
1.

SEGUNDO EXPERIMENTO: recuperacion de soluciones sparse cuando la matriz
A esta mal equilibrada. Influencia del escalamiento

En este experimento nos hemos interesado en la recuperacién de soluciones sparse de problemas
cuya matriz del sistema no estd bien equilibrada. Esto viene motivado por el diferente compor-
tamiento de las funciones objetivo de los problemas (Pp) y (P1): mientras ||z||o no se ve afectada
por el tamano de las coordenadas del vector z, la norma || - ||; tiende a penalizar los valores més
grandes de las coordenadas del vector y asi proporcionar soluciones con coordenadas distintas de
cero asociadas a columnas de la matriz con normas grandes. Es por ello que nos hemos planteado
la siguiente formulacién, que introduce un escalamiento en las variables en la funcién objetivo.

min |[Wzl;
r € R20 , (5.1)
sujeto a Ax =b

donde W es una matriz diagonal tal que: Wy; = [|(A14, A2y ..., Ami)l|l2 para 1 <i < n.
En este experimento hemos generado problemas aleatorios de igual forma que en el primero de
esta seccién, modificando las matrices una vez generadas: multiplicando a las columnas pares

de A por 10. Para cada problema hemos resuelto dos formulaciones: P; y su versién escalada
siguiendo (5.1), ambas con la funcién linprog de MATLAB. Al igual que en el primer experimento
dibujamos la tasa de éxito en funcién del nimero de coordenadas no nulas del vector a recuperar.
En este caso la densidad de los vectores solucion es menor que 50 y para cada matriz se han
generado 10 problemas, obteniéndose un total de 500 problemas distintos. Cada uno de ellos
se ha resuelto dos veces, una sin modificacion y otra con ella. Solamente cinco de las 1000
ejecuciones pararon por haber saturado el nimero maximo de iteraciones permitido. Para esos
problemas, en la siguiente tabla se presentan resultados numéricos asociados a las condiciones de
optimalidad. Vemos que, a pesar de haber saturado las iteraciones, el proceso de optimizacién
se ha realizado satisfactoriamente en todos los casos. En la tabla se asigna un 1 a las dificultades
aparecidas al resolver la formulacién sin escalar y un 2 a la formulacién (5.1).
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Recuperacion de soluciones en matrices mal eguilibradas y con escalamiento
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densidad del vector x

Figura 5.3: Tasa de éxito en funcién del nimero de coordenadas no nulas del vector a recuperar.
Los asteriscos rojos corresponden a los casos con la matriz mal equilibrada, mientras que los
azules estan asociados a los problemas escalados.

Dificultades en: Densidad constrviolation | firstorderopt | iteraciones
del vector x

Dificultades en 1 8 1.5557 e-05 8.0950 e-07 85

Dificultades en 1 8 3.3041 e-06 1.6331 e-08 85

Dificultades en 2 38 7.1842 e-06 1.7940 e-08 85

Dificultades en 2 37 7.7831 e-08 2.3962 e-06 85

Dificultades en 2 38 3.7467 e-07 2.4958 e-05 85

Constrviolation: violacién de las restricciones. Firstorderopt: en relacion a las condiciones
de optimalidad de primer orden (7.3) y (7.4) del anexo.

En la figura 5.3 se observa como para valores de densidad menores que 40, con la matriz mal
equilibrada no se recupera la solucién de (Fy) en un 40 % de los casos. Mientras tanto, con la
mejora introducida, la tasa de éxito al recuperar la solucién de (Py) sigue siendo 1 cuando el
vector x tiene densidad menor que 30. Con el problema no escalado el primer fallo lo obtenemos
con un nivel de densidad muy pequenio, 6. Por otro lado se observa que para niveles grandes de
densidad (para valores mayores que 40) el escalamiento funciona peor que la versién no escalada.

5.2. Recuperando senales

Abordamos ahora el problema de la recuperacién de senales. Siguiendo la referencia [2], hemos
trabajado con una senal que se corresponde con el sonido de un tono telefénico, que viene descrita
por la suma de dos sinusoides f(t) = sen(13497t) + sen(32667t) y que en nuestros experimentos
viene dada por un vector, f , con un total de 5000 coordenadas. Podemos representar f como
combinacién lineal de cierta base: f = We donde ¥ representa la DCT (transformada discreta del
coseno) y ¢ son los coeficientes. La transformada discreta del coseno, es usada en el procesamiento
de senales e imagenes porque tiene la propiedad de “compactar energia”: en las aplicaciones
tipicas, la mayoria de la informacién de la senal tiende a estar concentrada en unas pocas
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componentes de pequenia frecuencia de la DCT. Es similar a la transformada de Fourier discreta
pero la diferencia es que sélo usa numeros reales. La DCT se utiliza en el formato JPEG para
comprimir imagenes (ver [8]).

En nuestro experimento la sefial comprimida es un vector, b, con m muestras aleatorias de
f . Luego b = & f , siendo ® un subconjunto de las filas de la matriz identidad. Por lo tanto
para reconstruir la senal hay que recuperar los coeficientes resolviendo el siguiente sistema de
ecuaciones: Arx = b, donde A = ®V¥. Una vez hemos calculado numéricamente los coeficientes, ,
Wr determinard la senal recuperada. El primer grafico de la siguiente figura muestra el comienzo
de nuestra senal original f y las correspondientes observaciones.

.005 .010 .015 .020 .025 .030

¢ = idct(f)

0 100 200 300 400 500 600

Figura 5.4: Senal original y observaciones aleatorias arriba y coeficientes originales debajo

El segundo grafico de la figura 5.4 muestra los primeros coeficientes. Los coeficientes no mos-
trados son de un tamano despreciable respecto a los de la figura. Dado que nuestro vector de
observaciones (b) estd formado por 500 componentes, la matriz (A) estd formada por 500 filas
y 5000 columnas por lo que el sistema de ecuaciones resultante: Ax = b tiene 10 veces méas
variables que ecuaciones.

PRIMER EXPERIMENTO: recuperaciéon con el software [1- MAGIC.

Para el problema planteado hemos resuelto las dos formulaciones (P;) y (P») con el objetivo de
mostrar que (P;) es mas adecuado que (P,) para la aplicacién que nos ocupa.
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Coeficientes obtenidos con el software Il— MAGIC

20 b
10 b
0
_10 - .
_20 - .
0 100 200 300 400 500 600
Comparacién entre la sefial original y la recuperada
1 [ T T T T T ]
.
(n n
0 ‘ i1
' J ' |
|
I |
_1 i Il , Il ( Il Il ‘ Il Il ]
.005 .010 .015 .020 .025 .030
Figura 5.5: Recuperacién con [1- MAGIC
Coeficientes obtenidos al resolver el problema (P2)
20 b
10 b
0 [ e e
_10 - .
_20 - m
0 100 200 300 400 500 600

Comparacién entre la sefial original y la recuperada

| l‘lH M lh“ M L HJ lll.l Hl
| LA il

.25

o

Figura 5.6: Recuperacion con la norma 2

En el primer grafico de la figura 5.5 se muestran los coeficientes con mayor peso de la soluciéon
obtenida para el problema (Pj). Estos se asemejan bastante a los coeficientes originales (ver
figura 5.4). En el segundo gréfico, donde se compara la sefial numérica obtenida con la senal
original, observamos que en la primera parte la recuperaciéon no ha sido tan positiva como en el
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resto.

En la figura 5.6 se muestran los resultados obtenidos con la resolucién del problema de optimi-
zacién (P,). Podemos observar que la recuperacién de la senal tiene mucha menos calidad que
la obtenida en la figura 5.5, asociada a la formulacién (Py).

SEGUNDO EXPERIMENTO: variando el nimero de observaciones.

Vamos a comprobar como varia la recuperacién de la senial si tomamos muchas més observacio-
nes. Para ello hemos tomado las 2500 observaciones aleatorias (las primeras son mostradas en la
figura 5.7). Para poder observar mejor la recuperacién de la sefial y compararla con la original
la hemos dibujado en cinco tramos (ver figuras 5.8, 5.9 y 5.10). Aparece en rojo la senal original
y en verde la recuperada. Observamos que en la mayoria de los tramos la diferencia entre ambas
senales es inapreciable a simple vista. En este caso hemos usado el software [1-MAGIC.

1 1 | | 1 1
05 010 115 020 025 .30

Figura 5.7: Senial original y las 2500 observaciones

Coeficientes obtenidos con el software Il—MAGIC

0
-10 r b

0 100 200 300 400 500 600

dct(x) de 1 a 1000 coordenadas
1.5 T \

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

Figura 5.8: Coeficientes y senal recuperada de 1 a 1000 coordenadas
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dct(x) de 1001 a 2000 coordenadas
15 T T T T

0.5 b

_05 -
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dct(x) de 2001 a 3000 coordenadas
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Figura 5.9: Senal recuperada de 1001 a 2000 y de 2001 a 3000

dct(x) de 3001 a 4000 coordenadas
15 T T T T

_0.5 - -

-15 ! ! ! !
0.075 0.08 0.085 0.09 0.095 0.1

dct(x) de 4001 a 5000 coordenadas
1.5 T T T T

0.1 0.105 0.11 0.115 0.12 0.125

Figura 5.10: Senal recuperada de 3001 a 4000 y de 4001 a 5000

A continuacién hemos calculado el error relativo de la senal recuperada frente a la original en
estos cinco tramos y los resultados obtenidos son los que aparecen en la siguiente tabla. Para
cada tramo, en la segunda columna se muestra el error obtenido a partir de las 500 observaciones
aleatorias y en la iltima columna el error correspondiente a haber tomado las 2500 observaciones
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aleatorias.

Tramo E.r. con m=500 | E.r. con m=2500

De 1 a 1000 2,6022e — 01 7,6981e — 02
De 1001 a 2000 | 8,5807e — 02 1,3856e — 02
De 2001 a 3000 | 6,7361e — 02 1,0686e — 02
De 3001 a 4000 | 7,4543e — 02 1,3248e — 02
De 4001 a 5000 | 1,9969¢ — 01 6,3198e — 02

Como conclusiéon podemos decir que los errores mas pequenos se cometen entre las coordenadas
1001 a 4000 en ambos experimentos. Ademds, como era de esperar, se observa una disminucién
del error relativo en el experimento al aumentar el niimero de observaciones.

Por 1ltimo veamos si mejora la recuperacién de la senal resolviendo el problema (P;) al aumentar
el nimero de observaciones a 2500.

Coeficientes obtenidos al resolver el problema (Pz)

201 | b
10 b
(R IS U
0 100 200 300 400 500 600
det(y)
)
.005 .010 .015 .020 .025 .030

Figura 5.11: Recuperacion de la senal con la norma 2

Observamos que la solucién obtenida dista mucho de tener una calidad aceptable para el objetivo
planteado.

TERCER EXPERIMENTO: recuperacién con la formulacién (P;) y el cédigo linprog

Nuestro tercer experimento consiste en recuperar la senal pero usando el cédigo linprog y la
formulacién del problema (Py) (ver 2.5).

Hemos repetido el primer experimento de esta seccién (con 500 observaciones).

Al igual que antes hemos dibujado la senal recuperada en cinco secciones para poder compararla
mejor. Por lo tanto en los siguientes graficos van a aparecer los coeficientes obtenidos y la grafica
recuperada en primer lugar de 1 a 1000 coordenadas, luego de 1001 a 2000, de 2001 a 3000, de
3001 a 4000 y de 4001 a 5000 respectivamente. Como anteriormente se ha hecho, la senial original
estd dibujada en rojo y la recuperada con linprog en verde.
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Coeficientes calculados con linprog
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Figura 5.12: Coeficientes y senal recuperada de 1 a 1000
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Figura 5.13:
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Senal recuperada de 1001 a 2000 y de 2001 a 3000
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dct(x) de 3001 a 4000 coordenadas
15 T T T T
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dct(x) de 4001 a 5000 coordenadas
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Figura 5.14: Senal recuperada de 3001 a 4000 y de 4001 a 5000

Se puede observar a simple vista que en la primera seccién, de 1 a 1001 coordenadas, la recupera-
cién es peor que en el resto de las secciones. Para verlo objetivamente también hemos analizado
los errores relativos en las cinco secciones obteniendo los resultados que se presentan en la si-
guiente tabla. En este caso los errores mas pequenos también se cometen entre los coeficientes
1001 y 4000 y son similares a los obtenidos con el software [;-MAGIC.

Tramo E.r. con m=500

De 1 a 1000 2,6027e — 01
De 1001 a 2000 | 8,5698e — 02
De 2001 a 3000 | 6,7442e¢ — 02
De 3001 a 4000 | 7,4462e¢ — 02
De 4001 a 5000 | 1,9966e — 01

CUARTO EXPERIMENTO: variando la distribucion de las observaciones.

En este experimento hemos tomado las 500 observaciones equiespaciadas (las primeras son mos-
tradas en la figura 5.15), en vez de tomar muestras aleatorias como hemos hecho anteriormente,
con el objetivo de ver cémo influye este cambio en la recuperacion de la senal.
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1 1 | | 1 1
05 010 115 020 025 030

Figura 5.15: Senal original y observaciones equiespaciadas

En la figura 5.16 mostramos la recuperacion conseguida con ;- MAGIC. Podemos observar el
gran cambio que se produce el tomar las observaciones equiespaciadas frente a las aleatorias,
pues la recuperacién es mucho peor. Los coeficientes obtenidos tienen unos picos muy pequenos
frente a los originales y la senal recuperada (en verde) muestra grandes diferencias frente a la
senal original (en rojo).

Coeficientes obtenidos con Il— MAGIC
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10 b
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Figura 5.16: Coeficientes obtenidos y senal recuperada con la norma 1

En la siguiente tabla, en la segunda y la tercera columna, se muestran los errores relativos en
las cinco secciones. La segunda corresponde a las 500 observaciones y la tercera a las 2500.



Tramo E.r. m=500 | E.r. m=2500
De 1 a 1000 1,0913e 4+ 00 | 7,0714e — 01
De 1001 a 2000 | 1,0533e + 00 | 7,0757¢ — 01
De 2001 a 3000 | 1,0417e¢ + 00 | 7,0680e — 01
De 3001 a 4000 | 1,0429¢ + 00 | 7,0693e — 01
De 4001 a 5000 | 1,0648¢ + 00 | 7,0753e — 01

37

Podemos observar que incluso tomando 2500 observaciones equiespaciadas no se alcanza la ca-
lidad de los resultados obtenidos al tomar 500 de forma aleatoria.
Por 1ltimo, en la figura 5.17, vemos la recuperacién obtenida al resolver el problema (P,) cuan-
do las observaciones son equiespaciadas. Este resultado es ain peor que cuando elegimos las
observaciones aleatoriamente como era de esperar.

Coeficientes obtenidos al resolver el problema (Pz)
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Figura 5.17: Coeficientes obtenidos y senal recuperada con la norma 2
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo hemos partido de un problema clasico de dlgebra lineal, resolver sistemas de
ecuaciones lineales, para el que, en principio, parece que es dificil aportar algo novedoso hoy en
dia. Sin embargo, recientemente ha surgido un gran interés, tanto tedrico como practico, por las
soluciones sparse de sistemas de ecuaciones lineales indeterminados. Se comienza tratando de
minimizar la funcién || - ||, es decir, la funcién que cuenta el nimero de coordenadas distintas
de cero que tiene un vector. Esta es la forma mas intuitiva de encontrar el vector mas sparse,
sin embargo esta funciéon no es continua en general y da lugar a un problema combinatorio
cuya complejidad computacional hace inviable su resolucién practica. Es por esta razén que se
consideran formulaciones alternativas: minimizar la norma || - [|1, pues es una relajacién convexa
de lanorma ||-||o. Sin embargo esté funcién no es diferenciable y por tanto se usan formulaciones
asociadas a este problema que si lo son. Consideramos dos formulaciones que, a pesar de tener
el doble de variables que el problema de partida, son mas viables de resolver en la practica, al
tratarse de problemas de programacién lineal. Adema&s puede considerarse la minimizacién de la
norma || - ||2, formulacién atractiva porque tiene unicidad de solucién, que puede ser calculada
con la SVD de la matriz del sistema. Sin embargo en la practica con esta formulacién no se
recupera una solucién sparse.

Para resolver problemas de programacién lineal de talla grande conviene recurrir a los métodos
de puntos interiores y en particular, los métodos primales-duales.

En la experimentacién numérica llevada a cabo en el trabajo, de los dos cédigos utilizados,
podemos concluir que la mejor recuperaciéon de la solucion se consigue con la funcién linprog
de MATLAB, para la formulaciéon de programacion lineal estandar dada en el trabajo. Ademas
hemos comprobado que para cierto tipo de matrices, cuanto mas sparse son las soluciones,
mejores resultados se obtienen. Por otro lado, el escalamiento mejora mucho la recuperaciéon
cuando la matriz de nuestro sistema no esté equilibrada. Finalmente, tomar muestras aleatorias
mejorara notablemente los resultados numeéricos.

39



40



Capitulo 7

Anexo

7.1. Condiciones de optimalidad
Sea el siguiente problema:

Minimizar f(x)

sujeto a x € Q CR”,
hi(z) =0, 1<i<ny,
g9j(x) <0, 1< j<np,

(PNL) (7.1)

con f,hi, gj: Q@ — R, siendo € un abierto de R".

Teorema 7.1.1. Condiciones de optimalidad necesarias de primer orden.

Sean f,hi,g; : 0 = R funciones de clase Cl, paral1 <i<nr,1<j<np.

Si & € Q es una solucion del problema PNL, entonces existen 1 + ny + np nidmeros: & €
Ry, {M}M, CRy {1172 C Ry tales que

nr np
a+ > [N+ A >0 (7.2)
i=1 j=1
nr B np
avf(@) +> NVhi(®) + > [i;Vg(®) =0 (7.3)
i=1 =1
By 20y [g5(z) =0, 1<j<np (7.4)
hz(f) =0, 1 <1< ny, gj(ic) <0, 1<j5<np. (75)

Corolario 7.1.2. En el resultado anterior puede tomarse & = 1, si ademas de las hipdtesis del
teorema anterior, se verifica una de las dos siguientes condiciones:

a) Si {Vhi(z)}1, U{Vyg;(Z)}jes, siendo J = {j € {1,...,np} : ¢g;() =0 y g5 > 0}, son
linealmente independientes.

b) Si las restricciones de PNL son lineales.

Definicion 7.1.3. Cuando las condiciones de optimalidad necesarias de primer orden se escri-
ben con @ = 1, se denominan condiciones de Kuhn-Tucker. Si T verifica estas tultimas se
dice que T es un punto de Kuhn-Tucker.

Teorema 7.1.4. Condiciones de optimalidad suficientes de primer orden
Sean f,h;,g; : 8 = R funciones de clase Cl,para 1 <i<n;yl<j<np tales que:

- K={zeQ:hi(x)=0para 1<i<nr; gj(x) <0para 1<j<np} esun conjunto
CONVETO.
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— fes una funcion convexa en K.

Siz € K es un punto de Kuhn-Tucker para el problema (PNL), entonces T es solucion global
del problema.

Teorema 7.1.5. Sea f: Q — R de clase C? y K C Q un conjunto convezo. Si se cumple que
(y — 2)TV2f(2)(y — x) > 0,Vx,y € K,z # y, entonces [ es estrictamente convexa sobre K.

7.2. Resultados de existencia de solucion

Proposicién 7.2.1. Sea K CR" K #(, f: K — R y el problema:

Minimizar f(x)
(P){ sujeto a x € K. (7.6)

Si f es coerciva en K, continua y K es cerrado, entonces existe al menos una solucion (global)
para (P).

Proposicion 7.2.2. Si K es un conjunto convexo y f es una funcion convexa en K, entonces
toda solucion local de (P) es solucion global de (P).

Teorema 7.2.3. Si existe solucion para (P), K es un conjunto convero y f es una funcion
estrictamente convexa en K, entonces el problema (P) admite una tinica solucion (global).

Proposicion 7.2.4. Sea el siguiente problema de programacion lineal:

Minimizar f(z) =clx

(pL){ Lo (7.7)

con K ={z € R": Az = b,z > 0}, donde A € RU"*™) y ademds rango(A) = m < n. Se tiene:
a. Si Inf{c"x:x € K} € R, entonces existe solucion para el problema (PL).

b. Toda solucion local es global.



Capitulo 8

Notacion

’ Notacion ‘ Descripcion
lz|lo El nimero de coordenadas distintas de cero del vector x
n
]l (D lal)'/?
k=1
Ry El intervalo (0, +00)
A(P) Conjunto de puntos admisibles del problema (P)
X Dado = € R", X es la matriz diagonal tal que X;; = x;
T8 Dados z,s € R",z - s € R" tal que (z-s); = x;s; para 1 <1< n
méx{0,z} | Vector cuyas coordenadas son: max{0,x;} para 1 <i<n
m<En m es mucho més pequeno que n
SVD (Singular Value Decomposition) Descomposicién en valores singulares
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