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RESUMEN

En este trabajo hacemos un repaso general sobre los métodos numéricos para resolver
ecuaciones de una variable y sistemas de ecuaciones no lineales. Centramos la atencion
en el método de Newton y mostramos los resultados de la Teoria Alfa y Gamma de
Smale sobre su convergencia. Todo ello, usando teoremas con sus demostraciones,
ejemplos concretos y problemas de aplicacion para que faciliten su comprension y su
posible utilidad en la préctica. Finalizamos comentando la importancia del Teorema que
da titulo al trabajo, asi como las reflexiones personales llevadas a cabo a lo largo de su
desarrollo.

ABSTRACT

In this dissertation, we review the numerical methods to solve one variable equations
and nonlinear systems of equations. We focus our attention on Newton’s method and
we show the results of Smale’s Alfa and Gamma Theory. In order to do so, we use
theorems with its demonstrations, examples and application problems to facilitate its
understanding and its applications. Finally, we comment about the importance of the
Smale’s Gamma Theorem and the conclusions of this study.
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Introduccion

Uno de los problemas mas bésicos del andlisis numérico consiste en encontrar los valores x que
satisfacen una determinada ecuacién f(z) = 0, para una funcién dada. Este problema, conocido como
el problema de busqueda de raices, no es un problema trivial. La dificultad no reside en encontrar
métodos para obtener soluciones, sino encontrar métodos que permitan encontrar las soluciones en un
tiempo razonable.

Es un problema que aparece con frecuencia en el trabajo cientifico. Por ejemplo, en la teoria de
la difraccién de la luz necesitamos determinar las raices de la ecuaciéon

x — tan(z) = 0.
O en el calculo de érbitas planetarias, necesitamos las raices de la ecuacion de Kepler,
x —asin(x) =b

para ciertos valores de a y b.

El problema general, planteado en el caso més sencillo de una funcién continua definida en los niimeros
reales y cuya imagen esta en los niimeros reales, es la siguiente: dada una funcién f : R — R continua,
encontrar los valores de = para los cuales f(xz) = 0. Este tipo de problemas lo abordaremos en el
Capitulo 1 de este trabajo.

Como veremos, todos los métodos comienzan con una aproximacién inicial, para posteriormente gene-
rar una sucesion que converge a una raiz si el método es exitoso. En el primer Capitulo, introduciremos
el método de biseccion, el método del punto fijo, el método de Newton y el método de la secante. To-
dos ellos vendran acompanados de resultados tedricos obtenidos en las referencias y de ejemplos que
demostrardn su comportamiento.

Ademsds, en el Capitulo 1 centraremos la atencién en la convergencia del método de Newton. Re-
presentaremos las denominadas bases de atraccion con Matlab, con las que obtendremos complejos
patrones que llamaremos fractales. Y son precisamente esos ejemplos los que emplearemos en el lti-
mo capitulo, para hacer una comprobacién grafica del Teorema Gamma de Smale.

Anadiendo mas variables y méas funciones, nos encontraremos con el problema de resolver sistemas de
ecuaciones no lineales de la forma:

fl(SUl,CCQ,...,ﬂfn) :Oa
0

fz(wl,xg, e ,xn) = U,

falx1,29,. .. 20) =0,

donde podemos considerar a toda funcién f; como una funcién que va del espacio n—dimensional R
en la recta real R.

A lo largo del Capitulo 2, veremos dos técnicas de resolucién de este tipo de problemas, que son:

7
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El método de punto fijo y el método de Newton para sistemas no lineales. Varios de los resultados
tedricos de ese capitulo, se omitirdn por la complejidad que requiere su desarrollo, pero resultan im-
prescindibles para estudiar los métodos y sus ejemplos.

Ademds mostraremos tres ejemplos de aplicacién, que se resolveran mediante el método de New-
ton y cuya dificultad de resolucién ird en aumento. Emplearemos con ello el denominado método de
homotopia y obtendremos distintas soluciones a un mismo problema.

Utilizando el método de Newton, surge la necesidad de estudiar su convergencia. Tema que trata-
remos en el tercer capitulo de este trabajo titulado: la Teoria Alfa de Smale. En él, centraremos la
atencién en dos grandes teoremas como son FEl Teorema Gamma de Smale y El Teorema Alfa de
Smale. Para sus demostraciones, recurriremos a importantes resultados previamente demostrados. Y
emplearemos, de nuevo, ejemplos numeéricos y graficos que sirvan para entender y verificar la teoria.

Antes de comenzar propiamente con el trabajo, considero importante destacar que en muchas ocasio-
nes no se especificara el algoritmo que se ha programado en Matlab para la resolucion de los ejemplos.
Pero lo cierto es que ha supuesto gran parte del tiempo invertido en la realizaciéon del trabajo, y ha
sido esencial para conseguir los resultados numéricos y graficos obtenidos.



Capitulo 1

Soluciones de ecuaciones de una
variable

En este capitulo, veremos algunos métodos numéricos clasicos para la obtencién de raices en
funciones de una variable. En otras palabras, dada una funcién f : R — R continua trataremos de
resolver el problema de encontrar los valores de = para los cuales f(z) = 0. Mostraremos algunos
resultados importantes asi como ejemplos explicativos en cada uno de ellos.

Todo este material puede encontrarse en [1].

1.1. El método de biseccion

El método de biseccién consiste en obtener una raiz de una funcién a través de las divisiones de
un intervalo dado. Para poder aplicarlo, se han de cumplir las siguientes hipdtesis:

= La funcién f es continua .
» La funcién f estd definida en [a, b].
» f(a)y f(b) tienen signos distintos.

Por el Teorema de los Valores Intermedios se tiene que, con dichas hipdtesis, existe al menos un p

€ (a,b) tal que f(p) = 0.
La técnica del método de biseccién consiste en dividir a la mitad el intervalo [a,b] y repetir el proceso
en la mitad que contenga a la raiz p. Asi, en la primera iteracién tenemos a1 = a,b;y = by p1 el punto
medio de dicho intervalo,

D =ar+ WTC“ = ‘”QLbl.

Una vez calculado p; podemos tener uno de estos tres casos:
» f(p1) =0 = p; es es un cero de f.
» f(a1)f(p1) < 0= Existe un cero de f en (a1,p1). Y tomamos ay = a; y by = py.
» f(a1)f(p1) > 0 = Existe un cero de f en (p1,b1). Y tomamos ag = p1 y by = by.

Posteriormente y de manera andloga se repite el mismo proceso en el intervalo [ag, bo] y sucesivos.

Teorema 1.1. Supongamos que f € Cla,b] y f(a)f(b) < 0. El método de biseccion genera una
sucesion {pn}o2, que aproxima a un cero de p de f, tal que
b—a

lpn —p| <

Demostracion. Para cada n > 1, tenemos
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bn*anzgnil—l(b*a)ype (an, by)

Y como p, = %(an + b,,) para toda n > 1, se deduce que

Ejemplo 1.

A continuacién, veremos el desarrollo del Método de Biseccién para la ecuacién z? 432242 —4 = 0.
Este mismo ejemplo sera el que emplearemos en los métodos posteriores. De esta forma veremos el
comportamiento de los algoritmos para obtener las raices de una misma ecuacion.

Dicha ecuacién tiene una raiz en [—2, 0], puesto que f(—2)f(0) < 0. Mediante el algoritmo de biseccién
obtenemos los siguientes valores:

nooap bn Pn f(pn)

1 -2 0 -1 -1

2 2 -1 1.5 6.3125

3 -1.5 -1 -1.25 1.878906250

4 -1.25 1 -1.125 0.273616406

5  -1.125 -1 -1.0625 -0.401351928
6 -1.125 -1.0625 -1.09375 -0.073775291
7  -1.125 -1.09375 -1.109375 0.097417891

8  -1.109375 -1.09375 -1.1015625 0.011193815

9 -1.1015625 -1.09375 -1.09765625 -0.031446821
10 -1.1015625 -1.09765625 -1.099609375 -0.010165622
11 -1.1015625 -1.099609375  -1.1005859375  0.000504304

12 -1.1005859375 -1.099609375 -1.10009765625  -0.004833105
13 -1.1005859375 -1.10009765625 -1.100341796875 -0.002165012
20 -1.1005401611 -1.1005363464  -1.100538253784 -0.000017142

La solucién real de la ecuacién o + 322 4+ 2 — 4 = 0 en el intervalo [—2,0] es 1.1005..., como podemos
comprobar, al cabo de veinte iteraciones conseguimos una buena aproximacion.

Es importante resaltar que el método de biseccién ofrece inconvenientes, como el de converger lenta-
mente o la posibilidad de desechar una buena aproximaciéon inmediata. Sin embargo, tiene la impor-
tante propiedad de que siempre converge en una solucién y, por lo tanto, a menudo sirve para iniciar
otros métodos mas eficientes.

Supongamos ahora que se quiere determinar la cantidad de iteraciones necesarias para resolver la
ecuacién z* +3z2+ 2 —4 = 0 con una exactitud de 10™* comenzando con los valores a; = —2y b; = 0.
Para ello y teniendo en cuenta el Teorema 1.1 se tiene que encontrar un entero N que satisfaga

lpv—p| <27 N(b—a)=2-2"N <1074
Para ello, se pueden utilizar logaritmos de base 10. Asi:
227N <107* = log;( 27V < logy, 1074 = —4

de esta forma se tiene,

(1-N)10g102< —4yasi,N>

1~ 14,2877,
loglo 2

Por lo tanto, podemos concluir que con quince iteraciones se conseguiré una exactitud de 1074,
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1.2. Método de punto fijo

En este caso, para buscar una raiz p de f : [a,b] — R definiremos una funcién g previamente. Esta
tendrd un punto fijo en p (g(p) = p) de manera que la funcién definida como f(z) = x — g(z) tendrd a
su vez un cero en p. Por ello, tiene sentido escribir g(z) como g(x) = x — ¢(x) f(z) donde ¢(x) es una
funcién arbitraria. Asi, los problemas de bisqueda de raices y los de punto fijo son clases equivalentes.
Con este método estudiaremos el problema de encontrar las soluciones a los problemas de punto fijo
para obtener como resultado un cero de la funcién f inicial.

Teorema 1.2. Si g € Cla,b] y g(z) € [a,b] para todo x € [a,b], entonces g tiene un punto fijo en
la,b]. Y si ademds ¢'(x) existe en (a,b) y existe una constante positiva k < 1 con

| (x)| < k, para todo z € (a,b),

entonces el punto fijo en [a,b] es Unico.

Demostracion. Si g(a) = a o si g(b) = b, entonces g tendrd un punto fijo en un extremo. Supongamos
que no es asi; entonces debera ser cierto que g(a) > a y que g(b) < b. La funcién h(z) = g(x) — x es
continua en [a,b] y tenemos

h(a) =g(a) —a >0y h(b) =g(b) —b<0

El Teorema de los Valores Intermedios establece que existe un p € (a,b) para el cual h(p) = 0. Ese
nimero p es un punto fijo de g:

0 = h(p) = g(p) — p implica que g(p) = p.

Suponemos ademés que |¢'(z)| < k < 1y que p y ¢ son puntos fijos en [a,b] tal que p # g. Segin el
Teorema del Valor Medio, existe un nimero £ entre p y ¢ y, por tanto, en [a, b] tal que

g(p)—g(a) _ q().

p—q
Por tanto,

lp—ql = lg(p) —9(@)| = 19")llp —al < klp—aql <Ip—dql,

lo cual es una contradiccién. Esta contradiccién se debe solamente a la suposicién p # ¢. Por tanto,
p = qy el punto fijo en [a, b] es tnico. O

Teorema 1.3. (Teorema del punto fijo)
Sea g € Cla,b] tal que g(z) € Cla,b] para todo x € [a,b]. Ademds supongamos que eziste g’ en (a,b) y
una constante positiva 0 < k < 1 tales que

| (x)| < k, para todo = € (a,b).
Entonces para cualquier punto py en [a,b], la sucesion definida por

Pn = 9g(pn),n > 1

converge al inico punto fijo p en [a,b].

Demostracion. El teorema anterior implica que existe un tnico punto fijo en [a,b]. Puesto que g
transforma [a, b] en si mismo, la sucesién {py }>2, se define para todo n > 0y p, € [a,b]. Aplicando el
hecho de que |¢'(z)| < k y el Teorema del Valor Medio, se tiene para cada n,

P = pl = 19(Pn—1) — 9(p)| = 19'(€n)llPn—1 — Pl < Klpn—1 = pl,
donde &, € (a,b). Al aplicar esta desigualdad inductivamente se obtiene

lpn — p| < klpn—1 — p| < K |pn—2 —p| < ... < k"[po — p|
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Puesto que 0 < k <1, se tiene lim k" =0y

T—00
lim |p, —p| < lim po —p = 0.
T—00 T—00
v {pn}22, converge a p. .
Ejemplo 2.
Consideremos de nuevo la ecuacién x4 + 322 + 2 — 4 = 0, de la que queremos hallar una solucién

real. Existen distintas funciones de la forma = = g(x) que convierten la ecuacién original en problema
de punto fijo. Algunos ejemplos son:

» g1(z) =4 — 2t — 322

= g2(x) = <x3+§x+1)

4—gp— 2t

3

4—x
") =y s

En la siguiente tabla se exponen los resultados del método del punto fijo utilizando en cada caso la
funcién g que se indica, comenzando con el punto medio del intervalo, py =-2.5.

» g3(x) =

no g g2 g3 g4

0 -25 -2.5 2.5 -2.5

1 -53.812500 -0.180790960 (—10,854389160)'/2  0.838273644
2 —8,39x10%  8.855084133 0.893384680
3 —4,96 x 102" 0.005540821 0.904395667
4 —6,07 x 10"°  3.934596642 0.900448036
5 0.054262686 0.901863897
6 3.439535193 0.013561550
7 0.076908744 0.901538246
8 3.248912655 0.901472944
9 0.088809120 0.901496363
10 3.156745508 0.901487964

La soluciones reales son -1.10005... y 0.90149.... Como podemos comprobar, los resultados obtenidos
con la funcién g4 y tras 10 iteraciones son préximos a la raiz real positiva. En cambio mediante la
funcidn g1, la solucién diverge, es decir, se aproxima a infinito cada vez més. Con la funcién g, tampoco
se llega a la solucidn, se ha probado con 300 iteraciones del método, llegando al valor 3.043522...que no
es préximo a ninguna de sus raices reales. Podria indicar que se produce un ciclo con valores entornos
a0y 3.Y através de la funcién gs llegamos a tener una raiz cuadrada de un ntimero negativo en la
primera iteracion.

1.3. Método de Newton

Podemos introducir el método de Newton mediante los polinomios de Taylor (en la seccién 2.2
veremos una manera alternativa de obtener este método). Para ello, supongamos que f € C?[a, b]. Sea
T € [a,b] una aproximacién de p tal que f'(Z) # 0y |p — Z| es pequerio. Consideraremos el primer
polinomio de Taylor para f(z) expandido alrededor de Z.

f(@) = £(@) + (@ = 2)f'(2) + L5 (6 @)
donde &(x) estd entre x y . Dado que f(p) = 0 se obtiene:
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0=F(@) + (p—2)f' @) + 22 (e (p)

Teniendo en cuenta que, como se habia dicho,|p — Z| es pequeno, entonces (p — )
tanto podemos considerar,

2 es alin menor y por

0~ f(2)+ (p—2)f(2)
Finalmente despejando p tenemos,

_ f@)
I'(z)
ultima expresién u n mé wton. manera qu nera una sucesion
Esta 1dltima expresién, es la que define el método de Newton. De manera que genera una sucesio
{Pn}>2y, que comienza con una aproximacioén inicial pg. Los términos de esta vienen dados por,

Kl

p=

f(pn—l)

Pn = Pn—1 = F(,— 5 Paran > 1.

Es importante destacar que el método de Newton es una técnica muy poderosa pues si se escoge
una aproximacién suficientemente exacta convergera rapidamente a la raiz. Un inconveniente de este
método consiste en la necesidad de conocer el valor de la derivada de f en cada aproximacién.

Lema 1.1. Sea f € Cla,b] y p € (a,b). Supongamos que f(p) =0 y sea € > 0 un valor dado. Eziste
un & > 0 tal que |f(x)| < e para todo x € [p — d,p + 0], donde dicho intervalo es un subconjunto de
[a, b].

Demostracion. Puesto que f es continua en p y f(p) = 0, existe un 6 > 0 con,
[f(z) = f(p)] <e, para |z —p| <dya<az<bh
Restringimos ¢ de modo que [p— 4, p+ d] sea un subconjunto de [a, b]. Asi, para x € [p—d, pd], tenemos

[f(@)] = [f(x) = F(p)| <e.
O

Teorema 1.4. Sea f € C%[a,b]. Sip € (a,b) es tal que f(p) = 0 y f'(p) # 0, entonces existe un
d > 0 tal que el método de Newton genera una sucesion {p,}°2, que converge a p para cualquier
aprozimacion inicial po € [p — d,p + 0].

Demostracion. La demostracion se basa en analizar el método de Newton como un esquema de itera-
ci6én funcional p, = g(pn—1), para n > 1, con

g(z) =z — JJ:/((?)

Sea k un nimero cualquiera en (0,1). Primero debemos encontrar un intervalo [p — d,p + d] donde
la imagen de dicho intervalo por g pertenezca también a dicho intervalo; y ademads |¢'(z)| < k para
todo z € (p — d,p+ ). Como f'(p) # 0y f' es continua, existe 6; > 0 tal que f’(z) # 0 para todo
x € [p—01,p+ 61] C [a,b]. Por tanto, g estd definida y es continua en [p — d1,p + 01]. También,
_ [ @) (@)= f(@) f"(x) _ fla)f"(z)
g@)=1-"2r = e
para x € [p — d1,p + d1]. Por suposicién, f(p) =0, asi que

/) = L o

Como ¢’ es continua y como 0 < k < 1, y por lo inmediatamente anterior existe un §, con 0 < § < 41,
y

lg'(x)] <k, para todo z € [p — d,p + 0]

Todavia falta demostrar que g manda [p — d,p + ¢] en si mismo. Si x € [p — d,p + J], el teorema del
valor medio implica que, para algin ntimero £ entre z y p, |g(z) — g(p)| = |¢'(£)||x — p|. Por tanto,
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l9(z) —pl = lg9(z) — g(p)| = |g'(E)|lz — p| < klz —p| < |z —p|.

Puesto que = € [p — 0, p + ¢], se deduce que |x — p| < § y que |g(x) — p| < . Este resultado implica
que g manda [p — ¢] en si mismo. Todas las hip6tesis del teorema del punto fijo se satisfacen, de modo
que la sucesion {p,}>° ; definida por

Pn = 9(Pn-1) = Pn—1 — }c/((’;’;’_ll)), paran > 1,
converge a p para cualquier pg € [p — d,p + 9]. O
Veamos a continuacién un ejemplo donde aplicamos el método de Newton que acabamos de des-
cribir.
Ejemplo 3.

Supongamos de nuevo que queremos obtener la solucién de z* + 322 + x — 4 = 0 en el intervalo
[—2,0]. Para ello se genera la sucesién {p, }7° ; dada por:

Pp 1+ 3Pp 1+ Pa1—10
4pd | +6pn_1+1

Pn = Pn—1 — , paran > 1

Comenzando la iteracién con py =-2.5 se obtiene:

Pn

-2.5

-1.829248366013072
-1.382171899212134
-1.158220991174252
-1.103489684056943
-1.100547967085392
-1.100539821507736
-1.100539821445438
-1.100539821445438

0O U W O3

Resulta interesante destacar que tanto el método de Newton como el del Punto Fijo, pueden emplearse
para obtener las soluciones complejas de una funcién. Mientras que con el método de Biseccion esto
resulta imposible. En la seccion 1.5 incluimos una serie de ejemplos incluyendo este hecho. Pero antes,
exponemos el método de la secante.

1.4. Método de la secante

A diferencia del método anterior, en este se evita calcular la derivada como tal derivando una
variacién de esta. Por definicion de derivada tenemos,

f(pn_1) = lim f@) = fpn-1)

T—=Pn—1 T — Pn—1

Tomando = = p,,_32,

/ o fPn—2)=f(Prn-1) _ f(pn—1)—f(Pn—2)
f (pnil) ~ Pn—2—"Pn-1 - Pn—1—"Pn-2
Aplicando esta aproximacién de la derivada f'(p,—1) en la férmula de Newton y teniendo previamente
las aproximaciones iniciales pg y p1, obtenemos la sucesién de términos {p,}5°, que estan definidos

por,

_ _ f(Pnfl)(pnflfpn—ﬂ
Pn=Pn—1 = 5, )~ F(pn-2) °

Ejemplo 4.
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Para obtener la solucién de x* + 322+ x — 4 = 0 en el intervalo [—2, 0]. Para ello se genera la sucesién
{pn}>2, dada por:

(ph_1 4+ 3p2_1 + Pn-1 — 4)(Pn—1 — Pn—2)
P +3p2 a1 —4) — (ph_o+3p2_5+Pn2—4)

pn:pn—l_( , paran > 1

En este caso, necesitamos dos aproximaciones iniciales para inicial el método. Si tomamos pg =-2.5 y
p1 =-2 obtenemos:

Pn

I 1
SR
(@)}

-1.624733475479744
-1.351827017793515
-1.188352317573282
-1.118152658999460
-1.101917215285519
-1.100562380298055
-1.100539850599022
-1.100539821446055
10 -1.100539821445438
11 -1.100539821445438

@OO\]@JO"%OO[\DD—‘OB

Como vemos, los valores de las iteraciones 10 y 11 estan muy proximos entre si, convergiendo a la
raiz -1.10053... En pocas iteraciones y gracias a este método conseguimos una buena solucién de la
ecuacioén inicial.

1.5. Ejemplos método de newton

En esta seccién se muestran ejemplos concretos donde veremos la convergencia del método de
Newton. Lo estudiaremos a través de una representacion donde cada color representa el conjunto de
puntos que convergen a uno mismo, lo que se denomina base de atraccion.

En la figura 2.8 se muestran puntos aleatorios (del plano complejo) que son precisamente los pun-
tos iniciales (xg) del método de Newton. Asi, tras 10.000 iteraciones si dicho método obtiene un valor
x10,000 para el cual |z —x10,000| < 1079 se colorea del color correspondiente a dicha raiz. En otras pala-
bras, cada color corresponde a una base de atraccién diferente. En este caso, el color verde representa
la raiz © = 3, el rojo x =i y el azul la conjugada de ésta (x = —i). En caso de no converger el punto
se colorea en negro.
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Figura 1.1: Bases de atraccién del Método de Newton para f(z) = (z — 3)(x? + 1)

Observamos que los distintos conjuntos que obtenemos en funcién del color parecen seguir patrones

muy complejos, dando lugar a conjuntos que podriamos denominar fractales. Un estudio de este tipo
de representaciones puede encontrarse en [3].
A continuacion se muestran mas ejemplos donde se puede ver el comportamiento del método de Newton
bajo distintas funciones, ilustrando el comportamiento extremadamente complejo de la convergencia
del mismo en funcién del punto inicial elegido. Continuamos reservando el color negro para aquellos
puntos donde el método no converge y el resto de colores para las distintas raices.

Figura 1.2: Bases de atracciéon del Método de New- Figura 1.3: Bases de atraccién obtenidas mediante
ton para f = (22 + 1)(2? + 4)(z? +9). el Método de Newton para f(z) = (22 —1)(2?+9).
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] L ! ! . ! . ! ! ! 4 L ! ! . - . ! ! L !

5 4 3 2 1 u] 1 2 3 4 5 4 3 2 1 i} 1 2 3 4 i
Figura 1.4: Bases de atraccién obtenidas mediante Figura 1.5: Bases de atraccion del Método de New-
el Método de Newton para f(z) = sin(x). ton para f(x) = (x — 1)(x — 1) (z — 34).

Figura 1.6: Bases de atraccién del Método de New- Figura 1.7: Bases de atraccion obtenidas mediante
ton para f(x) = (x — 1)(x — i)(z — 3). el Método de Newton para f(z) = z(x?—1)(22+9).

Como ha quedado patente en las distintas ilustraciones, el método de Newton converge en muchas
ocasiones, pero no siempre es asi. Es decir, podemos encontrarnos con distintas situaciones para las
cuales el método no obtiene una raiz de la funcién a partir de un punto inicial dado.

Por ejemplo, la funcién f(z) = 2® — 5x converge a un ciclo, luego el método no consigue avanzar
y por tanto no converge. Tenemos que,

3 — bx 213
322—-5 322-5

Si tomamos como punto inicial de la iteracion xzg = 1 tenemos,
N¢(1) = =1y en la siguiente iteracién Ny(—1) = 1.

Podemos verlo graficamente,
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Figura 1.9: Algoritmo de Newton para f(z) = 2® — 5z, mostrado un ciclo.



Capitulo 2

Soluciones numéricas de los sistemas
de ecuaciones no lineales

En el capitulo anterior estudiamos el problema de aproximar soluciones de una sola ecuacién no
lineal de la forma f(z) = 0. En esta seccién estudiaremos las generalizaciones de las técnicas que nos
permiten aproximar las soluciones de los sistemas de ecuaciones no lineales.

Una introduccién elemental a los distintos métodos de resolucién de este tipo de sistemas se puede ver
en [1].

2.1. Puntos fijos para funciones de varias variables

Un sistema de ecuaciones no lineales tiene la forma:

fl(.’ﬂhfﬂQ,...,fL’n) 207
fQ(ZL‘l,:EQ,...,l'n) :0,
fn(‘rl?l‘Q?"‘?xn) :Oa

donde podemos considerar a toda funcién f; como una funcién que va del espacio n—dimensional R
en la recta real R.

Este sistema de n ecuaciones no lineales con n incégnitas puede representarse también mediante la
definicién de una funcién F : R™ — R"™ por medio de

F(x1,xo,...,2n) = (fi(z1, 22, ..., 20), fo(x1, 22, ... Zn), ooy fr(z1, T2, . o, xn))t
Si se emplea una notacién vectorial para representar las variables x1,x9,...,x, el sistema adopta la
forma
F(x)=0
donde x = (1, z2,...,x,). Veamos algunos resultados referentes a la continuidad y diferenciabilidad

de las funciones de R™ a R".
Definicién 2.1. Sea £ € C". Se dice que £ es un cero exacto de F, si F'(§) = 0.
Definicion 2.2. Sea f: D C R® — R. Se dice que la funcion f tiene el limite L en xq, y se escribe

lim f(z) =L

T—T0

si, dado un numero cualquiera € > 0, existe un nimero § > 0 con la propiedad de que
[f(x) = L| <e

siempre que £ € D y

19



20CAPITULO 2. SOLUCIONES NUMERICAS DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES NO LINEALES

0<l|@—a <3

Definicion 2.3. Sea f : D C R* — R. La funcion f es continua en xy € D siempre que exista

Jim f(x) y que

lim f(z) = f(x)

T—TQ

Y se dice que f es continua en un conjunto D si f es continua en todos los puntos de D. Este
concepto se expresa también escribiendo f € C(D).

Definicion 2.4. Sea F una funcion de D C R™ en R™ de la forma

F(z) = (fi(2), f2(2),. .., fa(2))",
donde f; : R — R para toda i. Definimos
lim F(z) = L= (Ly,Ls,...,Ly,)"

Tr—ITQ

st y sélo si lim f;(x) = L; para toda i.
T—TQ

La funcién F es continua en xg € D siempre y cuando lim F(x) exista y lim,_,,, F(x) = F(xp).
T—T0

Ademsds, F es continua en el conjunto D si lo es cada x de D. Este concepto también se expresa
escribiendo F' € C(D).

El siguiente teorema, obtenido en [1], relaciona la continuidad de una funcién de n variables en un
punto con las derivadas de la funcion en ese punto.

Teorema 2.1. Sea f una funcion de D C R™ en R y xy € D. Si existen las constantes § >0 y K >0
con

0
‘ f(z) < K, para cada j =1,2,...,n,

8acj

siempre que ||x — xg|| < d y ¢ € D, entonces f es continua en xy.
Definicién 2.5. Una funcion G de D C R™ en R™ tiene un fijo en p € D si G(p)=p.

Veamos ahora un resultado que generaliza el teorema del punto fijo (Teorema 1.3) para el caso de
varias variables. Su demostracién se puede encontrar en [10] (p.153).

Teorema 2.2. Sea D = {(z1,22,...,2,) /a; < x; < b;,Vi = 1,2,...n} para algin conjunto de
constantes ai,as,...an y by, ba, ... by. Supongamos que G es una funcion continua de D C R"™ en
R™ con la propiedad de que G(x) € D siempre que x € D. Entonces G tiene un punto fijo en D. Y
supongamos, ademds, que G tiene derivadas parciales continuas y que existe una constante K < 1 con

‘ 9gi(x)
o1

K
< —, siempre que £ € D,
n

para todo j = 1,2,....n y toda funcion componente g;. Entonces la sucesion {x(k)}iozo definida por
una 9 seleccionada en D arbitrariamente y generada por

¥ = G(2*V), para cada k > 1,

converge al punto fijo unico p € D y

k) _

(£ ) — 2.

<
Plle < 7

No incluimos ejemplos de aplicacién de este teorema aunque el Método de Newton estudiado en la
siguiente seccion y en el Capitulo 3, es un método de punto fijo con un teorema de convergencia mas
fuerte y de él incluiremos numerosos ejemplos.
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2.2. Método de Newton para sistemas no lineales

En el caso unidimensional, introdujimos el método de Newton mediante polinomios de Taylor
(Seccién 1.3). Pero podiamos haberlo hecho obteniendo una funcién ¢(z) con la propiedad de que

9(z) =z — ¢(z)f(z)

da una convergencia cuadratica en el punto fijo p de la funcién ¢g. Y a partir de esa condicion, el
método de Newton evoluciona al seleccionar ¢(x) = 1/f'(x), suponiendo que f’(z) # 0.

En el caso n—dimensional utilizamos un procedimiento semejante, para el cual necesitamos definir la
matriz:

a1 (x) aa(x) ... ap(x)
Alr) = (I21.(X) GQQI(X) conagp(x)
an1(X)  an2(x) ... app(x)

donde todos los elementos a;j(x) son una funcién de R™ en R. Esto requiere obtener A(x) de modo
que

G(x) =x— A(x)"'F(x)

de la convergencia cuadratica a la solucién de F(z) = 0, suponiendo que A(z) es no singular en el
punto fijo p de G.

El siguiente teorema, nos permitird deducir que A~'(z) es la inversa de la matriz Jacobiana aso-
ciada al sistema. Su demostraciéon requiere la capacidad de expresar G en términos de su serie de
Taylor en n variables alrededor de p, (véase [1]).

Teorema 2.3. Supongamos que p es una solucion de G(x) = x para alguna funcion G = (g1,92,. .-, gn)"
que va de R™ en R™. Si existe un ndimero § > 0 con la propiedad de que:

da:
1. 29 seq continua en Ny = {a|||x — p|| < §} para todo i =1,2,....,n y todo j =1,2,3,...,n

81‘j
0%g; 0%gi(x
2. 9:(@) sea continua y ﬁ < M para alguna constante M siempre que © € Ns para todo
O0x;0x; x ;0
1=1,2,...,n,5=1,2,...,n y para todo j =1,2,...,n
das
3. gi:) =0 para todo i =1,2,...,n y para todo k =1,2,...,n
entonces existe un 6 < & tal que la sucesion generada por zk (:(;]€ 1Y converge cuadrdticamente a
p para cualquier eleccion de 0 a condicion de que ||z® pH < 5. Mds aiin,

2
n M
”:B(k) - p”oo < ?H:B(k_l) - pHgo; para todo k > L.

Para utilizar este teorema, supongamos que A(x) es una matriz n x n de funciones de R™ a R.
Supongamos ademds que A(x) es no singular cerca de una solucién p de F(x) = 0, y denotemos con
bi;(x) el elemento de A(x)~! situado en la i-ésima fila y la j-ésima columna.

Dado que G(x) = x — A(x)"'F(x), tenemos g;(x) = z; — > i bij(x) fi(x) ¥

9g;(x) 1_23 1| bij(x )gfi( )+ gi@’z( x)fj(x) ), sii=k,
O =S (0G0 P00 + TG00 ) s i £ K

aTk
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9i(p)
Ty,

El Teorema 2.3 implica que necesitamos =0 para todo 7 =1,2,...,ny todo k =1,2,...,n.

Esto significa que, para todo i = k,

a .
0=1- 5, bs(p) 2 )

asi que,

a .
>y bz-j(p)afi(p) — 1.

Cuando k # i,

of;

0=->", bz‘j(P)aTck

(p)

asi que

> i1 bij(p>§a]z(P) =0
[0f1(x)  Ofi1(x) Af2(x)]

61’1 3.7}2

Ox
0h(x) hkx)  0h®X)
Al definir la matriz J(x) por medio de, J(x) = | 0z1 dry  Oxy

Ofa(x)  Ofa(x) Ofn(x
81‘1 8562 o 8xn n

~—

Las condiciones anteriores requieren
A(p)~'J(p) = I (matriz identidad)
de lo que se deduce,

A(p) = J(p)

En consecuencia, una eleccién apropiada de A(x) es A(x) = J(x) dado que entonces se cumple la
tercera condicién del Teorema 2.3.
La funcion G estd definida por

G(x) =x — J(x)"'F(x),

0)

y el procedimiento de la iteracién funcional pasa de seleccionar z(9) a generar, para k > 1,

xF) = G(x(F—D) = x*=1) — J(xk-1)=1p(x(k-1)

De este método, se espera que generalmente de convergencia cuadrética siempre y cuando se conozca
un valor inicial lo suficientemente ’cercano’ al valor de la solucién y que J(p)~! exista.

Una debilidad clara del proceso del método de Newton surge de la necesidad de invertir la matriz J(x)
en cada paso. En la préactica, el método se realiza generalmente en forma de dos pasos. Primero, se
encuentra un vector y que satisfaga

Jx D)y = —F(x)
Después de que se ha logrado esto, la nueva aproximacién x*) se puede obtener sumando y a x(=1);
es decir,

El siguiente algoritmo usa este procedimiento de dos pasos.
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Algoritmo

Para aproximar una solucién del sistema no lineal F'(z) = 0, dada una aproximacién inicial z:
Entrada: nimero n de ecuaciones e incégnitas; aproximacién inicial & = (x1,xo,...,x,)"; tolerancia
TOL; nimero maximo de iteraciones Ny;
Salida: solucién aproximada = = (z1, x2,...,%,)! 0 mensaje de que el ntimero de iteraciones fue exce-
dido.

= Paso 1: tomar k=1;
= Paso 2: mientras que k < Ny seguir pasos 3-7;

e Paso 3: calcular F(x) y J(x), donde (J(x))i; = (0fi(x)/0x;) para 1 <i,j < n;
e Paso 4:resolver el sistema lineal de J(z)y = —F(z);
e Paso 5: tomar x = x + y;

e Paso 6:si ||ly|| < TOL entonces SALIDA (x = (x1, 2, ...,7,)"); (procedimiento completado
satisfactoriamente) PARAR;

e Paso 7: tomar k =k + 1;

» Paso 8 SALIDA (’Numero maximo de iteraciones excedido’)
PARAR

Teniendo en cuenta los ejemplos de [1], referentes a este algoritmo, se puede afirmar que convergencia
del método de Newton se hace muy rapida una vez que estamos cerca de la soluciéon p. Lo ilustra la
convergencia cuadratica del método cerca de la solucién.

A continuacién podemos ver un ejemplo de aplicacion, donde programamos el algoritmo previo para
resolverlo.

2.3. Ejemplo de aplicacion 1

Supongamos que nos encontramos en una fabri-
ca industrial en la cual se utilizan brazos robdti-
cos. Aunque este tipo de robots en la realidad se
mueven en el espacio tridimensional, para este ejem-
plo consideraremos que dichos mecanismos estan limi-
tados, sélo se mueven en el plano bidimensional y
presentan ciertas caracteristicas de fabricacién a te-
ner en cuenta. Nuestro objetivo es encontrar la po-
sicibn en la que tiene que colocarse cada brazo
robdtico para llegar a un punto concreto de actua-
cién.

Este ejemplo, ha sido durante anos un acicate pa-
ra el estudio de la resolucién de F(x) = 0, véase Figura 2.1: Brazos robéticos en una em-

8]. presa automovilistica.

Asi, sabemos que cada brazo estd formado por tres ejes de longitudes I1, I y 3, el problema con-
siste en encontrar los pares de coordenadas (z,y), (z,t) donde tienen que situarse los codos (uniones
entre los ejes) para llegar al punto de actuacién (a,b) con un dngulo 6. En la siguiente imagen se
representa el problema a resolver:
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Figura 2.2: Representacion del brazo robdtico con longitudes de ejes: l1,1s y I3, llegando al punto de
actuacién (a,b) con una angulo 6 = 30°.

Por tanto el sistema de ecuaciones no lineales para esta situacién es:

IL‘2 + y2 _ l12
(a—2)2+ (b—1t)? =13 Magnitudes conocidas: Iy, l2,13,a,b,6 € R
(x—2)% + (y — )% = 1y? Variables desconocidas: z, v, z,t
b—t
t —0) =
an(m —0) p—

Veamos unos ejemplos concretos donde aplicamos el método de Newton (sistemas no lineales) pa-
ra resolver el sistema. Para ello, consideremos los siguientes valores:

w [y =1.75, 1y =1.5,13=1
= (a,b) = (2,1.5)

. 9:30°:%rad

Los valores obtenidos con dicho método utilizando como punto inicial de la iteracién zo = [1,2, —3, —4]
con una tolerancia de 1075 son: (z,y) ~ (-0.3391,1.7168) y (z,t) ~ (1.1340,2.0000).



2.4. EJEMPLO DE APLICACION 2 25

Figura 2.3: Posicién del robot obtenida como solucién del problema mediante el algoritmo de Newton
con valores: [} =1.75,1y =1.5,13 = 1, (a,b) = (2,1.5),6 = 30 y punto inicial z¢g = [1,2, -3, —4]

2.4. Ejemplo de aplicacién 2

Imaginemos ahora que queremos que dicho robot (I3 =1.75, lo =1.5, I3 = 1) se mueva definiendo
una trayectoria parabdlica. Es decir, que el punto de incidencia del brazo robético actiie en los puntos
de una pardbola. Y ademas, que lo haga con un angulo perpendicular a dicha curva. Suponemos para
ello que la base del robot esté situada en el origen de coordenadas, y que la parabola en cuestién se
trata de z = —y2. Resolveremos el sistema correspondiente en diferentes posiciones y posteriormente,
mediante una secuencia de imagenes, creamos un video representando la trayectoria del brazo y su
movimiento.

En primer lugar, parametrizamos la parabola y la movemos horizontalmente para que el vértice sea el
punto maés lejano al que puede llegar el robot, con las medidas establecidas previamente, manteniendo
el primer brazo vertical. Por lo tanto, obtenemos la parametrizacion (—p?,p) + (Iz + I3, 11).

Para los valores de p, consideraremos el vector posicién p = (p1, pe, . .., P39, P40) con valores compren-
didos entre —2 y 1.9, distanciados 0.1 unidades entre ellos. Asi, (a,b) = (—p? +lo + l3,p; + 1) para
cada p; € {p1,p2, .-, P39, P10}

El valor de 6, lo calculamos a partir de la tangente, que es (—2p;,1) y el vector perpendicular a
ésta resulta ser (1,2p;) cuyo angulo es perpendicular a la pardbola y, por tanto, el que buscamos; asi
0 = arctan(2p;).

Para cada valor de p; tenemos un sistema, con lo cual el problema consiste en resolver 40 sistemas
distintos. De esta forma, tenemos:
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Magnitudes conocidas:

(ai — )% + (b — t)* = I3 o I, la, I3, 0; = arctan(2p;)

(z—2)? + (y — )2 = Iy

tan(r — 0;) = bi—t = (aibi) = (=p} + 1o+ 13, p; + 1)
v a; — z

Variables desconocidas: x,y, 2, t

Utilizamos para ello, el algoritmo de Newton. Para la primera iteraciéon, comenzamos con un pun-
to inicial (zo,yo, 20,t0). Para las siguientes, ejecutamos el método con la solucién inmediatamente
anterior y empleando un nimero maximo de 100 iteraciones por cada posicién. Este método de ir
deformando el sistema para obtener sucesivas soluciones se conoce como método de homotopia, véanse
las referencias [5], [6], [7] v [8].

Una vez resueltos estos sistemas, obtendremos distintas soluciones en funcién del punto inicial y del
vector p elegido.

Veamos algunas de ellas representadas en Matlab, donde cada robot viene dado por tres segmentos de
color negro unidos por puntos de distintos colores, y que llegan a la parabola dibujada en color azul.
Las flechas negras indican la direccién en la que se moveria el robot a lo largo del desarrollo.

=
&

?‘“?‘a.e.-_ Y
SN

Rrlid

Figura 2.4: Trayectoria del robot obtenida me- Figura 2.5: Trayectoria del robot obtenida me-
diante el algoritmo de Newton, ejecutandolo en  diante algoritmo de Newton, ejecutdndolo en
dos partes. Primero tomando como punto inicial dos partes. Primero tomando como punto inicial
(—1,-2,-3,—4) y en la segunda (1,2, -3, —4). (1,—2,—-3,—4) y en la segunda (1,2, -3, —4).

Figura 2.6: Trayectoria del robot obtenida median- Figura 2.7:.Trayectoria del robot obtenida median-
te el algoritmo de Newton tomando como punto te el algoritmo de Newton tomando como punto
inicial (1,2, -3, —4). inicial (1,2, -3, —4).

Seleccionamos la solucién proporcionada por la Figura 2.7 y dibujamos el robot en cada posiciéon
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para posteriormente crear el video. A continuacién se anaden tres secuencias de la reproduccidn:

>|§

Figura 2.8: Dibujo de tres fases del movimiento del robot obtenido resolviendo los sistemas mediante el
algoritmo de Newton con los valores p; =-1.9, pag = 0 y pyg = —2. Se representan en distintos colores,
las trayectorias de los dos codos a lo largo del desarrollo y de la parabola que define su movimiento.

©r

2.5. Ejemplo de aplicacién 3

Cambiemos de robot y de trayectoria. Supongamos ahora que tenemos el brazo robdtico cuyas
longitudes caracteristicas son [ = 5,lo = 3 y I3 = 2. Y esta vez, se movera a través de dos parabolas,
en primer lugar y =0.12%2+2.4 para los valores de z € [—4,4) y en segundo lugar, consideraremos

2 = —10x + 56 con x € [4,0.1]. Ademss, el tercer brazo (aquel que incide en las pardbolas) debe de
llegar de forma perpendicular a dichas curvas en cada punto. Se procede de forma similar al ejemplo
anterior.

Para la primera pardbola, definimos un vector de posicién (p1,p2,...,Pk—1,Pk), con p; € [—4,4),Vi €
{1,2,...,k —1,k} . Se parametriza dicha pardbola obteniendo (a,b) = (p;,0.1p;?>+2.4) y el valor del

072pz

angulo serd § = arctan ( ) para cada p; € {p1,p2,...,Pk—1, Pk}

Para la siguiente pardbola, de nuevo definimos un vector de posicién que serd (Pxi1, Pk+2, - - - s Prn—1,Pn),
con p; € [4,0.1],Vj € {k+1,k+2,...,n—1,n}. La parametrizacién esta vez seré (a,b) = (p;2, —10p; +

56) y llegara con un angulo 6 = arctan <1; ) para cada pj € {Pk+1,Dk+2,---+Pn—1,Pn}

Por lo tanto, para cada valor de p; tenemos un sistema, con lo cual el problema planteado consis-
te en resolver n sistemas distintos. Que son de la forma:

Magnitudes conocidas:

aly =51y =313 =2

1:2 4 y2 — 112
(ai — 2’)2 + (bz‘ — t)2 = 132
(x—2)?+(y—t)2 =1y°

tan(m — 6;) =

Oi:arctan< )sii<k+1

O,sz

0; = arctan (%) sii>k

(a;,b;) = (pi,0.1p;2+2.4) sii < k+1

(ai, b;) = (p;2, —10p; +56) si i > k

Variables desconocidas: x,y, z,

Para resolverlo utilizamos el algoritmo de Newton inicializado en un punto (xg,yo, z0,%0). Y de nue-
vo, como en el ejemplo previo, para las siguientes iteraciones empleamos la solucién inmediatamente
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anterior como punto inicial del algoritmo. Cada sistema se resuelve con un nimero méaximo de 100
iteraciones.

A continuacion se representan con Matlab dos soluciones obtenidas, donde cada robot viene dado por
tres segmentos de color negro unidos por puntos (que son los codos) de distintos colores (magenta,
cian y rojo), llegando a dibujar la trayectoria final de color azul marino. El vector de posicién elegido
para la primera parébola es (—4,-3.85,...,3.8,3.95) y para la segunda (4,3.85,...,0.25,0.10).

Figura 2.10: Trayectoria del robot obtenida me-

Figura 2.9: Trayectoria del robot obtenida median-
diante el algoritmo de Newton tomando como pun-

te el algoritmo de Newton tomando como punto U
inicial (2,3, —5,4). to inicial (—4,5,6,8).

Como se puede comprobar, las trayectorias que dibujan los codos del robot es distinta inicialmente,
pero terminan coincidiendo al final del desarrollo.
Por tanto, seleccionamos la soluciéon proporcionada por la Figura 2.10 y dibujamos el robot en varias
posiciones para posteriormente crear el video y ver el movimiento final correspondiente a la solucién
obtenida. A continuacién se afladen tres secuencias de la reproduccién:

Figura 2.11: Dibujo de tres fases del movimiento del robot obtenido resolviendo los sistemas mediante
el algoritmo de Newton. Se representan en distintos colores las trayectorias de los dos codos a lo largo
del desarrollo y las parabolas que definen su movimiento.

Como se puede comprobar, se produce un salto al cambiar de una pardbola a otra. Se ha tratado
de evitar, pero haciendo un estudio, llegamos a la conclusion de que el método de Newton en ese punto
produce un salto.



Capitulo 3

La Teoria Alfa de Smale

Tras haber hecho varios casos de estudio,en este capitulo abordaremos ahora la Teoria Alfa de
Smale que proporciona un marco tedrico en la convergencia del método de Newton. Para ello, expon-
dremos y demostraremos el Teorema Gamma de Smale y el Teorema Alfa de Smale.

El articulo original de Smale es [9], aunque nosotros seguiremos el desarrollo hecho en [4].

3.1. El Teorema Gamma de Smale

De ahora en adelante, U serd un subconjunto abierto de R™ y f : U — F una funcién analitica
en U, es decir, coincide con su serie de potencias en un entorno abierto de cada uno de sus puntos.
Puesto que f es analitica, el desarrollo en serie de Taylor en x es:

% DFf(z)

fl) = f@) + 3 =5y - o)t

k=1
cuyo radio de convergencia R(f,z) > 0 estd dado por,

k

3 DF f(z
TR L

Supondremos que, para todo x € U,

B (x (1 - @) R(f, x)> cU.

Esta hipotesis se satisface siempre que U = R o bien, mas generalmente, cuando U es el dominio de
analiticidad de la funcién f.

Veamos unos resultados previos antes de enunciar el Teorema Gamma de Smale.
Lema 3.1. Sea L : R™ — R" un operador lineal y continuo. St

IL] = sup [[L(z)|| <1

[lzll=1

entonces idgn — L es tnvertible. Y su inversa estd dada por la suma de la serie absolutamente conver-
gente:

(idgn — L)™' = 3 LF.
k=0

Ademdas,

: - 1
I(idpn — L) M| < =7

29
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Demostracion. Dado que ||L|| < 1 La serie E LF es absolutamente convergente. Ademds, como el

espacio de endomorfismos continuos de R™ es completo la serie converge a un endomorfismo continuo
M de R. Se tiene,

p
(idgn — L) Y. LF = idgn — LPH1
k=0
Cuando p — 0o se tiene que LPT! — 0 puesto que la serie converge y por otra parte,
P
(idgn — L) > LF — (idgn — L)M.
Por lo tanto, tendiendo al limite obtenemos

(idgn — LYM = (idgn — L) Y. L* = idgn.

Y asi,
o0
(idgn — L)™' = S LF.
k=0

Como || L] < 1,

e - 1)1 = || £ 24| < 52 02kt < £ et = =
F=0 F=0 F=0 1Ll
O
k
—N—
Definicién 3.1. Sea f : R" — R, definimos D f(z) : R™ x ... x R™ que es k— lineal como,
ok f
DF iy €y ) =
f@) e, ven) = 550,
Definicién 3.2. Para todo x € U tal que Df(x) es un isomorfismo suponemos
DFf(z), 1
1(/.) = sup D () 2L s
k>2
y v(f,x) = 0o en otro caso.
Porposicién 3.1. R(f,z)~! <~(f,z)
Demostracion. Se tiene,
Dk 3
R(f.2) < timsup D (@) || (a1 2L
) DR )R 1 DFf(a) |7
= limsup ||Df(x) = limsup ||Df(x)
-1 D f(x) ||*T
<sup ||Df(x) =7(f,2). O
k>2 k!

Teorema 3.1. (Teorema Gamma de Smale). Sea ¢ € U tal que f(¢) =0 y que Df(C) sea inversible.
Sea xg € U tal que,

=0,17712...

20— Clh(f.¢) < 25
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Entonces el conjunto de Newton xj11 = Ny(xy) estd definido y converge a (. Ademds,

1 2k 1
R H RN

Antes de hacer la demostraciéon de este teorema, veamos un ejemplo en el que tengamos que
aplicarlo.

Ejemplo 5.

Supongamos que queremos hallar la solucién ¢ = 3 de la funcién f(x) = 23— 322+ —3, empleando
el algoritmo de Newton inicializado en el punto xg = 3,29. Empleando el Teorema 3.1, sabremos si la
secuencia de Newton esta definida y estimaremos la distancia a la solucién en cada iteracion.

Para ello, en primer lugar calculamos v(f,§) con £ = 3,

k =1
g YORECS
2 3/5
3 v/10/10
>4 0

Luego tenemos que v(f,§) = %, y se verifica:

w0 — &|y(f,€) = 0,174 <

3-VT

2
Entonces, el conjunto de Newton xj41 = Ny(xy) esta definido y converge a . Ademds, por el Teorema
3.1, la distancia de cada iteracién a la solucién queda acotada por:

v ||z — €| <0,14500

v ||z2 — €| <0,03625

= [lzs — €] <0,00226

o g — €] <885 x 1076

Con lo que podemos concluir x4 es una buena solucién, muy proxima a la real.

La demostracién del Teorema 3.1 se basa en los tres siguientes lemas:
Lema 3.2. La funcion
P(u) =1 — du + 2u?
V2

decrece de 1 a 0 en el intervalo 0 <u <1 — - = 0,29289...

Demostracion. La demostracion es elemental. Basta tener en cuenta que ¥’ (u) = —4+4u es no positiva
2 2
en el intervalo [O, 1-— \2f y las valores: (0) =1y 9 (1 — {) =0. O

Lema 3.3. Sean x,x1 € U con

u= o —all(fa) <1 22

Entonces Df(x) " Df(x1) es invertible y



32 CAPITULO 3. LA TEORIA ALFA DE SMALE

IDf(21) "' Df ()] <

2
Demostracion. Observemos que la hipétesis [|z1 — z||y(f,z) < 1 — \2[ hace que Df(x) sea un iso-
morfismo (porque cuando D f(z) no es un isomorfismo, v(f,z) es igual a oo por definicién) y resulta
que x1 € U por la Porposiciéon 3.1 y la hipétesis B (a:, (1 — @) R(f,x)) C U. Este lema es una

consecuencia del Lema 3.1. El desarrollo de Taylor de Df(x;) en x estd dado por,

pie) = D1+ 3 Z Oy
Dfe) Dsen) = s+ 35 Do) P
Tomando normas, obtenemos
DI DS - el < 35 e+ DIDs) 2L oy oy
Y teniendo en cuenta las definiciones de v(f, ) v u,
Hpﬂmqwmg—umuséi@+1mk—(rjw2_1

Esta cantidad, es menor que 1 dado que u < 1 — v/2/2; aplicando asf el Lema 3.1, se tiene que
Df(z)"1Df(x1) es un isomorfismo y se puede acotar la norma de esta manera,

IDf(z) D f(z1)|| < 1 _ (1=

(1)

Lema 3.4. Sea ¢ € U tal que f(¢) =0 y que Df({) sea invertible. Sea x € U tal que

5 — 17
u=llo—Cli.¢) < 2T o102

Entonces para todo k > 0,
u 2k_1
v -ar= () e
V7 (z) — (| o) | |

Demostracion. Esta demostracién consiste en escribir el desarrollo de Taylor de f(z) y de Df(x) en
el punto ¢ y aplicar propiedades y lemas anteriores,

0 k
DI ¢ fa) = 5 (k)T @

k=1

Por el lema anterior, se deduce que Df(¢)"'Df(x) es un isomorfismo. Se deduce,

Ny(x) = ¢ = Df(x) "' DD HDf(2) (@ = ) = f(=@))

00 k
= Df@) ' Ds(@) 5 - 0D P - o

Aplicando la norma a ambos lados y teniendo en cuenta el Lema 3.3 y la definicién de v(f, ():
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1 DFF(Q)
l

V@) = Il < 127 DO 6= 1) | PA¢)

< (1—u)2 e

wu—qw

(kfl) e =l

g =) le-dl

e )H H

La demostracion se termina por induccién sobre k£ con el fin de probar que:

5— V17
4

INg(z) = Cllv(f, ) <

Veamos el procedimiento por induccién:

Iz~ PO AWEO,

W= n(o) = o 1= ¢l

o INE @) P < e
u f X

w 2k 1
wwﬂ Iz — ¢l

[Ng(z) = ¢l < lz —¢ll =

( )

Luego si aj, = HNJ'? — (||, se cumple que aj <

u 2k—1
< | — =
Veamos que aj < [1/1(16)] ag [

= Cierto para k=1

= Suponemos que es cierto para k, comprobemos que también se cumple para k + 1

ap+1 < a

w 2k 1 2 u2k+1—2 T — 2
(f<)<H } ng”l 1£.0) _ e = <Py, ) _

Fp(u) | Le(u) blu) )2 P(u)
|

ok+1_1 —
le=d= (5] ke-a

5 V17 V2

De la desigualdad u < 1 <1- 5 se deduce que < 1. Se tiene que,

W(u)
IN&) = (5.0 < sl = Clh(s.0) < u < 2T

donde termina la demostracién. O

De esta forma y teniendo en cuenta los lemas previos,

Demostracion del Teorema 3.1. Es consecuencia inmediata del Lema 3.4 y la desigualdad —— <

37
5

cuando u <

3.2. Comprobaciéon grafica del teorema

Veamos ahora que, efectivamente, se cumple el Teorema Gamma. Para ello, tomamos los ejemplos
de funciones anteriormente representadas. Segun dicho teorema, cada cero ¢ (representado en color

negro)es el centro de una circunferencia de radio 23 (}[C) tal que para cada punto xzy de su interior, la

sucesién de Newton zj41 = Ny(xy) estd definida y converge a (. Obtenemos lo siguiente:
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Figura 3.5: f(x) = x(2? — 1)(z2 +9)

Figura 3.6: f(x) = z(2? — 5)
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3.3. El Teorema Alfa de Smale

El Teorema Gamma de Smale requiere conocer (£, (), pero en muchas casos solo tenemos v( f, zo).
Por ello, Smale introdujo otro de sus famosos teoremas, el Teorema Alfa de Smale. Pero antes de
enunciarlo, veamos la definicién de B(f,z) y a(f,z).

Definicién 3.3. 8(f,z) y a(f,z) se definen como:

= B(f,2) = [IDf(x)" f(@)]

1
k—1

D*f (=)
!

= a(f,2) = B(f,2)v(f,2) = |Df(2)"" f(=)]l sup

]Df(a:rl

Teorema 3.2. (Teorema Alfa de Smale). Eziste una constante ag > 0 que cumple la siguiente pro-
piedad. Para todo x € U que verifique o f,x) < aq existe un cero ¢ de f tal que

¢ — @l < 1,63281...5(f, )

1

Ademds el conjunto de Newton xj1 = Ny(xy) con xg = x estd definido y verifica

1 2k—1
o =cl<(3)  lloo—

para todo k > 0.

Lema 3.5. Sean z,21 € U con u = ||z — 21||y(f,z) < 1 — (v/2/2). Entonces, para todo k > 2,

D) o 1 ()
= || P = Sw(U)(l—U>
s ||Df(z) " f(x)]] Sﬁ(f7x)+W'

Demostracion. Para demostrar este lema, utilizaremos el desarrollo de Taylor en x para DF f(x1).

DFf(x S DFLf(z
Dfa) P = () Df(@) 5 () Pt
Aplicando las normas a ambos lados obtenemos,
D*f(x1) & (k41! DM f(x)
-1 -1 1 !
|Dsten 2 < psen pr@) x £ S s TEED e -l
y con el Lema 3.3 obtenemos ,
DF f(x1) (1 —u)? = (k+1)! (1 —u)? 1
D -1 < k+l-1 ol = k—1
|psten 2522 < S £ ottt =l = it
con lo que queda probada la primera parte del lema. Para la segunda, utilizamos argumentos similares,
0 D* f(x
Df(@) ™ f(ar) = Df (@) @) + (o~ )+ 35 Df) P ar
=2 :
y por tanto,
—1 -1 s —1 Dkf(.’,ll') k
IDf (@)= fa)l| < [|Df(x)" f(@) |+ [loy — | +k§_)2 Df(@)™" — || llz1 — 2|
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<B(F.2) +ller — 2l + 3 () o =l

— B(f,w) + o — 2 (1+ (ﬁu - 1>)

= () + 1222

1—-u

Lema 3.6. Sean z,21 € U con u = ||v — x1||y(f,z) < 1 — (v/2/2). Entonces, para todo k > 2,

1—-u

W(u)

V()

(1 —wy(u)’

(1 —wa(f,z) +u
P(u)? '

Demostracion. Para 8 usaremos los Lemas 3.3 y 3.5 y la siguiente estimacion:

= B(f,21) < (L =w)B(f, ) + llz1 — ),

- 7(f7 5111)

IN

- Oé(f,l'l) <

ﬁ(f _ -1 -1 -1 (1_u)2 ||551 _IH
yo1) = ||Df(x1) 7 f@) | < [|Df (@) 7 Df @) [IIDf(x) " fa)] < Bfix) +—=—— .

1—u
La siguiente estimacién para ~ es una consecuencia del Lema 3.5:

S ( w(l) ) Wfox) _ A(f2)
k>2 U

—1 Dkf(xl)
k!

V(f,21) = sup || D f(x1)

k>2

l—u  (1—up(u)
En efecto, para u < 1 —+/2/2 se tiene (u) < 1 y el supremo se alcanza para k = 2.

La tercera desigualdad se obtiene de multiplicar las dos primeras entre si. O
Lema 3.7. Para todo x € U,|DNy(z)| < 2a(f, x)

Demostracion. La derivada del operador de Newton estd dada por:
DNy(z) = D(z) = D(Df(2)" ') f(z) = Df(2) "' Df(z) = idp + D f(z) "' D*f(2)Df(2) " f() — idg
de donde

IDNy(z)|| = [|Df(2)" ' D* f(2) Df(2) = f(2)| < |Df(2) ' D2 f(@)[|Df () f(@)l| < 298 =20 O

Teorema 3.3. Sean r > 0,ag9 y x € U tales que verifiquen las condiciones siguientes:

UOZT’Y(f>33) < 1_?7

- Oé(f,l') < «p,

1 — up)ag + ug
P (uo)?

» ag + Aug < up.

] )\:2(

<1,

Entonces Ny es una contraccion de B(z,r) en ella misma, con constante de contraccion \. Eziste un
tinico cero ¢ de f en esta bola y para todo xo € B(x,r) la sucesion de Newton xy11 = Ny(xy) iniciado
en xg converge a (.

Demostracion. Por una parte, para todo z1 € B(z,r),con u = ||z — z1||v(f,z) < ry(f,z) < 1 —
(v/2/2),y por los Lemas 3.6 y 3.7
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(1—wa(f,z)+u - 2(1 — up)ag + U
W(u)? - ¥(uo)?

y entonces Ny es una contraccién de constante A. Tendremos N¢(B(z,r)) C B(xz,r) si Ar + ||z —

Ny(x)|| <, es decir si Adug+ ||z — Ny(z)||y(f, z) < uo dado por Adug+ag < ug que es nuestra hipdtesis.

=<1

|IDNg(z1)]] < 2a(f,21) <2

Nota
Con valores nun}éricos ug = 0,06 y ap = 0,04 obtenemos el valor A = 0,033163... < 1/2. Ademds,
para todo zg € B(x,uo/v(f,x)) y para el cero ¢ de f contenido en esta bola, se tiene,

2’LLO

v(f, )

lzo = ¢l < llzo — 2| + [l = ¢ <

De esta desigualdad y el Lema 3.6 se deduce lo siguiente:

2ugy(f,¢) 2ug B 3-VT
S By = 016639 < S

Dicho de otra forma, la bola B(x,up/v(f,z)) estd contenida en B(¢, (3 —v7/27(f,¢))). En esta bola,
el operador de Newton es una contraccién de constante < 1/2, mds ain, converge cuadraticamente,
como vimos en el Teorema 3.1 (Teorema Gamma de Smale). O

lzo = Clv(f;€) <

Teorema 3.4. (Teorema alfa robusto). Existen dos constantes positivas ug y o tales que: si x € U
verifica o f,z) < o entonces, existe un unico cero ¢ de f satisfaciendo || —z| < ug/v(f,x). Ademds,

= U — 37
b <$ 1/, w)) <7 (C’ 2v(f, C))

Demostracion. Se obtiene aplicando el Teorema 3.4 con la bola de centro z y los valores numéricos de
la nota anterior. O

y Ny converge cuadrdticamente.
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Capitulo 4

Conclusiones

En este apartado, me gustaria hacer una breve explicaciéon de los resultados obtenidos, centrando-
me principalmente en los ejemplos numéricos y graficos. Expondré reflexiones personales asi como las
dificultades superadas surgidas en la elaboracién del texto.

A lo largo del presente trabajo podemos encontrar varios ejemplos numéricos que son solo una muestra
de todos los que se han trabajado. Para ello ha sido necesario hacer un esfuerzo de desarrollo 16gico
utilizando los teoremas convenientes, y se han programado en Matlab todos los métodos necesarios
para alcanzar los resultados en todos los casos.

En la Seccién 1.3, se representan las bases de atraccién de una serie de ejemplos que no estan elegi-
dos al azar. Después de investigar y probar con distintas funciones, se decidié plasmar en el trabajo
aquellos més destacables y distintos entre si, para tener unos resultados generales y representativos.
De esta forma, encontramos ejemplos de funciones de distintos grados, polinémicas y trigonométricas,
que sélo poseen raices complejas, solo reales y ambas a la vez.

Ademads, en esa misma seccién se expone un ejemplo en el que se produce un ciclo y por tanto el
método de Newton no llega a converger. Pero hay muchos otros ejemplos que nos hemos encontrado
a lo largo del trabajo, en los que no converge ya sea porque es un ciclo o no.
Un ejemplo concreto en el que el método de Newton no converge y no produce un ciclo vendria dado
por la funcién f(z) = 1/z. En efecto, basta ver que

1/z

Ny¢(z) =o — Y = 2z.

La falta de convergencia no deberia extranarnos porque la funcién no tiene raices.

En cuanto a los ejemplos de aplicacion de las Secciones 2.3, 2.4 y 2.5, me gustaria indicar que para ob-
tener los resultados, se ha llevado a cabo un proceso muy laborioso. Tanto la programacién del método
realizada en Matlab como la representacion de los robots disefiados en AutoCAD, han supuesto un
minucioso trabajo consecuencia de muchas pruebas, errores y resoluciones.

La elaboracién de las simulaciones a través de los videos, tenian un claro objetivo: representar un
movimiento continuo a lo largo de una trayectoria dada. Como se puede comprobar, en el primero de
ellos se obtiene sin ningun problema, pero es en el segundo donde no ocurre lo mismo.

Si observamos los puntos rojos (que representan el movimiento del segundo codo) en la Figura 2.10,
se produce un salto al cambiar de la pardbola y = 0,122 + 2,4 a la parébola y?> = —10z + 56. Y por
lo tanto también queda reflejado en la reproduccion. Trabajamos sobre ello para que no ocurriera,
pues resultaba ser precisamente lo que se queria evitar, pero tras dedicarlo un tiempo llegamos a una
conclusién muy clara. Efectivamente, a veces el método de Newton produce saltos como ese.

Del 1ultimo capitulo considero importante senialar que el proceso de asimilacién, comprensién y apren-
dizaje ha sido largo. Si bien muchas de las demostraciones del primer capitulo eran sencillas, las de
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este han supuesto un proceso de trabajo y dedicacién continuo.

Y es precisamente en ese capitulo donde exponemos el Teorema Gamma de Smale, el cual proporciona
un gran resultado sobre la convergencia del método de Newton.

Si un punto verifica las hipétesis de dicho teorema, la sucesiéon de Newton estara definida y convergera
a la solucién indicada. Ademads, Smale logra acotar superiormente la distancia de cualquier iteracion
de esa sucesién a la solucién.

Pero teniendo en cuenta esas hipétesis, el teorema requiere conocer la solucién exacta a la que converge
el método en caso de hacerlo. Comos sabemos, en la mayoria de los casos eso no es posible.

Para resolver ese inconveniente, Smale anadié a su teoria el ahora llamado Teorema Alfa de Smale,
en el que asegura la convergencia del método de Newton y obtiene una cota superior de la distancia
desde cualquier iteracién del método a la solucién. Todo ello, sin necesidad de conocer la solucién
exacta. Una parte que me ha llevado un esfuerzo considerable ha sido el tratar de comprender las
demostraciones de estos dos teoremas.
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