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Resumen

Se resuelven las ecuaciones de la dindmica inflacionaria para dos tipos de potenciales
variando sus condiciones iniciales, y, a partir de la evolucién de tales universos inflacionarios, se
computa numéricamente el espectro de potencias de sus fluctuaciones de densidad primordiales,
resaltando el déficit de potencia a escalas grandes.

Abstract

The background inflationary equations are solved for two concrete potentials, varying their
initial conditions, and, from the background evolution of those inflationary universes, the
power spectrum of their primordial density fluctuations is numerically computed, focusing on
the power supression at large scales.

Palabras clave

Inflacion, cosmologia, Modelo Césmico Estindar, Big Bang, inflaton, expansion césmica,
universo, fondo cosmico de microondas, fluctuaciones escalares primordiales, slow-roll, déficit
de potencia.

1. Glosario

1.1. Siglas

= MCEC: Modelo Cosmolégico Estandar Clasico
» FCM: Fondo Césmico de Microondas

» EGE: Estructura a Gran Escala

= TGU: Teoria de la Gran Unificaciéon

» RG: Relatividad General

= FLRW: Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
= 1EF: 1? Ecuacién de Friedmann

s 2EF: 22 Ecuacion de Friedmann

s EVT: Escalar-Vectorial-Tensorial

= NP: Nucleosintesis Primordial

» LHC: Large Hadron Collider

= SUSY: Supersimetria

= ESA: European Space Agency



1.2. Notacién

Se usa la letra ¢ para denotar el tiempo fisico, mientras que 7 denota el tiempo conforme.
La derivada temporal de una funcién f(¢) con respecto al tiempo ¢ se denota como f(t); la
derivada con respecto a 7 se denota como f’(7).

Para la métrica se usa g,,, donde p y v hacen referencia a coordenadas espacio-temporales
(toman valores {0, 1,2, 3}, siendo 0 la coordenada temporal). Los indices 4, j indican coordenadas
espaciales (valores {1,2,3}). La signatura utilizada es (— + ++). La delta de Kronecker se
denota por d;; para los indices i y j, y la delta de Dirac como (i + j). Para el logaritmo en

base 10 se usara log x, y para el logaritmo neperiano Inx. Un subindice k£ en variable indica
que esta calculada en el espacio de Fourier.

Para el factor de escala se usa a, ya que R denota el escalar de Ricci. R denota la perturbacion
comovil de la curvatura. Para el pardmetro de Hubble se usa H, y en el contexto de tiempo
conforme, h. En relacién a estos parametros cosmoldgicos, los valores con el subindice ‘0’ hacen
referencia a su valor en la actualidad.

Durante todo el texto se trabaja con unidades naturales, es decir, h = 1, y ¢ = 1, aunque en
excepcionales casos se pueden recuperar por conveniencia. Ademds, se toma 87G = 1, por lo
que se asigna la masa de Planck M, = (87G)~"/2 = 1.

Para los extranjerismos, como slow-roll o gauge, se usara fuente en cursiva; para hacer
referencia a secciones o subsecciones se utiliza la tipografia Lorem Ipsum.






2. Introducciéon

2.1. Motivacion

La cosmologia fisica pretende explicar la estructura y dindmica del universo a gran escala.
En la actualidad, esta cimenta sus bases en explicar la expansién del universo, el fondo césmico
de microondas (FCM) y las abundancias de elementos ligeros en el universo.

La teoria cosmolégica que histéricamente ha descrito mejor el universo se denomina Modelo
Cosmoldgico Estandar Clasico (MCEC). No obstante, este modelo no esté exento de problemas,
que o bien parecen insalvables dentro de sus teorias, o se justifican con una explicacién poco
satisfactoria, como un extremadamente preciso ajuste fino. Por ello, este MCEC se ha ampliado
en las iltimas décadas, en el Modelo Cosmoldgico Estandar.

Una de estas extensiones del modelo clésico es el escenario inflacionario, ya que propone una
solucion a algunos de los principales problemas del MCEC, relacionados sobre todo con el Big
Bang. Los modelos inflacionarios proponen una una etapa de expansion extraordinariamente
rapida del universo poco después del Big Bang, que es capaz de dejar huella en el Fondo
Césmico de Microondas.

2.2. Objetivo

El objetivo de este trabajo es la resoluciéon numérica de las ecuaciones dindmicas del universo
para un potencial de inflacion V(¢) = cte y un V(¢) tipo cumbre. A partir de la solucién de
tal background, se implementa un método para computar el espectro de potencias A2(k) de
sus fluctuaciones cudnticas primordiales.

2.3. Estructura del trabajo

El trabajo comienza con una revisién de los aspectos fundamentales en cosmologia y Relativi-
dad General (RG) necesarios para la comprensiéon del mismo. En la seccién ‘Base Teérica 1:
Modelo Cosmolégico Estandar Clasico’ se establecen los fundamentos del MCEC, y en la
seccion ‘Base Tedrica 2: escenario inflacionario’ se introduce el modelo inflacionario.

En ‘Fluctuaciones durante inflacidn’ se especifica el &mbito en el que se desarrolla el
trabajo, y se deduce la ecuacién bésica para el cémputo de A2(k).

En ‘Funcionamiento del cddigo en ‘Mathematica’’ se detalla como se ha realizado el
trabajo.

En la seccién ‘Discusidén’ se analizan y valoran los resultados obtenidos en la seccién
‘Resultados’, ademads de repasar los éxitos e inconvenientes del escenario inflacionario,
revisando las posibles alternativas a este y sugiriendo futuras lineas de investigacién.

Finalmente, en la secciéon ‘Conclusiones’ se repasa el trabajo globalmente, extrayendo lo
esencial plasmado en el presente trabajo.

En ‘Anexos’ se incluye informacion de interés en algunos aspectos especificos del trabajo.



3. Base tedrica 1: Modelo Cosmolégico Estandar Clasico

El Modelo Cosmolégico Estandar Clésico representa el modelo con el que mejor se comprende
nuestro universo. Se basa en las siguientes hipotesis:

» Valided!] de la Relatividad General (RG).

= Principio Cosmoldgico: el universo es homogéneo e isétrop(ﬂ a gran escala.

3.1. Historia térmica del universo

El MCEC concilia las ideas de la expansién cosmoldgica, el FCM y las abundancias de
elementos ligeros suponiendo que el espacio-tiempo comenzé en un determinado instante de
tiempo (¢t = 0) en el pasado, en una gran explosién cominmente conocida como Big Bang.
Desde el Big Bang hasta la actualidad, en el universo se han sucedido distintas etapas, cuya
evolucién se suele tener en cuenta en términos de la termodinamica y la fisica de particulas,
de ahi la denominacién de historia térmica del universo.

Dos principios caracterizan esta evolucion:

1. Se produce un desacoplo de particulas a medida que el universo se expande, desacoplan-
dose las méas energéticas primero.

2. El enfriamiento progresivo del universo, ocasionado por su expansion, ocasiona la rotura
de simetrias en leyes fisicas.

Desde el Big Bang hasta los primeros 10710 s, cuando la densidad de energia del universo
era superior a 1 TeV, el conocimiento sobre las leyes fisicas es especulativo, en comparaciéon
con el conocimiento de leyes comprobadas experimentalmente y bien comprendidas, basadas
en fisica nuclear, atémica, electromagnética y la gravitacion.

En esta primera fase, se comienza a hablar de leyes fisicas a partir tiempo de Planck
tpl ~ 10743 s, ya que en tiempos anteriores se tendria un universo totalmente gobernado
por las mal comprendidas leyes de Gravitacién Cudntica. Se supone también que en tiempos
anteriores a 10730 s las interacciones nucleares fuertes estaban unificadas con las electrodébiles,
en los modelos de Teoria de la Gran Unificaciéon (TGU).

A partir de los 10710 s (escalas energéticas inferiores a 1 TeV) se produce la ruptura de la
unificacién electrodébil y tiene lugar la Nucleosintesis Primordial (NP); ya a escalas energéticas
inferiores al eV se produce la recombinacién (de la que emana la luz del FCM, con ¢ ~ 10*3 s)
y, posteriormente, se forman las estructuras como las galaxias que observamos o el Sistema
Solar (t ~ 106717 5 ~ 109710 afios).

Durante estas fases, el universo ha estado dominado por distintas componentes a lo largo
de su evolucion. En primer lugar, la radiacion era la principal contribucién a la densidad de
energia del cosmos, pero a medida que este se fue expandiendo, la materia ocup6 su lugar.
Finalmente, tras la rapida expansiéon acelerada de los tltimos millones de afos, la energia
oscura es la que domina el universo en la actualidad.

!Cabe puntualizar que esta validez es para escalas cosmoldgicas, ignorando asi efectos de gravitacién cudntica
dentro de agujeros negros o en tiempos anteriores al tp;.
2Haciendo referencia a homogeneidad e isotropia espacial, no espacio-temporal.



3.2. Evolucién del universo
3.2.1. Principio Cosmolégico

Una de las caracteristicas del universo es su alto grado de homogeneidad e isotropia espacial a
escalas cosmologicas: bajo traslaciones y rotaciones a grandes escalas, cualquier observador veria
un universo muy parecido. La hipotesis de que estas caracteristicas se cumplen exactamente
en todo el universo se conoce como Principio Cosmologico.

3.2.2. Expansion del universo

Otra caracteristica fundamental del universo es su propio dinamismo (no el de sus estructuras,
como cimulos o galaxias). El universo no es estético, y en la actualidad se esta expandiendo,
ademas de forma acelerada. Este hecho sél(ﬂ se puede achacar actualmente a la evolucién de
la métrica g, con el tiempo.

La métrica como concepto matemaético, es una funcién que permite, en un espacio en el
que estd definida una funcién distancia, conocer la distancia D entre 2 puntos de tal espacio.
Como dictan las ecuaciones de campo de Einstein, la métrica g, del espacio-tiempo viene
dada por la distribucién de masa en el espacio (véase ‘Seccién Relatividad General’).

Si se supone una masa en caida libre con la expansion del universo, conociendo la forma de
la métrica g, se puede calcular la distancia fisica D que nos separa de tal masa situada en
una coordenada comévill]. La evolucién de la métrica se cuantifica con la evolucién temporal
de un factor de escala a. Este factor de escala se define como:

D(t) = a(t)r (1)

Es decir, una especie de ‘regla’ de medir distancias D;; entre pares de observadores fi-
jos/coméviles {r;,r;}, que con el tiempo se va estirand(fl La RG permite encontrar un modelo
satisfactorio para la dependencia a(t), que se deducira a continuacién con las ecuaciones de
Friedmann (véase el siguiente apartado ‘Relatividad General’).

Es 1til definir el pardmetro de Hubble H (¢):

A - 20 2)

3Hay que aclarar que la expansién del universo no es directamente un eco de la explosién del Big Bang,
ya que la expansién es independiente de la masa de los objetos que se alejan de nosotros y la linealidad
encontrada del corrimiento al rojo con la distancia es incompatible con esta explicacion; esto implicaria la
existencia de un sistema de referencia (SR) absoluto en el supuesto centro de la explosién, lo que va en
contra del Principio de Relatividad. Otras explicaciones, como las teorias de luz cansada o el corrimiento
al rojo gravitatorio tampoco son capaces de dar cuenta de las caracteristicas de tal expansion, siendo la
evolucién de la métrica la Gnica alternativa satisfactoria [3].

4Término que se introduce a continuacién.

5No se consideran aqui movimientos peculiares de tales masas ocasionadas por efectos puntuales de atraccién
gravitatoria o similar. A escalas cosmolégicas tales movimientos son despreciables a todos los efectos



También es de utilidad hacer uso del sistema de coordenadas coméviles. En concreto, el
tiempo conforme, 7, definido como:

T:fldt, (3)

a(t)

que se puede interpretar como un reloj que se va frenando acorde a la expansién del universo.

3.2.3. Estructura causal del universo

El elemento de linea ds? se define, en general, como:

ds? = gata” (4)

Para el espacio-tiempo de Minkowski con la signatura (— + ++) se tiene (aunque de ahora
en adelante se hace ¢ = 1) en coordenadas cartesianas:

ds? = —2dt? + (da? + dy? + d2?) S5 ds? = —dt2 + (da? + dy? + dz?) (5)

Para un universo en expansion, si se asume el Principio Cosmolégico, la métrica g, solo
puede tomar una forma exactalﬂ, que se puede deducir a partir de argumentos puramente
geométricos [2], conocida como métrica de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW),
cuyo elemento de linea en coordenadas esféricas {r, 6, ®} es:

dr?

2 2 2

+ r2(d6? + sin?(9) dgpz)] (6)
Donde & es el pardmetro de curvatura del universo, con x = 0 para un universo plano, k = 1
para un universo con curvatura positiva, y kK = —1 para un universo con curvatura negativa.

Cambiando a coordenadas coméviles {7, x} y considerando la propagacién radial de la luz
(es decir, con df = 0y dp = 0), la métrica FLRW adquiere la forma:

ds? = a®(7)[—dr? + dx?] (7)

Donde la variable y, entendida como distancia comoévil, se relaciona con la distancia fisica
(radial) r segin k:

a? sinh?(x) si k= —1
r2 =< a?y? si k=0 (8)

a?sin?(x) si k=1

5Se puede comprobar que tal métrica FLRW satisface las ecuaciones de campo de Einstein, véase la subseccién
‘Relatividad General’.



Time

Future Light Cone

oQ

causally-disconnected

—— Space

Past Light Cone

Figura 1: Conos de luz futuro y pasado (avanzando en la direccién temporal y en contra respectivamente) de
un suceso P en el espacio-tiempo conforme. En la figura se han omitido 2 dimensiones espaciales,
ya que los conos son hipersuperficies (4-dimensionales). En esta representacion, las lineas rectas que
delimitan los conos son rectas con pendiente unidad, como aparece en la ecuacion @ Todos los
sucesos situados dentro de estos conos de luz pueden tener relacién causal con el suceso P; el suceso

Q, situado fuera del cono de luz futuro del suceso P, no puede tener una relacién de causalidad con el
evento P. [I].

Para la propagacién de la luz, que sigue geodésicas nulas (ds? = 0) segtin la RG, se tiene
una relacién entre su recorrido y tiempo comoéviles:

X(T) = £7 + cte (9)

Es decir, una estructura de dos conos de luz (inclinados 45°) en coordenadas espacio-
temporales conformes, como el mostrado en la figura[I]

Ya que la causalidad del universo estda determinada por el limite de velocidad, ¢, los conos
de luz pueden interpretarse como estructuras de causalidad entre sucesos del universo: al
ocurrir un suceso P, se proyecta un cono de luz futuro (segin el sentido temporal) y un cono
de luz pasado (en contra del avance del tiempo) con las coordenadas del suceso P en sus
vértices coincidentes. Solo aquellos sucesos cuyas coordenadas{r, x} estén dentro del cono de
luz futuro (pasado) podran estar (pudieron estar) causalmente relacionados con P. Asi, segiin
la superficie delimitadora de los conos de luz, se determinan regiones causalmente conectadas
o desconectadas en el universd')

La maxima distancia comévil que puede recorrer la luz entre to y t es:

xol) = (7 — 70) = f f a(lt)dt (10)

Xp es el horizonte comévil de particulas, cuyo tamaifio fisico es el horizonte de particulas d,,

"La relacién causal en el caso de sucesos entre particulas masivas, que siempre viajan con velocidades menores
que ¢, viene dada por conos con inclinacién < 45°.

10



es decir, la distancia maxima que la luz puede haber viajado en el At =ty —to:

dp(t) = a(t)xp (11)

Si se toma el tiempo inicial como el Big Bang (to = 0), y se considera el ¢t; como una
determinada edad del universo t*, se puede interpretar dy(t) como la distancia maxima entre
dos puntos que puedan haber tenido una relacién causal, ya sea en el presente y/o en el pasado.
Para toda distancia D > d,(t*) se puede asegurar que, en toda la historia del universo hasta
el tiempo t*, las regiones separadas esa distancia D han sido y son acausales.

Se puede reescribir la ecuacién ([L0)) en funcién del pardmetro de Hubble H:

¥ * *

X”:L a(lt)dtz L a(lt)Hi‘(‘t) _ La* (a;(ﬂ) d In(a) Ef: Ru(®) din(a)  (12)

Donde #@ se ha renombrado como Rp(t), el radio de Hubble comévil. Ry (t) da la

distancia maxima con la que dos sucesos pueden tener relacién de causalidad en el tiempo t*;
es decir, para distancias D > Ry (t), dos sucesos no pueden ser causales en tiempo t*, pero lo
podrian haber sido en el pasado.

3.3. Relatividad General

La teoria fisica fundamental que describe la dindmica del universo es la Relatividad General
(RG). En ella, se trabaja con el espacio y el tiempo del universo ligados, en el llamado tejido
espacio-temporal o simplemente espacio-tiempo.

La evolucién del factor de escala a(t) estd determinada por la ecuacién tensorial de Einstein
(se recuerdan las unidades 87G =1y ¢ = 1):

81G 8rG=1
G;Ly + Ag,uy = CTT,LLI/ %} G#V + Agl“’ = THV <13)

G es el tensor de Einstein, G es la constante de gravitacién universal y T}, es el tensor
energia-momento. Esta ecuacién tensorial se puede descomponer en un conjunto de ecuaciones,
que se denominan ecuaciones de campo de Einstein.

El tensor de Einstein G/, da cuenta de la curvatura espacio-temporal, y se define a partir
del tensor y del escalar de Ricci, R, y R respectivamente:

1
G,uzz = R,uu - §g;wR (14)
Ambos R,, y R se obtienen de forma habitual a partir de los simbolos de Christoffel,

construidos con derivadas de la métrica g,, respecto al espacio-tiempo.

Como establece la ecuacién (|13)), la curvatura espacio-temporal (G, ) es proporcional al
tensor energfa-momento 7}, tensor que describe la densidad de energia (p) y el flujo momento
(p) de una distribucién continua de materia y/o energia.

11



Si en un universo plano (k = 0) se toma un sistema de referencia inercial local, es decir, un
sistema en movimiento con la materia/energia en expansién (caida libre), y considerando un
fluido perfecto (sin fuerzas internas, conduccion de calor o viscosidad), 7},, adopta la forma:

p 0 0 0
0 —p 0 0

=10 0 - o (15)
00 0 —p

Usando la métrica FLRW y la forma anterior de T},,, R,, y R se pueden escribir como
funciones del factor de escala a, sus derivadas temporales a y d, y la curvatura x [3]. Con la
componente 00 de la ecuaciéon ) se llega a:

a\? p Kk A
H’=(-) =L = += 1
<a> 37 @ 3 (16)
y partir de la traza de la ecuacion se obtiene:
. Q +3p) A
Femr=(8) o _(et3n) A 17
* (a) 6 3 (7)

Es decir, las ecuaciones de Einstein toman la forma de dos ecuaciones diferenciales no
lineales acopladas, conocidas como ecuaciones de Friedmann.

Combinando ambas ecuaciones de Friedmann se puede comprobar que se cumple la ecuacién
de continuidad, lo que asegura la conservacién de la energia:

p+3H(p+p) =0 (18)
Si se define la ecuacién de estado:
p
w== (19)
1)
Se puede resolver la ecuaciéon , para tener:

p oL a—3(1+w) (20)

Usando la primera ecuacion de Friedmann (1EF) se obtiene la evolucién temporal del factor
de escala a(t) para distintos valores de w:

2
t30+w) si w# —1, dominio materia (w = 0) o radiacién (w = 1/3)
a(t) o (21)

eflt si w=—1, caso de Sitter: dominio de constante cosmologica
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3.4. Perturbaciones cosmolégicas
3.4.1. Perturbaciones de primer orden

Una herramienta fundamental del MCEC es la teoria de perturbaciones cosmoldgicas. La
forma més comin de trabajar con las perturbaciones 0 X (¢,x) de cierta cantidad X (t,x) es
usar la desviacién respecto al fondo X (¢) (que se supone espacialmente homogéneo):

SX(t,x) = X(t,x) — X (t) (22)

En el caso de que 0X(t,x) « X(t), se puede tomar la aproximacién a perturbaciones de
primer orden. En este régimen, la ecuacién de Einstein para las perturbaciones se puede
formular como:

6G = 6T (23)

Es importante aclarar que la separacion entre el fondo y las perturbaciones de la ecuacion
no es unica, si no que depende del gaug(ﬂ usado. Perturbaciones reales pueden ser eliminadas
con determinado gauge, y perturbaciones ficticias pueden ser introducidas del mismo modo.
Por ello, se hara énfasis en el uso de cantidades invariantes gauge.

3.4.2. Descomposicion Escalar-Vectorial-Tensorial EVT

En un universo plano (k = 0), homogéneo e isétropo, la alta simetria permite descomponer las
perturbaciones de la métrica (que conforman 0G,,,) y las perturbaciones 67}, en perturbaciones
escalares (subindice ‘s’), vectoriales y tensoriales (subindice ‘t’), en la llamada descomposicién
EVT. Esta separacion sera crucial para el tratamiento por separado de perturbaciones escalares,
vectoriales y tensoriales, aunque sélo se trataran las primeras en el presente trabajdﬂ

Las perturbaciones escalares hacen referencia a las perturbaciones en la densidad de mate-
ria/energia en el universo.

3.4.3. Perturbaciones de la métrica g,

Si se definen las perturbaciones de la métrica FLRW dg,, (y, en el escenario inflacionario,
del inflatén d¢) como en la ecuacién (22), el elemento de linea ds? se puede desarrollar como

[:
ds? = —(1 + 2®)dt? + 2a(t) Bidz'dt + a*(t)[(1 — 2¥)8;; + 2E;;]dz"da? (24)
® es un escalar llamado potencial de Bardeen, B; es un vector conocido como shift, ¥ es un

escalar conocido como perturbaciéon de curvatura espacial, y E;; es un tensor conocido como
shear.

80 eleccién de coordenadas, aunque esta traduccién no se considera satisfactoria y por tanto se usa gauge.
9Las perturbaciones vectoriales se ven atenuadas con la expansién del factor de escala a(t).
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3.4.4. Perturbaciones del tensor energia-momento 7),,
Las perturbaciones 07}, también repercuten en dg,,, segin la ecuacién (23)) para perturba-
ciones de primer orden.

Las distintas componentes de 7T}, transforman de forma simple bajo una transformacién
gauge. En el caso de una transformacién con un corrimiento temporal ¢ — t+ 3, las componentes
del tensor T}, para un fluido perfecto transforman como:

5p — Sp— Bp (25)

5p — 6p — Bp (26)

3.4.5. Perturbacion de curvatura comovil R

Se define la perturbacién de curvatura comoévil R:

H
p+p (27)

Donde dq es la parte irrotacional de la componente Tjy de T}, (en el caso de tener un
fluido no-perfecto y/o un sistema de referencia que no esté en caida libre). La cantidad R es
invariante gauge, por lo que resultara de gran utilidad en el tratamiento de perturbaciones
cosmoldgicas.

Geométricamente, R describe la curvatura espacial de hipersuperficies coméviles.

Las ecuaciones de Einstein describen la evolucién R [1, segtin la expresion:

. H k)
Ry = _ﬂ(spen + (CL.H) ( : ) (28)

Las perturbaciones adiabéticas cumplen dpe,, = 0. Para fluctuaciones de tamafio k=1 (véase la
seccién ‘Fluctuaciones durante inflacién’) més grandes que el radio de Hubble comévil

aH™ ", ((%)2 « 1, y la aproximacién R~0=R ~ cte adquiere validez. Se puede afirmar que
las perturbaciones R se quedan “congeladas” fuera del horizonte de Hubble (véase figura .

3.4.6. Tratamiento estadistico de las perturbaciones escalares

El espectro de potencias Pr(k) de Ry (en el espacio de Fourier) contiene informacion
estadistica sobre las fluctuaciones escalares primordiales:

< RyRw > = (2m)30(k + K ) Pr (k) (29)
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Figura 2: En el eje vertical, tamafio de una escala comévil k~1; en el eje horizontal, evolucién temporal. El
tamafio k! de la escala se mantiene fijo en coordenadas coméviles (azul), mientras que Ry decrece
(rojo), hasta tal punto que deja la escala fuera de si. Posteriormente, cuando el Ry vuelve a crecer, la
escala k! vuelve a entrar en el horizonte. Durante su estancia fuera de Ry, R permanece constante

.

Donde < --- > denota el valor esperadd'’| de las fluctuaciones. Se define el espectro de
potencias adimensional, A% como:

]{:3
Ag = A%z = ﬁPR(k) (30)

Donde el subindice ‘s’ hace referencia a las fluctuaciones escalares. Desarrollando en serie de
2 C
Taylor In A% se tiene:

[ns (ka)—=1]+ s (ke) In( £
k ) : (%) )

87 =% = 40§

Con k, como un k pivote (de referencia) y Ay es la amplitud de las perturbaciones escalares.
El indice espectral ny se define como la derivada de In A? respecto a k:

dIn A2
ns 1= (32)
La dependencia de ng con k viene dada por el indice as:
dng
%= Ak (33)

3.5. Aplicacién del Modelo Cosmolégico Estandar Clasico

En resumen, la evolucion del universo segtin el MCEC viene dada por las ecuaciones de
Friedmann ecuacién (16)) y ecuacion ([17)), las cuales dependen del contenido del universo.

190 momento de orden dos.
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Figura 3: Fondo Césmico de Microondas (FCM) medido por el satélite espacial Planck [I0]. En distintos colores
se representan las pequeias fluctuaciones de temperatura (azul més frio, rojo mas caliente) respecto a
la Ty = 2.725 K, asociadas con regiones con densidades ligeramente diferentes, las cuales representan
las ‘semillas’ para la futura formacién de galaxias y estrellas hoy observadas. Estas anisotropias
térmicas son del orden de unos cientos de uK en los casos mas extremos.

Las componentes del universo y su evolucién vienen determinadas por los valores de una
serie de parametros cosmologicos, como las densidades relativas de energia ;9 = ﬁ%’ con
perit = 3HZ (en la actualidad), la profundidad éptica, y méds pardametros, cuyos valores se

estan tratando de obtener con la mejor precisiéon posible en la actualidad.

Se pone como ejemplo uno de los logros mas notables del MCEC: conseguir explicar,
cualitativa y cuantitativamente, el FCM.

3.5.1. Fondo césmico de microondas (FCM)

Aproximadamente 3.8 x 10° anos después del Big Bang, el universo se expandié lo suficiente
como para que los fotones se desacoplaran de la materia que conformaba el universo, y pudieran
viajar por este de forma libre.

La luz de estos fotones desacoplados, que se propagd por todo el espacio, es vista por un
observador en la actualidad como una superficie esférica que cubre todo el cielo, y que esta
muy corrida al rojo (z ~ 1100), tanto que su frecuencia de méxima emisiéon se encuentra
en el rango de las microondas, concretamente a 160.2 GHz (A, = 1.9 mm). Por tanto, su
temperatura de cuerpo negro es de Ty = 2.725 K.

Esta superficie luminosa presenta un alto grado de homogeneidad térmica. No obstante, para
una determinada direcciéon 7 en el cielo, se pueden medir las desviaciones AT (2) = T'(2) — T
respecto la temperatura de fondo (véase figura [3|) como:

0(n) = A?—;ﬁ) (34)
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Figura 4: Espectro de potencias angular para la temperatura del FCM. En ele eje vertical, los coeficientes C{ T ;
en el eje horizontal, los coeficientes multipolares { [11].

6(n) se puede desarrollar en funcién de arménicos esféricos Yy, (1) segtn:
0(R) = > mYim (D) (35)
Im
con coeficientes «y,, calculados segtin el analisis de Fourier:

s = jmm)e(m a0 (36)

Con d€2 como el diferencial de dngulo solido. Estos [, que se conocen como coeficientes
multipolares, y sus indices toman valores de [ € {0,1,2,...} yme {=I,—(l—1),...,1 — 1,1}.
Los coeficientes ay,, se pueden combinar en un espectro de potencias angular con invarianza
traslacional (sin dependencia con el nimero m):

1
oft = Ao 37

Los valores de C’lT T para distintos [ conforman tal espectro de potenciaﬂ que es una
herramienta de andlisis estadistico fundamental del FCM, ya que contiene gran cantidad de
informacién sobre el universo en la etapa de la recombinacién. En la figura [4] se representa
este espectro obtenido por el satélite espacial Planck.

- 1(I+1 . ..
11Aunque en muchas ocasiones se toma D; = (2: )Cl u otras cantidades similares en lugar de Cj.
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3.5.2. Otras aplicaciones de éxito

Ademads del FCM, el MCEC permite explicar de forma satisfactoria la estructura a gran
escala, las abundancias de elementos ligeros en el universo a partir de la nucleosintesis
primordial (NP) o las luminosidades de supernovas Ia a grandes distancias a partir de la
energia oscura.

No obstante, el modelo del Big Bang dentro del marco de la MCEC presenta importantes
problemas, tanto en el ambito cualitativo como en el ambito cuantitativo, que se resumen a
continuacioén.

3.6. Problemas del Modelo Cosmolégico Estandar Clasico

Problema del horizonte/causalidad/homogeneidad El radio comévil de Hubble Ry =
(aH)™L, sigue la evolucién, segtin la ecuacién ([21)):

Ry(t) = (aH) ™" = (Hp)'az(1+3%) (38)

Si el exponente (1 + 3w) > 0, Ry seré creciente con ¢ (acompaiia la evolucién a(t)), y si
(1 4+ 3w) <0, Ry sera decreciente. Con esta dependencia Ry (t), a partir de la ecuacién
se obtiene x,(%):

Xp q3(1+3w) (39)

Es decir, que para las ecuaciones de estado de un universo dominado por materia (w = 1) y
por radiacién (w = %), Xp aumenta estrictamente con el tiempo. Esto implica que, en la época
de la recombinacién, el horizonte de particulas x;, era mucho menor que en la actualidad, y
aquellas estructuras que entran en el horizonte de particulas actualmente estaban mucho mas
lejos de tal horizonte entonces.

En la época de la recombinacién (¢ ~ 3.8 x 10° afios), cuando fue emitida la luz del FCM,
el universo sélo tuvo tiempo para que regiones que subtienden un angulo sélido de 10~ sr en
tal fondo fueran causales.

En todo el FCM se encuentra experimentalmente una alta isotropia, con desviaciones
respecto a la temperatura de fondo T = 2.725 K del orden de 1072, es decir ‘% ~ 1075, Toda
la fotoesfera del FCM (47 sr) ha precisado de un contacto causal para tener tal grado de
homogeneidad térmica (sin contacto causal seria practicamente inexplicable).

Segtin el Modelo Cosmolégico Estandar Clasico, el FCM estarfa compuesto de 10° regiones
acausales, pero todo indica que estuvieron en contacto térmico (y por tanto causal) en el
pasado de algiin modo. ;Cémo se conectaron causalmente estas regiones?

Problema de la planitud Un modelo con curvatura nula del universo (k£ = 0), en un universo
con un Ry mondtonamente creciente, no es un atractor. Manipulando la 1EF, se obtiene:

1—Q(a) = (a;m = —kR% (40)
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Con Q(a) = p.p. (_j()a) = 3 I’}(Q‘L()a). En un universo con una « ligeramente distinta de 0, al
aumentar Ry con el tiempo |1 — 2| tenderia a alejarse de la planitud. Tras haber aumentado
Ry varios 6rdenes de magnitud, jcémo puede seguir siendo la curvatura del universo tan

proxima a 0, es decir, cémo |1 — Q| ~ 07

Una posible solucién de este problema de la planitud es la suposicién de valores extremada-
mente pequenos de la curvatura en épocas tempranas del universo. Por ejemplo, para observar
actualmente |1 — Qp| = 1.000 £ 0.005 [§], se deberia haber tenido:

w |1 - Qpnp| < 0(10_16).
= |1 - Qroul < O(107%).
» |1 — Qpianck| < O(1071).

Este ajuste fino tan drastico no acaba de resultar satisfactorio en el MCEC; encontrar
una teoria que pueda explicar la practicamente nula curvatura con condiciones iniciales méas
genéricas seria una alternativa mas convincente.

Formacion de estructuras FEl mecanismo para producir las semillas que posteriormente
formaran la estructura a gran escala que se observa en el universo solo se puede conseguir con
unas condiciones iniciales del universo extremadamente precisas.

Cualquier mintdscula variacion de estas condiciones iniciales ocasionaria una EGE totalmente
diferente de la observada. Por ello, el problema de ajuste fino presente en el problema de la
planitud también se encuentra en este problema.

Problema de los monopolos magnéticos La Teoria de la Gran Unificacién (TGU) predice
una densidad de monopolos magnéticos p,,o mucho mayor de lo encontrado experimentalmente
(de hecho, experimentalmente no se ha encontrado ninguno en todo nuestro horizonte de
particulas).

La etapa de la TGU finaliza con la ruptura de simetria entre la fuerza fuerte y la electrodébil
mediante una transicion de fase de primer orden [3]. Esta transicién crea defectos topolégicos
en forma de monopolos. Su longitud de correlacién se menor que el horizonte de particulas
en dicha época, y se espera encontrar un monopolo por cada 10 intersecciones entre tales
horizontes, lo que se traduce en una alta densidad de monopolos py,.

Cada monopolo posee una masa mjs, con una energia similar al calor latente de la transicién
de fase, del orden de 10 GeV en el momento de su formacién [3]. Con la evolucién del universo
hasta la actualidad, la densidad de monopolos esperada es pmo ~ 4.5 GeV m~2 [3], un valor
absurdamente alto (de hecho serian predominantes en el Universo).

Si los modelos de unificacién son correctos, ;qué podria haber ocasionado la ausencia o
drastica disminucién en py,o7

Otros problemas Otros problemas del MCEC relevantes en la actualidad son el desconoci-
miento de la naturaleza de la materia y energia oscura y la determinaciéon precisa de la edad
del universo.
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4. Base teodrica 2: modelo inflacionario

4.1. Respuesta a problemas del Modelo Cosmolégico Estandar Clasico

El modelo inflacionario es capaz de proporcionar explicaciones a los 4 problemas mencionados
en la subsecciéon ‘Problemas del Modelo Cosmolégico Estandar Cléasico’.

Las 3 soluciones se basan en una extremadamente rapida y brusca expansién del universo,
conocida como inflacién. Desde el comienzo de la inflaciéon hasta el final, el universo lleg6 a
tener como minimo ~ 10%0 veces su tamafio inicial (~ 60 e-folds), una condicién necesaria
para la resolucién de los problemas antes presentados.

4.1.1. Problema del horizonte

La réapida expansion del universo ocasionada por la inflacién, que se puede cuantizar con un
fuerte crecimiento de a(t), ocasiona que el Ry = aH ! decrezca bruscamente. Siguiendo el
Principio Cosmologico, al ser el universo isétropo, este Ry define una esfera de Hubble con
volumen Vi oc R%;, que durante la era inflacionaria se comprime violentamente, consiguiendo
un efecto de zoom causal en una pequena zona del universo en aquel momento (véase figura )

Recordando la ecuacién :

*

o — J " Ru(t) d In(a) (41)
0

La inflacién hace posible que xp » Ry en el momento de la recombinacién (t = t,e.), con
lo que, aunque las regiones no parecieran causales en ese t,., lo habrian sido en algin tiempo
anterior.

Esto s6lo es posible si Ry fue mucho mayor en el pasado, con lo que X, tendria su principal
contribucién de esta etapa anterior, segin aparece en la ecuaciéon . Como mas adelante se
verd, la inflacién es capaz de ocasionar que H ~ cte y a(t) ~ ef*, con lo que efectivamente
Ry(t) = ﬁ decreceria fuertemente durante esta expansion (si decrece extraordinariamente
lo hace a costa de haber sido con anterioridad mucho més grande).

Por tanto, x, serfa mucho mayor de lo esperado con el MCEC, y las regiones aparentemente
acausales del FCM tuvieron relacién de causalidad en el pasado, antes de la etapa inflacionaria,
que aparentemente borrd su relacién causal al finalizar.

4.1.2. Problema de la planitud

Segtin la ecuacién (40), para un universo con curvatura positiva o negativa (k =10 kK = —1)
se tiene:
1) = oy = B} (12)
—Qa)| = =
(aH)? — 1
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Figura 5: El radio de Hubble comévil Ry sufre una fuerte contraccién durante la etapa inflacionaria, lo que se
asemeja a un zoom sobre una pequeia regién del universo (izquierda). Una vez finalizada la inflacién,
el Ry vuelve a crecer, hasta que las escalas (azul) que salieron del horizonte (rojo) vuelven a entrar
en él (derecha) [I].

Si Ry sufre un fuerte decrecimiento, |1 — Q(a)| — 0, incluso para valores de Q(a) muy
alejados de 1 (universo con mucha curvatura); es decir, la solucién ©(a) = 1 es un atractor
durante la etapa inflacionaria.

Con distintos valores iniciales de la curvatura, la fuerte expansion del universo ocasiona que
este acaba siendo practicamente plano, algo andlogo a estar sobre una pequeiia esfera (dénde
se aprecie su curvatura), y que esta se hinche a un tamafo extraordinariamente grande, con lo
que la esfera seria percibida como plana, perdiendo vestigio de cualquier sefial de curvatura
previa a la expansién (a fin de cuentas, sabemos que la Tierra es curva, pero para nuestro
entorno cercano es aparentemente plana).

El hacer mucho mas genéricas las condiciones iniciales elimina la posibilidad de considerar
un ‘ajuste fino’ para las condiciones iniciales de curvatura del universo.

4.1.3. Problema de los monopolos

Si se compara el factor de escala antes t, y después t; de la inflacién, Zg:li > 10%%; por

p(ta)
materia).

-3
tanto, (p(td)> o (ZEE:%) < 10778, ya que p(t) oc a=3(t) para los monopolos (como con la

Ya que la inflacién césmica aumenta enormemente el x,, y la longitud de correlacién de la
transicion de fase es del orden del tamafio x,, la inflacién serd capaz de reducir la densidad
de energia de los defectos topoldgicos existentes antes de la inflacién, incluyendo la de los
monopolos pn,, hasta un valor extremadamente bajo, en el que no habria ningin monopolo en
nuestro universo observable en la actualidad p,, — 0.

4.2. Evolucion del universo en la etapa inflacionaria
La rapida contraccion del Ry, es decir, Ry < 0, trae consecuencias a la expansion del

universo y a la dindmica de sus pardmetros. A partir de las ecuaciones de Friedmann se pueden
comprobar las consecuencias de esta fuerte expansion.
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Figura 6: Historia térmica del universo [9].

Era inflacionaria Que se desencadenara la inflacién se suele achacar a una transicion de fase,
a partir de la cual la época TGU finalizarfa. Esto ocurre para t ~ 10736 s ~ 107¢p;.

El final de la era inflacionaria no esta claramente determinado, ya que depende crucialmente
de las caracteristicas del recalentamiento. En varios modelos, esta época inflacionaria finaliza
hacia t ~ 10733 s ot ~ 10732 s.

Cuantificacion de la expansion Para cuantificar lo que se ha expandido el universo, es ttil
introducir el niimero de e-folds N que ha sufrido a(t) tras la etapa inflacionaria, es decir:

_ afinal _ tfinal _ tfinal
N=h|——|= Hdt = d Infa(t)] (43)
t t

inicial inicial inicial

Como ya se comento en la subseccién ‘Respuesta a problemas del Modelo Cosmoldgico

Estandar Clésico’, es necesario que N > 60, lo que equivale a un <M> > 10%6.

Qinicial

Expansién acelerada Derivando respecto al tiempo los parametros cosmolégicos a y H, se
encuentra, a partir de la definicién de Ry = (aH)~! la relacién:

Ry = —iR% (44)

Ya que Ry < 0 durante la inflacién, se tiene que @ > 0 necesariamente, por lo que la
expansion del universo en la etapa inflacionaria es acelerada.

Ecuacion de estado A partir de la 2EF (ecuacién (17)), con @ > 0, se tiene que:

1
p< 3 (45)
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Es decir, una ecuacién de estado en la que la presion es negativa. En el limite p — p, a
partir de la ecuacion se encuentra rho = 0 = p = cte, es decir, una densidad de energia
constante.

Evolucion comoévil Trabajando en coordenadas coméviles, la singularidad inicial del Big
Bang (t = 0) se considera cuando 7 — —o0, y el futuro méas lejano (t — o) se da cuando
T=0.

En otras palabras, la inflacién provee al universo de una gran cantidad de 7 en el pasado, al
proyectar la singularidad del Big Bang hacia 7 — —o0. Asi, regiones que aparentemente no
tuvieron tiempo de ser causales dispusieron del 7 suficiente para serlo en el pasado (véase la
figura [7)).
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Figura 7: (a) Modelo sin inflacién. Al proyectar un cono de luz pasado en un suceso durante el FCM (naranja),
este no intersecta otros conos de luz pasados de otros sucesos del FCM (el Big Bang limita la
cantidad de tiempo pasado en el que se extienden los conos). (b) Modelo inflacionario. El mecanismo
inflacionario proporciona una gran cantidad de tiempo 7 entre el Big Bang y la recombinacién, lo que
permite proyectar los conos de luz pasados mucho maés, y que estos lleguen a intersectarse (y por
tanto hacer causales tales sucesos), como se observa en el gran cono naranja en la parte inferior de la
figura [I].

4.3. Fisica de la inflacion

El escenario inflacionario resuelve algunos problemas del MCEC, pero como fenémeno fisico es
algo desconocido. En un breve instante de tiempo, el universo se expandi6 extraordinariamente.
Las condiciones fisicas con las que esto pudo suceder requieren de una explicaciéon, que en los
modelos mas simples, se basa en un campo escalar con spin 0 denominado inflatén ¢.

4.3.1. Dinamica del campo escalar ¢

La dindmica de un campo escalar acoplado de forma minima a la gravedad estd determinada
por la accién S que resulta de la suma de la acciéon de Einstein-Hilbert Sgp y la accién del
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campo escalar SHE

§ = Sn + S5 = [[pelomno) dta = [v=g|5r+ 50 (52 (5) - vio)| e o

Donde p, es la densidad lagrangiana, g es el determinante de la métrica y por d*z se
representa un elemento de volumen espacio-temporal. V' (¢) es un potencial del campo escalar
¢ que describe las interacciones de ¢ consigo mismo.

A partir de S se puede obtener el tensor energia momento para el campo ¢, T, ﬁ,’) Usando las
ecuaciones de Euler-Lagrange para campos, aplicadas a Sy, se deduce la ecuacién de campo:

0S4 1 0 0p dV(g)
= (V) e o

Con la métrica FLRW y suponiendo que el inflatén es homogéneo, es decir, ¢(x,t) = ¢(t), la
obtencion de TF(L?,S) para el caso de la ecuaciéon , se lleva a cabo la transformacion T}, — T;f’,,,

expresando sus componentes como:

P po = 58+ V(0) (15)

p—ps= 58 - V(9) (19)

Por tanto, se tiene un parametro de estado w:

142
w(z)E%:Q(b V(d))

ps 142+ V() (50)

A partir de la ecuacion y la 1EF se obtienen las ecuaciones dinamicas del inflatén ¢
para la geometria FLRW:

. AV
1= 5003 (37 4V0) 52)

2Con un término cinético estdndar.
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4.3.2. Recalentamiento

Cuando la inflacion termina, el inflatén ¢ comienza a oscilar entorno al minimo del potencial
V(¢), disipando su energia por el término de rozamiento 3H ¢ de la ecuacion . La particula
del inflatén se comporta entonces como materia sin presién (pg = 0).

El acoplamiento de ¢ con otras particulas ocasiona que la energia inflacionaria se transforme
en energia asociada a los campos de estas nuevas particulas. Esto queda patente en la ecuacién
de continuidad [I], que ahora pasa a ser:

ps +3Hpy = =Lpg , (53)

donde la energia inflacionaria se disipa cuantitativamente por medio del pardmetro de
acoplamiento I'. De este modo la densidad de energfa inflacionaria py se transforma en grados
de libertad de nuevos tipos de particulas (algunas del Modelo Esténdar de particulas u otras
desconocidas) en lo que se suele denominar Big Bang caliente. La etapa inflacionaria asume en
parte el papel que el Big Bang ocupaba anteriormente, en el sentido de creacion de particulas.

4.3.3. Inflacién slow-roll
Para conseguir una expansién acelerada (wg < —1/3) es necesario que V(¢) domine sobre
el término cinético %qﬁz, como se puede apreciar en la ecuacién {)

Como se aprecia en la ecuaciéon 1} para obtener una ecuacion de estado w < —%, y por
tanto tener una etapa inflacionaria, es necesario que, al menos durante el tiempo suficiente, se
cumpla la condicién:

11 -
V(9) » 5| (54)
Para este fin, se debera tener la condicion en la aceleracion del inflaton d)

dv
% (55)

Para cuantificar esta expansion acelerada, es 1til recurrir a los parametros de slow-roll € y

9

‘(b‘ « ’3H¢>

71 definidos como:

a

= H*(1—¢) (56)
a
1 de
1= 2dN &7

La expansién acelerada ocurre cuando € << 1y || << 1, y sucede mds rapido cuanto més
cerca de 0 estén estos parametros.
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Se puede relacionar el parametro € con H segin:

H dln H
o dinh

H? AN (58)

En el caso de una expansiéon slow-roll fuertemente acelerada (w — —1), el espacio-tiempo se
comporta aproximadamente como en el caso de Sitter (similar a un Universo dominado por
constante cosmoldgica A):

a(t) ~ eflt (59)

Con lo que se puede comprobar, segin la ecuacion 1| que € > — (% — 1) = 0.

Susituyendo la ecuacién en la ecuacion , se obtiene que 7 — 0 en esta expansion tipo
‘de Sitter’.

Los pardmetros de slow-roll también se pueden expresar en funcién de la forma de V(¢):

2
€o(¢) = % (i‘;) (60)
1 /d%*v

o) = (5) (61)

Donde la condicién para una inflacién slow-roll sigue siendo €,,|n|, « 1. Por tanto, es
de esperar que durante la rapida expansion inflacionaria estos parametros tuvieran valores
cercanos a 0, condicién que dejaria de cumplirse al terminar la expansion acelerada o fuera de
los modelos slow-roll.

4.3.4. Modelos de Inflacion

La inflacién sucedié en una etapa muy temprana del universo (¢ ~ 100 — 36) s), cuando
la densidad de energia de este era muy elevada (pudiendo llegar a ser de ~ 10'2 TeV), algo
que estd 11 érdenes de magnitud por encima de la escala energética del mayor acelerador de
particulas en la actualidad (LHC). Por ello, se requiere de una importante extrapolacién de
las leyes de la fisica para explicar la etapa inflacionaria.

No obstante, se estdn obteniendo restricciones a la forma del potencial V(¢), de la cudl
depende el escenario inflacionario. Alguno de los modelos tipicos se mencionan a continuacién.

Small-field Se trata de aquellos campos en los que el inflatén ¢ se muevﬂ, desde el comienzo
hasta el final de la inflacién, una distancia sub—plackianaﬂ es decir, A¢ < My;. Potenciales de
este estilo aparecen en mecanismos de ruptura espontanea de simetria, y predicen una amplitud
muy pequena de ondas gravitatorias causadas por la inflacién (perturbaciones tensoriales).

13 Abusando de la analogia cinemética. Entiéndase por este movimiento el cambio en la amplitud del campo
escalar con el tiempo.
4Ya que ¢ tiene unidades de masa, como cualquier otro campo escalar.
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dcmB Pend reheating

A¢

Figura 8: Ejemplo de un potencial tipico con small-field, en el que el inflatén ¢ experimenta fluctuaciones
0¢ en la etapa inflacionaria (que dejan su marca en el FCM). Al final de la inflacién, este adquiere
velocidad (;5, decayendo en otras particulas en la etapa del recalentamiento. El recorrido ¢ determina
un small-field o un large-field [1].

» Potenciales cumbre: V(¢) = Vj [1 — (%)p] + ..

» Potenciales ruptura SUSY: V(¢) = Vp [1 +aln (%)]

2
= Potenciales Inflacién R?: V(¢) = (1 — e V239 MPZ) , con modificaciéon de la Sgp.

Large-field En estos modelos, A¢ > My, y la amplitud de las ondas gravitatorias producidas
por la inflacién es mucho mayoﬂ que en los modelos de small-field.

» Inflacién cadtica: V(¢) = A\po?

s Inflacién natural: Vj [COS (%) + 1], con f lo suficientemente grande para que A¢ > M,

Modelos alternativos Un gran niimero de escenarios inflacionarios ha sido propuesto. Hay
modelos que consideran dindmicamente relevante mas de un campo, aparte del ¢, o consideran
campos vectoriales o tensoriales.

Otros modelos modifican a su vez la accién S dada en la ecuacién (46)), como:

= Acoplamiento no minimo de ¢ con la gravedad: aparecen nuevos términos de acoplamiento
entre g, y ¢. Un modelo tipico de este tipo de inflacién es la inflacién tipo Higgs. En
este modelo de tipo small-field, se asocia el campo ¢ con el campo de Higgs, asociacién
posible gracias al acoplamiento no minimo con la gravedad.

= Gravedad modificada: se modifica la accién de Einstein-Hilbert Sgg, como en el caso de
las teorias f(R).

» Término cinético no estandar: A la hora de construir la densidad lagrangiana p., se
incorporan modificaciones en su término cinético a partir de ¢ y sus derivadas temporales.

YEn algunos modelos de small-field, las ondas gravitatorias también pueden llegar a ser detectables.
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5. Fluctuaciones durante inflacion

5.1. Tamaiio de las fluctuaciones

Las escalas aparentemente acausales con el MCEC estuvieron en contacto causal en el
pasado segun el modelo inflacionario. Es decir, dentro de una misma esfera (comévil) de
Hubble. Estas escalas salieron del horizonte Ry = (aH)™! (o equivalentemente, el horizonte
se redujo drasticamente sobre ellas)y por tanto quedaron en aparente desconexién causal.

Durante su contacto causal previo (antes de la era inflacionaria) el universo estaba regido
por leyes cudnticas (tenia un tamano mintsculo); por ello, las fluctuaciones en los campos
eran de naturaleza cuantica. Estas fluctuaciones aparecen en todas las escalas del universo, y
se pueden cuantificar. Se pueden estudiar las fluctuaciones cudnticas en una escala de tamafio
k1, donde k se puede interpretar como su niimero de onda.

Asi, para determinar si una fluctuacién (k—!) estd dentro o no de la esfera de Hubble en el
tiempo 7%, se compara el tamaiio de la escala con el Ry = (aH)™%:

k(t*) = aH(7*) <= fluctuacién dentro del horizonte
En el tiempo 7* (62)
k(t*) < aH(1*) <= fluctuacion fuera del horizonte

5.2. Fluctuaciones cuanticas en inflacion

Al combinar inflacién con mecénica cudntica se obtiene un mecanismo elegante para generar
las semillas de toda estructura del universo. La rapida expansién acelerada homogeneiza el
universo, pero hasta cierto limite impuesto por los efectos cudnticos, lo que ocasiona pequenas
inhomogeneidades en la densidad del universo, que evolucionaran hasta la estructura a gran
escala conocida hoy en dia.

Las inhomogeneidades se pueden estudiar como fluctuaciones respecto al fondo homogéneo,
ya sean en ¢ o en g,.

A continuacion se presenta el computo de las fluctuaciones mecanico-cuanticas generadas
durante la inflacién, y la relacién que estas guardan con las perturbaciones cosmoldgicas
descritas en la subseccién previa ‘Perturbaciones cosmolégicas’.

5.2.1. Ecuacion de Mukhanov-Sasaki

Tomando un cierto gauge para g,,, y ¢ [1], la accién de la ecuacion puede ser desarrollada,
hasta segundo orden, en funcién del pardmetro R:

1 "o A
5(2)=QJ () + & +—v d’z dr (63)
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Donde el campo v = zR, siendo z la variable de Mukhanov (invariante gauge), definida

como:
a2¢/
2= (64)
Si se toma el desarrollo de Fourier de v:
e'L‘k-x 5
v(x,7) = | vg(7) (271-)3d k, (65)

el campo v en el espacio de Fourier, v, debe cumplir la conocida como ecuaciéon de
Mukhanov-Sasaki:

"

v+ [k - %]Uk =0, (66)

ecuacion analoga a la obtenida con el oscilador arménico con una w(t) (véase ecuacién
en el ‘Apéndice B’). Al reintroducir R en la ecuacién (66), esta adquiere la forma:

/
R + 2%7%’ +ER =0 (67)

La solucién de la ecuacion de Mukhanov-Sasaki permite obtener una forma precisa para
los modos v con lo que se puede obtener el espectro de potencias Pr para un determinado
escenario inflacionario una vez que los modos k! estén ‘congelados’ fuera del horizonte Rp;.
No obstante, su resolucién no es sencilla, ya que z depende de la dindmica del background
inflacionario, por lo que se suele llevar a cabo de forma numérica.

En el caso de la aproximacién de Sitter, la ecuacion de Mukhanov-Sasaki se puede reescribir:

n" n"
vg+[k:2—%]vk=O%vg+[k52—z]vk=0, (68)

ya que z ~ a para este régimen. Una soluciéon analitica para los modos vy es:

on(r) = ae\/% (1 - ;T) + 56\/;; (1 _ ];T) (69)

Donde a y 3 son coeficientes que expresan la no-unicidad de los vy.

5.2.2. Condiciones iniciales de la ecuacion de Mukhanov-Sasaki

Al ser la ecuacién de Mukhanov-Sasaki de segundo orden, serd necesario tener 2 condiciones

. . /" ’ .

sobre los modos v;,. Una de ellas se obtiene suponiendo k2 » -, que, en analogia con la cuanti-

zacién del oscilador armonico (véase ‘Anexo A: Cuantizacidén del oscilador arménico’)
lleva a:

e—ikT
lim v = 70
NG (70)
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Esta condicion se conoce como el vacio de Bunch-Davies, ya que se obtiene eligiendo un
estado de vacio Minkowski cuando las fluctuaciones estaban profundamente dentro del Ry.

La segunda condicién se obtiene manteniendo la relacién canénica de conmutacién [a, a']
(véase ecuacion (101))) para todos los modos k. Esto sélo se consigue preservando la normaliza-
cién wronskiana:

Sk — o o) = 1 (71)

En la aproximacion de Sitter, esto es equivalente a fijar « = 1 y 8 = 0 en la ecuacion ;
por tanto, los v; en este régimen serian:

on(r) = S (1 ! ) (72)
T) = - —

k v 2k kT

5.2.3. Obtencién del espectro de potencias Pr ;)

Con la resolucién de la ecuacion de Mukhanov-Sasaki se obtienen los modos vi(7). El
espectro de potencias Pr (k) se puede calcular como:
|2
Pr(k) = 1 (t.) (73)

El objetivo del trabajo es computar Pr (k) en el tiempo t, en el que la escala k~! tiene el
mismo tamano que el horizonte RH(t*)F_gl

En el caso de un universo puramente de Sitter (a = eflt con H = cte), ya que se conocen

los vy, de forma analitica, se puede obtener A2 exacta, llegando a la expresion:

A%(k) = = cte (74)

6. Funcionamiento del cddigo en‘Mathematica’

Se pretende resolver la ecuacién de Mukhanov-Sasaki (ecuacién (64)) para cierto escenario
inflacionario. Para ello, se crea un cédigo (dado en el ‘Apéndice B’) con el que se podra
obtener el espectro de potencias AZ(k) para un cierto rango de k.

Este A2(k) se obtiene a partir de la resolucién de las ecuaciones dindmicas del campo
inflacionario, llevada a cabo en tiempo fisico ¢t. La resolucion de la ecuacién de Mukhanov-
Sasaki se lleva a cabo en el tiempo fisico ¢ también.

6No confundir el subindice %, que denota el momento de salida/entrada de una escala en el horizonte, con el
superindice #, que indica un instante 7 o t.
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6.1. Inputs y eleccién de condiciones iniciales
6.1.1. Condiciones iniciales para el background
Se pretende resolver la evolucion del background, entendiendo como este la evoluciéon del

factor de escala a(t) y del inflatén ¢(¢).

Se fija una forma para el potencial V(¢) del inflatén. Dada esta forma, se dan unas
condiciones iniciales para a(t = 0), ¢(t = 0) y ¢/(t = 0), donde ¢ = 0 se considera como el
comienzo de la etapa inflacionaria, lo que se corresponde con 7 — —o0.

El background se evoluciona en un rango t € {0, final}-

6.1.2. Condiciones iniciales para la ecuacion de Mukhanov-Sasaki

Para la resolucion de la ecuacién de Mukhanov-Sasaki, se modulan los v en las amplitudes
complejas Ay:

A e—ik:r
— A — 75
ok = Ak o (75)

En el caso de Sitter, se espera encontrar, segin la ecuacién (72)):

)
A =1— — 76
k kT (76)

Se dan las condiciones iniciales Ay (0) = 1407 y Ak.(O) = 0404, que surgen de la normalizacién
wronskiana (ecuacion (71])) considerando la condicién de vacio de Bunch-Davies (ecuacion (70))).

6.2. Resolucién del background
6.2.1. Funciones del background

Las 2 ecuaciones a resolver para hallar como evoluciona el background serén la ecuacion (88))
y la 2EF (ecuacién (17)) ignorando la constante cosmoldgica A:

b+ 3%&5 + d‘g((f) =0 (77)
a ) 1/2
a = 7 Bqa? + V(¢)] (78)

Como puede apreciarse en este sistema de ecuaciones diferenciales, la evolucién de las
magnitudes a y ¢ es dependiente la una de la otra: se trata de un sistema acoplado. Combinando
ambas ecuaciones (sustituyendo a en la ecuacién dindmica) y reduciéndolas a ecuaciones de
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primer orden por medio de un cambio de variable de la forma F'(t) = ¢, estas ecuaciones se
desacoplan como:

p=F (79)
_ 1/2
F+ 353 (;FQ - V(¢)> + i‘; =0 (80)
a 1/2
a— 7 [;Fz + V(qs)] =0 (81)

Lo no linealidad de las ecuaciones causa problemas de rigidez en su resolucién, por lo que se
resuelve el sistema con un método Runge-Kutta que incorpora un corrector de rigidez{ﬂ

6.2.2. Derivadas de las funciones del background

Tras obtener a(t) y ¢(t), se obtienen las derivadas primeras, segundas y terceras de estas
magnitudes de forma analitica, a partir de las ecuaciones introducidas en el background. Para
ello, serd necesario derivar la forma explicita del potencial.

é fue obtenida en la resolucion del sistema de EDO’s. Para obtener a directamente se usa la
2EF (ecuacion (78)).

Conocida @, se obtiene ¢ a partir de la ecuacién de la dindmica del inflatén (ecuacién ) A

partir de estas derivadas se obtienen a, @ y ¢ mediante derivacion de sus expresiones analiticas
a partir de las ecuaciones previas, para evitar pérdidas de precisiéon introducidas por el calculo
numérico.

6.2.3. Otras magnitudes del background

Otras magnitudes a usar, que se pueden definir a partir de a(t), ¢(t) y sus respectivas
derivadas son:

» El pardmetro de Hubble H(t) = g—;

s El nimero de e-folds N, cuya expresién es:

N =In {“(tf)] (82)

» El Radio de Hubble Ry (t) = [a(t)H (¢)]

» La variable de Mukhanov z(t) = a27’/

a

"Método implementado en ‘Mathematica’ como ‘StiffnessSwitching Runge Kutta method’.
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6.3. Resolucidon ecuacion de Mukhanov-Sasaki

La ecuacién de Mukhanov-Sasaki escrita en tiempo conforme (ecuacién (6)) se re-escribe
en tiempo fisico ¢t como:

. . _ 2.k X .. .2
A+ (M) A, - <zZ+z> A =0 (83)
a za

De nuevo, esta ecuacién se resuelve con un Runge Kutta que incorpora un corrector de
rigidez, junto con las condiciones iniciales previamente indicadas en la subseccién ‘Condiciones
iniciales para la ecuacién de Mukhanov-Sasaki’.

6.4. Obtencion del espectro de potencias A?(k)

Segtn el factor de amplitud introducido en la ecuacién , ok 2(7) es:

_ 4P
[on2(8) = =5 (84)

Cuando se tiene If(*t*) « 1, es decir, cuando las escalas k, estan bien fuera del horizonte, su
R esta congelado (véase subsecciéon ‘Perturbaciones de la curvatura comévil’), y por
tanto, su espectro de potencias Pg (k) se puede tomar como:

’ 2

PR(k*) ~ |Uk*

. (85)

En el cédigo, para asegurar que las perturbaciones estan ‘congeladas’ fuera del horizonte a
la hora de obtener Az(k‘), se calcula este para el ?y;,q en la evolucién del background, cuando
el Ry es mucho menor que cualquier escala con la que se trabaja.

Para obtener A2(k), se hace:

k3

A?(k*) = o2

Pr(ky) (86)

7. Resultados obtenidos

7.1. V(¢) = cte con slow-roll: universo De Sitter

Se fijan las condicioneq o}

» Potencial: V(¢) = 3

187,05 valores iniciales ¢ y ao se toman de forma arbitraria. Se les podria haber asignado cualquier otro valor

(distinto de 0 para evitar singularidades), ya que este no afecta a la forma del espectro A2(k) (se espera que
sea auto-similar en este caso).
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» Condiciones iniciales: g9 =3 ; ¢ =0; ag= 1075
» Rango temporal: t € [0, 63]
s e-folds: N = 63

La evoluciéon del background es el esperado por el modelo analitico slow-roll: ¢(t) = cte,

¢ =0, y el factor de escala a cumple a(t) = apelt.

Para este caso slow-roll, se escribe la ecuacién de Mukhanov-SasakiIE como:

Z” " 9 a//
Vi
—~ —=v.+|k°— —|vp =0 87
ol rt L o (87)
Fijando las condiciones iniciales mencionadas en la subseccién ‘Inputs y eleccidén de
condiciones iniciales’ en t = 0, se obtienen numéricamente los modos vj. Los espectros
de potencias Py (k) y A%(k) se calculan para un rango de k € {1075,1072}, y se ilustran en la

figura [0}

22k
Py (k
(k) 0.051
2.0x108 \ 0.04
1.5x108 \ 0.031
1.0%108 | 0.02f
5.0x107 [ K 001}
: : 7 ‘ ‘ ‘ ‘ = 1
0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010
2
(a) Py(k) (b) AZ(k)

Figura 9: Puntos en azul, espectros obtenidos de forma numérica; la linea verde continua es el espectro esperado
teéricamente, en la ecuacién (74)). (a) Espectro Py (k). (b) Espectro adimensional A2 (k).

Numéricamente se obtiene que A2(k) = % = cte, como se espera en el caso de Sitter

(ecuacion (74)).

7.2. V(¢) = cte con fast-roll

Modificando (b'o: Se dan las condiciones:
» Potencial: V(¢g) =3
» Condiciones iniciales: ¢9 = 3 ; ¢y = {12,28,1} ; ap =1
» Rango temporal: ¢ € [0, 63]
s e-folds N = {63,63,63)

z

YAl ser ¢'(t) = 0, z = 0, lo que implica que el cociente Z—,,, estd mal definido; la aproximacién usada z ~ a
salva esta dificultad.
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La evolucién de a, ¢ y gf) se ilustran en la figura la figura (11| y la figura
¢

5.5f

5.0%

4.5%

4.0%

35|

1073 1072 0.1 1 10

Figura 10: Evolucién ¢(t) para los valores de (Z) = {12,28, 1}, en azul, verde y rojo respectivamente.

Donde se observa que ¢(t), al tener una cierta velocidad inicial distinta de cero, se desplaza
una cantidad A¢. Debido al término de friccién 3H¢ en la ecuacién , el inflatén se va
frenando, hasta llegar a tener velocidad nula y permanecer en reposo, como se observa en la
figura figura [I1], con valores ¢ maximos para ¢ ~ 1 para los 3 casos estudiados.

¢
12[

10+

‘ ‘ ‘ t
1073 1072 0.1 1 10 100

Figura 11: Evolucién qﬁ(t) para los valores de (b = {12,28, 1}, en azul, verde y rojo respectivamente.

En la figura [11| se observa como la velocidad se atentia rapidamente, llegando a un valor

practicamente nulo cuando ¢t ~ 1. El tiempo que tarda ¢ en frenarse, por ejemplo, un factor %,

es independiente de qb'o, va que el término de friccién que lo va frenando es proporcional agg.
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Figura 12: Evolucién de In (%) para los 3 casos considerados: ¢ = 1, ¢y = 12 y ¢y = 28 (en rojo, verde y

azul respectivamente). El color azul no se aprecia al estar detrds de las otras dos trazas.

El factor de escala a(t) crece de forma exponencial, y el fast-roll introducido no modifica
sensiblemente los 63 e-folds.

Se resuelve la ecuacién de Mukhanov-Sasaki para 200 escalas k=1, con k € {1,15}. En la
figura [13] se representa el Ry para estos 3 casos y el tamaiio de las escalas k! usadas; en la
figura [14| se representan los espectros A2(k).

Log(Ry)
0.0L

-0.5

-200

L L L L L L L L L L L L L L L Lt
F 2 4 6 8

Figura 13: Evolucién de los radios de Hubble Ry para los 3 casos ¢ = {12,28,1} a estudiar, en azul, verde y
rojo respectivamente. En gris, se representan las escalas k=1 que se usaran para el calculo de Ag(k)

En esta figura [13| se aprecia como el Ry decrece (en la figura aparece en escala logaritmica)
hasta que ambas escalas k~! quedan fuera del horizonte, donde no evolucionan. Cuando estas
escalas estan ‘congeladas’, se calcula el A2(k).
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Figura 14: Espectros A2(k) para los 3 casos a estudiar, ¢ = {12,28, 1}, en azul, verde y rojo respectivamente.
En naranja, se representa el A2 (k) constante del espectro de de Sitter.

Los espectros obtenidos muestran una pérdida de potencia para las escalas k! mas grandes
(k més pequetio). El efecto de aumentar ¢ aumenta la pérdida relativa de potencia, respecto
al A%(k) esperado por el caso de Sitter.

También se observa un tendencia de las oscilaciones a comenzar a escalas k mas bajas cuanta
menos energia cinética ¢ tenga el inflatén ¢.

Modificando V' (¢y): Con las condiciones:

» Potencial: V(¢g) = {0.3,30}

» Condiciones iniciales: ¢g =3 ; ¢y =12; ag =1

» Rangos temporales para cada V(¢p): t € [0,293]; t € [0,33] ,
v e-folds N = {93,104.4}

Se resuelven las ecuaciones del background, representando sus funciones en la figura [[5] la

figura [16] y en la figura

@
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Figura 15: Evolucién ¢(t) para los valores de V¢o = {0.3, 30}, en azul y rojo respectivamente.
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El efecto de aumentar V(¢g), que conlleva aumentar H(t) (concretamente su valor minimo)
segun la ecuacién (88)):

. AV
¢+3H¢+@:0, (88)

lo hace que el inflatén ¢ se frene mas rapidamente.

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ¢
1072 0.1 1 10 100

1073

Figura 16: Evolucién ¢(t) para los valores de Vo = {0.3,30}, en azul y rojo respectivamente.

Se puede observar en la figura 16| que la velocidad qb decae mas rapido con un V(¢g) mayor,
lo que es consistente con lo comentado en la figura previa.
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Figura 17: Vo = {0.3,30}, en azul y rojo respectivamente.

Cabe comentar que la etapa fast-roll lograda variando V' (¢g) si afecta visiblemente al nimero
de e-folds. Como se aprecia en la figura en el caso de V(¢) = 30 el factor de escala a(t)
crece mas rapido que para V(¢g) = 0.3, llegando a generar hasta N ~ 1000 e-folds si se le
deja evolucionar tanto ¢t como el caso de V(¢g) = 0.3.

Se resuelve de nuevo la ecuaciéon de Mukhanov-Sasaki para escalas 200 escalas k~!, con
k € {1,15}, valores similares a los de los casos anteriores. En la ﬁgura se representa el Ry
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para estos 2 casos y el tamaflo de las escalas k~! usadas; en la figura @ly en la figura Else
representan los espectros A2(k).

Log Ry

5 10 15 20 25 30

Figura 18: Evolucién de los radios de Hubble Ry para los 2 casos V¢o = {0.3,30} a estudiar, en azul y rojo
respectivamente. En gris, se representan las escalas k=1 que se usarén para el cdlculo de A2 (k).

Con V(¢g) = 0.3, en la ﬁgura se aprecia que, durante la etapa fast-roll, el Ry crece (se
tiene una w > —%), aunque soélo llegue hasta ¢ = 2. Cuando el inflatén pierde la mayoria de
su energia cinética, se tienen de nuevo condiciones slow-roll; la expansiéon acelerada contrae
rapidamente Ry, dejando fuera las escalas representadas.
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Figura 19: Espectro AZ(k) para un V(¢o) = 0.3. En verde, se representa el AZ(k) constante del espectro de de
Sitter.

En este espectro se observa como las oscilaciones para k tan préximos al k£ mas pequefio
computado, que la supresién no se discierne de una oscilacién inicial, ya que apenas esta por
debajo del valor esperado para el A2 plano. En este espectro se observa como estas oscilaciones
tienden, para k grandes, a un valor constante, donde estas escalas quedan ‘congeladas’ fuera
del horizonte.
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Figura 20: Espectro A2(k) para un V(¢o) = 30. En verde, se representa el AZ(k) constante del espectro de de
Sitter.

En la figura [20] ocurre todo lo contrario que en el espectro de la figura La supresion es
muy fuerte, y en el rango de k computado, apenas ocurre una tnica oscilacién.

7.3. Potencial cumbre: V(¢) = §(¢* - ;)

» Potencial: V(¢g) = §(¢* — %)2, con g = 0.00265

s Condiciones iniciales: ¢g = 6 ; gzgo =3; ap=10"6
» Rango temporal: ¢ € [0, 30]
s e-folds N = 68.1.

-30 -20 -10 10 20 30

Figura 21: Potencial V(¢o) = 2(¢* — 5)2 a estudiar, con g = 0.00265. Nétese el minimo de potencial para
¢ ~ 19, hacia el que se evoluciona ¢.

En las siguientes figuras se ilustra el comportamiento de las magnitudes del background para
este tipo de potencial.
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Figura 22: (a) Evolucién del inflatén ¢. (b) Velocidad del inflatén ¢.

En la figura se observa como el ¢(t) evoluciona desde ¢y de forma casi lineal con t,
hasta llegar a ¢ ~ 19. Entorno a este punto, ¢ comienza a oscilar, como se puede apreciar en
i

la figura 22blal cambiar gb de signo.
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Figura 23: (a) Evolucién del factor de escala a. (b) Evolucién de Ry .

Al finalizar la etapa inflacionaria, el factor de escala sigue creciendo con ¢, pero de forma
mucho més lenta, como se aprecia en la figura 23a] para t ~ 15. El Ry se contrae hasta
Ry ~ 10729 correspondiente a t ~ 15.

8. Discusion

8.1. Discusion de los resultados
8.1.1. De Sitter slow-roll

En primer lugar, como se estd usando a en lugar de la variable de Mukhanov z, el espectro
de potencias calculado no es exactamente Pg(k), si no Py (k). No obstante, durante le etapa
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slow-roll se tiene:

Pr(k) = %S Pulh) = Prlk) o Polh). (39)

H

y ya que en este régimen = = cte, es indistinto trabajar con uno u otro espectro de potencias

para obtener el espectro de perturbaciones escalares.

El cémputo numérico sigue la forma analitica A2(k) = % esperado en la inflacién de
Sitter, como se aprecia en la figura y como se adelanté en la ecuacién ([74)).

El espectro obtenido A2(k) contard con un ng = 1 (también ay = 1), y por tanto con una
A, = cte para el rango de k estudiados, segtin la ecuacion .

8.1.2. V(¢) = fast-roll

La evolucién del background en este régimen sigue 2 etapas bien diferenciadas. Durante la
etapa fast-roll la velocidad y el inflatén ¢ evolucionan rapidamente hasta los valores tipicos de
slow-roll; es decir ¢> — 0y ¢ — cte. Una vez alcanzada esta etapa, la evolucién del background
es del tipo slow-roll.

Para ciertos modelos, en el que se incluye este, la etapa slow-roll es un atractor en el espacio
de fases ¢ vs qS Para cualquier configura(non {0, d)} con suficiente evolucién temporal, se acaba
teniendo {, gb} — {Psrs qbsr} donde ‘sr’ hace referencia a los valores esperados en slow-roll.

El A2(k) obtenido para esta etapa posee un ng ~ 1.0, aunque en este caso no es cte como
en el caso de Sitter. Antes de ‘congelarse’ al salir del Ry, las fluctuaciones en las escalas k
experimentan una serie de oscilaciones entorno al espectro slow-roll. Para llegar a la primera
oscilacién, estas fluctuaciones comienzan desde valores més bajos en relacion al espectro
constante. Para determinadas configuraciones, se observa un déficit de potencia en estas
escalas que rapidamente quedan fuera del horizonte.

Este déficit de potencias se puede trasladar a los espectros del FCM@ representado en la
figura [4] con las correspondientes funciones de transferencia (que tienen en cuenta la evolucion
del universo desde la época inflacionaria hasta la época de recombinacién, y desde que la luz
del FCM llega a nosotros). Asi, caracteristicas del FCM podrian ser explicadas a partir de
modelos inflacionarios, como seria en este caso lo bajos coeficientes D; que se observan en la
figura [4| para [ < 30 [12].

Para cuantificar cuanto domina el término cinético inicial %éo sobre el potencial V' (¢y), se
introduce el coeficiente ~:
¢/2
v = (90)
V(o)

A2
En la tablase estudia cuantitativamente la supresion de potencia, a partir de Ag’f = (Kmenor )

donde ‘fr’ hace referencia a fast-roll, y por medio del tiempo de comienzo de las oscilaciones

20Tanto para las correlaciones en la temperatura T como para los modos de polarizacién E y B.
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tos, que se toma como el ¢ para el que se tiene el primer méximo de una oscilacién, en el A2(k).
Se estudia para los modelos previamente ilustrados, con una variedad de ~.

. 2

¢ V(¢0) Y 2%;: (kkmzn) tos
12 3 24 25.2 4.58
28 3 131 96.8 5.78
1 3 1/6 2.6 2.84
12 0.3 240 1.39 1.90
12 30 2.4 37.9 10.52

Tabla 1: Caracteristicas de los distintos escenarios inflacionarios con los que se ha probado el cédigo. Cuantita-
2

As, fr
AE‘S’V‘

oscilaciones t,s aumentan con el dominio cinético, cuantificado a través de ~.

tivamente se encuentra que tanto la supresién (Kmenor) como el tiempo en el que comienzan las

8.1.3. Potencial cumbre

Las caracteristicas del background para este V(¢) presentan una etapa adicional al régimen
fast-roll con V(¢) = cte. En este caso, cuando la inflacién finaliza, ¢ comienza a oscilar entorno
al minimo del potencial V(¢). Tras esta etapa comenzaria la etapa de recalentamiento.

El computo de de A2(k) para este potencial no se ha logrado satisfactoriamente. Esto se
achaca a una mala eleccién de las condiciones iniciales en la ecuacién de Mukhanov-Sasaki, ya
que la modulacién de los vi a partir de los Ay pierde validez al alejarse de la aproximacion
de Sitter, llevada a cabo en la ecuacion . Es probable que modos que no sean del estilo
Bunch-Davies (ecuacién (69)) no se anulen para estas condiciones iniciales, dificultando el
célculo de los vy,.

Por ello, los modos v obtenidos para este potencial cumbre no se han considerado fisicamente
fiables, y por tanto incapaces de mostrar caracterfsticas relevantes en el AZ(k).

En la aproximacion slow-roll se tiene:
ns(k*) — 1 = 2n* — 4¢* (91)

Y ademas [1]:

e re st A - (92)
Por lo que ns depende de la forma de V(¢) y sus derivadas, ya que estas formas determinan

€y Y T, Segun la ecuacién y la ecuacién (61).

Es de esperar que, de haber computado adecuadamente el A?(k) para este potencial cumbre,
se hubiera obtenido un ng # 1, al contrario que en el caso de Sitter, aunque las caracteristicas
en la supresién de potencia y las oscilaciones del A2(k) se deberian haber encontrado también.
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8.2. Sobre el escenario inflacionario

El escenario inflacionario permite dar solucién a varios problemas del Modelo Cosmolégico
Estandar Clasico. Evidencias observacionales estan de acuerdo con lo predicho por varios
modelos de inflacién, y caracteristicas en la EGE y en el FCM se pueden justificar en este
escenario.

No obstante, la teoria inflacionaria no estd exenta de problemas, como los detallados a
continuacién. Ninguna alternativa ha conseguido relevarla, y hoy en dia la mayoria de grandes
teorias fundamentales trata de incorporar el fenémeno inflacionario a sus predicciones.

8.2.1. Exitos del modelo inflacionario

Necesidad de una expansion brusca El problema del horizonte se puede solventar con otras
soluciones exéticas (véase mas adelante la subseccién ‘Alternativas a la inflacién’),
pero ninguna es tan sencillaE-] como la fuerte expansién primordial del universo que el modelo
inflacionario proporciona. El escenario inflacionario es el modelo mas plausible sobre esta
etapa primigenia del universo.

Coherencia de fases y fluctuaciones mas alla del horizonte Que todos los modos de Fourier
de las perturbaciones generadas durante inflacién tengan la misma fase cuando vuelven a
entrar a la esfera de Hubble, requiere de un mecanismo que los conectara causalmente. Esta
coherencia de fase se acaba traduciendo en la serie de crestas y valles observados en el espectro
de . Sin esta coherencia, el espectro del FCM no seria mas que ruido caético.

Aunque se pueden proponer otros mecanismos capaces de hacer coherentes estas oscilaciones,
la coherencia de fases se tiene entre escalas que, sin solventar el problema del horizonte, serian
acausales. En el espectro T-E, presentado en la figura estas escalan hacen referencia a los
[ < 200, para los que se observa una anti-correlacién. La inflacién vuelve a ser, una vez mas,
el mecanismo mas plausible que conecta estas escalas y las congela hasta su re-entrada en la
esfera de Hubble.

Soporte observacional r es el ratio tensorial-escalar, definido como:

Y

r= —
2
Ag

(93)

La obtencién de cotas sobre pardmetros {ns, as,r}, a partir de satélites como Planck es
compatible con las predicciones de varios modelos inflacionarios (aunque se estima que entorno
al 60 % de los modelos han quedado descartados por estas cotas).

Las cotas sobre los modelos inflacionarios estan centradas en ny ligeramente menor que 1, y
un r tipico para modelos de inflacién small-field.

2'La mayorfa de las alternativas a la inflacién para resolver el problema del horizonte presentan serios problemas
en sus preceptos més fundamentales o en estar de acuerdo con las observaciones.

44



140

T T T T T T

Imp p p p  p

w
o
(82
o
(=}

Figura 24: Espectro TE del FCM [13]. Para [ < 200 se observa una anti-correlacién entre escalas que, sin
inflacién, serian acausales. Sin un mecanismo de coherencia de fases, las oscilaciones aqui presentes

serian ruido.
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8.2.2. Problemas del modelo inflacionario

Un problema inevitable en la actualidad es la escala energética involucrada en el proceso
de inflacién. La densidad de energia del universo en la era inflacionaria es del orden de 10
GeV, cantidades muy por encima de las energias conseguidas en aceleradores de particulas
en la actualidad y en el futuro préximo (del orden de varios TeV), con lo que la bisqueda de
una particula candidata a inflatén ¢ estd, en el mejor de los casos, relevada a un futuro no
proximo.

Varias criticas sobre el modelo inflacionario se basan en tomarlo como un mecanismo ad-hoc,

que, gobernado por una fisica desconocida, lejos de nuestro alcance energético, es capaz de
solucionar los problemas del MCEC a la carta@

Si el universo tuviera otras caracteristicas totalmente diferentes, tanto a gran escala como
en el FCM, en el escenario inflacionario se podrian encontrar modelos que, para justificar tales
caracteristicas y recurriendo a una ajuste fino de los parametros de su potencial inflacionario,
conseguiria reproducir dichas propiedades.

Algunos modelos de inflaciéon implican consecuencias profundas en la naturaleza del universo,
dificiles de asumir para algunos cientificos. Témese como ejemplo el modelo de inflacién eterna
propuesto por A. Guth en 1980 [I4]. En tal modelo las fluctuaciones del vacio, al terminar la
inflacién en tiempos ligeramente diferentes en cada parte del universo, ocasionaria que este
se llenara de burbujas inflacionarias, concretamente, de un nimero infinito de ellas. En tal
escenario, nuestro universo seria una de estas burbujas en el extenso conjunto de ellas conocido
como multiverso.

8.2.3. Alternativas a la inflacion

Otros mecanismos tratan de solucionar los problemas del MCEC. Algunos de ellos se detallan
a continuacion.

Universo ciclico En estos modelos, el universo esta eternamente en un ciclo de expansion y
contraccién. La expansion actual llegaria a un méximo, a partir del cual el universo colapsaria
en un Big Crunch y sufriria una violenta expansién a causa de ello, similar a un Big Bang,
con determinadas caracteristicas iniciales. De este modo se podria solucionar el problema del
horizonte y, dependiendo de la evolucién del universo hacia el Big Crunch y desde el Big Bang,
también de la planitud y de los monopolos magnéticos.

Universo ekpirético La idea fundamental de este escenario consiste en achacar la contraccion
del Ry = a% no a un fuerte aumento de a, si no a un fuerte aumento de H. Estos modelos
tienen serias dificultades en relacionar tal aumento de H con la expansién actual del universo.

Modificacion de ¢ En otros escenarios se evita la expansion superluminal del universo
suponiendo que la constante de la velocidad de la luz ¢ pudo ser mayor en el pasado (y dejar
de ser constante).

22No obstante, es destacable que la inflacién en la actualidad tiene capacidad de hacer predicciones sobre el
FCM o la EFE, por lo que esta critica a la inflacién parece haber quedado obsoleta.
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8.2.4. Futuras lineas de investigacion

El refinamiento de cotas sobre los parametros inflacionarios {ns, as, r} que se esta llevando
a cabo podria descartar modelos inflacionarios.

Por ejemplo, una deteccién de modos tensoriales implicaria que la inflacién ocurrié bajo
un potencial large-field. Ademas, averiguar con mas precisién el espectro de potencias de los
modos tensoriales A? permitirfa descartar si la inflacién slow-roll es un modelo viable en este
modelo, ya que para este tipo de inflacion se requiere la relacion de consistencia:

A7

r= Y] = —8ny (94)

Otros aspectos importantes a profundizar en inflacién son encontrar desviaciones en la
gaussianidad de las fluctuaciones o senales de no adiabaticidad.

Desde un punto de vista més fundamental, serd necesario desentranar la naturaleza del
inflatén ¢ o de las particulas inflacionarias especuladas por este modelo, para asi vincular
este campo de investigacién con otras areas de la fisica, como la fisica de particulas o la
termodindmica del universo.

El espectro BB del FCM es una herramienta crucial para corroborar el escenario inflacionario.
Detectar la huella de las perturbaciones tensoriales primordiales producidas por la inflacién en
los modos de polarizacién B del FCM permitiria descartar multiples modelos inflacionarios y
obtener informacion relevante sobre los detalles de la inflacién, como su escala energética.

9. Conclusiones

El Modelo Cosmolégico Estandar Clasico presenta problemas dificilmente resolubles sin
recurrir a una acelerada expansiéon del universo primordial.

El escenario inflacionario en el que ocurre esta rapida expansiéon cuenta con multitud
de modelos, cada uno con sus predicciones particulares. Las observaciones cosmoldgicas,
principalmente en el FCM y la EGE ponen cotas sobre las caracteristicas de la inflacién. En
el futuro se espera que estas cotas lleguen a ser mucho mas restrictivas, sobre todo a partir
de los modos B en el FCM, motivo por el que la inflacién se encuentra en el corazén de la
cosmologia actual.

Variando las condiciones iniciales en un modelo inflacionario con V' (¢) = cte, se ha conseguido
reproducir, al menos cualitativamente, el déficit de potencia en el espectro de potencias
primordial, algo trasladable a los coeficientes multipolares | del FCM maés bajos, en potenciales
mas realistas que en el que se ha trabajado.

Determinar la naturaleza de las particulas inflacionarias experimentalmente esta lejos del
alcance de los aceleradores de particulas actualmente. Fundamentalmente, varias teorias
incorporan la inflaciéon a sus caracteristicas, e intentan explicar los campos involucrados en
ella, como la Teoria de Cuerdas o de Branas.
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10. Anexos

10.1. Anexo A: Cuantizacion del oscilador arménico
El tratamiento cuantico de las fluctuaciones se hace en analogia con el tratamiento cuantico

del oscilador arménico llevado a cabo a continuacion. Para este tratamiento, se recupera h = 1
y se asigna la masa del oscilador arménico como la unidad.

Se usard la descripciéon mecanico-cuantica de Heisenberg, que considera los estados cuanticos
como constantes en el tiempo, siendo los operadores los que se ven modificados al transcurrir ¢.

10.1.1. Ecuaciéon de movimiento

La accion clasica de un oscilador armoénico de frecuencia w(t) y masa unidad es:

SEJLdp=f<;ﬁ—;w%wﬁ)dt (95)

Donde x es su elongacién respecto al punto de equilibrio, que se toma en z = 0. Si se
impone una accién que no varie con x, es decir, con la derivada funcional %9 = (), se obtiene
su ecuacion de movimiento:

i+ wit)r =0 (96)

10.1.2. Cuantizacion candnica
Las variables clasicas x y p = & se promocionan a operadores que satisfagan:
[#,p] = [2,2] = ih (97)

El operador Z se desarrolla en términos de los operadores de creacién y aniquilacién, a' y
respectivamente:

& =wv(t) a+v*(t) al (98)

Donde la funcién v(t) cumple la ecuacién del movimiento:

b+ Wit =0 (99)
Si se considera:
_ b0 0Vt
<v,v>—h<v pn vat>—1 (100)
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Se llega a la relacion estandar para los operadores de subida-bajada de un oscilador arménico:

[a,a"] = 1 (101)
Con lo que se tiene:
' 0% ov*
d:;(v*g_@;’t>:<v,@> (102)
i [ 0% 0

Se puede definir el estado fundamental |0) imponiendo la condicién de que al aplicarle el
operador aniquilacién a, se obtenga el vacio:

aloy =0 (104)

Los estados excitados |n) se pueden obtener aplicando n veces la siguiente férmula recursiva
al estado fundamental |0), a partir del operador de creacién a:

Iny = jmw 0) (105)

10.1.3. Funciones modales v(t)

Cualquier cambio en la funcién modal v(t) no afecta a x(¢). Esto se debe a que los operadores
a 'y a' definidos en la ecuacién ([L02) y la ecuacién (03] se ven modificados, lo que conlleva
una modificacién en la definicién de vacio, y por tanto la interpretaciéon de los estados |n)
pierde sentido.

En general, no hay una descomposicién de & tinica en operadores @ y a', como la realizada
en la subseccién anterior; es decir, la eleccion de las v(t) no es unica, y se pueden considerar
varias funciones modales v(t).

Una forma de fijar un v(¢) es considerando una frecuencia independiente del tiempo,
w(t) = w, con lo que se pueden tomar los modos v(¢) con |0) siendo el estado fundamental del
Hamiltoniano H del oscilador arménico, que tiene la expresién:

1 1
H=3 p2 + §w2:ﬁ2 (106)

Tomando @ [0) y la relacién [a,a'] = 1 ocasiona el resultado:

N 1 1
H|0) = 5(@2 +w?)*atal o) + 5(\@12 + w?u]?) |0) (107)
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Si se impone que |0) sea un autoestado de H, el primer término debe anularse, ya que al
aplicar afa'|0) se obtiene un estado |2). Este término se anula si:

2w |2

v =<uv,0>=F—|v
h

(108)

Como en la ecuacién (100]) se tomé la condicién < v, v > positiva, se debe escoger el signo
V= —jwv (109)

Al tener que < v,v >= 1, la expresién para v(t) es:

v(t) = A/ —e Wt (110)

Con el que se puede comprobar que el valor propio de aplicarﬁ a |0) es el esperado punto
0 energético del oscilador arménico:

a0y éhw 0 (111)

10.2. Anexo B: Cédigo

El cédigo para resolver el background y para obtener el espectro A2 se ha escrito en ©
‘Wolfram Mathematica’. El c6digo que se presenta a continuacién puede encontrarse on-line en
la siguiente direccion:

https://goo.gl/I6h2UB.
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