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1. Resumen

Uno de los problemas habituales que se presenta en el marco de la aproximacién es el ajuste de
datos arbitrariamente distribuidos en méas de una dimensién. En este trabajo se estudiara el uso
de las funciones de base radial (RBF) como herramienta para solucionar este problema cuando
los datos estan en R?. En el marco de la interpolacién, analizaremos la dificultad presente en el
paso de una a varias variables y se introducira la interpolacion utilizando RBF para superar estas
dificultades. Se estudiaran dos familias de RBF, asi como sus propiedades tedricas y practicas.
Llevaremos a cabo distintos experimentos numéricos que pongan de manifiesto los factores que
influyen en la calidad de la solucién y en la eleccién del parametro de forma éptimo. Se propondra
un algoritmo que determine la mejor distribucién de los centros de las RBF para cada conjunto de
datos. Por ultimo, ya en el ambito de la aproximacién numérica, resolveremos un caso practico,
aproximando la temperatura de una placa de una cocina de gas a partir de ciertas medidas reales

suministradas.

2. Abstract

Scattered multidimensional data fitting is one of the most common problems we face in approxi-
mation. In this work, radial basis functions (RBF') are proposed as a tool to solve this problem.
We will point out the difficulties that arise with multivariate interpolation. RBF functions are
introduced as a way to overcome these obstacles. Two different families of RBF are going to
be studied as well as their theoretical and practical properties. We will expose the results of
different numerical experiments which show the factors that affect the quality of the solution
and the choice of the optimal shape parameter. Given a data set, an algorithm to determine the
best distribution for the RBF centers is presented. Finally, we will use RBF approximation to

determine the temperature of a gas stove plate using real measurements.

3. Introduccion

En diferentes areas cientificas se plantea el siguiente problema: dado un conjunto de mediciones
en un numero finito de nodos, se busca obtener informacién del proceso estudiado en puntos
diferentes a los dados, es decir, se busca una funcién que sea un buen ajuste de los datos dados y
del proceso fisico asociado a ellos. La busqueda de esta funcion se puede llevar a cabo desde dos
enfoques diferentes: el primero es la interpolacion, en el que se busca una funcién que tome en
los nodos los valores de las mediciones correspondientes; el segundo es la aproximacién, donde
se busca minimizar el error en el ajuste aunque la funcién aproximante no tome los valores de
las medidas en cada nodo. Este segundo enfoque suele ser el méas adecuado en la practica, ya que
las mediciones suelen estar afectadas por cierto error y no es razonable forzar al aproximante a

tomar exactamente esos valores contaminados por ruido.



El uso de funciones de base radial, cuyas iniciales en inglés son RBF, proporciona una
solucién a este problema. Se trata de un método libre de malla, es decir, no necesita generar
rejillas o triangulaciones en el dominio de los datos. Esta es una de las principales ventajas que
presenta frente a otros métodos de aproximacién tradicionales.

Las primeras aplicaciones de los métodos de aproximacién libres de malla fueron la geodesia,
la geofisica, la creaciéon de mapas o la meteorologia. Sin embargo, recientemente han surgido
otras muchas aplicaciones como la resolucién numérica de ecuaciones en derivadas parciales, la
inteligencia artificial, teoria del aprendizaje, redes neuronales artificiales, procesado de imagenes
y de senales, estadistica u optimizacién.

En 1971, Rolland Hardy introdujo el método de las RBF multicuadraticas en sus trabajos de
cartografia, ya que no estaba satisfecho con los resultados que le proporcionaba la interpolacion
polinomial. Su nuevo método podia ajustar datos distribuidos arbitrariamente. El método de
RBF utilizado en la actualidad es una generalizacién del introducido por Hardy.

Este trabajo se centra en la resolucién de problemas de interpolacion y aproximaciéon de datos
arbitrariamente distribuidos en dos dimensiones utilizando RBF, con el objetivo de reconstruir
funciones desconocidas a partir de ciertos datos conocidos. A lo largo del trabajo veremos que las
RBF dependeran fuertemente del conjunto de los datos, a diferencia de las funciones utilizadas

en los cursos bésicos de cdlculo numérico a nivel de grado.

Este trabajo estd estructurado en tres secciones:

» La primera estd dedicada a la interpolacién e incluye un estudio tedrico y préactico de las

propiedades de las RBF y una validacién del algoritmo introducido por Rippa en [7].

= La segunda seccién se centra en la aproximacién introduciendo la descomposicién en valores

singulares como herramienta para afrontar el mal condicionamiento de las matrices.

= En la tercera seccion se presenta una aplicacién industrial para aproximar la temperatura
en placas de cocinas de gas. Los datos experimentales que utilizaremos han sido suminis-
trados por la empresa BSH Electrodomésticos Espana S.A., localizada en Santander, a

quien agradecemos su colaboracién.

En todas las secciones se presenta una seleccién de los resultados numéricos obtenidos con cédigos
propios desarrollados en MATLAB.

4. Interpolacién

4.1. Problema de interpolacion en dos variables

Dados los puntos p; = (z;,;) € R? con i = 1,..., N tales que p; # pj si i # j y el vector

f=(f1,..,fn) € RY, el problema de interpolacién consiste en encontrar una funcién S, tal que



S(pi) = fi Yi=1,...,N. A los puntos p; se les llama nodos de interpolacién.

Si la funcién S es una combinacion lineal de unas determinadas funciones bésicas By, conocidas:

N
S(‘Tvy) = ZakBk(J“)y)a
k=1

este problema es equivalente a resolver el sistema de ecuaciones lineales:

Aa = f, (4.1)
donde
Bi(p1) ... Bn(p1)
A= :
Bi(pn) ... Bn(pn)

Llamamos matriz de interpolacién a la matriz A. El siguiente resultado es bien conocido.
Proposicion 1. FEl problema tiene una unica solucion si y solo si la matriz A es inversible.

Comenzamos recordando lo que ocurre en el caso de interpolacién en una dimensién donde se
garantiza la existencia de soluciéon del problema de interpolacién para cualquier conjunto de

nodos en R utilizando polinomios como funciones bésicas.

Teorema 1 (Interpolacién polinomial en una variable [4]). Si x1,x2, ...,z Son nimeros reales
distintos, entonces para valores arbitrarios fi, ..., fn existe un unico polinomio S de grado a lo
sumo N — 1 de manera que:

S(x;)=fi, 1<i<N.

1

Demostracion. Si S(x) = a1 + agz + ... + axz™ !, encontrar este polinomio es equivalente a

resolver el siguiente sistema:

N—-1
1z ... 2 o f1
N-1
1 oy ... zy aN N
La matriz asociada a este sistema es una matriz de Vandermonde y, como los nodos z1,...,zxN

son distintos, podemos garantizar que esta matriz es inversible y por lo tanto existe una tnica

solucién al problema de interpolacion. O

Podriamos intentar usar también polinomios para resolver el problema de interpolaciéon en dos
variables. Sin embargo, las funciones polinémicas no garantizan la existencia de solucién para
cualquier conjunto de nodos en R2. De hecho, resulta muy sorprendente que no exista ninguna

familia de funciones continuas que garantice la existencia de solucién.



Teorema 2. (Haar 1918 [4] ) Ningin subespacio de C(R?) de dimension N sirve para interpolar

conjuntos arbitrarios de N nodos.

Demostracién. Dadas N funciones By, Bo, ..., By € C(R?) y N nodos p,...,py € R? | si quere-
mos interpolar en estos nodos utilizando las funciones base B; tendremos que resolver un sistema

lineal cuyo determinante es:

Bi(p1) Ba(p1) Bn(p1)
Dlpr ) = Bi(p2) B2(.p2) By (p2)
Bi(pn) Ba(pn) ... Bn(pwn)

Aunque el determinante sea distinto de 0 para el conjunto de nodos podemos someter a los dos
primeros nodos a un desplazamiento continuo en R?, de modo que durante este movimiento los
puntos nunca coincidan ni entre ellos ni con los otros nodos y que al final del desplazamiento
hayan intercambiado sus posiciones originales. De esta forma las dos primeras filas del determi-
nante se habran intercambiado y el determinante habré cambiado de signo. Por tanto, como D
es una funcién continua, habra tomado el valor cero en algiin punto y, por lo tanto, habra algin
conjunto de nodos para el que no se puede garantizar que el problema de interpolaciéon tenga

solucién. O

A diferencia de lo que sucede en el plano, en R no se pueden intercambiar dos nodos de forma
continua sin que coincidan en algiin punto. Esto explica que la interpolacién en méas de una
dimensién no se puede abordar de la misma forma que en R. Por tanto, cuando queremos in-
terpolar datos arbitrarios en mas de una dimensién, no podemos fijar de antemano la base de
funciones que se va a utilizar. La eleccién de funciones interpolantes debe tener en cuenta el

conjunto de nodos con el que se trabaja.

4.2. Funciones de base radial (RBF)

Definicién 1. Dada ¢ : R? — R. Se dice que ¢ es una funcién de base radial (o RBF) si

existe una funcion ¢ : [0,00) — R tal que
¢(x) = ¢(r) donde r = ||z|],

y ||.|| es cualquier norma en R?.
Con el objetivo de tener mds flexibilidad en las RBF, se introduce un pardmetro, € > 0, conocido

como pardmetro de forma. Definimos

pe(r) = pler).



La funcién interpolante utilizando RBF tiene la siguiente forma:

N
Se(a,y) = Y arpe(ll(@,y) — el (4.2)
k=1

donde {ci,...,cn}, ¢; € R? es el conjunto de centros de las funciones RBF, ¢ € R es
el pardmetro de forma y los coeficientes de la aproximacién, a = (aq,...,an)T, verifican el

siguiente sistema:

Aa = f,
donde
ecllpr —cill) - @e(llpr — enll)
A= : : : (4.3)
ecllpy —call) .. ecllpy —enll)

Las funciones béasicas del interpolante no estan fijadas de antemano, sino que dependeran del
conjunto de centros y del parametro de forma elegidos. El conjunto de datos del que se dispone
influird en esta eleccion. A lo largo de este trabajo veremos que se pueden tomar los centros de
las RBF en los nodos o escoger otros centros diferentes, que pueden estar tanto en el dominio
de la funcion a interpolar como fuera de él. En secciones posteriores se estudiara el efecto de la

disposicién de los centros en la calidad de la aproximacion.

Algunas familias de RBF

Aunque existen muchas familias diferentes de RBF (ver [3]), en este trabajo se utilizardn las

siguientes:
Funci . . _ —(er)?
» Funciones gaussianas: ¢¢(r) = e .

1

V14 (er)2’

Si la matriz de interpolacion es simétrica y definida positiva entonces esta garantizada la existen-

» Funciones multicuadréticas inversas: ¢¢(r) =

cia y unicidad de solucién del problema. Ademads, esta condicién permite el uso de la factorizacion
de Cholesky para la resolucién del problema, que es un método mas eficiente y més estable que
la eliminacién gaussiana. Si se toman los centros de las RBF en los nodos, la matriz de inter-
polacién serd simétrica. Ademads, si se utilizan las funciones gaussianas o las multicuadréticas
inversas, se puede garantizar que las matrices de interpolacién seran definidas positivas, como
se probara en el Teorema 3 .

La principal ventaja de las funciones gaussianas es que en la practica casi tienen soporte com-
pacto porque a distancias de su centro mayores que — toman valores cercanos a cero. Por lo
tanto, computacionalmente dan lugar a matrices de intgrpolacién con muchos coeficientes nulos.
Sin embargo, las matrices de interpolacién asociadas a funciones multicuadraticas inversas son

densas (ver [1]). Una introduccién préctica a las RBF se puede encontrar en [8].



Matrices de interpolacién con RBF

Teorema 3. Si o (1) = e () 0 o (r) = entonces la matriz de interpolacion A es

1
definida positiva, donde A es la matriz definida en (4.3) tomando ¢; =p;, Vie {l,...,N}.

Demostracion. A partir de ahora, podemos suponer sin pérdida de generalidad ¢ = 1. Conside-
ramos la matriz de interpolacién A = (ajx);j k=1~ donde aji = ¢(||p; — pl)-

A es definida positiva si y sélo si se verifican las siguientes condiciones:

N
LY dydraje >0, V(dy,...,dy) € RV,
k=1

N
2. Y djdpajy =0 (di,....dy) = (0,...,0).
j.k=1

Para demostrar la primera condicién utilizaremos un argumento de [9] con transformadas inte-
grales, mientras que para probar la segunda usaremos un argumento propio.

Distinguiremos dos casos:

2

» Caso 1: o(r) =e™"

N N
Z djdkajk >0& Z djdke_(xj_xk)Q_(yj_yk)Q > 0. (4.4)
k=1 k=1
Utilizando la transformada de Fourier F(f)(§) = / f(z)e ™ dx, sabemos que
& -

F(e=®*)(€) = /me~ 7. Aplicando ahora la transformada inversa de Fourier:

2 1 [ €2 9 1 [ 2
e " = 2/ Vre T dE, eV = 2/ Vme T eV dz.
T J_—0o T J 00

Por tanto, multiplicando ambas expresiones

e~ —y? 4i /OO /OO 6—221‘52 @E+Y2) e
T J—00J—0

y
N 1 N %) [eS) 2462 .
Z djdgaj, = Ar Z djdy, /oo /oo w1 el bmuslge 4y =
7,k=1 ji=1
U R (o5 —20)6+ (5 —ui)?
M/m/me T djdgellt RS ezl ge gy, (4.5)

74=1
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Notando ahora que

N N
Z djdkei(fﬂjﬁ-i-yjz)e—z‘(wkﬁ-i-ykz) — Zdjei(zj$+yjz) >0, (4.6)
J,k=1 j

queda probado 1.
Falta probar que se cumple 2. Por (4.6) y (4.5),

N N
> didraje =0 Y d;e' " =0, Vg, z R, (4.7)
j,k=1 j=1

Aplicando la transformada inversa de Fourier:
N N
S i) | (2,4) =0 & 37 dF (@D @) =0 6
: o
N
Zdjé(a: —xzj,y—y;j) =0,
=1
donde 0(z — z;,y — y;) es la delta de Dirac concentrada en el punto (z;,y;).
Fijando j € {1, ..., N} podemos definir una funcién continua ¢ € C*°(R?) de soporte com-

pacto en un entorno de (zj;,y;) que no contenga al resto de puntos (zk,y)
Vke{l,...,j—1,7+1,...,N}y tal que ¥(z;,y;) = 1, obteniendo

0o oo N
0= / / Zdjé(;c —xj,y —y;)¥(z,y) de dy = djy(xj,y;) = dj = 0.
N

Caso 2: p(r) =
Utilizando la transformada de Laplace, sabemos que

1
V14 s

Queremos probar que se cumple

= /Oo e S f(t)dt, con f(t) = ——e "
0

al 1
> djdy N ' = >0.

jk=1

Usando la expresion anterior,

N
1
d;d = d;d —tl(xj—zk)?+(y;—yr)?] _
> i -y e (o)

4.k=1 _:Bk +(y]_yk g k=1

/ deke (=) +(y—ur)] | g¢.

>0 k=1
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N
Por (4.8) basta probar que Z djdke_t[(xj_xk)2+(yj_yk)2] >0, Vvt > 0.La demostracion
Jk=1
es equivalente a la prueba de (4.4) (en este caso se habia tomado t = 1). Falta probar que

se cumple la condicién 2.

N
Z djdkajk =0& (dl, ...,dN) = (0, ,0)
Gk=1
En este caso,
3 d;d ! 0&
Ok =
Ao V(g - wR)? + (g5 — ue)?

> djdy, / i Ft)e wi—m* +ui—n)’l gt = 0
0

k=1
0o N N
/ Ft) djdkeft[(ffj*wk)2+(yryk)2] dt — 0 < Z djdkeft[(l‘j*rk)2+(yj*yk)2} =0, Vt.
0 N k=1

>0
Esta demostracién es equivalente a la de (4.7) (en este caso se habia tomado ¢t = 1).

O

Observacion 1. Esta demostracion se puede extender fdcilmente a funciones de la forma

1
QO('I") = m con /B S (0, 1]
Observaciéon 2. Podriamos pensar que cualquier matriz simétrica con unos en la diagonal y

el resto de los coeficientes con valores entre 0 y 1 es definida positiva. Sin embargo, es facil

encontrar contraejemplos: la matriz

1 01 0.75
01 1 08
0.7 08 1

no es definida positiva.

Parametro de forma

El valor del interpolante en un punto depende principalmente de los valores que tomen las fun-
ciones bésicas en los centros cercanos a ese punto. Llamando esfera de influencia a los puntos
cuya distancia al centro de la RBF sea menor que —, se intuye que la calidad de la aproximacion
serd mayor con valores pequenos de € ya que las esferas de influencia serdn mas grandes, por lo

que mas datos influirdn en el valor de la aproximacién. Sin embargo, valores muy pequenos de
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€ dan lugar a matrices de interpolacién mal condicionadas. En este caso, el error que afecta al
célculo de los coeficientes del aproximante obtenidos como solucién de (4.1) puede ser grande.
Por lo tanto, el parametro de forma deberia ser lo suficientemente pequeno como para garantizar
la buena calidad de la aproximacién, pero sin perder de vista el aumento del condicionamiento

de la matriz.

A continuacién introducimos dos definiciones (ver [3]).

Definicién 2. Se define la distancia de llenado como h = sup ml’% llp — pjll2, donde X es el
peEQP;E
conjunto de nodos y ) es el dominio en el que se encuentran estos nodos.

Geométricamente, esta distancia se puede entender como el radio de la mayor circunferencia que

se puede situar en ) entre los datos.

o
o
o
0.8 ° o
o
o 0
-]
0.6fo °
[+]
y °
" o
0.4 °
o
o
0.2 ° o
°
(=] h)(
=]

Figura 1: Distancia de llenado de un conjunto de nodos (ver [3]).

Definicién 3. Se define la distancia de separacion de los centros como q = %miani —pjll2-
i#]

Esta distancia de separacién se puede entender como el radio de la mayor circunferencia que se

puede centrar en cada dato sin que dos de ellas se solapen.
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DO 02 04 0.6 0.8 1
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&

Figura 2: Distancia de separacién de un conjunto de centros (ver [3]).

A continuacion se establecen ciertas cotas para el condicionamiento (ver [3]). Como las matrices
de interpolacién con las que trabajamos son definidas positivas, usando la norma ||.||2, sabemos
que cond(A) = i\‘;’iﬁ donde Apuz v Amin son el mayor y menor valor propio de la matriz
respectivamente. Podemos establecer una cota superior para el mayor valor propio: Apez < N,
siendo N el niimero de nodos, por lo que un mal condicionamiento de la matriz serd debido a
la existencia de valores propios muy pequenos. Por ello es importante obtener cotas inferiores
para A.,in en funcién de la disposicién de los centros y del parametro de forma. La obtencién de
estas cotas es muy técnica y han sido tomadas de [3]. Ademads varfan segin la familia concreta
de RBF.

» Gaussianas: A\pin > C(\@6)46462-84/((16)2(1*2, donde M =12 ( )1/3 y C = M2

us
9 16 -

= Multicuadrética inversa: A > K (€)ge=2M/(4€) | donde K (€) es otra constante conocida.

El principio de incertidumbre afirma que es imposible construir bases de RBF que garanti-
cen a la vez estabilidad y precisién en el ajuste (ver [8]). A medida que aumentamos el nimero
de datos, disminuye la distancia de llenado y, con ella, el error de la aproximacién. Sin em-
bargo, también decrece la distancia de separacién, lo que hace que el condicionamiento de la
matriz crezca exponencialmente. De forma similar, si variamos el parametro de forma € para
garantizar la buena calidad del ajuste, también crecera el condicionamiento del problema. En

los experimentos numéricos posteriores se pondra de manifiesto este principio de incertidumbre

4.3. Experimentacién numérica

En estos primeros experimentos se utiliza la interpolacién mediante RBF para aproximar fun-
ciones. Denotamos las funciones test por Fj. Estan definidas en €2 = [0, 1] x [0, 1] y toman valores
reales. Se han tomado de [7] y [6] y se utilizan frecuentemente en experimentos numéricos invo-

lucrando RBF. Las funciones Fi y F5 son conocidas como funciones de Franke. En una primera
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etapa la lectura de los valores de la funcién es exacta, es decir, las medidas no se ven afectadas
por ningtn ruido. Se comprueba que la calidad del interpolante depende del ntimero y de la
distribucion de los nodos y de los centros, asi como de la eleccién del tipo de RBF y del parame-
tro de forma. En estos experimentos queda patente el principio de incertidumbre previamente
comentado.

Se va a determinar cudl es el pardmetro € que minimiza el error cometido en la aproximacién
para un determinado tipo de RBF y para una distribucion concreta de nodos y centros. Para
ello, elegimos K puntos distribuidos en una rejilla uniforme en Q, {(zs,y;) }i=1,.. K, ¥ resolvemos

el siguiente problema:

in ECM 4.9
ain (€) (4.9)
donde
1 K
ECM(e) = EZ[SE(%,%‘) — Fy(zj,y;))? (4.10)
j=1

es el error cuadratico medio asociado a dichos puntos. En estos experimentos se ha tomado
K = 441.

Las funciones test utilizadas durante los experimentos son las siguientes:

= Funcién Fy(z,y) = zsen®(z)e ¥ (ver [6])

Figura 3: Fj
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e—(92—4)*—(9y—7)*

1
5

(92—7)2+(9y—3)?
4 —

1 —
56

_ 9y+1
10

(9z+1)2
19

3 —
Ze

+

(92—2)%+(9y—2)2
4

= Funcion Fy(z,y) = 3e”

(ver [7])

LT
e

SR
NN

S

s

=
e

rr

SR
SR

s

RS

oY

it et

S

,
s
SO

igura 4: Fy

F

9L (ver [7)).

tanh(9y—9z)

» Funcién Fy(z,y)

Fy

Figura 5

Cada una de estas funciones presenta caracteristicas muy diferenciadas. La funciéon Fy es muy

F5 presenta una caida brusca en la diagonal principal.

3

aximos y un minimo y

suave, F} tiene dos m

Observaremos como se comporta el ajuste ante las diferentes caracteristicas que presente la

funcién a interpolar.
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Nodos distribuidos de forma aleatoria en el dominio

En las primeras pruebas se toman 121 nodos y 121 centros. Los nodos se distribuyen aleatoria-

mente en el dominio y se consideran los centros en una rejilla uniforme.

1—m
09
08f . ¥
07f
06f

*
05 -
04f
03f
02

01 *

Figura 6: Distribucién de los nodos

Para hallar el pardmetro de forma, € que minimiza el ECM hemos utilizado el optimizador de
Matlab “fminbnd”. Cuando las graficas del ECM presentan grandes oscilaciones (ver figura 7)
la solucién proporcionada por el optimizador no siempre es satisfactoria. Los valores éptimos
calculados por fminbnd estan siempre fuera de la zona de oscilaciones de la gréfica.

Las siguientes tablas contienen un resumen de los resultados obtenidos. Los resultados en rojo

se corresponden con soluciones no satisfactorias tras la optimizacion con “fminbnd”.

Tabla 1: Centros y nodos diferentes. N=121.

Gaussiana Multicuadrética inversa
Funcién test | € 6ptimo | cond(A) | ECM | e 6ptimo | cond(A) | ECM
Fy 7.64 3.86€6 8.17 2.31 8.01el10 | 4.07e-1
R 8.21 1.53e6 | 3.49el 3.39 6.24e8 | 1.76el
Py 6.26 1.60e8 | 7.08el 3.84 1.88e8 | 5.9832

Tabla 2: Centros y nodos iguales. N=121.

Gaussiana Multicuadratica inversa
Funcién test | € éptimo | cond(A) | ECM | e éptimo | cond(A) | ECM
Fy 1.03 2.68e18 | 4.00e-7 0.49 2.34el8 | 5.84e-7
13 5.34 4.91e7 | 4.87e-3 3.29 1.83e8 | 2.75e-3
Fy 5.91 7.83e6 | 5.82e-3 4.39 7.25e6 | 2.48e-3
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De ahora en adelante, todas las graficas del ECM o del condicionamiento en funcién del parame-

tro de forma estan en escala semilogaritmica en el eje vertical.

Se observa que la calidad del ajuste es mayor cuando se toman los centros de las RBF en
los nodos. En este caso no hay grandes diferencias entre usar las funciones gaussianas o las
multicuadraticas inversas. Cuando se toman centros de las RBF diferentes a los nodos es dificil
determinar numéricamente el parametro € que minimiza el ECM. Esto se debe a que las graficas

del ECM en torno al verdadero minimo presentan grandes oscilaciones como muestra la figura
7.
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Figura 7: Cond(A) y ECM frente a €. F1 con multicuadratica inversa. Centros y nodos diferentes.

En cambio cuando tomamos los centros en los nodos, las gréficas tienen menos oscilaciones en
torno al valor 6ptimo de € por lo que podemos determinarlo numéricamente, como observamos

en la figura 8.
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Figura 8: Cond(A) y ECM frente a €. F1 con multicuadratica inversa. Centros y nodos iguales.

Ademds se comprueba que el condicionamiento de las matrices de interpolacién disminuye a
medida que aumenta el valor de € como muestran las figuras 7 y 8 . Por 1ltimo, cabe destacar

que el pardmetro de forma 6ptimo varia con la familia de RBF elegida y con la funcién Fj.
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Si se presta atencién a la disposicién de los nodos en el dominio (ver figura 6) se observa que
no estan distribuidos de manera uniforme. Hay datos muy cercanos entre si y zonas del dominio

en las que apenas hay datos. La cercania entre los nodos puede ser uno de los motivos del mal

condicionamiento del problema y por tanto de la inestabilidad del error.

Redistribucion de los nodos anteriores

En el este experimento se tomara un conjunto de nodos que cubran el dominio de forma mas

uniforme.

Repetimos los experimentos anteriores con el nuevo conjunto de nodos. Primero se realiza la

interpolacién tomando los centros de las RBF en una rejilla uniforme y posteriormente, tomando
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Figura 9: Nodos redistribuidos.

los centros en los nodos. Los resultados obtenidos son los siguientes:

Tabla 3: Centros y nodos diferentes. N=121.

Gaussiana Multicuadratica inversa
Funcién test | € éptimo | cond(A) | ECM | e éptimo | cond(A) | ECM
Fy 2.19 3.01el7 | 2.42e-3 5.29 3.17¢8 | 6.57e-2
I3 4.71 8.94e9 | 1.33e-1 8.27 1.16e7 1.09
Fy 5.37 6.58e8 7.74 7.74 1.372e7 1.16




19

Tabla 4: Centros y nodos iguales. N=121.

Gaussiana Multicuadratica inversa
Funcién test | € 6ptimo | cond(A) | ECM | € éptimo | cond(A) | ECM
Fy 0.72 1.01e19 | 2.82e-8 0.42 4.50e18 | 4.86e-7
F 4.93 4.31e6 | 2.52e-3 2.7 8.25e7 | 1.59e-3
Fs 5.65 3.89eb | 5.19e-3 4.51 4.59e5 | 2.07e-3

Al igual que observabamos en las tablas 1 y 2, hacemos notar que si los centros son diferentes a
los nodos, el pardametro de forma 6ptimo obtenido numéricamente no es el minimo global de la
funcién. Ademsds, el ECM sigue siendo mayor en el caso en el que tomamos los centros distintos
a los nodos. Al comparar las tablas 3 y 4 con las tablas 1 y 2, se observa que aunque se reduce el
ECM, no hay diferencias significativas cuando tomamos los centros de las RBF diferentes a los
nodos. Si hay mejora entre los errores cuando los centros estan en los nodos. El condicionamiento
de las matrices de interpolaciéon mejora con la redistribucién de los nodos en el caso en el que
centros y nodos son iguales. En conclusion, la redistribuciéon més uniforme de los datos en el
dominio aporta mejoras siempre que los centros de las RBF se tomen en los nodos.

Por otro lado, cabe destacar que el parametro de forma éptimo ha cambiado al redistribuir los
nodos en el dominio.

En vista de estos resultados parece mas adecuado tomar los centros de las RBF en los nodos
ya que presentan una mayor calidad en el ajuste. Ademads las graficas del ECM tienen menos

oscilaciones por lo que es més facil determinar numéricamente el pardmetro de forma 6ptimo.

Medidas con ruido

En esta seccién repetimos los experimentos anteriores introduciendo ruido en las medidas de la
funcién. En los casos précticos, esta es la situacion mdas habitual, ya que los datos suelen estar
afectados por errores de medida. Con los mismos nodos que en la figura 9 y los centros de las
RBF en una rejilla uniforme, perturbamos los valores de la funcién test de la siguiente forma:

f=(1+9)f donde § € (—0.03,0.03) es un parametro que indica el nivel de ruido, en este caso

un 3 %. Los resultados obtenidos son los siguientes:

Tabla 5: Medidas con ruido. Centros y nodos diferentes. N = 121.

Gaussiana Multicuadrética inversa
Funcién test | € 6ptimo | cond(A) | ECM | € 6ptimo | cond(A) | ECM
Fy 2.13 4.14e17 5.89 6.97 2.08e7 2.03
13 2.98 2.34el16 | 1.26el 7.64 1.43e7 | 1.31el
F 2.95 3.01el6 | 2.84el 7.35 1.64e7 3.43
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Tabla 6: Medidas con ruido. Centros y nodos iguales. N = 121.

Gaussiana Multicuadratica inversa
Funcién test | € éptimo | cond(A) | ECM | € éptimo | cond(A) | ECM
Fy 5.29 1.19e6 1.54e-2 3.91 1.61e6 | 1.54e-2
Fy 5.29 7.90e3 2.1e-2 5.28 7.90 1.40e-2
Fs 6.82 2.45e6 | 7.71e-3 5.60 8.53e8 | 4.07e-3

Al introducir ruido en las medidas, como era de esperar, el ECM aumenta con respecto al de las
tablas 3 y 4. Este aumento es mayor para la funcién Fy que para Fy y F5. De la misma forma
que en los experimentos anteriores, sigue siendo conveniente tomar los centros de las RBF en
los nodos ya que el error es menor y es mas facil determinar el parametro de forma éptimo. Por
otra parte, el error es menor cuando utilizamos las RBF multicuadraticas inversas.

En conclusion, la introduccién de ruido en las medidas empeora la precisién del ajuste aunque
obtenemos interpolantes de una calidad aceptable en el caso en el que se tomen centros de las

RBF igual a los nodos.

Variacién del nimero de nodos

Hasta ahora se han realizado todos los experimentos con el mismo ndmero de nodos. Se ha
estudiado la influencia de la distribucién de los datos en el dominio, de la introduccién del ruido
y del parametro de forma. En el siguiente experimento se variard el nimero de nodos para
estudiar su repercusién en la calidad de la aproximacién y en el parametro de forma éptimo
solucién de (4.9).

Tabla 7: Centros y nodos diferentes. N = 10.

Gaussiana Multicuadratica inversa
Funcién test | € éptimo | cond(A) | ECM | e éptimo | cond(A) | ECM
£y 3.45 3.67e3 | 4.45e-1 2.83 4.26e4 | 1.38e-1

I3 1.28 2.52e7 | 6.87e-1 3.64 1.27e4 1.34
F 2.51 3.57 2.24 2.52 1.04e5 | 1.26e-1




Tabla 8: Centros y nodos iguales. N = 10.

Gaussiana Multicuadratica inversa
Funcién test | € éptimo | cond(A) | ECM | € éptimo | cond(A) | ECM
Fy 0.51 4.55e7 | 5.66e-3 0.25 1.17e9 5.47e3
F 1.86 7.57e3 | 9.67e-2 0.65 3.40 1.08e-1
Fs 3.24 3.64e2 | 5.23e-2 3.44 1.15e3 | 4.05e-2
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Si comparamos las figuras 10 y 11 con las figuras 7 y 8, observamos que al diminuir el ntimero

de nodos el condicionamiento y el ECM son més estables.

02p

00 [FOM)
=
@

Figura 11: Cond(A) y ECM frente a e. F} con multicuadratica inversa. Centros iguales a nodos.

En cuanto al condicionamiento de la matriz del problema, comprobamos que disminuye al reducir

el nimero de datos (comparar con las tablas 3 y 4). Sin embargo, el ECM ha aumentado. Esto

se debe al principio de incertidumbre previamente comentado. Ademés el valor del pardmetro

de forma 6ptimo disminuye.

Si aumentamos el nimero de nodos a 1024 obtenemos los resultados de la tabla 9.
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Si tomamos los centros de las RBF diferentes a los nodos, el condicionamiento de las matrices es

020

mayor que 10" y el ECM es mayor que 1, por lo que no se presentaran los resultados obtenidos.

Si tomamos los nodos como centros obtenemos los siguientes resultados:

Tabla 9: Nodos y centros iguales. N = 1024.

Gaussiana

Funcién test | € 6ptimo | condicionamiento | ECM
Fy 1.8 1.e20 2.e—8
Fi 6 1.e20 l.e—6

El condicionamiento de las matrices de interpolacién es mayor que en la tabla 4, aunque se
observa una reduccién del ECM. En este caso observamos que el pardametro de forma 6ptimo

con 1021 nodos es mayor que el éptimo en el caso de 121 nodos.

Distribucién del error

Las siguientes gréaficas recogen la distribucion del error relativo cometido en la aproximacion
para la funcién test F;. Hemos tomado los centros en los nodos. El parametro e utilizado no

siempre es el que aparece en las tablas.

Figura 12: Distribucién del error relativo para Fy con gaussianas. N = 10. Izquierda: e = 2 y

medidas sin ruido. Derecha: ¢ = 2 y medidas con ruido.
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0.01

Figura 13: Distribucién del error relativo para F; con gaussianas. N = 121. Izquierda: e =5y

medidas sin ruido. Derecha: € = 5.71 y medidas con ruido.

Figura 14: Distribucién del error relativo para F; con multicuadrética inversa. N = 10. Izquierda:

€ = 2.5 y medidas sin ruido. Derecha: € = 2.5 y medidas con ruido.

e~ ow A o @ o w

Figura 15: Distribucién del error relativo para F; con multicuadratica inversa. N = 121. Izquier-

da: € = 2.5 y medidas sin ruido. Derecha: ¢ = 7.95 y medidas con ruido.
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Para N = 121 el mayor error relativo se acumula en la frontera y para N = 10 en las zonas
donde se encuentran los extremos relativos de la funcién. Como solucién al primer problema se
puede considerar la inclusion de centros en la frontera del dominio o incluso tomarlos fuera del
dominio de la funciéon. Ademds se pueden colocar més centros en las zonas en que la funcién
cambie de forma mas brusca.

También se observa que el error disminuye al aumentar el nimero de nodos y aumenta al
introducir ruido en las medidas. Por otra parte el error es menor al utilizar RBF multicuadréticas

inversas en el caso N = 121.

Funciones recuperadas

A continuacién, presentamos los interpolantes de las funciones test utilizadas durante los ex-
perimentos anteriores. Se toman los centros en los nodos y RBF multicuadraticas inversas. El

parametro de forma utilizado en cada caso es el 6ptimo obtenido en los experimentos anteriores.

Figura 16: Interpolante de Fy con N = 10 y N = 121, respectivamente.

Figura 17: Interpolante de F} con N = 10 y N = 121, respectivamente.
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Figura 18: Interpolante de F5 con N = 10 y N = 121, respectivamente.

Observamos que solamente con 10 nodos el interpolante para Fj es de buena calidad. Sin em-
bargo, los interpolantes con 10 nodos de las funciones F; y F5 no son satisfactorios. Al aumentar

el nimero de nodos a 121 recuperamos las funciones con bastante precision.

Distribucion de los centros

En esta seccion estudiaremos si es necesario aumentar el niimero de nodos para alcanzar solu-
ciones satisfactorias o si es posible obtener buenos ajustes con un nimero reducido de nodos
distribuidos de forma adecuada. El siguiente ejemplo muestra que, tomando pocos nodos, pode-
mos obtener una buena aproximacién de la funcidén si elegimos bien su localizacion.

Para aproximar F; hemos tomado los 9 nodos indicados en la siguiente figura:

Figura 19: Nodos de interpolacién y curvas de nivel de Fy
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Figura 20: Aproximacién de F; con 9 nodos y ruido en las medidas

La interpolaciéon se ha realizado tomando RBF multicuadraticas inversas y 6.89 como parametro
de forma. El error ECM obtenido es 6.44e — 2 que es menor que el error obtenido cuando
tomabamos 10 nodos de forma aleatoria y similar al de la interpolacién con 121 nodos y ruido
en las medidas (ver tablas 4 y 6). Este ejemplo muestra la importancia de elegir la distribucién de
los nodos cuando sea posible. Trabajar con un nimero de nodos mucho mayor supone aumentar
el tamanio de las matrices, por lo que resolver el problema de interpolacién tiene un coste mucho

mayor.

Conclusiones

De todos los experimentos numéricos realizados podemos extraer las siguientes conclusiones:

= La mejor estrategia en los problemas de interpolacién es tomar los centros de las RBF en

los nodos.

= Kl pardmetro de forma depende de la RBF utilizada, de la distribucién y cantidad de los

nodos y del ruido de las medidas.

= El condicionamiento de las matrices de interpolacién crece a medida que disminuye el valor

del pardmetro de forma.

= El aumento del ntimero de centros disminuye el ECM pero hace aumentar el condiciona-

miento de la matriz de interpolacion.
= Una buena eleccién de la distribucion de los centros permite obtener soluciones de gran
calidad sin aumentar su ntmero.
4.4. Algoritmo de Rippa para determinar el parametro de forma 6ptimo

Como en la practica, en general, no disponemos de datos suficientes de la funcién que estamos in-

terpolando, no podemos calcular el error cuadratico medio, ECM, para determinar el pardmetro
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de forma 6ptimo resolviendo el problema de optimizacién (4.9). El algoritmo de Rippa (ver [7])
selecciona un buen valor para el parametro de forma a partir de un ntimero pequenio de datos,
minimizando una funcién alternativa al ECM basdndose en la siguiente estrategia.

Sean V = {p1, ..., pn} un conjunto de nodos y VI conk =1,...,Nel subconjunto de V' obtenido
al eliminar p; de V. Sean f = (f1, ..., fa)! los valores que toma la funcién en los nodos y f K] ¢

vector obtenido al eliminar f; de f. Consideramos el interpolante:

N
k
$P @y = Y aMedlp; — @y,
j=1j#k
donde al*l = (a[lk], - aLkll, oz,[ﬂ_l, . agl\g,])T es el vector de coeficientes determinado por las con-

diciones de interpolacién:

SH(pi) = fis i=1,..,N, i #k,

que es equivalente a resolver el sistema lineal:
AlFlF] — f[’f]7 (4.11)

donde A¥ es la matriz obtenida al eliminar la fila y la columna k-ésima de la matriz de inter-

polacién A. Entonces se define la funcién coste como:
k
coste(e) = ||(E1(e), ..., Ex(€))|1, donde Ex(e) = fi — SM (py).
Rippa toma como pardmetro de forma el valor € que minimiza esta funcién (ver [7]).

min coste(e).
€€(0,10)

En principio, el coste de una evaluacién de la funcién anterior es del orden O(N?), ya que hay
que resolver N sistemas (N — 1) x (N — 1). El siguiente resultado nos permite evaluar la funcién

coste de forma maés eficiente:

Proposicién 2 (Algoritmo de Rippa [7]). Se verifica Ey(e) = 5, Vk € {1,.., N}, donde z(k)
Zl

es la solucion del sistema Az®) = e®) siendo e¥) es la k-ésima columna de la matriz identidad

y « la solucion de (4.1).

Demostracion. Fijado k € {1,..., N}, es trivial probar que si 3 € RV tal que 8, = 0 se tiene

AB =z= A[k}(/@h "'7Bk717/3k+1a "'76N)T = (Zl, o5 Rk—15 Zk+1, "'7ZN)T' (412)

Consideramos el vector

Se tiene
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Ab(k) = AOJ - %Az(k) = - %e(k) = (f17 "'7fk717fk - j%)?fk#‘la "'7fN)T'
k k k

Como b = 0, por (4.12) y (4.11),

k k) g (k k

Por tanto,

N N N
k k k
W= 3 dMe(p—ml) = S0 8ol —pill) = > 0 o (llp;—pell) = (A0®)), =
j=1,j#k j=1,j#k j=1
= fi— s
®

Por tanto E = fi. — S[k](pk) = % -
%k

De esta forma el orden de evaluar la funcién coste es O(N?), ya que solo se necesita factorizar

la matriz A una vez y resolver IV + 1 sistemas de ecuaciones lineales con esa factorizacién.

Experimentacion numérica utilizando el algoritmo de Rippa

Los siguientes experimentos tienen como objetivo verificar la calidad de la aproximacién con el
parametro de forma 6ptimo que proporciona el algoritmo de Rippa. Los experimentos se han
llevado a cabo variando el nimero de datos y el tipo de RBF. Las funciones test utilizadas son
las mismas que en los experimentos de secciones anteriores. Las siguientes graficas representan
conjuntamente las dos funciones: ECM (en rojo) y coste (en azul). Todas las gréficas tienen

escala semilogaritmica en el eje vertical.

log (ECM)
10 (FCM)

epsion epsilon

Figura 21: Funcién coste y ECM para Fy con multicuadrética inversa. N = 10 (izquierda) y
N =121 (derecha).
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Figura 22: Funcién coste y ECM para F; con multicuadrética inversa. N = 10 (izquierda) y
N =121 (derecha).
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Figura 23: Funcién coste y ECM para F» con multicuadrética inversa. N = 10 (izquierda) y
N =121 (derecha).

Observamos que las funciones coste y ECM tienen perfiles similares por lo que el algoritmo
de Rippa proporciona una buena estimacion del pardmetro de forma 6ptimo. La funcién coste
sobreestima el error aunque hay que tener en cuenta que el ECM se ha calculado con la norma

euclidea y la funcién coste utiliza la norma ||.||;.

Las siguientes tablas recogen el pardmetro de forma 6ptimo y la estimacién del error dada por
la funcién coste definida anteriormente. En los experimentos hemos tomado los centros en los

nodos y las medidas sin ruido.
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Tabla 10: Algoritmo de Rippa. Centros en los nodos. N = 10.

Gaussiana Multicuadratica inversa
Funcién Test | € 6ptimo | cond(A) | coste | € 6ptimo | cond(A) | coste
Ey 0.55 3.20e7 | 1.22e¢-1 0.48 2.34e7 | 6.67e-2
P 1.78 1.05e4 | 9.88e-1 2.33 3.34e3 | 8.80e-1
Fy 3.19 3.78e2 | 3.81le-1 3.46 1.13e3 | 3.80e-1

Al comparar con la tabla 8, vemos que el parametro obtenido por el algoritmo de Rippa es una

buena aproximacion del parametro 6ptimo excepto para F} con multicuadratica inversa.

Tabla 11: Algoritmo de Rippa. Nodos y centros iguales. N = 121.

Gaussiana Multicuadratica inversa
Funcién Test | € 6ptimo | cond(A) | coste | € 6ptimo | cond(A) | coste
Fo 6.18 9.83e4 | 6.43e-1 6.59 2.84e4 | 4.45e-1
Fy 7.63 6.14e3 1.30 3.82 1.99¢6 | 1.77e-1
F 6.67 3.44e4 | 4.51e-1 6.71 2.53e4 | 3.07e-1

Los resultados resaltados en rojo son aquellos para los que la funcién ‘fminbnd” no ha obtenido
una solucién satisfactoria. En las gréaficas se comprueba que los verdaderos valores 6ptimos en

ambas funciones si son similares (ver figuras 21, 22 y 23).

4.5. Eleccion de centros

Hemos comprobado que la calidad de la aproximacién depende, entre otros factores, de la eleccion
del conjunto de centros y nodos. Es posible obtener muy buenas aproximaciones con pocos
centros si estos se encuentran en una posiciéon determinada como hemos visto en la figura 20.
Por lo tanto, merece la pena plantearse determinar la posicién éptima de los centros que vamos
a utilizar. Para ello, dado N un ndmero fijo de centros y F : Q — R | nos planteamos resolver

el siguiente problema:

min ECM(cy,....;eny €) (4.13)
e € (0,00)
e Vi=1,..,N

donde ECM(cy,....,cn, €) es el error cuadratico medio obtenido en la interpolacién de la fun-
cién F tomando como centros (ci,...,cy) y € como pardmetro de forma. Hasta donde nosotros
conocemos, este enfoque es novedoso en tanto que se permite la variacién de los centros y e si-

multdneamente, mientras que en trabajos anteriores solo se consideraba la variacién de centros.
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La estrategia que vamos a seguir es la siguiente:

= Definimos una malla uniforme de puntos en el dominio para medir el ECM. En los expe-

rimentos se han tomado 441 puntos.

» Comenzamos tomando un pequeno numero de centros (N = 5). Resolvemos el problema
(4.13) tomando como valores iniciales para las variables este conjunto de centros y el

parametro de forma éptimo para ellos.

» Al conjunto de centros solucién del problema (4.13), le anadimos como nuevo centro el
punto de la malla anteriormente definida donde el error absoluto entre el interpolante
y la funcién sea mayor. Volvemos a resolver el problema de optimizacién (4.13) con dos
variables mas partiendo de este nuevo conjunto de centros y del parametro de forma 6ptimo

para ellos.

» Repetimos este proceso hasta que la resolucién del problema de optimizacién (4.13) pre-
sente un gran coste computacional o hasta que la posicion de los centros apenas varie antes

y después de resolver uno de los problemas (4.13).

A continuacién se recogen los resultados obtenidos al aplicar esta estrategia a la eleccion de los

centros para la funcién test Fy utilizando RBF multicuadraticas inversas.

Tabla 12: Resultados de la primera fase para la funcién Fj.

N | ECM inicial | € inicial | ECM final | € final | Error maximo
4 1.49e-01 1.31 6.49e-02 5.63 2.71e-01
5 6.73e-02 6.40 4.47e-02 5.48 1.55e-01
6 5.87e-02 6.01 3.55e-02 5.16 1.28e-01
7 3.10e-02 5.08 2.03e-02 5.03 8.45e-02
8 2.14e-02 5.66 1.97e-02 5.66 6.87e-02
9 1.96e-02 5.41 1.53e-02 5.41 5.37e-02

A continuacién se recogen las distribuciones de los centros en distintas iteraciones del proceso y
los interpolantes obtenidos. Los asteriscos en azul y los puntos en rojo se corresponden respec-
tivamente con la posicién de los centros antes y después de optimizar. También se representan

las curvas de nivel de la funcién.
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Figura 24: Distribucién de los centros y aproximante con N = 4.

Figura 25: Distribucién de los centros y aproximante con N = 5.

Figura 26: Distribucién de los centros y aproximante con N = 6.
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Figura 27: Distribucién de los centros y aproximante con N = 9.

Observamos que con 4 nodos solo se recupera el maximo absoluto de la funcién. Al anadir otro
nodo ya se recuperan los dos maximos y con 6 nodos se recupera también el minimo, que es la

zona mas dificil de aproximar.

5. Aproximacion

A partir de ahora vamos a resolver un problema de aproximacién. A diferencia del caso de
la interpolacién, no exigiremos que el aproximante tome en los nodos exactamente el valor de
la funcién y no exigiremos que el ntimero de nodos y centros sea el mismo. Dados los nodos
pi € R2coni=1,..,.Nyp # pj si i # j, los centros ¢; € R2 con i = 1,...,M y el vector
f=,.,fn) € RY, el problema de aproximacién consiste en encontrar una funcién S, de la

siguiente forma:

M
Se(p) =Y areellp — exll),
k=1

donde los coeficientes de la expresién anterior son solucién del problema minimo-cuadratico:

1 Y
iy f|Aa — £+ Jlal 3, (5.1)
cony>0y
ecllpr —aill) - @elllpr = enll)
A — . _ .
vellpy —all) o eelllpy — earl])

Llamamos matriz de aproximacion a la matriz rectangular A.
Proposiciéon 3. Supuesto que se verifica una de las siguientes condiciones:

1. rango(A) =M y~ >0,
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2. rango(A) < M y~v >0,

el problema (5.1) tiene una unica solucion.

A
Demostracion. La matriz del problema de minimos cuadrados tiene la forma: B = ( \ﬂ \Id > .
v)iam

En ambos casos rango(B) = M por lo que el problema de minimos cuadrados tiene solucién

Unica. O

5.1. Descomposicién en valores singulares

Las matrices involucradas en los problemas de ajuste de datos con RBF suelen estar mal con-
dicionadas. Este hecho puede afectar a la calidad de la solucién obtenida. A continuacién se
introduce la descomposicién en valores singulares de una matriz (sus iniciales en inglés son
SVD) (ver [2]).

Teorema 4. Dada una matriz A € R™™ existen dos matrices ortogonales U € R™™ y
V e R™™ tgles que A = USVT donde & es una matriz diagonal en R™™™.

Definicién 4. Se denominan valores singulares de A a los elementos de la diagonal de la

matriz ¥, que denotaremos por oy, ...,0p, donde p =min{n,m} y o1 > 09 > ... > 0, > 0.

Se sabe ademads que estos valores singulares son tnicos (ver [2]).

Esta descomposicién permite definir un método para aproximar las soluciones de un sistema
de ecuaciones lineales cuando la matriz estd mal condicionada y puede ser 1util para resolver

problemas de minimos cuadrados con rango deficiente.

Aplicacion al problema de minimos cuadrados

En lo sucesivo supondremos n > m. Dado el siguiente problema de minimos cuadrados:

, jl 2
Jnin [|45 — f1f2,

podemos aplicar la descomposicion en valores singulares para resolverlo:

i F12 — Ta_ 712 — To_71T712 — A_Azzm Y, - ;2
148 — fII3 = lUSVTB — fII3 Hz%@ Qf’_]:”z 128 - fI3 ;wzﬁz ) +i%:+1fz-

cte

Distinguiremos dos casos:

~

» A tiene rango maximo: la solucién del problema es BAZ = ﬁ parat =1,...,m, por lo que se
i

m
: 5 fi L
tiene g =V = E “—v;, donde v; es la columna i-ésima de V.
0;
=1
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» A tiene rango deficiente, r: en este caso hay mﬁmtas soluciones. Todas verifican Bz = CJ:—

parat=1,...,r y tienen la expresion § = Z —vz + Z Bivi, siendo la solucién de norma
i i=r+1
minima la definida por: ﬁl =0parai=r + 1, ey M.

La factorizacién QR es un algoritmo computacionalmente mas econémico que la SVD para
la resolucién del problema de minimos cuadrados. Sin embargo, si A tiene valores singulares
cercanos a cero, la descomposicién en valores singulares es mas estable que la factorizaciéon QR
(ver [10]).

Aplicacion a la resolucion de un sistema lineal

En el caso n = m y que la matriz A tenga valores singulares muy pequeiios, el ruido en el término

independiente de un sistema de ecuaciones lineales, A3 = f + 4, puede afectar considerablemente
+0

a la solucion: g = Z fi)

=1
mente. Asi, si o; es muy pequeﬁo, valores pequenos de § pueden provocar grandes cambios en la

v; donde u; y v; son las columnas i-ésimas de U y V' respectiva-

solucién del sistema. Un procedimiento alternativo consiste en aproximar la solucién resolvien-

do el siguiente problema de minimos cuadrados: ﬁm]l;{n |AxB — f||? donde A), = USVT, siendo
E n

A =USVT y 3 la matriz diagonal obtenida al sustituir en 3 los valores singulares mas pequenios
por 0. Asi, con pocos valores singulares se obtienen buenas aproximaciones de la solucién del

sistema (ver [5]).

5.2. Eleccién de centros

Dado un conjunto de nodos conocido, nos planteamos ahora la elecciéon éptima de centros para
la aproximacion. Seguiremos dos fases. La primera fase es la misma que en el caso de la
interpolacién con la salvedad de que permitiremos que los centros puedan salir ligeramente del
dominio, es decir ¢; € [—3 , 1+ 5] X [—5 , 1+ 5] con 0 > 0y que los coeficientes del aproximante
se calculardn resolviendo 5.1. A continuacién, llevamos a cabo una segunda fase en la que
anadimos al conjunto de centros el punto de la malla previamente fijada donde el error absoluto

€s mayor.

Comenzamos los experimentos numéricos tomando N = 121 y RBF multicuadratica inversa.

Los resultados de la primera fase para I} son los siguientes:
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Tabla 13: Resultados de la primera fase para 7. RBF multicuadratica inversa. N = 121. Medidas

sin ruido.
M | ECM inicial € ECM final | Error méximo
4 6.923e-2 6.65 4.90e-2 1.46e-1
5 4.10e-2 5.49 3.63e-2 1.31e-1
6 3.62e-2 4.67 2.76e-2 1.34e-1
7 2.76e-2 5.12 2.22e-2 9.06e-2
8 2.19e-2 5.90 2.04e-2 7.52e-2
9 2.04e-2 5.66 1.61e-2 5.26e-2
10 1.61e-2 5.87 1.54e-2 4.41e-2

En la tabla anterior vemos que se ha reducido en ECM el 68 % aproximadamente. Las siguientes
graficas recogen las distribuciénes inicial y final de los centros en la primera fase, con M =4y
M = 10 respectivamente. Los asteriscos azules se corresponden con los centros antes de resolver
el problema (5.1) y los puntos en rojo se corresponden con la solucién del problema. El punto

verde es el punto de la rejilla donde el error absoluto en la aproximacién es mayor.

Figura 28: Distribucién inicial y final de los centros para F}. A la izquierda M = 4 y a la derecha
M = 10.

Algunos de los centros se sitian en la frontera del dominio o incluso fuera de éste. Esto se
puede deber a que el error tiende a acumularse en la frontera como se ha visto en experimentos

anteriores (ver figuras 12, 13, 14 y 15).
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Tabla 14: Resultados de la segunda fase para F;. RBF multicuadratica inversa. N = 121. Medidas

sin ruido.
M | ECM | € éptimo | Error maximo.
11 | 1.49e-2 7.76 4.29e-2
15 | 1.26e-2 5.49 3.17e-2
20 | 9.34e-3 5.19 2.41e-2
25 | 7.98e-3 5.19 1.91e-2
30 | 5.96e-3 4.97 1.70e-2

En esta tabla se observa que durante la segunda fase se ha reducido el ECM aproximadamente un

60 %. Las siguientes graficas recogen la distribucién de los centros después de aplicar la segunda

fase junto con las curvas de nivel de la funcién F} y el aproximante obtenido con estos centros.

0.9

&=

0y

06

05

0.4

035

02k

0.1

Figura 29: 30 centros

Figura 30: Aproximacién de F; con 30 centros.

La tercera parte de los centros se ha situado en la frontera. El resto de los centros se acumula

principalmente en las zonas de los maximos y del minimo. Esta distribucién de 30 centros permite

obtener una buena aproximacion de la funcién Fj.

A continuacién repetimos el mismo proceso utilizando las RBF gaussianas para comparar la

calidad del ajuste. Los resultados para la primera fase son los siguientes:
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Tabla 15: Resultados de la primera fase para Fi. RBF gaussiana. N = 121. Medidas sin ruido.

M | ECM inicial € ECM final | Error méaximo
4 1.02e-1 2.91 4.02e-2 2.06e-1
5 3.88e-2 3.03 2.41e-2 1.11e-1
6 3.36e-2 3.12 2.84e-2 1.28e-1
7 2.79e-2 3.06 2.66e-2 1.10e-1
8 2.66e-2 3.09 2.58e-2 1.08e-1
9 2.66e-2 3.09 2.49e-2 1.16e-2
10 2.48e-2 3.14 2.39e-2 9.53e-2

Tras la primera fase se ha producido una reduccién del 40 % del ECM aproximadamente. Se
observa que los errores cometidos en la aproximacién son mayores, tanto el ECM como el error

méximo (comparar con la tabla 13).

A continuacion se recogen los resultados de la eleccién de centros para la funcién Fs. En este
caso no hemos realizado la primera fase, porque en su posiciéon éptima varios centros coinciden,

lo que puede dar lugar a un aumento del condicionamiento de la matriz.

Tabla 16: Resultados de la segunda fase para F5. RBF multicuadratica inversa. N = 121. Medidas

sin ruido.

ECM € Error méaximo
5 | 4.50e-2 | 4.51e-1 1.11e-1
10 | 1.96e-2 3.01 6.37e-2
15 | 1.19e-2 4.18 4.68e-2
20 | 8.42e-3 4.86 2.02e-2
25 | 6.22e-3 | 6.04 1.71e-2
30 | 5.09e-3 6.40 1.06e-2
35 | 4.38e-3 6.90 9.19e-3
40 | 2.66e-3 8.12 5.91 e-3

En la tabla se observa que se ha reducido el ECM un 94 %. A continuacién se recoge la dis-
tribucién inicial de los centros. Hemos tomados 4 de estos centros en la diagonal, porque la
funcién presenta una fuerte caida en esta zona. También respresentamos la distribucion final de

los centros y el aproximante obtenido con estos 41 centros.
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Figura 31: Distribuciones inicial y final de los centros. A la izquierda M = 5 y a la derecha
M = 40.

Figura 32: Aproximaciéon de F5 con 41 centros.

Exceptuando dos, todos los centros se sitiian en la frontera y en la diagonal principal. Este
resultado coincide con lo esperado. Obtenemos una buena aproximacién de la funcion Fo con

estos centros.

De la misma forma que con Fi, repetimos el proceso utilizando RBF gaussianas para comparar

la calidad de los resultados que son los siguientes:
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Tabla 17: Resultados de la primera fase para F». RBF gaussiana. N = 121. Medidas sin ruido.

M | ECM inicial € ECM final | Error maximo
4 9.96e-2 7.02e-4 4.58e-2 8.72e-2
5 4.37e-2 1.81 2.0159e-2 7.58e-2
6 2.95e-2 2.32 2.51e-2 6.48e-2
7 2.51e-2 3.16 1.79e-2 4.55e-2
8 1.79e-2 3.01 1.62e-2 3.99e-2
9 1.61e-2 3.47 1.55e-2 5.04e-2
10 1.54e-2 3.85 1.35e-2 3.88e-2

Tabla 18: Resultados de la segunda para la funcién F>. RBF gaussiana. N = 121. Medidas sin

ruido.

M | ECM € Error maximo
15 | 1.17e-2 | 4.08 4.19e-2
20 | 9.97e-3 | 4.15 2.42e-2
25 | 8.44e-3 | 4.19 1.83e-2
30 | 6.78e-3 | 4.90 1.60e-2

Al comparar las tablas anteriores con la tabla 16, observamos que, también para Fy el ECM y el
error maximo de la aproximacién son mayores utilizando RBF gaussianas. Por lo tanto, parece

conveniente tomar las multicuadraticas inversas como RBF a partir de ahora.

Aproximacién con ruido

Los siguientes experimentos tienen como objetivo estudiar cémo afecta la introduccién de ruido
en las medidas al proceso de eleccién de nodos. Se introduce un ruido del 3%. En primer lugar

presentamos los resultados obtenidos para la funcién F.
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Tabla 19: Resultados de la priemera fase para F;. RBF multicuadratica inversa. N = 121.

Medidas con ruido.

M | ECM inicial € ECM final | Error maximo
4 6.93e-2 6.68 4.89e-2 21.46e-2
5 4.12e-2 5.48 3.63e-2 1.31e-1
6 3.63e-2 4.84 2.77e-2 1.30e-1
7 2.78e-2 5.14 2.21e-2 9.21e-2
8 2.17e-2 5.87 2.04e-2 7.16 e-2
9 2.04e-2 5.78 1.61e-2 5.74e-2
10 1.61e-2 5.85 1.53e-2 4.61e-2

En la tabla observamos que el ECM se reduce aproximadamente un 68 % con la primera fase.

Las siguientes graficas recogen las distribuciones inicial y final de los centros en la primera fase.

Figura 33: Disposicién inicial y final de los centros para Fj. A la izquierda M = 4 y a la derecha

M = 10.

La distribucién obtenida es similar al caso sin ruido en las medidas (comparar con la figura

28). A continuacién se presentan los resultados de la segunda fase, en la que hemos ampliado el

conjunto de centros hasta llegar a 40.
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Tabla 20: Resultados de la segunda fase para F;. RBF multicuadratica inversa. N = 121. Medidas

con ruido.
M | ECM € Error maximo
15 | 1.29e-2 | 5.38 3.20e-2
20 | 1.12e-2 | 5.11 2.25e-2
25 1 9.91e-3 | 5.15 1.84e-2
30 | 8.01e-3 | 4.93 1.70e-2
35 | 7.55e-3 | 4.57 1.66e-2
40 | 6.42e-3 | 4.23 1.11e-2

En la tabla observamos que con la segunda fase se ha reducido el ECM un 58 % aproximadamente.

Al comparar con la tabla 14, vemos que el ECM aumenta con la introduccién del ruido. Las

siguientes graficas contienen la distribucién final de los centros y el aproximante obtenido con

los mismos.
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Figura 34: Distribucién final de centros y aproximante obtenido para Fj. Medidas con ruido.
RBF multicuadratica inversa. M = 40.

Mais de la cuarta parte de los centros se sitiian en la frontera. El aproximante obtenido es de

buena calidad pese al ruido.

Ahora presentamos los resultados obtenidos para el proceso de elecciéon de centros con Fb:
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Tabla 21: Resultados de la primera fase para F», RBF multicuadrética inversa. N = 121. Medidas

con ruido.

M | ECM inicial € ECM final | Error méximo
4 9.96e-2 3.26e-2 4.58e-2 8.81e-2
5 3.90e-2 2.83 2.13e-2 6.08e-2
6 2.13e-2 2.95 2.08e-2 6.00e-2
7 2.05e-2 3.13 1.89e-2 4.87e-2
8 1.86e-2 3.34 1.78e-2 3.52e-2
9 1.60e-2 3.98 1.39e-2 4.69e-2

En la tabla observamos que tras la primera fase el error se ha reducido aproximadamente un

70 %. Las siguientes graficas recogen la distribucién inicial y final de los centros en la primera

fase.

Figura 35: Distribucién inicial y final de centros para Fs. A la izquierda M =5 y a la derecha

M =9.

Los centros estan en la frontera y en la diagonal principal, de la misma forma que en el caso sin

ruido en las medidas.
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Tabla 22: Resultados de la segunda fase para F5. RBF multicuadratica inversa. N = 121. Medidas

con ruido.

M | ECM € Error maximo
15 | 8.17e-3 | 4.74 2.07e-2
20 | 7.75e-3 | 5.01 1.86e-2
25 | 4.73e-3 | 6.24 1.42e-2
30 | 3.04e-3 | 7.26 9.79e-3
35 | 2.93e-3 | 7.30 8.02¢-3
40 | 2.90e-3 | 7.35 4.96e-3

En la tabla observamos que el ECM se ha reducido aproximadamente el 68 %. En el caso de
F5 también aumenta el ECM con respecto al caso sin ruido (comparar con la tabla 16). A
continuacién, se presenta la distribucién final de los centros y el aproximante asociado a los

mismos.

Figura 36: Distribucién final de centros y aproximante para F5. Medidas con ruido. RBF mul-

ticuadraticas inversas. M = 40.

La mayor parte de los centros se sitian en la frontera y en la diagonal principal, de la misma
forma que en otras disposiciones de centros para esta funciéon. En conclusion, niveles de ruido
del 3% no afectan demasiado a la calidad de las aproximaciones obtenidas. El ECM aumenta
pero no significativamente. Sin embargo, si seguimos aumentando el nivel de ruido hasta llegar

al 10 % la aproximacién empeora considerablemente.



45

6. Aplicacién industrial: aproximacién de la temperatura en la

placa de una cocina de gas

En esta seccién se utilizan las técnicas estudiadas en secciones anteriores para aproximar la tem-
peratura en placas de cocinas de gas. Los datos experimentales que vamos a utilizar han sido
suministrados por la empresa BSH Electrodomésticos Espana S.A.; localizada en Santander, a
quien agradecemos su colaboracién, asi como el permiso para su utilizacién.

Los experimentos corresponden a una placa de 75em x 52cem que dispone de cinco quemadores
situados en cruz, el més potente de los cuales (wok) estd situado en el centro. Cuando se apaga
la cocina, tras haberla mantenido encendida durante casi una hora, se puede obtener una termo-
grafia de la placa completa, cuyos datos nos han sido suministrados en un fichero Excel. Nuestro
objetivo es determinar un aproximante RBF para la temperatura de la placa excluyendo la zona
de los quemadores porque las oscilaciones de la temperatura son muy bruscas. Se estudiaran dos
casos. En el primero solo estard encendido el wok central de la cocina y en el segundo, todos los

quemadores estaran en funcionamiento.

6.1. Wok central

Después de haber estado funcionando durante 55 minutos se obtiene la termografia de la figura

37. En el lateral derecho se observa la localizaciéon de los mandos de la cocina.

Figura 37: Termografia de la placa con el wok central encendido.

Para medir el ECM tomamos los nodos en una malla uniforme de la que excluimos el wok
central, obteniendo un total de 876 puntos. Para comenzar la primera fase, se ha tomado un

centro RBF en el wok y tres en la zona de los mandos de la cocina. En esta tultima la temperatura
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alcanza valores minimos y, como se ha comprobado en experimentos anteriores, serd la parte més
dificil de aproximar. A continuacién presentamos los resultados de la primera fase del proceso

de eleccion de centros RBF descrita en la seccién anterior.

Tabla 23: Resultados de la primera fase. Wok encendido. RBF multicuadratica inversa. N = 876.

M | ECM inicial € ECM final | Error maximo
4 1.50e-1 1.80e10 1.43 e-1 8.70el
5 1.42e-1 1.36 el 1.39 e-1 8.44el
6 1.38el 1.37 el 1.38 e-1 8.94el
7 1.37e-1 1.92el 1.30e-1 7.02¢el
8 1.16e-1 1.76e-1 9.28e-2 3.28el
9 9.29e-2 1.81e-1 9.20e-2 2.73 el

Vemos en la tabla que durante la primera fase se ha reducido el ECM aproximadamente un
38 %. Las siguientes graficas contienen las curvas de nivel de las temperaturas y la distribucién
de los centros iniciales y finales de la fase en cuestién. En la parte inferior central, observando
las variaciones de las curvas de nivel, se puede reconocer la localizacién de los cinco mandos de

la cocina.

50 T T T T T T T 60

80

Figura 38: Distribucién inicial y final de centros en la primera fase. RBF multicuadratica inversa.
A la izquierda, M =4 y a la derecha, M = 9.

Hemos observado que los centros tienen tendencia a acumularse en el mismo punto del wok,
lo que provoca que el condicionamiento de la matriz de aproximacién sea grande, por ejemplo,
para M = 8 el condicionamiento es 10°. Ademés debido a que esta primera fase consume mucho

tiempo solo se han realizado 6 iteraciones antes de pasar a la siguiente fase. Aqui el conjunto
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inicial de centros estd formado por los 9 obtenidos como resultado de la primera fase y por otros
15 puntos donde la empresa ha situado unos termopares que monitorizan la temperatura en esos
puntos durante todo el proceso. Durante la segunda fase evitamos anadir méas centros en la zona

del wok.

Tabla 24: Resultados de la segunda fase. Wok central. RBF multicuadratica inversa. N = 876.

M ECM Error maximo €
30 | 3.77e-02 1.12e+01 6.78e-02

35 | 3.34e-02 7.01 5.35e-02
40 | 3.12e-02 4.76 4.99e-02
46 | 2.83e-02 4.27 5.02e-02
50 | 2.80e-02 3.87 4.99e-02

En la tabla anterior vemos que se ha reducido el ECM un 26 % y que el resultado obtenido es
muy satisfactorio ya que el méximo error absoluto cometido en la aproximacién es menor que

4°C (del orden del error de medida de los termopares que es £2.5°C).

Figura 39: Distribucién final de los centros y aproximante con un sélo wok encendido.

En la figura 39 se observa que la zona de los mandos acumula aproximadamente el 25 % del total

de los centros y casi un 50 % de los que se han anadido durante la segunda fase.

Las siguientes graficas presentan el error absoluto cometido por la aproximacién en toda la placa:
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Figura 40: Distribucién del error. Wok. RBF multicuadratica inversa. M = 50.

Como era de esperar, los mayores errores estan concentrados en el wok y, cinéndonos a la zona

de estudio, el mayor error se produce en el drea de los mandos.

6.2. Todos los quemadores

En el segundo caso bajo estudio todos los quemadores han estado encendidos durante 55 minutos

antes de obtener la siguiente termografia:

Figura 41: Termografia de la placa con todos los quemadores encendidos.

Para este experimento numérico, tomamos los nodos en una malla uniforme de la que eliminamos

los quemadores, obteniendo un total de 770 nodos. En este caso solo realizaremos la segunda
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fase del proceso de eleccién de centros, ya que en el experimento del wok la primera fase fue
muy costosa computacionalmente y la mejora obtenida en esta fase con respecto a la segunda
fase no fue muy significativa. Como conjunto inicial de centros se toma un centro por quemador
y uno en la zona de mandos a los que luego anadiremos los puntos donde estaban situados los

termopares.

Tabla 25: Resultados de la eleccion de centros con todos los quemadores encendidos. RBF mul-

ticuadraticas inversas. N = 770.

M ECM Error maximo €
22 | 3.95e-02 1.94e+01 5.64e-02
25 | 3.92e-02 1.12e+01 5.70e-02

30 | 3.80e-02 8.01e 5.57e-02
35 | 3.64e-02 7.28e 4.92e-02
40 | 3.49e-02 6.12¢ 5.61e-02
45 | 3.41e-02 5.61le 5.95e-02
50 | 3.29e-02 5.58 3.50e-02

Aunque en este caso la reduccién del ECM ha sido menor del 20 %, los resultados son satisfac-
torios ya que el maximo error absoluto cometido en la aproximacién es de aproximadamente
5.5°C. Las siguientes gréficas recogen la distribucion final de los centros y el aproximante co-

rrespondiente a los mismos.

Figura 42: Distribucién final de los centros y aproximante. Todos los quemadores. RBF multi-

cuadratica inversa. M = 50.

Se puede observar en este caso que los centros también se acumulan en la zona de los mandos
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y alrededor de los quemadores. Las siguientes graficas recogen la distribucién de los errores
absolutos en la placa, observandose de nuevo que, dentro de la zona de interés, el error es mayor

en la zona de los mandos.

Figura 43: Distribucion del error. Todos los quemadores. RBF multicuadratica inversa. M = 50.

6.3. Variacién del nimero de nodos

En la seccion anterior hemos obtenido una distribucién adecuada para 50 centros RBF en cada
uno de los casos bajo estudio. Para ello, hemos utilizado la termografia de la placa, que nos
permitia conocer la temperatura en cada punto. Sin embargo, mientras la cocina estd en funcio-
namiento solo es posible obtener los datos de la temperatura, por medio de los termopares, en
ciertos puntos de la placa. El objetivo de estos ultimos experimentos es determinar el niimero
adecuado de termopares que habria que colocar para que el aproximante RBF generado a partir
de los 50 centros seleccionados sea suficientemente preciso para el ajuste de la temperatura de
la placa.

En cada experimento los nodos se van a situar en una rejilla uniforme. Hay que tener en cuenta
que no se pueden colocar sensores dentro del quemador, por lo que eliminaremos esa zona de la
malla. Hemos realizado los experimentos con un nimero N variable de nodos entre 19 y 400. En
los experimentos en los que N es mayor que 50 el conjunto de centros también formara parte
del conjunto de nodos. De esta forma garantizamos que la matriz de aproximacion tenga rango
maximo y no es necesaria la regularizacién en el problema (5.1) (tomamos v = 0). A continua-
cién se recogen los resultados del ECM y del error maximo obtenidos, asi como las graficas de

los aproximantes y de la distribucién de los errores.



Wok central encendido

Tabla 26: Wok central encendido. RBF multicuadratica inversa.

N ECM € Error méaximo
19 | 8.1543e-2 | 4.7258e-2 2.0071el
41 | 4.6468e-2 | 4.7258e-2 1.8182¢l
98 | 4.4628e-2 | 2.6985 e-2 1.2918el
196 | 4.2654e-2 | 5.5192e-2 1.4819¢l
393 | 3.2114 e-2 | 4.6115 e-2 1.4399¢1

Figura 44: Aproximante y distribucién del error. N = 19.

Figura 45: Aproximante y distribucién del error. N = 98.
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Figura 46: Aproximante y distribucién del error. N = 393.

Todos los quemadores encendidos

Tabla 27: Resultados con todos los quemadores encendidos. RBF multicuadréatica inversa.

N ECM € Error maximo
21 | 1.4521e-1 | 3.7597e-2 7.0012el

40 | 1.0953e-1 | 3.7597e-2 5.5392el

99 | 5.7526e-2 | 2.1375 e-1 2.1502el
200 | 4.3844e-2 | 3.7740e-2 2.035el
391 | 3.25269e-2 | 3.7505e-2 2.1692el

Figura 47:

Aproximante y distribucién del error. N = 99.
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Figura 48: Aproximante y distribucién del error. N = 200.

Figura 49: Aproximante y distribucién del error. N = 391.

Para el caso en que solo estéd encendido el wok se obtiene una buena aproximacién a partir de
98 nodos, mientras que cuando estan todos los quemadores encendidos hacen falta al menos 200

nodos para conseguir una aproximacion de calidad similar.
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