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Resumen

Este trabajo presenta una introducción al problema del flujo máximo en
grafos, que aparece de forma recurrente en diversas áreas y del que se han
propuesto diversas soluciones pero que sigue atrayendo interés en el mundo
de la investigación.
Las aplicaciones más usuales que nos encontramos son en loǵıstica ( trans-
porte de mercanćıas), en el flujo de gases y ĺıquidos por redes de tubeŕıas
interconectadas, en el flujo de corrientes de intensidad en redes eléctricas
con distintas capacidades y en el tráfico ferroviario, por citar algunas. Un
problema t́ıpico seŕıa hallar cual es el mayor flujo de corriente que se puede
transmitir por una red eléctrica.
Haciendo uso de la teoŕıa de grafos, la red se representa mediante un grafo
dirigido, compuesto por una serie de aristas con capacidades asociadas. El
modelo de grafo asocia a un nodo inicial el papel de fuente y a un nodo final
o destino el papel de sumidero. Asignando flujos a cada arista, el objetivo es
repartir el flujo por los arcos de la red de forma óptima desde el nodo fuente
hasta el nodo sumidero.
En este proyecto nos centraremos en varios algoritmos de flujo máximo y su
implementación. El trabajo se divide en una introducción general a los pro-
blemas que pueden ser resueltos utilizando estos algoritmos y una segunda
parte que se centra en el algoritmo Ford Fulkenson y su rendimiento para
grafos aćıclicos, aśı como una revisión de otros algoritmos propuestos.

Palabras clave: flujo máximo, algoritmo Ford Fulkerson, algoritmo
Edmonds Karp, algoritmo Push Relabel, teoŕıa de grafos.



Abstract

This work presents an introduction to the maximum flow problem. This pro-
blem frequently appears in many di↵erent areas and, although many solutions
have been proposed, it still attracts interest of many researchers.

The most usual applications are found in logistics (goods transportation),
liquid or gas flow through interconnected pipes, electrical current through a
network with di↵erent capacities and railway tra�c, just to name a few. A
typical question would be to calculate the maximum flow of electrical current
that can be transmitted over a given electrical network.
Using graph theory, the network is represented by a directed graph, with
capacities given to itsl edges. The associated graph model has two distrin-
guished nodes: a source node and a sink node. The solution to the problem is
to split the flow optimally between all the edges from the source to the sink.
In this project, we focus in several maximum flow algorithms and their imple-
mentation. The work can be divided in a first part, that introduces examples
and problems that can be addressed with these techniques, and a second part
that focus on the Ford Fulkenson algorithm and its performance in acyclic
graphs, as well as a brief revision of other proposed algorithms.

Keywords: maximum flow, Ford Fulkerson algorithm, Edmonds Karp
algorithm, Push Relabel algorithm, graph theory
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Caṕıtulo 1

Motivación, Metodoloǵıa e
Introducción

1.1. Motivación, Alcance y objetivo

En la sociedad actual se encuentran múltiples ejemplos en los que se pue-
de comprobar que está regida por redes, redes de comunicación, redes de
telefońıa, redes de transporte, redes de enerǵıa eléctrica, etc.
La prestación de servicios a través de estas redes requiere grandes inversiones
en recursos. Normalmente la asignación de estos recursos se hace mediante
un modelo matemático de forma que se permita economizar al máximo ofre-
ciendo una calidad suficiente de servicio al usuario final.
El problema de modelar un determinado servicio y asignar los mı́nimos re-
cursos posibles manteniendo un nivel de calidad tiene muchas aplicaciones
en diferentes áreas. Las redes de flujo son una herramienta adecuada para
abordar este tipo de problemas.
Este proyecto tiene por objeto investigar en la literatura cient́ıfica para desa-
rrollar una implementación de una serie de algoritmos que permitan, median-
te la parametrización de un problema real, dar una solución aproximada de
forma eficiente. En las siguientes secciones se explicarán detalladamente las
aplicaciones de los métodos de flujo máximo, aśı como los diferentes algorit-
mos desarrollados a lo largo de la historia con su implementación y posterior
análisis.

7



8 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

1.2. Introducción

Las redes de flujo normalmente son usadas para modelar ĺıquidos que
fluyen a través de tubos o la corriente eléctrica que se transmite a través de
redes eléctricas, en definitiva, simulan transferencias entre nodos de una red.
Por esto, las aristas dirigidas de la red son las encargadas de representar un
intercambio de materiales o enerǵıa. Cada arista tiene asignada una capaci-
dad, que es representa la máxima tasa de transmisión sobre esa artista. Los
vértices representan puntos de interconexión entre el nodo fuente y el nodo
destino, cumpliéndose que la tasa de entrada y la tasa de salida son idénticas,
no produciéndose pérdidas. Un ejemplo de esta propiedad se encuentra en la
ley de nodos o la primera ley de Kirchho↵.
El problema del flujo máximo trata de encontrar la cantidad máxima de una
variable objetivo que se puede transmitir entre dos vértices fuente y destino
de una red. [9] [10]. El estudio de este tipo de problemas comienza con traba-
jos en programación lineal, estimulados por el trabajo de Ford y Fulkerson [6].
Posteriormente se han propuesto una serie de mejoras que han mejorado la
eficiencia de los algoritmos de redes de flujo, siendo un tema en el que todav́ıa
se presentan nuevas mejoras y algoritmos cada vez más eficientes a pesar de
que han transcurrido más de 60 años desde que se comenzaron a investigar
este tipo de problemas.
Este proyecto se centra analizar la eficiencia media del algoritmo Ford-Fulkerson
y estudiar otros algoritmos propuestos para resolver el problema del flujo
máximo, abordando de forma secundaria la red de flujo clásica y el proble-
ma del mı́nimo coste de circulación. Por lo tanto, se presentan varios de los
diferentes algoritmos que se han implementado a lo largo de la historia, aśı
como los resultados obtenidos, que se explicarán a lo largo de las posteriores
secciones.
Los problemas de flujo de red analizados también se pueden modelar como
problemas de programación lineal, esto es orientados a resolver un sistema
de inecuaciones lineales, y por lo tanto pueden ser resueltos por algoritmos
propios de este área. Sin embargo, la estructura combinatoria de estos pro-
blemas hace que sea posible la obtención de los algoritmos más eficientes.
El primer algoritmo basado en programación lineal entera que pod́ıa resolver
problemas de flujo de red fue el método Simplex para redes de Dantzig [4].
Se trata de una especialización del método Simplex empleando programa-
ciones lineales y diseñado para tomar ventaja de la estructura combinatoria
de problema. Las variantes del método Simplex tratan de evitar los ciclos y
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reducir la complejidad de los problemas de flujo de red.
Cunningham [3] propone una estrategia anti ciclos para el método Simplex
de red basada en propiedades teóricas del grafo en el problema de mı́nimo
coste de circulación. Recientemente, Goldfarband Hao [8] diseñó una varian-
te del método Simplex para el problema del flujo máximo que se ejecuta en
tiempo polinomial.
Orlin [12] diseñó una variante del método de Doble Simplex aplicado a redes
para hallar el mı́nimo coste en ejecución polinomial.
Aunque durante mucho tiempo, el método Simplex para redes ha sido el
método más utilizado en la práctica, especialmente en el problema de mı́ni-
mo coste de circulación, posteriormente se han propuesto algoritmos que son
bastante mejores con respecto al tiempo de ejecución. El primer algoritmo
pseudo polinomial diseñado para resolver el problema del flujo máximo es el
algoritmo de Ford y Fulkerson. Tanto Dinic como Edmonds y Karp [5] son
mejoras posteriores a este algoritmo.
Por último, el método Push Relabel propuesto por Goldberg y Tarjan [7]
(junto a sus posteriores variantes) consigue resultados más eficientes me-
diante varias operaciones de empuje y reetiquetado de flujo.

1.3. Aplicaciones del Flujo Máximo

El problema del flujo máximo tiene numerosas aplicaciones en el mundo
real. Los algoritmos de flujo máximo se aplican a la vida cotidiana para
resolver problemas de gestión de recursos, reparto en empresas de loǵıstica,
control de vuelos con escalas en aeroĺıneas, gestión de selección de proyectos
o para calcular las intensidades máximas en un circuito eléctrico, entre otros.
En las siguientes subsecciones se describen algunas de ellas.

1.3.1. Aeroĺıneas

Aplicando métodos de flujo máximo se pretende determinar la máxima
cantidad de conexiones de vuelos que se pueden alcanzar conectando dos ciu-
dades entre las que los aviones deben realizar escala en diferentes aeropuertos
antes de llegar a su destino. Los aeropuertos intermedios tienen capacidades
limitadas, por lo que si están ocupados por otros aviones que realicen otras
trayectorias no admiten nuevos aviones que quieran hacer una escala.
El modelo de problema de flujo máximo implica que en este caso las ciudades
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Figura 1.1: Vuelos desde Madrid a Los Ángeles con sus escalas.

son los nodos, siendo la cuidad de origen el nodo origen o fuente y la cuidad
destino el nodo destino o sumidero. Las rutas que interconectan las ciudades
son los arcos y la cantidad de aviones que pueden aterrizar en el aeropuerto
en ese momento hace referencia a la capacidad.

Figura 1.2: Grafo que representa los vuelos con sus escala.

En la figura 1.1 se puede observar los distintos vuelos desde el aeropuerto
de Madrid, tomado como fuente, al aeropuerto de Los Ángeles que es el des-
tino con sus diferentes escalas i. Aqúı hemos reducido el problema tomando
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Jard́ın Inicio Fin Tiempo estimado
Jard́ın 1 1 Enero 15 Enero 2 semanas
Jard́ın 2 10 Enero 28 Febrero 4 semanas
Jard́ın 3 1 Enero 28 Enero 5 semanas
Jard́ın 4 18 Enero 30 Enero 2 semanas
Jard́ın 5 1 Enero 25 Febrero 8 semanas

Cuadro 1.1: Planificación temporal de las tareas asignadas a diferentes jar-
dines.

solamente las opciones que ofrecen las compañias aereas sin considerar otros
viajes posibles por simplicidad. Como se puede observar, las escalas se re-
presentan mediante el grafo en la figura 1.2. Las capacidades aparecen como
etiquetas de las aristas y según las capacidades que tengan asignadas en sus
aristas queremos obtener la máxima cantidad de conexiones de vuelos.

1.3.2. Selección de proyectos

Teniendo en cuenta una cantidad de proyectos pi y una cantidad de equi-
pos qi. Cada proyecto tienen un coste cqi y un beneficio bpi. Cada proyecto
está formado por un número de equipos distribuidos adecuadamente entre
los diferentes proyectos para aśı maximizar las ganancias.
Se quiere resolver como asignar proyectos a diferentes equipos teniendo en
cuenta el coste en tiempo que va a tener la realización de cada proyecto y
aśı ver si es factible realizar todos los proyectos en un tiempo establecido. Se
propone el siguiente ejemplo dado en el cuadro 1.1: Una empresa de jardi-
neŕıa dedicada al mantenimiento de varios jardines consta de cuatro equipos
de trabajadores. Durante el mes de Enero han sido contratados para reali-
zar el mantenimiento de cinco jardines en diferentes comunidades de vecinos.
Los trabajos en cada jard́ın pueden ser iniciados en una determinada fecha
pero deben ser acabado en un periodo establecido una vez se ha firmado el
contrato.

Cada equipo sólo puede estar trabajando en un jard́ın, por lo tanto dos
equipos no están a la par en el mismo jard́ın. Para ver si se pueden llevar a
cabo las tareas a tiempo, se representan en la red en la figura 1.3.
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Figura 1.3: Red de trabajos

El nodo 1 es el inicio, es decir la fuente y el nodo 15, es el final o destino.
Del 1 de enero al 25 de febrero pasan 8 semanas entre las cuáles se reparten
los trabajos en los diferentes jardines de las comunidades, representados por
los nodos del 2 al 9.
Los nodos 10 al 14 representan los trabajos en los 5 jardines contratados.
Del nodo 1 a los nodos del 2 al 8 que representan las 8 semanas del periodo
contratado tienen capacidad 4, ya que la empresa consta de 4 equipos de
trabajo.
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El nodo 10 representa el trabajo del jard́ın 1, que se ha contratado en 2
semanas, nodos 3 y 4, que representan las semanas 1 y 2 de enero. Del mismo
modo, se opera para los siguientes trabajos,

Para el jard́ın 2, serán 4 semanas que va desde la segunda semana de
enero hasta la cuarta.

Para el jard́ın 3, se emplean 5 semanas desde el nodo 2 al 6.

Para el jard́ın 4, se emplean 2 semanas desde el nodo 3 y 4.

Para el jard́ın 5, se emplean 8 semanas desde el nodo 2 al 9.

Por lo tanto, es posible acabar todos los jardines a tiempo en 21 d́ıas
(2 + 4 + 5 + 2 + 8 = 21).

1.3.3. Loǵıstica

Una empresa de loǵıstica transporta m productos desde sus almacenes
a los diferentes centros de demanda. Las carreteras pueden ser vistas como
aristas del grafo y la capacidad representa el número de productos que pueden
viajar al d́ıa por las carreteras. Las razones de la limitación pueden ser varias:
carreteras muy transcurridas, limitación de tránsito de camiones, etc.
Reduciendo el problema a un problema de hallar el flujo máximo en una red
de flujo, se determina que las ciudades de reparto son los nodos, el almacén
principal es el nodo origen o fuente, los lugares de entrega es el nodo destino
o sumidero, las rutas que interconectan las ciudades y los almacenes son los
arcos y la cantidad de camiones que pueden hacer paradas en los diferentes
almacenes de la compañ́ıa es la capacidad.
El objetivo es determinar la máxima cantidad de conexiones entre camiones
que se puedan alcanzar conectando las diferentes ciudades y teniendo en
cuenta los almacenes de la compañ́ıa de tal manera que un camión pueda
entrar en uno de ellos y hacer la descarga de los paquetes que otro compañero
pueda cargar y entregarlo en una ruta que le coja de camino, ahorrando aśı
rutas entre camiones y aumentando el beneficio de la empresa.
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Figura 1.4: Grafo que representa el proceso realizado en una empresa de
loǵıstica

En el ejemplo que se representa en la figura 1.4 se puede ver una red de su-
ministro de materias primas que se transforman en una fábrica en productos
elaborados y que se almacenan temporalmente hasta llegar a los comercios en
los que han sido demandados, mediante la red de transportes de una empresa
de loǵıstica.

1.3.4. Diseño de circuitos eléctricos

Las leyes de Kirchho↵ son muy utilizadas en ingenieŕıa eléctrica para ob-
tener los valores de la corriente y voltaje en diferentes puntos de un circuito
eléctrico y surgen de la aplicación de la ley de conservación de la enerǵıa y
la carga. Permiten resolver circuitos planteando un conjunto de ecuaciones.
Un circuito eléctrico puede ser modelado como una serie de componentes
eléctricos interconexionados a través de ĺıneas de transmisión o cables que se
consideran ideales. La representación en forma de grafo implica la generación
de una serie de nodos o puntos dentro del circuito donde se unen más de un
terminal de un componente eléctrico.
Según el enunciado de la primera ley de Kirchho↵ la corriente que entra a
un nodo por un cable es igual a la suma de las corrientes que salen de él. La
segunda ley de Kirchho↵ enuncia que la suma de todas las tensiones genera-
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das sobre un lazo cerrado tiene que ser cero.
Dado que la intensidad eléctrica tiene restricciones asociadas a la protec-
ción de los componentes y a otras consideraciones de seguridad, se plantea
el problema de entregar la intensidad máxima a un determinado nodo del
circuito.

Figura 1.5: Ejemplo de un circuito eléctrico sencillo.

Figura 1.6: Grafo que representa las corrientes de intensidad del circuito de
la figura 1.5. Por la primera ley de Kirchho↵, IAD = �IAB y IBC = ICD

La figura 1.5 representa un circuito con dos lazos. En el circuito hay
cuatro nodos de interés marcados por las letras A,B,C,D. También en el
circuito hay una fuente de alimentación, tres resistencias y una carga. La
elección del voltaje de la fuente de alimentación depende de las intensidades
que soporten los cables y del valor de las resistencias. La representación en
forma de red de flujo esta dado en la figura 1.6.
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Caṕıtulo 2

Fujo Máximo

2.1. Redes de Flujo

Se conoce como red de flujo a un grafo dirigido G = (V,E) con pesos
no negativos. Estos pesos representan el flujo que transcurre por una arista.
Asociado también al grafo, existe la capacidad c que asigna a cada arista del
grafo la capacidad máxima que tiene esa arista. Esta aplicación normalmente
se extiende a todo par de vértices (u, v) dando c(u, v) = 0 si (u, v) 62 E.

En esta red hay dos nodos con propiedades especiales: la fuente, que la
denotaremos por s y el sumidero, denotado por t. Estos nodos tienen una
cualidad especial, es que el flujo entrante es distinto del flujo saliente.
Esto es, la suma de los pesos de las aristas entrantes no es igual a la suma
de los pesos en las aristas salientes. En el nodo fuente, la suma de los pesos
en las aristas salientes es estrictamente mayor que la suma de los pesos de
las aristas entrantes y en el nodo sumidero es al contrario. En el resto de los
vértices del grafo se da la igualdad.1

Como ya hemos mencionado, los pesos de las aristas en una red de flujo no
exceden las capacidades que van asociadas a cada arista.

Veamos paso por paso el modelado una red de flujo en un ejemplo con-
creto. Supongamos que necesitamos trasladar material, que van desde una
fábrica que consideraremos como el nodo fuente, hasta un destino que consi-
deramos el sumidero. Los materiales se producen en unidades enteras, lo que
quiere decir que no podemos producir 0, 23 de material ni tampoco trans-
portarlo. La tasa en que la fábrica produce el material la vamos a considerar

1
Notad el paralelismo con la primera ley de Kirchho↵

17



18 CAPÍTULO 2. FUJO MÁXIMO

estacionaria, pudiendo ser aumentada tanto como queramos. El sumidero es
el encargado de consumir el material que le ha llegado por alguno de las
aristas del grafo. Por lo tanto, consideramos cada arco del grafo como un
conducto con cierta capacidad y, por tanto, se puede considerar como flujo
del material en cualquier punto a la tasa a la cuál el material se va movien-
do. Para más detalles, ver [2]. La definición formal de redes de flujo es la
siguiente:

Definición 1. Una red de flujo es un grafo dirigido G = (V,E), donde V
es el conjunto de vértices o nodos y E ⇢ V ⇥ V es el conjunto de aristas
junto con dos aplicaciones más f, c : V ⇥ V 7! N satisfaciendo las siguientes
propiedades: en el cuál cada arco (u, v) 2 E

Hay dos vértices distinguidos: los vertices s, t, conocidos como fuente
y sumidero.

Si (u, v) 62 E, entonces f(u, v) = c(u, v) = 0.

Cada vértice está en alguna ruta de la fuente al destino.

Para cualquier nodo u que no sea el nodo fuente o sumidero se cumple
que: X

v2V

f(u, v) =
X

v2V

f(v, u).

Adicionalmente se cumple que:

X

v2V

f(s, v) �
X

v2V

f(v, s),
X

v2V

f(t, v) 
X

v2V

f(v, t).

Veremos que en problemas de redes de flujo donde hay varios nodos fuen-
tes y varios nodos sumideros, se pueden reducir al caso especial donde hay
solamente un nodo fuente y otro nodo sumidero. En la siguiente sección
enunciaremos el problema del flujo máximo.

2.2. El problema del Flujo Máximo

El problema del flujo máximo consiste en encontrar la mayor cantidad de
un material que se pueda trasladar en una red de flujo desde una fuente s a
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un destino t respetando las restricciones de capacidad. Dicho de otra forma,
lo que hay que intentar es máximizar el valor de flujo. El valor del flujo se
define como |f | =

P
v2V f(s, v) , denotando el valor del flujo total que sale

de la fuente.

Veamos un ejemplo, que aclara muchas dudas. Este ejemplo es suficien-
temente sencillo para realizarlo con lápiz y papel.

Figura 2.1: Grafo con una red dirigida y capacidades

En la red de flujo representada en la figura 2.1, vemos un grafo dirigido
con 6 nodos. Las etiquetas de los nodos son {s, a, b, c, d, t} y este orden servirá
para representar la matriz de adyacencias y las capacidades. La matriz de
adyacencias tiene la siguiente forma:

2

6666664

0 1 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

3

7777775

donde el orden de los nodos es {s, a, b, c, d, t}. La aplicación c : V ⇥V 7! N se
puede representar en forma de matriz siguiendo un esquema muy parecido a
la matriz de adyacencia. Las filas se suponen etiquetadas con {s, a, b, c, d, t}
al igual que las columnas. Ahora, si c(s, a) = 4 ponemos en el elemento que
esta en la fila que esta etiquetada como s y en el columna etiquetada como
a 4. Repitiendo este proceso para todos los nodos, obtenemos la siguiente
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matriz: 2

6666664

0 4 6 0 0 0
0 0 0 3 0 0
0 4 0 4 3 0
0 0 0 0 0 7
0 0 0 0 0 5
0 0 0 0 0 0

3

7777775

Algunas observaciones sobre este caso es que el flujo máximo que puede entrar
en el nodo t es 12 y también es fácil ver que el máximo flujo que puede salir
del nodo s es 10. Por lo tanto, se deduce que el flujo máximo tiene que ser
menor que 10. Es más, un flujo máximo esta dado por la siguiente matriz:

2

6666664

0 3 6 0 0 0
0 0 0 3 0 0
0 0 0 3 3 0
0 0 0 0 0 3
0 0 0 0 0 3
0 0 0 0 0 0

3

7777775

2.3. Una primera aproximación a la solución

Hay un algoritmo para resolver el problema del flujo máximo, pero no
garantiza la solución óptima y además se trata de un algoritmo no determi-
nista. En secciones posteriores estudiaremos otros algoritmos más eficientes
y que garantizan la solución óptima. La razón por la que presentamos este
algoritmo es para explicar ideas y dificultades que tiene este problema. La
idea es tomar mejorar iterativamente un flujo dado. Esto es a partir de un
flujo f , encontrar un flujo f 0 tal que |f |  |f 0|.

Empezaremos eligiendo un camino p de s a t y comprobaremos las capa-
cidades de las aristas en el camino p. Se comprueba si el flujo que define f
en todas de las aristas puede ser aumentado, y en ese caso, se aumente al
mı́nimo posible de todas las aristas. La idea es escoger un cámino al azar y
comprobar si se puede aumentar el flujo por ese cámino. Un concepto que
aparece naturalmente es la red residual Gf de un flujo f y es el grafo definido
por las aristas que se puede aumentar el flujo. Estas aristas son aquellas que
une dos vertices u, v 2 V y c(u, v) > f(u, v).
Notad que se podrán elegir varios caminos y según el camino que se escoja,
el algoritmo podrá alcanzar una solución óptima o no. La razón es que, en
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algunas ocasiones, tendremos que disminuir el flujo por algún camino para
aumentarlo en otro. Esto se representará en la red residual Gf añadiendo
aristas entre los nodos v y u si f(v, u) > 0.
Para deshacer el flujo que pasa por el camino trabajaremos en el grafo resi-
dual Gf y enviaremos flujo por las aristas v, u de formar que f(u, v) > 0. Por
esto, añadir m unidades de flujo en Gf puede significar disminuir m unidades
de flujo en varias aristas de G. Esto será la base del primer algoritmo que
alcanza la solución del problema del flujo máximo.

2.4. Redes con múltiples flujos y destinos

El problema de encontrar el flujo máximo se puede plantear en terminos
más generales. Podŕıamos encontrarnos con el problema de que haya varias
fuentes s1, s2, . . . , sn y sumideros t1, t2, . . . , tn, pero será reducido a un proble-
ma original de flujo máximo que tendrá una súper-fuente y un súper-destino.
Para solucionar el problema de las múltiples fuentes y destinos, se agrega un
vértice fuente que conecte a las fuentes anteriores mediante aristas de capa-
cidad infinita o muy grande y otro vértice destino del mismo modo. Una vez
hecho esto, el problema se reduce a un problema de flujo máximo conocido.
En la imagen 2.2 se puede ver un ejemplo de este método.

Figura 2.2: Problema de múltiples fuentes y sumideros y su reducción
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Caṕıtulo 3

Trabajo con Flujos

3.1. Conceptos básicos en el algoritmo Ford-

Fulkerson

El algoritmo de Ford-Fulkerson, data de 1956 y se trata del primer al-
goritmo propuesto para resolver el problema de flujo máximo, basado en el
concepto de grafo residual. Fue en 1962 cuando Ford y Fulkerson establecie-
ron el teorema de flujo máximo-corte mı́nimo y resolvieron el problema de
flujo máximo a través de algoritmos de caminos incrementales.
Se trata de un método genérico que aumenta la capacidad de los flujos in-
crementalmente a lo largo de los caminos que van del origen al destino y que
sirve como la base de una serie de algoritmos que se explicarán más adelante.
El objetivo del algoritmo de Ford-Fulkerson es buscar caminos en los que se
pueda aumentar el flujo, hasta alcanzar el flujo máximo, encontrando una
ruta de penetración con un flujo positivo neto que una los nodos origen y
destino.
Este algoritmo es un método que depende de tres ideas principales: red resi-
dual, aumento de camino y cortes.

Comienza con f(u, v) = 0 para todo u, v 2 V para cada par de nodos
y con un flujo inicial igual a cero.

En cada iteración se incrementa el valor del flujo con el objetivo de
encontrar un camino incremental, que va desde la fuente s, al destino t
y que puede conducir mas de un flujo por el.

23
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El proceso se repetirá tantas veces como sea necesario hasta que no se
encuentre ningún camino de aumento.

Un camino de flujo residual es el camino en el cual de la fuente al sumidero
todas las aristas del camino tienen un flujo residual mayor que cero. En
una red residual los arcos admiten más flujo, aparecen los caminos de flujo
residual, por lo tanto es un conjunto de aristas que pueden admitir más flujo.
Dada una red de flujo G = (V,E) con fuente s y destino t y un flujo f , la
red residual inducida por f es la siguiente,
Gf = (V,Ef ) con Ef = {(u, v) 2 V ⇥ V : cf (u, v) > 0}.
Es aqúı cuando por el teorema de max-flow min-cut muestra al final del
algoritmo que el proceso lleva el flujo máximo.
El flujo residual es el flujo que queda disponible en una arista después de que
se haya enviado flujo por ella. El flujo neto debe superar a la capacidad de
la arista ni ser menor que cero.
El flujo residual se define como la capacidad menos el flujo actual. Para cada
par de nodos, u, v 2 V , la cantidad de flujo adicional que se podrá verter sobre
u, v es la capacidad residual, en otras palabras, cf (u, v) = c(u, v)� f(u, v).

Un camino incremental p es un camino sin ciclos desde la fuente s al su-
midero o destino t en el grafo residual Gf .
Cada arista o arco (u, v) incremental del camino tiene que tener flujo positivo
y además siempre respete la restricción de capacidad de la arista.
En este caso, la capacidad residual es la máxima cantidad de flujo neto que
se puede enviar por las aristas del camino incremental. Por lo tanto el flujo
adicional máximo es, Cf (p) = mı́n(cf (u, v)/(u, v) 2 p)
En definitiva, lo que busca el método es aumentar al flujo a través de los
caminos de aumento para lograr aśı alcanzar el flujo máximo. Para encon-
trar cáminos incrementales en un grafo se puede utilizar una estrategia de
búsqueda en anchura (BFS).

3.1.1. Cortes de Redes de flujo

Un corte (S, T ) de una red de flujo G = (V,E) es un partición de V en
dos conjuntos S y T = V –S tal que s 2 S y t 2 T , es decir la red de flujo se
divide en dos redes, una contiene la fuente s y la otra el sumidero t.
Tomando f como flujo:
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f(S, T ) es el flujo neto a través del corte (S, T ) y se define como

f(S, T ) =
X

u2S

X

v2T

f(u, v)�
X

u2S

X

v2T

f(v, u).

c(S, T ) es la capacidad del corte de (S, T ) y se define como

c(S, T ) =
X

u2S

X

v2T

c(u, v).

El flujo neto de una red es el flujo neto a través de cualquier corte de
la misma.

Un corte mı́nimo en una red es un corte en el cual su capacidad es
mı́nima sobre todos los cortes que hay en esa red.

La razón de estas definiciones viene por el teorema del máximo flujo mı́nimo
corte, que dice que el flujo máximo que puede ir por una red es igual a c(S, T )
para algún corte S y T .

Teorema 1 (Teorema del máximo flujo mı́nimo corte). Sea f un flujo en una
red de flujo G = (V,E) con fuente s sumidero t, las siguientes condiciones
son equivalentes:

f es un flujo máximo en G.

La red residual Gf no tiene rutas de alimentación.

|f | = c(S, T ) para algún corte (S, T ) de G.

3.2. Algoritmo básico de Ford - Fulkerson

El pseudocódigo del algoritmo Ford-Fulkerson esta dado en el algoritmo 1.
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Data: G, s, t, f
Result: el flujo óptimo f
foreach arista (u, v) 2 G.E do

f(u, v) = 0;
end
while existe un camino p de s a t en la red residual Gf do

cf (p) = mı́n{cf (u, v) : (u, v) 2 p};
foreach cada arista (u, v) 2 p do

if (u, v) 2 G.E then
f(u, v) = f(u, v) + cf (p);

end
else

f(v, u) = f(v, u)� cf (p);
end

end

end
Algorithm 1: Algoritmo básico de Ford - Fulkerson

y en el cúal se ha basado el algoritmo. Daremos un análisis somero del
algoritmo en las siguientes lineas. El algoritmo tiene un coste inicial de O(E)
por la inicialización del flujo. Como en el ciclo for se procesa cada arco del
camino de aumento, el cuerpo del bucle también tendrá valor O(E).
La cota se obtiene considerando que al aumentar el flujo al menos un arco
del camino de aumento va a desaparecer, el de capacidad residual mı́nima.
Al aumentar la distancia desde el nodo de partida se van eliminando los
arcos. Este arco eliminado podŕıa reaparecer de nuevo, pero su distancia
será mayor que la fuente. Es fácil ver que el número total de caminos in-
crementales es O(V Emáxu,v c(u, v)). Por lo tanto el coste de algoritmo es
O(V E2 máxu,v c(u, v)), ver [1].
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Figura 3.1: Ejemplo del Algoritmo de Ford Fulkerson en un grafo

Discutiremos ahora una ejecución del algoritmo 1, su representación gráfi-
ca se puede ver en la figura 3.1. En la primera imagen en la figura 3.1 se
comienza con flujo f = 0, es decir aún no hay flujo asignado entre los ejes.
Seguidamente f(s, a) = 3, la menor capacidad encontrada entre los nodos es
3 y es la que se asigna al flujo. Por lo tanto el incremental es s! a! c! t.
A continuación se muestran las capacidades residuales actualizadas cf (s, a) =
4�3 = 1 , cf (a, c) = 3�3 = 0; cf (c, t) = 10�7 = 3 y cf (a, s) = 3 , cf (c, a) = 3;
cf (c, t) = 3
Para la siguiente iteración el camino escogido tiene capacidad 3, por lo tanto
sumando al flujo anterior son 6. Ahora el camino incremental es s ! b !
d ! t y por lo tanto las capacidades residuales se actualizan de nuevo a
cf (s, b) = 6� 3 = 3, cf (b, d) = 3� 3 = 0 ; cf (d, t) = 5� 3 = 2 y cf (b, s) = 3 ,
cf (d, b) = 3; cf (t, d) = 3. Repitiendo el procedimiento, llegamos a la solución.

3.2.1. Grafo bipartito

Cuando se habla de un grafo bipartito se está indicando que en ese grafo
hay dos subconjuntos de grafos vértices L y R, y los vértices de L solo estan
unidos por aristas con los nodos de R y vice versa. El problema que se
plantea es el de máximo emparejamiento, esto es encontrar el conjunto de
aristas (u, v) mayor de forma que los nodos que aparezcan en una arista, no
aparezcan en ninguna otra arista.

Para resolver este problema del emparejamiento en un grafo bipartito
se puede utilizar el algoritmo de Ford - Fulkerson. Construimos un gra-
fo de flujos G0 = (V 0, E 0) a través de un grafo bipartito G = (V,E). Se
agregan dos nodos ficticios s y t, V 0 = V [ {s, t}. Se asigna capacidad 1
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Figura 3.2: Grafo que representa el reparto de la comida entre los amigos,
realizando los emparejamientos

a los arcos de E. Las aristas de E dirigidas de R a L son los arcos de
G0 mas las aristas que van a los nodos ficticios y las que salen de ellos.
E 0 = {(s, u) : u 2 L} [{(u, v) : u 2 L, v 2 R, (u, v) 2 A)[((v, t) : v 2 R)}.
A continuación se va a detallar un ejemplo sobre la aplicación del grafo bi-
partito.
Se va a celebrar una cena de amigos en la que cada uno de los diferentes
amigos puede llevar uno del menú, tal y cómo se detalla en la tabla adjunta.
El objetivo final es que la cena tenga el máximo número de alimentos sin
repetir.

Amigo Pan vino paté helado embutido queso
Ana x x
Jose x x
Miguel x x x
Maŕıa x x
Javi x x x
Mar x x

A continuación, se muestra en la figura 3.2 el grafo obtenido y en los ca-
sos en los que se ha podido conseguir emparejamiento directo. Por lo tanto,
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con este tipo de grafos queda explicado cómo resolver un problema de em-
parejamiento. Además, este método se generaliza a otros problemas como el
de asignación de tareas, en el que el problema consiste en asignar el mayor
número de tareas para que puedan llevarse a cabo y cada persona solo puede
realizar una tarea.

3.2.2. Conclusiones e Implementación

El algoritmo de Ford Fulkerson, no detalla la forma de encontrar los
caminos aumentados ni el flujo que se pasa a través de cada uno de ellos, por
lo que se cosidera un esquema general de un algoritmo que se mejorará con
el algoritmo de Edmonds-Karp.
Dicho algoritmo corre en tiempo polinomial siempre que las capacidades no
sean muy grandes.
Se genera una anomaĺıa si existen arcos con cantidades finitas o muy grandes,
ya que el algoritmo tarda mucho tiempo en en llegar a converger.
Un inconveniente de este tipo de algoritmos es que en cada iteración, va
olvidando las etiquetas de los nodos que tienen información de los caminos
incrementales desde la fuente a otros nodos, con lo cuál destruye información
potencial. Se han realizado pruebas experimentales con el algoritmo Ford-
Fulkerson para los cuales se han generado 10 grafos aleatorios para cada
número de nodos entre 10 y 300. En la figura 3.3 vemos la evolución de
tiempos en milisegundos para con capacidades entre 1 y 1000. El algoritmo
Ford-Fulkerson se comporta de forma muy similar cuando el grafo tiene pocas
aristas en termino medio, como se puede ver en la figura 3.4, pero el caso
peor el tiempo crece mucho más rápido.
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Figura 3.3: Tiempos de ejecución sobre grafos aleatorios del Algoritmo Ford-
Fulkerson
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Figura 3.4: Tiempos de ejecución sobre grafos con pocas aristas del Algoritmo
Ford-Fulkerson
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Caṕıtulo 4

Otros Algoritmos de Flujo
Máximo

4.1. Edmonds y Karp

El algoritmo de Edmons Karp es una implementación y mejora del al-
goritmo y método de Ford-Fulkerson para calcular el flujo máximo de una
red de flujo, el procedimiento que sigue es exactamente igual a diferencia que
define el orden para buscar los caminos de aumento.

Data: G, s, t, f
Result: el flujo óptimo f
initialization;
foreach (u, v) 2 G do

f [u, v] 0;
f [v, u] 0;

end
while se encuentre un camino p de s a t en Gf do

cf (p) mı́n{cf (u, v) : (u, v) 2 p};
foreach (u, v) 2 p do

f [u, v] [u, v] + cf (p);
f [v, u] [u, v] + cf (p);

end

end
Algorithm 2: Algoritmo de Edmonds - Karp

33
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4.1.1. Algoritmo de Edmonds - Karp

El algoritmo Edmonds Karp es idéntico al algoritmo de Ford-Fulkerson,
excepto que se define el orden de búsqueda para encontrar el trayecto, la
trayectoria de aumento encontrar es la más corta entre la fuente y el destino,
es decir, la trayectoria que tenga menor número de arcos. Si la capacidad
es siempre un número entero, entonces el valor del flujo máximo será entero
y existirá un flujo máximo que tenga en cada arco un valor entero. En este
caso, la complejidad es O(V E2) ya que cada camino de aumento se encuentra
con un complejidad O(E).

Figura 4.1: Ejemplo del algoritmo Edmonds Karp en un grafo.

En la primera imagen tomamos el camino P1 = s ! a ! c ! t, por lo
tanto se tiene un aumento de cf (P1) = 3, ya que la capacidad es 3.
Para el segundo camino P2 = s ! b ! d ! t, por lo tanto se tiene un
aumento de cf (P2) = 3, ya que la capacidad es 3.
El tercer camino P3 = s ! b ! c ! t, por lo tanto se tiene un aumento de
cf (P3) = 3, ya que la capacidad es 3.
Y por último, se observa que no hay mas caminos incrementales P, por lo
que si P > 0, el flujo máximo será, Fmax = 3 + 3 + 3 = 9.

4.2. Algoritmo Push - Relabel

El algoritmo Push - Relabel es un algoritmo, impementado por Goldberg
y Tarjan [8] como mejora al algoritmo de Ford Fulkerson, para calcular la
solución al problema del flujo máximo, para ello realizará las dos operaciones
de las que toma el nombre Push (empuje) y Relabel (reetiquetado) de flujo
[2] [11].
A lo largo de su ejecución, se empieza con un flujo que posteriormente se va
convirtiendo gradualmente en flujo máximo de forma local entre los vértices
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vecinos mediante la operación Push. Posteriormente realizará la operación
Relabel para reetiquetar los flujos.
Durante la ejecución del algoritmo, puede ser que no se cumpla la propiedad
de conservación de flujo, es decir, la cantidad de flujo saliente en nodos que
no son la fuente es positiva.
Se conoce como preflujo a cualquier función f : V ⇥ V 7! N que cumple
restricción de capacidad, por lo tanto el flujo que va a utilizar el algoritmo
durante su ejecución se conocerá como preflujo. La cantidad de flujo que
tiene un vértice u,será el exceso de flujo de u y lo denotaremos e(u). También
definiremos una función llamada altura h : V 7! N que indicara para donde
se puede desplazar flujo.
Al comenzar la ejecución del algoritmo, el vértice fuente s, tiene una altura
h(s) = |V | y el resto de vértices tomarán como valor de altura cero. La altura
de cada vértice va a determinar la dirección hacia dónde se va a enviar el
flujo, que siempre será hacia los valores más bajos.
En primer lugar se env́ıa el máximo flujo posible desde la fuente para realizar
una serie de iteraciones en las que se ejecutarán las operaciones relabel, que
van actualizando las alturas de los vértices, y push, que va empujando el
exceso de flujo hacia los vértices que se encuentren más cercanos al destino.
Una vez haya conclúıdo el algoritmo se ha realizado una conversión de preflujo
a flujo y además se trata de la solución al problema del flujo máximo.

4.2.1. Operación Push

La operación push o empuje se aplica a un vértice u si se cumplen las
siguientes condiciones:

e(u) > 0 : u, se trata de un vértice con exceso de flujo.

cf (u, v) > 0, se puede enviar parte del exceso de flujo a un vértice
vecino v.

h(u) > h(v), la altura del vértice u, es mayor que la de su vecino v.

La cantidad del exceso empujado es el mı́nimo de exceso de flujo que tiene
el vértice u y la cantidad máxima que se pueda env́ıar por el arco que le
conecta con v.
La operación Push(u, v) empuja el flujo de u a v. Si esta operación se aplica
sobre una arista (u, v) que sale del vértice u, se aplica push sobre u. Si se
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trata un empuje saturado si una arista (u, v) en la red de flujo no admite
más flujo, en el caso contrario, se trata de un empuje no saturado.

4.2.2. Operación Relabel

La operación Relabel se encarga de ir actualizando la altura de los nodos
cuando tienen exceso de flujo y no pueden enviárselo a ninguno de sus vecinos
debido a que tienen una altura menor.
Para poder aplicar la operación deben cumplirse las siguientes condiciones:

e(u) > 0 : u es un vértice con exceso de flujo.

Para todo v 2 {v : (u, v) 2 Ef} =) h(u)  h(v) la altura del vértice
u será menor o igual a la de sus vecinos v.

Si se dan estas dos condiciones, entonces se puede cambiar la altura del
vértice u y se situará a una altura mayor que la de algunos de sus vecinos,
al menos de uno de ellos.

4.3. Análisis

Con respecto al algoritmo de Ford-Fulkerson, Push Relabel va realizando
aumentos globales que env́ıan el flujo siguiendo caminos desde la fuente al
sumidero, de nodos más elevados a nodos más bajos.
Está considerado uno de los algoritmos de flujo máximo más eficiente, ya
que tiene una complejidad polinomial del tiempo O(|V |2|E|), que asintótica-
mente es más eficiente que el algoritmo de Edmonds Karp con complejidad
asintótica polinomial O(|V ||E|2).



Apéndice

4.4. Implementación del algoritmo de Ford

Fulkerson

package f o r d f u l k e r s on ;

import java . u t i l . L inkedLis t ;

// Implementacion Java de l a l gor i tmo Ford Fulkerson

public class FordFulkerson

{
private stat ic f ina l int V = 6 ; // Numero de v e r t i c e s en e l g ra fo dado

//Devuelve t rue s i e x i s t e una ruta desde e l nodo fuen t e S has ta

// e l d e s t i no T en e l g ra fo r e s i d u a l .

// Tambien r e l l e n a e l v e c t o r padres [ ]

// para almacenar l a ruta .

private stat ic boolean b f s ( int [ ] [ ] rGraph , int s , int t , int [ ] padres )

{
// Crea un vec t o r de v i s i t a d o s y marca todos

// l o s v e r t i c e s como no v i s i t a d o s

boolean [ ] v i s i t a d o s = new boolean [V ] ;

for (boolean b : v i s i t a d o s )b = fa l se ;

// Crea una cola , enco la e l v e r t i c e f uen t e

// y l o marca como v i s i t a d o

LinkedList<Integer> q = new LinkedList <>();

q . add ( s ) ;

v i s i t a d o s [ s ] = true ;

padres [ s ] = �1;
// Bucle BFS es tandar

37
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while ( ! q . isEmpty ( ) )

{
int u = q . p o l l ( ) ;

for ( int v = 0 ; v < V; v++)

i f ( v i s i t a d o s [ v ] == fa l se && rGraph [ u ] [ v ] > 0)

{
q . add (v ) ;

padres [ v ] = u ;

v i s i t a d o s [ v ] = true ;

}
}
// Si alcanzamos e l d e s t i no en e l BFS, par t i endo desde

// e l nodo fuente , entonces devue l v e true , s ino f a l s e

return ( v i s i t a d o s [ t ] == true ) ;

}
//Devuelve e l maximo f l u j o desde S has ta T en e l g ra fo dado

private stat ic int f o rdFu lker son ( int [ ] [ ] gra fo , int s , int t )

{
int u , v ;

// Crea un gra fo r e s i d u a l y l o r e l l e n a con l a s capac idades

// dadas en e l o r i g i n a l

// pero tomadas como capac idades r e s i d u a l e s

// en e s t e nuevo gra fo

// gra foRes idua l [ i ] [ j ] i nd i ca l a capacidad r e s i d u a l

// de l conector desde I has ta J

int [ ] [ ] g r a f oRes idua l = new int [V ] [V ] ;

for (u = 0 ; u < V; u++)

for ( v = 0 ; v < V; v++)

gra f oRes idua l [ u ] [ v ] = gra f o [ u ] [ v ] ;

// Este vec t o r es r e l l e nado por e l BFS para almacenar

// l a ruta de paso

int [ ] padre = new int [V ] ;

// Al p r i n c i p i o no hay f l u j o

int max f lu jo = 0 ;

// Ira aumentando segun haya ruta desde e l f u en t e

// has ta e l d e s t i no

while ( b f s ( gra foRes idua l , s , t , padre ) )

{
//Encuentra l a capacidad r e s i d u a l minima de l o s conec tores

// a l o l a r go de l a ruta
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// r e l l e nada por e l BFS.

int f l u j o r u t a = In t eg e r .MAXVALUE;

for ( v = t ; v != s ; v = padre [ v ] )

{
u = padre [ v ] ;

f l u j o r u t a = Math . min ( f l u j o r u t a , g ra f oRes idua l [ u ] [ v ] ) ;

}
// a c t u a l i z a l a s capac idades r e s i d u a l e s de l o s conec tore s

// e i n v e r t i d o s , a l o l a r go de l a ruta

for ( v = t ; v != s ; v = padre [ v ] )

{
u = padre [ v ] ;

g ra f oRes idua l [ u ] [ v ] �= f l u j o r u t a ;

g ra f oRes idua l [ v ] [ u ] += f l u j o r u t a ;

}
// Angade e l f l u j o de l a ruta a l f l u j o maximo

max f lu jo += f l u j o r u t a ;

}
//Devuelve e l f l u j o maximo

return max f lu jo ;

}
// Programa de prueba , para t e s t e a r l o s metodos hechos

public stat ic void main ( St r ing [ ] a rgs )

{
//Vamos a crear un gra fo de ejemplo

int [ ] [ ] graph =

{
{

0 ,4 , 6 , 0 , 0 , 0

} ,
{

0 ,0 , 0 , 3 , 0 , 0

} ,
{

0 ,3 , 0 , 4 , 3 , 0

} ,
{

0 ,0 , 0 , 0 , 0 , 7

} ,
{
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0 ,0 , 0 , 0 , 0 , 5

} ,
{

0 ,0 , 0 , 0 , 0 , 0

}
} ;
System . out . p r i n t l n ( ”El maximo f l u j o po s i b l e es ” + fordFulker son ( graph , 0 , 5 ) ) ;

}
}

4.5. Implementación del algoritmo de Edmonds

Karp

package edmondskarp ;

//Este programa Java implementa e l a l gor i tmo de Edmonds Karp ,

// e l cua l se usa para c a l c u l a r e l f l u j o maximo entre e l v e r t i c e

// fuen t e y un de s t i no .

import java . u t i l . ArrayList ;

import java . u t i l . ⇤ ;

public class EdmondsKarp

{
stat ic class Edge

{
int s , t , rev , cap , f ;

public Edge ( int s , int t , int rev , int cap )

{
this . s = s ;

this . t = t ;

this . rev = rev ;

this . cap = cap ;

}
}

public stat ic List<Edge> [ ] c rearGra fo ( int nodos )

{
List<Arista > [ ] g r a f o = new L i s t [ nodos ] ;

for ( int i = 0 ; i < nodos ; i++)
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g ra f o [ i ] = new ArrayList <>();

return g ra f o ;

}

public stat ic void anad i rAr i s ta ( Li s t<Arista > [ ] gra fo , int s , int t , int cap )

{
g ra f o [ s ] . add (new Ar i s ta ( s , t , g ra f o [ t ] . s i z e ( ) , cap ) ) ;

g ra f o [ t ] . add (new Ar i s ta ( t , s , g ra f o [ s ] . s i z e ( ) � 1 , 0 ) ) ;

}

public stat ic int maxFlujo ( Li s t<Arista > [ ] gra fo , int s , int t )

{
int f l u j o = 0 ;

int [ ] q = new int [ g r a f o . l ength ] ;

while ( true )

{
int qt = 0 ;

q [ qt++] = s ;

Edge [ ] pred = new Ar i s ta [ g ra f o . l ength ] ;

for ( int qh = 0 ; qh < qt && pred [ t ] == null ; qh++)

{
int cur = q [ qh ] ;

for ( Ar i s ta e : g ra f o [ cur ] )

i f ( pred [ e . t ] == null && e . cap > e . f )

{
pred [ e . t ] = e ;

q [ qt++] = e . t ;

}
}
i f ( pred [ t ] == null )

break ;

int df = In t eg e r .MAXVALUE;

for ( int u = t ; u != s ; u = pred [ u ] . s )

df = Math . min ( df , pred [ u ] . cap � pred [ u ] . f ) ;

for ( int u = t ; u != s ; u = pred [ u ] . s )

{
pred [ u ] . f += df ;

g ra f o [ pred [ u ] . t ] . get ( pred [ u ] . rev ) . f �= df ;

}
f l u j o += df ;
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}
return f l u j o ;

}

// Ejemplo de uso

public stat ic void main ( St r ing [ ] a rgs )

{
List<Arista > [ ] g r a f o = crearGra fo ( 9 ) ;

anad i rAr i s ta ( grafo , 0 , 2 , 1 0 ) ;

anad i rAr i s ta ( grafo , 1 , 2 , 2 ) ;

anad i rAr i s ta ( grafo , 1 , 3 , 4 ) ;

anad i rAr i s ta ( grafo , 1 , 4 , 8 ) ;

anad i rAr i s ta ( grafo , 2 , 4 , 9 ) ;

anad i rAr i s ta ( grafo , 3 , 5 , 1 0 ) ;

anad i rAr i s ta ( grafo , 4 , 3 , 6 ) ;

anad i rAr i s ta ( grafo , 4 , 5 , 1 0 ) ;

System . out . p r i n t l n ( ”El f l u j o maximo po s i b l e es : ” + maxFlujo ( grafo , 0 , 5 ) ) ;

}
}
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