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CariTULO 1

Introduccion

Una decisién clave en el andlisis de series temporales siguiendo la metodologia de Box
y Jenkins (véase, por ejemplo, Box et al. 2015) es la de identificar el orden de integra-
cién o nimero de diferencias necesarias para transformar una serie no estacionaria en
estacionaria. La inspeccién visual de determinados gréficos, como el grafico temporal
o el correlograma, es tremendamente ttil para tomar esta decisién, pero a veces se cri-
tica por ser subjetiva o no tener asociado un determinado nivel de significacion. Esto
motivo el desarrollo de contrastes més formales, los contrastes de raices unitarias, si-
guiendo dos aproximaciones diferentes: infra o sobrediferenciacién de datos, siendo

claramente la primera la méas popular.

El contraste de referencia en la primera aproximacién es el de Dickey y Fuller (1979).

Estos autores consideraron un proceso simple AR(1)
Y = @Y1+ uy,

y formularon las hipétesis

Hy:¢p=1;

Hy:¢p<1;
donde la hipétesis nula de no estacionariedad se contrasta frente a la alternativa de
estacionariedad. El interés que ha generado este problema de contraste se debe no tan-

to a su relevancia practica como al desafio teérico que plantea, dado que no se aplica

la teoria convencional de inferencia estadistica. Dickey y Fuller derivaron las propie-
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dades estadisticas del estimador de minimos cuadrados de ¢ bajo Hp y derivaron la
distribucién limite de la ratio-t, proporcionando asi un método para realizar el con-
traste. El contraste de Dickey y Fuller se ha extendido en tres principales direcciones:
correlacion serial en los errores, las correcciones paramétrica de Said y Dickey (1985)
y no paramétrica de Phillips y Perron (1988); raices estacionales, Dickey et al. (1984) y
Hylleberg et al. (1990) y cambio estructural, Perron (1990). Estas son solo unas referen-
cias basicas dentro de una extensisima produccién bibliografica, que puede consultarse

en diversos textos especializados como Patterson (2011) y Choi (2015).

La segunda aproximacién para identificar el orden de integracién se basa en la sobre-

diferenciacién de datos. El modelo de referencia es el IMA(1,1)

(1 — B)Yt = (1 — QB)Elt

donde se formulan las hipétesis

Hp:0=1;
Hp 0 < 1.

Bajo Hp, el modelo contiene un factor comtin en los dos lados de la ecuacién revelando
que la transformacién diferencia no es necesaria, es decir, el proceso estd sobrediferen-
ciado. Se dice también que el modelo no es invertible. Aqui, el problema a contrastar es
el dual al considerado por Dickey-Fuller: la hipétesis nula de estacionariedad se con-
trasta frente a la alternativa de no estacionariedad. Este contraste estadistico también
ha atraido el interés de muchos académicos por ser irregular y no poder tratarse con
la teorfa convencional. Ademds, se presenta una dificultad adicional porque en mues-
tras pequefias existe una probabilidad significativa de que el estimador de méxima
verosimilitud del parametro verdadero sea exactamente uno cuando H; es verdade-
ra. Este efecto amontonamiento, encontrado en algunos estudios de simulacién como
el de Ansley y Newbold (1983), fue probado por Cryer y Ledolter (1981) y Sargan y
Bhargava (1983). La consecuencia de nuevo es que los contrastes clasicos de Wald o de
razoén de verosimilitudes no deberian usarse en este contexto, lo que motivé el desa-
rrollo de una gran diversidad de procedimientos para detectar no invertibilidad. De

entre todos estos contrastes, en esta tesis se toma como punto de partida el de Nyblom



y Mikeldinen (1983) por sus propiedades estadisticas: localmente invariante, 6ptimo e
insesgado (LBIU). Este contraste guarda cierto paralelismo con el de Dickey-Fuller: es
un contraste de raiz (MA) unitaria basico, que ha sido extendido en tres principales di-
recciones: correlacién serial en los errores, las correcciones paramétricas de Saikkonen
y Luukkonen (1993) y no paramétricas de Tanaka (1990), Kwiatkowski et al. (1992);
raices estacionales, Tam y Reinsel (1997), Canova y Hansen (1995), Harvey y Busetti
(2003) y Taylor (2003); cambio estructural, Busetti y Harvey (2001) y Busetti y Taylor

(2003). Entre los textos especializados cabe destacar Tanaka (Tanaka (1996)).

Una vez que se han definido las dos aproximaciones para el contraste de raices uni-
tarias es conveniente sefialar que el interés de esta tésis se centra en el desarrollo de
contrastes de no invertibilidad para la hip6tesis nula de una o varias raices unitarias en

el contexto de un modelo ARIMA generalizado.

El punto de partida es el marco teérico comtin que comparten los contraste de no inver-
tibilidad y que se desarrolla en el capitulo 2. En este capitulo se revisan los contrastes
Optimos sobre la matriz de covarianzas en un modelo lineal general, donde uno de los
problemas de contraste habituales es decidir si la matriz de covarianzas es escalar. Uti-
lizando la teorfa sobre invarianza en Lehman (1986) y los contrastes 6ptimos referidos
en Ferguson (1967), King (1980) y King y Hillier (1985) se enuncian varios teoremas que
permiten la obtencién de contrastes 6ptimos para distintas hipétesis alternativas. Los
contrastes que se obtienen se pueden expresar como una ratio de formas cuadréticas de
variables normales que se pueden evaluar mediante procedimientos numéricos (Imhof

1961; Davies 1973) que también se recogen en la tltima seccién de este mismo capitulo.

Una vez establecido el marco general para el desarrollo de contrastes 6ptimos, en el
Capitulo 3 se pasa al marco concreto de los contrastes de no invertibilidad regular en
un modelo ARIMA. En este capitulo se realiza una revisiéon de los contrastes mas rele-
vantes para la hipétesis nula, Hy : 6 = 1 frentea Hy : 6 # 1 sobre la base de los teoremas
bésicos para contrastes 6ptimos del capitulo 2. Los trabajos mds citados para este con-
traste son los anteriormente mencionados, Nyblom y Mékeldinen (1983), Saikkonen y
Luukkonen (1993) o Tanaka (1990) que se desarrollaron de forma independiente, co-
mo si no fuesen equivalentes. Con objeto evidenciar sus similitudes, en este capitulo

se proponen nuevas relaciones matriciales ttiles que ademads facilitan la obtencién de
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sus distribuciones limite. También en este capitulo se abordan las correcciones para re-
coger correlacién en el término de error, de cardcter paramétrico y no paramétrico. En
esta seccién se propone un estadistico basado en los residuos exactos, y que constituye
una de las principales aportaciones de esta tesis. Este estadistico es LBIU y combina las
representaciones estructural y ARIMA en un modelo generalizado. Esto permite que, a
diferencia de otros contastes de no invertibilidad, puede aplicarse en presencia de una
raiz MA extra. Su funcionamiento se evalta a través de un estudio Monte Carlo que
ofrece unos resultados muy explicativos de cémo se comporta en presencia de un raiz
unitaria adicional, y se compara con otros estadisticos existentes como Tanaka (1990),

Saikkonen y Luukkonen (1993), Leybourne y McCabe (1994) y Tam y Reinsel (1997).

A continuacién, en el Capitulo 4 se abordan las extensiones al marco estacional de los
estadisticos de no invertibilidad regular. Uno de los articulos referentes es el de Tam y
Reinsel (1997) que propone un estadistico para contrastar una raiz unitaria estacional
en un modelo MA(1)s. Sin embargo, este contraste ha recibido criticas puesto que no
se puede aplicar de forma individualizada sobre los componentes que se obtienen de
la factorizacion del polinomio (1 — 0B%). Por otra parte, en los modelos estructurales la
literatura al respecto es prolija; algunas aportaciones destacadas son las de Canova y
Hansen (1995), Caner (1998), Harvey y Busetti (2003) o Taylor (2003) en las que se sol-
venta la limitacién que tiene su forma reducida en el contraste de Tam y Reinsel (1997),
y se proponen contrastes en las frecuencias estacionales. Esta cuestion se debe a que la
aditividad de los componentes en los modelos estructurales hace que el desarrollo de
los contrastes sea mas sencillo que en su forma reducida, aunque ambas representacio-
nes son equivalentes. Por esto, en el Capitulo 4 se aportan nuevos estadisticos de raices
unitarias en el marco de los modelos ARIMA vy estructural para contrastar una raiz
unitaria estacional, asi como en los factores de un MA(1);, tomando como referencia
Gallego y Treadway (1995). También se extiende el estadistico basado en los residuos
exactos a los modelos estacionales, y por dltimo se apunta un procedimiento general

para contrastar hipétesis distintas.

Finalmente, en el apartado de las conclusiones se informa brevemente de los principa-

les resultados de esta tesis y las futuras lineas de investigacion.



CAPITULO 2

El modelo clasico generalizado:
contrastes Optimos sobre la matriz

de covarianzas

2.1. Introducciéon

En el marco del modelo clasico generalizado se plantea con frecuencia el problema de
decidir si la matriz de covarianzas de las perturbaciones se reduce a una matriz escalar.
Este problema de decisién tiene interés por dos razones principales. En primer lugar,
por su multiples aplicaciones. Bastantes contrastes de hipétesis pueden parametrizarse
de esta forma. Algunos ejemplos son los contrastes de autocorrelacién, heterocedasti-
cidad, estabilidad paramétrica, anomalias, errores compuestos y, los que son objeto de
estudio en esta tesis, los contrastes de no invertibilidad en modelos ARIMA. Y, en se-
gundo lugar, por tratarse de un contraste irregular. La hipétesis nula especifica que un
determinado parametro se encuentra en la frontera del espacio paramétrico, por lo que

no resulta de aplicacién la teoria clasica de contrastacién de hipétesis.

Usando la teoria de invarianza descrita en Lehman (1959, cap. 6) y los contrastes local-
mente 6ptimos de Ferguson (1967), King y Hillier (1985) propusieron diferentes resul-
tados para contrastar la hipétesis nula de matriz de covarianzas escalar frente a varias
formas de dependencia. Otros trabajos relacionados son los de Kadiyala (1970), Kariya

(1977), Kariya (1980), King (1980), King y Wu (1997) y Muller (1998).



6 CAPITULO 2: EL MODELO CLASICO GENERALIZADO: CONTRASTES OPTIMOS

La metodologia de contraste propuesta por King y Hillier (1985) ha sido ampliamente
aplicada en el desarrollo de contrastes de estabilidad y de no invertibilidad, los cuales
serdn objeto de revisién en los capitulos siguientes. Sin embargo, y a pesar de su rela-
tiva relevancia en el andlisis de series temporales no estacionarias y en el tratamiento
de otros problemas econométricos, apenas se discute en los libros de texto de estas
materias. Es por esto que se ha creido conveniente dedicar este capitulo a ofrecer una

exposicion detallada de la misma, probando todos los resultados en que se basa.

El capitulo se organiza del siguiente modo. En primer lugar, se revisa el modelo clasi-
co generalizado con el doble propésito de establecer una notacién general y definir el
problema de decisién. Después, se revisa el trabajo de King y Hillier (1985) propor-
cionando una derivacién detallada de sus dos estadisticos de contraste: el contraste
invariante localmente 6ptimo (LBI, del inglés Locally Best Invariant Unbiased) y el
contraste invariante e insesgado localmente 6ptimo (LBIU, del inglés Locally Best In-
variant Unbiased). Ambos estadisticos se definen como una ratio de formas cuadraticas
en variables normales cuya evaluacion requiere el uso de procedimientos numéricos,

que son objeto de revisién en la tltima seccion.

2.2. El modelo clasico generalizado

El modelo lineal general con perturbaciones aleatorias no esféricas, también denomi-
nado modelo de regresion lineal generalizado o modelo clésico generalizado, se define
como

y=XB+e e~ N(0dQ.0)), (2.1)

en donde y es un vector columna de T observaciones, X es una matriz no estocéstica
de orden T x ky rango k < T, B es un vector columna de k coeficientes de regresion y
e es un vector columna de T perturbaciones aleatorias. La notaciéon e ~ N (0,020, (0))
indica que e sigue una distribucién normal multivariante con vector de medias E(e) =
0 y matriz de varianzas y covarianzas V (e) = 02Q,(0), dependiente de dos pardmetros
0 y 0. Se supone, ademas, que Q,(6) es una matriz definida positiva y diferenciable

en el conjunto de definicion de § € ® C R.

Bajo estos supuestos, es claro que y ~ N(XB, 02Q,(0)). Por tanto, la funcién de densi-
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dad conjunta de y viene dada por

p(yIB,0%,0) = (270%) "% 0(6)] "2 exp (—Z;Sw\y, x,e>) ;@2

que permite expresar el logaritmo neperiano de la funcién de verosimilitud de una

realizacién particular de y como

T 1 1
2 - _ = 2y _ = _
0B, o7y, X, 0) = 5 In(27t0”) 21n|Qg(9)] 2025([3|y,X,9), (2.3)
en donde S(Bly, X,0) = (y — XB)'Q.(0) "} (y — XB) y se supone que el pardmetro 6 es

conocido.

Los estimadores de méxima verosimilitud (MV) de By 02 se obtienen resolviendo el
sistema de ecuaciones lineales formado por las condiciones de primer orden para ma-

ximizar (2.3)

0B o2
2
2(p. 71y X,0) _;7+2}T4<y—xm’n<> (y—Xp) =0

cuya solucién viene dada por

By =X'Qu(0) X)X Q(0) y y 0y = W

El estimador f3,,, es equivalente al estimador de minimos cuadrados generalizados
(MCG), B Mccr que se obtiene minimizando la suma de cuadrados de los residuos en el

modelo de regresion transformado
v« = XiB+e., e.~N(0,0%Ir), (2.4)

en donde y. = Q.(0) %y, Xu = Q.(0)7/?X, e, = Q.(0)"?e y Q.(0)'/? es el factor
de Cholesky de Q,(8) = Q.(0)/2Q,.(0)'/?. Asi, definiendo el residuo &.(B) = y. —
X.f, la funcion SCR &, ()&, (B) = (y. — X.B)(y. — X.f) = (y — XB)'Qu(0) " (y -
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XB) = S(Bly, X, ) alcanza un minimo en
Buice = (XiX) T Xuys = (X'Qe(0) X)X Qe(60) "1y = By

Por el teorema de Gauss-Markov, 8,,-¢ (en adelante f3) es el estimador mds eficiente en
la clase de estimadores lineales e insesgados del pardmetro . Ademads, por el supuesto

de normalidad, su distribucién muestral viene dada por
B~ N(B,*(XQ(0)7X)7),
de manera que su funciéon de densidad conjunta es

p(B) = (27tc®) 2 X' (0) X[/ eXP[—;?(ﬁ =B (X'Q(0)"X) 7 (B - B)]-

Respecto a la estimacion de 2, el estimador MCG ‘~712v1cc difiere de (”T%/W en muestras

finitas porque la SCR se corrige por los grados de libertad del modelo para conseguir

insesgadez
o - XBOue) (- X)
MCG = " ,
en donde m = T — k. Conviene notar que al reemplazar § por § en el modelo de

interés (2.1) y en el transformado (2.4) se obtienen dos tipos de residuos, & =y — XB y

&, = y. — X., respectivamente, cuya relacién viene dada por
& =y — X = Q(0) 2 (y — XB) = Q(9) %% (2.5)

Cada uno de estos residuos puede contemplarse como una transformacién lineal del

vector de observaciones y

en donde

M. (0) = It — X, (X, X)) 71X, = Ir — Q.(8) 12X (X' (0) " 1X) 1X' 0 (6) 12,
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M(6) = It — X(X'Q,(8) X)X’ Q. (6) L.

Mientras que M, (6) es una matriz simétrica, M(6) no lo es. Pero ambas son idempo-

tentes, anulan a la matriz X, M. (6)X = M(0)X, y tienen rango m.

Dependiendo del tipo de residuo usado, la funcién SCR puede expresarse bien como
S(Bly,X,0) = &8, = y.M.(0)y. = e.M,(0)e.
o bien como
S(Bly, X,0) = &Q.(0) e = yM(0)'Q.(0) 'M(8)y = e'M(0) Q.(8) 'M(8)e.

Y aplicando los resultados sobre distribuciones de formas cuadrativas, se tiene que
S(Bly,X,6)/0% ~ x2, en donde x2, es la distribucién Chi-cuadrado con m grados de
libertad. De aqui, la funcién de densidad de &]Z\MG (en adelante #2) es

o mm/Z((TZ)m/Z—l exp(—mc”rz/Z(fz)
p(e7) = T(m/2)(202)m/2

El supuesto de normalidad junto con el resultado M(6)X = 0 garantizan la indepen-

dencia estadistica de § y &, por lo que la funcién de densidad conjunta

. \X’Qe(0)_1X]1/2m’”/2((72)’”/2_1 1
p(B, ) = T D) 2T exp <—M5(ﬁ]y,x,9)>, (2.6)

dado que
mo® + (B — B) (X' Qe(0)"X) "1 (B— B) = S(Bly, X, 6).

Todos los resultados anteriores pueden particularizarse trivialmente para el caso espe-
cial més relevante de (2.1) dado por el modelo de regresién lineal cldsico, que aparece
cuando se supone que la matriz de varianzas y covarianzas de e es escalar, Q,(0) = Ir.
En este marco, el mejor estimador en el sentido de Gasuss-Markov es el de minimos
cuadrados ordinarios

B = (XX)"'X'y,
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que da lugar al vector de residuos ordinarios
é¢=y—Xp=My,

en donde M = Iy — X(X'X) !X’ es una matriz idempotente y simétrica con descom-
posicién espectral M = PAP’ = M? = PA%P/, siendo A una matriz diagonal con auto-
valores unitarios o nulos y P la correspondondiente matriz de autovectores. Ademas,
como la traza de M es T — k, A contiene T — k unos y k zeros en la diagonal princi-
pal. Asimismo, P admite la forma particionada P = [P; P, siendo P la submatriz de
orden T x (T — k) que contiene los autovectores asociados a los autovalores unitarios
y P, la submatriz de orden k x (T — k) que contiene los autovectores asociados a los

autovalores nulos. Usando esta particién de P y la particion compatible de A,

Ir; 0
0 0

la descomposicién espectral de M se reduce a
M = PP}, (2.7)

cumpliéndose que P{P; = Ir_; y P1X = 0. Esta descomposicion juega un papel fun-
damental en la derivacion de los contrastes invariantes que se estudian en la siguiente

seccion.

2.3. Contrastes 6ptimos sobre la matriz de covarianzas

En el modelo (2.1), el interés se centra frecuentemente en decidir si el pardmetro 6 es
igual a un determinado valor 6. Este problema de decisiéon puede formularse bien

como un contraste de hipétesis nula simple frente a alternativa unilateral
Hy:0=206y versus Hy:0>6y (o Hp:0<¥6), (2.8)
o bien como un contraste de hipétesis nula simple frente a alternativa bilateral

Hp:0 =10y versus Hj:0 # 6, (2.9)
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dependiendo de si Q,(0) estd definida s6lo para 6 > 6y (6 < 6p) o para cualquier
# € R. En ambos casos, tanto Hy como H; son invariantes a cambios de origen y escala
de los datos porque la distribucién multivariante de la transformacion lineal g(y) =
ay + Xb, g(y) ~ N(X(aB +b),a?c?Q(0)), sigue dependiendo de Q,(6). De Lehman y
Romano (1986 p. 214), el principio de invarianza sugiere centrar la atencién a la clase de
contrastes invariantes, definida por todos los estadisticos T(y) que pueden expresarse

en términos de un invariante maximal de y, v(y).
2.3.1. Principio de invarianza

En general, se dice que una funcién de las observaciones, v(y), es un invariante maxi-
mal con respecto a una transformaciéon g cuando cumple las propiedades de invarianza
y maximalidad. El estadistico v(y) es invariante a g si se cumple que v(g(y)) = v(y)

para cualquier realizacién de y; y un maximal, si para dos realizaciones distintas de y,
y1eyz v(y1) = v(y2) implica que y1 = g(y2)-

En el caso particular del modelo cldsico generalizado, el estadistico

v(y) = Py/ \/m (2.10)

es un invariante maximal con respecto a la transformacién lineal g(y) = ay + Xb, en
donde P; se ha definido en (2.7). La demostracion de que v(g(y)) = v(y) se prueba
facilmente notando que P1X = 0y P} g(y) = aP}y. De aqui, es claro que la premuntipli-
cacién de y por P} anula el cambio de origen, mientras que la division de este producto
por (yP;P}y)!/2 cancela el cambio de escala. De ahora en adelante, para simplificar la
notacion, se omite el argumento de v(y) y se considera el vector v = (v v2 ... Vy)'
conm=T—k.

La funcién de densidad conjunta de v puede obtenerse a partir de la distribucién de z =
P1y ~ N(0,0°P}Q,(0)P;). Definiendo r = 2z, la trasformacién de z = (z1 z2 ... zu)’

a un sistema de coordenadas polares viene dada por
zj = rsin(wy) ...sin(wj_1) cos(wj) (j=1,...,m),

endonder > 0,0 <w; <mparai=1,...,m—2,0 < wp_1 <21y wy = 0. De aqui,
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la funcién de densidad conjunta de r y Q). es

f(r, Q) = f(2) |1T1l,

endonde Q, = (wy Wy ... wWy-1)"y ||T|| es el valor absoluto del determinante de la

matriz Jacobiana de la transformacién de z a (r Q)

921 971 921
or dwy = dwpy m—1
MEI . | = T sin(wy)™
9z dzm 92 =
or dwi  O0wpy_q

Puesto quez =rv, resulta que

_ 1 _ el i
f(r, Q) & P10 (0)P1| 2 exp <—2U2r2v’(P30e(9)P1) 1V> T sin(w))" ',
j=1

siendo (27r0%)~(")/2 la constante de proporcionalidad. Notando que

m—1

f(Qe) = f(v) [ ] sin(wy)" 7,

=1

la expresion de f(v) se obtiene resolviendo la integral

F(Q) = /0 F(r, Qe )dr.
Para ello se realiza el cambio de variable

1 _
x = ﬁrz(v’(Pllﬂe(G)Pl) L),

que conduce a

r= (2022 (v (P10 (0)Py) " lv)~1/241/2

dr = Z(202)V2(v' (P (0)P1) ~1v) 120124y,

N —
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Teniendo en cuenta que

se obtiene finalmente que

Flv) = 21 (%) 7 2By, @R A BV 0)R) ) 2 @)

Dentro de la clase de contrastes invariantes, el mejor contraste de tamafio « para el
problema de decisién (2.8) o (2.9), en el sentido de ser uniformemente mas potente

(contraste UMPI), se obtiene aplicando el lema de Neyman y Pearson y viene dado por

T(v) = 1 si f(v]0) > «xf(v]6), 212)

0 si f(v]) <xf(v]6o),

que, para una realizacion de v dada, sugiere rechazar Hy cuando 7 (v) = 1 o aceptar
Hp cuando 7 (v) = 0.Si V C R™ denota el espacio muestral de v, entonces la funcién
potencia de 7 (v), o probabilidad de rechazar Hy cuando 6 € © es el valor paramétrico

verdadero, se define por

Br(6) = Eg[T(v)] = /V T () f(v|0)dv,

que proporciona la probabilidad del error de tipo I cuando 6 = 6y y uno menos la
probabilidad del error de tipo II en otro caso. Asi, la constante « se elige de forma que
B(6o) = «. De (2.11) y (2.12), y usando las relaciones P{P; = I, y v'v = 1, se tiene que

la regioén critica del contraste viene dada por
0
SO g, (0P |12 (0! (B 0 (0)P) 1)~ 0/2 >
0

que es equivalente a

_ YPi(Pi(0)P) TPy

v(PL0:(0)P1) 1y My

(2.13)

Notando que M, (0) = Q.(0)2P;(P;Q.(0)P1) 1P/ Q,(0)'/2 es una matriz simétrica
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e idempotente que anula a la matriz X, = Q,(6)~!/2X, el numerador de (2.13) puede

escribirse como
Y0 (0) 1202 (6)"/2P1 (P10 (6)P1) ' P12 (6) 1200, (0)! /%y = y.M..(6)'y..

Teorema 1. Para el problema de decision (2.8) o (2.9), el contraste UMPI rechaza Hy cuando
el estadistico

<x, 2.14
d'e . (2.14)

en donde & y & son los residuos de la estimacion MCG y MCO, respectivamente.

Cuando se contrasta Hy : 0 = 0y frente a una alternativa especifica Hy : 6 = 6, el
contraste basado en (2.14) se denomina 6ptimo puntual. En general, para alternativas
unilateres o bilaterales, como la region critica depende del valor de 6 fijado bajo Hj, no
existe un contraste UMPI para todas las alternativas. En esta situacién, se consideran

contrastes invariantes que sean localmente 6ptimos en un entorno de Hj.

Siguiendo a Ferguson (1967, p. 224-225), dentro de la clase de contrastes invariantes, el
contraste localmente mas potente (Locally Best Invariant, en inglés) de tamafio « para

el problema de decisién (2.8) viene dado por

T(v) = 1 si f'(v|6y) > xf(v|6), 215)

0 si f'(v]6y) < xf(v]6o),

en donde f’(v|6p) es la funcién derivada de f(v|@) con respecto de 6 evaluada bajo Hy.
La prueba de esta proposicion se basa en un razonamiento similar al usado en el lema

de Neyman y Pearson.

Sea T, (v) un contraste invariante alternativo con tamafio menor o igual que &, 7. (6y) <

«. Se cumple siempre que

[T(v) = To(w)][f'(v]60) — xf (v]60)] = O.

Légicamente, cuando 7 (v) rechaza Hy, [f'(v|6y) — kf(v]60)] >0y [T (v) — Tu(v)] >0

dependiendo de si 7. (v) acepta (7 (v) = 0) o rechaza (7.(v) = 1) Hy. Analogamente,
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cuando 7 (v) acepta Hy, [f'(v|6o) — xf(v|60)] < 0y [T (v) — Tx(v)] < 0 dependiendo
de si 7.(v) rechaza (7. (v) = 1) o acepta (7«(v) = 0) Hy. Por tanto,

0< [ [T() = T)IIf (v]6) = xf (v160)ldv,

0< [ IT(0) = Tw)If Wl60)v = [ [T(v) = T-(w)]f(v]eo)lav,

0 < (B (6) — B (60)) — x (BT(60) — Br: (F0)),
en donde B/-(60) y B (60) son las pendientes de las funciones potencias de T(v) y
T.(v) en 6. Como B7(6y) = a'y B7.(60) < «, resulta que B-(60) > B/ (6p), es decir,

T (v) es el contraste invariante con funcién potencia mas inclinada en 6. Usando ahora

la aproximacién lineal de S7(0) en un entorno 6
Br(6) ~ Br(60) + (6 — 60)B7(60)

se observa que B7(0) > B7.(6) porque Br(60) > B/ (6o).
Notando que la region critica del contraste (2.15) puede expresarse en términos de la
derivada del logaritmo de f(v|6) respecto de 0

din f(v|0)

0 >

0=09

se tiene para (2.11) que

1 dIn|PQ.(6)P]

5 70 > K.

0=06,

~m dIn(v/(P1Q(0)P1) 'v)
2 a6

0=6,

Aplicando las férmulas de la derivada de un determinante

d[P10,(6)P1| _ : ~14(P1Q(6)P1)
a0 tr ((Plne(e)Pl) dG)
y de la inversa de una matriz
d(P10,(6)Py) " d(P10,(6)P1)

= _(PﬁQE(G)Pl)il (Pllﬂew)Pl)il/

dae de
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se obtiene que

dinf(v|6) 1 , _1d(P1Q.(6)P1)
o z\Png(e)Pl\tr <(P106(9)P1) 1 de >

v (B0 () PO gy (g1,

2 v/ (P1Q(0)P1) v ’

cuya evaluacién en 6 = 6y conduce a la region critica

dln f(v|0) m ., [ dQ.(0)
Tl + 2P
o—g,) 2 '\ db

dao

2 dao

_1ﬂ<d04m

Piv > «x,
0=0, 0=6p

que es equivalente a

dQ, (0
y'P1<Pane<eo>P1>1Pa( L0) >P1(P'10e(9o)1’1)11"1y
0=0,

y'P1(P1Q.(60)P1) Py

> K1.
Teorema 2. Para el problema de decision (2.8), el contraste LBI rechaza Hy cuando
dQ,(0)

&0, (6)) !
‘ 40 |o—p,

&0, (0)) e

) Qe(GO)flé

> K, (2.16)

en donde &8 = y — XB,;cc = M(60)y son los residuos en la estimacion MCG. En el caso

especial Q,(60y) = Ir, la regién critica se reduce a

é
0=0,

en donde & = My son los residuos de la estimaciéon MCO del modelo.

do

é/

y<d04m

> K,

(X

Del Teorema 2 se deriva el siguiente corolorario: cuando la media de es un vector nulo,

X = 0, el contraste LBI rechaza Hy cuando

/ 1 [ 49(6)
YQE(QO) 1( 10

y'Qe(60)ty

> K. (2.17)

Anédlogamente, dentro de la clase de contrastes invariantes insesgados, el contraste lo-
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calmente 6ptimo de tamafio a para el problema de decision (2.9) viene dado por

7'(1/) _ 1 si f”(v‘eo) > Klf(ll|90) +K2f/(1/|90), (218)

0 si f"(v]|6o) < x1f(v]6o) + Kof' (v]6o),

en donde f"(v|6) es la segunda derivada de f(v|0) con respecto de 6 evaluada bajo

Ho.

Para probar la proposicién, en primer lugar, hay que tener en cuenta que el contraste
T (v) es insesgado cuando su funcién potencia es tal que f7(0) > Br(6p). Si la hipéte-
sis alternativa es bilateral, entonces la funcién potencia tendrd un minimo en 6y y se
cumplird B/-(6p) = 0y B7(6p) > 0. En segundo lugar, hay que notar que para cual-

quier otro contraste invariante insesgado 7. (v), se cumplird que
[T (v) = T-W)If" (v]60) — k1 f (v[60) — x2f"(v[60)] > O

y, por tanto,

LIT0) = @)l (w100) = k1 £ (v160) = xaf (v]60) ]V = 0.

De aqui, se obtiene que

B7(60) = BT (60)-

Usando ahora la aproximacién cuadratica de 7 (6) en 6y
1
BT (0) = Br(60) + (6 — 00)B7(00) + 5 (0 — 60)°B7(60)

se observa que Br(6) > B7. (6) porque Bl (6) = By (60) = 0'y By(60) > By (60)-

La region critica del contraste (2.18) puede expresarse como

d*In f(v|0)
d6?

2
dl 0
) > K1+ Ko n{i’éﬂ ) .
0=>06y 0=0p

dln f(v|0)
6—0, " ( 0

Dada la forma de f(v|0) en (2.11), puede comprobarse que B’-(6) sera igual a cero

cuando f'(v|0) = 0, es decir, cuando f(v|f) alcance un maximo o un minimo en 6.
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En este caso, f'(v]0) = 0 cuando dQ),(0)/d0|,_, sea una matriz escalar. Por tanto, la
region critica del contraste (2.18) para (2.11) se reduce a

d*In f(v|0)

> K
2 7
do =60

que, calculando la segunda derivada del determinate y de la inversa, conduce a
d*Q,(0)

y'P1(P{Q,(0)P1) P} 102 P (PO, (0)P1) Py
y'P1(P1Q,(0)P1) 1Py

> k.

0=09

Teorema 3. Para el problema de decision (2.9) con hipdtesis alternativa bilateral, el contraste

LBIU rechaza Hy cuando

> K, (2.19)

en donde @ = M(6y)y son los residuos de la estimacion MCG del modelo. En el caso especial

é
0=6,

en donde & = My son los residuos de la estimaciéon MCO del modelo.

Q. (60) = Ir, la region critica se reduce a

d6?

é'e

o <d203(9)

K,

En resumen, cuando Q,(6y) = Ir, los dos estadisticos LBI y LBIU derivados en esta

seccién pueden escribirse en una forma comin como

en donde A(6) = dQ,(0)/d6 para (2.16) y A(0) = d*Q),(0) /d6? para (2.19).
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2.3.2. Distribucién condicional

Honda (1989) sigui6é una aproximacién alternativa basada en la distribucién condicio-

nada de y dados f y 2, cuya funcién de densidad viene dada por

29)

x 2 o _ PylB o
p(yl|B,o%,0) = b(5.5)

I'(m/2)

oy
p(y|B,52,6) = (72X, (6) - IX[1 2] 0, (0172 (2 T (2.20)

Aplicando ahora el lema de Neyman y Pearson a la funcién de densidad condicional

(2.20), se obtiene la regién critica

3 =2
P(y!{iifz,f)) .
p(y|B,62,60)

2.3.3. Verosimilitud concentrada

Se propone ahora una tercera aproximacién a la derivacién de los contrastes 6ptimos
basada en la funcién de verosimilitud concentrada. Reemplazando B y ¢ en (2.3) por

sus estimadores de MYV, se obtiene la funcién de verosimilitud concentrada

L(0ly, X, B,5%) = (277%) " |€,(0)| /2 exp (-D . (2.21)

Aplicando el lema de Neyman y Pearson a (2.21), se obtiene que el contraste uniforme-

mente mas potente tiene region critica dada

L(0ly, X, B,5*) _ S(6ly, X, B)

L(6oly, X, B,62)  S(6oly, X, B)

Anélogamente, para obtener el contraste LBI, es necesario derivar el logaritmo nepe-

riano de (2.21)

~ T 27T 1 T -
(0ly, X, B,5%) = —Eln(T +1) — E1n 10,(0)| — E1nS(9|y,x,/3),
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en donde S(A]y, X, B) = yM(6)'Q.(6) " 'M(6)y. Notando que

40, (0)~!
=0 el
9_@0> y a0

se demuestra que la region critica

dM(0)

M(QO)/QG(GO)il (de dﬂe(g)

4
0=, do  |g_,

d((8ly, X, B, %)

70 > K

0=0o

es equivalente a (2.16).

2.4. Distribucion muestral de una ratio de formas cuadraticas

El estadistico LT puede expresarse en términos del vector de perturbaciones aleatorias

e como
e'MA(6y)Me
eMe

Lt =
en donde se observa que Lt es la ratio de dos formas cuadréticas en variables aleato-
rias normales. De (2.1) y (2.7), Pie ~ N(0,0%P;Q,.(p)P1). Por tanto, definiendo € =
(P1Q(0)P1)"/?Ple/o ~ N(0,1,,), se tiene que

L € (P{0u(p)P1) " 2(PLA(G0)P1) (PLO (0)P1) %€
T & (P[0 (p)P1)e

es la ratio de dos formas cuadréticas en variables normales tipiticadas. Bajo Hy : Q.(po) =

I, P1Q(po)P; y la ratio Lt ser reduce a

_ €'P{A(6)Pye
T e ’

en donde P} A(6p)P; una matriz cuadrada de orden m con descomposicién espectral

m

PiA(60)P1 = ) Aipip),
t=1

en donde A; el es t-ésimo autovalor de una matriz simétrica cuyo autovector asociado

p: cumple las propiedades

m
pipr=1 pips=0(t#s) y Y ppi=1In
=1
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De aqui,

Ly — ' (Li Apepi) €
e’ (L1 pipt) €

en donde pje; ~ iidN(0, 1). Definiendo ahora ¢; = €'p;pje ~ iid¢3, se tiene que

i=1 My

Ly = Zt=1726t
Y4 G

(2.22)

2.4.1. Momentos

Los momentos de Lt son dificiles de calcular directamente porque la distribucién exac-
ta de este tipo de ratios de formas cuadréticas en variables normales es desconocida.
Coniffe y Spencer (2001) atribuyen a Geary (1933) un resultado que permite calcular
los momentos de una ratio como la ratio de momentos. Esta propiedad, que ha pa-
sado frecuentemente inadvertida, se presenta cuando la ratio es independiente de su

denominador, de forma que

i Atetz ' . 2 ' - 0 '
Yi—1€; =1 t=1

La independencia de la ratio de su propio denominador puede probarse transformando

€ a coordenadas polares
er = rsin(wq) ...sin(w;—1) cos(wy) (t=1,...,m),

endonder > 0,0 <wy <mparat=1,...,m—2,0 < wy_1 <27y wy = 0. Notando

que el denominador Y}" ; € = 72,

es claro que €?/r? y, por tanto, la ratio dependen
solo de wy, wa, ..., wy, pero no de r. Como la funcién de densidad conjunta de

r, Wi, ..., Wy_1 €S

m—1

flrw, ..., wy_1) = f(el,...,em)rm_1 H sin(w]-)m_l_j,
i=1
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se tiene que

m—1 ]
f(ﬂ,a)l, .. .,(,L)m_’l) = %(271')7(7’1)/2 exp(_rZ/z)r(M)/zfl H sin(w]‘)M717],
=1

en donde se observa que

[ w1 wme1) = f(P) f(wr) . f(wm-1)

siendo
flom-1) =21, 0<wyq <27,

f(wm,]) :C]' Sil’lm_j_1 (wm,]-,l), 0 S a)m,]‘,1 S 7T,

rz)(m)/zqef(rz)/z’ 0< 2

1
2y
la funcién de densidad de una distribucién chi-cuadrado con m grados de libertad.

El momento no centrado de orden s, 45, de una forma cuadrética del tipo Y ;% A€y

puede calcularse en términos de los cumulantes

s—1(r—1
as =Ks — Y Kids_j,
=Ry

en donde el cumulante de orden j estd dado por
. m :
K =2"1G-1)Y AL
t=1

Usando estas férmulas se comprueba facilmente que los dos primeros momentos de la
ratio L; son
2

E(Lt) =A; y var(Lt) = m[xz — A7], (2.23)

endonde Ay = YJ'  A/my Ay = Y}'1A?/m. Estos dos primeros momentos pue-
den usarse para aproximar la distribucion desconocida de Lt por una distribucién pa-

ramétrica.
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2.4.2. Tabulacion

La funcién de distribucién del estadistico Lt puede expresarse como

7

F(k) =Pr(Ly <) =Pr [%?;\étgt < K} =Pr [i(/\t —%)&) <0
- t—

cuya tabulacién puede realizarse usando el procedimiento propuesto por Imhof (1961)
para evaluar la funcién de distribucién de una suma ponderada de variables x? inde-

pendientes

m
2
Q = Z kahriér’
r=1

en donde wy son los pesos (que pueden ser negativos) y X%, 5, €S una variable X% con
h, grados de libertad y parametro de no centralidad J,. La evaluacién de la funcién de

distribucion F(x) = Pr(Q < «x) se basa en el teorema de inversion de Gil-Pelaez (1951)

F(k) = % —/Ooolm [gb(tz);:”‘} dt,

en donde ¢(t) es la funcién caracteristica de Q dada por

(52(4) t
= | | — 21 hy /2 1 E _orre
(P(t) = (1 lert) exp (Z 1 r rt) ,

r=1 r=1

i = v/—1,Im(z) es la parte imaginaria del ntimero completo z, en particular, Im|[¢(t)e ] =

[p(t)e~ " — ¢(—t)ei**]/i. Usando las relaciones

arg[(1—ibt] =8 = gtan~1(bt), |(1—ibt)~8| = (14 b?t?)8/2,

arglexp{iat/(1 —bit)}] = at/(1+b*#?), |exp{iat/(1— bit)}| = exp{—abt*(1+ b*1?)},

se tiene que

1 1 [sin[f(1)]
F(x) =5 - ;/O S
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en donde!

o(t) = i[(hr/z) tan 1 (2tw,) + 6%tw, (1 +4Pw?) 1 —xt y

r=

[y

r=1 r=1

p(t) = ﬁ(l + 4£2w?) 4 exp {; i(%rtwr)z/(l + 4t2w$)} .

Como el denominador del integrando, tp(t), es una funcién monétona creciente y el
numerador estd acotado en [—1, 1], la integracion puede realizarse en el intervalo finito
[0, 7], de manera que la aproximacién

F(k) = % - % /O ' Wdt, (2.24)

tiene asociado un error de truncamiento

1 [ sin[f(t)]
=z T

que tiene una cota superior E; viene dada por
m
E. :(ﬂk)_l(ZT)_kH \wr|_h’/2N(T),
r=1

N(t) =exp {—2 f (67w T?/ (1 + 4wiT?)] } ,

r=1

en donde k = (1/2) Y2 h,. Si e, es el maximo error admisible en la aproximacién,
entonces el punto de truncamiento T se elige por tanteo hasta conseguir que E; <
eq. La integral definida puede calcularse numericamente usando la regla del trape-
cio o el método de Simpson, que tienen asociados un error de integracién e;. Koerts
y Abrahamse (1971) proporcionaron una derivacion detallada del procedimiento de
Imhof (1961) y un programa FORTRAM para su aplicacién, en el que fijaron los dos
errores e, y e; en 107°. Esta rutina fue traducida a Pascal por Farebrother (1990), cuya
principal mejora consiste en ignorar los pesos |w,| pequefios en el célculo de E; porque

pueden dar lugar a un valor de T muy grande.

Hmbhof (1961) realiza el cambio de variable u = 2t, que aqui no se aplica para facilitar la comparacién
con el procedimiento de Davies (1973) que se revisa méds adelante.
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Davies (1973) extendi6 la forma cuadratica Q incluyendo una variable aleatoria Z con

distribucién normal estdndar e independiente del resto de variables

m
Q1= Y wxh5 +0Z,
r=1

cuya funcién caracteristica es

m o 52wt io?t?
o ) . Y —hy/2 ; r _
P1(t) = p(t) exp(—io* /2) = [ [(1 — 2icost) "/ exp (C_Zu—ziwrt 2 )

r=1

Davies (1973) siguié un método de Fourier similar a los descritos en Bohman (1972),
para el desarrollo Usando las relaciones dadas por Imhof (1961) y siguiendo los mismos

pasos, se obtiene que la funcién de distribucién de Q; estd dada por

Fi() = 1 1/ sm[@(t)]dt,
2 mwlo  tor(t)
en donde p;(t) = p(t) exp(t?¢?/2). Evaluando la integral en un intevalo finito [0, 7],

Davies (1980) propuso tres cotas para el error de truncamiento

Err =[2/(75)|N(7) exp(—1°07/2) 1(_,)1(1 +47?w?) 4g(4rzw]2)_”f/4,

Eae =[1/(we%0?)IN(7) exp(—720?/2) [[(1 +4c%w}) /4y

j=1
.
Esr =(25/7)N(1) exp(~T°0?/2) 1_{(1 +47%w?) T,
]:
en donde los subindices (i) y (ii) en los productos indican que w, < 1y w, > 1,

respectivamente, y s = ) ;) h,. El pardmetro 7 se elige mediante el método de tanteo,

partiendo de un 1y = 4/0¢, en donde 02, es la varianza de Q' dada por

m

ol =0+ Y Wi (2h, +45).
r=1

Si Er = max{Eir, Exr,Ezr, } v €s €s el méximo error admisible en la aproximacion,

entonces para un T dado se tiene que E; > e,/2 0 E; < ¢,/2. En el primer caso, se

aplica sucesivamente un factor un factor ¢ > 1 a 7 hasta conseguir que e; < ¢,/2 (por

ejemplo, ¢ = 4); en el segundo, se aplica sucesivamente un factor un factorc < lart
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hasta conseguir que e: > ¢,/2 (por ejemplo, c = 1/4).

La evaluacion de F; (k) se realiza usando el método del trapecio

B ( 7_72 sin{6[(k+1/2)A]}

1) = [(k+1/2)A]p1[(k+1/2)A] ’
en donde T = (K +1/2)A, siendo A el intervalo de integracién que se elige de manera
que

méax {F(xk —271/A),1 —F(x+21/A)} < e,/2,

que puede acotarse del siguiente modo. Sean ¥(t) = E[e'?1] la funcién generatriz de

momentos de Q1 y ¥(t) = In[¥(¢)], entonces

E[Z(Q1 > ) — /@] =1~ Fi(x) — ¥(£)e ™ <0

1—F(x) < iandON

Asi, eligiendo x = ¢/(t), se tiene que
1—F(y'(t) <e WO+

que permite encontrar un f tal que 1 — F; (¢'(¢)) < e,.

Lu y King (2002) proponen férmulas alternativas para calcular el punto de truncamien-
to T y compararon su eficiencia con los arriba descritos. Concluyen que el procedimien-
to de Davies (1973) no es necesariamente més eficiente que el de Imhof (1961), y sugie-
ren calcular todas las cotas y elegir la menor de todas ellas. Su estudio, sin embargo,
no es exhaustivo y no consideran la mejora propuesta por Farebrother (1990), que en
esta tesis se ha encontrado fundamental para muestras grandes. Este procedimiento
y el Davies (1980) se han traducido aqui a C++ y estan disponibles en el programa

Empiricus.



CAPITULO 3

Contrastes Optimos de no

invertibilidad regular

3.1. Introducciéon

Tanaka (1990) y Saikkonen y Luukkonen (1993) derivaron el contraste LBUI para el
problema de decidir si un modelo IMA(1,1) puro es estrictamente no-invertible o, di-
cho de otro modo, tiene una raiz MA unitaria. Ademads, extendieron el contraste de no-
invertiblidad al modelo IMA(1,1) impuro o modelo IMA(1,1) con errores serialmente
correlacionados, que puede contemplarse como un proceso ARIMA(p, 1,9 + 1) gene-
ral, en donde los 6rdenes (p,1,q + 1) aseguran que el modelo contiene una estructu-
ra IMA(1,1). Mientras que Tanaka (1990) propuso modificar el estadistico de contraste
LBIU aplicando un factor de correccién no paramétrico, Saikkonen y Luukkonen (1993)
sugieron una correccién paramétrica basada en la estructura ARMA(p,q) de los erro-
res. Tam y Reinsel (1997) extendieron estos dos contrastes para detectar no invertibili-
dad en el modelo estacional IMA(1,1)s y propusieron una correccién paramétrica al-
ternativa para tratar la correlacion serial. En un segundo articulo, Tam y Reinsel (1998)
ampliaron el modelo IMA(1,1); impuro para permitir la presencia de un término cons-

tante.

El contraste LBIU de no-invertibilidad en un modelo IMA(1,1) es equivalente al con-
traste LBI de Nyblom y Mikeldinen (1983) para detectar la estabilidad de la media en

el modelo estructural de nivel local. La equivalencia entre estos contrastes tiene su ori-

27
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gen tanto en la analogia de los modelos estocésticos usados, como en la de los proble-
mas de decisién considerados. De hecho, en la motivacion de su contraste, Nyblom y
Madkeldinen (1983) sefialaron que el modelo de nivel local pertenece a la familia de mo-
delos IMA(1,1) y que la hipétesis de estabilidad paramétrica se corresponde con la de
no invertibilidad. Sin embargo, se decantaron por la especificaciéon estructural porque
la representacion IMA no proporciona ninguna simplificacién del contraste. Asi mis-
mo, la extension de este contraste propuesta por Nyblom (1986) para incluir una deriva
determinista es equivalente a la de Tam y Reinsel (1998) para detectar no invertibilidad
en un modelo IMA(1,1) con término constante. No obstante, la estrecha relacién entre
estos contrastes no ha sido siempre advertida, como lo pone de manifiesto el hecho de
que los trabajos de Nyblom y Mékeldinen (1983) y Nyblom (1986) no sean citados por
Tanaka (1990) ni Tam y Reinsel (1997, 1998).

La estrecha relacion entre los contrastes LBIU de no invertibilidad y los contrastes LBI
de estabilidad paramétrica también se encuentra en los modificaciones propuestas pa-
ra permitir correlacién serial en los errores, aunque no siempre es resaltada suficiente-
mente. Asi, el popular contraste de Kwiatkowski et al. (1992) puede contemplarse como
una extensién no paramétrica de los contrastes de Nyblom y Mékeldinen (1983) y Ny-
blom (1986) y es comparable al contraste no paramétrico de Tanaka (1990). De la misma
manera, el contraste de Leybourne y McCabe (1994), que se presenta como la versiéon
paramétrica del contraste de Kwiatkowski et al. (1992), es similar a los contraste de
Saikkonen y Luukkonen (1993) y Tam y Reinsel (1997, 1998). Curiosamente Leybourne
y McCabe (1994) formularon el problema de decisién en un modelo estructural, pero

basaron el procedimiento de contraste en un modelo ARIMA(p, 1,1).

En este capitulo se revisan todos estos contrastes siguiendo una aproximacién comun
basada en nuevas identidades matriciales que permiten no sélo apreciar claramente
sus similitudes y diferencias, sino también simplificar la derivacién de bastantes resul-
tados. Esta revision comienza con una completa derivaciéon del contraste de Nyblom y
Maikeldinen (1983), que se considera aqui como el trabajo pionero en la teoria de con-
trastes 6ptimos de raices MA unitarias y que permite ilustrar la aplicacién de esta me-
todologia en el marco de un modelo muy simple. Después, se revisan las extensiones de

este contraste bdsico agrupandolas en dos categorias segtin propongan un tratamiento
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paramétrico o no paramétrico de la correlacién serial. Como principal aportacién se
propone una nueva correccion paramétrica del contraste LBI de Nyblom y Mikeldinen
(1983) para detectar estabilidad en la media de un modelo de nivel local con correla-
cién serial, que se corresponde con el contraste LBIU de Saikkonen y Luukkonen (1993)
para detectar no invertibilidad en un modelo ARIMA(p,1,q + 1). A diferencia de es-
tos ultimos, aqui se deriva la distribucién limite del estadistico corregido tanto bajo la
hipétesis nula como bajo una secuencia de alternativas locales. Se demuestra que los
resultados distribucionales asintéticos establecidos por Nyblom y Mékeldinen (1983)
en el modelo simple se aplican también en el generalizado. Ademas, se propone un
procedimiento eficiente para calcular el estadistico de contraste basado en los residuos
exactos del modelo estructural o ARIMA. Una ventaja comparativa de la nueva co-
rreccién paramétrica es que permite la presencia de otras raices MA unitarias, aunque
en este caso deben usarse valores criticos distintos por el desplazamiento que experi-
menta la distribucién muestral del estadistico, que pueden calcularse por integracion
numérica siguiendo los procedimientos de Imhof (1961) o Davies (1973). En particu-
lar, el nuevo estadistico corregido permite obtener como casos especiales el contraste
de Nyblom (1986) para detectar una tendencia lineal determinista y otros contrastes
de estacionalidad determinista que se revisan en el siguiente capitulo. Finalmente, se
realize un estudio comparativo de las potencias de los diferentes contrastes basado,
primero, en la evaluacién exacta de las diferentes distribuciones cuando los parame-
tros del modelo son conocidos y, después, en un experimento Monte Carlo cuando los

pardmetros son desconocidos.

El capitulo se organiza del siguiente modo. En la primera seccién se proporciona una
revision completa del contraste LBI de Nyblom y Mikeldinen (1983) y se proponen
unas identidades matriciales que simplifican la derivacién de su distribucién muestral.
La notacion establecida en esta seccion se utiliza después para obtener los contrastes
LBIU de no invertibilidad siguiendo las aproximaciones de Tanaka (1990) y Saikkonen
y Luukkonen (1993), y para probar la equivalencia entre estos tres estadisticos. En la
tercera seccion se revisan tanto las correcciones no paramétricas propuestas por Tanaka
(1990) y Kwiatkowski et al. (1992), como las correcciones paramétricas de Saikkonen y

Luukkonen (1993), Leybourne y McCabe (1994) y Tam y Reinsel (1997); y se sefialan al-
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gunas limitaciones que justifican la propuesta, en la seccién cuarta, de nueva correcciéon
paramétrica que se aplica también al caso de multiples raices MA unitarias. El capitu-
lo finaliza con un estudio comparativo de las potencias de los diferentes contrastes en

presencia de autocorrelacion.

3.2. El contraste de Nyblom y Mikeldinen

La derivacién de un contraste de hipétesis siguiendo la metodologia de King y Hillier
(1985) descrita en el capitulo anterior requiere formular el modelo de interés en la no-
tacion matricial usada para el modelo clasico generalizado (2.1). Una vez completado
este paso, la aplicaciéon de los teoremas 2 o 3, es decir, del contraste LBI o LBUI depen-
dera de si la hipétesis nula se contrasta frente a una hipétesis alternativa unilateral o
bilateral, respectivamente. El estadistico de contraste resultante serd una ratio de for-
mas cuadréticas en variables normales, cuya distribucién bajo Hy y H; puede evaluarse
usando el procedimiento de Imhof (1961), cuyo coste computacional se reduce consi-
derablemente si se obtienen expresiones analiticas para los autovalores de las matrices
que definen las formas cuadraticas. Estos autovalores se usan también para derivar la

distribucién limite.
3.2.1. Formulacion matricial del modelo de nivel local

El modelo de nivel local (véase, p. j., Harvey 1989) viene definido por la ecuacién

Ye=pr+uy, t= 1,...,n,
(3.1)

Mt =Ut—1 1+ U4,

en donde la serie temporal observada y; se expresa como la suma de un paseo aleatorio
#¢ y un proceso de ruido blanco u;. Se supone, ademads, que el valor premuestral pg
es no estocdstico y que los errores u; y v; cumplen las siguientes propiedades: u; ~

iidN(0,02), vy ~ iidN(0,02) y E(usv;_g) = 0 Vk.

Ordenando las observaciones temporales en el vector columnay = (y1 y2 ... ¥a)',

(3.1) puede escribirse en notacién matricial como

y =p+u,
(32)

Dp =iqypo + v,
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endondey = (p1 p2 ... pn), w= (ug up ... uy) yv=(v1 02 ... vy) son vectores
columna de orden n, i(l) = (10 ... 0) es un vector n x 1 de zeros con un 1 en la

primera posicion, y

D= o (3.3)

es matriz cuadrada bidiagonal de orden n con todos los elementos de la diagonal prin-
cipal iguales a 1 y todos los elementos de la primera subdiagonal iguales a -1. Notando

que la inversa de D es la matriz acumulativa o matriz triangular inferior de unos

10 0
C=D'= o 3.4
_ ~-| (3.4)
. . *. 0
11 1

y que Ci(y) = i es un vector n x 1 de unos, (3.2) puede escribirse como
y =ipo+Cv+tu, (3.5)

que es un caso especial del modelo clasico generalizado (2.1) con X =i, § = o y

e = u + Cv. Consecuentemente, la distribucién muestral de y es

y ~ N (ipo, 05 (p)) , (3.6)

en donde Q,(p) = I, + pCC’, p = 02 /0?2 es la denominada ratio sefial-ruido y CC’ =
[min(i, j)].
3.2.2. Estadistico de contraste

Nyblom y Mékeldinen (1983) plantearon el contraste de hipétesis
Hy:p=0 versus Hj;:p>0. (3.7)

Bajo Hy, el modelo de nivel local (3.1) se reduce a la regresién sobre un término constan-
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te y se dice que la serie y; es estacionaria o integrada de orden cero, y; ~ I(0); mientras
que bajo Hj, la serie y; es no-estacionaria o integrada de orden uno, y; ~ I(1). Asi, el
contraste de ratio sefial-ruido nula es de hecho un contraste de estacionariedad frente

a no-estacionariedad.

El problema estadistico (3.7) es invariante a transformaciones lineales de la serie y;
y puede considerarse como un caso especial del contraste de matriz de varianzas y
covarianzas escalar descrito en el capitulo anterior. Como la hipétesis alternativa es
unilateral, resulta de aplicacién el Teorema 2, segtin el cual el contraste LBI rechaza Hy
cuando

NM, = % > K, (3.8)

ee

en donde dQ.(p)/dp = CC' y & son los residuos minimocuadraticos en la regresién
de y sobre un vector de unos i, esto es, &8 = My = [y; — ] con M = I,, —i(ii) !i.
Asi, el vector columna C'e = [Y7_,(yr — 7)] contiene las sumas acumuladas parciales
descendentes de residuos, a diferencia de su rotacién vertical Ce = [Y:_; (y. — 7)] que
contiene las sumas acumuladas parciales ascendentes de residuos. Como la suma de
residuos es cero, Y/ ;(y — ) = 0, se cumple que Y/, (v —¥) = — i1 (v — ¥)
y &CC'é = & C/Cg, por lo que el estadistico N'M,, puede escribirse de dos formas
equivalentes
NM, — &'CC’e _ é’C’Cé,

é’e é’e

o bien

N M, = Dt (D =) _ B [T e = 9)]°

- 39
Y (e — 7 Y (e — 7 ()

3.2.3. Distribucién exacta

El procedimiento que Nyblom y Mékeldinen (1983) siguieron para obtener la distribu-
cién exacta del estadistico A’ M, se simplifica aqui al advertir que la matriz de proyec-
cion M = I, —i(i'i) ~1i’, que surge en la regresién sobre una constante, puede expre-
sarse como

M=V'(VV)ly, (3.10)



3.2. EL CONTRASTE DE NYBLOM Y MAKELAINEN 33

en donde

V= o (3.11)

es una matriz (n — 1) x n que transforma el vector de observaciones y en el vector de
primeras diferencias z = (2 ... z,)" y zt = y+ — y¢—1. Hay que advertir también que la

matriz de primeras diferencias V es la submatriz formada por las n — 1 primeras filas

de

s/
p- |'®
v

yque
0j1 0 0
o/jo1 ... 0

VC = . . . ) . :<O In—1>

0j0 0 ... 1

es una matriz (n — 1) x n con unos en la primera superdiagonal y ceros en el resto. Asi,

vVCC'V' =1,_1. (3.12)

En la derivacion de la distribucion exacta del estadistico N’ M, se siguen los siguientes

pasos. En primer lugar, se parte de la forma del estadistico
NM, =F——x—, (3.13)
que se obtiene reemplazando & = My en (3.8) y que, usando las identidades matriciales

(3.10) y (3.12), puede expresarse como

yV'(VV')2Vy

N My = YV (VV)1Vy

(3.14)
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En segundo lugar, se define la transformacioén lineal de y
e=(VV)12yy ~ N (o, o2 <1n_1 +p(vv’)*1)) ,

que permite escribir (3.14) como

e'(VV')le

c'e

NM, = , (3.15)

en donde la matriz (V'V’) ! admite la descomposicién espectral

n—1
(VV) ' =Y Mpipi (3.16)
k=1
y en donde los autovalores A (k =1, ..., n—1) son todos positivos y sus autovectores

asociados py estdn normalizados (p;px = 1), son mutuamente ortogonales (p}pk =0

para todo j # k) y cumplen la propiedad

—1

n
Z Pkpl/c =1,
k=1

Asi, (3.15) puede expresarse como

€' (Zf;ll AkPkPi) €

N n =
M (i pepy) €

7

en donde pje ~ iidN(0,02(1 + pAx)). Finalmente, definiendo la forma cuadratica & =

€'ppre/[02(1 + pAx)] ~ iidx?, se obtiene

NM, — Y A1+ P)\k)gk/
Y (1 + pAe) &k

(3.17)

en donde N'M,, aparece expresado como una ratio de dos combinaciones lineales de
variables 3 mutuamente independientes.

1

Anderson (1992, p. 292) proporcioné" expresiones analiticas para los autovalores de la

1E] apéndice ?? describe el método de obtencién de estos autovalores, pag. 2.
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matriz V'V’ dadas por

1 _ 511 — cos( ™V = 4sin2 [ 7K _ _
A =21 cos(n)]—4sm <2n>' k=1,...,n—1, (3.18)

en donde la segunda igualdad resulta de la identidad trigonométrica

sin?(x) cos(2x).

T2 2
Aqui, y de acuerdo con (2.23), se usan estas expresiones para obtener la media y va-

rianza de N' M, bajo Hy

- 2 - -
EINM,)=A1 y var(NM,) = m[)\z — A7),

en donde A y A, son la media y media cuadratica de los autovalores Ay, respectiva-
mente, que pueden calcularse usando las siguientes férmulas propuestas por Gallego

y Diaz (2011)

n+1 2n2—|—7)

)Ll = 6 y /\2 = )Ll X < 30 (319)

Estas férmulas revelan la necesidad de corregir el estadistico A’ M,, por un factor de-
pendiente del tamafio muestral n para garantizar la existencia de los dos primeros mo-
mentos en muestras grandes. Nyblom y Mékeldinen (1983) usaron como factor de co-

rreccion n — 1, el nimero de autovalores A;.

La funcion de distribucién acumulada (cdf, en adelante) de N M,/ (n — 1),

Pr(NM,/(n—1) < x) =Pr ri:l < Akl — K> (14 pA)Ce < 0], (3.20)

k=1 -

puede evaluarse mediante el procedimiento de Imhof (1961) descrito en el capitulo
anterior, y cuyo coste computacionales se reduce notablemente al conocer la expresiéon
exacta de los autovalores. La ecuacion (3.20) puede usarse tanto para calcular valores

criticos bajo Hy como para evaluar la potencia del contraste bajo H;.
3.2.4. Distribucién limite

Nyblom y Mikeldinen (1983) encontraron que la distribucion limite de N'M,,/n bajo
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la secuencia de alternativas locales H; : p = c?/n? viene dada por

A 2
NM/n Y <k2n2 + k4cn4> & (3.21)

k=1

Para obtener esta distribucién asintética se escribe (3.17) como

1 _ _
p S (14 2n2A) 8k

NM,/n=

1 4

LR+ g

en donde se ha dividido el numerador y denominador por n y se ha reemplazado p por
c?/n?. De (3.18), y recordando que sin(x)/x — 1 cuando x — 0, se tiene que n?A, ' =

(7tk)?{[(2n)/ (7k)] sin[7tk/ (2n)]}? — (7j)? cuando n — co. De aqui, el numerador

1 n—1 v o d 00 1 CZ
ﬁ ;Ak(l +cn /\k)ék — ];1 2k2 + A gk
y el denominador
1 n—1
—Yy s An A& D 1, (3.22)
k=1

porque (c/n) K=y &/ (72K%) 5 0y Liz{ Ge/n 5 1.
Nyblom y Mikeldinen (1983) notaron que la distribucion limite de N'M,,/n bajo Hy
es equivalente a la distribucién limite del estadistico Cramer-von Mises de bondad de

ajuste, que puede evaluarse usando la serie dada por Anderson y Darling (1952)

Fir) = - 2(—1>f (7)o 10172 expl i+ 1172/ (160110 al 4+ 12 (16w,
L

(3.23)
en donde Kj4[z] es la funcién Bessel modificada de segunda clase. La serie converge
muy rdpidamente cuando k¥ < 2, siendo por tanto posible elegir un punto de trunca-
miento | a partir del cual los términos de la serie se anulan. En la préctica, | suele ser

menor que 10.

La funcién de distribucién (3.21) no puede evaluarse por Imhof (1961) al ser una forma

cuadratica infinita. Ademads, hay que advertir que la aproximacién tentativa de truncar
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la serie asintética eligiendo un tamafio muestral n grande,

n—1 1 C2
F(x) ~ Pr [Z (W+W> & < K]

k=1

resulta bastante imprecisa porque se estarian aproximando bastantes autovalores. Aqui se
ha tabulado la distribucién asintética mediante el método de Davies (1980) usando un
tamafio muestral muy grande, n = 5000, y los autovalores exactos (3.18), obteniéndose

unos valores criticos practicamente idénticos a los de Anderson y Darling (1952).
3.2.5. El contraste invariante 6ptimo puntual

Aunque no lo derivaron explicitamente, Nyblom y Mikeldinen (1983) consideraron
también el contraste invariante més potente (MPI), también llamado contraste inva-
riante 6ptimo puntual, para el problema de decisién Hy : p = 0 frente a la alternativa
simple Hy : p = pj, el cual es util para evaluar la potencia de N M,,/(n — 1). Del

Teorema 1, el contraste MPI rechaza Hy cuando

toma valores pequefios, en donde & y & son los residuos de la estimaciéon MCG y
MCO, respectivamente. Para derivar la distribucion exacta del estadistico P,, cuando

el pardmetro verdadero es p, primero es necesario expresarlo en términos de y

P YiMa(p)y: _ y'Qepn) M (01) Qe (01) %y
! y'My y'My

7

en donde hay que notar que el parametro verdadero p no tiene que coincidir necesa-
riamente con el valor p; fijado en H;. En segundo lugar, hay que notar también que la

matriz idempotente M, (p1) puede escribirse como

M. (p1) = Qe(p1)* V' (VQe(p1) V') 1V Qe (p1)'?,
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en donde para simplificar la notacién se supone que Q. (p;)'/? es una matriz simétrica?.

Asi,
_YVI(VQ(p1)V') ' Vy

P
" YV (VV')-1Vy

Como Vy ~ N(0,02VQ,(p) V'), definiendo e = (VQ,(p)V')1/2Vy ~ N(0,0°1,_1),

se tiene que

€ (VQ() V) 2(VOe(p1) V') (VO (p) V') 2e
€(VQ(p)V)VA(VV') 1 (VQ(p) V)2~

P =

De (3.16) y VQ,(p)V' = pl,,_1 + VV’, resultan las siguientes descomposiciones es-

pectrales

7
L

VQ(p)V' =) (o + A prphs

k=1
no1 e 11
(VQe(p1) V) =) (o1 + A ) prprs
k=1
n—1
(VO (01) V') 'VQ(0) V' = Y [(1+pAx) /(1 + p1A0)]pkpr Y
k=1
n—1

(VV)I'VQ(0)V' =Y (14 pAd) prpis

»
Il
—_

que conducen a
_ Tin [+ pA) /(1 + prAg) 8k

Y (14 pAr) &k

en donde ¢ = €'pxpje/0? ~ x3. La distribucién P, en muestras finitas puede evaluar-

Pu , (3.24)

se usando el procedimiento de Imhof (1961).

En la derivacién de la distribucién limite de P, se considera el contraste de Hp : p = 0
frente a la secuencia de alternativas H; : p; = c{- /n? cuando el pardmetro verdadero es

p = ¢?/n%. Remplazando estas expresiones de p y p; en (3.24), se obtiene

n e [+ @20 /(L dn A0 Gk oy,

7)11 7 =
(ee1) nL YT + 2 2Ag) G

1,

porque, por un lado, los pesos del numerador (1 + c*n72A;) /(1 + c3n~2A;) — 1 cuan-

do k — ooy, por otro, de acuerdo con (3.22) el denominador converge en probabilidad

2En una implementacion practica, Q. (p1)'/? serfa el factor de Cholesky de Q0 (p1 ), que seria una matriz
triangular inferior, y habria que distinguir entre O, (p)'/2 y su traspuesta, Q. (1) = Q. (p1)"/2Q (01)!/? .
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a 1. Por tanto, la distribucién limite de P, (c, c1) es degenerada y es necesario realizar
la siguiente normalizacién
(cfn2AK) (1 +c*n M)

(1+c2n—2A) S i (k> + ?)
n Y (14 2n=2A0) 8 i1 ( ﬂzkz 1)k

n—1
L1

n[l—"Py(c,c1)] = Cre

Asi, bajo Hy: c =0,

Yp [3n 20/ (L4 En 22|86 0 & c2

1—Px(0, N e —
n (0,c1)] = n Tyl k; T2K2 + 2 Cr
Andlogamente, bajo H; : ¢ = ¢y,
Y 1<C1 Ak d
n[l—Pu(c1,c1)] = — Ck
B Zkzl (1+ Clniz/\k)‘:k kzl nzkz

En este caso, el resultado P« (c1, 1) L puede justificarse como una consecuencia de
la propiedad de consistencia del estimador MCO en el modelo cldsico generalizado:

como |Byico — Bucc! 0, resulta que [&'Q, (1) '& — &'8| 5 0.

La distribuciéon muestral de n[1 — P(c,c1)] se utiliza para calcular numéricamente la
denominada potencia envolvente, que requiere una doble tabulacién. En primer lugar,
se tabula la distribucién bajo Hy : ¢ = 0, que proporciona los valores criticos para
el contraste MPL. Y, en segundo lugar, se tabula la distribucién bajo una secuencia de

alternativas H; : ¢ = c3.
3.2.6. Valores criticos y potencia del contraste

El cuadro 3.1 contiene algunos percentiles de la distribucién exacta del estadistico
NM,/(n—1) para tamafios de muestra n = {11(10)101, 00}, que se han obtenido
usando una implementacién propia en C++ del procedimiento de Davies (1973) e in-
corporada en el programa Empiricus. Puede comprobarse que los valores criticos para
muestras de més de 61 observaciones son muy similares a los asintoticos, de manera
que la convergencia a la distribucién asintética es muy rapida. Ademads, como se dedu-
ce también de los momentos (3.19), se observa que la distribucién muestral se desplaza
ligeramente hacia la izquierda al aumentar el tamafio muestral. Estas dos caracteristicas

(convergencia rdpida y desplazamiento hacia la izquierda) se aprecian més claramente
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Cuadro 3.1: Percentiles de la distribuciéon Pr (N M, /(n — 1) > k) = «

«

n 099 0925 095 090 050 010 0.056 0.025 0.01
11 0.044 0.050 0.058 0.069 0.154 0.401 0504 0.599 0.707
21 0.034 0.040 0.047 0.057 0.136 0375 0485 0.593 0.730
31 0.031 0.037 0.043 0.053 0.130 0.366 0.477 0.590 0.736
41 0.029 0.035 0.042 0.051 0.127 0361 0474 0.587 0.738
51 0.028 0.034 0.041 0.050 0.126 0.358 0.471 0.586 0.738
61 0.028 0.033 0.040 0.050 0.125 0.357 0.469 0.585 0.741
71 0.027 0.033 0.039 0.049 0.124 0.355 0468 0.585 0.741
81 0.027 0.033 0.039 0.049 0.123 0.354 0.468 0.584 0.741
91 0.027 0.032 0.039 0.048 0.123 0.353 0.467 0.584 0.741

101 0.027 0.032 0.039 0.048 0.122 0.353 0.466 0.584 0.741
oo 0.025 0.030 0.037 0.046 0.119 0347 0461 0.580 0.744

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
NM,

Figura 3.1: Cdf y pdf del estadistico NM,,

en la figura 3.1, que muestra la cdf y la funcién de densidad de probabilidad (pdf, en
adelante) del estadistico de contraste para tres tamafios muestrales. El programa Empi-
ricus permite calcular valores criticos utilizando la sentencia "davies nm -n[] -p[]",
en donde los modificadores -n[] y -p[] especifican los tamafios de muestra y las pro-
babilidades, respectivamente. El programa también permite calcular p-valores introdu-
ciendo la sentencia "davies nm -n[] -x[]", en donde el modificador -x[] especifica
los valores del estadistico. Opcionalmente, el comando davies puede reemplazarse por

el de imhof.

El cuadro 3.2 muestra la potencia del contraste al nivel de significaciéon « = 0.05 para
tamarfios de muestra n = {11(10)101, 00} y valores de p = {0.0006,0.003,0.006,0.011,
0.026,0.05,0.083,0.129}. De (3.20), la potencia se calcula como

n—1
Pr(NMy/(n—1) > kyy) =1—Pr [Z < Ak _K,m> (14 pAg)Ck < O] ,

— n—1

en donde x, , es el valor critico que depende de « y 1; en este caso, se corresponden
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con los valores de la octava columna del cuadro 3.1. Para un p dado, se observa que
la potencia del contraste es siempre mayor que 0.05 (insesgadez) y aumenta monéto-
namente con el tamano muestral. De forma similar, dado un tamafio muestral n, se
observa que la potencia aumenta monotonamente al alejarse p de cero. La potencia
puede calcularse en Empiricus con la sentencia "davies nm -n[] -p[] -rho[]", en

donde el modificador -rho[] especifica los valores de p bajo H;.

Cuadro 3.2: Potencia del estadistico N.M,,/ (n — 1)

0
n 0.0006 0.003 0.006 0.011 0.018 0.026 0.037 0.05

11 0.051 0.0563 0.057 0.062 0.069 0.079 0.090 0.103
21  0.053 0.062 0.078 0.102 0.132 0.168 0.208 0.250
31 0.057 0.078 0.115 0.166 0.224 0.286 0.346 0.401
41 0.062 0.101 0.164 0.242 0322 0.397 0464 0.523
51 0.069 0.129 0.221 0320 0412 0492 0.560 0.618
61 0.078 0163 0279 0393 0491 0572 0.638 0.692
71 0.088 0.200 0.337 0.459 0.558 0.637 0.700 0.750
81 0.100 0.238 0391 0517 0.616 0.692 0.751 0.797
91 0.114 0.277 0.441 0.569 0.665 0.737 0.792 0.840
101 0.128 0.316 0487 0.615 0.708 0.775 0.833 0.866
o 0991 1 1 1 1 1 1 1

El cuadro 3.3 contiene los valores criticos para el estadistico n[1 — P,| al nivel de sig-
nificaciéon & = 0.05, que son necesarios para el calculo de la potencia envolvente que
se muestra en el cuadro 3.4. A diferencia de Nyblom y Mékeldinen (1983) que con-
sideraron valores de p bajo H; comprendidos entre 0.05 y 5, aqui se consideran va-
lores comprendidos entre 6.41 x 10~* y 0.05 porque son los que suelen encontrarse
en aplicaciones practicas. Comparando las columnas del cuadros 3.2 y 3.4, se com-
prueba que el estadistico POI siempre es mas potente que el LBI, siendo préacticamen-
te iguales en la proximidades de Hjy porque ambos son los mds potentes. Los valo-
res criticos del estadistico n[1 — P,| pueden calcularse en Empiricus con la sentencia
"davies nmpoi -n[] -p[] -rhoi[]", en donde el modificador -rho1[] especifica los
valores de p bajo H;. El modificador -p[] puede reemplazarse por -x[] para calcu-
lar p-valores. Mientras que la sentencia "davies nmpoi -n[] -x[] -rho[]" permite

calcular la potencia del contraste.
3.2.7. Inclusién de una deriva

Nyblom (1986) extendi6 el contraste de Nyblom y Mékeldinen (1983) al modelo (3.1)
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Cuadro 3.3: Valores criticos para estadistico n[1 — P, al nivel del 5%
P1

n 0.0006 0.003 0.006 0.011 0.018 0.026 0.037 0.050
11  0.032 0.129 0.288 0.500 0.754 1.038 1.342 1.651
21 0.121 0464 0958 1526 2110 2677 3.221 3.738
31 0262 0930 1768 2.609 3400 4.144 4.851 5.528
41 0444 1461 2572 3.607 4562 5459 6.323 7.166
51 0.661 2.003 3.330 4.525 5.633 6.688 7.714 8.719
61 0902 2535 4.041 5390 6.646 7.857 9.044 10.21
71 1.160 3.047 4.708 6.208 7.621 8.988 10.33 11.66
81 1426 3535 5351 7.002 8565 10.09 11.60 13.09
91 1.697 4.003 5968 7.767 9.487 11.17 12.84 14.49
101 1968 4.452 6.565 8514 10.39 1223 14.06 15.88

Cuadro 3.4: Potencia del estadistico n[1 — P,| con « = 0.05

01
n 6.41e-04 0.003 0.006 0.011 0.018 0.026 0.037 0.050

11 0.051 0.053 0.057 0.062 0.069 0.079 0.090 0.104
21 0.053 0.062 0.078 0.102 0.132 0.169 0.210 0.255
31 0.057 0.078 0.115 0.166 0.228 0.294 0.361 0.428
41 0.062 0.101 0.165 0.247 0.334 0422 0504 0.579
51 0.069 0.130 0.224 0.332 0.439 0.538 0.624 0.698
61 0.078 0.164 0.287 0.416 0535 0.636 0.720 0.788
71 0.088 0.202 0.351 0.495 0.618 0.717 0.794 0.853
81 0.100 0.242 0413 0.566 0.689 0.782 0.850 0.899
91 0.114 0.284 0472 0.630 0.749 0.834 0.892 0.931
101 0.129 0327 0.528 0.686 0.798 0.874 0923 0.953
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ampliado por la inclusién de un término constante 6 en la ecuacién del nivel

Yt =Ut + Uy,
(3.25)

ur=pr—1+o+v, t=1,...,n,

en donde y; sigue ahora un paseo aleatorio con deriva fija. Bajo Hy : p = 0, el nivel

local se reduce a una tendencia lineal y; = o + Jt.

En notacién matricial, (3.25) puede escribirse como

y=p+u,
(3.26)
Du :i(l)‘uo +id+v,
que, reemplazando la ecuacién de y en la de y, conduce a
y=ipg+t0+Cv+u, (3.27)
endondet = (12 ... n). Comparando (3.30) con (3.5) se observa que la inclusién de

la deriva 4 cambia la media de la distribucién de y, pero deja inalterada su matriz de
covarianzas. De aqui, el contraste LBI para el problema de decisién (3.7) bajo (3.30) es
el dado en (3.8) con la salvedad de que el vector & = My contiene ahora los residuos
MCO en la regresion lineal de y sobre la matriz de disefio X = (i t), siendo M =

I, — X(X'X)"1X.

Para derivar la distribucién exacta del estadistico de Nyblom (1986), definido por

_ y'MCC'My

N y'My

7

se introduce aqui la matriz de segundas diferencias V? de orden (1 —2) x (n — 1), que
puede expresarse como

2
Ve = anZ,nfl anl,nr

en donde V4., es la matriz de primeras diferencias (3.11) de orden indicado por el
subindice. Ademads, se proponen las identidades matriciales M = v (viv?)-1v? y

MCC'M = V?(V2V?) 1y v/ (Vv2v?)-1v?, que permiten escribir el estadistico de
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contraste como
y/VZ, (VZVZI)—]VV/(VZVzl)—lVZY
y' VvV (Vv 1wy

N, =

Definiendo la transformacion lineal
e = (V2V2) 12V ~ N (0,62 (L2 + p(V2V2) 12V Y/ (V2V2)712)),

se obtiene que

N = e (V2V2) 12y v/ (V2v?)-1/2¢

€e
Y siguiendo el argumento dado en (3.16)-(3.17), se llega a

_ Yot Ak(1+ pAg)

Nn ’
YT (14 pAr) gk

(3.28)

en donde A son los autovalores de (VZVZI)*1VV’ y & ~ iidx3. Por desgracia, solo
los autovalores Ay para k € 2,4, ... son conocidos, por lo que no es posible expresar la
distribucién limite en términos de autovalores. No obstante, y de acuerdo con (2.23), la

media y varianza de N, bajo Hy,

_ 2 _ _
E(Ny) =M1 y var(N,) = m[Az — A7),

pueden calcularse usando las siguientes férmulas propuestas por Gallego y Diaz (2011)

A =

2 11n2 + 181
n+ H) , (3.29)

Ay=A

15 Y T ( 840
que revelan la necesidad de corregir el estadistico N, por un factor dependiente del
tamafio muestral n. Nyblom (1986) us6 como factor de correccién n — 2, el ntimero de
autovalores A. En el cuadro 3.5 se presenta valores criticos del contraste N,/ (n — 2)
para diferentes tamafios muestrales n = 12(10)102, que se han obtenido con el progra-

ma Empiricus usando el listado de comandos 3.1.

Nyblom y Harvey (2001) derivaron también el contraste LBI de tendencia lineal de-

terminista, pero considerando como hipétesis alternativa el paseo aleatorio integrado
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Programa 3.1 Comandos de Empiricus para tabular la distribucién de N,/ (n — 2)

// Tamafio muestral

n=12

// Percentiles

p = [0.01;0.025;0.05;0.10;0.50;0.90;0.95;0.975;0.99]
// Matriz de segundas diferencias
matrix D2 -n[n] -a[D2]

// Matriz de primeras diferencias
matrix D -n[n-1] -a[D]

// Factor de Cholescky de D2xD2’

T = chol(D2*D2’)

// Inversa del factor de Cholescky

T = inv(T)

// Matriz de la forma cuadritica

A = T*D*D’*T’/(n-2)

// Procedimiento de Imhof (Precisién: 3)
imhof cdf -A[A] -B[I] -p[p] -P[3]

// Procedimiento de Davies

//davies cdf -A[A] -B[I] -plp] -P[3]

Cuadro 3.5: Percenticles de la distribucién Pr (N, /(n —2) > k) = «

o

n 099 0925 095 090 050 010 0.05 0.025 0.01

12 0.0370243 0.041 0.044 0.050 0.083 0.152 0.179 0.204 0.232
22 0.0266474 0.030 0.033 0.038 0.069 0.136 0.164 0.192 0.227
32 0.0233958 0.027 0.030 0.035 0.065 0.131 0.159 0.187 0.224
42 0.0218124 0.025 0.028 0.033 0.062 0.128 0.156 0.185 0.223
52 0.0208767 0.024 0.027 0.032 0.061 0.126 0.155 0.183 0.222
62 0.0202628 0.023 0.027 0.031 0.060 0.125 0.154 0.182 0.221
72 0.0198225 0.023 0.026 0.031 0.059 0.124 0.153 0.182 0.221
82 0.0195008 0.023 0.026 0.030 0.059 0.124 0.152 0.181 0.220
92 0.0192467 0.022 0.026 0.030 0.059 0.123 0.152 0.181 0.220
102 0.0189800 0.022 0.025 0.030 0.058 0.123 0.151 0.180 0.220
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V2u; = v;. Bajo esta especificacién se obtiene el modelo de regresién generalizado
y =ipg + 1t + CCv +u, (3.30)

en donde el término de error v se acumula dos veces. El estadistico LBI toma la forma

_ yMCCC'C'My

N y'My

7

que requiere una correccién 1. Su distribucién exacta es la dada en (3.28), pero siendo
Ax (k=1,...,n —2) los autovalores de (V2V?)~1. Por desgracia, los autovalores son
desconocidos y hay que calcularlos numéricamente. Aqui, se ha intentado sin éxito

encontrar expresiones analiticas para Ay utilizando las identidades matriciales
VZvZ’ — (VV/)2+10] y (VZVZI)fl — (Vvl)72_101 [(Vvl)fz(v2vz’>fli| 101’
en donde !0, es la matriz nula con unos en las entradas (1,1) y(n—2,n-2).

3.3. Los contrastes de Tanaka y Saikkonen-Luukkonen

Nyblom y Mikeldinen (1983) motivaron su contraste de hip6tesis como un procedi-
miento para detectar estabilidad paramétrica en el modelo de nivel local y sefialaron
que también podria usarse para detectar no invertibilidad en un modelo IMA(1,1). Sin
embargo, fueron Tanaka (1990) y Saikkonen y Luukkonen (1993) quienes derivaron
directamente el contraste de raiz MA unitaria. Mientras que el primero consider¢ el
modelo MA(1) regular como representacion de interés, los segundos usaron el modelo
IMA(1,1) regular, que puede interpretarse como un modelo MA(1) para la serie dife-
renciada. En consecuencia se han propuesto dos formas alternativas pero equivalentes
del estadistico de contraste: una basada en la serie diferenciada; y la otra, en la serie

original.
3.3.1. Laaproximaciéon de Tanaka

El modelo MA(1) regular (véase, p. €j., Box et al. 2008) se define como

zt=(1—-6B)a;, t=2,...,n, (3.31)
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en donde a; es un proceso de ruido blanco Gaussiano, a; ~ iidN(0,¢2), y se consideran
n — 1 observaciones de z; para facilitar las comparaciones con (3.1). El modelo MA(1)

admite la siguiente forma matricial

z=V(0)a, (3.32)
endondez = (z; z3 ... z,) esunvector columna de n — 1 observaciones estacionarias,
a= (a1 ay ... a,)" esun vector columna de n errores aleatorios y V() es una matriz

rectangular de orden (n — 1) x n con elementos iguales a —6 en la diagonal principal,
a 1 en la primera superdiagonal, y a 0 en las restantes diagonales. Cuando 6 =1, V(1)
es la matriz de primeras diferencias V definida en (3.11). Al igual que se ha hecho con
V, aqui se contempla V(6) como la submatriz formada por las dltimas n — 1 filas de
la matriz cuadrada D(6) de orden n formada por unos en la diagonal principal, —6 en
la primera subdiagonal y ceros en el resto. Cuando 6 = 1, D(1) es la matriz D definida
en (3.3). Si B es una matriz cuadrada de orden 7 con unos en la primera subdiagonal y

ceros en el resto, entonces D(0) = I,, — 6B,

La funcién de autocovarianzas del proceso z; es

(1+6%)02 k=0

v2(k) = § —602 k| =1
0 k| >1
y la matriz de autocovarianzas de z, I'; = [y(|i — j|)], es una matriz tridiagonal con

72(0) en la diagonal principal y (1) en la primera subdiagonal y superdiagonal. Si-

guiendo la convencién notacial establecida en (2.1), se expresa I', = 020, (6), en donde
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la matriz de cuasi-covarianzas
Qz(9> = V(G)V(Q)/ =1+ ez)ln—l —0(B,1+ B;—1> (3.33)

tiene la estructura

1+6% -0

9 1+ - 0
—6

0 -0 1+6?

Conviene notar que la forma matricial del modelo MA(1) dada en (3.32) no es un caso
especial del modelo clasico generalizado (2.1) porque no incluye regresores. No obs-
tante, la metodologia de los contrastes invariantes descrita en el capitulo 2 se aplica

igualmente.

Tanaka (1990) consideré el problema estadistico de contrastar la hipétesis nula Hy :
6 = 1 frente a la hipétesis alternativa unilateral Hy : 6 < 1. Sin embargo, dado que las
autocovarianzas v, (0) y (1) estds definidas para cualquier valor de 6, en esta tesis se

enfatiza que Hj se contrasta realmente frente a la alternativa bilaterial
Hy:0 =1 wversus Hj:0 #1. (3.34)

El contraste frente alternativa bilateral se justifica también porque el logaritmo de la

funcién de verosimilitud concentrada de un proceso MA(1)

(0lz,02) = ~" Uin (nzfl 4 1) _ %m .0 - " “In (20,7 (0)2),
presenta una forma especial de simetria: £(0|z,52) = £(1/0]|z,52) porque Q,(1/60) =
(1/6%)Q,(0). Esta forma de simetria implica que ¢(6|z, 72) debe tener un maximo o un
minimo en 6 = 1. Por tanto, parece razonable no rechazar Hy cuando /(6|z, 2) alcanza
un méaximo en 6 = 1, es decir, cuando la segunda derivada de £(0|z,?) evaluada
en § = 1 es negativa. En el capitulo 2, se ha demostrado que el contraste LBIU de

una hipétesis nula simple sobre un pardmetro de la matriz de covarianzas frente a
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una alternativa bilateral se basa precisamente en la segunda derivada de la funcién de

verosimilitud concentrada.

La primera derivada de ¢(6|z,52) respecto de 0 es

0, (6)

o 2"

7

a0(0lz,62) 1 ( dnz(9)>n—1zl<m2(g)l>z

de 2 20, 1(0)z

que se anula cuando se evaltia bajo Hy porque

dQ,(0) _
=0 o
y -1
Dl ——a0% 00|~

A su vez, la segunda derivada de £(0|z, 52) respecto de 6

RU(6|z,02) 1 (dﬂ;l(e)dﬂz(9)+ 0_1(9)d201(9)>

a2~ 2"\ a8 do . a0
220, (0)! a0, 01\ 17
!/ i A !/ e A
_n—lz< da6? >Z+n—1 Z( a6 )z
2 20, (0)z 2 20, 1(0)z

evaluada bajo Hy conduce a

92(0|z,52)

S __ 1y (—In_l + 20;1(1))

0=1 2
no17 (2071 -202(0)z 4

2 zZ0, 1)z 2’

que seréa positiva cuando la ratio

7’0, (1) 2z

T = z/Q, (1) 1z

(3.35)

tome valores grandes. Asi, la region critica del contraste LBIU de no-invertibilidad en

un modelo MA(1) viene dada por 7, > «.
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Tanaka (1990) not6® que Q,(1)~! = H'H, en donde

55
S

1 2 n—1

Vnin—=1) /n(n—-1) n(n—1)

Usando esta descomposicién matricial expresé el estadistico 7, como

2
Yt ( (T =tz — %Z?;ll(” - t)zt>

7;1 - 2
1 (v (T t20)

) (3.36)

en donde se ha adaptado aqui la férmula original al tamafio muestral n — 1.
3.3.2. Laaproximaciéon de Saikkonen-Luukkonen

El modelo IMA(1,1) regular

Vyt = (1 — GB)at, t = 1, oo n, (337)

puede escribirse en forma matricial como

D(l)y = i(l)yo + D(Q)a, (3.38)

en donde g es un valor premuestral que se supone no estocastico y el resto de simbo-
los se han definido previamente. Premultiplicando (3.38) por la inversa C de D(1), se

obtiene que

y = iyo + CD(6)a, (3.39)

que es un caso especial del modelo de regresién lineal generalizado (2.1) con X = i,

B =yoy e = CD(0)a. Consecuentemente, la distribucién muestral de y es

y ~ N (iyo,02Q(0)) con Q.(0) = CD(8)D(6)'C’. (3.40)

3En el apéndice ?? de esta tesis se presenta una demostracién de esta descomposicion, pag. 2.
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Aligual que Tanaka (1990), Saikkonen y Luukkonen (1993) consideraron el contraste de
Hy : 6 = 1 frente a la alternativa H; : |8 < 1. Sin embargo, como se ha justificado en el
apartado anterior, Hy se contrasta realmente frente a la alternativa bilateral H; : 6 # 1.
Bajo Hy, Q,(0) = 1,;; y de acuerdo con el Teorema 3, el contraste LBIU rechaza Hy frente

a Hy cuando

SLy=——"12=%sx, (3.41)

en donde & = My son los residuos minimocuadraticos en la regresién de y sobre una
constante, es decir, los datos centrados, é; = y; — i. La obtencién del estadistico S£,,

requiere el cdlculo de la segunda derivada

20,(0) _d*D(0)D(0)

/
dez C do? C,
en donde
1 —0 0 0
—0|1+6%> -0
DODO) =| 0| -6 1+
—0
0 —0 1462
y
0|0 O 0
0|1 O
d*[D(6)D(6)'] . P
0
0 0 1

3.3.3. Laequivalencia entre los tres estadisticos

Los estadisticos de Nyblom y Mékeldinen (1983), Tanaka (1990) y Saikkonen y Luuk-

konen (1993) pueden escribirse como

'MCC'M (VV')2 'MCBB'C'M
MM, =Y Y 77122,( I y

y'My z/(VV')-1z’ y'My

Para probar la equivalencia entre N’ M,, y T, se propone aqui una expresion alternativa
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para este tltimo considerablemente mas simple e intuitiva. El modelo MA(1) bajo Hy
puede escribirse como z = V(1)&, en donde i son los denominados residuos exactos,

que se definen como la esperanza matematica de a condicionada a z
i = E(a|z) = E(az)E(zz) 'z = V(1)Q,(1) 'z

Las identidades matriciales (3.10) y (3.12) propuestas para simplificar la derivacién de
la distribucién limite de A/ M, se usan ahora para expresar el numerador y denomina-

dor de 7, como

que conducen a dos formas equivalentes de 7,

n noo=\2 n toa)?
T, = i1 (anzjzar) _ L1 (nZT:éaT) ) (3.42)
t=14% t=1

Ademas, se cumple que i'd = 0 porque Vi = 0. Asi, cuando los datos de z; se ob-
tengan diferenciando una serie y;, z = VY, los residuos exactos del modelo MA(1)
estrictamente no invertible, 3 = V(1)'Q,(1) Dy, coincidirdn con los residuos mi-
nimocuadréticos en la regresiéon de y sobre una constante, & = My. En otras pa-
labras, el estadistico N'M,, basado en y; es equivalente al estadistico 7, basado en
zt = Yt — Yi—1. En esta tesis se propone el cdlculo de 7, basado en los residuos exactos
del modelo MA(1) estrictamente no invertible, resultado que, como se mostrard maés
adelante, es especialmente ttil para extender el contraste de no invertibilidad al mode-

lo ARMA(p,q +1).

Para probar la equivalencia entre N M,, y SL,, se utiliza la propiedad de suma residual
nula asociada a la estimacién minimocuadratica, que impone la siguiente estructura
para el vector fila yMC = (0 Y} ,4; ... d,), junto con la definicién de la matriz
de desplazamiento horizontal B, que conduce a yMCB = (Y} ,d; ... d, 0). Asi,
yMCC'My = y'MCBB'C'My = /L, (Y1 4)*.

La equivalencia entre los tres estadisticos es una consecuencia de la equivalencia entre

los tres modelos de interés. La denominada forma reducida del modelo estructural de
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nivel local (3.1) viene dada por

zi=v+(1—=B)uy, t=2,...,n, (3.43)

en donde z; = y; — y;—1 es un proceso estacionario. La funcién de autocovarianzas de

z; s6lo tiene dos coeficientes no nulos

y se corresponde con la de un proceso MA(1) con pardmetro positivo, 8 > 0. De aqui,

la ratio sefial-ruido p = 02 /02 puede expresarse en términos del pardmetro MA

y viceversa

g Pt2+ VP +4p
2 7

en donde se observa que el contraste frente a alternativa unilateral (3.7) en el modelo
de nivel local es equivalente al contraste frente alternativa bilateral (3.34) en el modelo
MA(1). Para comprender mejor por qué el estadistico N'M,, es LBI, mientras que el es-
tadistico 7, es LBIU, conviene notar que la funcién de verosimilitud en ambos modelos

es equivalente L(p|z) = L(60|z), pero

dL(plz) _ d*L(plz) <dp>2 dL(plz) 4

ez dp2  \db do do?

L (pl2)

d6?

_, dL(pl2)
0=1 dp

4

p=0

en donde se observa que el contraste de no invertibilidad en el modelo estructural se
basa en la primera derivada de la funcién de verosimilitud; mientras que en el marco

ARIMA, en la segunda derivada.

La aproximacién de Tanaka puede aplicarse a la forma reducida (3.43) para derivar el

estadistico LBI para el contraste de Hy : p = 0 frente Hy : p > 0. El modelo reducido en
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notacion matricial es

z=VCv+ Vu, (3.44)

endondez = Vyy VCv = (v ... v,)" son vectores (n — 1) x 1. De aqui,
z~N(0,00(VV' +pIL,_1)).

Se comprueba facilmente que la primera derivada de la funcién de versosimilitud con-

centrada L(p|z, &2) respecto de p serd negativa bajo Hy cuando

dIn[z/(VV' +pl,_1)"12]

dp 0=0
tome valores grandes, es decir, cuando
Z/(VV') 2z
="__— 71 ">«
T 2/ (VV')lz .

3.3.4. Distribucidén exacta

Establecida la equivalencia entre los tres estadisticos N M, T, y SL,, la distribucién
exacta para los dos tdltimos puede obtenerse de la distribucién del primero y de la re-
lacién p = (1 — 6)?/6. No obstante, se proporciona una derivacién detallada usando el
modelo MA(1) como proceso generador de datos, que permitira posteriormente obte-

ner la distribucion limite en términos de movimientos Brownianos.

Los pasos que se siguen en la derivacién de la distribucién exacta del estadistico 7, son
similares a los descritos para N'M,,. En primer lugar, se expresa 7T, en términos de a
sustituyendo (3.32) en (3.35)

a'V'(0)0,(1) 2V (0)a
AV (0)Q, (1) 1V (0)a’

T, = (3.45)

En segundo lugar, se calcula la descomposicién espectral de las matrices que apare-
cen en el numerador y denominador de la ratio. Para ello hay que tener en cuen-
ta que la matriz V(0)'Q,(1) "2V (6) de orden n x n tiene un autovalor nulo y n —

1 autovalores no nulos que son idénticos a los de la matriz V(0)V (0)'Q,(1)72 =
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Q,(0)Q,(1)72 de orden (n — 1) x (n — 1)*. Andlogamente, la matriz del denomina-
dor V(6)'Q,(1)"1V () tiene los mismos autovalores no nulos que Q,(0)Q, (1)~ L. Si
A(0) = diag(A1(0),...,A,—1(0)) es la matriz diagonal que contiene los n — 1 autovalo-

res de Q,(0) !, entonces se tiene que
0,(0) =PAB) P v Q,(0)0,(1)" =PAB)IAQQ)P,

en donde r es 1 0 2, y P es la matriz ortonormal de autovectores que no depende de 6,
P'P = I,_4. Asi, pues, la descomposicién espectral para cada matriz de la ratio viene
dada por

/ —r _ = Ar(l) /

en donde g es el autovector de V'(6)Q,(1) "V (0) asociado al autovalor A%(1) /Ax(6).

Finalmente, se define la forma cuadrética ¢, = a’qxqja/o7 ~ iidx? que conduce a

_ L A1)/ A (8) 16k
Y [Ak(1) / Ak (0)]1Ek

T (3.46)
en donde los autovalores Ay (8) ™! = (1 + 6?) — 26 cos(%k) de (3.33) pueden escribirse
como

M) = (1-0)2+0A(1) L.

Comparando (3.46) con (3.17), se observa que la distribucién de 7, es idéntica a la de

N M, porque

= 01+ pAx(1)]. (3.47)

Por tanto, como sucede con el estadistico N'.M,, es necesario corregir 7T, por un factor
dependiente del tamafio muestral n para conseguir que los dos primeros momentos

sean finitos en muestras grandes. Se obtiene asi la cdf de 7,,/(n — 1),

) (3.48)

" o |5 M) (A
Pr(T,/(n—1) < )_P[;Ak(9)<n_l >5k<0

que es equivalente a (3.20), cuya evaluacién por Imhof (1961) permite obtener los mis-

mos cuadros 3.1y 3.2 proporcionados para N'M,, /(n — 1), con una modificacién me-

451 V(0)'Q,(1) 72V (8)x = Ax, entonces V (8)V(8)'Q,(1) 2y = Ay cony = V(#)x.
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nor: en el cuadro 3.2 los valores de p bajo H; corresponden a los valores de 6 =

{0.975, 0.95, 0.925, 0.9, 0.875, 0.85, 0.825, 0.8}.
3.3.5. Distribucién limite

Sin citar el trabajo de Nyblom y Mikeldinen (1983), Tanaka (1990) encontré que la dis-
tribucion limite de 7,/ (n — 1) bajo la secuencia de alternativas locales H; : 0 =1 —c/n

viene dada por
R 1
T/ n=1) & 1 (kznz k4n4> e (3.49)

que, como cabia esperar, es idéntica a (3.21). La demostracién, por tanto, se basa en los
resultados descritos en el apartado (3.2.4) y en (3.47). Recordando que A (1)~ —

(7tk)? cuando n — oo, se tiene que

1T Ak(1)? [ 1—c/n c? i [ 1 c?
ik e = ) ¢ e ) @

k=1 k=1

o [ 2=

porque 22;11 &/ (nmc?k?) o y Zz;ll Cr/n Poq.
En la extensién estacional del estadistico 7, Tam y Reinsel (1997) expresaron también

la distribucién limite en términos de un funcional de movimientos brownianos

7;/n—>/ r) + cV*(r) 2 dr, (3.50)
en donde V(r) = W(r) — rW(1) es un puente browniano y V*(r fo s)ds —
r fo s)ds es un movimiento browniano integrado. Su demostracién es larga y com-

plicada, pero puede simplificarse considerablemente usando las identidades matricia-
les (3.10) y (3.12) y notando que el modelo MA(1) bajo la alternativa local 6 =1 —¢/n,

z¢ = a; — a;_1 + (c¢/n)a;_1, puede escribirse en forma matricial como
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endonde VCa = —(a; ... a,-1 0)'. Asi, el denominador de 7, /n dividido por n

1 1

“20,(1) 'z = —a[I, — SCM[L, — SCa B o2

n n n n

porque E(a’Ma) = (n — 1)02, E(a’CMC’a) = n(n+ 1)0?/6 y E(@MCa) = (n —

1)o? /2 implican que
1 2
—a'Ma b o2, acMcCa o y £ a'MCa 5o,
n nd n?

Del mismo modo, el numerador de 7,,/n dividido por n

1 _ 1 c c
ﬁz’ﬂz(l) 2z = ﬁa’[ln — EC]MC/CM[In — EC’]a,

en donde el t-ésimo elemento del vector CM[I,, — (¢/n)C']a es

BB (B e ERe)

=1 =1

en donde 7 es la media de los errores del vector a. Ahora sélo hay que tener en cuen-
ta las siguientes leyes de convergencia relativas a la suma acumulada parcial de un

proceso de ruido blanco (véase, p. ej., Hamilton 1994):

1. n~ /2 Ztr:1 ac 4, a,W(r),

2. n V2 = (t/n)n V2" ar S arW(1),

_ d
3. n 32yt YY" a4 5o, fOrW(s)ds,

4 (t/mn 32 Y 4 S oy [ W(s)ds,

en donde W(r) es el proceso de Wiener y r es la division entera [t/n] € [0, 1]. Asi, pues,

el numerador de 7, /n dividido por n converge en distribucion a

2 [ o) e | [ Wi [ wias }d

2

que al dividirlo por ¢ completa la demostracién. No obstante, la siguiente observacién

es necesaria . El movimiento browniano integrado V*(r) en (3.50) aparece multiplicado
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por ¢; mientras que en la demostracién aqui presentada, por —c. La equivalencia surge
por la independencia de V(r) y V*(r), E(a’CMC'CMa/n?) 0. De aqui, (3.50) puede
escribirse como
1
To/n / [V(r)* + c2V*(r)?] dr, (3.51)
0
cuya equivalencia con (3.49) es ahora mds clara.

3.3.6. Inclusiéon de una deriva

Sin citar a Nyblom (1986), Tam y Reinsel (1998) consideraron el modelo IMA(1,1) con
término constante

Vyi=u+(1—6B)ay,

que es equivalente al modelo de nivel local con deriva (3.25) cuando 0 < 6 < 1, y que

puede contemplarse como un modelo IMA(2,2) no invertible
V2y; = (1 - B)(1 —6B)a;.

Asi, el contraste LBIU de Hy : 6 = 1 frente a H; : 6 # 1 plantea la cuestion de si un
proceso MA(2) tienen dos raices unitarias o solamente una, y se basaen NV,,/(n — 2) >
k. Usando los resultados de MacNeill (1978), Tam y Reinsel (1998) encontraron que la

distribucion limite bajo la secuencia de alternativas p = 1 — ¢/n viene dada por
d 1 2
Np/n — / Ve(r)dr,
0
en donde V (r) is un puente browniano generalizado de primer orden

V(r) = W(r) — rW(1) +3r(1 —7) <W(1) - 2/01 W(u)du) , 0<r<l.

Resulta trivial derivar el contraste de Nyblom y Harvey (2001) como el contraste de
la hipétesis de raiz MA unitaria doble frente a la alternativa de invertibilidad en el

modelo V2y; = (1 — 6B)%a;.

3.4. El contraste de Nyblom y Mikeldinen corregido

Nyblom y Mékeldinen (1983) derivaron el contraste LBI de no invertibilidad en el mar-
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co del modelo mds simple en el que puede plantearse este problema: el modelo de nivel
local o modelo IMA(1,1). El contraste ha sido extendido al modelo IMA(1,1) impuro cu-
yo término de error presenta correlacion serial, o bien de tipo ARMA(p,q), o bien no
especificada. En el primer caso se habla de correciones paramétricas; en el segundo, de

correcciones no parameétricas.
3.4.1. La correccién no paramétrica de KPSS

En la derivacién de la distribucion asintética de N'M,,, Kwiatkowski et al. (1992) re-
lajaron el supuesto u; ~ iidN(0,02) para permitir cierta heterogeneidad y correlacién
serial débil en los errores. Siguiendo a Phillips y Perron (1988), suponen que u; cumple

los siguientes supuestos:
(i) E(u;) =0Vt
(ii) sup,E|ut|f¢ < co paraalgin g >2ye > 0;

(iii) n = iMoo E(tuy + -+ -+ 1y)? — 02 € (0,00);

. . . . 1-2
(iv) u; es una secuencia a-mixing con coeficientes w,, tales que ), _; ay, /P < oo,

Bajo los supuestos (i)-(iv), demostraron que el numerador de N'M,, dividido por n?

tiene la distribucién limite
1 T t 2 1
— Z Z | = (7/ V(r)dr,
=3 \=1 0

en donde ¢? es la denominada varianza a largo plazo definida en (iii) y el simbolo
= denota convergencia débil. De aqui concluyen que, cuando los errores no son iid,
entonces el denominador de N'M,, dividido por #n no debe ser un estimador consistente

de (75, sino de 02, el cual esta dado por

en donde w(s, ) es una funcién kernel y [ es el parametro ancho de banda. Siguiendo a
Newey y West (1987), usaron el kernel de Bartlett w(s,I) =1 —s/(I + 1) que garantiza
que 02(1) > 0. Ademds, para asegurar su consistencia, es necesario que / — oo cuando

n — 0.
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El estadistico N’ M, /n corregido es

A2 n n A N\2
_ 0y o 1 Zt:1(27:1 ur)
CPSSu/n = oot N Ma/n = =8 S,

endonde i = (y: — §) y 62 = Yj_, 17 /n. Similarmente, el estadistico \;, /n corregido

A2 n n A \2
), _ Yy _thzl(ZTzl 29
K:PSSH /1’1— a_2(1)./\/;1/”— le a_z(l) s

en donde el superindice (t) indica que #; son los residuos en la regresion y; sobre una

tendencia lineal.
3.4.2. La correccién no paramétrica de Tanaka

Tanaka (1990) modificé el estadistico 7, (e implicitamente N'M,) para contrastar no

invertibilidad en un modelo MA(1) impuro

Zt :(1—9B)bt, t:2,...,n,
(3.52)

b =¢(B)ay,

en donde se supone que b; es un proceso lineal general estacionario e invertible con
$B) =Y 9B, ¢o=1 Y jlgl <oy $(1)=} y; #0. (3.53)
j=0 j=0 j=0

De acuerdo con el teorema 3 de Tanaka (1990), en el modelo MA(1) impuro y bajo la
secuencia de alternativas Hy : 6 = 1 — ¢/n, el estadistico corregido pN'M,,/n sigue

asintéticamente la distribucion limite dada en (3.50), siendo el factor de correcciéon

To Y7 |
(Z}.O:O ¢j) i

La demostracion se basa en una descomposicién tipo Beveridge y Nelson (1981) de la

suma acumulada parcial de los errores b;°

Yo=Y pBlar =Y Y ¢iBa=) ¢;) a
=1 =1 t=1j=0 j=0 t=1

5Una demostracién similar puede encontrarse en el apéndice 17.A de Hamilton (1994, p. 534).
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en donde

Asi,
n o)
Y bi=¢1) ) a+ ) ¥ (a1 —an1)
j=1
en donde los pesos ¢ = §; + 9j1 + ... son una serie absolutamente convergente

Yo lwil =Y jlpl <o
j=1

j=1
por los supuestos (3.53). La principal implicacién es
- * P
—= ) ¥ (a1 — aw—j) >0,
de manera que
t

—= L be = —=9(1) ) ar

LS )
El modelo MA(1) impuro bajo la alternativa local § = 1 — c¢/n puede escribirse en forma

matricial como

z= V(1)L — ~Cb,

endonde b = (by ... by). De aqui, el estadistico de contraste
, 2 b, - SoMeeMlL, — SCb
NM, 12Q,(1)%z ;20— "y (3.54)
= — = . .
no n2(l)z %b’[ln ~ “CMIL, - SCb

El denominador de (3.54) converge en probabilidad a la varianza de b;

Z(bt — b) —) U'b

1
~b'Mb =
n =1

Q=

que, por la condicién de estacionariedad del proceso lineal general, viene dada por

=0
I
&q.\;
M 3
5,

-
Il
—_
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Para estudiar la convergencia en distribucién del numerador de (3.54), hay que notar

que se cumplen las siguientes leyes de convergencia:

1L on 2yt b b op(1)W(r),
2. n*l/ztl_j], — (t/n)nfl/z 22:1 bT i} O'arl[J(l)W(l),
3. w32 Y b b (1) J) W(s)ds,

4 (/m)n 320 T be S oy (1) [ W(s)ds.

Es claro ahora que, en el modelo MA(1) impuro bajo la secuencia de alternativas H; :

0=1—c/n,
NM,

n

d 1 2, 2
¢ A, /O (V(r)? + AV*(r)?) dr. (3.55)

Para el proceso estacionario b; se cumple que

i=0

2
27f,(0) = 0p (kz l/Jk) = 7,(0) + Zkz (k) y mk) =00 Y piiik
0 1 i—

en donde 7y, (k) = E(bib;_i) es la autocovarianza de b; en el retardo k y f,(0) es la
funcién de densidad espectral de b; evaluada en 0. Tanaka (1990) propuso el siguiente

estimador consistente de ¢

. T(0)
¢ =~
o7 (1)
con
2 ? N l k . . 1 o
03 (1) = 27f,(0) = §u(0) +2 ) (1 — m)’rb(k) y k) ==Y biby,
k=1 t=k+1
en donde
t k

es el t-ésimo elemento del vector columna b = Hz. Tanaka (1990) justifico el uso de by
porque los denominados residuos condicionados Et(o) =z + Bt@l obtenidos suponiendo
que E%O) = 0 son inconsistentes. Sin embargo, aqui se propone el uso de los residuos

exactos b = V(1)Q, (1) 'z para estimar las autocovarianzas 7, (k). Se comprueba facil-

mente que estos residuos, by = b; — b, son consistentes y pueden calcularse recursiva-
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mente de la relacién
Et:Zt+Et_1, t:2,...,7’l,

usando como condicién inicial

C Yio(n— t)Zt.

n

S

1=

Dada la equivalencia entre 7, = N M, la notacién 7, se usa, en adelante, para el

estadistico N’ M,, corregido con un factor no paramétrico

NM, 1385 (Xh_, Et)2‘

—w2 20

To/n =@

Cuando z = Vy, entonces b = V(1)Q,(1)"'Vy = My y el estadistico T;,/n coincide
con KPSS, /n. La especificacion de una estructura ARMA (p, q) conocida para el error
b; tiene la ventaja de permitir tabular la distribucién exacta del estadistico 7, en mues-
tras finitas y evaluar la medida en que tal distribucién se aproxima a la obtenida en el

caso simple.
3.4.3. La correccién paramétrica de Leybourne y McCabe

Leybourne y McCabe (1994) extendieron el contraste de Nyblom y Mikeldinen (1983)

al modelo de nivel local (3.1) generalizado

$(B)yr =pr + uy,
(3.56)

e =p—1+uv, t=1,...,T,

en donde ¢(B) = 1 — ¢1B — --- — ¢, B” es un polinomio AR de orden p estacionario.
Su procedimiento para contrastar (3.7) en este marco se basa en tratar la serie filtrada
y; = ¢(B)y: como un proceso de nivel local. En una aplicacién préctica, sin embargo,
los coeficientes ¢; (i =1, ..., p) son desconocidos y deben estimarse de forma consis-
tente. Citando a Potscher (1991), advierten de que la aproximacion tentativa de estimar

el modelo bajo Hy,

Ye=ut+Pryra+-+Prptu,
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conduce a estimaciones inconsistentes cuando H; es la hipétesis verdadera, porque
el término de error u; seria un paseo aleatorio correlacionado con los retardos de v;.
En cambio, la estimacién por méxima verosimilitud exacta del modelo sin restringir
produce estimaciones ¢; (i =1, ..., p) consistentes de los parametros autorregresivos.
En lugar de estimar la forma estructural (3.56), proponen estimar su forma reducida

ARIMA(p,1,1). Su procedimiento de contraste puede resumirse como sigue:

1. se estima por maxima verosimilitud exacta el modelo ARIMA(p, 1,1) equivalente

¢(B)Vy; = (1 —6B)ay,
2. se construye la serie filtrada

P
g:ﬁ:yt_2¢jyt7jr tzl/"'/n/
j=1

3. se genera la serie filtrada centrada

4. y, finalmente, se calcula el estadistico N'M,, corregido

n I~ 2
1 Yy (X 9)
n—1 yr g

que, bajo la secuencia de alternativas p = c?/n, sigue la distribucién limite (3.21).

Para probar que la correccién paramétrica no cambia distribucién limite del estadistico,

derivaron, en primer lugar, la distribucién de la suma acumula parcial
t
1
ﬁ Z Yt,
=1
teniendo en cuenta que la serie filtrada centrada j; puede expresarse como

=7 = (1 =) Y1 —F-1) + -+ (p — Pp) Ye—p — F—p) + (4t — ) + (us — 11).
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Se aplican los siguientes resultados que ya han aparecido en los apartados anteriores

d 2

L n V2%t (ur — ) 5 c2V(r),

2. n1/2 ztrzl(yf — i) LN czaﬁrV(l),

3. V2L (Yo = 7)) > 02p(1) V() + AV (1),

4 (¢ —n 2Ly (Yo — 7)) B0,

en donde el dltimo resultado sigue de la consistencia de las estimaciones. Realmente,
la demostracién anterior parece innecesaria en tanto en cuanto la consistencia de las

estimaciones asegura que la serie filtrada y; converge a un proceso de nivel local.

Hay tres inconvenientes en esta aproximacién. En primer lugar, la ampliacién del mo-
delo con un polinomio AR(p) en lugar de una estructura ARMA(p, q) puede conducir
a un orden p muy grande, sobre todo cuando el modelo subyacente tiene una estruc-
tura MA adicional casi no invertible. En segundo lugar, y relacionado con el anterior,
se plantea el problema de como elegir p. Finalmente, el filtrado de la serie y; por el

polinomio AR(p) ignora p condiciones iniciales.
3.4.4. La correccién paramétrica de Saikkonen y Luukkonen

Saikkonen y Luukkonen (1993) extendieron el contraste LBIU de noinvertibilidad al

modelo IMA(1,1) impuro

Vyt :(1—9B)bt, t:1,...,7’l,
(3.57)

¢(B)br =6(B)ay,
en donde los polinomios ¢(B) =1 —¢B—--- —¢,B* y08(B) =1—6;B—--- —6,B1
no comparten raices comunes y cumplen las condiciones de estacionariedad e inverti-
bilidad, respectivamente. Siguiendo los pasos descritos para el modelo puro (3.37), se

llega a la forma matricial de (3.57)
y =iyo+e, e=CD()b, (3.58)

endonde b = (by by ... b,) ~ N(0,T), Iy = [v4(]i —j|)] y cada autocovarianza

Yp(k) = E(btbs_y) es una funcién conocida de o2 y del cojunto de pardmetros ¢ =



66 CAPITULO 3: CONTRASTES OPTIMOS DE NO INVERTIBILIDAD REGULAR

{¢1, ..., ¢p, 01, ..., U4} Asi, y usando la notacién convencional I, = o2Q),, se tiene

que la distribuciéon muestral de y es ahora
y ~ N (iyo, 07Q(0)) con Q.(0) = CD(8)Q,D(6)'C, (3.59)

en donde Q, = [0, 27, (|i — j|)] s6lo depende de .

Por el teorema 3, el contraste LBIU para elegir entre Hy : 6 = 1 frente a la alternativa

bilateral H; : 68 # 1 bajo (3.59) viene dado por

& C.BO,B'C.&,
Sep = S PPD Tl (3.60)

e. &,

en donde &, = Q) 1 28, C. = Q, 1/2¢ y & son los residuos de la estimacién MCG de
(3.58). Obviamente, cuando p = g = 0, Q, = I, y SL,, coincide con el estadistico sin

corregir SL,,.

La obtencién de S£;, requiere el célculo de la segunda derivada

?Q.(0) Cd2D(0)QbD(0)’C,
oz do2 ’

en donde la matriz cuadrada D(6)Q,D(0)’ puede particionarse como

o wo () — Omy(i — 1) \
\[76(0) — 07— ] | [0 +63 (1 — 1) — 00l — 1~ 1)+l =1 - 1]

7

siendo [y, (i) — 6, (i — 1)] un vector columna de orden n — 1 con elemento genérico
Yp(i) — 0yp(i — 1) parai =1, ..., n—1ysiendo [(1+ 6?)y,(|i —j]) — 0(7p(li — j| —
1) +9(|i — j| — 1)] una matriz cuadrada de orden n — 1 con elemento genérico (1 +

0)1p(li = jI) — 0(ro(li —jl = 1) + (i —jl = 1) parai,j=1, ..., n — 1. Asi,

£pOaDE] _, (0] o\
o o tmti—)

Saikkonen y Luukkonen (1993) demostraron que, bajo Hy, SL,,/n sigue la distribucién

limite derivada para SL£, /n en el modelo IMA(1,1) puro. Su demostracion es tediosa y
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es objeto de simplificacién en la seccion siguiente. No obstante, se destacan a continua-

cién los principales resultados asintéticos bajo los que obtienen la distribucién limite.

1. Bajo los supuestos dados en (3.57), los valores premuestrales by, b1, ..., b1,
ap, a1, ..., 441 pueden ignorarse en el calculo del estadistico porque no afec-
tardn a b; cuando t — co. Con valores premuestrales nulos, el proceso b; pue-
de escribirse en notacién matricial como ®b = @a, en donde ® = I, — $;B —
cee = 4>po, e =1,-6B—---— GqB‘? y BX es una matriz nula con unos en
la subdiagonal k > 0. La matriz de cuasicovarianzas (), puede reeemplazarse
por Y¥, endonde ¥ = ® '@ = I, + 1B+ - + ¢,_1B" ! y los pesos ; se
obtienen de la relacién ¢(B)y(B) = 0(B). Claramente, O, ' = IIIT’, en donde
N=0'®=1,+mB+---+7m,_1B"! y los pesos 7 se obtienen de la relacién

6(B)rt(B) = ¢(B). Ademads, se cumple que 0117/2 =Yy Qb’l/Z =II.
2. Las matrices IT y CB conmutan por tener estructura Toeplitz triangular inferior.

3. Asintéticamente, los residuos MCG, &, y MCO, & coinciden, por la consistencia

del estimador MCO de y.

4. La descomposicion Beveridge y Nelson (1981) de 7t(B) es t(B) = (1) + (1 —
B)7*(B), en donde 7. (B) = L0 (X72 11 n;f)Bi. De aqui, IT = 7(1)I + DIT*.

5 8, =Ié=mn(1)é+DILé y e&l,D'DI.é&/n* 0porque X, |m| < oo.
6. SL;/n = m(1)?8¢'CC'e/n?02, porque el denominador &.,&, /n L o2,

7. 8L /n = (1)’b’'M’'CC'Mb /n?0? y, por Tanaka (1990),
b'M/CC'Mb /n%0> % P(1)* Y #Ck, &k ~ X3
k=1

En una aplicacién préctica, la matriz de cuasicovarianzas (), (¢) es desconocida y debe
reemplazarse por una estimacién consistente (), (), en donde @ es un estimador con-
sistente de ¢. Saikkonen y Luukkonen (1993) proponen usar estimaciones de méxima
verosimilitud y, como Leybourne y McCabe (1994), advierten de que, cuando p > 0,
la estimaciéon del modelo bajo Hy, cuando H; es cierta, produce estimaciones incon-

sistentes; mientras que en el caso dual (estimacién del modelo bajo H; cuando Hy es
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cierta), las estimaciones son consistentes. En cambio, cuando p = 0, sefalan que las

estimaciones son consistentes en cualquier caso, y sugieren estimar el modelo bajo Hy,

Yye=p+ar—01a; 1 — - —04a;g,

porque la estimacién de p coincidiria con la de yo en el modelo de regresién genera-
lizado y la estimacién de 0?2 proporcionaria el denominador del estadistico. Aqui se
advierte de que, bajo Hj, las estimaciones de los pardmetros MA de este modelo serian
inconsistentes porque a; seguiria un proceso IMA(1,1) y estaria correlacionado con sus
retardos. Obviando este tema, el célculo del estadistico requiere invertir la matriz €Y,
que sugieren calcular usando los algoritmos de estimacién de méxima verosimilitud

de Dent (1977) y Ansley (1979).
3.4.5. La correccién paramétrica de Tam y Reinsel

En la extension estacional de los contrastes de Tanaka (1990) y Saikkonen y Luukkonen
(1993), Tam y Reinsel (1997) propusieron una correccién paramétrica similar a la de
Leybourne y McCabe (1994), pero disefiada para el proceso ARIMA(p,1,q+ 1) que,

para facilitar los desarrollos posteriores, se escribe aqui como
$(B)Vy; =6(B)by, t=1,...,n,
(3.61)
bt :(1 — GB)at,
en donde los polinomios ¢(B) =1 —¢B—--- —¢,B  y68(B) =1—6;B—--- —6,B1
no comparten raices comunes y cumplen las condiciones de estacionariedad e inverti-

bilidad, respectivamente. El modelo (3.61) puede escribirse en forma matricial como

dz =ODb + Pyzy — Opby,

b :Vn—l,n (9)3,

endondez = (2223 ... zp), zt =Y —Yr—1, b= (b2 b3 ... by)', 20 = (z2—p12 ... 2021)/,
bo = (b_q+2 bo bl)/ ya= (Lll ap ... an)’. Ademés, bo = Vq,qul(Q)ao con
ag = (a_y41 ... ag a1)’ Las matrices ® y @ son cuadradas de orden n — 1y tienen

una estructura especial, que simplifica el cdlculo de sus inversas: son matrices triangua-
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les inferiores, con diagonal principal unitaria y subdiagonales escalares formadas por
—¢i(j=1,...,p)0—0;(j =1,...,q+ 1), respectivamente. Usando la matriz retardo B,
y notando que B/ tiene unos en la j-ésima subdiagonal y ceros en el resto de subdia-
gonales, se cumpleque ® =1, y —¢/B—---—¢,BFy® =1, 1 —61B—--- —6,B1.
Las matrices ®( y @ asociadas a los vectores de valores premuestrales zy y by son de

orden n X p y n X g, respectivamente, y tienen la siguiente estructura

en donde se observa que el bloque no nulo es una matriz triangular superior.

Como el vector b = @1 [®z + ®yzg — OV (6)ag] es un proceso MA(1), Tam y Reinsel

(1997) propusieron dos modificaciones del estadistico de Tanaka (1990)

T 1 Z(VV') 2z
" n—17(VV) 1z
dadas por
1 #Z(VV')?z, 1 #,(VV)2z,.
R* — * R** —_ ok ,
T n _12;(VV/),12* Y T n n_lz;*(vv/),lz**

. o T — - ~ .
endondez, =0 ®zyZzZ, =0 [®z+ DyZ)— OyV (1)d] son las correcciones pro-
puestas para el vector de observaciones estacionarias basadas en la expresién anterior

de b y en estimaciones consistentes de los pardmetros desconocidos.

Varios comentarios son oportunos. En primer lugar, el estadistico 7R;, es mds sim-
ple de calcular que 7R;" porque no depende de los valores premuestales z; y ap. En
segundo lugar, los dos estadisticos TR, y TR, requieren la estimacion previa y sin
restricciones del modelo ARIMA(p, 1,9 + 1) por un método que proporciones estima-
ciones consistentes, por ejemplo, médxima verosimilitud exacta. En tercer lugar, TR,
es equivalente a LM, cuando la correlacion serial sea de tipo puramente AR, g4 = 0,

y el primero puede entenderse como una mejora del segundo cuando g4 > 0. En cuar-
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to lugar, una vez estimado libremente el modelo, los valores premuestrales Zy y ag se
obtienen fijando 6 en 1. Finalmente, es claro que en muestras grandes, y siempre y
cuando el proceso b; sea estrictamente invertible, el efecto de las condiciones inicia-
les se ira anulando a largo plazo y los dos estadisticos serdn asintéticamente iguales.
En este caso, los dos procesos filtrados Z, y Z.. convergeran a un proceso MA(1) y su

distribucién asintética comtin coincidirad con la de N’ M,,.

Por tanto, el procedimiento de Tam y Reinsel (1997) para contrastar Hy : § = 1 frente a

Hj : 0 # 1 en el modelo (3.61) es el siguiente:

1. se estima por maxima verosimilitud exacta el modelo ARIMA(p, 1,4 + 1) defini-
do en (3.61)
$(B)Vys = 0(B)(1 - 0B)ay,

en donde la raiz MA real més préxima a la unidad se considera como 0;
2. sefija fenl, y se obtienen los valores plremuestrales6 Zoy ag;

3. se construye la serie filtrada Z.. = (:)_1[&)z + ®pzg — O9V (1)ag] usando esta

formula matricial o la ecuaciéon en diferencias
* ok 0 %% 0 %% re e ~
Z; = Glzt_l +---+ Glzt_l +zi—p1zp 1 — - — ¢pzt—p —+ 1

en donde los valores iniciales de z;* se fijan en cero, u; es cero parat > r =

méx(p,q+1) y los primeros r = max(p,q + 1) valores de u; estan dados por

0y = Grzo + Grraz—1 + -+ Ppzopir + Obo + Opiaby + -+ 0bgp;

4. se calcula el estadistico usando la férmula escalar de Tanaka (1990)

— — Sk T - Skk 2
I i Oyl (RN RS vl Uy
TR” B 1 1 T 2 ’
n— 5k
=1 (m (X1 12 ))

®En el apéndice A se describe un algoritmo para calcular una forma mas conveniente del estadistico
TR} que se propone més adelante. El algoritmo permite también la estimacién de los valores premues-
trales.
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o la matricial
1 Z;*(VV')_2
n—12,(VV)

* 3k

TRy =

7

N | Nt

* ok

5. finalmente, se compara el valor del estadistico 7R, con el correspondiente valor

critico del cuadro (3.1).

3.5. Contraste de no invertibilidad en un proceso ARIMA

En las secciones anteriores, se ha demostrado la equivalencia entre las formas bésicas
de los estadisticos de Nyblom y Mikeldinen (1983), Tanaka (1990) y Saikkonen y Luuk-
konen (1993)

1 yMCC'M 1 Z(VV')?2 1 yMCBB'C'M
NM, — y Y 2(VV) "2 op y y

n—1 yMy n—1z/(VV')-lz n—1 y'My

Se ha destacado que el estadistico N’ M, se obtiene en el modelo estructural de nivel
local, mientras que los estadisticos 7,, y SL, se obtienen el marco del modelo IMA(1,1).
Ademas, se ha resaltado que los estadisticos N M,, y SL,, se expresan en términos de
la serie integrada, mientras que el estadistico 7, se calcula a partir de la serie diferen-
ciada. Se ha mostrado también que la obtencion del estadistico N'M,, es mucho més
directa que la de los estadisticos 7, y SL: el primero se obtiene de la derivada primera
de la funcién de verosimilitud, mientras que los dos tiltimos se obtienen de la derivada
segunda. Finalmente, se han revisado cuatro contrastes para detectar la presencia de
una raiz MA unitaria en un modelo ARIMA general invertible, los propuestos Tanaka
(1990), Saikkonen y Luukkonen (1993), Leybourne y McCabe (1994) y Tam y Reinsel
(1997). Los tres ultimos pueden contemplarse como tres correcciones paramétricas al-
ternativas del contraste simple de no invertibilidad de Nyblom y Mékeldinen (1983); el

primero, como una correccion no paramétrica.

En esta seccién se propone un contraste de raiz MA unitaria en el marco de un mode-
lo ARIMA general no invertible. La principal aportacién radica, por tanto, en permitir
la presencia de otras raices MA unitarias. El modelo ARIMA con miltiples raices MA
unitarias es especialmente conveniente por dos razones. En primer lugar, se trata de
una especificacién que puede presentarse en la descripcion de series estacionales con

modelos ARIMA multiplicativos, en los que pueden surgir dos formas de no inverti-
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bilidad: regular y estacional. En segundo lugar, la inclusién en el modelo ARIMA de
componentes deterministas (deriva, tendencia lineal o ciclos estacionales) puede rea-
lizarse con estructuras de tipo IMA no invertibles. De este modo, el modelo ARIMA
general no invertible proporciona un marco comin que permite formular una gran

diversidad de contrastes de no invertibilidad o estabilidad paramétrica.

Aunque los contrastes de no invertibilidad pueden obtenerse a partir de la segunda de-
rivada de la funcién de verosimilitud del modelo ARIMA, los resultados establecidos
en las secciones anteriores sugieren encontrar representaciones estructurales equiva-
lentes. Por esta razén el primer problema que se plantea en esta seccion es el de exten-
der el contraste de Nyblom y Mékeldinen (1983) al modelo de nivel local generalizado,
en el que los errores presentan correlacion serial. El estadistico resultante es equiva-
lente al de Saikkonen y Luukkonen (1993), SL;,, pero su obtencion es mds intuitiva e
inmediata. Las identidades matriciales propuestas en las secciones anteriores, y que se
han usado para establecer la equivalencia entre las tres formas bésicas del estadistico de
no invertibilidad, se usan ahora para encontrar una forma conveniente del estadistico
SL;, que permita evaluar su distribucién muestral tanto bajo Hy como bajo Hj. De este
modo, no solo se pueden calcular los valores criticos del contraste, sino que ademés se

puede evaluar la potencia del contraste. Mds atin, se podrian calcular estadisticos POL

Las nuevas expresiones del estadistico SL£;, son también interesantes en el analisis
préctico de series temporales. Por un lado, se proporciona una forma conveniente para
calcular el estadistico a partir de los residuos exactos del modelo ARIMA. Por otro la-
do, se proporciona otra forma conveniente para calcular los valores criticos y p-valores
con los procedimientos de integracién numérica de Imhof (1961) o Davies (1973). Tam-
bién se demuestra que los estadisticos corregidos propuestos por Leybourne y McCabe
(1994) y Tam y Reinsel (1997) pueden contemplarse como aproximaciones al estadistico
SL;, basadas en los residuos condicionados a valores premuestrales nulos o estimados
con retrovisiones. Este resultado sugiere considerar un estadistico aproximado basado

en los residuos exactos, que denotamos por G M.

Finalmente, se evaltian los diferentes estadisticos realizando un doble estudio. En pri-
mer lugar, se supone que los pardmetros del modelo ARIMA son conocidos y se tabu-

lan las distribuciones de los estadisticos en muestras finitas por integracién numérica.
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Con este ejercicio se evalta el efecto que la correlacion serial tiene sobre la distribucién
muestral del estadistico. En segundo lugar, se supone que los pardmetros son descono-
cidos y se estiman por médxima verosimilitud exacta. Para ello se realiza un estudio de
Monte Carlo y se evaltia, ademas del efecto de la correlacién, el impacto que tiene la

estimacion en la distribucién muestral.
3.5.1. El modelo de nivel local generalizado

El modelo de nivel local (3.1) considerado por Nyblom y Mékeldinen (1983) se genera-

liza aqui del siguiente modo:

yi =pe +ur,  $(B)uy = 0(B)wyy,
(3.62)

pr =pi—1+v:, ¢$(B)oy=0(B)wy, t=1,...,n,

en donde los errores u; y v; son dos procesos ARMA(p, q) independientes, pero con
estructura ARMA comun dada por ¢(B) =1 —-¢B—--- —¢,B’ y6(B) =1—60,B —
-+ — 6,B1. Se supone que las raices de ¢(B) caen fuera del circulo unitario, pero se
permite que las raices de 6(B) caigan fuera o sobre el circulo unitrario. Ademas, se
supone que ambos polinomios no tienen raices comunes, que indicarian la presencia
de factores comunes redundantes. Como en (3.1), se supone que el valor premuestral

1o es no estocéstico, wy; ~ iidN(0, 012), wyr ~ iidN(0,02) y E(wywa ;) = 0 Vk.

La generalizacion (3.62) es especialmente interesante porque su forma reducida asocia-

da pertenece a la clase ARIMA(p, 1,9+ 1)

¢(B)Vy; = 0(B)(1— 0B)ay. (3.63)

Para comprobarlo simplemente se reescribe (3.62) como

Vyt =0+ u—uq, t= 2, ..., n, (364)

¢(B)Vy: = 0(B)[war + (1 — B)wayl,

endonde wy; + (1 — B)wy; sigue un proceso MA(1) con pardmetro 0 tal que p = 05 /07 =

2 2

(1—60)?/6y con varianza del error 07 = 07 /6. La equivalencia se ha definido en térmi-
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nos de la funcién de autocovarianzas del proceso estacionario z; = Vy;. De aqui, el
contraste de no invertibilidad Hy : 6 = 1 frente H; : 6 # 1 en (3.63) puede obtenerse

como un contraste de nivel local determinista Hy : p = 0 frente H; : p > 0 en (3.62).

El supuesto de que los errores u; y v; en (3.62) tienen una esctructura ARMA(p, q)
comun no es tan restrictivo como puede parecer en principio. En efecto, si se permi-
ten procesos distintos del tipo uy ~ ARMA(p1,41) y v+ ~ ARMA(p2,q2), entonces
Vyi ~ ARMA(p,q+1) con p = p1 +p2y g = q1p2 + q2p1, de donde se deduce que
yt tendra asociada una forma estructural como la definida en (3.62). Esta es otra ma-
nifestacién del denominado problema de identificacién referente a que dos modelos

estructurales aparentemente distintos pueden compartir la misma forma reducida.

Siguiendo el desarrollo descrito para el modelo simple (3.1), (3.62) puede escribirse

como un modelo de regresion generalizado
y=ippo+e, e=Cv+tu, (3.65)

en donde ahora u ~ N[0, 072Qy(@)], v ~ N|[0,0504(p)] y la matriz Qy(¢) depende del
vector de pardmetros ¢ = (¢, ..., ¢p,01, ..., 0;) a través de las autocovarianzas

Yu(k) /0% Por tanto, la distribucién muestral de y viene dada por

y ~ N (ipo, Ulzny(Pr ¢)) con Qy(p,@) = pCQ(p)C + Qulg), (3.66)

en donde las matrices C y C’ son intercambiables por ser Q, (@) una matriz Toeplitz,
de manera que Qy (0, ¢) = pC'OQy(9)C + Qy(@). Para simplificar la notacién se escribe
la matriz Qy (o, ) de orden n x 1 sélo en términos del parametro de interés p, Qy(p).
Alternativamente, y siguiendo una aproximacion similar a la de Tanaka (1990), se mul-

tiplica (3.65) por la matriz de diferencias V, se obtiene la forma matricial de (3.64)
z=Ve, Ve=VCv+Vy,
cuya distribucién muestral, recordando que VC = [0|I,_1], es

z~N [0/ U%QZ(P,(P)] con Qg (0,¢) = pQuu-1(@) + VQu, ((P)V/, (3.67)
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o, en términos de 0 y 02,
z~ N[0, 07Q,(0,¢)] con Qg (0,9) = V(0)Quu(@)V(0). (3.68)

De nuevo, para simplificar la notacién, la matriz cuadrada Q,(6,¢) de orden n — 1 se
escribe s6lo en términos del pardmetro de interés p, si bien hay que recordar su de-
pendencia de los restantes pardmetros de la estructura ARMA adicional. Comparando
(3.67) y (3.68) es claro que resulta mdas inmediato calcular la primera derivada de Q,(p)
respecto de p que la segunda derivada de Q,(6) respecto de 6. Por esta razén, en esta
tesis, se prefiere el uso de la representacién estructural en la obtencién de los estadisti-
cos. Una vez obtenido el estadistico de esta forma, los resultados intermedios servirdn

de guia para su obtencién en la representacion ARIMA.
3.5.2. Estadisticos de contraste

Por el teorema 2, el contraste LBI rechaza la hipétesis nula Hy : p = 0 frente a la

alternativa unilateral H; : p > 0 bajo (3.66) cuando

NM;, =~ ' > K (3.69)

en donde &, y C, se han definido previamente para S£;, en (3.60). Comparando estos
dos estadisticos, se observa que la diferencia entre ambos se debe a la presencia en el
ultimo de las matrices de desplazamiento B y B'. Sin embargo, hay que notar que en el

modelo de regresion transformado
Ve = isyjo +e., e~ N(0,021,), (3.70)

que se usa en la estimacién MCG de la constante yo, 7§ = (i,i.) 'ily.. Por la propie-
dad de ortogonalidad i,&, = 0, y notando que la primera fila de C/, es i, resulta que
el primer elemento del vector columna C, &, es nulo. De aqui, la matriz de desplaza-
miento vertical B/, simplemente mueve el cero a la tltima posicién. Dado que Qy (@) es
una matriz Toeplitz simétrica, se cumple que &,C.BQy(¢)B'CL&, = &,C.Qy(p)Cé&.,
por lo que B y B’ no juegan ningun papel en el célculo de S£;, y pueden omitirse. En

definitiva, N M, = SL;,.
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Ahora se propone una forma alternativa del estadistico S£;, que es computacionalme-
ne mas conveniente porque permite reutilizar los procedimientos usados en la estima-
cién de un modelo ARIMA. Con este fin, se aplica la aproximacién de Tanaka (1990) a la
forma reducida (3.66) para obtener el contraste LBI en términos de la serie diferenciada

z. Asi, por el corolario 2.17 se obtiene

1 Z,QZ (PO) 710u,n71 Q, (Po)ilz

Sl = n—1 2'Q(p0) 'z

(3.71)
La comparacién directa de (3.69) con (3.71) no permite apreciar la igualdad que se
esperaria encontrar entre estos dos estadisticos. Para probar la equivalencia, se pro-

pone aqui definir la matriz de diferencias transformada V. = VQy(p)/?

y la ma-
triz de proyeccion M, = V., (V.V’.)"1V,, que anula al vector i, porque Vi, =
VQy(00)2Qy(p0) "1/%i = 0. Ademds, como z = V.y., Q,(p0) = V'Qy(p0)V =

V.V.yQun1=V.,C.0Q,,C.V,, se tiene que
_ Y VUV V) TIV.C.Qu(@)CL VL (V. VL) V.,

SCF = = NM:.
" y.V.(V.V,)"1V.y. !

El estadistico (3.71) para contrastar Hy : § = 1 frente H; : 0 # 1 tiene la forma

1 2Z0,(1)710,(0)0,(1) "'z
-1 2/Q, (1) 1z ’

SL: 1= - (3.72)

en donde Q,(0) y Q,(1) se obtienen de 0, ().

3.5.3. Distribucidén exacta

—-1/2
un—1

Puesto que z. = Q (¢)z, se tiene que z, ~ N (0, 07(pl,_1 + V4V4)), en donde

V=012 (qo)VQllll/,f(q)).Ademés, notando que Q12 (¢)(V Oy ,0) V') 1QY2 (9) =

un—1 un—1 un—1

(V4V4) 1, (3.71) puede escribirse como

€'(VsVy)le
€'e

SLC: = , (3.73)

en donde

€= (VyViy) 122, ~ N(0, (L1 +pVsV})).
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Comparando (3.73) con (3.15) y siguiendo un desarrollo similar se obtiene

see = Dot A0+ pA)G
Yo (14 pAE

(3.74)

en donde Ay (k = 1,...,1n — 1) son ahora los reciprocos de los autovalores de V4V,

que también pueden obtenerse de la matriz

Q1 VQun (@) V' =281 — (B+B') — ([¢, 0] +[0[,]),

en donde [¢,|0] es una matriz nula salvo por la primera columna ¢, = 01”11 1 (@),
con v, = (vu(1l) ... vu(n—1))", y [0|]¢p,] es una matriz nula salvo por la tltima
columna ¢, = Qui (@)%, con 4, = (yu(n—1) ... 94(1))". Conviene notar que
[0/¢,,] es la matriz [¢,]0] rotada 180°.

1 el error u; sigue un proceso invertible, la mayoria de coeficientes de autore-
Siel u ARMA tible, 1 d f tes de aut
gresion parcial son asintéticamente nulos y los autovalores vienen determinados por

la matriz tridiagonal V V'. Consecuentemente, se obtiene la distribucién limite

oo (1
GM;,/n ~ k; (kznz k4ﬂ4> &k (3.75)

Ahora bien, si el proceso u; es no invertible, entonces esta distribucién asintética se

desplazard a la izquierda por la presencia de la matriz [¢,|0] + [0|¢, ]
Un desarrollo similar puede seguirse para obtener la distribucién limite del estadistico
SL;, bajo la secuencia de alternativas H; : @ = 1 — ¢/n. Para ello se escribe (3.60) como

SL: =
y*V’(V \ Ok 1V*y*

o0 bien como
Z/(V*fo)ilﬂb,nfl (V*V;)il

Sl = 2/ (V.V.) lz ’

en donde z = V.y, = Vy es el proceso MA(1) impuro z = V(8)b. Definiendo
V.(0) = V(@)()]l)/2 yb. = le/zb ~ N(0,071,), se tiene que

st = PV(0) (V. V) 10, 1 (V. VL) TV (0)b,
" bLV.(0)' (V. V5)"1V.(0)b. '
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que puede escribirse como

. bLV4(0) (V4Vi)2V4(6)b,
SCr = , 3.76
" b V(0) (VeVE) 1V 4(0)b, (3.76)

en donde V() = Qg}/_ﬂV(@)Qll)/Z y V4 = Vy4(1). Comparando (3.76) con (3.45), y

N

siguiendo los mismos pasos que en la derivacién de la distribucién de 7, se obtiene

Y A(0) /AR (1)2)E
WOV

SL; = (3.77)

en donde A¥(6) son los reciprocos de los autovalores de la matriz V4(0)V4(0)', que

también pueden obtenerse de la matriz
Oy 1 V(0)0,V (0) = (14 6%)T,1 — 0(B +B') — 0([9,]0] + [0]5,)).

Si el proceso by es invertible, la mayoria de coeficientes de autoregresiéon parcial son
asintoticamente nulos y los autovalores vienen determinados por la matriz tridiagonal

V V'. Consecuentemente, se obtiene la distribucién limite

v, 4 = 1 c?

3.5.4. Estadisticos alternativos

Como se ha descrito en la subseccion 3.4.5, Tam y Reinsel (1997) especificaron el modelo

ARIMA(p,1,d + 1) como

47(B)v]/t :Q(B)bt, t= 1,...,11,
(3.79)
bt :(1 — QB)Elt.

La primera ecuacién se usa para filtrar la serie y; y transformarla en el ruido by, y la

segunda sirve para calcular el estadistico de Tanaka como

1 b(VV/)?2
n—1b(VVv’)-2

TR, =

o T
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La serie filtrada b; se obtiene en la primera ecuacion, ¢(B)Vy; = 6(B)by, fijando los
valores premuestrales (o, . . Y Y-pbo,..., b_q) en cero o estimandolos con el método
de retrovisién. Aqui se propone una forma alternativa de estimar el ruido b; usando la
segunda ecuacion, by = (1 — 6B)a;, que permite obtener by a partir de los residuos 4;.
Bajo Hy, b = V; por tanto, el estadistico de Tanaka puede expresarse como

1 av/(vv)?v

. _ a
M= AV (VV')1va’

y usando las identidades matriciales V' (VV’) 2V = MC'CMy V' (VV’)"1V = M,

se tiene que

[N

1 aMC'CMa Y [y (a —
n—1 aMa " (a —a)

GM: — iy

N

Ahora se ve claramente que distintos supuestos sobre el calculo de los residuos condu-

cen a distintos estadisticos de contraste. Leybourne y McCabe (1994) fijaron los valores

premuestrales en cero, lo que conduce a un estadistico basado en los residuos condi-

cionales aﬁo) ; Tam y Reinsel (1997) consideraron también la posibilidad de estimar los

valores premuestrales con retovisiones, que conduce a un estadistico basado en los re-
(b)

siduos condicionados a las retrovisiones d, ’. Aqui, se propone el uso de los residuos

exactos del modelo (3.79).

Siguiendo a Gallego (2009), para calcular los residuos exactos se escribe el modelo ARI-

MA en forma matricial como
z = ® '[@a + Fuy)

donde® =1, 1 —¢pB—---—¢,BPy® =1, 1 —0B—---— 6q+1B‘7+1 son matrices
(n—1) x (n — 1) con estructura triangular inferior, z = (zp,...,2z,) ya = (az,...,a,)
son vectores de dimension (n — 1), wop = (z1,2o,...,2p-2,41,40,---,05—1) €S un vector
con p + q + 1 valores premuestrales, y F es una matriz (n — 1) x (p + g+ 1). Los resi-

duos exactos a son
i=E(a|lz)) = E(az)E(zz)) 'z =¥Y'Q, 'z

donde ¥ = '@ =1, 1+ B+ + l/Jn,lB”*1 es una matriz triangular inferior
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que contiene el peso ¥; en la subdiagonal j-ésima.
3.5.5. Muiltiples raices MA unitarias

El procedimiento de contraste propuesto resulta también valido cuando la estructura
ARMA(p, q) es homogéneamente no invertible. Como ilustracién se considera de nue-
vo el contraste de Nyblom (1986) descrito en la subseccién 3.2.7. El modelo de nivel

local con una deriva es equivalente al proceso IMA(2,2) no invertible
V2y; = (1—B)(1—6B)a,

en donde el problema de contrastar Hy : 6 = 1 frente a H; : 6 # 1 plantea la cuestién de
si el proceso MA(2) tiene dos raices MA unitarias o solamente una. Se trata, por tanto,
de contrastar la presencia de una raiz MA unitaria adicional. El modelo IMA(1,2) para

la primera diferencia de y;, Vy;, puede contemplarse como un caso especial de (3.64)

Vye =pr +uy, up=(1—B)wyy,

pr =pi—1+v:, v = (1—B)wyy.

Notando que Oy, = Vn,LnV;,Ln YV Vi1 nQun Vi1 = VZVZI, se comprueba facil-

mente que (3.71) se reduce al estadistico NV,,.
3.5.6. Evaluacién de los contrastes

Tedéricamente, las correcciones al estadistico de contraste de Nyblom y Maékeldinen
(1983) propuestas por Tanaka (1990), Saikkonen y Luukkonen (1993), Leybourne y Mc-
Cabe (1994) y Tam y Reinsel (1997) consiguen que la presencia de correlacién serial no
altere su distribucién muestral asintética bajo la hipétesis nula de no invertibilidad. Sin
embargo, en muestras finitas, la distribucién de estos cuatros estadisticos es descono-
cida, por lo que es interesante evaluar cémo se ve afectada por diferentes formas de
correlacion serial. Con este propoésito se consideran dos escenarios: (1) los parametros
son conocidos y no es necesario estimar el modelo y (2) los pardmetros son desconoci-

dos y se estiman por maxima verosimilitud exacta.



3.5. CONTRASTE DE NO INVERTIBILIDAD EN UN PROCESO ARIMA 81

Parametros conocidos

Una caracteristica interesante de los estadisticos de no invertibilidad es que pueden
expresarse como ratios de formas cuadréticas en variables normales. Estas expresiones
permiten tabular las distribuciones muestrales mediante procedimientos de integra-
cién numérica, sin necesidad de recurrir a simulacién. En este apartado se tabulan las
distribuciones muestrales de los estadisticos SL,, GM,,, TRy, LM, y T, suponiendo

que el modelo tedrico es un MA(2) no invertible

zt = (1—=B)(1—6B)ay,

donde el primer factor MA, 1 — B, se corresponde con la hipétesis nula de no invertibi-
lidad, y el segundo permite controlar la presencia de correlacién serial extra. Cuando el
pardmetro de control 6 es menor que la unidad, las distribuciones muestrales de todos
los estadisticos deberian coincidir con las del estadistico N'M,,, véase Cuadro 3.1; en
cambio, cuando 6 = 1, la distribucién de referencia seria la del estadistico N, Cua-
dro 3.5, que se encuentra desplazada a la izquierda en relacién a la de N'M,,. Cabria
esperar que, a medida que 6 se acerca a la unidad, la distribucién muestral de cada
estadistico se desplace hacia la de ;.. De este modo, el modelo MA(2) permite evaluar
la capacidad de cada estadistico para contrastar la presencia de multiples raices. Por

otro lado, como el MA(2) invertible puede aproximarse por un AR de orden finito,

(1+60B+6°B>+---+60"B")z; = (1 — B)ay,

el modelo permite también evaluar el efecto de este tipo correlacion serial.

Para el modelo MA(2) se definen las siguientes matrices para el proceso estacionario z;:
)., matriz de covarianzas; L, factor de Cholesky de Q,; ¥,, matriz triangular con los
pesos ; del MA(2), o = 1, 1 = —(1+86), 6; I1,, matriz triangular con los pesos 7T
del MA(2), T = (1+ 9)71]-_1 — 97rj_2. Andlogamente, se definen las correspondientes

matrices para el proceso auxiliar u; = (1 — 6B)w.

Usando esta notacion, los estadisticos de no invertibilidad pueden expresarse en térmi-

nos de un vector € ~ N(0,0?I):
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1. Saikkonen-Luukkonen

1 &LlC0,,CL, & 1 €L, .0

z,nflLll,nfle

SL; =

n—1 e. &, n—1 €'e

2. Gallego-Mazas

1 aMCc'CcMa 1 €Y,L;'MC'CMY,L,e
n—1 aMa n—1 ¢eY¥,Liy'MY¥,Le

3. Leybourne-McCabe/Tam-Reinsel

1 aMCCMi 1 €LII,MC'CMII,L.e
n—1 aMa  n—-1 ¢€L,II,MII,L,e

£Mn =

4. Tanaka
7 (VV') 2z €L (VV')L.e

vV 2z Ve (V) iLe

Tn

El Cuadro 3.6 muestra los valores criticos de los cuatro estadisticos al nivel de signi-
ficacién del 5%, para distintos tamafios muestrales (n = 10,20, ...,100) y diferentes
valores del pardmetro de control (§ = —1,—0.75,...,1). Los cuatro estadisticos de-
berian coincidir cuando 6 = 0 porque no es necesario aplicar ninguna correccién. Este
resultado se observa en la columna correspondiente a 8 = 0, que se repite en las cuatro
subtablas, en donde el valor critico es aproximadamente 0.47 para n > 30y ligeramente
superior, 0.50, para n = 10. Se observa también que cuando la raiz MA extra est4 ale-
jada de la unidad, 6 < 0.5, los cuatro estadisticos se comportan razonablemente bien
puesto que sus valores criticos estdn préximos a 0.47. Sin embargo, a medida que 6 se
aproxima a uno se aprecian dos comportamientos diferentes: mientras que las distri-
buciones de SL,, y G M, se desplazan hacia la izquierda acercdndose a la distribucién
de N, los estadisticos de LM, y T, se desplazan en direccién opuesta, alejandose
de la distribucién de referencia. Estos desplazamientos en la distribucién muestral re-
percuten en en el tamafio empirico del contraste, es decir, en el nivel de significacién
resultante cuando se utilizan los valores criticos del estadistico N'.M,,. Estos tamafios
empiricos se muestran en el Cuadro 3.7, salvo la columa 6 = 1, que muestra el tamafio

empirico calculado con los valores criticos de N,.. De nuevo se observa que, cuando 0
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estd lejos de la unida, los tamafios son préximos al 5 %. En cambio, cuando 0 se acerca
a uno, los tamafios de SL, y GM,, son menores que 5% por el desplazamiento a la
izquierda de sus respectivas distribuciones, mientras que los tamafios de S£,, y G M,

estdn muy por encima del 5 %.

Las principales conclusiones que pueden extraerse de esta evidencia empirica son las

siguientes:

1. El empleo de los residuos exactos en el célculos de los estadisticos de no inverti-
bilidad, como en SL, y G M,, proporciona mejores resultados que otros residuos

o correcciones no paramétricas, como en LM, y Ty.

2. En presencia de otras raices MA positivas se deberian usar los valores criticos
correctos, en lugar de los de N'M,,. En este sentido, la forma propuesta para el
estadistico de SL£,, proporciona un método conveniente para el cdlculo de valores

criticos especificos para cada modelo.
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Parametros desconocidos

En una aplicacién real, los pardmetros del modelo son desconocidos y tienen que ser
estimados. La estimacién introduce una fuente de aleatoriedad adicional que puede
distorsionar atin mas la distribucién muestral de los estadisticos de no invertibilidad.

Para evaluar este efecto se vuelve a considerar el proceso generador de datos

Zy = (1 — B)(l — GB)th,

y se estima por maxima verosimilitud exacta el modelo

Zr = (1 — 90B)(1 — BB)at,

donde la estimacién de 6y deberia ser proxima a 1 y la de 0, al valor fijado para el
pardmetro de control. Se cumple, por tanto, que 6y > 6. Esta condicién implica que,
una vez estimado el modelo, la estimacién maés alta se identifica con 6y y se fija en 1.
Se obtiene asi el modelo bajo Hj con el que se calculan los estadisticos descritos en el
apartado anterior. Ademas, se considera el estadistico de 7R, basado en los residuos

calculados con el método de retrovision.

El Cuadro 3.8 muestra el percentil del 95% de la distribucién muestral de cada es-
tadistico, que se ha obtenido por simulacién generando 10000 muestras aleatorias con
diferentes tamafios muestrales y distintos valores de 6. En términos generales, los per-
centiles obtenidos por simulacién con un & = 5% son muy similares a los valores
criticos cuando 6 = 0, siendo el percentil para 100 observaciones igual a 0.47. Cuando
6 < 0.5, los percentiles de la distribucién muestral de los estadisticos SL,,, GM,,, TR,
y LM, son muy cercanos al valor del percentil cuando § = 0. Esto supone que los
cuatro estadisticos objeto de estudio se comportan en conjunto de la misma forma, y
ademads funcionan bastante bien cuando la raiz MA extra esta alejada de la unidad. Esta
situacion se modifica cuando el valor de la raiz MA extra se aproxima a 1. Al igual que
sucede en el Cuadro 3.6 se obervan dos comportamientos diferentes, por una parte, la
distribucién muestral de los estadisticos SL, y GM,, se desplaza hacia la izquierda y

sus valores de aproximan a los de la distribucién de ;. Como ejemplo, el percentil de
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la distribucién simulada del estadistico S£, para 6 = 1y n = 100 coincide de forma
exacta con el valor critico reportado en el Cuadro 3.6. Por el contrario, y coincidiendo
también con los resultados del Cuadro 3.6, la distribucion muestral simulada de los es-
tadisticos TR, y LM, se desplaza en sentido contrario alejandose de los valores para

una raiz unitaria doble de N,

Con respecto al efecto de la estimacion del pardmetro 6 sobre la distribucién muestral
se aprecia una distorsién sobre los valores criticos en el Cuadro (3.6), y de forma maés
severa cuando n < 50. La cuantia de las diferencias entre el valor del percentil obtenido
mediante simulacién y el valor critico es variable, tanto en cuantia como en signo, y

afecta por igual a todos los estadisticos.

En sintesis, los principales resultados que se pueden reportar son las siguientes:

1. La simulacién de la distribucién muestral de los estadisticos S£,, GM,, LM,
y 7T refleja unos resultados muy similares a los recogidos en el Cuadro 3.6. De

nuevo, los mejores resultados son los que proporcionan los estadisticos SL, y

GM,,.

2. Se aprecia una ligera distorsion entre los valores de la distribucién simulada en
el Cuadro 3.8 y los valores criticos del Cuadro 3.6, y de una forma més evidente

cuando n < 50.
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Cuadro 3.6: Valores criticos al 5% bajo z; = (1 — B)(1 — 6B)a;
(@) SLy

6

-1

-0.75

-0.5

-0.25

0

0.25

0.5

0.75

10
20
30
40
50
60
70
80
90
100

0.591
0.530
0.508
0.496
0.489
0.485
0.482
0.479
0.477
0.476

0.583
0.525
0.504
0.493
0.487
0.483
0.480
0.477
0.476
0.474

0.566
0.516
0.498
0.489
0.484
0.480
0.477
0.475
0.474
0472

0.540
0.503
0.490
0.483
0.479
0.476
0.474
0472
0.471
0.470

0.504
0.485
0.477
0.474
0.471
0.469
0.468
0.468
0.467
0.466

0.450
0.456
0.458
0.459
0.459
0.460
0.460
0.460
0.460
0.460

0.362
0.403
0.420
0.430
0.436
0.440
0.443
0.445
0.447
0.448

0.241
0.290
0.328
0.355
0.373
0.386
0.395
0.403
0.409
0.414

0.179
0.164
0.159
0.156
0.155
0.154
0.153
0.152
0.152
0.151

(b) GM,,

10
20
30
40
50
60
70
80
90
100

0.540
0.506
0.492
0.484
0.480
0477
0.475
0.473
0.472
0.471

0.513
0.490
0.481
0.476
0.473
0.471
0.470
0.469
0.468
0.467

0.505
0.485
0.478
0.474
0.471
0.470
0.469
0.468
0.467
0.466

0.504
0.485
0.477
0.474
0.471
0.470
0.469
0.468
0.467
0.466

0.504
0.485
0.477
0.474
0.471
0.470
0.469
0.468
0.467
0.466

0.504
0.485
0.477
0.474
0.471
0.470
0.468
0.467
0.467
0.466

0.497
0.479
0.473
0.470
0.469
0.467
0.467
0.466
0.465
0.465

0.440
0.422
0.427
0.432
0.437
0.440
0.443
0.445
0.447
0.448

0.308
0.220
0.192
0.178
0.171
0.166
0.163
0.161
0.159
0.158

() LM,

10
20
30
40
50
60
70
80
90
100

0.420
0.394
0.384
0.380
0.377
0.375
0.374
0.373
0.372
0.371

0.481
0.471
0.468
0.466
0.465
0.464
0.464
0.464
0.463
0.463

0.494
0.479
0.473
0.470
0.468
0.467
0.466
0.466
0.465
0.465

0.498
0.481
0.474
0.471
0.469
0.468
0.467
0.466
0.466
0.465

0.504
0.485
0477
0.474
0471
0.470
0.468
0.468
0.467
0.466

0.538
0.511
0.497
0.489
0.484
0.481
0.478
0.476
0.475
0.473

0.678
0.672
0.642
0.617
0.597
0.581
0.568
0.557
0.549
0.541

1.003
1.390
1.552
1.615
1.632
1.628
1.612
1.589
1.564
1.537

1.210
2.204
3.203
4.203
5.203
6.203
7.203
8.203
9.203
10.203

(d) Tn

10
20
30
40
50
60
70
80
90
100

0.385
0.422
0.435
0.441
0.445
0.448
0.450
0.451
0.452
0.453

0.387
0.423
0.435
0.442
0.446
0.448
0.450
0.451
0.452
0.453

0.396
0.427
0.438
0.444
0.447
0.449
0.451
0.452
0.453
0.454

0.427
0.443
0.449
0.452
0.454
0.455
0.456
0.456
0.457
0.457

0.504
0.485
0477
0.474
0471
0.470
0.468
0.468
0.467
0.466

0.694
0.584
0.544
0.524
0.511
0.503
0.497
0.493
0.489
0.487

1.274
0.867
0.729
0.660
0.620
0.593
0.574
0.559
0.548
0.539

4.835
2.572
1.833
1.472
1.260
1.121
1.022
0.949
0.893
0.848

135.40
65.30
42.71
31.73
25.25
20.99
17.98
15.73
13.99
12.61
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Cuadro 3.7: Tamafio empirico al 5% bajo z; = (1 — B)(1 — 6B)a;
(@) SLy

6

-0.75

-0.5

-0.25

0

0.25

0.5

0.75

1*

10
20
30
40
50
60
70
80
90
100

8.24
6.46
5.96
571
5.56
5.47
5.39
5.34
5.30
528

7.95
6.29
5.84
5.62
5.48
5.40
5.34
5.29
5.26
5.25

7.26
5.99
5.65
5.48
5.37
5.31
5.26
522
5.20
5.19

6.31
5.58
5.38
5.28
522
5.19
5.15
5.13
5.12
5.12

5.01
4.99
5.00
5.00
5.00
5.00
4.99
4.99
5.00
5.01

3.20
4.10
4.40
4.55
4.64
4.70
4.73
4.76
4.80
4.82

0.97
2.63
3.34
3.73
3.96
4.13
4.24
4.33
441
4.47

0.00
0.48
1.25
1.88
2.34
2.70
297
3.19
3.37
3.52

0.00
0.00
0.05
0.16
0.34
0.57
0.82
1.06
1.30
1.52

(b) GM,,

10
20
30
40
50
60
70
80
90
100

6.34
5.67
5.45
5.34
5.27
5.23
5.19
5.16
5.15
5.14

5.29
5.14
5.10
5.08
5.06
5.05
5.03
5.03
5.03
5.04

5.03
5.00
5.01
5.01
5.00
5.00
4.99
4.99
5.00
5.01

5.00
4.99
5.00
5.00
5.00
5.00
4.99
4.99
5.00
5.01

5.01
4.99
5.00
5.00
5.00
5.00
4.99
4.99
5.00
5.01

5.00
4.99
5.00
5.00
4.99
5.00
4.99
4.99
5.00
5.00

4.73
4.81
4.87
4.90
491
4.93
4.93
4.94
4.95
4.96

3.02 23.20
3.16 13.94
3.53 10.15

3.80
4.00
4.15
4.25
4.33
441
4.47

8.33
7.35
6.76
6.39
6.15
5.98
5.85

() LM,

10
20
30
40
50
60
70
80
90
100

2.72
2.66
2.65
2.64
2.63
2.63
2.62
2.62
2.62
2.63

4.66
4.80
4.87
4.90
491
493
4.93
4.94
4.95
4.96

4.98
4.98
4.99
4.99
4.99
4.99
4.99
4.99
4.99
5.00

5.01
4.99
5.00
5.00
5.00
5.00
4.99
4.99
5.00
5.01

5.01
4.99
5.00
5.00
5.00
5.00
4.99
4.99
5.00
5.01

5.04
5.01
5.02
5.01
5.00
5.01
5.00
5.00
5.00
5.01

7.20
6.64
6.25
5.99
5.81
5.69
5.59
5.52
5.47
5.44

45.58
51.99
50.84
48.50
46.03
43.72
41.55
39.58
37.80
36.18

100
100
100
100
100
100
100
100
100
100

(d) Tn

10
20
30
40
50
60
70
80
90
100

0.51
2.85
3.62
3.98
4.19
4.33
4.42
4.49
4.55
4.61

0.59
2.88
3.64
3.99
4.20
4.34
4.42
4.50
4.56
4.61

0.98
3.06
3.74
4.07
4.25
4.38
4.46
4.53
4.59
4.64

217 5.01

3.63 499
410 5.00
433 5.00
446 5.00
4.55 5.00
4.61 499
4.65 4.99
4.70 5.00
474 5.01

11.69

8.17
7.09
6.55
6.23
6.02
5.86
5.75
5.67
5.61

38.52
19.97
14.22
11.57
10.06
9.12
8.45
7.97
7.62
7.34

100.00
98.84
84.24
64.69
50.11
40.30
33.51
28.70
25.17
22.50

100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
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Cuadro 3.8: Percentiles al 5% bajo z; = (1 — B)(1 — B)a;

(@) SLy
0
n 0 0.5 0.8 0.9 1

20 0.500 0.408 0.256 0.191 0.163
30 0472 0419 0.298 0.210 0.161
50 0.494 0436 0.345 0.252 0.157
100 0.479 0.445 0.405 0.323 0.151

(b) GM,
0
n 0 0.5 0.8 0.9 1

20 0.480 0467 0.373 0.289 0.214
30 0463 0451 0.379 0.287 0.188
50 0.481 0.455 0.403 0.317 0.170
100 0471 0456 0429 0.362 0.157

(@ TRy

0
n 0 0.5 0.8 0.9 1
20 0.480 0.480 1.563 1.886 2.004
30 0.463 0469 1935 2645 3.003
50 0481 0477 2263 3.732 5.003
100 0.471 0.468 2415 4935 10.003

(d) LM,
0
n 0 0.5 0.8 0.9 1

20 0480 0521 1481 1.863 2.003
30 0463 0506 1.801 2612 3.003
50 0.481 0485 2.039 3.683 5.003
100 0.471 0.470 2.028 4.798 10.003




CApPiTULO 4

Contrastes Optimos de no

invertibilidad estacional

4.1. Introduccion

En el capitulo anterior se desarrolla la teoria 6ptima para contrastar una raiz unitaria re-
gular en un modelo general. Con este fin se plantean distintos contrastes 6ptimos de no
invertibilidad como el de Saikkonen y Luukkonen (1993) que desarrolla el estadistico
exacto, el de Leybourne y McCabe (1994) que emplea los residuos condicionados, o el
de Tam y Reinsel (1997) que utiliza los residuos obtenidos por el método de retrovision.
En la revisién que se realiza de estos estadisticos se proponen formulaciones alterna-
tivas novedosas que permiten encontrar las similitudes entre estos contrastes que han
sido derivados en modelos ARIMA vy estructural, aparentemente distintos, a través de
formulaciones matriciales convenientes que se proponen en esta tesis. Ademas, se pro-
pone un estadistico alternativo a los anteriores basado en los residuos exactos (GM).
El estadistico G M tiene algunas carateristicas que hacen recomendable su uso. Por una
parte, su férmula requiere menor coste computacional que otros estadisticos; en segun-
do lugar se puede aplicar en un modelo generalizado en el que se permite la existencia
de otras raices unitarias. Finalmente su funcionamiento es significativamente mejor

que otros estadisticos que satisfacen la misma hipétesis de contraste.

Una légica extension de estos contrastes son los modelos ARIMA estacionales. Por es-

te motivo, en este capitulo se derivan los contraste para raices unitarias en modelos

89
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estacionales, en primer lugar para la hipétesis nula de una raiz unitaria estacional y

después, para raices unitarias en las frecuencias estacionales.

Estos contrastes de raices unitarias en modelos estacionales también han sido amplia-
mente desarrollados en la literatura, uno de los referentes es el propuesto por Tam y
Reinsel (1997) que siguieron las aproximaciones de Tanaka (1990) y Saikkonen y Luuk-
konen (1993) para derivar el contraste LBIU de no invertibilidad en un modelo MA(1),

puro y que denominaron contraste LBIU de raiz MA estacional unitaria, donde ahora

80(B) = (1 — 6,B°).

También extendieron su contraste LBIU de no invertibilidad al modelo MA(1)s impuro
que puede contemplarse como un modelo ARMA(p, g4 +s), en donde el orden g + s in-
dica que el modelo contiene un factor MA(1);. En este contexto sélo consideraron una
correccion paramétrica para el estadistico de contraste algo mas simple que la propues-
ta por Saikkonen y Luukkonen (1993). En un trabajo posterior, Tam y Reinsel (1998)
derivaron el contraste LBIU de no invertibilidad en un modelo MA(1);s estacional con
término constante. Los resultados de Tam y Reinsel (1997, 1998) para el proceso MA(1),
estacional son especialmente interesantes porque pueden particularizarse de forma tri-
vial para el proceso MA(1) regular y pueden extenderse a otros casos especiales que se
tratan en este capitulo. Ademds, una aportacién interesante de este capitulo es que rea-
liza la extensién, a un modelo estcional, de contrastes tan relevantes como Saikkonen
y Luukkonen (1993) o Leybourne y McCabe (1994) que sin embargo atn sido tratados

de forma especifica en la literatura existente.

A pesar que el contraste de Tam y Reinsel (1997) es referente dentro de los contrastes
para una raiz MA estacional ha sido criticado puesto que supone el contraste conjunto
de s raices unitarias al mismo tiempo. Sin embargo, si el interés es realizar un contraste
de hipétesis sobre uno de los factores que contiene la descomposicion de (1 — 6yB%), es
necesario aplicar un contraste distinto. En este sentido, en los modelos estructurales y
teniendo en cuenta la mayor simplicidad que ofrece la aditividad de sus componentes
se comtempla la posibilidad de contrastar que algunos ciclos estacionales, o frecuencias

armonicas sean estocdsticos. Siguiendo este argumento, en este capitulo se derivan los
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contraste para detectar raices unitarias sobre dos polinomios MA;
60(B) = (1+ 6B+ -- -+ 0'/5BY/s), (4.1)
donde s-1 raices dependen de 6 y
00(B) = (1 — 2c,0'/?B + 6B?), (4.2)

con dos raices MA complejas. Estos polinomios provienen de la factorizacion de (1 —

6o B®) desarrollada ampliamente en Gallego y Treadway (1995)

(1—69B°) = (1—6'*B)(1+6'°B) [5/12‘][1(1 — 2¢,0°B + 0%/°B?).
k=1
En el marco de los modelos estructurales se han realizado diversos trabajos de refe-
rencia como Canova y Hansen (1995), Caner (1998), Harvey y Busetti (2003) o Taylor
(2003) en los que desarrollan estos contrastes para detectar raices unitarias en polino-
mios como los descritos en (4.1) y (4.2), incluyendo diversas correcciones paramétricas
y no paramétricas que a su vez estdn consideradas las extensiones a un modelo esta-
cional de los trabajos de Kwiatkowski et al. (1992) y Leybourne y McCabe (1994). El
primer trabajo de referencia es el de Canova y Hansen (1995) en el que se desarrolla
un contraste para las frecuencias estacionales y una correccién no paramétrica para
recoger autocorrelaciéon. En Harvey y Busetti (2003) se da un paso mds incorporando
una tendencia lineal en el modelo, una estimacién de la varianza de la perturbacién
no paramétrica y dos correcciones paramétricas basadas en los residuos suavizados y
en los de prediccion. Taylor (2003) completa los trabajos anteriores incorporando un
estadistico de contraste y su correspondiente estimacién de la varianza consistente en

un modelo que contiene tendencias lineales estacionales.

Sin embargo, el contraste para determinar la existencia de raices unitarias en una o
varias frecuencias en un modelo estructural requiere que el resto de componentes esta-
cionales del modelo de referencia, que no son objeto del contraste de hipétesis, deben
ser deterministas. Esto plantea la conveniencia de aplicar estos contrastes puesto que

la existencia de otra raiz unitaria que no se incluya en en la hipétesis nula a contrastar
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puede distorsionar de forma clara la potencia del contraste. Para evitar este hecho, la
representacion ARIMA puede resultar conveniente para realizar un contrate en un con-
texto estacional puesto que no exige que el resto de componentes sean deterministas
satisfaciendo la misma hipétesis de contraste. A pesar de que no se han desarrollado
este tipo de contrastes para frecuencias estacionales de forma explicita en el contexto de
los modelos ARIMA, esto es, el desarrollo especifico de contrastes para raices unitarias
en (4.1) y (4.2), si se pueden encontrar referencias en trabajos como el de Taylor (2003)
que desarrolla de forma pormenorizada los contrastes para cada una de las frecuencias.
Por este motivo es de interés derivar contrastes para el ciclo estacional en el contexto
de los modelos ARIMA, que sobre la base de los articulos de referencia que deben ser
Tam y Reinsel (1997) y Tam y Reinsel (1998) permitan contrastar una hipétesis nula de

estacionalidad determinista sobre una o varias de las frecuencias estacionales.

Por tanto, en este capitulo se desarrollan los estadisticos de contraste basados en los
residuos exactos (GM) para el ciclo estacional en modelos ARIMA asi como sus dis-
tribuciones limite sin las restricciones que se impone en los modelos estructurales. De
nuevo se destaca la oportunidad de la utilizacién de este estadistico por varios motivos;
no require de un cédlculo complejo, se puede aplicar en presencia una raiz MA extra y

su funcionamiento en razonable.

El capitulo se organiza de la siguiente forma, en la primera parte se desarrollan las
extensiones de los contrastes del apartado anterior al marco del MA(1),, fundamental-
mente para los tres contrastes de Nyblom y Mékeldinen (1983), Saikkonen y Luukko-
nen (1993) Tam y Reinsel (1997) y sus correciones para recoger autocorrelacién y un
estudio sobre la potencia del contraste de Tam y Reinsel (1997). A continuacién, se de-
rivan los contrastes para el ciclo estacional, en primer lugar en el marco ARIMA, y en
segundo lugar empleando una representacion estructural. A continuacién se propone
la extensién a un modelo ARIMA general, y finalmente se presenta una evaluacion de
los contrastes SL y G M para una raiz unitaria estacional en presencia de otra raiz MA

extra.
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4.2. Contrastes de no invertibilidad en un modelo MA(1),

Como se ha sefialado en la introduccién del presente capitulo, una de las extensiones
de los contrastes desarrollados en el capitulo anterior es considerar un modelo MA(1)
estacional. Siguiendo el enfoque del capitulo previo en este apartado, y de forma muy
resumida dado que muchos de los desarrollos son los mismos que para los contrastes
en de raices unitarias en un modelo regular, se derivan los contrastes de referencia para
un MA(1) estacional. La referencia en este caso el estadistico de Tam y Reinsel (1997)
que sigui6 las aproximaciones de Tanaka (1990) y Saikkonen y Luukkonen (1993), des-
critas en las dos secciones anteriores en el marco de los modelos ARIMA. También se
deriva la extension del contraste de Nyblom y Mékeldinen (1983) a un modelo de nivel

local estacional.

A pesar de que estos contrastes son referentes, y muy citados en articulos posteriores,
no tienen extensién a un contraste para una raiz unitaria en un modelo MA estacional.
Por esto, se propone las extensiones de los estadisticos de Nyblom y Mékeldinen (1983)

y Saikkonen y Luukkonen (1993).
4.2.1. El contraste de Tam y Reinsel

En la extension estacional del contraste de Tanaka (1990), Tam y Reinsel (1997) consi-

deraron el modelo MA(1), estacional

Zt:(1—®Bs)ﬂt, t=s+1,...,T,

que puede escribirse en forma matricial como

z =V (0)a, 4.3)
en donde z = (zx,1 zxso ... z7) es un vector columna de T — s observaciones esta-
cionarias, a = (a1 az ... ar) es un vector columna de T errores aleatorios y V(©)

es la submatriz formada por las tltimas T — s filas de la matriz cuadrada de orden T,
D;(©) = D(®) ® I;, que tiene unos en la diagonal principal, —® en la s-ésima super-

diagonal y ceros en el resto y que también se puede denotar como D;(®) = Iy — @B;.
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Bajo el supuesto normalidad a ~ N(0,0?2It) se tiene que z ~ N(0,020(®)), siendo
0:(0) = V(@) Vs(0) = (1+ ®2)ITfs —O(BT_, + B,Ts—s> =0(0)®1,

en donde Q(0) es la matriz tridiagonal definida en (3.33). Asi pues, el contraste LBIU

para Hyp : © = 0 frente a H; = © < 1y que es la version estacional de (3.35) es

_Z/04(1) %z
Ton = Z0,(1) 1z’ (4.4)
La distribucién de exacta de 7; , es
n—1 2
A(D)*/ A (O
o DA/ (0) ) .

LS (1) /A(©)]8k

en donde ¢ = a'(qxq} ® I;)a/0? ~ iidx? y los autovalores A,(®) de Qs(©)~! =
Q(0)! ® I son los de la matriz Q(®) ! con multiplicidad s. De aqui, cuando n — oo,
la distribucién limite de 7, /n bajo la secuencia de alternativas locales H; : @ = 1 —

c/n viene dada por

1& /1 2
TS/n/nNng:l W*‘@ Cr- (4.6)

La demostracion es idéntica a la descrita para el caso regular y simplemente requiere
un mero cambio notacional consistente en remplazar las matrices regulares por las esta-
cionales.

Tam y Reinsel (1997) expresaron también la distribucién limite en términos de un fun-

cional de movimientos brownianos
1 s 1 2
Ton/n — S Z/o [V](r) + cV]*(r)} dr, 4.7)
j=1

en donde Vi(r) = W;j(r) — rW;(1) es un puente browniano y V]*(r) = fol Wi(s)ds —
r fol Wi;(s)ds es un movimiento browniano integrado, siendo Wy (r), ..., Ws(r) proce-

sos Brownianos estdndar mutuamente independientes.

También Tam y Reinsel (1997) extendieron el contraste LBIU de no invertibilidad esta-
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cional al modelo MA(1)s impuro

Zt:(l—G)BS)bt, t:S+1,...,T,

(4.8)
¢(B)br =0(B)a,
que expresaron como un modelo ARMA(p,q+s)
$(B)zt =60(B)(1—OB%)a;, t=s+1,...,T. (4.9)

Sin embargo, a diferencia de Saikkonen y Luukkonen (1993) siguieron una aproxima-
cién similar a la de Leybourne y McCabe (1994) consistente en el filtrado de la serie
estacionaria para reducir el proceso ARMA(p, g + s) a un modelo MA(1),. La serie fil-
trada la obtienen de la representacién matricial del proceso usada en la estimacién de

maéaxima verosimilitud exacta
@2 = 0 (Vi 1,(0) @ L)ar + Fpz)) + T,bl”,

endondem = T—s, &, = Ly —¢By—--—¢B,y® =I1—-6B—--- —9,BI
son matrices banda de orden m, zg = (Ws—pr1,...,Ws)", o = [¢Pp4i-j| es una matriz
(T—s)xpcong,;j=0parap+i—j>p by= (asg41—a g41,...,85 — Oap)’,
©g = [~0,4i—;] es una matriz (T —s) x gcon 61,;_; = 0 paraq+i—j > g. A partir de
aqui proponen dos series filtradas. Por un lado, z., = ® '®w, que ignora los valores
premuestrales; y por otro, z,., = @ ' ®dw — @~ '@ w) — @ 1@yby que tiene en cuenta
los valores premuestrales que habria que obtener usando el método de retrovisién. En
cualquier caso, el estadistico ajustado 7%, /n o T, /n se obtiene de (4.4) reemplazando
Z POT Z: O Z.s, respectivamente. La distribucion limite de 7%, /n bajo la secuencia de

alternativas Hy : ©@ =1 —c/nes (4.7).
4.2.2. La aproximaciéon de Saikkonen-Luukkonen

El modelo IMA(1,1), estacional

Veyr = (1-0B)a;, t=1,...,T, (4.10)
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puede escribirse en forma matricial como

D, ® Llyr = [d, @ L][y" — ©a”] + [D,.(®) ® L]ar, (4.11)
en donde [ygo) — ®a§°)] = [y1-s — Oa1_s, ..., Yo — Oag]’ es un vector s x 1 de valores

premuestrales que se suponen no estocésticos, y el resto de simbolos se han definido

previamente. Premultiplicando (4.11) por la inversa [C, ® L] de [D,, ® L], se obtiene
yr = [in @ L[y — @] + [C,D.(®) ® Lar, (4.12)

que es un caso especial del modelo de regresion lineal generalizado (2.1) con matriz de

disefio Xrs = [iy ® I5] formada por s variables ficticias estacionales, vector de coefi-
cientes de regresién B, = | 50) — @ago)] y término de error ey = [C,D,(0) ® I;]ar ~

NJ[0,52Q71(®)] con Q7(0) = [C,D,(0)D,(0)'C), ® L].

El estadistico LBIU para el contraste de Hy : © = 1 frente a la alternativa bilateral

H; : © # 1 viene dado por

&7.]C,B,B,C, ® I]é
L,y = erlCrBuBiCy O Tifer (4.13)

eTeT

donde & son los residuos de minimos cuadrados ordinarios de y sobre s variables ficti-

cias estacionales.

La extension estacional del estadistico LBIU modificado de Saikkonen y Luukkonen

(1993) se obtiene escribiendo (4.8) en forma matricial
yr = (in & Is)yg()) + [CnDn (@)) & Is]bT/

en donde by = (by, by, ..., br)' ~ N(0,Q ). Definiendo Q7 = 02Q 1y er =
[C,D,(©) ® I]br, se tiene que er ~ N(0,02Q1(®)) con

Qr7(0) = [C,D,(0) ® I]Qy, 7[Dx(0)'C, ® 1]

907(0)?

e |y, 2 (CB@L) Ay (B,C, @ T,).
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Por el teorema 3, el estadistico LBIU para el contraste de Hy : @ = 1 frentea H; : ©® # 1

en (4.8) viene dado por

N 4 VRPN
e*,TC*,TBSTQb,TBIS’C*,Te*,T

* —_
SLS,H = VA
€T T

(4.14)

A _ _ —-1/2 _ ! —1 /
en donde &,7 = My 1y.uT, VoT = Qb,T/ yr, Mt = It — Xors (X, 7:Xs1s) ™ X5,

XiTs = Qb_}/z(in ®L)yC.r = Qb_}/Z(Cn ® I5). La expresion del estadistico en fun-

cién de sus autovalores es la siguiente, en la que se considera V ,, 7(©) = Q, %/_ ZSVm,T(@)Qll/TZ,

spr _ DietMr(@)/ Ay (116
T LM (0)/ A8 (D)]gk

(4.15)

y donde )\}?T (®) son los reciprocos de los autovalores de la matriz Vi, 7(©) Vi, 7(®)’

y Cx ~ iidxs, por lo que la distribucién limite es entonces

. P 1 c?
SLs,n /n~ k:Zl <k27'[2 + k47'[4> Ck- (4.16)

4.2.3. La aproximacién de Nyblom y Mikeldinen

Se considera aqui la version estacional del modelo de nivel local (3.1) definida por la

ecuacion

—= —|— u ,
e t (4.17)

ur =pt-s+uo, t=1,...,T,
en donde la serie estacional observada y; se expresa como la suma de un paseo aleato-
rio estacional p; y un proceso de ruido blanco u;. Se mantienen los supuestos sobre los
errores u; y v, asi como el de condiciones iniciales 511, p—s42, ..., Mo no-estocdsti-

cas. Obviamente, cuando s = 1 se cumple que T = n y el modelo (4.17) se reduce a

(3.1).

La forma matricial de (4.17), o versién estacional de (3.2), es

y=p+u,
(4.18)

Dip =(iq) @ Li)py + v,

/

endondey = (y1 y2 ... yr), = (g1 p2 ... pr),u = (g up ... ur)' yv=
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(v1 v2 ... vr)’ son ahora vectores columna de orden T, pry = (f—s41 H—s41 --- Ho)
es el vector s x 1 de condiciones iniciales, Ds es una matriz cuadrada bidiagonal de
orden T con todos sus elementos iguales a 1 en la diagonal principal y a —1 en la s-
ésima subdiagonal, y ® denota el producto de Kronecker. Expresando D; = D ® I; y
denotando su inversa por Cs = D 1 se cumple que C; = (C®1;), en donde D y C son

las matrices cuadradas orden n definidas en (3.3) y (3.4), respectivamente.

Por el teorema 2, el estadistico LBI para este problema de decisién es

NM;, = é,(ziiAC;é, (4.19)
e’e

en donde & es el vector de residuos minimocuadraticos en la regresién de y; sobre
el conjunto completo de variables ficticias estacionales, residuos que se corresponden
con los datos centrados de la serie respecto de las medias especificas en cada estacion.
Para expresar el numerador y denominador de N'M;, en forma sumatoria, conviene
indexar las observaciones en términos del periodo temporal T = 1, 2, ..., nyla
estacion j = 1, 2, ..., s. Denotando por Yz la observacion de la serie en la estacion
j del periodo T y por §; = Y.7_;Y+;/n, se tiene que Ci& = [L7_,(y.j — 7j)], Cs& =
(i1 (y<j — 7j)] y & CsClé = &'C.C;&, de manera que N M, puede escribirse de dos

formas equivalentes

X [Ty - 9))” i [T - 9]

NMS n n - n =
' Yro1(y< —7j)? Yro1(ye — 7j)?

(4.20)

La distribucion exacta de N' M, ,, puede obtenerse siguiendo un desarrollo similar al
descrito para NM,, que se basa en la relacién aqui observada entre la matriz de pro-
yeccion My = It — (i@ L)[i® L) (i® )] 1(i® L) = M; ® I en la regresion esta-

cional y la matriz de diferencias estacionales
M; = VL(V,V.) IV, = [V (VV')V]aI. (4.21)
Ademas, se advierte que

VCC.V,=VCCV' @I, =1, 1®1; =Ir_,.
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Estas identidades matriciales permiten expresar (4.19) como

YIV; (VSV;)_zvsy
YV (VV)1Vy'

N Ms,n = (4.22)

que es la version estacional de (3.14). Teniendo en cuenta que Ay y pj son los autovec-
tores y autovalores de (V,V,)~! y definiendo & = €' (pxp} ® L;)'€/[02(1 + pAy)] ~

iidx?, se obtiene
IAL(14 pA
N My = Zk_nl—l K(1+p k)‘:k/
Yoq (T+ pAk)k

en donde N M, ,, aparece expresado como una ratio de dos combinaciones lineales de

(4.23)

variables x? mutuamente independientes.

Cuando n — oo, la distribucién limite de MM, /n bajo la secuencia de alternativas
Hy:p=c*/nes

s 1 &1 2
NMon /2 25 (st i ) o @29

en donde el divisor s aparece porque el denominador Y} ; {x/n converge en probabi-

lidad a s.

El modelo de media local estacional se puede extender a un modelo generalizado em-

pleando la aproximacién de Leybourne y McCabe (1994)

¢(B)yr =pt + ut,
(4.25)

yt:ﬂtfs"‘vt, tzl,...,T,

siendo ¢(B) =1 — ¢ B — - - - — ¢, BY un polinomio AR de orden p estacionario.

El procedimiento de Leybourne y McCabe (1994) consiste modificar el estadistico de
contraste (4.19) considerando la serie filtrada y; = ¢(B)y; como un proceso de nivel
local estacional. Teniendo en cuenta que la estimacién por maxima verosimilitud exacta
del modelo sin restringir produce estimaciones ¢; (i = 1, ..., p) consistentes de los
pardmetros autorregresivos, se utiliza su forma reducida equivalente al proceso media

local estacional y que es un modelo ARIMA(p, s, s) tal que

¢(B)Vsy; = (1 — OB%)ay. (4.26)
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El procedimiento de contraste es el mismo que el expuesto en el Capitulo 3; en primer
lugar se estima por maxima verosimilitud el modelo utilizando la forma reducida, des-
pués se construye la serie filtrada centrada y finalmente se calcula el estadistico que se
obtiene sustituyendo y; por la serie filtrada centrada i} en (4.20)
2
o (T 7)

NMsn - m
' T= 1(y‘r])

(4.27)

4.2.4. Valores criticos y potencia del contraste

En este apartado se evaltian la potencia del estadistico, la del contraste 6ptimo puntual

bajo distintas alternativas locales ®; = 1 — ¢; /n, asi como la potencia envolvente.

En el calculo de los valores criticos se utiliza el resultado (4.5) y para un conjunto de

alternativas locales, ® = 1 — c¢/n, tenemos que

(4.28)

P =)= [ZA" ) (e~ i) 8 <0

Bajo Hp : © = 1 la expresién (4.28) se reduce a

P(Tsn >x) =P rzl (x M:( ))gs >0

k=1

que se puede evaluar empleando métodos numéricos para cualquier valor critico x con
procedimientos como el desarrollado en Imhof (1961).

El Cuadro 4.1 recoge los valores criticos x del contraste 7;, para distintos tamarios de
muestra, n = {11,21,31,101,301, oo}, para distintos valores de s, tal que s = {1,4,12}
y parac; = {3,7,14} .

Para evaluar la distribucién del estadistico de contraste 7;,(®) considerando ®; =

1 — c1/n es til la siguiente expresion

P(Ton(©) > [ZA <”/\k2®1) - Azjl)> 2 < o] ) (4.29)

donde ¢Z ~ x2. El Cuadro 4.2 recoge los valores criticos x para un nivel de significaciéon

«=0.05, del contraste R(®;) = n[1 — 7;,(®1)] para distintos tamarfios de muestra, n =
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Cuadro 4.1: Valores criticos para 7s ,, tal que P(7;, > x) = a.

n

11

21

31

101

201

301

o0

s=1

0.5
0.3
0.2
0.1
0.05
0.01

0.154
0.228
0.291
0.401
0.504
0.707

0.136
0.206
0.266
0.375
0.485
0.730

0.130
0.199
0.258
0.366
0.477
0.735

0.122
0.189
0.246
0.353
0.466
0.742

0.121
0.187
0.244
0.350
0.464
0.743

0.120
0.186
0.243
0.349
0.463
0.743

0.119
0.184
0.241
0.346
0.460
0.738

s=4

0.5
0.3
0.2
0.1
0.05
0.01

0.186
0.229
0.259
0.305
0.348
0.434

0.169
0.210
0.240
0.286
0.328
0.421

0.163
0.204
0.233
0.279
0.323
0.416

0.155
0.195
0.224
0.270
0.313
0.410

0.153
0.193
0.222
0.268
0.311
0.407

0.153
0.193
0.221
0.267
0.311
0.407

0.151
0.191
0.219
0.265
0.308
0.404

s=12

0.5
0.3
0.2
0.1
0.05
0.01

0.195
0.220
0.236
0.261
0.282
0.325

0.178
0.202
0.219
0.242
0.264
0.308

0.173
0.197
0.212
0.236
0.258
0.302

0.165
0.188
0.204
0.228
0.249
0.293

0.163
0.187
0.202
0.226
0.247
0.291

0.163
0.186
0.202
0.225
0.246
0.291

0.161
0.185
0.200
0.224
0.245
0.290

101

{11,21,...,101}, para distintos valores de s, tal que s = {1,4,12} y parac = {3,7,14}.

Cuadro 4.2: Valores criticos para R(©1) = n[l — 75,(01)], ®1 =1 — ¢1/n («=0.05)

n

‘

11

21

31

41

51

61

71

81

91

101

cp =3
=7
cp =14

-0.2045
-0.2850
-2.4890

-0.3796
-0.6641
-2.9443

-0.4360
-0.7700
-2.9443

-0.4626
-0.8191
-2.9358

-0.4784
-0,8476
-2.9274

-0.4889
-0.8661
-2.9214

-0.4961
-0.8791
-2.9170

-0.5017
-0.8887
-2.9132

-0.5061
-0.8961
-2.9107

-0.5093
-0.9018
-2.9083

s=4

=3
=7
c; =14

-1.2395
-2.9483
-10.2991

-1.2718
-2.7426
-7.0251

-1.2797
-2.6759
-6.3371

-1.2831
-2.6434
-6.0425

-1.2850
-2.6241
-5.8792

-1.2862
-2.6115
-5.7756

-1.2869
-2.6025
-5.7037

-1.2875
-2.5958
-5.6512

-1.2881
-2.5905
-5.6109

-1.2884
-2.5864
-5.5790

s=12

=3
=7
cp =14

-1.6817
-4.1351
-14.5441

-1.6455
-3.6060
-8.7732

-1.6325
-3.4573
-7.7406

-1.6258
-3.3873
-7.3117

-1.6218
-3.3467
-7.0768

-1.6191
-3.3203
-6.9287

-1.6171
-3.3015
-6.8269

-1.6156
-3.2877
-6.7523

-1.6145
-3.2770
-6.6956

-1.6136
-3.2684
-6.6509

La potencia del estadistico LBUI y el POI se pueden calcular utilizando (4.28) y (4.29).

Para obtener la potencia envolvente consideramos en (4.29) que ® = ©;, o bien que

c = c1, por lo que la potencia envolvente serd la mayor potencia del contraste para

un determinado punto. Los Cuadros 4.3 y 4.4 muestran las potencias de los contrastes

LBUI, POI y envolvente para © = { 1, 0.99, 0.98,..., 0.90, 0.85, 0.8, 0.75 }, n = 101 y

« =0.05. Por otra parte la potencia del contraste POI se calcula para tres alternativas

locales ¢ = {3,7,14}.
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Cuadro 4.3: Tamafno empirico, potencia para el estadistico 7;,, 6ptimo puntual

POI(®,) y envolvente para &« =0.05 (n=101).

C)
1 0.99 0.98 0.97 0.96 0.95 0.94
Potencia envolvente | 0.0500 0.0620 0.1000 0.1626 0.2414 0.3267 0.4110
POI(®1) ¢=3 0.5000 0.0619 0.0999 0.1626 0.2409 0.3232 0.4023
s=1 | POI(®y) c=7 0.0500 0.0607 0.0958 0.1567 0.2364 0.3239 0.4103
POI(©) c=14 0.0500 0.0583 0.0864 0.1384 0.2116 0.2973 0.3863
TR 0.0500 0.0620 0.0999 0.0617 0.2372 0.3155 0.3896
Potencia envolvente | 0.0500 0.0723 0.1558 0.3130 0.5055 0.6792 0.8079
POI(®1) ¢=3 0.5000 0.0721 0.1555 0.3130 0.5041 0.6732 0.7964
s=4 | POI(®;) c=7 0.0500 0.0697 0.1460 0.2981 0.4940 0.6744 0.8070
POI(©) c=14 0.0500 0.0651 0.1243 0.2514 0.4353 0.6246 0.7747
TR 0.0500 0.0723 0.1556 0.3102 0.4956 0.6590 0.7800
Potencia envolvente | 0.0500 0.0877 0.2595 0.5766 0.8410 0.9588 0.9919
POI(®1)c=3 0.5000 0.0878 0.2590 0.5766 0.8391 0.9562 0.9882
s=12 | POI(®1)c =7 0.0500 0.0836 0.2415 0.5495 0.8302 0.9556 0.9918
POI(®1)c =14 0.0500 0.0771 0.1940 0.4628 0.7650 0.9303 0.9864
TR 0.0500 0.0881 0.2592 0.5713 0.8309 0.9497 0.9873
Cuadro 4.4: Tamafno empirico, potencia para el estadistico 7;,, 6ptimo puntual
POI(®;) y envolvente para & =0.05 (n=101).
)
0.93 0.92 091 0.90 0.85 0.80 0.75
Potencia envolvente | 04907 0.5635 0.6286 0.6860 0.8734 0.9534 0.9837
POI(®1) ¢=3 04746 0.5392 0.5661 0.6459 0.8137 0.8979 0.9416
s=1 | POI(®y) c=7 0.4907 0.5628 0.6262 0.6811 0.8573 0.9350 0.9695
POI(©) c=14 0.4718 0.5504 0.6203 0.6812 0.8736 0.9514 0.9812
TR 0.4566 0.5161 0.5686 0.6148 0.7752 0.8626 0.9120
Potencia envolvente | 0.8916 09412 0.9701 0.9851 0.9997 0.9998 0.9993
POI(®1) ¢=3 0.8781 0.9279 0.9573 0.9757 0.9983 0.9999 0.9993
s=4 | POI(®;) c=7 0.8916 0.9417 0.9693 0.9838 0.9988 0.9996 0.9999
POI(©) c=14 0.8752 0.0347 0.9670 0.9831 0.9997 0.9989 0.9998
TR 0.8610 0.9125 0.9457 0.9660 0.9963 0.9995 0.9999
Potencia envolvente | 0.9987 0.9998 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
POI(®1) ¢=3 0.9980 0.9987 0.9958 0.9999 0.9997 0.9999 0.9999
s=12 | POI(©1) c=7 09976 0.9942 0.9998 0.9988 0.9970 0.9983 0.9999
POI(©1) c=14 0.9947 0.9997 0.9991 0.9959 1.0000 0.9952 0.9993
TR 0.9970 0.9993 0.9999 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
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4.3. Contraste de raiz MA unitaria estacional en un proceso

ARIMA general

En las secciones previas se han desarrollado contrastes de raices unitarias en modelos
estacionales, tanto en modelos estructurales como en modelos ARIMA, siendo un as-
pecto relevante su extensién a modelos generalizados. En esta tesis se propone el uso
del estadistico basado en los residuos exactos por varios motivos; tiene una expresion
muy conveniente en términos computacionales, se puede aplicar en presencia de una
raiz unitaria extra y ademads tiene un funcionamiento razonable. Su extensién al caso
estacional implica un desarrollo muy similar al detallado en el capitulo anterior, en el
que tnicamente se modifican las matrices de acumulacién del numerador del estadisti-
co.

El punto de partida es el trabajo de Tam y Reinsel (1997) y su contraste para detectar
una raiz unitaria estacional, asi como el desarrollo propuesto en esta tesis para exten-
der a un modelos MA(1); los contrastes que aqui se han desarrollado sobre los articulos
de Saikkonen y Luukkonen (1993) y Nyblom y Mékeldinen (1983). Los estadisticos de
contraste basicos para Hy : @ = 0 frente a Hy : ® # 1 son los siguientes

2/ (VsV}) 2z

_ yYM,CC.M,y B
-~ Z/(VsVh) 1z

"M,;C;B;B.C'M
NMs,n— ; Y ML bs b L Sy‘
y' Mgy

o Tom Y M.y

y SLsy =

También se ha presentado la extension del estadistico de Tam y Reinsel (1997) que utili-
za un filtrado de la serie empleando los residuos de un modelo ARMA(p,q) obtenidos
por el método de retrovisién, y a la vez se proponen las extensiones de dos contras-
tes que se han desarrollado tinicamente en el caso regular y que son la correccién pa-
ramétrica de Saikkonen y Luukkonen (1993) y la de Leybourne y McCabe (1994). En
esta seccion se amplia al caso estacional el procedimiento derivado en el apartado 3.5.
para el contraste de raiz unitaria en un proceso ARIMA general, y en presencia de

raices unitarias estacionales, a un contrate para una raiz unitaria estacional.
4.3.1. El contraste para el nivel local estacional generalizado

El modelo de Nyblom y Mikeldinen (1983) generalizado en (4.17) se puede expresar

como
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Ye =pe +uy,  ¢(B)uy = 0(B)wyy,
(4.30)
pr =pi—s+vy, ¢(B)oy =60(B)wy, t=1,...,T,

donde los supuestos son los mismos que para el modelo definido en (3.62), inluida la
condicion de que las raices de ¢(B) estén fuera del circulo unitari. Por el contrario se
permite la existencia de raices unitarias en el polinomio 6(B). Esta cuestién es impor-
tante puesto que la ausencia de otras raices unitaria en el polinomio media mévil extra
en 0(B) es un requisito obligatorio para poder aplicar contrastes como el Tam y Reinsel

(1997).

Ademas, se supone que ambos polinomios no tienen raices comunes que indicarian la
presencia de factores redundantes. Los s valores premuestrales o son no estocésticos,

w1y ~ IIdN(O, 0’12), Wyt ~ lldN(O, 0’%) y E(wUZUQ,t,k) = 0 Vk.

La forma reducida equivalente a (4.30) es un modelo ARIMA(p,s,q +s)

¢(B)Vsy; = 6(B)(1 — OB )ay. (4.31)

y analogamente a (3.64), se puede expresar como

Vsytzvt‘f’ut—utfs, t=s+1, ..., T,

donde
¢(B)Vsyr = 0(B)[wzr + (1 — B* w1,

siendo wy; + (1 — B®)wy; un proceso MA(1); con pardmetro ® y también se define el

parédmetro p, tal que p = 03 /0%

Como en el desarrollo del capitulo anterior el modelo de regresiéon generalizado es

y=({®L)u+e, e=Cyv+u, (4.32)

endonde ahorau ~ N[0,02Qy ()], v ~ N[0,057Qy 1(¢)] y la matriz Q, 7(¢) depende

del vector de pardmetros ¢ = (¢1, ..., ¢p, 01, ..., Gq)’ . Por tanto, la distribucién
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muestral de y viene dada por

y~N(@i®IL, 0fQyr(o,9)) con Qyr(o,¢) = pCsQuyr(®)Ci+ Qur(p), (4.33)

C; y C{ son intercambiables de manera que Qy (0, ¢) = pCiQy 1(9)Cs + Qy 1(9). Para
simplificar la notacién se escribe la matriz Qy 7(p,¢) de orden T x T s6lo en términos
del parametro de interés p, Qy 7(p). Alternativamente, y siguiendo una aproximacién
similar a la de Tanaka (1990), se multiplica (4.32) por la matriz de diferencias V,, T,

recordando que m = T — s, se obtiene la forma matricial
z=V,re, V,r7e =V, 1Cv+V, 14,
donde V,, 1Cs = [0|I7—_;], z es la serie diferenciada, y su distribucién muestral es
2z~ N[0, 7Qu(p,@)] con Quu(o,@) = pQuun(p) + Vu,1Qur(@) V), 1, (434)
o en términos de @ y ¢?
z~ N[0, 070u(6,9)] con Quu(®,9) =V, 1(0)01(9)V,ur(6).

Una vez que el problema de contraste estd definido en términos de los pardmetros p y
© es més conveniente, por la sencillez de su desarrollo, la obtencién del estadistico LBI

que emplea la primera derivada de la matriz de covarianzas ), en lugar de la segunda.
4.3.2. Estadisticos de contraste

El estadistico de contraste es LBI que se obtiene aplicando el teorema 2 y tiene la si-

guiente region critica,

Al ! A
€ 1Cs 1 1C &t

NM;, = (4.35)

Al A
e*,Te*,T

en donde &, ; y C/ ;- tienen la definicién previa del estadistico SL; .
A continuacién se propone la extensién estacional del contraste G M, aplicando la

metodologia expuesta en Tanaka (1990) a (4.34). Utilizando el corolario (2.17) para la

obtencion del estadistico LBI se obtiene la expresiéon
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(4.36)

l Z/Qz,m (PO)ilQu,sz,m (fOO) “lz
m

ng,m = Z/Qz,m(P0>_1Z

La equivalencia con V"M, se puede observar teniendo en cuenta que la matriz de dife-

1/2

rencias transformadaes V., ,, 7 = Vm,TOy T

la matriz de proyeccién M, r puede escri-
. e / 1 _ 1/2~1/2 _
birse como M7 = V., 7(Vm 1V’ 1) Vimr porque V7l 1 = V*,m,TQy’/T Qb,T/ Xots =

07 5. Usando estas matrices, (4.35) puede escribirse como
/ / / -1 / / -1
o Y*,TV*,m,T(V*,m,TV*,m,T) V*,m,TQu,TV*,m,T(V*,m,TV*,m,T) YT
4

gGM;, =
’ / / / 1</
y*,T *,m,T(V*,m,TV*,m,T) V*,m,TY*,T

en donde y, T es la transformacién de MCG del modelo (4.32). Finalmente, la expresion
del estadistico G M ,, para la hipoteis de contraste Hy : @ = 1 frente H; : ©@ # 1 tiene

la forma

Q. (1) 710,(0)Q; (1) L2y

GM: = L7m
ST 2/, Q; (1) 12y,

(4.37)

4.3.3. Distribucién exacta

Para obtener la distribucion exacta de los estadisticos GM; ,, y SL; ,,,, se siguen el mis-
mo desarrollo que en el apartado 3.5.3. Se considera la transformacién de V, r tal que
Vimr = Qb 2((p)Vm,T0111{ (@) = Qi3 (¢) V. mr que permite transformar z,,, tal
que z, m = Qg v *(¢)zm.La distribucion de z. m €5 Z. sy ~ N (0, 02 (0L + VitV mr))

y el estadistico se puede reescribir como

€n(VamtVi ) tem

€l.€m

GM,, = (4.38)

Teniendo en cuenta que Q,lll/n%(qo)(VQu,T((p)V')*lﬂ,ll,/n%((p) = (V#rm,TV;,m,T)*l y que

la variable €, tiene la siguiente distribucién
en = (Vam1Viur) 2 ~ N (0, 6 (L + 0V, 7V 1))

Por tanto, el estadistico G My, tiene la siguiente distribucion

_ Yk AT+ pAx) Gk

ME = , 4.39
M = T 0 T P (4.39)
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en donde los autovalores Ay (k = 1,...,T —s). Estos autovalores son los reciprocos de

los autovalores de la matriz Vy,, 7V , 1. Su distribucion limite es por tanto,

. P 1 c?
GM:, /n LY ( ) & (4.40)

L\ T i

donde ¢y ~ iidys.

La expresion del estadistico SL;,, en funcién de sus autovalores se obtiene siguiendo

los mismos pasos que 3.5.3, sustituyendo la matrices regulares por las estacionales

_ EiLAgr(©)/AY (1?8

SLY = , 4.41
o T M (©) /A ()] (4D

donde A} ;(®) son los reciprocos de los autovalores de la matriz Vy, 7(®) Vy u,1(©)’

y x ~ iidx1, por lo que la distribucién limite es entonces

. > 1 c?
SL;,/n~ ’; <k2712 + W) . (4.42)

4.3.4. Estadisticos aproximados

Después de revisar disintos estadisticos para el contraste de una raiz unitaria estacio-
nal en un modelo generalizado, es interesante expresar dicho estadisticos de una forma
homogénea, por lo que aqui se proponen expresiones de distintos estadisticos obteni-
dos en los apartados anteriores, basados en los residuos exactos y con expresiones de
célculo mas sencillo. Para ello es conveniente expresar el modelo en términos del mo-

delo (4.32) de MCG tal que
YT = (i*,n & Is),uO +e.r, eyr~ N(O, 0',31T), (4.43)

donde los residuos exactos se pueden reescribir como & = E(a|z') = E(az')E(zz')z =
Lf,’Vm,T/(Vm,TQb,T_SVm,T/)_1z = M. ry.T = &1, que coinciden con los residuos de
regresion generalizados del modelo y donde z = L; a es la serie estacionaria y recor-
dando que L, es el factor de Cholesky de €, r_;. Asi pues, ahora es posible reescribir

de forma aproximada algunos de los estadisticos referidos anteriormente, en términos
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de los residuos exactos. En primer lugar el estadistico G My,

GM;, = (4.44)

14a'CCa
m aa -’

La correccién de Leybourne y McCabe (1994), que este capitulo se extiende a una raiz

MA estacional, también se puede expresar como

1 aéMsCSC/SMsaO
no aa

EREN)

LM, =

donde 3 son los residuos condicionales del modelo (4.26), suponiendo, como ya se ha

sefialado anteriormente, que los valores premuestrales son nulos.

La extension del estadistico de Tam y Reinsel (1997) detallado en la seccién anterior
consiste en la sustitucion de la serie z por una serie filtrada z* que proviene de un
proceso ARMA(p,q), y donde los residuos del modelo se obtienen por el método de
retrovision. Dado que los residuos exactos & = V., (V1 V., 1) "'V, 1y« son
los mismos que los residuos del modelo de regresién generalizado generalizado, &, por
los que el estadistico se puede reescribir como.

l &'M;C,C.M;é
m éééo '

TR:, =

4.4. Constraste de no invertibilidad para un MA(2)

Como ya se ha apuntado en la introduccién, una de las criticas que recibe el contraste de
Tam y Reinsel (1997) es que realiza de forma conjunta un contraste de no invertibilidad

sobre s raices unitarias al mismo tiempo.

Por tanto es de interés extender los contraste de raices unitarias planteados en esta tésis
a las frecuencias estacionales en el contexto ARIMA, y en especial del estadistico GM.
Algunas referencias a este tipo de contrastes se pueden encontrar en Taylor (2003),

aunque el trabajo se centra en el marco de un modelo estructural.

El objetivo es contrastar distintas hipétesis nulas sobre los factores del polinomio 6 (B)
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(Gallego y Treadway (1995))

(1—60B°) =(1—0'°B)(1+6'°B+6*°B>+ ...+~ 1/spsT)

[s/2]-1
=(1-60YB)(1+6'°B) ] (1—2c0"°B+6*°B?),
k=1

donde pasamos de un solo pardmetro a s. En concreto, 6y(B) sobre el que se aplica
el contraste de raices unitarias que se formula en esta seccién se refiere al siguiente
modelo MA(2)

00(B) = (1 —2c,0'/2B + 6B2).

En sintesis, esta formulaciéon permite derivar un contraste para determinar la existencia
de raices unitarias en cada una de las frecuencias estacionales, y que pueden ser la

causa del rechazo de la hip6tesis nula en el modelo agregado MA(1)s.

Por esto, en esta seccién se desarrollan los contrastes para un ciclo estacional en un
modelo generalizado, y destacando al igual que sucede en los apartados anteriores las

ventajas que el estadistico G M.
4.4.1. laextension del contraste de Tam y Reinsel

El modelo MA(2), en la linea de los trabajos de Tanaka (1990) y Tam y Reinsel (1997),

se puede formular como

(1—2cB+ By =z = (1-2c,0Y2B + @B?)a;, t=3,...T, (4.45)

donde el polinomio (1 — 2¢;®'/2B + ®B?) denota un modelo MA de orden 2 que pro-
viene de la factorizacién de (1 — ©B°) para la frecuencia k-ésima y con periodo es-
tacional s. El objeto de este contraste es determinar si Hy : ® = 1, y supone que el
modelo contiene dos raices unitarias en la frecuencia k-ésima, frente a la alternativa,
H; : ® # 1, en que es una media movil invertible de orden 2.La notacién empleada es
la misma que en las secciones anteriores y se considera que z; es la serie estacionaria y

cx = cos(2mk/s). La representacion matricial para el modelo (4.45) es

zZ = Vz(@),
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donde la serie estacionaria z = (z3 z4 ... z7)" es un vector columna de T — 2 observa-
ciones estacionarias, a = (a1 a ... ar)’ es un vector columna de T errores aleatorios
y V2(©) es una submatriz que estd compuesta por las dltimas T — 2 filas de la matriz
cuadrada de orden Ty D(®) = (I — 2¢,®'/?L + OL?) que tiene unos en la diagonal
principal, —2¢;® en la primera superdional, ©® en la segunda superdiagonal y ceros en
el resto. Bajo el supuesto normalidad de los errores, a ~ N(0, O'uZIT), se tiene que la
serie diferenciada tiene una distribucién normal de media cero y matriz de varianzas y

covarianzas
0, (0) = V2(0)V3(0),
donde z ~ N (0,020 (@)).

El estadistico de contraste para Hy : © = 1 frente a Hy : © # 1 es LBUI y su expresion

proviene del Teorema 3 establecido en el capitulo 2

7/ (VoV5H) 120 — i (L + 1)) (V2 V5) 1z
Z/(Vzv/z)*lz '

Tan (4.46)

4.4.2. La aproximaciéon de Saikkonen y Luukkonen

También se puede obtener el estadistico con una aproximacién similar a la derivada en

Saikkonen y Luukkonen (1993). El modelo MA(2) definido en

Ye =Hot + U, t=1,2
(4.47)
(1 —2cB+ By =(1 —2¢®2B 4+ OB?)u;, t=3,...T,
se puede expresar como,
y = XB+ D, 'Dy2(0)u,
donde y = (y1,...,yr)’ es un vector de orden T x 1 de observaciones, u ~ N(0,02Ir),

D, (@) =1-2¢®'2L + OL?, X = D, 'iy, ix+1] = [ck, sk es una matriz de orden T x 2
donde i; es un vector T x 1 de ceros salvo un 1 en la posicién j-ésima, B = (B1,B2)" es
un vector 2 x 1 de pardmetros, u = (uy,...,ur) esun vector T x 1 de perturbaciones
aleatorias y la serie estacionaria es z donde que Doy = z, y Dy = D2(©)|e—1.

La distribucién de z es z ~ N(0,020,(®)). La matriz de varianzas y covarianzas del
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proceso es y ~ N(XB, Unglﬂz((@)Dz’l/) donde 0 (®) = (I —2¢,®'2L + OL?)(I —
2¢,@'2L 4 @L?)'.

El estadistico de contraste es LBIU y se obtiene a partir de la segunda derivada de
la funcién de log-verosimilitud L(®, B, 02) correspondiente al modelo (4.47) evaluada
bajo la hipétesis nula Hp : @ = 1. Parece claro que la primera derivada evaluada bajo la
hipétesis nula es igual a cero. Utiliando el Teorema 3. La expresion del estadistico para

el modelo MA(2) es la siguiente

N -1 —1A
SLy— W'D, (21 — ¢(L+L'))D)

) 4.48
o'a (4.48)

donde 1 son los residuos del modelo (4.47).

La distribucién limite del estadistico S£, se puede expresar en términos de procesos

brownianos tal que
i & [
SL, = )] / VZ(r)dr = CoM(2),
k=170

donde Vi (r) = W(r) —rW(1) es un puente Browniano estandar y CvM(2) denota una
distribucién Cramér-von Mises con 2 grados de libertad.

Para el desarrollo de la distribucién limite es conveniente utilizar la equivalencia entre
el estadistico (4.48) y el contraste obtenido en un modelo estructural para s = 2, dado

que las expresiones matriciales de los numeradores de ambos estadisticos son iguales;

21 — ck(L+ L) = V(CrC} + SkSk) V5,

cuya prueba se puede encontrar en los elementos de la matriz 2I — ck(L + L') = [4;]

son )
ct + Ci(i+2) + 52+ s,%(iH) =2, parai=j

0ij =\ —CkiCk(i+1) — SkiSk(i+1) = —Ck1, parai=j+1

—CkjCk(j+1) — SkjSk(j+1) = —Ck1, paraj =i+ 1.

Teniendo en cuenta la equivalencia entre los estadisticos de contraste en ambas repre-
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sentaciones, el residuo para el modelo bajo Hy se puede expresar como

iy = ckt(lxk - &k) + Skt(.B - ,Bk) +ut

donde,
T-2 .2 vT T T T T
Ry = Yi—1 Sk dot=1 CktYt — Yor—1 CkeSkt Dop—1 Skt¥t Y j—1 Ckek + Yoj—1 Cheldt
T T T
Yi—1 C%t Yi—1 Sit - (thl thskt> T/2
y T-2 2 T T T T T
By = Zi=1 Ciep L1 Skt¥t — Y1 CheSkt Xop—1 CktYt _ Li— SktPr + Y1 Skelhe

T 2T 2 T T/2 ’
Y1 Cht Y1 S — (Zt:1 thskt) /
por lo que el residuo se puede reescribir como

T T
iy =u+ (T/2) 200 Y crur + (T/2) 7?51 Y s
i=1 i=1

La extension del estadistico a un modelo general, en la linea de lo establecido por Saik-

konen y Luukkonen (1993), requiere reescribir el modelo para el MA(2)
y = XB+D;'D2(0)br,

donde bt es un proceso ARMA(p,q) cuya definicién es la misma que en las seccio-
nes previas en donde by = (b1, by, ..., br)’ ~ N(0,Qp ), con matriz de varian-
zas y covarianzas Q1 = [Qu(i —j)] v 7p(k) = E(bib;_). En funciéon del término
deerror a, (Yt = (rfﬂblT y estableciendo er = D, lD2(®)bT, se tiene que er ~

N(0,02D,Qr(®)Dy) con

Q7(0) = (I - 2¢02L + OL?)Q, (I — 2¢,0%L + OL?)’

El estadistico de contraste corregido se obtiene a partir del Teorema 3 es LBIU expresar

como

&D;! ((3erL) Dy + Doy (JeiL) +2 (oL +12) O (—aL +17)') D3e.

e,

S;C;’T —

7
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donde se emplean las distintas variables transformadas D, = Q, 1/ ‘Dylye =
Q, 1728, y se considera que & son los residuos de Minimos Cuadrados Generalizados.
Finalmente, apuntar que en la formulacién del estadistico y su distribucién se han em-

pleado algunos resultados que se pueden encontrar en el apéndice.
4.4.3. Contraste para de estabilidad paramétrica para una frecuencia

La representacion trigonométrica de la estacionalidad, equivalente a la forma reducida

en (4.47) para la k-ésima frecuencia se define como

Yt = QkeCrt + BreSke + Ut
Qg = K1+ Wit (4.49)

Bt = B +wiy,  t=1,...,T,

donde el efecto estacional en el periodo t estd representado por ayscks + PktSkt, los pardme-
tros estacionales ay; y By evolucionan en el tiempo como paseos aleatorios, cj; =
cos(2mkt/s) y si = sin(27kt/s) y donde las perturbaciones wy, ~ N(0,05, ) y wy, ~

N(0, UZ’Z) estan incorreladas. Su representacién matricial es
y = XB + Crwy + Skw; +u, (4.50)

dondey = (y1,...,yr)’ es un vector de orden T x 1 de variables observadas, X es una
matriz de orden T x 2 tal que X = [¢, s¢] donde ¢, = (ck1, .-, ¢kt)s Sk = (Sk1, - -, Skt)’
son vectores, de orden T x 1, el vector de valores iniciales B, = (ax, Bx)’ es de orden
2 x 1y Ck y Si denotan matrices de orden T x T, tal que Cx = ¢ © C, Sy = s ©® C,
donde C = [c;;] es una matriz triangular inferior de orden T x T con¢;; = 1 parai < j,
siendo ceros el resto de elementos. Finalmente, los vectores de perturbaciones aleato-
riasu = (uy,...,ur), wy = (Wp, ..., wir) vy wi = (wjy, ..., wjir)" son de dimensién
T x 1. Ademas, considerando valores iniciales deterministas, se pueden expresar los
pardmetros ay ; y By como tal que ay; = o + Y wii Y Bt = Bk + Zle Wy

El parametro de interés p = es ahora p = 07, /02 = Uf]; /0?2 =0,

El estadistico para contrastar dos raices unitarias en la frecuencia k-ésima, para la

hipétesis nula Hy : p = 0 frente a H; : p < 1 se obtiene directamente de la aplica-
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cién del Teorema 2 al modelo (4.49) y empleando el siguiente resultado sobre la matriz

de varianzas y covarianzas

228 = Gl + S¢S,

nos lleva a

& (C,CL +S;S}) e
AlA 7

ee

NMs, = (4.51)

que se puede expresar en términos de los residuos de minimos cuadrados ordinarios,

¢ de la regresion de y sobre la matriz X = [c, s
4.4.4. El contraste para las frecuencias estacionales generalizado

Se puede generalizar el modelo (4.49) como

Vi = 0gsCrt + Brese + U, P(B)uy = 0(B)wy s
Qg = Qg1 + Wity ¢(B)wyr = 0(B)wia,t (4.52)

Bit = Pre—1 + Wiy, P(B)wy; = 9(B)w;:2,t t=1,...,T,

donde los errores wyqt, Wit ¥ wZZ,t son procesos ARMA (p, q) independientes, en los
que se supone que el polinomio ¢(B) no contiene raices unitarias, que en cambio si se
permiten en el polinomio 6(B) que puede contener raices unitarias extra, y ademas
no se produce cancelaciéon de operadores entre ambos polinomios. Al igual que en las
secciones precedentes, los dos valores premuestrales ayy y Bio son deterministas. Los
términos de error se pueden definir como wy; ~ iidN(0,07), wax; ~ iidN(0,0%) y

w}, , ~ iidN(0, 077), no existiendo correlacion entre ellos.

El modelo equivalente a (4.52) es un modelo ARIMA(p,2,q + 2)
¢(B)(1 —2c;B + BY)y; = 0(B)(1 — 2c;0'/2B 4+ ®B%)a;, t=3,...,T, (4.53)

y andlogamente, la representacion estacionaria de (4.52) se puede formular de la si-
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guiente forma
(1 —2¢B + B*)y; = (1 — ckB)wys + skBwy; + (1 —2¢,B+ B*)e;, t=3,...,T. (4.54)

En este contexto, se pueden plantear dos contrastes equivalentes empleando dos repre-
sentaciones distintas, por una parte el contraste de no invertibilidad en la representa-
cion ARIMA para las hipotésis Hy : ® = 1 frente H; : 6 # 1 en (4.53) y el contraste
de estacionalidad determinista en la frecuencia k para Hy : p = 0 frente H; : p > O en

(4.52); donde ahora, el pardmetro p tiene la siguiente definicién p = 0, /0%, = 02,/ 075

La representacién matricial del modelo de regresion generalizado para (4.52) es
y=XB+e, e=Ciwi+ Siw;+u, (4.55)

donde u ~ NI[0,04,Qu1(¢)], wx ~ N[0,05Qu1(p)] y wi ~ N[0,05Qu7(p)], y la
matriz Oy 7(¢) depende del vector de parametros @ = (¢1, ..., ¢p,01, ..., 0;)'. La

distribucién muestral de y viene dada por

y ~ N (XB, o Qyr(p, @), Qyr(o,9) = p (Celu1(@)Ci + Sk Qu()Sk) + (@),

(4.56)
que se puede reescribir dado que las matrices las matrices Cs y S, son intercambia-
bles por sus traspuestas, por lo que Q, 7(0,¢) = p (C;. 04 7(9)Cx + S} Oy, 7(@)Sk) +
Q,,1(@). Aligual que en las secciones anteriores, y con objeto de simplicar la notacién
de Qy 7(p, @), se omite la referencia a ¢, tal que Q (o). También se establece una nue-
va definicién para el niimero de observaciones de la serie diferenciada que ahora se

denota m = T — 2 para ajustarse al modelo MA(2).

De nuevo, y para poder obtener el estadistico siguiendo la aproximaciéon de Tanaka
(1990) es preciso diferenciar (4.55) utilizando la matriz de diferencias rectangular V5,

de orden (T — 2) x T previamente definida
z=Vs3e, Vjsye=V,Cw;+ stkw,’; + Vou,

donde z es la serie diferenciada. Para calcular la distribucién muestral de z es con-
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veniente tener en cuenta los siguientes resultados matriciales, V,C, = [0|I7_2] —

ck[0|Br_2] = V5 y V28 = 5¢[0]I7_2] = V3, entonces z ~ N [0, 02, Q. (p, )] donde
Qi (0,9) = 0 (VsQun(@) V5 + Viun(@) V3 ) + Vaur(@) V2, (457)

que se puede simplicar més teniendo en cuenta que V5Qu (@) V5 = (14 1) Qum(p) —
kL2 Qum () — cxQum(@)L7_, y que V3O (@) vy = 5; Qu,m (@)-

Finalmente el modelo en términos de @ y ¢? es

z~ N[0, 02Q,(0,9)] con Q,u(0,9) = V2(0)Qy1(p) V2 (0)".

4.4.5. Estadisticos de contraste

En este apartado, y en coherencia con las secciones anteriores, se formulan los estadisti-
cos de contraste en términos de tres tipos de residuos. Por una parte tenemos la ex-
tension de Leybourne y McCabe (1994), cuyos residuos condicionados provienen del
filtrado de la serie temporal empleando un polinomio AR y que considera unos valores
iniciales nulos. La de Tam y Reinsel (1997), que como ya hemos visto en las secciones
previas, utiliza los residuos de un modelo ARMA calculados utilizando el método de
retrovision. Y el estadistico que utiliza los residuos exactos, que como ya se ha apunta-
do, tiene una expresién mas sencilla que el estadistico exacto de Saikkonen y Luukko-
nen (1993), y permite la existencia de otras raices unitarias MA adicionales a la que se

considera bajo la hip6tesis de contraste.

Teniendo en cuenta que los fundamentos para la obtencion de estos contraste se deta-
llan ampliamente en la seccién 3, la formulacion de los mismos tinicamente requiere de
su aplicacién en el marco, ahora, de un MA(2). En cualquier caso, se sugiere de nuevo

la aplicacion del contraste LBI, por la simplicidad de su aplicacién.

En concreto, los estadisticos GM5 , y GM; ,  se obtiene aplicando de forma directa
el Teorema 2 al modelo MA(2) generalizado, tanto en niveles como diferenciado, y que
supone tnicamente sustituir las matrices de varianzas y covarianzas en los estadisticos

(3.71)y (3.72).

A continuacion, el estadistico basado en los residuos exactos, en la que se consideran
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todos los supuestos de la seccién 3.5. para el modelo generalizado, tiene la siguientes

expresion

1 & (CCL+S:S;)a
T-2 a'a ’

donde a denota el vector de los residuos exactos. Como puede observarse, su expre-
sién es similar a la de los estadisticos para una raiz unitaria regular y estacional, la
principal diferencia entre los tres estadisticos obtenidos esta en las matrices centrales

del numerador, que actilan como matrices de acumulacién de los residuos.

De forma equivalente, se puede obtenemos el estadistico de contraste generalizado

éi T <C*,k,TQu,TC; kT T S*,k,TQu,TS; k T) &1
J\/’Mﬁln = - - , (4.58)

Al A
€, 7CxT

. A ~1/2 -1/2
en donde se considera que &,7 = M, 1Y.T, Ys&T = Qb,T/ yr, XaTs = Qb,T/ [ck, sk,

— / -1/2 -1/2
M. =TIr = Xo1s(X, 1 Xe15) " Xas', Copr = Oy 1/2Cry Supr = O, /7Sy,

y que es equivalente al estadistico

GME — V.1 Vir (V2 Vi) Voo (Ciy tCh + Sk 1Sy) Vi (Va2 Vi) tyar
o Vi1 Via(Via Vi) IV yer '

en las que se emplea la transformacién de la matriz de diferencias rectangular V., =

VZQ;/TZ y la utilisima relacién matricial M1 = V/, ,(V., V. ,) "1V,

Otra extension paramétrica para recoger autocorrelacion ya desarrallada a lo largo de
esta tesis es la de Leybourne y McCabe (1994), que sugiere filtrar la serie considerando

que es generada por un proceso AR(p), donde ahora y.; = (¢(B)/6(B))y:,

¥.M (CirChy + SirS) 1) My,

;CMZ,n = y, My

, (4.59)

que también se puede formular en téminos del modelo ARIMA, tal que

2, (VaV5) 121 — (B + B)) (V2 V5) 1z,

LMy, =
2 z,(V2V3) lz,

7
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donde z, = Vyy..

Finalmente, la dltima correccién propuesta es la de Tam y Reinsel (1997), aplicada al

modelo MA(2). El modelo aplicado es

P(B)Vayr =0(B)z.,

Z.p =(1 —2c,®'2B 4 ©OB),

donde z,; sigue siendo el proceso MA(2) de referencia. De forma equivalente al es-
tadistico se puede aplicar la correccién de Tam y Reinsel (1997), que al igual que la
correccién paramétrica de Leybourne y McCabe (1994) filtra la serie utilizando los re-

siduos obtenidos por el método de retrovision &,

&, (CxCp. + SiS) &
& Me, '

7-2,11 =

4.4.6. Distribucién exacta

Para obtener la distribucién exacta es preciso realizar algunas transformaciones. Te-

niendo en cuenta que z, = QL2 (¢)z, se tiene que z, ~ N (0, 0% (oA + ViVy),

un—1

A =2I7 5 — ci(Lr_2+ L% _,) endonde Vi = Q_ /2 ((p)VQi/nz((p)

un—1

Ademas, notando que Qi/zfl (@) (V2O (@)Vé)_lﬂi/zfl () = (VsVy) 1, puede es-

M M

cribirse como

(Vo Vis)
gag, = S22 € (4.60)

e'e

dado que
€ = (V#V;;)fl/zzik ~ N (0, 0'12(In_1 + szl#Vlz,#)) P

en donde VAV = Vz,#Vér#. Si se consideran A los autovalores de Vz,#Vér#

O AL+ pA) 8

GM;, = ~ , 4.61
P+ pA) G (e

endonde Ay (k =1,...,1n — 2) son ahora los reciprocos de los autovalores de V4V 4.

De forma equivalente, se puee obtener la distribucion limite bajo la secuencia de alter-
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nativas locales H; : p/n de GM; ,

* a - 1 2
GM;,/n ~ k; (kznz + kfn4> Ck- (4.62)

donde &y ~ iidx».
4.4.7. Evaluacidén de los contrastes

Finalmente se considera oportuno hacer una evaluacién de los contrastes para compro-
bar si la presencia de autocorrelacion altera su distribucién muestral bajo la hipétesis
nula en muestras finitas. Se considera que el valor del pardmetro bajo la hipétesis nula

es conocido.

En primer lugar se tabulan mediante procedimientos de integracién numérica las dis-
tribuciones muestrales de los estadisticos SL;,, y G M, suponiendo que el modelo

tedrico es un MA(s+1) no invertible
Zt = (1 — Bs)(l — 9B>[Zt,

donde el primer factor MA, 1 — B®, recoge la hipétesis nula de no invertibilidad y se
considera que s = 4, 8. El segundo factor MA se corresponde con el parametro de con-
trol del experimento y recoge la correlaciéon. Cuando 6 = 0, las distribuciones muestra-
les de los estadisticos SL;,, y G M, deben coincidir con la tabulada en Tam y Reinsel
(1997) replicada en el Cuadro 4.1. Ademéds, el modelo MA(s+1) también permite eva-
luar la correlacién serial AR si tenemos en cuenta que puede aproximarse por un AR
de orden finito

(1+6B+6°B>+---+60'BP)z; = (1 — B%)a;.

Antes de formular los estadisticos se considera necesario introducir la siguiente no-
tacion para el proceso estacionario z; del modelo MA(s+1), donde ), es la matriz de
covarianzas, L, es el factor de Cholesky de Q),, y ¥, y II, son matrices triangulares con
los pesos ¢ y 7t; del MA(s+1). De forma andloga se pueden definir las correspondientes
matrices para el proceso auxiliar u; = (1 — 0B°)w;. De esta forma los estadisticos de no

invertibilidad pueden expresarse en términos de un vector € ~ N(0, ¢*1):
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1. Saikkonen-Luukkonen

x/ 711 =1 ! -1
Sﬁ* _ 1 e*Lu,TCs()u,TCSL u,Te* o 1 € Lu,Tfst,T_sLu,T—se
$ T-—s &g, T—s €e '

2. Gallego-Mazas

GME — 1 @MC,CMa 1 €Y¥,L'M,C.C;M, Y, Le
* T—-s a@Ma  T-s  Y¥,Lg'MY,Le

El Cuadro 4.5 muestra los valores criticos de los estadisticos SL; y G M al nivel de
significacion del 5% paras = 4y 12 y n = 10,20,30, tal que T = ns. Se consideran

también distintos valores para el pardmetro de control § = —1, —-0.75,..., 1.

Cuando 6 = 0los valores criticos de SL; y GM estadisticos paras = 4y s = 12 coinci-
den puesto que no se aplica ninguna correccion. El valor critico para ambos estdisticos,
0 =0ys =4es0313, y paras = 12 es 0.249. De forma general, los valores criticos
de ambos estaditicos coinciden, o son muy préximos, aunque hay se pueden hacer al-
gunas consideraciones. Cuando s = 4 los valores criticos de los estadisticos coinciden
cuando 6 < 0.5, para valores mayores del pardmetro de control 6 se observan pequefias
diferencias que se acenttian para los tamafios de muestra més pequefios. Esta posible
diferencia entre los valores criticos para s = 4y s = 12 se debe a que el ntiimero de
observaciones de la muestra empleada en la serie mensual es mayor. Para s = 12 coin-
ciden todos los valores criticos de SL; y GM; para todos los tamafios muestrales, a
excepcion del valor critico paran = 10y 6 = 1 en que difieren en el tercer decimal. A
medida que 6 se aproxima uno, el comportamiento de los estadisticos SL; y GM; es
el mismo, observandose un ligero desplazamiento hacia la izquierda de la distribucién
muestral. Este desplazamiento de la distribucién recuerda los resultados de valores
criticos para una doble raiz unitaria del Capitulo 3, aunque en ese caso el desplaza-
miento de la distribucién es mucho maés evidente. Esto quiere decir que la correcciéon
paramétrica en los estadisticos SL; y GM tiene un comportamiento razonable, inclu-

so en presencia de una raiz unitaria extra.

De esta forma, los principales resultados del Cuadro 4.5 son los siguientes:

1. Los valores criticos obtenidos en la tabulacién de la distribucién muestral de los
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estadisticos de no invertibilidad SL; y G M proporcionan resultados similares.

2. Se observa una mayor coincidencia entre los resultados de ambos estadisticos

para s = 12, que se debe a un mayor tamafio muestral.

3. Para valores del pardmetro de control 6 cercanos a uno se observa un ligerisimo

desplazamiento de la distribucién muestral hacia la izquierda.

Cuadro 4.5: Valores criticos al 5% bajo z; = (1 — B®)(1 — 6B)a;

(@) SLy

0

-0.75

-0.5

-0.25

0

0.25

0.5

0.75

10
20
30
100

10
20
30
100

0.316
0.292
0.284
0.273

0.274
0.254
0.247
0.238

0.339
0.323
0.318
0.312

0.282
0.264
0.258
0.249

0.346
0.328
0.322
0.313

0.282
0.264
0.258
0.249

0.348
0.329
0.323
0.313

0.282
0.264
0.258
0.249

0.348
0.329
0.323
0.313

0.282
0.264
0.258
0.249

0.348
0.329
0.323
0.313

0.282
0.264
0.258
0.249

0.347
0.328
0.322
0.313

0.282
0.264
0.258
0.249

0.339
0.323
0.318
0.312

0.282
0.264
0.258
0.249

0.316
0.292
0.284
0.273

0.274
0.254
0.247
0.238

(b) GM,,

-0.75

-0.5

-0.25

0.25

0.5

0.75

10
20
30
100

10
20
30
100

0.318
0.293
0.285
0.273

0.272
0.253
0.247
0.238

0.347
0.328
0.322
0.313

0.282
0.264
0.258
0.249

0.348
0.329
0.323
0.313

0.282
0.264
0.258
0.249

0.348
0.329
0.323
0.313

0.282
0.264
0.258
0.249

0.348
0.329
0.323
0.313

0.282
0.264
0.258
0.249

0.348
0.329
0.323
0.313

0.282
0.264
0.258
0.249

0.348
0.329
0.323
0.313

0.282
0.264
0.258
0.249

0.347
0.328
0.322
0.313

0.282
0.264
0.258
0.249

0.318
0.293
0.285
0.273

0.272
0.253
0.247
0.238




122 CAPITULO 4: CONTRASTES OPTIMOS DE NO INVERTIBILIDAD ESTACIONAL

4.5. Contraste para miultiples raices unitarias en un modelo ge-

neral

El siguiente paso una vez han sido derivados distintos contraste de raices unitarias en
el contexto de un modelo generalizado es plantear un procedimiento unificado con el

que se puedan realizar contrastes que satisfagan diversas hipoétesis.

El elemento clave para establecer este procedimiento unificado es el estadistico G M
basado en los residuos exactos, y que tiene varias ventajas con respecto a otros contraste
examinados. Por una parte, como ya se ha demostrado en la comparacién con otros
estadisticos, tiene una expresiéon de cémputo sencillo; por otra a parte, permite que
en el modelo sobre el que se aplica el contraste exista una raiz unitaria extra, y su
funcionamiento, comparado con el estadistico exacto es considerablemente mejor que
otros estadisicos examinados. Por esto, es de interés formular un procedimiento que

sirva para contrastar varias hipétesis de contraste en un modelo general.

La idea general fundamental es que en un modelo ARIMA
¢(B)w: = 0(B)a, (4.63)

donde el polinomio media mévil 8(B) = 6y(B)0.(B), que se puede dividir entre los
factores que son objeto de contraste 6y(B) y los restantes 6. (B) que forman parte de la
estructura del modelo generalizado, se pueda realizar un contraste para varias hipéte-
sis nulas teniendo en cuenta que 6 (B) puede tener raices adicionales. En particular los

polinomios 6y(B) empleados en este tesis son

,

(1-6B)

60(B) = 4 (1 — ©B°) (4.64)

(1—2c,@Y2B + @B?).

Por esto, el contraste GM es una opciéon conveniente, puesto que se puede aplicar en
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cualquier contexto siendo las expresiones de estos estadisticos la siguientes:

a (CCHa i’ (C.C'+S,.8))a
ng:a(ﬁ)a, GM, = (GG + SiS)

a' (C,Cl)a
a'a '

~/=

’ ]/ gMS =

Observando estos estadisticos basados en los residuos exactos se aprecia que su forma
es muy similar, la tinica diferencia radica en las matrices centrales del numerador que
actian como matrices de acumulacion de los residuos. Dependiendo de la hipétesis
nula que se considere, el tinico cambio que se aprecia en la férmula de este estadistico
estd en la forma en que éstos se acumulan en el numerador. Por tanto, podriamos for-
mular el contraste G M;, para que, con carécter general se pueda aplicar para diversas

hipétesis de contraste, y tiene la siguiente forma

donde el contador i denota el nimero de raices unitarias bajo la hipétesis nula, A; es la
matriz de acumulacién que se correponde son esa hipétesis nula y a son los residuos
exactos. En los casos evaluados en este trabajo, M; es la matriz M correspondiente a

cada caso y la matriz A tiene las siguientes definiciones

ccC/, i=1,

C.Cr + Sk5;< i=2,
A; = (4.65)

S (Ot 88)) i=s -1,

CsCé i =S,

[s/2]-1

donde Zkzl} (Cka + SkS,’() denota la expresion de la matriz A; cuando se desea con-

trastar s — 1 frecuencias.

En cualquier caso, y teniendo en cuenta la siguiente descomposicién del polinomio MA

[s/2]-1
(1-60B°) = (1-0'*B)(1+©"*B) [] (1-2c@"*B+@%*B?), (4.66)
k=1

el estadistico GM; propuesto se puede aplicar a cualquier hipétesis de contraste de

raices unitarias en (4.66).
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Para concluir este capitulo es oportuno resaltar algunos de los corolarios que se pue-
den extraer. Por una parte se ha derivado un estadistico de contraste de raices unitarias
que puede ser aplicado para cualquier hipétesis de contraste tinicamente cambiando
la forma de acumulacién de los residuos y su calculo computacional es relativamente
sencillo. Por otra parte, el estadistico se puede aplicar en un modelo general en el que
pueden existir otras raices unitarias, en tltimo lugar su funcionamiento en razonabla-

mente bueno.
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Conclusiones

En esta tesis doctoral se ha propuesto un procedimiento general para contrastar la pre-
sencia de multiples raices MA unitarias en cualquier modelo ARIMA, que puede tam-
bién incluir otras raices MA unitarias ademads de las que son de interés. La conside-
racién de estas raices adicionales resulta conveniente como alternativa a la inclusiéon
de términos deterministas (tendencia lineal), y es también 1til en el marco de modelos
estacionales multiplicativos. De este modo, la representacion usada permite formular
de manera comudn una gran diversidad de contrastes de no invertibilidad o estabilidad

paramétrica.

El procedimiento de contraste es similar al propuesto por Saikkonen y Luukkonen
(1993) para el caso de una raiz MA regular en el sentido de que se tiene en cuenta
la estructura ARMA adicional, pero presenta dos principales diferencias: la estrategia
seguida para obtener el estadistico de contraste y las expresiones proporcionadas para
el mismo. En primer lugar, el estadistico de contraste se obtiene en el marco de un mo-
delo estructural equivalente, que simplifica su obtencién porque solo requiere calcular
la primera derivada de la funcién de verosimilitud. En segundo lugar, las expresiones
propuestas son convenientes para calcular el estadisico en términos de los residuos,

asi como para evaluar su distribucion muestral tanto bajo Hy como Hj.
Las propuestas mads relevantes, de forma breve, se pueden agrupar en tres bloques.

En primer lugar se derivan de forma homogénea los contrastes de raices unitarias méas
relevantes como son los propuestos por Nyblom y Mékeldinen (1983), Tanaka (1990) y

Saikkonen y Luukkonen (1993) en el caso mads sencillo, esto es, para la hipétesis nula de

125
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una raiz unitaria regular en un modelo MA(1). Constituye una aportacién interesante
el marco metodolégico comtin desarrollado para la obtencién de estos contrastes, en
el que se emplean nuevas relaciones matriciales que permiten apreciar la equivalencia

entre ellos y facilitan la obtencién de su distribucién.

En segundo lugar, otra cuestion de interés es la extension de los contrastes de Nyblom
y Mikeldinen (1983) y Saikkonen y Luukkonen (1993) para la hipétesis nula de una
o varias raices unitarias estacionales. El marco metodolégico del Capitulo 3 juega un
papel muy importante en el desarrollo de estos estadisticos puesto que permite obte-
ner extensiones novedosas para los contrastes de raices unitarias en modelos ARIMA,
equivalentes a los desarrollados en Canova y Hansen (1995), Harvey y Busetti (2003) o
Caner (1998), y empleando de nuevo relaciones matriciales que facilitan su compara-
cion.

Y en tercer lugar se propone un nuevo estadistico basado en los residuos exactos que
se puede aplicar en el contraste de hipétesis para una o varias raices unitarias en un
modelo generalizado. El estadistico exacto es el propuesto por Saikkonen y Luukkonen
(1993), pero tiene un cémputo complejo y solo se ha desarrollado en el caso més sim-
ple. Uno de los objetivos era, por una parte proponer un estadistico aproximado cuyo
funcionamiento fuera similar al estadistico exacto de Saikkonen y Luukkonen (1993),
incluso en presencia de raices unitarias adicionales pero con un desarrollo mas simple.
Para simplificar la obtencién del estadistico, el modelo general que se emplea es un

modelo estructural donde los errores son un proceso ARMA

ye =pr+uy,  ¢(B)uy = 0(B)wyy,

ur =pi +v:, ¢(B)oy=0(B)wy, t=1,...,T,

donde k denota el nidmero de frecuencias a contrastar. Aqui juega un papel clave el
desarrollo de la matriz de diferencias rectangular V; que diferencia el modelo para
hacerlo estacionario

z=Vie, Vie=V.Cv+ Viu.

Esta representacion tienen una ventaja sobre la que emplean Saikkonen y Luukkonen

(1993), y por eso simplifica de forma considerable la obtencion del estadistico, y es que
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el contraste para el modelo diferenciado es LBI y el contraste para el estadistico exacto
es LBIU, y necesita de la segunda derivada de la matriz de varianzas y convarianzas del
proceso. El estadistico de contraste se obtiene de forma directa utilizando el Teorema 2

del Capitulo 2 y tiene, de forma general, la siguiente expresiéon

Z’Q, (PO)ilﬂqu (PO)AZ
z'Qz(po) 'z '

GM; =

que se puede expresar en términos de V| y la matriz de varianzas y covarianzas de u,
que recoge la estructura ARMA, y para su cdlculo se utilizan los residos exactos. Por
tanto, el estadistico propuesto supone algunas ventajas que hacen recomendable su
uso. Por una parte tiene una formulacién sencilla en comparacién al estadistico exacto
de Saikkonen y Luukkonen (1993). En segundo lugar se puede aplicar para contrastar
distintas hipdtesis nulas, tanto regulares como estacionales, y en el contexto de un mo-
delo general. De hecho, la diferencia en la formulacién del estadistico para una u otra
de las hipétesis de raices unitarias regulares y estacionales definidas en este tesis, se
centra tinicamente en las matrices de acumulacién de los residuos que se encuentran
en el numerador de la forma cuadrética. Otra de las ventajas de este estadistico es que
salva algunas de las limitaciones de los contrastes de raices unitarias existentes puesto
que se puede aplicar en presencia de otra raiz MA extra. Ademads, este estadistico tiene
un funcionamiento razonable en muestras finitas si se compara con otros estadisticos
que también tienen correcciones para recoger autocorrelacién en presencia de raices

unitarias extra.

Para comprobar su funcionamiento se han presentado varios experimentos con el fin
de evaluar la distribucién muestral de este estadistico en muestras finitas. El primero
de ellos considera que el parametro bajo la hipétesis nula es conocido, y por tanto no
hace falta estimarlo; y en el segundo, el pardmetro 6, se estima por el método de maxi-
ma verosimilitud. Los resultados en ambos casos son muy similares y constituyen una
evidencia en favor del uso del estadistico basado en los residuos exactos. De hecho, en
términos comparativos con otros estadisticos que proponen correcciones para recoger
autocorrelacion, la distribucién muestral del estadistico basado en los residuos exactos

es la que més se aproxima a la del estadistico exacto.
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A partir de aqui, las futuras lineas de investigacion que abre esta tesis consisten funda-
mentalmente en la extension de los estadisticos obtenidos, y en especial del estadistico
basado en los residuos exactos a modelos més complejos, como pueden ser los modelos

que incorporan variables de intervencion o multivariantes.



APENDICE A

Algoritmos para el estadistico de

Tam y Reinsel (1997)

Sea el proceso ARIMA(p,1,q+ 1)
$(B)Vy: =0(B)a;, t=1,...,n, (A1)

para el que se quiere contrastar la hipétesis nula de que el polinomio MA(g + 1) tiene
una raiz real unitaria, esto es, Hy : 6(B) = 0 frente a H; : 6(B) # 0 para B = 1. Se
presenta ahora un algoritmo para calcular la forma alternativa (??) del estadistico de

Tam y Reinsel (1997)
~ =\ 2
1 Y (Ztrzl (a4 — ”)

n—=1 Y@ —-a32 '

TRy =

en donde 4; son los denominados residuos exactos del modelo (A.1).

Siguiendo a Ljung y Box (1979), el modelo (A.1) puede escribirse en forma matricial
como

®z = Oa + GFu

endondez = (z2...24), 2t = Vy(t =2,...,n),a= (a1 ... a,) yu = (z),a)) es el
vector de valores premuestrales con z, = (zl_p, ...,Z_1,z0) and a)) = (a,q, cee,d-1,00).
Ademads, ® es una matriz triangular inferior de orden (n — 1) x (n — 1) cuya j-ésima
subdiagonal contiene el parametro ¢; en todas sus entradas (pp = 1y ¢; = 0 para

j > p). Andloga estructura tiene la matriz ®, pero con los q + 1 coeficientes MA. Sir =

129
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méx(p,q+1), entonces la matriz G = [I,|0] tiene orden n x r, en donde la barra vertical
denota concatenacion vertical. Finalmente, la matriz F = [Fy, F;| es la concatenacion

horizontal de las matrices de ordenr x py r x (g+1), respectivamente,

(Pp (Pr,1 A (Pl 9q+1 9,,,1 . 91

O (Pp . e (Pz O 0‘1""1 . e 92
=1 . y . : ’

0 0 ... ¢ 0 0 ... 6y

a las que habria afadir filasnulassip <rog+1 <r.

Los residuos exactos de A.1 se definen como
E(a|z) = E(az')E(zz') "z,
endonde E(az') = @' ®' !, E(zz') = 02Q. y
Q.= '0[I,_, + ® 'GFQ,FG'0 'jeoe

Usando una de las expresiones de la inversa de una suma de matrices dadas por Hen-

derson y Searle (1981), se tiene que
o '=o'0 {1, , - 0°'G[I, + (FQ,F)G'0e'e G| ' (FQ,F)Ge e ',
expresion que se prefiere aqui frente a la cominmente usada
o '=o'0 Y1, , -0 'G[(FQ,F) '+ Ge e 'g] 'ce 1o e

que requiere invertir la matriz FQ, F' y que puede ser singular en modelos sobrepara-
metrizados con ¢, = 0 0 ;1 = 0. Gallego (2009) sugiere calcular esta matriz a partir
de la relacién

FQ,F = ©,0,,®, + 0,0/,

que simplifica considerablemente el célculo de ), y en donde el subindice r indica de

la dimension de las matrices arriba definidas.
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Una vez creadas estas matrices, los residuos exactos se calculan siguiendo estos pasos:

1. Se calcula los residuos denominados condicionados 49 = ®'® usando la ecua-

cion en diferencias

Aot =zt — P1ze-1 — - — PpZr—p + 018041+ -+ Op11d0r—g+1, t=1,...,1,

en donde los valores premuestrales se fijan en cero.
2. Se contruye la matriz X = © G de orden 1 x r usando la siguiente recurrencia
para los elementos de la primera columna
Xig =01 X410+ + 0,11 X511+ 811
en donde los valores premuestrales son cero y é;1 es 1 parat = 1; y 0, en otro
caso. Las r — 1 restantes columnas cumplen la relacion X;; = X; ;1.

3. Finalmente, el vector de residuos exactos se calcula como

>

i =4 — X[I, + (FQ,F)X'X] "L (FQ,F)Xao.



APENDICE B

Desarrollos del modelo MA(2) en la
aproximacion de Saikkonen y

Luukkonen

B.0.1. Estadistico de contraste

El estadistico de contrasta rechaza la hipétesis nula formulada, Hy : ©® = 1 para valores

grandes de
0’L(©, B,7?)

Fle2 >4

@:1,‘3:[;,172:5«2

donde d es una constante arbitraria. Directamente, la expresion de la segunda derivada

es
azL(G)’ ﬁ’ Oﬁ) — ltr (D—l <d02(®) (DZDIZ)_l d02<®)
_ d202(®) —1
D! —=——/ D}
L)
T —2 [ yMD) ((3¢4B)Dj + D (3c(B)’) DMy
+ 2 y'My
+y’MD’2(2(—ckB + B?)(—cB + B2)')D,My
y'My '
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Ademas, se consideran los siguentes resultados sobre la matriz de covarianzas Q(©):

d02(®) — (_CkB+B2) D/2+D2 (—CkB+B2)/
dO o4
a0, (@) 1 1 p /
Té)z o1 <2CkB> b2+ D2 <2CkB> +2 (—cxB + B?) (—¢(B + B?)
1
dﬂé@((a) = (D2D3) ™" ((~c¢B + B?) D} + Dz (—¢;B + B?)') (D2D)
0=1
d2072(®) -1 1 1 /
d27®2 . = (Dlez) <2CkB> D) + D, <2CkB>

+2 (~aB +B2) (—ciB + B2)') (DoDy) !

B.0.2. Distribucion del estadistico

El denominador @1, se puede expresar como

o

o

Il
1=

2
( (T/Z 1/Zth chlul T/2 Skt Zsklul>
i=1

t i=1

Il
—

T

T T 2 T 2
up + Y (T/2) e | Y cwni | + Y_(T/72) s | Y swimi
=1 i=1 i=1

Il
MH

t

Il
—

t =1
T

+2) u(T/2)” <2ck,uz>+2i (T/2)~ (2%”1)
i=1 1

t=1

Los tres primeros términos,
T '? - o2
T T 2
T 'Y (T/2) ¢ | Y cpui ] —0
t=1 i=1
T T 2
TVY (T/2) 2siy | Yoswui | —0
t=1 i=1

y los dos tltimos términos son cero ya que IMT 00T th:1 citCit = 0y limr e T-1 2?:1 SitSjt =

0 para i # j. El numerador del estadistico es &'C;C;'t, donde la suma parcial,

T T T
Y cu (ut +(T/2) V20 Y et + (T/2) 7254 Zsktut>
i=1

i=1 i=1

T
Z et + (T/2) 71 Z Ckt <Z Ckz”z)
t=1 t=1 i=1
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donde

[Tr]
-1/2 Crrlly — 2 (Zz 1 Ckilti ) )
E ( kt T/2

Analogamente, para la componente @’S,S;'@, donde la suma parcial,

Zskt <ut+(T/2 1/2thzcktut+ T/2)" Sktzskt”t)

i=1 i=1

T T T
= Z SktUt + (T/Z)fl Z S%t (Z skiui>
=1 t=1 i=1

donde

[Tr]
~1/2 Splly — 2 (Zz 1 Skilli > )
Z( “\ T2

por tanto para el numerador tenemos que T~1/2 Zg{ (crelle + seit) — 0 (Vir (r) + Via (7)),

donde Vi ;(r) = Wy ;(r) — rWi(1) es un puente Browniano estdndar.
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