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1. Resumen

Es conocido que el cuerpo de los nimeros reales surgié por la necesidad de
completar el cuerpo de los nimeros racionales y su completacion se construyo
gracias al valor absoluto usual. Pues bien, los cuerpos p-adicos se obtienen al
completar el cuerpo de los niimeros racionales con respecto a los valores abso-
lutos p-adicos.

El objetivo del presente trabajo es estudiar la construccion y propiedades
bésicas de los cuerpos p-adicos, prestando especial atencién al Lema de Hensel y
mostrando algunas de sus aplicaciones a la obtencién de propiedades algebraicas
de dichos cuerpos.

Los niimeros p-adicos tienen gran interés teérico pero ademés han servido
como herramienta base en la obtencién de importantes resultados en Algebra,
Analisis, Aritmética y posteriormente, también en Fisica.

Palabras Clave: p-adico, valor absoluto, completaciéon, niimeros ra-
cionales, lema de Hensel, raices de la unidad.

2. Abstract

It is known that the real number field appear from the need to complete
the rational number field and its completion was built from the usual absolute
value. In the same way, the p-adic fields arise when the rational number field is
completed from the p-adic absolute values.

The aim of this work is to study the construction and basic properties of the
p-adic numbers, paying special attention to Hensel’s lemma and showing some
of their applications to obtain algebraic properties of that fields.

The p-adic numbers have not only theoretical interest but they have been
a useful tool to obtain important results in Algebra, Analysis, Arithmetic and
later, also in Physics.

Key Words: p-adic, absolute value , completion, rational numbers,
Hensel’s lemma, roots of unity.
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Capitulo 1

Historia

1.1. Los nimeros p-adicos

Los ntimeros p-adicos fueron descritos por primera vez por Kurt Hensel
en torno al 1897. Estos ntimeros surgieron del interés por calcular la potencia
exacta con la que un primo divide al discriminante de un cuerpo de niimeros.
El ejemplo 2 que exponemos en la seccién 3 de Capitulo 2 muestra cémo la
construccion de los nimeros p-adicos estd estrechamente relacionada con la
resolucién de ecuaciones en congruencias moédulo p™.

Para abordar este tema, Hensel comenzoé observando las muchas propie-
dades semejantes que tienen el cuerpo de los niimeros racionales Q y el anillo
de los polinomios con coeficientes complejos C(X).

Por una parte consideramos Z junto con su cuerpo de fracciones Q y por
otra C[X] junto con su cuerpo de fracciones C(X). Sean f(X) € C(X) y
x € Q, podemos ver que ambos son muy similares:

f(X) =

donde P(X),Q(X) € C[X] con Q(X) # 0y p,q € Z con ¢ # 0.

|9

X
x

—

€r =

ESNiS]

L

Ademads Hensel not6 que tanto C(X') como Q son cuerpos de fracciones de
un dominio de ideales principales en el cual todos los ideales primos no nulos
son maximales. Asi, observ6 que los anillos Z y C[X] admiten factorizacién
Unica. Si nos fijamos, todo nimero entero puede expresarse de forma tnica
como producto de primos y, al mismo tiempo, cualquier polinomio puede
expresarse de forma tinica del modo siguiente:

P(X)=a(zr — a1)(x — a2)...(r — ay)

5



6 CAPITULO 1. HISTORIA

Es decir, segin Hensel, los nimeros primos p € Z son semejantes a los
polinomios lineales (z — ) € C[X].

Sea P(X) € C[X] y a € C, es posible escribir su desarrollo en serie de
potencias de (x — ) (por ejemplo con el desarrollo en serie de potencias de
Taylor)

P(X) =31 gai(r — a)’

con a; € C. De esta forma, tenemos que el analogo a este desarrollo es el
desarrollo de un entero positivo m en potencias de p con p primo, es decir,

m=3 ", a;p'

con a; € Zy 0 < a; < p. Esta expresiéon es la que se denomina desarrollo
p-adico de m.

Finalmente, dado f(X) € C(X) y a € C, es posible expandir f(X) como
una serie de Laurent en torno a «;

FX) = Yisn, ai(X —a)f

Y dado x € QQ se puede operar andlogamente y obtener una serie de Laurent
en potencias de p:
T = Zzzno aipz
De este modo fue como Hensel vio que el conjunto de todas las series
formales de Laurent en p forman un cuerpo, al que denominaremos cuerpo de

los ntimeros p-adicos y denotaremos por Q,. Este cuerpo contiene al cuerpo
de los niimeros racionales pero es estrictamente mayor que él.

1.2. Biografia de Kurt Hensel

Kurt Hensel nacié el 29 de diciembre de 1861 en Prusia Oriental donde
vivio 9 anos, edad a la que se trasladé a Berlin. Su padre era terrateniente
en Prusia pero al mudarse a Berlin se convirtié en director de una empresa
de construccién.

Durante el tiempo que vivié en Prusia no fue a la escuela, sino que
fue educado por sus padres en casa. A los 9 afios pisé por primera vez un
colegio, Friedrich-Wilhelm Gymnasium, donde descubrié su pasién por las
matematicas gracias a su profesor, K. H. Schellbach. Schellbach no tardé
en darse cuenta de que Hensel no era un alumno cualquiera, sino que era
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un alumno muy aventajado en lo que a mateméticas se referia. Por ello,
Schellbach le proporcionaba material mas técnico y avanzado. Cuando llegd
la hora de pasar a la universidad Hensel no tenfa ninguna duda de qué carrera
estudiaria, matemdticas. En esta época los estudiantes alemanes no elegian
una sola universidad en la que cursar sus estudios, sino que escogian varias y
se iban moviendo por las diferentes clases. Hensel escogié las universidades
de Berlin y Bonn. Entre otros muchos profesores, tuvo la suerte de coincidir
con Lipschitz, Weierstrass, Borchardt, Kirchhoff, Helmholtz y Kronecker.
Pero sin duda fue Kronecker quien mas influencia tuvo sobre él, por eso fue
quien dirigi6 su tesis doctoral en 1884 en la universidad de Berlin, donde
continué trabajando.

Entre 1895 y 1930 publicé 5 voltimenes en los que recopil6 la obra de
Kronecker. El trabajo que hizo Weierstrass en 1897 del desarrollo en series de
potencias de las funciones algebraicas, le llevé a definir los nimeros p-adicos
debido a su interés por calcular la potencia exacta con la que un primo
divide al discriminante de un cuerpo de nimeros. Con esta técnica pudo
probar muchos resultados sobre formas cuadraticas y teoria de ntimeros. La
enorme potencia de su técnica no fue valorada hasta 1921 cuando Hasse
probé el llamado principio local-global: demostré que una forma cuadratica
tiene una solucion racional si y sélo si la tiene en los nimeros reales y en los
p-adicos para todo primo p.

En su obra “Theorie der algebraischen Zahlen” publicada en 1908 desa-
rrolla toda su teoria sobre los niimeros p-adicos. En esta obra y en la siguiente
“Zahlentheorie” publicada en 1917 muestra toda la fuerza de esta técnica
para abordar problemas de divisibilidad en un cuerpo de ntimeros.

Hensel muri6 el 1 de junio del 1941 a los 79 afios.
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Capitulo 2

Introduccion a los numeros
p-adicos

2.1. Valor absoluto p-adico

Definicion 2.1.1 Sea K un cuerpo, se denomina valor absoluto sobre K a
una funcion

||: K — Rt
que Vx,y € K wverifica las siguientes propiedades:
1. |x| > 0; |x| =0 si y solo si z =0
2. |z +y| <|z| +|y| (Desigualdad triangular)
3. |wyl = |zlly|

Definicién 2.1.2 Un valor absoluto | | en un cuerpo K es no arquimediano
st para x € K se cumple

Z<1= 142/ <1

Lema 2.1.1 El valor absoluto | | en un cuerpo K es no arquimediano si y
solo si cumple la desigualdad triangular fuerte, es decir, si Vx,y € K

|z + y| < max{|z|, [y|}

9



10 CAPITULO 2. INTRODUCCION A LOS NUMEROS P-ADICOS

Dem: Queremos demostrar que
lz| <1=|z+1| <1siysdlosi|x+y| < max{|z|,|y|}

La implicaciéon de derecha a izquierda es trivial tomando y = 1, por tanto
vamos a probar la otra implicacién.

Vamos a suponer que zy # 0 (si zy = 0 es trivial). También vamos a
suponer, sin pérdida de generalidad, que |z| < |y|.

-1 _|zty| |z
e +yllyl ™ =152 =15 + 1

Como |z| < |y| entonces % <1y por tanto |£

<1

z

Asi, como < 1 entonces |7 + 1| < 1, es decir, |z + ylly|~! < 1. Por

tanto,

|z +y| < |yl = max{|z|, [y|}

Ademas se cumple que, si |x| # |y| entonces |z + y| = maz{|z|, |y|}.

Ahora vamos a introducir la definicién de valor absoluto p-ddico en Q.
Para ello vamos a comenzar dando la definicién de valoracién y cuerpo valua-
do, luego introduciremos la definicién de valoracién p-adica en Z y veremos
como extenderla a Q.

Definicion 2.1.3 Si K es un cuerpo, se denomina valoracion sobre K a
una funcion

v: K — RU{oo}
que verifica las siguientes propiedades: si x,y € K
1. v(z) =00 z=0
2. v(zy) =v(z) +v(y)
3. v(z+y) > min{v(z),v(y)}
En este caso diremos que el par (K,v) es un cuerpo valuado.

Definicion 2.1.4 Dado un numero primo p € Z, cualquier entero no nulo
a se expresa de una tnica manera en la forma a = p"a’ con r entero mo
negativo y a’' no divisible por p. De acuerdo con esta propiedad, se denomina
valoracion p-ddica en Z a la funcion
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vy Z\{0} — R

que asocia, a cada entero no nulo a € 7Z, el unico entero no negativo v,(a)
tal que a = p*Da’ donde (p,a’) = 1.

Veamos ahora cémo se puede extender v, al cuerpo de los nimeros ra-
cionales.
Siz € Q,z =7 con a,b € Z. Entonces, se tiene

a = pvp(a‘)a/ b = pviﬂ(b) b,

. . —_ / .
Por tanto, se puede escribir z = p?r(@ ”P(b)% y con a’ y b’ primos con p.
Veamos ahora que esta expresién es tnica. Suponemos que hay dos ex-
presiones distintas,

a/ a//
r=py =0
con a’,a”,b y b primos con p. Asi tenemos, p"a’t” = p*a”b’ de donde r = s

’ 7 , ., , .
y nos queda a'b” = b'a”. Por tanto § = §7. Asi que la expresion es tinica y
no depende de la representacion de x como cociente de dos enteros.

Definicién 2.1.5 Sea v = § € Q*, la valoracion p-ddica de Q viene deter-
minada por la formula

r=9= pvp(w)%,’
donde (p,a’) =1y (p,V/) = 1.
Lema 2.1.2 Para todo x,y € QF se tiene

1. vp(zy) = vp(x) + vp(y)

2. vyla + ) > min {,(a), vy (1)}
Si ademds vy(x) # vy(y), se cumple que vy(xz +y) = min {vy(x), vp(y)}.
Dem: Consideramos z,y € Q. Por comodidad vamos a llamar r = v,(x) y
s = vp(y).

1. vp(zy) = vp(z) + vp(y)

Escribimos

r=p'a y=py
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Asi, por una parte tenemos

zy = p*r() (ay)’
Y por otra

TS ol o) r+s,../,,/

Ty=ppry =p 1Y

2. vp(x +y) = min {vp(2), vp(y)}-

Sean
=0 —gra —Cc _psc
_b_pb/ y_d_pd/-
con (a't,p) = 1= (dd',p) y r,s € Z.
Primero vamos a suponer que r < s,
. a’ ¢ prdd+psble pr(a/d/-‘y—pS*Tb’c/) . o/ d4psTY
x+y _pTF +psy - vd — o —pr b d

donde tanto el numerador como el denominador son primos con p. Por
tanto, vy(x +y) = r = min {r, s}.

Veamos ahora que ocurre cuando r = s.

’ / T /d/+ sbl/ /d/+b//
$+y=pr%+p8%=pab/d? - :pr(a b/d/C)

donde sabemos que b'd’ es primo con p pero a’d’ + b'c’ no tiene por
que serlo. Por tanto, vamos a escribir a'd’ + b’ = ple cont > 0y
(e,p) = 1. Entonces,

a’d +b'c
pr ( v ) - pT+t b’(ii’

Asi, en este caso vp(x +y) =71+t > 1 =min{r, s}

Definicién 2.1.6 Para cada © € Q con x # 0, definimos valor absoluto
p-ddico en Q como

|‘T|p = p—’l)p($)
Six =0 definimos |z| =0, es decir v,(0) = oo

Ahora nos falta comprobar que lo que acabamos de definir es de verdad
un valor absoluto.

Proposicién 2.1.1 La funcion | |, es un valor absoluto no arquimediano.
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Dem: Vamos a comprobar las 3 propiedades que tiene que cumplir para
ser un valor absoluto. Sean =,y € Q

L. |z, >0;|z[, =0 2 =0

Como p es un nimero primo p > 1, por tanto |z|, = p~ @) >0 . Por
definicién estd claro que |z|, =0 =0

2. |z + y|p < ‘5U|p + |y|p

Por el lema 2.1.2 sabemos que vy(z +y) > min{vy(z), vp(y)}; ademéds
vamos a suponer, sin pérdida de generalidad, que vy(z) < v,(y)

|13 + y|p = p*’l)p(xy) < pfmin{vp(x),vp(y)} _ pivp(‘r) <

< p—vp(a:) +p—Up(y) = |z|, + |ylp

3. |zylp = |zlplylp
Por el lema 2.1.2 sabemos que vp,(zy) = vp(x) + vp(y) por tanto tene-
mos,

‘$y|p = p_'Up(fL’y) — p—vp(x)—vp(y) — p’Up(CU)pUp(y) — |x’p|y’p

Para comprobar que es no arquimediano basta ver que se cumple la condicién
siguiente

|z + ylp < maz {|zl,, ylp}
Para demostrarlo, utilizamos la desigualdad ya probada en 2:
|z + yl, < p it @)}
Entonces

‘x + y‘p S p_min{'up(x)?vp(y)} = max {p_v:ﬂ(x)vp_vp(y)} = max {|Jj|p’ |y|p}

Por tanto, hasta ahora conocemos los siguientes valores absolutos defi-
nidos sobre Q:

= FEl valor absoluto trivial.

» El valor absoluto usual, que representaremos por | | .
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» Para cada primo p, el valor absoluto p-adico, | |,.

Para compararlos y estudiar la posible existencia de otros, se introduce
el concepto de valores absolutos equivalentes, es decir, aquellos que definen
la misma topologia.

Lema 2.1.3 Sean | |1 y | |2 dos valores absolutos en un cuerpo K. Las
condiciones siguientes son equivalentes:

» | |1 y| |2 son valores absolutos equivalentes.
» Para cada x € K tenemos |x|y <1 siy solo si |x]p < 1.

= Friste a € R tal que Vo € K se tenga que
|z = |z]3

Proposicién 2.1.2 Un wvalor absoluto p-ddico no es equivalente al valor
absoluto usual. Ademds, si p,q son primos distintos, los valores absolutos
p-ddico y q-ddico no son equivalentes.

Dem: La primera afirmacion es obvia ya que para cualquier valor absoluto
p-adico se cumple, por ser no-arquimediano, que |n| < 1 Vn € Z.

Si p, ¢ son primos distintos, se cumple que |p|, =p~! <1y |p|, = 1. Por
tanto | [, y | | no son equivalentes.

Por otro lado, para cualquier primo p, es |pl, =p™ ' <1y |plc =p>1

Teorema 2.1.1 (Ostrowski) Todo valor absoluto no trivial en Q es equiva-
lente a un valor absoluto | |, donde p es un nimero primo o p = oo

2.2. Complecion de Q

Definicién 2.2.1 Sea K un cuerpo y sea | | un valor absoluto en K. Una
sucesion (x,) se llama sucesion de Cauchy si Ve > 0 existe un indice ng
(que depende de €) tal que Vn,m con n > ng y m > ng se verifica

|Tn — T | < €

Definicién 2.2.2 Sea K un cuerpo y sea | | un valor absoluto en K. Se
dice que K es completo con respecto a | | si toda sucesion de Cauchy de
elementos de K es convergente.
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Es conocido por todos que el cuerpo de los niimeros racionales Q no es
completo con respecto al valor absoluto usual y que el cuerpo de los nimeros
reales R es su completado respecto a este valor absoluto.

Probaremos en esta seccién que el cuerpo Q tampoco es completo res-
pecto de ningun valor absoluto p-adico y construiremos su completado, el
llamado cuerpo de los niimeros p-adicos .

Lema 2.2.1 Una sucesion de numeros racionales (zy) es de Cauchy con
respecto a un valor absoluto no arquimediano | | si y sélo si

limnﬁoo|55n+1 - l‘n| =0

Dem: La implicaciéon de derecha a izquierda es trivial, por definicién de
sucesion de Cauchy.

Para probar la otra implicacién suponemos que lim, o0 [Tn+1 — Zn| = 0.
Entonces, para € > 0, existe ng tal que |x,+1 — x,| < € para cada n > ny.

Sin,m > ng con m=mn-—+r7r>n, se cumple que
|xm - xn’ = ’anrr — Tntr—1 + Tntr—1 — Tptr—2 + ... + Tpy1 — 55n| <
< max{|Tnir — Tnar—1ls [Tngr—1 — Tngr—2], o [Tng1 — 2} <€
y (x,) es de Cauchy.

Lema 2.2.2 EIl cuerpo Q no es completo respecto de ningun valor absoluto
p-ddico.

Dem: Consideramos | |, para algin primo p y construiremos una sucesiéon
de Cauchy en Q cuyo limite no esté en Q. Para ello vamos a buscar una
sucesion de soluciones médulo p™ de una ecuacién que no tenga solucién en

Q.

Lo probamos en primer lugar cuando p es un primo impar y luego lo
veremos para p = 2:

Sea a € Z cumpliendo las condiciones siguientes:
= a no es cuadrado en Q.
= @ primo con p.

= ¢ residuo cuadratico médulo p, es decir, existe solucion de la ecuacién
22 = a méd p.
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Para elegir dicho entero a, basta escoger el cuadrado de cualquier entero b
que sea primo con p y elegir un entero t de forma que a = b? + tp no sea
cuadrado en Q.

Construimos ahora la sucesién de Cauchy del modo siguiente:
. ., 92 __ ,
= escogemos 1 = b que es solucién de 7 = a méd p

= escogemos To tal que
— . 2 _ £ 2
o=z médpy x5 = a méd p

= en general, escogemos x,41 tal que

Tpi1 = Tp, méd pm y x%H = a méd ptl.

La existencia de los x,, elegidos anteriormente la vamos a probar por induc-
cion.
Paran = 1esx; = by 22 = a+ pc con ¢ € Z. Para encontrar z2 tal que

T9 = x1 mod p, vale cualquiera de la forma xo = 21 + tp con t € Z. Asi que
vamos a tratar de calcular dicho t para que se cumpla z9 = a méd p2.

x5 = (w1 + tp)® = 27 + 221tp = a + pc + 2z1tp méd p?

y entonces

73 = améd p? & pe+2trp = p(c+2tz1) = 0 méd p? < c+2tz; =0 méd p

Como 2z es primo con p entonces existe (2x1)~! méd p y por tanto ya
tenemos que t = —c(2z1) ! existe y es tnico.
Ahora vamos a suponer que existe x,, tal que
Ty = Tp—1 mbd p" y 22 = a méd p"tl
Vamos a trabajar de forma andloga al caso n = 1. Como sabemos que

72 = améd p"*! entonces 22 = a + cp™! con ¢ € Z.

"+l debe ser x,11 = x, + tp"T! para algin

n-+2

Para que xp11 = ©, mdd p
t € Z. Asi que vamos a calcular ¢ para que se cumpla 2 11 =amdd p

333&1 _ (xn + tpn+1)2 — .’L‘% + t2p2n+2 4+ 2xntpn+1 — xi 4 t2pn+2pn + 2xntpn+1

= xi + 22, tp" T = a + bp" L + 22, tp" T mod pn T2
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y entonces
22,1 = améd p"t? & p" (b + 2tx,) = 0 méd p"t? & b+ 2tz, = 0 méd p
Continuando de la misma forma que en el caso anterior tenemos que

t= b2z, ")

existe y ademads es unico. Asi queda demostrado que la sucesion existe siem-
pre que exista el elemento x; inicial. Pero falta comprobar que la sucesion
es de Cauchy.

Gracias al lema 2.2.1, basta comprobar que

limnﬁoo|$n+1 - mn| =0

n+1

Como para cada n, es Tn11 = x, méd p se cumple que

|Tnt1 — Tn| = ’tpm_l‘ < p_(n+l)
entonces limy—o0|Tn+1 — Tn| = 0y (z,) es una sucesion de Cauchy.
2 _

n —

n-+1

Ademas, como, para cada n, es x a mod p"T*, se cumple que

2 — a] = ep™ 1] < p D)

Por tanto, limy, 0|22 —a| = 0, es decir, el limite de (z,,), en caso de existir,
tiene que ser la raiz cuadrada de a. Como habiamos escogido a de forma que
no fuese raiz cuadrada en Q, entonces la sucesién no tiene limite en Q.

Probamos ahora que Q no es completo respecto del valor absoluto | |2
construyendo una sucesién de Cauchy (z,,) de forma que (z2 +7) — 0.

Para x1 = 1 se cumple que m%+7 =0 méd 23 y x%—i—? = 23p; con by = 1.

Buscamos zo tal que o = x1 moéd 4 y :c% + 7 = 0mdéd 2%, Entonces
To=x1+4ty

2247 = (x1+4t)% + 7 =22 + 7+ 16t% + 8ty = 23b; + 16t + 8tay
Se cumple que
224+ 7=22416t>+8t=0mé6d 2* < 1+t =0mébd 2

Para t = 1, se obtiene x5 = 5 con 23 + 7 = 0 méd 2°.
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En general, si n > 1 y existe z, de forma que z, = z,-1 méd 2" y
22 +7 = 0méd 22 con 22 4+ 7 = 2"*+%b,,, x,, es impar y para el elemento
Tpi1 = Tp + 2"T1h, se cumple que z,41 = x, méd 2" ! y

Tp+ T = @4+ T+ 220 + 2", = 272, 4+ 220P20) + 2" P, =
= 22nF2p2 4 oty (14 2,) = 0 m6d 23
Se obtiene asi una sucesiéon de enteros (x,) que es de Cauchy y cumple
que |22 + 7]y < 2~ (1+2) para cada n. Ademds no tiene limite en Q puesto
que no existe a € Q tal que a? = —7.

Asi queda demostrado que Q no es completo con respecto a ningin valor
absoluto p-adico.

Para construir su completado nos basaremos en la construccion de R a
partir de Q. Es decir, vamos a tratar de “anadir” a Q los limites de todas
las sucesiones de Cauchy.

Definicién 2.2.3 Si| |, es un valor absoluto p-ddico en Q, denotamos por
C al conjunto de todas las sucesiones de Cauchy de elementos de Q
C = {(zy) : (zpn) es una sucesion de Cauchy con respecto a | |p}

Proposicion 2.2.1 Si definimos la suma y el producto de sucesiones del
modo siguiente

(zn) + (Yn) = (Tn + Yn)
(@n)(Yn) = (Tnyn)

entonces C es un anillo conmutativo con unidad.

Dem: Es féicil ver que tanto para la suma como para el producto se cum-
plen la propiedad asociativa y conmutativa, al igual que la distributiva.
Ademds esta claro que para la suma existe elemento neutro (la sucesién
constante cero) y elemento opuesto y que el elemento neutro para el pro-
ducto es la sucesién constante 1.

Por tanto, lo tinico que tenemos que probar es que la suma y producto
de sucesiones de Cauchy es de Cauchy. Aplicando el lema 2.2.1 basta probar
para dos sucesiones de Cauchy (x,), (y,) las dos propiedades siguientes:

» 1My o0l (Tna1 + Yna1) — (T +Yn)lp =0

0 < |(@ng1 +Yns1) — (Tn + yn)’p = [(Tnt1 — o) + (Ynt1 — yn)‘p <
< (lzngr — xn‘p + [Ynt1 — yn’p) = |Tnt1 — xn’p + [Yna1 — yn’p =0
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w [IM| Ty 1Yn+1 — TnYnlp =0

|33n+lyn+1 - xnyn|p =

|Tn41(YUnt1 — Yn) + Tny1Yn — l"n?/n’p =

|Zn41(Unt1 — Yn) + Yn(Tny1 — xn)|p <

[[Zn+1(Yn+1 = Yn)lp + [Yn(Tns1 — zn)lp] =
|Zn41(Yn+1 = Yn)lp + [Yn(@ni1 — zn)lp] =
[[Zn41lplyn+1 = Ynlpl + [[Ynlplzntr — znlp] =

= |Znt1lplim|yns1 — Ynlp + [Ynlplim|znir — nlp =0

I VAN I

El propésito final de este capitulo es llegar a construir la completacién
de Q y por tanto no debemos olvidar que dicha construccién debe extender
a Q. Asi que ahora vamos ver que existe una inclusiéon de Q en C. Para ello
basta considerar, para cada x € Q, la sucesién de Cauchy z,x,z,z,x... a la
que denominaremos sucesion constante asociada a z y denotaremos por ().
Asi tenemos que la funcién z — (x) es claramente una inclusién de Q en

C.

En un principio dijimos que ibamos a tratar de “anadir” a Q los limites
de todas las sucesiones de Cauchy. Para ello hemos construido el anillo C.
El problema que ahora surge con este anillo es que, diferentes sucesiones de
Cauchy cuyos términos se van acercando, deberian de tener el mismo limite,
pero en nuestro anillo son objetos diferentes. Es decir, podemos encontrar
dos sucesiones distintas convergiendo al mismo valor en C.

Sabemos que dos sucesiones tienen el mismo limite cuando sus términos
estdn cada vez mas cerca, es decir, cuando su diferencia tiende a cero. Asi
vamos a analizar las sucesiones que tienden a cero.

Definicién 2.2.4 Sea N C C el ideal que contiene a las sucesiones que
tienden a cero con respecto al valor absoluto | |

N ={(zy) : & = 0} = {(xn) : limp—oo|zn|p = 0}

Lema 2.2.3 N es un ideal mazimal de C

Dem: Es ficil comprobar que N cumple las condiciones para ser un ideal
de C. Veamos ahora que efectivamente es maximal.

Sea (z,,) € C\N , es decir, (z,,) es una sucesién de Cauchy cuyo limite es
distinto de cero. Probaremos que el ideal I generado por (z,,) y N, coincide
con C. Para ello, basta probar que (1) € I.
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Como (x,) es de Cauchy pero no converge a cero, entonces tienen que
existir ¢ > 0y N € N tales que |z,| > ¢ > 0, Vn > N. En particular, si
n > N entonces z, # 0. Asi que vamos a definir una nueva sucesion (y,)
como

(yn):{ 0 sin<N

L sin>N
X

n

Vamos a probar ahora que (y,) es de Cauchy. Al igual que en ocasiones
anteriores, como | |, es no arquimediano, apoyandonos en el lema 2.2.1,
basta probar que

‘yn—i-l - yn‘ —0

Por como hemos definido y,,, es suficiente con probarlo cuando n > N.

_ _ 1 _ i | Tn4+1—Tn | __ ‘xn+17xn‘ |xn+17xn|
|y1’L+1 yn’ - |xn+1 mn’ - | Tn4+1Tn ’ - |xn+lxn| S c? 0

Por tanto, (y,) es una sucesién de Cauchy. Asi,

~J O sin<N
Tnln =19 4 sin>N

Por tanto, si a la sucesién (1) le restamos el producto de (x,,) e (y,), obte-
nemos una sucesién que tiende a cero. Es decir,

(1) = (za)(yn) €N

Esto quiere decir que la sucesion constante 1 se puede escribir como multiplo
de (zy) més un elemento de Ny por tanto (1) € I.

Como lo que queremos conseguir es identificar las sucesiones que tienen
el mismo limite, es decir, aquellas que difieren en elementos de A/, lo que
haremos sera utilizar la herramienta algebraica de pasar al cociente. Vamos
a hacer el cociente del anillo C por el ideal /. Como hemos probado que el
ideal es maximal, entonces dicho cociente es un cuerpo.

Definicion 2.2.5 Definimos el cuerpo de los numeros p-ddicos como el co-
ciente del anillo C y su ideal mazimal N :

Q,=C/N

Notemos que dos sucesiones constantes distintas nunca difieren en un
elemento de A y por tanto continuamos teniendo la inclusién
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Q — Qp
simplemente enviando a cada x € Q a la clase de equivalencia de ().

Asi ya tenemos un cuerpo y una inclusién de Q en dicho cuerpo. Ahora
tenemos que comprobar que se cumplen las propiedades de la completacion
y para ello lo primero que vamos a ver es que el valor absoluto | |, se extiende

a Q)

Lema 2.2.4 Sea (z,,) € C\N, la sucesion |x,|, de nimeros reales es esta-
cionaria, es decir, existe N € Z tal que, si n,m > N entonces

‘xn‘p = ‘xm‘p

Dem: Como () es una sucesién de Cauchy que no converge a cero existen
¢ >0y Ny € Z tales que |z,| > ¢ > 0, ¥n > Nj. Por otro lado, también
existe Na € Z tal que |z, — x| < ¢, Yn,m > Na.

Si consideramos N = max { N1, N2}, ambas condiciones se cumplen y
tenemos que Vn,m > N,

|Tn = T | < maz {|znl, [2m]}

Asi, por la propiedad no arquimediana vista en el Lema 2.1.1, se tiene que

|Tn| = |Tm|

Del resultado anterior se deduce que si (z,,) € C\N, la sucesién |z, es
convergente en R, lo que nos permite dar la siguiente definicién

Definicién 2.2.6 Si x € Q, y (z,,) es una sucesion de Cauchy represen-
tando a x, definimos

|z]p = limy o0 |Tn|p

Es inmediato comprobar que, con esta definicién, el valor de | |, no depende
del representante (x,,) elegido y que | |, es un valor absoluto de Q.

Teorema 2.2.1 Para cada primo p, | |, es un valor absoluto en Q, que
extiende al valor absoluto p-ddico de Q. Ademds

1. Cada elemento de Q, es el limite de alguna sucesion de Cauchy de
elementos de Q. Por tanto, la imagen de Q en Q, es densa en Q.

2. Qp es completo con respecto al valor absoluto | |p.
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Dem:

1. De la definicién 2.2.6 se deduce que cada elemento z = (z,) + N € Q,
es el limite de una sucesién de Cauchy (z,,) de elementos de Q ya que

|(zn) + Np = limpooo|@nlp = (xn) + N = lim (x)

n—o0
2. Sea (z,,) una sucesién de Cauchy de elementos en Q,. Como Q es denso
en ), para cada x,, existe y™) € Q tal que lim,, o0 |2, — (y("))\p =0.
Se comprueba ahora que la sucesién (), es una sucesién de Cauchy

de elementos de Q. Si A = (y®)) 4+ N, se cumple que lim,, o0 () = A.

Definicién 2.2.7 Si K es un cuerpo valuado con un valor absoluto | |, el
conjunto Vi = {la| : a € K*} es un subgrupo del grupo multiplicativo de los
reales positivos y se llama grupo de valores de K.

Corolario 2.2.1 El grupo de valores de | |, en Q, coincide con el de | |,

en Q.
Dem: Sean Vi, Vs, respectivamente, los grupos de valores de Q y @, res-
pecto del valor absoluto p-adico. Es obvio que V7 C V5.

Por otro lado, si 0 # A € Qp, A = limy(x,,) siendo (z,) una sucesién de
Cauchy de elementos de Q.

Para cada € > 0 existe entonces un entero N tal que [A—x,| < e Vn > N.
Eligiendo € tal que 0 < € < |A|p, resulta que, para cada n > N,

|$n|p =lzp — A+ )‘|p = max{ |z, — )‘|pa |)‘|p} = ’)‘|p

Por tanto, Vo C V; y V1 = Vs

Ahora vamos a analizar la estructura de Q.

2.3. Los enteros p-adicos

Proposicién 2.3.1 a) El subconjunto de Qp, Z, = {\ € Qp/|\, < 1} es
un subanillo de Q, llamado anillo de los enteros p-ddicos. Ademds,
P, ={X € Q,/|\p < 1} es el unico ideal mazimal de Z,.
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b) Zy) =Z,NQ={% € Q:p no divide a b} es un subanillo de Q y

Pp) :Ppﬂ@Z{% €Q:p/a yp no divide a b}
es su unico ideal maximal.

c) Los cuerpos Zy/ Py y L)/ Py, que reciben el nombre de cuerpo residual
de Qp, y Q respectivamente, son ambos isomorfos a Z/pZ.

Dem:

a) Es claro que Zj, es un subanillo de Q, y que P, es un ideal de Z,. Para
probar que P, es maximal basta observar que para cada A € Q,\F,,
se cumple que |\|, = 1. Por tanto, A} € Z, y A es unidad en Z,. Esto
prueba también que P, es el tnico ideal maximal de Z,.

b) Es claro que Z(p) es subanillo de Q y que P, es un ideal de Z,).

Se comprueba, como en a), que cada elemento de Z,\ ) es unidad
en Zy por lo que P, es el unico ideal maximal de Z,).

c) En primer lugar se observa que la inclusién o : Zgy — Z; es un ho-
momorfismo de anillos tal que o(Py)) € P,. Induce por tanto, un
homomorfismo

o1 : Z(p)/P(p) — Zp/Pp
@ @
b b

que es ademds monomorfismo. Por tanto, Z,)/ P, es isomorfo a un
subcuerpo de Z,/P,.

+ P(p) — + Pp

Por otro lado, si A € Zy, A = lim,(a,) donde (ay) es una sucesién de
Cauchy de elementos de Q y existe un entero N tal que Vn > N se
tiene que |\ — ay|p, < 1. Para cualquiera de estos n se cumple que

|anlp = lan — A+ Alp < méx{lan — Alp, [Alp} <1
Por tanto a,, € Z(p) y ap — A € P,. Entonces A + P, = a, + P, =
o(an + Pyy), o1 es también suprayectivo y es un isomorfismo.
Basta probar ahora que Z, /P, es isomorfo a Z/pZ. Se considera
para ello la aplicacién
©: Ly — L/pL
H

[a]b]

SHRNC)
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donde [a] representa la clase del entero a en Z/pZ.

Se comprueba directamente que ¢ esta bien definida y es homomorfis-
mo. Es también suprayectivo ya que [a] = ¢($). Ademas

a

b
Por tanto, Z,)/ P,y ~ Z/pZ.

Ker gpz{ € Z(p)/aEOmo'dp} = Py

Proposicién 2.3.2 Para cada entero p-ddico x € Z, y cada entero positivo
n existe un unico nimero entero x,, tal que 0 < z, < p"—1y|z—x,], < p™".
La sucesion de enteros (z,,) es una sucesion de elementos de 7 tales que

mxp€Z con0<x, <p*—1

" T, = Tpo1 méd ptt

que es de Cauchy y converge a x.

Dem: Veamos primero que dado = € Z, y n > 1 existe un tnico entero
Tp €Zcon 0 <z, <p'—1ytal que |z — z,], < p" L.

Sea x € Zy y n > 1. Como Q es denso en Qy, se puede encontrar 7 € Q
suficientemente cerca de z tal que

a
\:U—E]pgp_"<1

Como tenemos que

a a
|g’p < mam{]w\p, |z — g|p} <1

se cumple que § € Z;), es decir que p no divide b. Entonces, m.c.d(b,p") =1
y existen b/, ¢ € Z tales que 1 = bb’ + p"c.

a

Por tanto, § = ab’ + 4p" y

<p "

a
— —ab
‘b @,

con ab’ € Z. Tomando ahora x,, como el tinico entero tal que 0 < x,, < p"~!

y Tn = ab’ méd p™, se cumple que
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y entonces

|z — zp|p < méx{‘:v -

a a
B e/ < p T
bL p Il s

Probamos ahora la unicidad de z,,: si z es un entero tal que 0 < z < p"—1
y |z —an|p < p7", se cumple que

|z, — Z|p < max{|z — 5'3n|pa |z, — Z|p} <p™"

Por tanto z,, = z méd p™ y como 0 < z,, 2z < p" — 1, debe ser z,, = z.

Para probar la dltima afirmacién sélo queda por comprobar que, para
cada n > 1 se cumple que =, = z,_1 méd p" L.

Sean x,,,x,_1 los enteros tales que

s 0< 2, <p"t -1

s 0< 2, <p"—1

o |z —@poal, <p 7V

"z — Ty, <p"
Entonces

|Zn — Tn-1lp < méx{|z, — 2|p, [T — Tp-1]} < P_(n_l)

Y Tp = Tp_1 méd pP L

Probaremos ahora que cada niimero p-adico se puede representar como
“serie de potencias en p”. Comenzamos probandolo para un entero p-adico.

Proposicién 2.3.3 Dado cualquier x € Zj, existe una serie de la forma
bo + bip + bop? + bgp® + -+ + byp™ + - -

con 0 < b; <p—1 para cada i, que converge a x.

Dem: La Proposicién 2.3.2 asegura que existe una sucesién de enteros x,,
que converge a = y tal que

s 1, =z mod p"
" Ty =z, méd pt

» 0< 2, <p"—1
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Si se utiliza la expresion de cada entero x, en base p:
Ty = b + bip + bop® + -+ + b, p'™

la reduccién de x, mddulo p™ es sencilla: basta suprimir los sumandos que
son multiplo de p”. De esta forma, la condicién

Tpt1 = Tn méd pT

simplemente nos indica que los n — 1 primeros sumandos de ambos ntimeros
son iguales. Escribiendo de esta forma los elementos de la sucesion se obtiene:

xo = by 0<bp<p-—1
x1 = by + bip 0<b<p-—-1
zo = by + bi1p + bop? 0<b<p-—-1

En general, para un n cualquiera, x,, = bg + bip + bap? + - - - + b, p" con
0<b;<p—1paracadat=0,...,n.

Es claro que la serie by 4+ bip + bap? + - - -+ b,p™ + - - - converge a x ya que
sus sumas parciales, que son los z,,, convergen a x. Queda asi justificada la
expresion

x=bo+b1p+ bap” + bsp® + -+ + bpp™ + - -+
Corolario 2.3.1 Todo x € Z, puede ser escrito de la forma siguiente:
x=bo+bip+bop® +bgp’ + -+ byp" + -

con 0 < b; <p—1. Ademds su representacion es unica.

Dem: Sabemos por Proposicién 2.3.2 que los x, son tnicos y por tanto
los b, también lo son por ser los digitos de cada x,, en base p.

Ejemplo 2.3.1 s Para 2804 € Zs se tiene que
2804 =4+2%5% +2%5% + 4 x5
» Para —1 € Zy, se tiene que

—1=>Y"2,bip" conb;=p—1Vi
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es decir,

“1=@-D+@E-p+@—-1p"+ .+ - 1)p"+...
Para demostrarlo vamos a probar que

1+[p-D+@—-Dp+p—1p"+ ..+ (p—1p"+..] =0

En efecto,

1+ -D]+@-p+@-1p*++@—1p"+
=lp+@-Dp|+@-1p*+ -+ (p—1p"+--

=[P’ + - Dp* |+ -+ (- 1)p" + -

s Para —7 € Zs

—7 = —2-5=3+5(-2)=3+3-5-52=3+3-5+4-52-5%=
= 3+3-54+4-5°4+4.5%-5t=... =
= 34+3-54+4(°+5 +5'+.) =
1
= 18+4-25(1+5+52+~--):18+4~25ﬁ
L] %EZ5
Enprimerlugar21:4'5—|—1:>1:21—4-5yg—llzl—%f)

1 4 1 16
— = 1—-—5=1-41-4-5—)5=1—-4-54 —5% =
21 21" ( 551)° T
16 ) 1
=1 — —1)-52=|145—- —=5%|=
+5+(21 )5 +5 215
= 1+5—53(1—4-5i)=1+5—53+54i=
21 21
17

4
#5445 454 ) =|14+5+4-5° — 25
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= 1+5+4~53—%54:1+5+4-53—%54—%55:
= 1+5+4'53—2(1—4-5%)54—%55:
8 3
= 1+5+4'53+3.54+(ﬁ_1)55_ﬁgﬁz
= 1+5+4.53+3-54—£55:1+5+4.53+3-54—¥55:
= 1+5+4-53+3-54—55(1—%)_23156:
= 1+5+4.53+3-54+4-55_%57:
= 1+5+4-53+3-54+4.55—4(1—%5)57:
= 1+5+4.53+3-54+4.55+57+(£_1)58:

1
= [14+5+4:5° 43504457 45T — 5% =

y comienza un nuevo ciclo: (1,[1,0,4,3,4,0],[1,0,4,3,4,0],...)

Para extender esta representacién a todo Q,, observemos que para cada

x € Qp, existe un entero m tal que [p™z| < 1. Por tanto, x se puede escribir

y . . .
como -7 con y € Zy. Si expresamos y como serie de potencias en p y

dividimos entre p™, obtendremos una serie de potencias en p que podria
comenzar con una potencia negativa de p y converge a x.

Corolario 2.3.2 Sixz € Q),\Zy, |z|, = p™ conng > 0 y x puede ser escrito
del modo siguiente:
o0
r= ), b

n=-—ng

con 0 <b, <p-—1. Ademds esta representacion es unica.
Dem: Basta observar que |[p™z| =1y por Proposicién 2.3.3, es
POx =by+brx+--+bpp" +---

con lo cual x = 7% byp" "0,
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Una vez probado que cada ntumero p-adico se expresa de forma tnica
como serie de potencias de p, el siguiente resultado permite reconocer a
los nimeros racionales entre los p-adicos a partir de estas expansiones. El
resultado es similar a la caracterizacién de los racionales entre los reales a
partir de su expresién decimal.

Proposicién 2.3.4 Sea v = ) ap” € Q, (n > v(z), 0 < ap < p—1).
Entonces, x es un racional si y solo si la sucesion {a,} es periddica a partir
de algin n (eventualmente periédica).

Dem: Multiplicando = por una potencia adecuada de p, se obtiene x € Z,
y, probado para este caso, es inmediato el caso general.

Veamos primero que si (a,) es eventualmente periédica entonces z es
racional. Sea x = ano a,p™. Sila suma es finita, x es un entero positivo.
Si (a,,) es eventualmente periddica, existen enteros positivos r,t tales que

z = a0t +a,p +(ar1p" 4 a4 p T )

donde n =ag+ -+ a,p" es un entero positivo y

o0
y = Z r+kt+1 . +ar+tpr+(k+1)t) _
k=0
[e.e]
- a, Zpr+kt+1 + ari1 Zpr+kt+2 4o Zar+tpr+(k+1)t _
k=0 k=0 k=0
1 1 1
= apt! 2 + o Fapp ™t ——

1—pt 1-p

Por tanto, r =n +y € Q.

Vamos a probar ahora la otra implicacién, es decir que si x es racional
entonces (an) es eventualmente periddica Sea v € Z, y x = § € Q con
a,b € Zy (a,b) = 1. Existe un entero positivo m tal que x + m es positivo.
Como el desarrollo de m en serie de potencias de p es una suma finita, bastara
probar que el desarrollo de x + m en serie de potencia es eventualmente

periddica.

Suponemos por tanto que z € Z, y x = § € Q con a, b enteros positivos
y (a,b) = 1. Entonces serd (b,p) = 1 y la expansién de z es de la forma

x = Zz’zo cipt.



30 CAPITULO 2. INTRODUCCION A LOS NUMEROS P-ADICOS

Las expansiones p-adicas de a y b seran de la forma a = Z?:o ajpj7
b= brp" con by # 0 y se cumple que

br =a = <§:bkpk> Zczpi =a= Zn:ajpj
k=0 =0

i>0
Para cada [ > 0, el coeficiente de p! en la parte izquierda es
tl = boCl + b16171 +--+ bmcl,m + 7

donde 7; es la llevada acumulada de la suma que le precede, y se debe cumplir
que t; = a; + r1+1p. Cuando [ > n, se obtiene

tr=boc; +bici—1 + -+ + byl + 11 = T141D
Estas ecuaciones permiten ir calculando los ¢; como sigue:

De la ecuacién tyg = bgocg = ag + rop se calcula ¢y a partir de ag, by
resolviendo primero la ecuacién bgcy = ag moéd p, obteniendo asi tg y rg = %.
A continuacién se considera la ecuacion t; = bycg + bgcy = ay + r1p donde
se conocen by, by, a1,co v se calcula ¢; a partir de bgey = a1 — bicg méd p.

Luego se calcula t; y rp = &.

p
Asi, para un [ > n,
tr = boc+bic_1+ -+ bnCm + 1 =1111D
tiyr = bocip1 +bicp+ -+ binCprom + g1 = rig2p
En la primera ecuacién son conocidos cy,...,c_1,7; y se calcula ¢; médulo
p a partir de la ecuacién bpc; = —(b1c—1 + « -+ + bnCi—m + 7). Después se
calcula t; y ri41 = %.

Es decir, se obtiene ¢; méd p a partir ¢;_1, ... ci—m, 7, Se calcula luego ¢;
y al dividir éste por p, se obtiene la “llevada” ri41.

En la siguiente ecuacion se calculard ¢;; mod p a partirde ¢y, ..., ¢i41-m, Ti+1
. , [ t
y, a partir de éste se obtendra ;11 y ri40 = %.

En otras palabras, para cada [ > n, hay un algoritmo que, a partir
de los datos (cj_1,...,¢1—m,71) € (Z/pZ)™* ! y los valores fijos by, .. ., b,
permite obtener (cj,¢;_1,...,C—my1,7141) € (Z/pZ)™*. Como (Z/pZ)"+1
es finito, en algin momento aparece una lista (¢;_1,...,¢_m, ) repetida
(ver el desarrollo de 1/21 en el Ejemplo 2.3.1)

Corolario 2.3.3 Los enteros p-ddicos Zp”2 Y Zp”! no son racionales.
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Dem: Paran >0, (n+1)2—n?=2n+ 1. Por tanto, esta expansién tiene
entre cada dos unos un numero distinto de ceros cada vez:

1+p+p*+p°+p'+-.. =11001000010000001

y no es periddica.

Para la otra expansién, se cumple que (n+1)! —n! = nln lo que significa
que entre el 1 correspondiente a p™ y el de plrt1)! hay n!n — 1 ceros, luego
la expansién no es periddica.

L+p+p®+p° +p* +p0 + ... =111000100. . .

Las expresiones obtenidas para los nimeros p-adicos nos permiten manejar
facilmente situaciones como la que muestra el ejemplo siguiente.
Ejemplo 2.3.2 Resolver las congruencias x> =2 méd 7" conn = 1,2,.. ..
Entonces > =2méd 7 y debe ser z = 3,4 méd 7.
Para n =1, las soluciones son x =3 y x = 4.

Para n = 2, consideramos los x de la formax =3+ Tk yox =4+ 7k

ya que, para cada n, una solucion modulo 7" debe ser siempre una solucion
médulo 7" 1.

De (3 + 7k)? = 2 méd 72 resulta que
9+ 42k = 2 méd 72 Yy 7+ 42k = 0 méd 72

Por tanto tenemos que 1+6k =0 mdd 7 y k = 1 moéd 7. Luego las soluciones
de x> =2 méd 72 tales que v = 3 méd 7 son las de la forma

r=3+7(7r+1) =10+ 7%

es decir los enteros positivos x tales que x = 10 méd 72.

De igual forma, las soluciones de x> = 2 méd 72 tales que x = 4 méd 7
son las de la forma

x =4+ 7(Tr +5) = 39+ 7%

es decir los enteros positivos x tales que v = 39 = —10 méd 7.

Una vez encontrada una solucion de la ecuacidn z? = 2 méd 7" siempre
existe una dnica solucion de la ecuacidn x> = 2 méd ™1 vy, por tanto, el
proceso continua indefinidamente: en efecto, si a2 =2 méd T se cumple que
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7" /(a2 — 2). Escribiendo a2 — 2 = 7" y tomando a,+1 = a, + Tk resulta
que

2,1 -2 = (an+7"k)2—2= (a2 —2) +2 Tapk + 7°"k? =
T+ 2 Tank + 72"k% = 7"(r + 2a,k) méd 7"

Basta por tanto, que exista k tal que r + 2a,k = 0 mdéd 7 pero esto es
cierto porque al ser a, # 0 es (an,7) = 1 y entonces la ecuacion anterior
tiene solucion unica en Zg.

Observemos que la expansion 7-ddica de las soluciones que se van obte-
niendo para el caso x =3 moéd 7: xz = (3,10,108,2166,...) es

3,347, 3474272, 347+2-746-73,...

y la de las obtenidas para el caso © = 4méd 7: x = (4,39,235,235,) =
(—3, 10,108, —2166,...) es

4, A+5-7, 4+5-T4+4-72, 445-7+4-724+0-7,...

Se observa que corresponden, respectivamente a los dos numeros p-ddicos
siguientes
21 =3+T+2-T+6-7 + -

To=4+5-T+4-T"+0-T°+- = —x

Hemos encontrado asi las dos soluciones de la ecuacion x*> = 2 en el cuerpo
Q7 de los numeros 7-ddicos.

2.4. El lema de Hensel

Gracias a toda la teoria vista hasta aqui, tenemos suficientes herramien-
tas matematicas para poder abordar el lema de Hensel. Este lema es proba-
blemente la propiedad algebraica mas importante de los niimeros p-adicos.
En él se relacionan las raices de un polinomio con su solucién médulo un
primo p.

Tanto el lema como su demostracién se basan en procedimientos ite-
rativos que devuelven una solucién aceptable si se escoge un punto inicial
adecuado.

De hecho, el lema de Hensel es similar al método de Newton. Recordemos
que el método de Newton permite encontrar raices reales de un polinomio a
partir de un punto inicial, haciendo aproximaciones basadas en la derivada
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del polinomio en dicho punto. Para ello, es necesario que la derivada en este
punto sea distinta de cero.

El Lema de Hensel se basa en aplicar a un polinomio f(z) € Zp[z] que
posea una raiz ag € Z/pZ, una iteracién que va calculando raices de dicho
polinomio médulo p, p?, p3... hasta probar la existencia de una raiz de f(x)
en Z,. Para esta iteracién, es condicién necesaria que f'(agp) #Z 0 méd p.

El siguiente resultado sirve de base para esta iteracién:

Lema 2.4.1 Si A es un anillo y f(z) € Alx] un polinomio, existen polino-
mios fu(z, ), fa(r,y) € Alz, y] tales que

flaz+h) = f(x)+hfi(z,h) = f(z) + hf' (@) + 1 fo(w, h)
Dem: Sea f(z) =Y 1 ,a;z". Entonces
fla+h) = D ai@+h) =) a(a’+iz" 'h+h3(..)) =
- i @’ +hy z‘a:x"‘l + h2fy(x, h)

Proposicién 2.4.1 (Lema de Hensel (forma fuerte)) Sea p un primo y
f(z) = ap + a1 + agx® + ... + apx™ un polinomio en Z,[x]. Si existe un
entero p-dadico oy € Zy tal que

fla1)=0méd pZ, y f'(a1)# 0méd pZ,

eziste un unico entero p-ddico o € Zy tal que o = oy méd pZy,, | f'(a)]p, =1

y fla) =0.

Dem: Sea f(z) € Zy[z] y oq € Zy tal que f(oy) = 0 méd p. Para demos-
trar que la raiz « existe, construiremos una sucesién de Cauchy de enteros
p-adicos () tales que, para cada n, es a, = a1 méd p™ L | f(a)| < p™
y lim, (o) = .

En primer lugar, buscamos oy € Z, tal que ap = oy méd p y f(az) =
0 méd p?, para lo cual se escribe as = o + ptq con t; a determinar.

Por el Lema 2.4.1 es

flag) = flar +pt1) = f(a1) + ptif' (1) + (pt1)* fa(ou, h)

y entonces

flaz) =0méd p? < f(ay) + pt1f' (a1) = 0 méd p?
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Como f(aq) =0 méd p, existe rg € Zy tal que f(oy) =pr1y
flen) +ptrf'(a1) = pri +pt1 f'(a1) = 0méd p* & 71+ t1 f' (1) = 0 méd p
Si f(a1) # 0 méd p, basta tomar ahora t; = % méd p y este valor ¢y es
Unico si se elige de forma que 0 < t; < p.

Resulta entonces que

mp f(Oél)
T a1

f'(ea) f'(ea)

expresion idéntica a la utilizada en el método de Newton.
Ademds, f'(az) Z 0 mdd p ya que

ay = a1 +pt1 =

f(a2) = f'(laa + (e — 1)) = f(a1) + (a2 — a1)d con d € Z,,

De igual forma, para cualquier n > 1, se puede obtener «a,, a partir de
un a,_1 tal que f(a,—1) =0méd p" 1y f'(a,_1) #Z 0 méd p. Para ello se
supone oy, = Q1 +p”_1tn,1 con t,—1 a determinar. Entonces

f(an) = f(anfl +pn_1tn71) = f(anfl) +pn_1tn71f/(anfl) +
+(pn_1tn71)2f2(anfla h)

flan) =0méd p" < flan_1) + 0" a1 f (n_1) = 0 méd p"

n—1

-1
& T'n—1

Como f(ap—1) =0 mdéd p
y

, existe 1,1 € Z, tal que f(an—1) =p

f(an—l) +pn_1tn—1f/(an—1> = pn_lrn—l +pn_1tn—1f/(an—1)
de donde

f(an—l) +pn_1tn—1f,(an—1) =0méd p" & 11+ tn—lfl(an—l) =0mod p

Puesto que f’(a,—1) # 0 méd p, basta tomar ahora t,,_1 = % méd py
este valor ¢,,_1 es Unico si se elige de forma que 0 < t,_1 < p.

Es obvio ademés que

’f/(an)’p = ’f,(an—l +pn_ltn—1)‘p = ‘f/(an—l)’p =1

De este modo se obtiene una sucesién de Cauchy (ay,) de tal forma que,
para cada n, |f(an)|p, <p "y |f'(an)|p = 1. Si o € Z,, es el limite de dicha
sucesion, por ser f(x) una funcién continua, se cumple que f(«) = 0.
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Para probar la unicidad, supongamos ahora la existencia de raices «, 8
de f(x) en Z, tales que o = fméd p y |f' (o), = |f'(B)|p = 1. Entonces,
a = +prparaalginr € Z, y

fla) = f(B+pr) = f(B) +prf'(B) + (pr)* f2(B,pr)

Entonces 0 = pr(f'(8) + prfa(a, §)). Como |f'(8)] = 1y |prfa(a, B)| <1,
resulta que |f/(8) +prfa(a, 8)| = 1. Por tanto, f/(B) +prfa(e, B) # 0,7 =0
ya=p.

Ejemplo 2.4.1 Se considera el polinomio f(x) = x> —2 y el entero a; = 3.
Tenemos que

£(3)=25=0méd 5

y ademds como f'(z) = 322, f(3) = 27 = 2méd 5. Asi, por el lema de
Hensel sabemos que existe una unica raiz cubica de 2 en Zs que es congruente
con 8 médulo 5. Esta raiz esa =3 +2-52+2-55+3.5% 4+ .

El resultado siguiente prueba que, también en el caso en que f'(a;) = 0 méd
p, se puede obtener una aproximacién a, médulo p” de la raiz a; mdédulo p
y una raiz a € Z, de f(z). Es la conocida como forma débil del Lema de
Hensel.

Teorema 2.4.1 (Lema de Hensel (forma débil)) Sea f(z) € Zp[x] y oy € Zy,
con

|f ()] < [f'(e)]?

entonces existe un o € Zy tal que f(a) = 0.
Ademas, se cumple que

| f (1)l
|f" ()]

oo — | <

y « es la Uinica raiz de f(x) que satisface la condicion anterior.

Como f’(a1) € Zy entonces |f'(a1)]p, < 1y por tanto, para |f/'(a1)| =1
tenemos las condiciones impuestas en la primera versién del lema de Hensel
(Proposicién 2.4.1).
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Dem: Como |f(a1)| < |f'(a1)]?, es
tal que |f1] <1y

Jf,(( ))’ < 1y entonces existe 31 € Z,

flon) 4+ Brf'(n) =0

Entonces, por Lema 2.4.1 tenemos que

flar+ B1) = fla1) + Bif (a1) + B2 falan, B1) = B7 fa(a1, Br)

|floa + B1)] < |B1]?
ya que fa(ai, 1) € Zp. Por tanto,

1f (o)

|flar +B1)] < ’ﬁ1’2 ’f’( D2

<[ f(en)]
Anélogamente, expresando

fllar+B1) = f'(ar) + > Bigi(an)

i>1
resulta que
/ o _ |f(a1)|
‘f (@1 +/81) f (041)‘ < ’/81’ |f/( )‘ < ’f (041)‘

y entonces

[ (a4 B1)l = |(f (e + B1) = flen)) + flaa)] = [f(an)]

Considerando ahora as = a1 + 51, se cumple ay € Z,,, |f(a2)| < |f(a1)]
v |f(a2)| = |f(a1)] con lo que puede repetirse el proceso. De esta manera
se obtiene una sucesiéon

Qp = Op—1+ Bn—l

tal que [f'(om)| = |f'(a1)| Vn y

1f(om-1)|*
[/ (an-1)?

Por tanto f(a;,) — 0. Ademas, la sucesién es de Cauchy ya que

|f ()] < [Bn-1]* =

< |f(an 1)’

|an+1 - O‘n‘ ’/Bn’ = |\}‘/(an L= ||}f/((o;7;))|| —0
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Por tanto, la sucesién , tiene limite o € Z, y como f(z) es continua, se
cumple que f(a) = 0.

_ f(a1)] .
Comprobamos ahora que |a — ;| < el

Por la contruccién hecha antes es claro que « —aq =), < fn, de donde

resulta que |a — a1| < |B1] con B = _ff((c(vlll))‘ Por tanto, |a — a1| < \lf'((ill))l\‘

Supongamos ahora que existe a* # « tal que

| f (1)
| /()]

fl@®) =0 y @ —ay| <

Escribimos o = o + 6* y entonces

|.f ()]
|f"(a1)]

<|f(a)l = ") #0

6% = lo* —a| < max{|a® —a1], | —al} <

Por otro lado,
0= fla+ %) = fla) = B°f'(a) + 87 fa(, B*) = B*(f' (@) + 5" fa(a, BY))
Si f* # 0, debe ser f'(a) + * fa(a, B*) = 0 pero esto es imposible ya que
187 < [f' (@) = /(@) + B fala, B%)| = | f'(e)]

FEl siguiente resultado prueba un reciproco parcial a la Proposicién 2.4.1.

Proposicién 2.4.2 Si f(x) € Zpy[z] tiene una raiz simple o € 7Z,, existe
r € N tal que, para cada n > r se cumple

o =améd p" = |f(a)] < |f'(a)|?

Ademds, o es la unica raiz de f(x) en Qp tal que |a —a| < |‘]{,((Z))||.

Dem: Por ser « raiz simple de f(x) se cumple que f(a) =0y f'(a) # 0.
Como f'(a) € Zplz] y a € Zp es 0 < | f'(a)| = p~* para algin ¢ € N.

Por otro lado, al ser a € Zy, se tiene que para cada n existe a, € Z tal
que a = a, méd p”. Sear =2t + 1 y n > r. Entonces

flan) = f(a) = 0méd p* = [f(an)| < p™"
f(an) = f'(a) méd p" = [f'(a) = fla) < p™" <p7" <p~'
Con esto y |f'(a)| = p~¢, resulta que |f'(a)] = p~t.
Por tanto, |f(a)| <p~" <p~" <p~ = |f'(a).

Una vez que hemos demostrado el lema de Hensel vamos a ver algunas
de sus muchas aplicaciones.



38 CAPITULO 2. INTRODUCCION A LOS NUMEROS P-ADICOS

2.5. Aplicaciones del lema de Hensel

2.5.1. Determinacién y Calculo de las Unidades de Z,

Proposicién 2.5.1 Un entero p-ddico a es una unidad de Z, si y solo si
a Z 0 méd p.

Dem: Se considera el polinomio f(x) = ax — 1. Es claro que la ecuacién
f(z) = 0 tiene solucién en Zj, si y sélo si a es unidad en Z,,.

Sia€Zy,ya=0mbdp, es obvio que |az — 1| =1 para cada = € Z, y
entonces f(x) no tiene solucién en Z,,.

Si a = ap méd p con ag # 0, existe by tal que agby = 1 mdéd p y, como
f'(x) = a, entonces |f'(bg)] = 1. Luego, el Lema de Hensel asegura que
f(z) = axz—1 tiene solucién tnica en Z,. Cuando a es unidad en Z,, en teorfa,
el método de Newton aplicado al polinomio f(x) nos permite aproximarla.

Nos encontramos entonces con la siguiente situacion

_ flao) . _agp—1 1
0 f/(ao)_ 0 _CL

Y ;qué hacemos ahora si no sabemos dividir y lo que queremos justamente

es encontrar el inverso de a? Pues evitar esta divisién, considerando otro

polinomio que nos da directamente el inverso de a: g(z) = i —a.

al = a

Si by es el inverso de ag méd p, se cumple que % = ag = a méd p con lo
cual |g(bo)] <1y |¢'(bp)| = 1. En una primera aproximacién resulta

g(bo)
g (bo)

1
by = bo :bo+b3g(bo):b0+bg<bo_a>zzbo_bg

2.5.2. Raices cuadradas en Q,

Puesto que cada elemento o € Q, se expresa de una tinica manera en la
forma p"¢ con r € Z y a,b unidades de Z,, cada cuadrado de @Q, es de la
2 .
forma pQ“If—Q; por tanto, para determinar los cuadrados de los elementos de

Qp bastara determinar los cuadrados de las unidades de Z,,.

Proposicién 2.5.2 Sea p un primo impar y sea € Zy, con || = 1. En-
tonces, existe o € Zy tal que B = a? si y sdlo si existe a € F; tal que
B = a® méd p.
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Dem: Siexiste a € Z), tal que 8 = o’y a=amédpcona € F, es obvio
que B = a® méd p.

Si para un a € F se cumple que S = a® méd p, para el polinomio
f(z) = 22 — B € Zy[z] se cumple que |f(a)] < 1y |f'(a)] = 1. El lema de
Hensel asegura que, en estas condiciones, existe o € Zj, tal que § = a?.

Si p = 2, el método anterior requiere de una mayor precisién ya que, en
este caso, es f’(a) = 0 mdd p. Por ello, este caso se debe considerar aparte.

Proposicién 2.5.3 Si 3 es una unidad de Zy se cumple que 3 = o? para
algun o € Zo si y solo si § =1 mdd 8.

Dem: Sif esunidad de Zo y S =1méd 8, f = 1423y para algtin v € Zs.
Entonces el polinomio f(z) = 22 — 8 cumple que |f(1)| =1 - p| <23y
|f'(1)] = 271, Entonces |f1(1)] < |f](1)|? y el Lema de Hensel asegura que
B = a? para algun o € Zo.

Reciprocamente, si 3 es unidad y 8 = o para algiin a € Zo, « es también
unidad y es de la forma o = 1 4 2+ con v € Zy. Entonces

B=0a?=(14+27)?=14+4yv+4y*=1+4y(1+7) =1méd 8

ya que y o0 1+ v =0méd 2.

Estamos ahora en condiciones de describir la estructura de los grupos
Q3/Q3? para cualquier primo p.

Proposicién 2.5.4 Sip es un primo impar, el grupo (@;‘,/((@;)2 tiene orden
4 y exponente 2, es decir es isomorfo a /27X Z/27. Ademds, para cualquier
c € Qp que sea resto no cuadrdtico médulo p, los elementos 1, p, ¢, pc forman
un sistema completo de representantes para las clases de Q;/(Q;)Q

Dem: Es obvio que cada elemento de Q;/ (Q;;)2 tiene orden 1 o 2 segin
que sea o no un cuadrado en Q. Como en F, la mitad de los elementos
son cuadrados y la otra mitad no, se deduce de Proposicién 2.5.2 que Z,
contiene elementos que no son cuadrados; entonces Q;, / (Q;;)2 contiene algin
elemento de orden 2 y su exponente es 2.

Calculamos ahora las clases de Q/(Q})*:

i) Si c es cualquier resto no cuadratico de F, las clases del grupo Fy/ (F;)2
son F y cly.
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ii) Sia € (Q})? debe ser |a| = p' con ¢ entero par. Por tanto, los elementos
P, ¢, pc no son cuadrados en Q.

iii) Las clases representadas por 1,p, ¢, pc son distintas: una vez visto que
p, ¢, pc no son cuadrados, basta notar que

p(@)? = c(Q)? < plce (Q))?
p(@)? = pc(Q})? < ce(Q))
c(@)? = pc(Q)? < pe(Q)?

iv) Sea a € Q.
Sila| =1, a € Zy\pZy y a = ap mdd p con ag € Fy. Se distinguen dos
casos:
m Sigg € F;Q, se deduce de la Proposicion 2.5.2 que a € Z;Q - Q;z.
» Siag € cF;‘Q, ctag € (F;)Q. Entonces, por la Proposicién 2.5.2,

-1 2 2 2
resulta que ¢ a € Zy* C Q;° y a € ¢(Q})*.

Si|a| < 1, existe r > 0 tal que |ap™"| = 1y, se deduce del caso anterior,
que ap~ " € Q;"f oap " € CQ;‘,Q. Pero

ap”" € @;2 conr par =ac Q;Z
ap™" € Q;;Q con r impar =ap le Q;? =ac€ pr
ap” " € csz conr par = ac c(@]’;2

ap” " € CQ;Q con r impar = ap le CQ;2 =a€ cp(@;‘,2

Silal > 1, es a@z’iz = a_lQ;Q con |a~!| < 1y se aplica el caso anterior.

En conclusion, @ / Q;;Q = {1,p, ¢, pc} siendo ¢ cualquier resto no cuadratico
modulo p.

Corolario 2.5.1 (@;/@;2 tiene exponente 2 y orden 8, luego es isomorfo a
Z)2L X L)27 x ZJ2Z. —1,5,2 es un conjunto de generadores.

Dem: Para probar que el exponente de Q32 # Q3 es 2, basta encontrar un
elemento de Q% que no sea cuadrado (por ejemplo el 2 porque |2| =271).

Probamos ahora que |Q3/Q3?| = 8. Sea a € Q3.
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» Sifla|]=1,a=1méd 2y a=1,3,57méod 8.
Si @ = 1 méd 8, por la Proposicién 2.5.3, a € Q32

Si @ = 3méd 8, 3a = 1 méd 8 y por la Proposicién 2.5.3, 3a € Q32
Entonces —15a € —5Q%2 pero, como —15 = 1 méd 8, —15 € Qi% y
entonces a € —5Q32.

Sia=5méd8, —3a =1mdd 8 = —3a € Q42 = —15a € 5Q32. Como
—15 € Q42 es a € 5Q32.

Sia=7méd 8, a=—1méd 8 y —a € Q52 Por tanto, a € —Qi2.
» Sila| <1,a=0méd 2= a=0,2,4,6 mdd 8.

Sia=0mdd 8, |a|] <273 y existe r > 3 tal que [a27"| = 1.

Utilizando el caso anterior, se tiene:

_ ac Qi sirespar
a2 T € Q;Q = QEQ . p
a € 2Q3° siresimpar

_ a € —5Q3%  sirespar
a2™" € —5Q%% = 2 : X
@ a € —10Q32  sir es impar

_ a € 5Q%%  sir es par
a2 € 5Q3* = 2 ,
@ a € 10Q%2  sir es impar

_ a€ —Q%% sirespar
a2™" e —Q3 = @22 . P
a € —2Q%° sir esimpar

Sia=2mdéd 8, es |a] =271 y [a27!| = 1. Entonces

a2t e Q3 = ac205?
a27' € —5Q32 = a€ —10Q3?
27!l €5Q52 = a € 10Q5
27l € —Q¥ = ac—2Q3
Sia=4mdéd8, es |a] =272 y [a27?| = 1. Entonces
a2?€Qy® = acQy
a27? € —5Q52 = ac —5Q32
a27? € 5Q% = ac5QL?
a27? € —QF = ac Qi

Sia=6méd8, es [a27!| =1 como en el caso a = 2 méd 8.
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= Sila| > 1, aQ3? = a"1Q32 con |a7!| < 1.
Por tanto, Q4/Q%% = {1,-1,2,—2,5,—5,10,-10} =< —1,2,5 >.

Puesto que cada extension cuadratica de un cuerpo K de caracteristica
0 es de la forma K(y/a) para algiin a € K libre de cuadrados, se concluye
ahora

Corolario 2.5.2 Las extensiones cuadrdticas de Q, cuando p es primo im-
par son

Q(Ve), Qu(vp), Qu(VpPo)

y cuando p = 2 son

QQ(\/:)7 QQ(\/E>7 @2(\/;5)7 QQ(Vilo)

2.5.3. Raices de la unidad en Q,

Una interesante aplicacion del lema de Hensel es determinar que raices
de la unidad se pueden encontrar en Q,. Recordemos que, dado un entero
n > 1, se dice que un elemento € en un cuerpo es una raiz n-ésima de la
unidad si € = 1. Cuando se trata de elementos en un cuerpo p-addico Q,,
resulta que, como €” = 1 = |e| = 1, toda raiz n-sima de la unidad en Q,
debe ser una unidad de Z,.

Proposicién 2.5.5 Para cada primo impar p, el polinomio f(x) = 2P~ —1
tiene p — 1 raices distintas en Z,. Este conjunto de raices es un subgrupo
ciclico de Z,, de orden p — 1 y se representa por Ej,_1.

Dem: Para cada a € F}, se cumple que aP~! = 1. Por tanto, para el
entero a se cumple que a?~! = 1 méd p con lo cual, |a| = 1, |[f(a)] < 1y
[f'(a)] = |(p — Da*?| = 1.

El Lema de Hensel asegura entonces, que para cada i € {1,...,p — 1}

existe un solo «; € Zj, tal que af_l =1y a; =1t mdd p.

El conjunto E,—1 = {aq,...,ap—1} es claramente un subgrupo de Zy, de
orden p — 1y, por ser un subgrupo finito de @}, debe ser un grupo ciclico.

Proposiciéon 2.5.6 Si p es un primo impar las unicas raices de la unidad
en Q, son las del conjunto F,_1.
Las inicas raices n-simas de la unidad en Qo son =£1.
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Dem: Sea F el conjunto formado por todas las raices n-simas de la unidad
existentes en Q. Entonces E es un grupo multiplicativo contenido en Z;
que contiene a Fj, 1. Se considera ahora la aplicacién ¢ : £ — F; dada
por a — a mbd p. Por la Proposicién 2.5.5, ¢ es epimorfismo ya que cada
elemento de F];" es la imagen de alguno de F,_1 C E.

Probando ahora que ¢ es inyectiva, se deduce que
[E| =|F|=p—1=|Ep]
de donde resulta que £ = E,_1.

Siae€ Ker p, es p(a) = 1 y entonces debe ser a = 1 + pt para algin
t € Zp. Ademés, existe n € N* tal que n = O(a) y

l=a"=1+pt)" =1+ npt + <Z>p2t2+...+pntn

es decir,
n

2

e

Sit # 0, debe ser n + (g)pt +odptlinl =0 € Zy con lo cual p/n. En
este caso, sean = p'm conr >0y m > 1 tal que (p,m) = 1. Si oy = o,
O(a1) = m y es claro que aP" es también de la forma 1 + pt;. Repitiendo
ahora el proceso anterior se obtiene

0:npt+< )p2t2—|—~--+p”t”

m

L= o = (1) = Lpts + ()

T

de donde
m
0 = mpt, + (2>p2tf e

m
0=t <m+ (2>p2t1 +---+pm1t71"_1)

Como (m, p) = 1, debe ser ahora t; = 0, con lo cual 1 = a; = o', es decir
O(a)=n=p".
Supongamos ahora que g = o "', Entonces B =1y S = 1mébdp,

luego B es de la forma 1 + pts. Resulta que

1=p"=(1+pta)’ =1+ p°ty + <g)p2t§+-~+ppt’2’
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0=t (p + (g)ptg 4o +pp—1tgl>

Como p > 3 es

p+ <§>th oy =+ (‘;’)tz o) A0

y resulta de nuevo que to = 0, por tanto g = 1 = Y Repitiendo el
procedimiento se concluye que o = 1y = 1. Por tanto, ¢ es isomorfismo
de grupos y £ = E,_1.

Sea ahora « una raiz de la unidad en Qy de orden n > 1. Entonces
ol =1y a=1+ 2t para algin t € Zs. De la igualdad

1= (14+20" =14 n2t + <;L>(2t)2+-~+(2t)”

resulta como antes, que 0 = ¢ (n + (g) 244+ 2"‘1t”_1).

Si t # 0, debe ser n par. Si n = 2"m con m impar, 8 = o  tiene orden
my B =1+2t; conty € Z3.

De 1= (142t1)™ =1+ 2tym+ ('3)4t3 + - - - + 2™t} resulta que

m

Oztl(m+<2

>2t1 4o 2T lpmely

Como |m+ (?)Qtl—i—- cop2mmlmel = 1 es mt- (g)Ztl—l-- cog2mmlym=l o
y t1 = 0. Por tanto a®" =1y n=2".
Como en el caso anterior se prueba que

r r—1
o =1=a? =1l=..=a’°=1
Entonces

l=a’=(1+2t)2=0=tt+1)=t=00t=1

yresultaque a =10 a = —1.



Comentarios Finales

Para finalizar este trabajo vamos a hacer un breve comentario sobre lo
que se conoce como “principio local-global”, también conocido como Prin-
cipio de Hasse.

Una de las consecuencias del lema de Hensel es que, dado un polinomio
con coeficientes enteros, no es dificil decidir si tiene o no raices en Zj, ya que
es suficiente con buscar las raices médulo p. Pues bien, algo parecido ocurre
para R, donde normalmente se puede saber si hay raices por consideraciones
de signo, es decir, si un polinomio tiene signos distintos en x1 y en xo entonces
hay una raiz entre esos dos niimeros.

Pero supongamos ahora que queremos buscar raices en Q. Es claro que
si tiene raices en Q también las tiene en Q, para cada primo p. Por tanto,
si para algiin primo no hay raices p-ddicas, entonces tampoco hay raices
racionales.

Esta forma de pensar nos hace llegar a la analogia original de la que
habldbamos en la introduccién: los cuerpos p-adicos (y también R) son andlo-
gos a los cuerpos de las expansiones de Laurent y corresponden a informacion
local cerca del primo p. El hecho de que las raices en Q son autométicamente
raices en Q, para todo primo p quiere decir que una rafz global es también
raiz local en cada p y en R. Pero es natural plantearse el caso contrario, es
decir, saber cuando las raices locales aseguran la existencia de una solucion
global.

Un ejemplo sencillo de esta situacion que ya hemos expuesto es la pro-
piedad de que un nimero x € Q es cuadrado en Q si y sélo si es un cuadrado
en Q, para cada primo p.

El problema es mucho més interesante y complejo en el caso de las ecua-
ciones polinémicas en general: se dice que una ecuacién tiene solucién global
cuando la tiene en Q y que tiene solucién local en todas partes cuando la
tiene en R y en cada cuerpo p-adico. Es claro que para que exista solucién
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global es condicién necesaria la existencia de solucién local en todas partes.
El reciproco es cierto solamente para tipos de ecuaciones muy determinados
y constituye ademas un problema muy complejo y extenso que excede am-
pliamente el nivel del presente trabajo, por lo que terminamos citando en
este sentido el siguiente resultado, fundamental en la Teoria de Numeros,
que fue probado por Minkowski en el caso K = Q y generalizado por Hasse
a un cuerpos de nimeros.

Teorema 2.5.1 (Teorema de Hasse-Minkowski)
Una forma cuadrdtica q(z1, . . ., x,) sobre un cuerpo de nimeros K posee
una solucion no trivial st y solo si la posee en cada completado de K.
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