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1. Resumen

En este trabajo se estudian dos modelos matematicos que simulan la dindmica
de la interaccién de la glucosa y la insulina en el sistema sanguineo: el modelo
lineal cldsico de Ackerman (ver [2]) y un modelo no lineal reciente desarrollado
por Huang et al. en [8]. Se incluyen en estos modelos dos términos: uno re-
presentando la cantidad de glucosa exdgena (administrada por procedimientos
médicos o en forma de alimento), y otro representando la insulina subcutdnea
administrada. Se aplican técnicas de control 6ptimo a estos modelos obtenien-
do diferentes programas de infusién de insulina para el control del nivel de

glucosa en sangre.

Palabras clave: Modelizacién matematica, diabetes, control é6ptimo,

optimizacion.

Abstract

In this research two mathematical models simulating the dynamics of blood
glucose and insulin interaction system are studied: the classical linear mo-
del by Ackerman (see [2]) and a recent non-linear model by Huang et al. in
[8]. Two terms are included in the models: one representing the amount of
exogenous glucose (given as food or by medical procedures), and the other
representing the insulin administered subcutaneously. Optimal control techni-
ques are applied to these models to obtain different insulin infusion programs

for controlling the blood glucose levels.

Key words: Mathematical modelling, diabetes, optimal control, op-

timization.

2. Introduccion.

La diabetes consiste basicamente en un mal funcionamiento del sistema fi-
siologico que regula la interaccién de la glucosa-insulina. Es conocido que esta
enfermedad es preocupante y grave a nivel mundial. Esta relevancia a nivel
médico ha motivado las investigaciones acerca de tratamientos que puedan

significar al menos una mejora en la calidad de vida de los afectados.



En las ultimas cinco décadas se han realizado varios esfuerzos para el disefio
de un modelo matematico que describa la cinética en sangre de las concen-
traciones de glucosa e insulina. Estos modelos se pueden utilizar tanto para
diagnosticar, como para crear simuladores que sirvan para probar diferentes
tipos de tratamiento. Nosotros optaremos por los modelos con ecuaciones di-

ferenciales ordinarias (EDO).

La modelizacién matematica ha proporcionado un medio para avanzar en la
comprension de la interacciéon de la glucosa y la insulina en el sistema san-
guineo. Debido a la complejidad del organismo y de la propia fisiopatologia que
representa la diabetes mellitus, resulta practicamente imposible el desarrollo
de un modelo unificado [2], que tenga en cuenta todas las posibles situaciones.
Esto hace que se hayan planteado en la literatura especializada un gran niimero
de modelos para la representacion del sistema glucosa-insulina, obligdndonos

a seleccionar algunos para realizar nuestro estudio.

En este trabajo se analizan: el modelo lineal de Ackerman (ver [2]) y un mo-
delo no lineal desarrollado por Huang et al. en [8]. A ambos se les anade un
término representando la glucosa externa administrada y otro representando
la insulina exégena. Usando la teoria de control éptimo asociada a dichos mo-
delos podemos minimizar las desviaciones de glucosa en sangre de los niveles
basales mientras se penaliza por seguridad el uso de grandes cantidades de

insulina subcuténea (peligro de sobredosis).

Este estudio supone una continuacién de [2], desde la perspectiva de la teoria
de control. Hemos estructurado el trabajo de la siguiente forma: en la seccién
2 presentamos una breve introduccién al tema, asi como las principales moti-
vaciones de este tipo de estudios, tanto desde una perspectiva biolégica como
matematica. En la seccién 3 se introduce la teoria del control 6ptimo adaptada
a los problemas que se van a considerar. En la seccién 4 estudiamos de forma
tedrica los problemas de control asociados al modelo lineal de Ackerman. En
la seccién 5 presentamos el modelo no lineal de Huang et al, justificando su
obtencién y concretando su relacién con el modelo lineal, asi como los pro-
blemas de control asociados. Finalmente la seccién 6 se dedica a la resolucién

numérica de los problemas, proporcionando una seleccién de los experimentos



realizados, cuyos resultados nos ayudaran a obtener algunas conclusiones en

la ultima seccién.

2.1. Motivacién.

El aumento del niimero de personas diabéticas en los ultimos anos, asi como
las predicciones de un gran incremento de las mismas en el futuro, hacen que
sea de gran importancia el desarrollo de técnicas o aparatos que permitan nor-
malizar dentro de lo posible las vidas de los afectados por esta enfermedad.
Los investigadores y los médicos han trabajado durante mucho tiempo para
descubrir cémo se vuelve disfuncional el sistema que regula estos procesos y

como proporcionar terapias eficaces para los pacientes diabéticos.

Los tratamientos actuales para la diabetes incluyen las inyecciones subcutaneas
de insulina o la infusién continua de la hormona a través de una bomba. El
primer tratamiento requiere una gran responsabilidad por parte de los pa-
cientes al tener que inyectarse insulina de cuatro a cinco veces al dia. Las
cantidades de inyeccién generalmente se determinan mediante una estimacion

del contenido de glucosa de la siguiente comida.

2.1.1. Tipos de programas de infusiéon de insulina.

La terapia de infusion subcutdnea continua de insulina se consigue mediante
el uso de una bomba. Este procedimiento no sélo se ha incrementado en gran
medida para la diabetes tipo 1, sino que también proporciona una alternativa
viable para la diabetes tipo 2. Todas las bombas de insulina utilizadas en los
tratamientos de diabetes hoy en dia suelen seguir el enfoque de bucle abierto:
es decir, se inyecta una cantidad predeterminada de insulina al paciente sin
conocer el nivel de glucosa en plasma. Estos tratamientos son vitales para los
pacientes diabéticos, pero cambian su estilo de vida: por ejemplo, un paciente
tiene que inyectarse insulina manualmente antes o después de la ingesta de
comida para evitar la hiperglucemia, y esta dosis debe calcularse cuidadosa-
mente en funcién de los hidratos de carbono que va a ingerir. Un riesgo de
este enfoque es la hipoglucemia. En los tltimos anos, para mejorar el estilo de
vida de los pacientes o para normalizarla lo méas posible, los investigadores han
realizado grandes esfuerzos en el desarrollo de tecnologia de bucle cerrado,

es decir, para desarrollar un pancreas artificial. En este caso la cantidad de



insulina administrada esta en relacién con el nivel real de glucosa en sangre,
por lo que precisan de una continua vigilancia de dicho nivel e implica el uso

de aparatos bastante sofisticados.

2.1.2. Pancreas artificial.

Como hemos dicho, el tratamiento ideal para controlar los niveles de glucosa
en sangre en pacientes diabéticos dependientes de insulina seria el uso de un

pancreas artificial que deberia tener (al menos) los siguientes componentes:

(a). Un sensor de glucosa que monitorice los niveles de glucosa en sangre de

forma continua con fiabilidad y precision suficientes.

(b). Un equipo capaz de calcular las tasas de infusién de insulina necesarias

mediante un algoritmo de retroalimentacion apropiado.

(c). Una bomba de infusién de insulina que liberarfa la cantidad requerida

de insulina en el sangre.

El pancreas artificial, que atn esta en desarrollo, es un controlador que reem-
plazaria la funcionalidad endocrina de un pancreas real sano para los pacientes
diabéticos manteniendo automaticamente su nivel de glucosa en plasma bajo
control. Equipado con la funcionalidad endocrina de un pancreas sano, el pa-
ciente podria liberarse de la molestia que supone la mediciéon de la cantidad
de glucosa en cada ingesta de alimentos y las numerosas inyecciones de insuli-
na manuales que se precisan de forma diaria. Los principales obstéculos en el

desarrollo del pancreas artificial incluyen:
(a). La necesidad de modelos predictivos fiables.
(b). La falta de algoritmos de control eficaces y eficientes.

(c). La necesidad de sistemas de monitorizacién de glucosa a tiempo real
fiables.

Durante los ultimos 30 anos se han desarrollado dos tipos de sensores: inva-
sivos y no invasivos. Los métodos no invasivos se realizan utilizando sensores
opticos de glucosa que funcionan dirigiendo un haz de luz a través de la piel.
Sin embargo, estos sensores no son capaces de medir los niveles de glucemia

con suficiente precision. Por otro lado, los sensores minimamente invasivos



miden la concentracién de glucosa en el fluido intersticial de la piel o en el
tejido subcutaneo. Hay un intercambio libre y rapido de moléculas de glucosa
y fluido intersticial, por lo tanto, los cambios en la glucosa sanguinea y la glu-
cosa intersticial estan correlacionados. Sin embargo, hay un retardo de tiempo
entre estos cambios que puede variar desde unos pocos segundos a 15 minutos;
lo que complica la interpretacién de los resultados de la medicién. Este retra-

so muestra la variabilidad intra e interindividual que ya menciondbamos en [2].

Por otro lado, los sensores son lentos y propensos a errores, mientras que
la insulina inyectada puede tomar horas en producir efecto, y una persona
diabética precisa de los aportes de insulina en un intervalo breve de tiempo.
Ademsds, para una persona con diabetes, que realiza el cdlculo de las dosis
de insulina varias veces al dia, delegar esta responsabilidad en un ordenador
supondria un riesgo de enormes proporciones por las consecuencias que esto
pueda tener. Los investigadores tendran que garantizar por tanto la seguridad

de los tratamientos que se propongan.

Antes de finalizar la introduccién comentaremos algunos aspectos que con-
sideramos relevantes sobre la hormona principal en este tipo de patologias. La
insulina se mide en Unidades Internacionales (U.IL.), 1 ml corresponde a 100
U.I. de insulina. Se pueden distinguir diferentes tipos segun las caracteristicas

que posean ([15]):

= La insulina de accién rapida comienza a surtir efecto 15 minutos
después de la inyeccion, tiene su maximo efecto al cabo de una hora y

es eficaz durante un intervalo de dos a cuatro horas.

= La insulina de accién corta comienza a actuar 30 minutos después
de la inyeccién, que es el tiempo aproximado que tarda en llegar al flujo
sanguineo, tiene su maximo efecto de dos a tres horas después de la

inyeccién y es eficaz aproximadamente de tres a seis horas.

» La insulina de accién intermedia comienza a actuar aproximada-
mente de dos a cuatro horas después de la inyeccién, tiene su maximo
efecto de cuatro a doce horas después de la inyeccion y es eficaz durante

aproximadamente de doce a dieciocho horas.
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= La insulina de accién prolongada generalmente llega a la sangre
varias horas después de la inyeccién y tiende a mantener bajo el nivel de

glucosa durante un periodo de 24 horas.

Por tanto se encontraran diferentes tipos de regimenes para la administracién
de la hormona en funcién del tipo del que se trate. Por dar una idea aproxi-
mada: si se desea utilizar una insulina de accién répida las dosis de insulina
variaran en el intervalo [0,10] UI; si se utiliza una insulina de accién interme-
dia las dosis variaran aproximadamente en el intervalo [0,12] UI, mientras que
para la insulina de accion prolongada las dosis de insulina pueden superar las
20 UI, ver [16].

En el presente trabajo se analizan dos modelos de EDO que sirven para simular
los procesos fisiolégicos que ocurren durante la metabolizacién de la glucosa
en el cuerpo humano: el modelo lineal de Ackerman, [2], y el modelo no lineal
introducido por M.Huang et al. en [8]. Aplicaremos técnicas de control 6ptimo
para la obtencién de programas de infusién de insulina que regulen la concen-
tracién de glucosa en sangre y el consumo de la hormona exégena, en funcién
de los criterios que parezcan convenientes en cada caso.

Es bien conocido que el cuerpo humano necesita mantener los niveles basales
de glucemia e insulinemia dentro de unos limites (70-109 mg/dl y 5-10pUI/ml

respectivamente para un sujeto normal).

3. Teoria de Control ()ptimo y Principio de Pontrya-
gin.

El principio del minimo de Pontryagin se utiliza en la teoria de control
6ptimo para encontrar el mejor control posible (segiin un criterio fijado) para
llevar un sistema dindmico de un estado a otro. Fue formulado en 1956 por el

matematico ruso Lev Pontryagin y su grupo, ([11]).

Teoria de control 6ptimo. La nocién de Hamiltoniano. Dado el sis-
tema fisico modelizado por un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,

que llamaremos sistema de estados:

'(t) = f(t, (1), u(t)))

1
z(0) = o, .
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nos planteamos el problema de control asociado

T
(PCG) min J(u) = /0 L(t (), ult))dt, )

ueK

donde K es el conjunto de controles admisibles y x es la solucion de la ecuacion
(1) asociada al control u. En esta versién supondremos que K = {u € L?[0,T] :
u(t) e C ct.p te€[0,T)} donde C C R cerrado. Supongamos que % es una
solucién del problema de control (PCG), y que Z es el estado 6ptimo asociado

a u. Se define el Hamiltoniano asociado al problema de control como:
H(tax7p7u>:L(t7$7u)+p'f(t7xau)7 (3)

y lo que se conoce como sistema adjunto:

—P'(t) = Vo H(t,2(t),p(t), u(t))

4
ﬁ(T) =0, ( )

donde estamos suponiendo que las funciones £ y f son diferenciables respecto
de z. Entonces el principio de Pontryagin para este problema simplificado
establece que:

zrggH(t,f(t),ﬁ(t),u) = H(t,z(t),p(t),u(t)) ct.p. te0,T]. (5)

Si ademads, C' es convexo y las funciones £ y f son derivables respecto de u,
entonces la condiciéon anterior implica que
OH
ou

La desigualdad anterior esta relacionada con el siguiente teorema clasico de

(t,z(t),p(t),u(t))(v —u(t)) >0 YvoeC ctp. te€][0,T]. (6)

An3lisis Funcional.

Teorema 1. (Proyeccion sobre un convexo cerrado)[’]. Sea H espacio
de Hilbert, C C H un convexo cerrado no vacio, entonces para todo f € H,

existe un unico u € C' tal que

|f —ul =min|f -]

Ademds, u se caracteriza por la propiedad:

Dado v € C, y () producto escalar, se tiene que
(f—u,v—u)<0 Vv e C.

Escribimos u = Po f = Proyeccion de f sobre C.
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Combinando la relacién (6) con este teorema,

OH
(t) = Proyc (u(t) = S-(6.(1). p(t),a(t)) etp. te0.T. (1)
u
Hacemos notar que en la expresion anterior del control éptimo, @ depende a
su vez del mismo %, con lo que no tenemos todavia una expresion explicita de
4 sino implicita que habrd que resolver en cada caso particular de f, £y C.

Por ejemplo, cuando C' = [a, ], nos queda:

o sia(t) — 2Lt z(t), p(t), u(t) < a
u(t) = qu(t) — 9Lt z(t), p(t), u(t)) si a(t) — Gt z(t), p(t), u(t)) € [a, B]
5 sia(t) — G2(t,2(t), p(t), u(t)) > B,

8 i GH(tE(1),p(t),8) <0
ut)=<ele, B si Yt z(t),pt),at)) =0 (9)
Q@ si %—Z(t,:)?(t),ﬁ(t),a) >0

Con esto tenemos determinado (t) salvo en los puntos donde

or
ou

Si esta igualdad se verifica en un conjunto finito de puntos, esté claro que u(t)

(t,z(t),p(t),u(t)) =0, (caso singular).

solo toma el valor a o /3 (control bang-bang). En el caso de que la igualdad se
verifique para todos los puntos de un intervalo, la expresién de u(t) se suele

obtener a partir de dicha relacién.

4. Modelo de Ackerman.

Desarrollado por E. Ackerman y su equipo en la década de 1960 es considerado
pionero en la modelizacién de este proceso fisiolégico. Se trata de un modelo
lineal, cuya forma original analizamos en [2], y que ahora presentamos en la
forma:
71 (t) = —maz1(t) — maza(t) + f(t), 21(0) = 210 (10)
zh(t) = maz1(t) — maxa(t) +u(t),  x2(0) = xa,
donde x;(t) representa la desviacion respecto al nivel basal de la concentracién

de glucosa en sangre, y xo(t) representa la desviacién de la concentracién de
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insulina respecto a sus niveles basales, aunque esta tltima puede ser pensada
como el complejo de hormonas en el cuerpo que tienen efecto sobre la regula-

cién de los niveles de glucemia.

Hay varios trabajos previos que estudian problemas de control 6ptimo aso-
ciados a este modelo ([12], [0]) en diferentes contextos. Por ejemplo, en [(]
consideraron exclusivamente el caso o9 = 0 en las condiciones iniciales para
(10), puesto que estaban esencialmente interesados en el estudio en sujetos
diabéticos tipo 1. En este trabajo nos interesa extender el estudio [(] a una
clase de pacientes mas general, por lo que consideraremos x99 > 0.

En [2] realizamos un estudio sobre los signos de los pardmetros m;, su inter-
pretacién fisica y la estabilidad del modelo (10) cuando f = v = 0. En el
caso de individuos sanos, tal y como se espera, las soluciones verifican que
zi(t) — 0 cuando t — +o00, es decir las concentraciones de glucosa e

insulina tienden a sus niveles basales.

En este estudio consideramos los pardmetros m; > 0 Vi = 1,...,3. En [0]
se supone my4 = 0, considerando de forma exclusiva los casos en los que la ca-
pacidad secretora del pancreas es nula. De nuevo en un intento de generalizar
este estudio, en el presente trabajo consideraremos m4 > 0, incluyendo de este

modo la posibilidad de analizar sujetos sanos y diabéticos tipo 2.

Por otro lado, existen diversos intentos de estimacion y ajuste de estos parame-
tros en la literatura; e.g. la bibliografia de [11] y [2]. En este dltimo se mostraba
claramente la diversidad de éstos para cada individuo, aunque es cierto que
se pueden establecer unos dominio de variaciéon para los mismos, pudiéndose

inclusive realizar distincion entre sujetos diabéticos y no diabéticos.

Las novedades mas notorias apreciables en el sistema (10) respecto al mo-
delo analizado en [2] son la incorporacién de los términos f(t) y u(t), los
cuales representan respectivamente las tasas de infusién de glucosa e insulina
exdgenas. Las unidades de medida usuales son miligramos por dl de sangre
(mg/dl) para z1(t), y microunidades de insulina inmunorreactiva por mililitro
de plasma (uUI/ml) para x2(t). Obviamente f(t) y u(t) tomardn las mismas

unidades que 2 (t) y x4 () respectivamente.
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Como hemos descrito, en general el término f en (10) representa el ritmo
de entrada de glucosa en sangre (por ejemplo después de una comida), por lo
que serd positivo, aunque igualmente puede presentarse una situacién en la que
se reduzca el nivel de glucemia (por ejemplo, el ejercicio fisico), en cuyo caso
f serd negativa. Se pueden encontrar en la literatura varias propuestas para
describir adecuadamente esta funcién. En [2] observamos que, tras la ingesta
de un bolo de glucosa, el valor maximo de la glucemia para un sujeto sano
en ayunas se obtiene aproximadamente en los primeros 12 minutos. Posterior-
mente los niveles de glucemia regresan a los basales en un tiempo de unas 2-3
horas. Como consecuencia elegiremos la funcién f(¢) teniendo en cuenta este

comportamiento.

Vamos a reducir a continuacion el sistema (10), eliminando la funcién incégni-
ta x2 de forma andloga a [2], obteniendo la siguiente EDO de segundo orden

en ry .

2 (t) + (m1 +mg)xy (t) + (mimg + mama)x1 (t) = —mau(t) + f'(t) +ms f(t)
:Zil(()) = T10
21 (0) = —myz19 — mazao + f(0).
(11)
Ahora, si tomamos u(t) de forma que el término de la derecha en (11) se anule:
"(t t
u(t) = M (12)
ma
Esta forma de considerar u(t) es tedricamente correcta, sin embargo en la
realidad existe el desfase de tiempo del que hemos hablado entre el momento
en el que se recibe un aporte de glucosa externa y ésta produce un estimulo en
el pancreas. Asi observamos que un aumento en la cantidad de glucosa incide
de forma directa en la produccién de insulina. De esta forma tendriamos que
en (11):

2 () + (m1 + mg)x) (t) + (mim3 + mamyg)z1(t) = 0, (13)

donde al igual que el andlisis llevado a cabo en [2] tenemos que atendiendo a

la estabilidad de la ecuacion:

x1(t) >0 si t— oo,
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como se espera de este tipo de sistemas de autorregulacién.
No obstante, pretendiendo satisfacer al menos los requisitos descritos mas

arriba, consideraremos la funcién f(¢) al igual que en [0]:

f(t):{ 0 si t<0 (14)

Be ™3t s t>0.

Asi, para obtener f’(t) puesto que es discontinua derivamos en sentido de

distribuciones:

0 si t<0
/ —
(1) = {_mgBemSt s, B, (15)

donde §(t) representa la funcién delta de Dirac. Asi, obtenemos el siguiente
problema:
2] (t) + (m1 + mg)z (t) + (mimg + mamy)z1(t) = —mau(t) + Bo(t)
.7}1(0) =

(07) = —myz10 — max0.

10

X

_~

(16)
Pretendiendo eliminar la funcién § de la ecuacién, veremos que este problema,

es equivalente al siguiente:
z{(t) + (ma + m3)xi(t) + (mams + moma)z1(t) = —mou(t)
:L'l(()) = T10 (17)

24 (07) = —myx10 — maxe + B.

_~

Lema 1. Los sistemas (16) y (17) son equivalentes.

Demostracion. Consideremos ¢1(t) y ¢2(t) dos soluciones linealmente indepen-
dientes de la EDO homogénea asociada al problema (17), y ¢,(t) una solucién

particular de la no homogénea. Tenemos de esta forma que:

01¢1 (t) + CQ¢2(t) =+ ¢p<t>, si t<0
c191(t) + c2a(t) + gp(t), si >0,

l‘l(t) =

con ¢; y ¢; constantes a determinar aplicando las condiciones iniciales.

Si aplicamos las condiciones iniciales para el caso t < 0:

z10 = 1901(0) + c292(0) + ¢,(0),
—m1r19 — Mar20 = c1¢7(0) + cag(0) + ¢,(0).
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Procediendo de forma andloga para el caso t > 0:

r19 = c1¢1(0) + 292(0) + ¢,(0),

—mi1T19 — MaZo + B = El(ﬁll (0) + Ez(bé(()) + (ﬁ;(O),
donde claramente apreciamos el salto de tamano B que aparece en la condicién
sobre la derivada primera, que es lo esperado al ser una EDO de 2° orden.

De esta forma, obtenida ya la estructura de la solucién para z1(t), derivamos

tradicionalmente para obtener la primera derivada:

a1 (t) + cadp(t) + @p(t), st £ <0
agh(t) + caga(t) + @p(t), st t>0.

Y ahora derivamos en sentido de distribuciones para obtener la derivada se-

gunda:

adl(t) + gl (t) + dLU(L), st t<0

+ BS(1).
QL) + Byt + L), s t>0

(1) =

Asi, sustituyendo en la ecuacién del problema (16), los términos Bé(t) se

cancelan, obteniéndose la ecuacién del problema (17). O

En nuestro estudio el problema de control éptimo para este modelo sera:

T
(K%%JM:A[ﬁWWﬁMﬁH (18)

donde p > 0 representa las restricciones sobre la dosis de insulina que se
pretende administrar, y x; es la soluciéon de la ecuacién de estado siguiente:
2} (t) + (m1 + m3)x) (t) + (mims + mamy)z1(t) = —mou(t),
z1(0) = 210, (19)

21 (07) = —myz19 — moxao + B.

Nosotros estudiaremos tres casos diferentes para el conjunto de controles K.

! El problema se formula de la misma forma que en [6] salvo que allf realizan el anélisis
considerando un intervalo temporal infinito; ¢t € [0,00), lo cual facilita el estudio, aunque
desde un punto de vista fisico, no parece razonable esta suposicién. Por esta razén nosotros
optamos por considerar un tiempo de optimizaciéon T' < oo, que habitualmente considerare-

mos de unas 4 horas, idem, T' = 240 min,
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1. Ky = L?[0,T], donde C = R.
2. Ko ={u € L?0,T]:0<u(t) ct.p. te[0,7]}, donde C = [0, +00).
3. Kg = {u € L*0,T] : 0 < u(t) < Umaz ct.p. t € [0,T]}, donde C =
[0, Upmaz]| siendo Upq, constante.
4.1. Existencia y unicidad de solucién para el problema de
control.
Estudiaremos los diferentes casos en funcién del espacio de controles conside-
rado, ya sea K, Ko o Ks.
4.1.1. Existencia de solucion.

Comenzamos probando la existencia de solucién del problema de control des-
crito en (18), donde consideramos en lo que sigue u € Ky = L?[0, T].
Es claro que J(u) > 0 Vu € Ky, luego 3 ul’élﬂgl J(u), con lo que FHup tnen C Ky
sucesién minimizante tal que:

J(uy) — uiér%’l J(u) donde 0< ul’élﬂgl J(u) < +o0.
Asi, puesto que sabemos que p > 0:

P ”unH%Q[O,T] < J(un) <CiVneN,

para alguna constante C7. Tenemos entonces que {uy,},en €s una sucesién
acotada en L2[0,T], y como L?[0,T] es espacio de Hilbert y por lo tanto refle-
xivo. Luego existe 4 € L?[0,T] y {un, }ren subsucesion tales que {un, } — @
débilmente en L2[0,T). Luego @ € L?[0,T] es admisible.

Sabemos que siempre que hay convergencia débil se tiene que:
||ﬂ||L2[0,T] < lim inf ”UnkHL?[o,T] )
elevando al cuadrado;
172107y < e inf [lun [ Fp0.7y -
Vamos a probar a continuacion que

J(u) <liminf J(uy,, ) = inf J(u),
u€ky
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equivalentemente
a1 + || <3| < plminf ||un, [|3 21 11 + Hminf ||z, i (20)
pllal 201 1| 720, < pUMINE fJup, |72 7y + Hmint lz, 2o1]
La desigualdad
12 . 2
pllullzeom < plminf {lup, [[7210 7
es clara por ser p > 0. Probaremos de hecho que
T S g [ 21
ol zeg0m = m o™ |y )

Nos centraremos en el caso en que las raices de la ecuacién caracteristica
asociada al problema (19) son reales y distintas A\; y Ay y por lo tanto la
solucién z1 de la EDO de segundo orden viene dada utilizando el método de

variacion de constantes por:

At t Aot t
7(::2f )\1)/0 e_)‘lsu(s)dsfi(;r;f )\1)/0 e_’\qu(s)ds

donde las constantes ¢ y co se determinan con las condiciones iniciales, resol-

z1(t) = creM! 4 cpe?! +

viendo el sistema lineal:
1+ c2 = 210
C1AL + )y = —Mmi1x19 — M2T2g + B.

Denotando:

m26>‘1t mge’\2t

t t
—A18 —A2s
—= | e Uy, (8)ds———— | e Up, (s)ds,
()\2)\1)/0 +(5) ()\2)\1)/0 +(5)

como sabemos que {u,, } —% @ débilmente en L2[0,T], es facil de ver que

u
1"k (1) = creMidcge? -

At t Aot t
U t) = At Aot mae / —A1S - ds— mae / —A2S ds.
i (t) = c1e’ 4 coe +7()\2 — /, e Mu(s)ds Do) e "2%u(s)ds

Luego x,"* (t) — ¥(t) puntualmente V¢.

Nosotros queremos probar la convergencia en L2[0,T], es decir:

Un =
Hggl fo L2[0,T] (22)

Para ello vamos a utilizar un resultado clasico como es el Teorema de la Con-

vergencia Dominada de Lebesgue (TCD).
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De nuevo como estamos en el caso de raices reales distintas es facil ver

aplicando la desigualdad de Holder que:

xllmk (t)‘ < k1 + ko HUnHLQ[O,T] < K constante, Vny Vt € [0,T],

lo cual implica (21) y en particular (20). Concluimos entonces que @ es una
solucién del problema de control (18) con K = L?[0, 7).

Nota 1. El estudio anterior se ha llevado a cabo en el caso de ser reales las
raices y distintas de la ecuacidn caracteristica asociada a (19). Los casos de
raices complejas o raiz real doble no se detallan por ser andlogo el razonamien-

to.

Para el problema de control con K = Ky y K = K3, el razonamiento es el
mismo, lo Unico que nos queda por ver es que el limite débil @ pertenece a
Ks o K3 dependiendo del caso, cuando la subsucesién {u,, } estd contenida
en Ky o K3 respectivamente. Para ello basta utilizar que ambos conjuntos son
convexos y cerrados para la topologia fuerte de L2[0, T, y por lo tanto también

lo son para la topologia débil (ver [3, Teorema IIL.7, pdg. 38]).

4.1.2. Unicidad de solucion.

Es consecuencia de que el funcional de coste J es estrictamente convexo en
L?[0,T), es decir,
J(1=0)u+0v) < (1—0)J(u)+60J(v),

conu#vy6e(0,1). Para ello vamos a razonar como sigue:

1—-60)u+6v 2
J((1—9)u+ev):Hx§ yut

2
20,17 +pI(X = 0)u+ vl|72p0 7 -
Por la linealidad de la ecuacién sabemos que
:);’(ll_a)uwv = (1 —0)z} + 6z7.
Por lo tanto, utilizando que HHig o,7] €s estrictamente convexa en L?[0,T7,
J((1 = 0)u+0v) = [|(1 = )2 + 027|710, + p (1 = O)u+ 007210 1) <
< (1= 0) |24 221007 + O 23 1321027 + P((1 = ) [ullF2p0 7y + O 1V]1 220.07) =
=(1-0)J(u)+0J(v),
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quedando probada la convexidad estricta del funcional J.?

Introducimos la siguiente proposicién conocida para el estudio de la unicidad

de solucion en el caso de un problema de minimizacién general:

Proposicién 1. Dado X espacio vectorial sobre R, sea K C X convexo y
J : K — R estrictamente convexa. Entonces existe a lo sumo una solucion

del problema de minimizacion mfﬂrgl J(u).
ue

Demostracion. Supongamos existen 41, us € K, @ U9, soluciones de nuestro
1 9 2 ) 1 27
problema de minimizacién. Entonces:

J(uy) = J(ug) = Lnel’ﬂlg J(u).

Como K es convexo,
1, _ _
v = §(u1 +ug2) € K.
Y como el funcional J es estrictamente convexo, se tiene que:

1 1 ,
J(v) < §J(u1) + §J(u2) = min J(u),

llegando a una clara contradiccién. Luego en caso de existir soluciéon del pro-

blema de mimimizacién, serd tnica. O

4.2. Expresion de la solucion del problema de control 6ptimo.

Para poder utilizar la teoria general expuesta en la secciéon 3 vamos a reescribir
la ecuacién de estado (19) en forma de sistema de ecuaciones de primer orden,

realizando el cambio

z1(t) =pit),  2i(t) = p2(t), (23)
con lo que se obtiene:
y1(t) = 32(t)
Y5(t) = —(mimg + mama)y1 (t) — (m1 + ms3)ya(t) — mou(t) (24)

y1(0) = z10, 32(0) = B — myx10 — maxa0,

2Se puede probar igualmente que el funcional J es fuertemente convexo o eliptico con
constante de elipticidad 0 < o < 2p en L?[0, T].
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El Hamiltoniano resultante en este caso concreto es:
H(t,y,p,u) = yi + pu? + prya — p2[(mims + mama)yr + (ma +m3)y2 + mou],

donde y = (y1,¥2) v p = (p1,p2) son las variables de estado y del sistema
adjunto respectivamente.

Con lo que utilizando la expresién para el estado adjunto (4):

(25)

{ —pi(t) = 2y1(t) — p2(t) (mamz +mamy), p1(T) =0
= py(t) = p1(t) — p2(t)(m1 +ms), pa(T) = 0.
Caso sin restricciones: K = L2[0,T].

Utilizando que el Hamiltoniano es derivable respecto de u y la expresién (9)

con C' = R, solamente nos queda el caso singular que aqui nos conduce a:

OH
%(@%Pﬂj) - 2pﬂ — p2mo = 07

de donde deducimos la expresion del control 6ptimo para este caso:

() = mapa(t)

2 vt € [0,T]. (26)

En particular resulta que el control 6ptimo es muy regular: en principio de
clase €1, como py y utilizando de nuevo las ecuaciones diferenciales (25) y (24)

resulta que al final es de clase C.

Caso con restriccién inferior sobre el control: K = Ky = {u € L?[0,7] :
0 <wu(t) ct.p. t€][0,T]}.

En este caso la expresién (9) con C' = [0, 00) resulta:

at) = € [0, 00) si 2pu(t) — p2(t)me =0

0 si 2pu(t) — p2(t)mg > 0,
lo que significa que
t
a(t) = max (mfz(), 0), vt € [0, 7). (27)
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Caso con restriccién inferior y superior sobre el control: K = K3 =
{u € L?[0,T): 0 < u(t) < Upmae c-t.p. t €1[0,T]}

En este caso la expresién (9) con C' = [0, tmq,| resulta:

Umaz si 2pﬂ(t) - pQ(t)mQ < 0.
u(t) = € [0, Umaz) si 2pu(t) — p2(t)ma =0
0 si 2ptu(t) — p2(t)ms > 0.

lo que en este caso nos conduce a

0 donde  pa(t) <O
u(t) = ngz(t) donde pa(t) € [0’ %]
Umnaz donde pa(t) > Qp“mig“”,
equivalentemente,
_ , , mopa (t)
u(t) = min <max <27, 0> , umw), vVt € [0,7]. (28)
p

En los dos casos con restricciones, solo podemos concluir que el control éptimo
es continuo, de hecho es G a trozos.

Aunque a primera vista pudiera no parecerlo, las expresiones (26), (27) y (28)
de @ no son explicitas, sino implicitas, dado que dependen esencialmente de
p2, v atendiendo al sistema adjunto (25) se ve que py depende de p;, luego de
y1 vy utilizando (24), y; depende de y2 que a su vez depende de @. Tenemos
entonces un circulo vicioso que hay que romper de alguna manera.

La forma de hacerlo es sustituyendo la expresién de @ en la ecuacion de estado
(24) en cada caso. De esta forma juntando las ecuaciones resultantes (24) con
el sistema (25) tendriamos cuatro ecuaciones diferenciales con cuatro funciones
incégnita (una vez hemos eliminado @). Solamente en el caso sin restricciones
todas las ecuaciones resultan ser lineales, y este es el caso que vamos a estudiar
a continuacién. En los otros dos, hay un término no lineal (el que contiene el
término méx) que complica considerablemente el desarrollo andlogo, y por este
motivo no lo abordamos. De todas formas, hay que destacar que en algunas
situaciones la solucién explicita para el caso sin restricciones lo es también
para el caso con restricciones, si las verifica aunque no se hayan impuesto de

antemano.
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4.3. Solucion explicita del control 6ptimo en el caso sin res-

tricciones.

Procediendo como hemos indicado en el final de la seccién anterior, sustituyen-
do la expresién para el control éptimo (26) en la ecuacién podemos concluir
que determinando po(t) obtenemos basicamente la expresién para el control.

Derivando la segunda ecuacién del sistema adjunto (25), y sustituyendo el
valor de p} dado por la primera ecuacién del sistema adjunto obtenemos la

siguiente EDO de segundo orden:
Py (t) — (ma + m3)py(t) + (mams + mama)pa(t) = 271(t) (29)

junto con las condiciones finales:
p2(T) =0, py(T) =0, (30)

donde Z; es el estado asociado al control 6ptimo @. Sustituyendo la expresion
para el control éptimo (26) en la ecuacién de estado (19) llegamos a:

{(t) + (m1 + m3)T| (t) + (mimg + moma)T1(t) = ——=pa(t). (31)
Hemos conseguido entonces eliminar @ y p; del sistema adjunto. Claramente
podemos despejar ahora z; de la ecuacién (29) y sustituirlo en la ecuacién
(31). Una vez realizado estas operaciones y los calculos elementales precisos,
se obtiene la siguiente EDO de cuarto orden homogénea con coeficientes cons-
tantes, donde solo aparece ya po:

(iv) 2\, 1/ mj 2
Py ()+(2(mimg+mamy)—(mi+ms) )pg(t)+(7+(m1m3+m2m4) )pz(t) =0.
(32)
Para determinar de manera tinica po necesitaremos cuatro condiciones adicio-
nales. Dos son las condiciones finales (en ¢t = T") dadas en (30), y las otras dos

son las condiciones iniciales (en ¢t = 0) de la ecuacién de estado (19).

A continuacién vamos a realizar el estudio de la solucién general de la ecuacién

(32) a partir de las raices de la ecuacién caracteristica asociada:

m3

>\4—|—(2(m1m3—|—m2m4)—(m1+m3)2))\2—|—< P —}—(m1m3+m2m4)2> = 0. (33)
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Como la ecuacién es bicuadrada, llamando:

2(myms + mamy) — (mq + ms)? m3
= (mims3 2 ;) (mq 3)’ w:f+(m1m3+m2m4)2>0,

obtenemos:
M= v+ —w.

Vamos a distinguir ahora los posibles casos que se pueden presentar:

Caso 1. 7> > w.
1.1. (v < 0). Raices reales (simples o dobles, cuando 72 = w) y sus opuestas.

1.2. (7 > 0). Raices complejas imaginarias puras (simples o dobles, cuando

7?2 = w) y sus opuestas.
Caso 2. v2 < w. Raices complejas opuestas y sus conjugadas.

De hecho, en nuestro caso, teniendo en cuenta la expresion de v y w, se puede
comprobar mediante cdlculos sencillos pero tediosos que el caso (1.2) no se
puede presentar con las condiciones que estamos suponiendo. Por otro lado,
vamos a centrar el estudio en el caso 72 # w, porque la relacién v> = w es
tedricamente posible pero fisicamente muy improbable, teniendo en cuenta la

dependencia de v y w respecto de los parametros m; y p.

Como alguna de las condiciones adicionales vienen dadas en el instante fi-
nal (ver (30)), vamos a introducir un resultado técnico que nos sera util en los

desarrollos que vienen a continuacién:

Lema 2. Si z(t) es solucion de una EDO lineal de orden n con coeficientes

constantes, entonces x(t —T') también lo es para cualquier T fijo.
Demostracion. Supongamos que z(t) es una solucién de la ecuacién
(@) + arTNE) + .+ anz(t) =0,

con a; € R paratodoi=1,...,n.
La identidad anterior es cierta para todo ¢ y en particular para todo punto de

la forma t — T con T fijo.

"t =T)+arz" Nt —T)+ ...+ apz(t —T) = 0.
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Entonces llamando y(t) = 2(t — T), es claro que y*¥(t) = 2(¥(t — T), Vk € N.
Luego z(t — T') es solucién de la EDO inicial. O

4.3.1. Raices reales.

Comencemos con el caso 72 > w con v < 0. Entonces las raices de la ecuacién
caracteristica seran \; € R, Vi =1,...,4,con Ay = —A3, Aa = = A4 ¥ A1 #£ Aa.

Sabemos que en este caso la solucién de la EDO (32) viene dada en la forma
pa(t) = AeMt + Be Mt 4 Cet?t 4 De P2t

con A, B,C y D constantes arbitrarias. También podemos expresar dicha so-

lucién general como
pa(t) = Acosh(\t) + Bsinh(A\it) + C cosh(Ast) + D sinh(Aat).

Teniendo en cuenta el lema 2 y que algunas condiciones adicionales estan dadas

en t = T, preferimos utilizar la expresién equivalente

pa(t) = Acosh(A (t—T))+B sinh(A; (t—T))+C cosh( Ay (t—T))+D sinh( Ao (t—T)),

(34)
con g, B , C y D constantes arbitrarias.
Aplicando ahora las condiciones (30), resulta sencillo obtener
p(T)=A+C =0, ph(T)=MB+ D =0, (35)
de donde obtenemos las siguientes relaciones para los pardametros:
" ~  \B
~A=C, D=-2Z, (36)
A2

Sustituyendo estas expresiones en (34), obtenemos la siguiente expresion que

depende solamente de los pardmetros A y B.

~ . ~ M B
p2(t) = Acosh A\i(t — T')+Bsinh A\ (t — T)—Acosh Ao (t — T)— )1\
2

sinh A\y(t — T).
(37)

Ahora utilizamos la EDO de 2° orden (29) para despejar Z1, y las condiciones

iniciales en (19) junto con la expresién calculada arriba para pa(t). De esta

forma, tras una serie de calculos elementales pero largos, se obtiene finalmente
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que las dos constantes que nos faltaban para determinar de forma explicita la

expresién (37) son:

E _ Q(ClB — mlmloCl — :1:1003) g _ 21’10 — ECQ
CyC1 — C2C3 ’ C1 ’
donde C; con ¢ = 1,...,4 son constantes definidas de la siguiente forma:

C1 = A2 cosh(—MT) — A2 cosh(—=AoT) — (my + m3) (A sinh(=A\T) — \g sinh(—X\T))+
+ (mims + mamy)(cosh(—A\T) — cosh(—=\2T))

Oy = A sinh(—\T) — A A sinh(=A\oT) — (m1 + mg3) A1 (cosh(—\T) — cosh(—\oT))+

+ (mims + mamy)(sinh(—\T') — % sinh(—X2T))
2

C3 = X3 sinh(—=\T) — A3 sinh(—=M\oT) — (my + m3) (A3 cosh(—=M\T') — A3 cosh(—XoT))+
+ (m1m3 + m2m4)()\1 sinh(—)\lT) — A9 Sinh(—)\QT))

Cy = X3 cosh(=\T) — A\ A3 cosh(—=AoT) — (m1 + m3) A (Mg sinh(=A\T) — Mg sinh(=AoT))+
+ (mims + mamy) A1 (cosh(—=A1T) — cosh(—A2T))

4.3.2. Raices complejas.

Supongamos ahora que v2 < w. Entonces las raices de la ecuacién caracteristi-
caserdan \; € C, Vi=1,...,4,delaforma \{ =a+bi, \o = —a+bi, \y =\
¥ A3 = Xa2. En este caso la solucién general de la EDO (32) viene dada por:

pa(t) = Ae™ cos(bt) 4+ Be™ sin(bt) + Ce™ cos(bt) + De™* sin(bt),

con A, B,C'y D constantes arbitrarias. Alternativamente también puede ex-

presarse en la forma
pa(t) = Acosh(at) cos(bt) + B cosh(at) sin(bt)+
+C sinh(at) cos(bt) + D sinh(at) sin(bt).
Sin embargo, por el mismo motivo que antes, preferimos utilizar la expresion
equivalente
pa(t) = Acosh(a(t — T)) cos(b(t — T)) + B cosh(a(t — T)) sin(b(t — T))+

+C sinh(a(t — T)) cos(b(t — T)) + Dsinh(a(t — T)) sin(b(t — T)),
(38)
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con ﬁ, B , C y D constantes arbitrarias.
Aplicando ahora las condiciones finales (30), obtenemos las siguientes relacio-

nes para los parametros:

a~
A=0, B=-C.

Procediendo de manera analoga al caso de raices reales, utilizando la ecuacion
(38) y resolviendo el sistema lineal correspondiente, obtenemos nuevamente

tras una serie de calculos laboriosos las dos constantes restantes:

6 _ 2x10 — 025 l~) _ 2(301 —mix10C1 — nglo)
C ’ C1Cy — C3C, ’

donde C; con ¢ = 1,...,4 son de nuevo constantes definidas de la siguiente

forma:

Cy = (a® — 62)(% cosh(aT) sin(bT") — sinh(aT") cos(bT))+

+ 2a(asinh(aT) cos(bT') + bcosh(aT') sin(bT))+
+ (mq + mg)((z2 + b)(sinh(aT) sin(bT") + sinh(aT’) sin(bT))+

+ (myms + m2m4)(% cosh(aT) sin(bT') — sinh(aT') cos(bT)).
Cy = (a? — b?) sinh(aT) sin(bT") + 2ab cosh(aT’) cos(bT)+
+ (m1 4+ ms)(a cosh(aT) sin(bT) + bsinh(aT') cos(bT"))+
+ (mims + mamy) sinh(aT") sin(bT).
Cs = (—ba4 + b3) sinh(aT) sin(bT') — 2a(b? + a?) cosh(aT’) cos(bT)—
— (mq +m3)((a® + b%) sinh(aT) sin(bT) + a(a—2 + b) cosh(aT) sin(bT))—

b
2

— (mimg + m2m4)(% + b) sinh(aT) sin(bT).

Cy = —a(a® — 3b%) cosh(aT) cos(bT") — b(3a® — b*) sinh(aT) sin(bT")—
— (my +m3)((a® — b?) sinh(aT) sin(bT') + 2abcosh(aT) cos(bT))—
— (mims + mamy)(a cosh(aT) sin(bT) + bsinh(aT’) cos(bT)).
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4.3.3. Determinacién explicita de las variables de estado.

Como hemos repetido, una vez se ha conseguido la forma explicita para la

variable pa(t), podemos despejar facilmente Z;(t) de la ecuacién (29):

1

21() = 5 (P() = (mi + ma)ph(t) + (mams + mama)pa(?)).

Asi, volviendo a la primera ecuacién del sistema inicial (10), se obtiene facil-

mente una expresién para Ta(t):

Za(t) = n;( —#(t) — i (1) + Be ™).

4.4. Control por impulsos.

En el articulo desarrollado por M.E. Fisher y K.L. Teo en [(] concluyen que el
programa de infusién de insulina consistente en una tnica inyeccién al mismo
tiempo de la ingesta de la comida resulta superior al resto en todos los aspectos
estudiados. Estos resultados nos motivan a simular este tipo de programa en
nuestro trabajo. Asi segiin [(], una inyeccién tnica de insulina por ejemplo en

t = 0 se puede modelizar por la funcién:

ug/ty, si t € |0,t],
u(t) = o/t 0,2 (39)
0, si t e (ty, 1],

donde t, y ug > representan el tiempo que conlleva la inyeccion y la cantidad
total de insulina inyectada respectivamente.

Normalmente y como parece obvio t; serd muy pequeno comparado con 7. En
todo lo que sigue supondremos que t;, esta fijado. Cuando ¢ es suficientemente
pequeno, u(t) puede verse como una aproximacién de upd(t), donde §(t) es la

Delta de Dirac centrada en el origen.

Vamos a resolver entonces la ecuacién de estado (19) suponiendo que el con-
trol u tiene la estructura (39). En este caso tenemos que resolver el siguiente

problema:

2 (t) + (m1 + m3)x| (t) + (mims + mama)z1(t) = —maug/ty, si t € [0,1tp]
0, si te (tb,T],

(40)

/
1
/
1

2] (t) + (m1 + ms)2 (t) + (mims + mamy)z1(t)



29
con las condiciones iniciales:
!
x1(0) = z19, x1(0) = —myxz19 — max9o + B.

Es claro que la ecuacién caracteristica viene dada por:

A+ (m1 + mg)/\ + (mims + m2m4) =0, (41)
donde llamando o = % y B = mims + momy tendremos que sus raices

SO1:
)\1:—04—1—\/042—5 y Ay = —x — Ct2—ﬁ.

Distinguimos los siguientes casos:
1. Si a? > 3, raices reales A\ # \o.
2. Si a? < B, raices complejas conjugadas A\ = —a + \/(127_7 Ao = Ap.
3. Si o? = B, raiz real negativa doble \;.

Por los mismos motivos expuestos anteriormente nos limitaremos a estudiar

los dos primeros.

4.4.1. Raices reales.

La solucion general del problema (40) tiene la forma:

At Xot _ __ moug .
1 (t) = c1eM! f epet — s s e [0, tp] )

gleAlt + ’CVQ(B)Qt, si te [tb, T],

donde ¢q, o, 1, ¢2 son constantes a determinar, las dos primeras con las con-
diciones iniciales, mientras que ¢1, ¢ se escogeran de manera que ambas ex-

presiones “peguen” bien, mas concretamente:
-\ + a—Y (4t
xl(tb)—xl(tb ), xl(tb)—fvl(tb )-
De esta manera obtenemos que:
q

Aut Aot _ ___ mgug .
21(t) = c1e™tt + cpe™? G(mimstmamag)’ S t € [0,t) (43)

Eleht + 526)‘2':, si te [tb, T],
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donde
1 A1maug

Cy = —— | A1T10 + Mm1T10 + Max20 — B +

2 N = 1710 1210 2220 ek

c1 = Ti0+ mato ¢

1 10 £y (mims + mama) 2,
¢ damatige 2 . 2122 e
@2=a- ) c1 =c1+ (co —Cy)—=e'"? 1)17‘
’ ? (A1 — A2)tp(mimg + mamy) 1 1+ (e 2))\1

Problema de control para el caso de control por impulsos.
En este caso la estructura de los controles admisibles viene dada por (39),
donde t; esta fijo y lo inico que nos queda por determinar es el parametro ug.
Es decir estamos considerando el conjunto de controles admisibles

uo/ty, si te€ 0,y

K={uce L2[0,T] sou(t) = ,con ug € [0, Umaz]},
0, si te (tb,T]

que claramente es convexo y cerrado en L?[0,7].
Por lo tanto el problema de control (18), se reduce al siguiente problema en

una variable:

T 2
(PC)mp  min  J(ug) = / 22(t)dt + p. (44)
u06[07umaz] 0 tb

Asi, puesto que tenemos una expresion analitica para z1(t), introducimos ésta
en el funcional:
2

tp 9 T )
U Mot _ B
J(uo) pry p 0+/ (cle)\lt+62€)\2t_ 2 O ) dt+/ (CleA1t+c26A2t) dt
W Jo ty(mims + mamy) 4

El cdlculo explicito de J(up) es elemental pero nuevamente muy laborioso,
por lo que hemos utilizado software matematico simbdlico para esta tarea. El
punto principal a destacar es que J(ug) resulta un polinomio de grado 2 en ug
con coeficiente principal estrictamente positivo (notemos que las constantes ¢;
y ¢; también dependen de ug). Por ello la existencia y unicidad de solucién en
este caso resulta trivial de deducir. De este modo, basta derivar e igualar a 0

para obtener el valor 6ptimo de ug.

4.4.2. Raices complejas.

Denotaremos en lo que sigue b = /3 — o? para aligerar la notacién. Reali-

zando un proceso analogo al caso anterior, se obtiene que las soluciones para
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el problema (40) tendran la siguiente forma:

(t) = cre” cos(bt) + coe™* sin(bt) — Tt Si T € [0, tp]
cre cos(bt) + cae " sin(bt), si te[ty, T,
(45)
donde
Mol B — myx19 — maxog + i
st ty(mimg + mamy)’ T b 7
Mmouge®t A

~ . D
cy = {@(sm(btb) - Zcos(lﬁz,))  ty(mims + mamy) | Asin(bty) — D cos(bty)’

L =c+ 2(02 —C2),

siendo A = =% (—a cos(bty)—bsin(bty)) y D = e~ (—asin(bty)+b cos(bty)).
Para la determinacién de la cantidad total de insulina en el presente caso se

procede de manera andloga al caso real.

5. Modelo no lineal de Huang et al.

Este modelo viene descrito en [3], su obtencién se lleva a cabo mediante la ley
de conservaciéon de masa aplicada al sistema glucosa-insulina. La estructura

de dicho sistema es la siguiente

G'(t) = —f2(G(1)) = fs(G@) faI (1)) + f5(I(1)) + [ (t)

(46)
I'(t) = f1(G(t)) — dil(t),

con condiciones iniciales G(0) = Go > 0, I(0) = Iy > 0, donde G(t) e I(t)
representan la cantidad de glucosa y la cantidad de insulina en sangre en el
instante t respectivamente.

A continuacién vamos a analizar los principales factores en este sistema de
regulacion para obtener la forma de las funciones incluidas en el sistema. Para

més detalle se puede consultar [3],[13] o [9].

Produccion de insulina. La glucosa supone el estimulo fundamental para
01G?
a?+G?
produccion de insulina estimulada por la glucemia G, donde o1 y a1 constantes

como representante de la

la liberacién de la hormona. Se toma fi(G) =

positivas, ver figura 1. Notar que fi es una funcién positiva y acotada.
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Degradacién y eliminaciéon de insulina. El higado y los rinones son los
principales puntos para la degradacién y eliminacién de la hormona, junto con
los musculos y las células del tejido adiposo. Segun [9] los experimentos han
demostrado que la degradacién de la insulina es proporcional a la concentra-
cién de la misma, asi, su tasa de eliminacién se representa como una constante

positiva d; > 0 .

Produccion de glucosa. La glucosa se libera mediante procesos de hidroli-
sis sobre los carbohidratos. La forma mas comun para su obtencién es la in-
gesta de alimentos que viene representada por el término f(¢) que en este caso
sera positivo. Cuando queramos simular un efecto reductor de la glucosa (por

ejemplo mediante ejercicio fisico), ha de considerarse f(t) negativo.

La otra fuente de produccién de glucosa es el higado (ver [2]), proceso en
el que entra en accién la hormona glucagén. En [3] se escoge una funcién cons-
tante f5(I) = b > 0 para representar la produccién de glucosa controlada por
la concentracion de insulina. En una primera aproximacién, consideraremos
esta misma suposicién, si bien nos parece més razonable en términos biologi-
cos la eleccion realizada en [J], ya que parece légico pensar que cuando el
nivel de concentracién de insulina en sangre llega a un nivel preestablecido, la

produccién de glucosa por parte del higado puede detenerse rapidamente.

Utilizacion de glucosa. Consta de dos partes: la glucosa insulino-indepen-
diente, utilizada principalmente por las células del cerebro y de los nervios
y representada por fo(G) = 029G, con o9 > 0 (ver Figura 1) y la glucosa
insulino-dependiente ligada principalmente a los musculos, células grasas y
otros tejidos, se denota mediante el término f3(G) f4(I). Este consumo se logra
por la llamada insulina remota, que se describe en [2]. Aqui, asumiremos que
f3(G) =aGy fa(I) = c+ %’ donde a,m y c son constantes positivas, ver

figura 1.



33

001 800

600

3 400

200

Figura 1: Comportamiento de las funciones del modelo no lineal.

Pardametros Valores Unidades

b 100 mg/min
02 5x107% min~!
a 3x107° mg!
¢ 40 mg/min
900 mg/min
n 80 mg
o1 6.27  mU/min
o1 105 mg
d; 0.08  min™!
Gy 6866 mg
Ib 78 mUIT

Tabla 1: Pardmetros del modelo no lineal.Ref [3].

Podemos introducir ahora el sistema que estudiaremos en esta seccién, anadien-

do un control u(t) en la ecuacién para la dindmica de la insulina.

G(t) = ~oaG(t) —a (c+ ) GO + b+ 10, GO)=Go

o 2
I'(t) = ety — did (1) + u?), 1(0) = Io.

(47)

Observacién 1. Utilizando los parametros expuestos en la tabla 1 se obtienen
valores para G e I en unidades de masa (mg y mU I, miliunidades de insulina,

respectivamente).
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5.1. Relacién entre los modelos no lineal y lineal.

Estableceremos en este apartado la relaciéon entre los modelos considerados.
Para ello linealizaremos el modelo (47). Recordemos que en el modelo de Ac-
kerman, descrito en (10) las variables z1(t) y x2(t) representan las desviaciones
de los niveles de concentracion de glucosa e insulina en sangre respecto de sus
niveles basales, GG, e Ij. Por ello la linealizacion la realizamos respecto a estos

niveles de equilibrio. Veamos a continuacién como determinarlos.

Comenzaremos obteniendo el punto de equilibrio para el modelo (47). Es claro
que en este punto G'(t) = 0 e I'(t) = 0, y de igual forma consideraremos nulos
los términos f(t) y u(t), ya que sabemos representan agentes externos, y esta-
mos suponiendo unas condiciones de normalidad para el paciente (se supone
no ha recibido aportes de insulina o glucosa exdégenas). Tenemos entonces el

siguiente sistema:

mIb
0= —09Gy — Gp+b
oo2Gy a<0+n+Ib) p+ 0,
Ung
A1)
a%—i—G% o

Despejando I de la segunda ecuacién se obtiene facilmente:

ong

A -
b di(a? + G2)’

(48)
y sustituyendo en la primera ecuacién obtenemos la siguiente expresién en la

variable Gp:

((din + o1)(02 + ac) + amo1))G; — b(nd; 4+ 01)Go+
+ ((o9 + ac)nd;a})Gy — bnd;at = 0.

Obtenemos la raiz positiva de esta ecuacién cubica (ya que fisicamente es lo
que tiene sentido para Gy), y con ella el valor de I. Los resultados obtenidos
se muestran en la tabla 1. Estos valores se pueden convertir a unidades de
concentracién considerando un volumen medio de 10 litros de plasma en el
cuerpo humano (ver [3]), por lo que hay que aplicar los factores de conversién
correspondientes (1/100 para la glucosa y 1/10 para la insulina) para obtener

los valores de las concentraciones en mg/dl y uUI/ml, respectivamente.
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Obtengamos ahora el modelo linealizado de (47). Para ello denotaremos:

I
Fl(G,I)——agG—a<c+m>G+b,
n +
F(GI)= " —

Realizando el desarrollo de Taylor de primer orden en el punto de equilibrio
(Gb, Ib):

Fi(G,I) ~ gé(Gbalb)(G Gb)*’@(Gbe)(I I),

oI
OF: OF:
Fy(G. 1) ~ 5 2 (G 1) (G = Gi) + 2 (Go ) (I~ I).

Realizando el cambio: 71 (t) = G(t) — Gy, T2(t) = I(t)

— Iy, tenemos la version
linealizada de (47):

(1) = TG, (1) + 2 (G, T)alt) + (1),
B(1) = O02 (G, La(1) + A2 (G, )a(1) + ),

donde las derivadas parciales vienen dadas por:

8F1 mIb

0F amnGy
1 1 —
ag Gn ) =—(oatale+2770),  Fr(@hh) = —F=75s
OF, 201a%Gb 0Fy
—(Gp, Ip) = ———5~ Gy, [ —d;.
8G ( b b) (OZ% + G%)’ 8[ ( by b)
Denotando por comodidad
—~ m[b — amnGb — — 20104%6’1)
= Y] = _div = 79 A9
mi o2 + (L(C+ n+Ib)’ ma (n+Ib)27 ms3 my (Oé% T Gg)

finalmente tenemos que el sistema (47) linealizado tiene la forma:

~/

Fy(t) = —mid (1) — mada(t) + f(2), )
Fy(t) = i () — mada(t) + a(t).

Veamos ahora la relacién con el sistema lineal de Ackerman (10):
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La introduccién de las variables z; y los parametros m; en el modelo linealizado
se lleva a cabo para remarcar que estas ultimas vienen en unidades de masa,
y no de concentracién como en el modelo original de Ackerman estudiado en
la seccién 4.

De esta forma, considerando como ya se ha dicho un volumen promedio de 10
litros de plasma en el cuerpo humano y teniendo en cuenta que las unidades del
modelo lineal de Ackerman estan en concentracién (mg/dl para x; y pUI/ml
para x2) y las del modelo linealizado en masa (mg para 1 y mUI para Iy),
resulta clara la identificacién entre los pardmetros de cada modelo, aplicando
los factores de conversién adecuados.

s f(1)

7,/—',\L/l =mzy, TO = mz2, T/ﬁé:m?n 77’5,1'10:77’&1, TAn :f(t)7 N :U(t)

5.2. Problemas de control 6ptimo bajo estudio.

Vamos a formular ahora los problemas de control éptimo asociados al mode-
lo no lineal (47) y linealizado (49) para poder comparar luego los resultados
numéricos de ambos problemas. Concretamente, para el sistema no lineal con-

sideraremos

uek

T
@@nlmnjmyzé [(G(t) — Go)(t) + pu(t)] dt, (50)

donde p > 0, K = {u € L?[0,T] : 0 < u(t) ct.p. t € [0,T]} y la funcién
de produccién de glucosa f(t) = Be~%?, siguiendo el esquema visto para el
modelo de Ackerman. Por lo tanto la ecuacién de estado para este problema

vendra dada por:

G'(1) = ~026(0) —a (e + i) G + b+ B, G(0) =Gy

o 2
I'(t) = et — did (1) + u(?), 1(0) = Io.

(51)

Para el modelo linealizado, consideraremos el problema de control andlogo, es

decir: -
(PC2) miy 1@ = [ [3(0)+ o) at, (52)
uekK 0
con la misma eleccion para K y la ecuacion de estado:

T (t) = —mi 21 (t) — mada(t) + Be ™t (53)
Th(t) = may(t) — maxa(t) +u(t).
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La existencia y unicidad de solucién para el problema (PC2) se deduce de
los argumentos vistos en secciones precedentes. En cambio, para el proble-
ma (PC1) estas cuestiones son mucho mds delicadas (sobre todo la unicidad)
debido a la no-linealidad del sistema, y requeririan un estudio especifico que
queda fuera de los objetivos de este trabajo. Por tanto nos limitaremos a su

resolucién numérica, asumiendo la existencia de (al menos) un control 6ptimo.

6. Resultados numéricos.

Para la resolucién numérica de los problemas de control mencionados, he-
mos optado por el uso de un método directo. Hemos utilizado GPOPS (Ge-
neral Pseudo-spectral OPtimal control Software, http://www.gpops.org/),
que implementa un método hp adaptativo pseudoespectral ([1] y [10]). En
cada iteracion el problema de control éptimo es transformado en un proble-
ma de programaciéon no lineal finito dimensional, mediante la aproximacion
del control y el estado con polinomios de Lagrange, realizando un proceso de
discretizaciéon de las EDO, obteniéndose los nodos mediante un método de
cuadratura Gauss-Legendre-Radau estandar. El intervalo temporal se divide
en varios subintervalos, en cada cual se utiliza un polinomio de Lagrange di-
ferente. Al tratarse de un hp-método se determina iterativamente el nimero
de subintervalos, la longitud y el grado del polinomio asociado a cada uno de
ellos, con el fin de obtener una solucién con una precisién especificada por el
usuario. El proceso iterativo se detiene cuando las restricciones sobre el con-
trol se satisfacen en todos los subintervalos con una tolerancia especificada, €.
Para mas detalle consultar [1] y las pags. 23-29 de [1].

Hemos utilizado la versién 5.0 de GPOPS, con SNOPT para resolver los gran-
des problemas de programacion no lineal derivados de las discretizaciones to-
mando € = 1l.e — 4 y el valor 1.e — 6 como tolerancia para la optimalidad y la
admisibilidad.

A continuacion mostramos una seleccién de los experimentos computaciona-
les realizados, asi como los correspondientes resultados, para cada uno de los
problemas de control (18), (44), (50). Las simulaciones se han realizado con-
siderando la variable temporal en el intervalo [0,7] con T=240 min.

En las dos siguientes secciones utilizaremos el modelo de Ackerman con los
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parametros expuestos en la tabla 2. La eleccién de los sujetos se ha realizado
con el objetivo de tener en consideracién sujetos diabéticos (D11 y D2), un
sujeto normal (N2) y un sujeto normal (N1) en el que el pardmetro my = 0,
lo cual teniendo en cuenta el papel que desempena nos parece algo inusual
aunque aparece en la literatura.

En todos los casos se considerara que se ha alcanzado el nivel basal de la

glucosa cuando el error absoluto sea menor que 0.1.

6.1. Problema de control (18) sin restricciones sobre el control.

En este caso es posible disponer de la solucién analitica y en las figuras 2
y 3 es mostrada con trazo negro discontinuo junto a la solucién numérica
representada en azul. En cada figura se presentan resultados para dos valores
distintos del parametro de penalizacién p, observandose, como era de esperar,

un solapamiento entre ambas soluciones.

Sujeto mi mo ms My

D11 0.0088 0.0001 0.0338 0

N1 0.0251 0.0703 0.0980 0

N2 0.0536 0.0858 0.0108 0.0423

D2 0.0016 0.0143 0.0293 0

Tabla 2: Pardmetros obtenidos de [14], donde la letra N o D indica si el paciente es normal o diabético.

Destacamos la apariciéon de controles con valores negativos en las dos figuras,
lo que carece de interés practico. Esto motiva la introduccién en las siguientes

secciones de restricciones sobre el control: 0 < u(t).

Figura 2. Al tratarse de un sujeto diabético tiene mas sentido priorizar la
disminucién de la glucemia frente al consumo de insulina exdgena. Tomando
p =1e-3 obtenemos un control con valores negativos y con un consumo exce-
sivo de insulina subcutdnea (291.6 UI en los primeros 37 minutos). Por esta
razon realizamos el mismo experimento esta vez tomando p =1e-1, observando
un menor (pero ain elevado) consumo de insulina (68 UI) y que no consigue

disminuir la glucemia hasta el nivel basal en cuatro horas (obteniendo en el
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Figura 2: Paciente D11 de la tabla 2 con condiciones iniciales 19 = 90 y x29 = 30 para B = 0.
Se toman p = le — 3 en la columna izquierda y p = le — 1 en la columna derecha. Se observa el

solapamiento de las soluciones explicita y numérica para las variables de estado y el control.

instante final 5.16 mg/dl por encima del nivel basal), quedando patentes las

limitaciones del modelo lineal en este caso practico.

Figura 3. Al tratarse de un sujeto sano, realizamos dos experimentos, el
primero con p =1le-2, y el segundo penalizando considerablemente la admi-
nistracién de insulina subcuténea (p =1e+3), aportando glucosa exdgena en
ambos (B=10). En el primer caso se obtiene un control con valores negativos
que en los dos primeros minutos ya lleva consumido 6.2 UI. En el segundo

ensayo, se alcanza la glucemia basal en el instante t=230 min, consumiendo
0.6 UI en total.

En las dos figuras anteriores observamos la incidencia del parametro p sobre
los tipos de controles obtenidos, siendo estrictamente positivos en unos casos
y tomando valores negativos en otros. Desde un punto de vista matemaético
esto se debe a la influencia de este parametro sobre las raices de la ecuacién

caracteristica (33).
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Figura 3: Paciente NI de la tabla 2 con condiciones iniciales x19 = 85 y x99 = 7 para B = 10. Se
toman p = le — 2 en la columna izquierda y p = le 4+ 3 en la columna derecha. De nuevo se observa

el solapamiento de las soluciones explicita y numérica para las variables de estado y el control.

6.2. Problemas de control (18) y (44) con restricciones infe-

riores sobre el control.

La aparicién de controles con valores negativos no resulta razonable desde
un punto de vista fisico. Por ello, en esta seccién, consideramos (PC') con

restricciones de cota inferior sobre el control: u(t) > 0.

Figura 4. La motivacion principal para la introduccién de este experimento
es la comparacién de la solucién de (PC) (trazo azul continuo) con el con-
trol denominado suboptimal de Fisher et al. en [0], que viene determinado al
tomar valor cero a partir del primer instante en el que el control 6ptimo sin
restricciones (trazo negro discontinuo) se hace nulo. Tanto en el experimento
de la derecha (p =1) como en el de la izquierda (p =1e+2), se aprecian con-
troles que toman valores negativos para un intervalo de tiempo, volviendo a
tomar valores positivos posteriormente. De esta forma, consideramos que el
control suboptimal puede ser mejorable, ya que al obviar estas “subidas” del

control se prescinde de cantidades de insulina exégena que conlleva el 6ptimo.



41

e = b 4
ER Eh

L i 3 e T———
.DE. 200 \_\ .DE. il x —
= o = o] W i
% K- B %

@1(t) (mg/dl)

@ () (mU/T)

10 pi) 30 40 50 B 70 a 90 oo ] 50 100 150

Figura 4: Paciente N2 de la tabla 2 con condiciones iniciales 19 = 68 y 20 = 6 para B = 0. Se
toman p = 1 en la columna izquierda y p = le + 2 en la columna derecha. Se toma una cota inferior

para el control para la resolucién numérica w,,;n, = 0.

Asi en el ensayo de la izquierda, el control suboptimal administraria 0.72 UI
durante los 3.6 primeros minutos, para luego suspender la dosis, mientras que
la solucién de (PC) propone una cantidad total de insulina practicamente nula
(0.07 UI) pero suficiente para alcanzar el nivel basal de glucemia a los 76 mi-
nutos. Por otro lado, tomando p =1e+2, se observa de forma clara en la figura
como los controles alternan valores negativos y positivos. En este caso los dos
controles conllevan la utilizacién de 0.04 UI, la cual es practicamente nula.
La solucién de (PC) alcanza el nivel de glucemia en este caso en un tiempo de
115 minutos. Aunque estos resultados carezcan de interés en un caso practico,

se presentan por su interés tedrico.

En las figuras 5-7 se muestran algunos resultados numéricos obtenidos re-
solviendo el problema de control (18) (trazado azul), y el problema de control
por impulsos (44) (trazado negro discontinuo), donde se fija t, = 1 minuto (el
tiempo que conlleva la inyeccién de la insulina). En las dos primeras figuras
se considera el mismo sujeto diabético (D2), en diferentes condiciones iniciales

(més extremas las de la primera). Dentro de cada figura se han tomado dos
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valores distintos para el pardmetro de penalizacién p. En la figura 7 conside-
ramos un individuo normal (N1), para un valor de p fijo y variando el aporte
exégeno de glucosa (B=0 o B=10). Los resultados numéricos que hemos consi-
derado relevantes para estas tres figuras se exponen en la tabla 3, presentando
las columnas la siguiente informacién: la figura asociada, el valor de p o B
segun el caso, el problema de control resuelto, la dosis total de insulina admi-

nistrada y x1(7), la desviacién de la glucemia respecto del nivel de equilibrio
en el instante de tiempo final T=240.

10000

wft) (ml fmin)

w1(t) (me/dl)

gaoo :
Sl N

FRU | SRR

Figura 5: Paciente D2 con condiciones iniciales 19 = 310 y 20 = 55 para B = 0. Se toman p = le—1

en la columna izquierda y p = 4e + 2 en la columna derecha.

Figura 5. En este experimento simulamos el comportamiento de un sujeto
diabético (D2) en condiciones extremas. Primeramente con p =le-1, se ob-
serva el mismo comportamiento con los dos enfoques, situdandose la glucemia
al final del experimento por debajo del nivel basal (-25.9 mg/dl) y con un
consumo de 6.2 UI. A la derecha, penalizando el consumo de insulina exégena
(p =4e+2), observamos una gran mejora en la solucién de (PC) y un compor-

tamiento nefasto para la solucién del problema de control por impulsos, ver
tabla 3.



Tabla 3: Problema de control (PC) y (PC)ivp-

p |Problema |Dyytq; (UD)|21(T) (mg/dl)
Slte-1| (PC) 6.2 -25.9
Q
©' 1e_1 (PC)H\/IP 6.2 _25.9
<
‘gb 4e+2| (PC) 5.2 -1.6
“l4er2| (PO)nw| 0.5 175.7
Slte-1| (PC) 1.9 -7.5
Q
L’U’ 1e_1 (PC)H\/IP 1.9 _7.5
<
Slaev2| (PO) 1.6 -0.5
“laesa| (PC)np| 0.1 53.0

B
o | (PO 0.6 0
I
2l 0 (PC)p| 0.1 0.2
I
g 10 | (PC) 1.6 0
o0
| 10 | (PC)p| 0.2 0.5
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Figura 6: Paciente D2 con condiciones iniciales 19 = 90 y 220 = 10 y B = 0. Se toman p = le — 1

en la columna izquierda y p = 4e + 2 en la columna derecha.
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Figura 7: Paciente N1 con condiciones iniciales 19 = 90 y 90 = 10 para p = le + 2. Se toman

B = 0 en la columna izquierda y B = 10 en la columna derecha.
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Figura 6. A la vista del experimento anterior, situaremos al mismo paciente
(D2) para los mismos valores de p pero esta vez en condiciones iniciales menos
extremas. A la izquierda se observa el mismo comportamiento para ambos
enfoques, situdndose la glucemia por debajo del nivel basal (-7.5 mg/dl),
con un consumo de insulina exégena de 1.9 UI. A la derecha, penalizamos
de nuevo el consumo de insulina subcutanea y observamos una mejora en la
solucién de (PC), obteniendo una desviacién para la glucemia de tan solo -0.5
mg/d1l. Nuevamente la glucemia correspondiente a la solucién del problema de
control por impulsos presenta una gran desviacién (53 mg/dl) respecto al nivel

de equilibrio.

Figura 7. Los resultados negativos para el control por impulsos obtenidos
en los anteriores ensayos nos animan a considerar un sujeto no diabético en
ausencia y presencia de glucosa exégena (B = 0y B = 10), con el fin de
ver si el control por impulsos aporta algin resultado satisfactorio. Prestando
atencion a la tabla 3, podemos observar cémo la solucién de (PC') alcanza en
ambos casos la glucemia basal, y la solucién de (PC)yyp obtiene una desvia-
cién maxima de 0.5 mg/d1, siendo en todos los casos el consumo de insulina

muy pequeno (menor que 1.6 UI).

En resumen, los resultados presentados muestran la supremacia del control
obtenido resolviendo el problema (PC) frente al control por impulsos, como

cabia esperar.

6.3. Problema de control (50) y su linealizacién

En esta seccion tratamos presentamos algunos resultados numéricos que mues-
tran el interés de considerar el modelo no lineal (47) al resolver (50) frente al
lineal (53) resolviendo (52).

En este caso trabajamos con los parametros que se exponen en la tabla 1 que,
segin la referencia [8] corresponden a un sujeto diabético al que enfrentare-
mos a distintas situaciones dependientes de las condiciones iniciales G e I
asi como de los parametros B y p. Los resultados se exponen en la tabla 4 y
en las figuras 8-10, donde se representa en trazo azul continuo la soluciéon de
(PC1) y en negro discontinuo la de (PC2).
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Para la resolucién numérica hemos escalado los valores de las variables G(t),
I(t) y u(t) dividiendo respectivamente por 1.e+4, 1.e+2 y 1.e+2, regresando

a la escala inicial en la presentacién de los resultados.

0 ) 40 60 a0 100 120 120

@1 [mag/dl)
w1 (mag/dl)

120 120

2 (/1)

120

Figura 8: Go = 100, Ip = 10 y B = 10. Se toman p = le — 2 en la columna izquierda y p = le+ 3 en
la columna derecha.

Antes de analizar los resultados, destacaremos que una vez obtenido el modelo
linealizado, se puede observar que el pardmetro my resulta ser estrictamente
positivo, lo cual parece indicar que el pancreas de este sujeto es capaz de

producir algo de insulina a pesar de tratarse de un sujeto diabético.
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Figura 9: Go = 400,1p =20y B = 10. Se toman p = le — 2 en la columna izquierda y p = le+ 3 en
la columna derecha.

180 180
— T —_
) L §oaR R BRI R R 4 g
EWUU 1 g
5 ! 5
I I il
a | 1 #
1
a i Tl i

[1} 10 i a0 40 a0 B0 70 a0 90 100

@1 (mg/dl)

00
] -
)
1 &
O W W 3 4 s @) 70 B0 90 100 0 W0 2 A 40 s B0 0 B0 91 100
¥ (rain) } (sain)

Figura 10: Go = 400, Ip = 10 y B = —10. Se toman p = le — 3 en la columna izquierda y p = le + 3
en la columna derecha.
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Tabla 4: Modelo no lineal vs. linealizado.

p Mod| fuar |Diotal|tur=0|T1(tur=0)| T1y; (tunr=0) | ta,
wlle=2 L 6.4 1.8 15.5| 116.3 37.5
CE.G 1e-2| NL [21.9| 5.2 |15.5| 151.1 |110.9 (ent=436)| 72
&Dle+3 L |8.5]1.8|18.7| 106.4 37.5

1e+3| NL [25.2| 3.2 |20.7| 149.0 |78.5 (ent=75.5|75.5
o |le-2 L |248.2| 4.0 |33.9| 183.8 67.2
%3 1le-2| NL (308.9| 8.7 |34.6| 247.8 [116.7 (ent=72.6)|103.3
&Ole+3 L [253.0/ 4.0 |35.2| 172.8 67.2

1e+3| NL [316.3| 6.4 | 39.9| 222.8 80 (en t=103.3) |105.5
216—3 L |95.5|1.7|14.7| 208.5 48.0
< 1e-3| NL [104.1| 3.9 | 15.5| 214.1 |128.1 (ent=32.9)| 67.2
,501e+3 L |97.6] 1.7 |15.8| 197.7 48.0
a 1e+3| NL [107.1| 2.8 [16.00| 211.0 |82.6 (ent=60.0) |67.1

Tabla cuyas entradas por columnas son: la figura asociada, p: pardmetro de penalizacién, Mod:
modelo utilizado, ya sea L si es el linealizado o NL si es el no lineal, f,4;: el valor minimo del
funcional escalado por 1.e-4, D;,q;: dosis total de insulina suministrada en Ul, ¢, 7,—o: tiempo en
minutos en el que el control del modelo linealizado se hace nulo si Mod=L o el instante igual o
superior mds préximo a éste y registrado por el modelo no lineal (Mod = NL), z1 (t4,1—0): glucemia
que registra cada modelo en el instante t,,;,—o medido en mg/dl, x1,; (tuNL=0): glucemia en mg/dl
registrada por el modelo no lineal en el instante en el que el control correspondiente se hace nulo,
tg,: tiempo en minutos en el que se alcanza la glucemia basal.

Figura 8. Las condiciones iniciales simuladas indican un estado diabético
leve. Segun los resultados que se muestran en la tabla 4 para el caso p =1e-2,
observamos que el modelo linealizado en el instante en el que deja de suminis-
trar insulina, marca un 77 % de la glucemia del modelo no lineal en el instante
igual o posterior mas préximo registrado por este modelo. Por otro lado, res-
pecto a la insulina exdgena administrada, el modelo lineal propone consumir
un 357% de lo que plantea el modelo no lineal, pero cuando deja de aportar
insulina el paciente todavia tiene més de 151 mg/d1 de glucosa, sin embargo el
modelo no lineal deja de suministrar la hormona con unos niveles de glucemia
de 110.9 mg/dl. Por otro lado, cuando p =1e+3, andlogamente tenemos que
el modelo linealizado indica un 717% de la glucemia del modelo no lineal en el
instante igual o posterior mas préximo registrado, y en este caso el modelo

lineal propone consumir un 56 % de lo que plantea el modelo no lineal, pero
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cuando deja de aportar insulina el paciente todavia tiene 149 mg/dl de glu-
cosa segun el modelo no lineal, el cual deja de suministrar insulina con unos
niveles de glucemia de 78.5 mg/dl.

Resaltamos los siguientes puntos tras la realizacién de este primer ensayo. El
modelo lineal parece tender a administrar cantidades de insulina bastante me-
nores que el no lineal, alcanzando la glucemia basal en tiempos més cortos,
sin embargo, asumiendo que el modelo no lineal modeliza mejor el sistema
fisico que estamos tratando, los niveles de glucemia del paciente atin son altos

cuando el modelo lineal propone dejar de administrar insulina.

Figura 9. En este caso situamos al paciente en unas condiciones iniciales mas
extremas que en el caso anterior, considerando los mismos valores del parame-
tro de penalizacién. De nuevo, atendiendo a los resultados que se muestran
en la tabla 4, observamos que en el caso p =1e-2, el modelo linealizado en
el instante en el que deja de suministrar insulina, marca mas de un 747% de
la glucemia del modelo no lineal en el instante igual o posterior méas préximo
registrado por este ultimo. Respecto a la insulina exdégena administrada, el
modelo lineal propone consumir un 46 % de lo que plantea el modelo no lineal,
pero cuando deja de aportar insulina, el paciente todavia tiene mas de 247.8
mg/dl de glucosa segin el modelo no lineal y cuando este tltimo deja de su-
ministrar insulina el nivel de glucemia es igual a 116.7 mg/d1l. Al aumentar
el pardmetro de penalizacién tenemos que el modelo linealizado indica un 78 %
de la glucemia del no lineal consumiendo un 63 7% de lo que plantea éste, dejan-
do de aportar insulina el paciente con un nivel de glucemia de 222.8 mg/d1,
sin embargo el modelo no lineal deja de suministrar insulina con un nivel de

glucemia de 80 mg/dl.

A la vista de los resultados obtenidos, parece justificada la utilidad del modelo

no lineal.

Figura 10. Se considera el paciente con un nivel de insulina inicial menor
que en el caso anterior. La novedad de este experimento es la consideracion
de un consumo extra de glucosa (B = —10), pretendiendo simular una accién
negativa sobre los niveles de glucemia, como por ejemplo consecuencia de la
realizacién de actividad fisica. En este caso, se observa que el modelo linelizado

predice mejor los niveles de glucemia que en las dos figuras anteriores (8 y 9).
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Ademsds, en la tabla 4, comparando los resultados de la figuras 9 y 10 para
el modelo no lineal, observamos que las dosis de insulina se reducen ahora a
mas de la mitad, pese a haber empeorado las condiciones iniciales de insulina,

mostrandose asi el beneficio del ejercicio fisico en pacientes diabetéticos.

7. Consideraciones finales.

En este trabajo hemos estudiado algunos problemas de control asociados al
modelo lineal considerado en [0], tanto desde el punto de vista tedrico co-
mo numérico, ampliando el rango de los casos representados a sujetos sanos
o diabéticos tipo 2 (my4 > 0) y partiendo de situaciones distintas a las de
equilibrio (z29 > 0). Ademds hemos introducido restricciones de cota sobre
el control que tienen un indudable interés practico. Asimismo, el estudio se
ha realizado para intervalos de tiempo finitos, lo cual es una situacién maéas
realista que la considerada en [0].

También hemos estudiado (en este caso solamente desde el punto de vista
numérico) el mismo tipo de problemas de control, pero asociados ahora al
modelo no lineal introducido en [3]. En este caso hemos considerado controles
con una estructura general (no necesariamente peridédica como se realiza en
[3]); ademds se ha generalizado al caso en el que la funcién que representa el
aporte exégeno de glucosa (f) no es constante (como en [3]), sino que tiene
la misma estructura que en [6]. Queda pendiente el estudio tedrico de estos
problemas que suponemos tendra complicaciones adicionales por ser el modelo

no lineal.
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