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1. Resumen

El analisis del crecimiento econémico a largo plazo ha sido, es y serd un tema de gran interés por
parte de economistas y gobiernos. Especialmente en la actualidad, donde la crisis mundial ha
provocado una desaceleracién econémica. Una herramienta interesante que nos permite conocer
los factores que determinan este crecimiento econémico es la modelizacion matemaética.

En el presente trabajo estudiaremos algunas funciones de produccién clasicas, tutiles para de-
terminar la contribucién del capital, del trabajo y del progreso tecnolégico en el aumento de la
produccién de un pais, y analizaremos su ajuste a unos datos reales mediante minimos cuadrados
no lineales.

Nos centraremos, tanto desde el punto de vista tedrico como computacional, en tres variantes
del modelo neoclasico de Solow-Swan, introducido en 1956 por Robert Solow a través del
articulo “A Contribution to the Theory of Economic Growth” [14] y cuyas contribuciones le
supusieron el Premio Nobel de Economia de 1987. Finalizaremos con una comparativa de los

modelos estudiados.

Palabras clave: Modelizacion matematica, crecimiento econémico, sistemas dinami-

cos, modelo de Solow-Swan, macroeconomia.

Abstract

Analysis of economic growth in the long term has been, is and will be an issue of great interest
for economists and governments. Especially nowadays, where the global crisis has caused an
economic slowdown. An interesting tool for knowing the factors which determine this economic
growth is the mathematical modelling.

In this work we will study some classical production functions, which are useful to determnine
the contribution of the capital, the work and the technological progress in the increase of the
production of a country, and we will analyze their fitting to real historical data by using nonlinear
least squares techniques.

Our main focus will be, both from the theoretical and computational point of view, three variants
of the neoclassical Solow-Swan model of economic growth, which was introduced in 1956
by Robert Solow in the paper “A Contribution to the Theory of Economic Growth” [14] and
whose contributions supposed to him the Nobel Prize on Economy in 1987. We will finish with

a comparison of the studied models.

Key words: Mathematical modelling, economic growth, dynamical systems, Solow-

Swan model, macroeconomics.



2. Introduccion

2.1. Evolucion histérica y motivacion

A lo largo de la historia ha habido grandes inestabilidades econémicas marcadas por importantes
crisis mundiales. De ahi que aparezca la necesidad de reconstruir las economias nacionales,
asi como la de descubrir los factores que generan el crecimiento econémico. Por este motivo,
empiezan a nacer las distintas escuelas de pensamiento econémico. Asi, en 1776, y gracias a la
publicacién de “La riqueza de las naciones” de Adam Smith, tiene lugar la primera de ellas.
Formada por economistas clasicos que basaban sus teorias en el entorno agrario y cuestionaban,
por la Ley de los Rendimientos Marginales Decrecientes (ver Glosario), que el crecimiento
fuese indefinido. Hasta que, David Ricardo afirmé, de manera empirica, que con la tecnologia
era posible alcanzar un crecimiento indefinido y continuo (ver [2], pags. 77-82).

Pese a que la escuela econémica cldsica no demostré que la innovacién era capaz de vencer los
rendimientos decrecientes, si lo hizo la Primera Revolucién Industrial (segunda mitad del siglo
XVIII) al obtener un crecimiento econémico sostenido. Asimismo, tras esta revolucidn, las tasas
de crecimiento econdémico empezaron a variar mucho entre paises y algunos de estos pasaron de
pobres a ricos. Hechos que las teorias del crecimiento econémico tendrian que explicar a través

de las matematicas.

Asi, a finales del siglo XIX, se inicia una etapa de importante crecimiento econémico. Se involu-
cran en el analisis diferentes matematicos y se desarrollan las primeras herramientas de analisis.
Es aqui donde nace la escuela neoclasica, en 1928, con el modelo de crecimiento econémico de
Ramsey, que explica el crecimiento econémico a largo plazo con una funcién de produccion de
proporciones fijas y que predice un sistema econdmico inestable. Mas tarde, en 1956, tiene lugar
el modelo neocldsico de crecimiento econémico de Solow-Swan que propone una funcién de pro-
duccién con sustitucién de factores y predice una estabilidad dindmica del sistema econdémico
(ver [2], pags. 84-89).

En definitiva, con el uso de los modelos matematicos, se ha avanzado mucho en macroeconomia.
Sin embargo, los constantes cambios de la economia han hecho que, el estudio del crecimiento
econémico (necesario para alcanzar un mayor bienestar de la poblacién) siga siendo de gran

interés.

2.2. El uso de las matematicas

Desde los economistas neocldsicos se empezaron a introducir los primeros modelos matemati-
cos para explicar el crecimiento econémico producido por los distintos factores. Estos modelos,
ademas de provocar avances importantes, convirtieron la modelizacion matema&tica en herra-

mienta fundamental para sus andlisis.



Los modelos econémicos parten de supuestos que permiten simplificar la realidad, dejando de
lado algunos hechos para concentrar la atencion en aquello que los modelos quieren estudiar. Las
matematicas son el lenguaje utilizado para presentar estos modelos y son las ecuaciones las que
describen las relaciones entre las distintas variables que el modelo presenta. Ademds el posterior
estudio de éstos lleva a tomar decisiones politicas para mejorar el crecimiento econémico.

Por otra parte, las simulaciones numéricas son muy ttiles a la hora de realizar la comparativa

de modelos.

La estructura de este trabajo es la siguiente: en primer lugar, estudiaremos el modelo neoclasico
de Solow-Swan con progreso tecnoldgico constante y crecimiento exponencial de la poblacién. A
continuacién, analizaremos dos variantes del mismo: uno con progreso tecnoldgico y crecimiento
de la poblacién, ambos exponenciales; y otro con progreso tecnolégico constante y crecimiento
logistico de la poblacién. Y por tltimo, elaboraremos una comparativa del modelo y de sus
variantes.

Podemos establecer tres articulos clave, [14], [11] y [6], que han definido la estructura basica de

este trabajo.

3. El modelo neoclasico de Solow-Swan con progreso tecnolégico

constante y crecimiento exponencial de la poblacién

3.1. Introduccién

El modelo de Solow-Swan, perteneciente a la teoria neoclésica, explica los factores que inciden
en el crecimiento econémico a largo plazo. Actualmente, es uno de los pilares fundamentales
de la macroeconomia, pues sobre él se plantean diversas teorias como: ;por qué nuestra renta

nacional crece? 6 jpor qué algunas economias crecen mas deprisa que otras?.

En 1956 Robert Solow introdujo [14] dicho modelo que, ahora, lleva su nombre junto al de Trevor

Swan y que en 1987 le sirvié para ganar el premio Nobel de Economia.

Para medir el crecimiento de una economia es necesario introducir algunas nociones basicas. Para
ello, haremos uso de la referencia [10]. Asi, denotaremos Y (t) como la produccién de bienes y
servicios realizados en un instante de tiempo ¢ en un pais, produccion que se puede descomponer

| Y(t)=C(t)+ Ip(t) + G(t) + Nx (1), (3.1)
donde:

» C(t): (Consumo) Gasto de las familias en bienes y servicios (coches, electrodomésticos, pro-

ductos electronicos, joyas, alimentos, ropa, cosméticos, transporte, sanidad, educacion,...).

» Ip(t): (Inversién) Gasto de las empresas en bienes, como plantas y equipos, usados para

producir otros bienes.



» G(t): (Gasto publico) Gasto del gobierno en bienes (museos publicos y hospitales) y servi-

cios (distribucion de electricidad, suministro de agua potable, transporte,...).

» Nx(t): (Exportaciones netas) Gasto por parte de paises extranjeros en bienes producidos
en nuestro paifs (exportaciones) menos gastos por parte de los residentes de nuestro pafs

en bienes extranjeros (importaciones).

Como el comportamiento de los distintos elementos de (3.1) es muy complicado, el anédlisis
global resulta inviable. Por ello, es necesario identificar las variables con mayor importancia en
el estudio a realizar y elegir una situacién extremadamente simplificada, de hecho poco realista,
pero lo suficiente para obtener conclusiones ttiles en la préactica. En concreto, el modelo de

Solow-Swan se centra en una economia que verifica los siguientes supuestos (recogidos en [11]):

» La economia no intercambia bienes o servicios con otros paises (economia cerrada):

Nx(t) = 0. (3.2)

= El gobierno no realiza ningin gasto publico:

y por (3.2) y (3.3), la identidad (3.1) se reduce a:
Y(t) =C(t)+ Ip(t). (3.4)

Por tanto, en una economia cerrada, donde el gobierno no gasta, la produccién de bienes

y servicios se realiza entre familias (consumo) y empresas (inversion).

= El ahorro de las familias es igual a la inversién de las empresas:
S(t) = Ip(t). (3.5)

Se trata de una economia formada Unicamente por hogares, donde las familias consumen

o ahorran.

» La tasa de ahorro es constante:
S(t) = sY(t), (3.6)

donde s es el coeficiente de ahorro (0 < s < 1). Asi, suponemos que las familias ahorran
una parte constante de su ingreso. Ademads, teniendo en cuenta (3.4), (3.5) y (3.6), tenemos

que la otra parte restante de su ingreso la dedican al consumo:

O@t) = (1—8)Y(t). (3.7)



» Existen dos factores de produccién: el capital (K) y la mano de obra (L)
Y = F(K,L), (3.8)

F(K, L) se conoce como funcién de produccidn, y representa la relacién entre los fac-
tores utilizados para la produccién de bienes y servicios (K, L) y la cantidad obtenida de
produccién de bienes y servicios (Y'). En este contexto K (t) representa los bienes que, en
el instante de tiempo ¢, forman parte del proceso productivo de una empresa (maquinaria,

instalaciones,...). En lo que sigue supondremos siempre que K, L € Ry = (0, +00).

= La inversion neta es igual a la inversién bruta menos la depreciacion:

dK
1) = In(1) — 5K (1), (3.9)
donde § es la tasa de depreciacién del capital (0 < § < 1).

» La poblacién de la economia es equivalente a la fuerza laboral (L). Asimismo, se supone

que la poblacién total crece de forma exponencial en el tiempo:

——= =n, con n > 0. (3.10)

Integrando (3.10), obtenemos la fuerza laboral de la economia en un instante ¢:
L(t) = Loe™, (3.11)
donde L es la poblacion laboral inicial y n la tasa de crecimiento de la poblacién.

= La funcién de produccién F' es neoclasica, lo que significa que cumple las siguientes con-

diciones:
a) Homogénea de grado uno:
F(rK,7L)=7F(K,L), V7>0. (3.12)
b) Si no utiliza el factor capital o el factor trabajo, no puede haber produccién:
F(0,L) = F(K,0)=0. (3.13)
c¢) F es dos veces continuamente diferenciable

d) Los productos marginales (ver Glosario) son positivos:

oF oF

—(K,L — (K, L 14
por tanto, se verifica la productividad marginal decreciente (Ver Glosario):
O*F O*F
——(K,L) <0, ——(K,L)<0. (3.15)

OK? OL?



e) Satisface las condiciones de Inada:

oF oF

m D) =0, dim o (KL L) =0,
oF oF
I —(K,L) = Ii —(K,L) = 1
Ko 0+ OK( L) = oo, e GL( L) = +oo, (3.16)

que indican que las primeras unidades de capital y de trabajo son muy productivas
y que cuando las unidades de capital o de trabajo son muy grandes, sus productos

marginales son préximos a cero.

3.2. Formulacién del modelo

A partir de las hipétesis definidas en la introduccion y de la observacién que a continuacion se

muestra, formularemos el modelo.

Observacion. 3.1. Trabajar con las variables Y, K, L es importante. Sin embargo, en la
practica lo mads habitual es utilizar variables referidas a la poblacion. Ast, como nuestra funcion
de produccion es homogénea de grado 1, podemos trabajar con la siguiente funcion de produccion

per cdapita:

Y F(K,L) K

I Sk Ry Y (il | 3.17

v (L, ) (3.17)
Sean y = %, k = %, c = % la produccion per cdpita, el capital per cdpita y el consumo per

capita, respectivamente. Podemos reescribir (3.17) como:

y = f(k) (3.18)

Luego, los supuestos (3.7) y (3.13)-(3.16) se pueden expresar como: ¢ = (1—s)y
F0)=0, f'(k) >0, f'(k) <0, lim f(k)=-+oco, lim f(k)=0.
k— 0t k—+o00

Teorema 3.1 (Ecuacién Fundamental de Solow). Si la economia cumple con los supuestos
(8.2)-(3.16), la ecuacion fundamental de Solow es:

K (t) = sf(k(t)) — (n+ 8)k(t). (3.19)

Demostracion. Sabemos que k(t) = %, vVt € IR;. Luego,

pipy = B WOLE) - KL _ K'(t)  L'{t) K1)
(1) = L2(t) T L) L) L@

Por (3.10) y la observacién anterior tenemos que:

_K'(t)
Lt

K'(t)
L(t)

K (t) —nk(t) = = K'(t) + nk(t) (3.20)
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Pero, por (3.9), K'(t) = Ig(t) — K (t). Luego,

K'(t) Is(t) OK(t)

@)~ L) LW (3:21)
Igualando (3.20) y (3.21),
If(%) k(1) = K () + nk(t) = k(1) = 15(%) (8 + n)k(t)
Finalmente, por (3.5), (3.6) y la observacién anterior, Ip(t) = S(t) =sY (t) e % = y(t). Asi,
teniendo en cuenta (3.17) y (3.18),
() = sy(t) — _ _p(E®
E'(t) = sy(t) — (6 + n)k(t), donde y(t) = f(k(t)) = F () 1. (3.22)
O

Como bien sabemos, f(k(t)) depende de la funcién de produccién elegida y por tanto (3.19)

también. Asi que empezaremos por analizar alguna de estas funciones.

Funciones de produccion

Recordemos que se denomina funciéon de produccién a la relacién existente entre el producto
obtenido (Y) y la combinacién de factores (K y L) utilizada para su obtencién. Ademads, esta
funcién permite analizar cambios futuros (disminucién de la mano de obra, carente innovacién

tecnoldgica, escasez del capital,etc.). Como dijimos en (3.8), se formula:
Y =F(K,L).

Robert Solow, en su articulo [14], planteé tres posibilidades de funcién de produccién para las
que era posible resolver la ecuacién diferencial basica (3.19) de forma explicita (al menos en

algunos casos):

1. Funcién de produccién de Leontief

También conocida como funciéon de produccién de coeficientes fijos, fue introducida por el

economista ruso Wassily Leontief en 1941 como:
K L
F(IK.I)=min! — =
(K,L) mln{a, b}’

en donde a (ntimero de unidades de capital requeridas para producir una unidad de produc-
to) y b (nimero de unidades de trabajo requeridas para producir una unidad de producto)

son los coeficientes fijos.

En este caso, (3.19) queda de la siguiente manera:
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Teorema 3.2 (Ecuacién Fundamental de Solow con la funcién de produccién de
Leontief). Si la economia cumple con los supuestos (3.2)-(3.16) y utiliza la funcion de

produccion de Leontief, la ecuacion fundamental de Solow queda:

K'(t) = s-min <k(t), i) — (0 +n)k(t). (3.23)

a

Demostracion. Basta ver la demostracién del Teorema 3.1. Notemos que en este caso,
K(t k(t
como F(K,L)=min{& L1 y(t t))zF(%,l) mm(EL),ll)) O

Veamos ahora la solucién explicita de (3.23) con la condicién inicial k(0) = ko. Para ello,

diferenciamos dos casos:

esi MO <l @)= (:—(54+n)k(t) v,

k(t) = Cle(gf(‘pr"))t, para algun C1 € R,
osi MU S L.y =5 (54 n)k(t)
a b b Y,
k(t) = Coe O+t 4 b(éj— 7’ para algin Co € Ry.
Ahora:
e si ko > 3, al principio
s s
k(t) = (ky— —— Je Ot 7 3.24
®) (0 b(cH—n))e MR (3:24)

y se pueden diferenciar varios casos:

1) ko < b(§+n) = k'(t) > 0 = k(t) es estrictamente creciente.

Luego, k(t) > ko > § V ¢,y por tanto la expresién de k(t) es (3.24) V¢ € Ry.

2) ko > CE e K'(t) < 0= k(t) es estrictamente decreciente.

i) Siko > 7§ > b(5+n) entonces existe t; tal que k(t1) = . Esto ocurre para
_ a(d+n)— a(d+n)—s
= — (m) In (an)_s,s) Notemos que t; > 0 & W € (0,1), lo
cual es cierto en este caso. Entonces,
(k:o _ b(ain)) e—(6+n)t | e sit€0,t]
k(t) =
a,(2=(5+n))(t—t1) sit>1

=a

i) Siko > b(5+n) > ¢, entonces ko > k(t) > § V¢, y por tanto la expresion de
k(1) es (3.24) ¥ ¢ > 0.
3) ko= 55y = k() = 555y VP € Ry
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e si ko < 3, al principio
k(t) = koela—(6+m)t (3.25)
y pueden darse tres casos:
1) 2=0+n=k(t) =k VtecR,.
2) 2 <0+ n = k(t) es estrictamente decreciente. Luego, k(t) < ko < § V ¢, y por
tanto la expresion de k(t) es (3.25) V¢ > 0.
3) > >6+n= k(t) es estrictamente creciente. Veamos que 3 t3 tal que k(t2) = ¢

B.
in(es)

Esto ocurre si to = c Ty I to >0< ﬁ > 1, lo cual es cierto. Entonces,

koe(s_(6+n))t sit e [0, tg]
k(t) =
(8 = st e )+ i

Una vez resuelta la ecuacién (3.23), podemos ver c6mo su solucién depende de los pardme-

Sitztg

tros s, n, d, a, b,y de la condicién inicial (k). A continuacién, tomando diferentes valores
de dichos parametros, compararemos los resultados obtenidos al utilizar la solucién exacta

con los obtenidos numéricamente al usar el método ode45 del software MATLAB:

Ejemplo 1. Sea una economia con una funcién de produccién de Leontief F(K,L) =
min {(%, (TLQ}, con una tasa de ahorro del 17 %, una tasa de natalidad del 2%, una tasa
de depreciacion del capital del 5% y un stock de capital inicial kg = 3 unidades de capital,

tenemos que 7 < kg < b((Sj—n)' Luego, por (3.24)

k(t) =~ —9.14¢7 90T 112,14, V> 0. (3.26)
13
2r T
i ./:-'{.‘

4
10 J
S f

s

I
4
3U ZIEI AIEI Eb Bb 160 12ID 1JI1EI 160

Tiempo (1)

Figura 1: Representacién de la solucién explicita (linea negra) de F(K,L) = min{L5, &

03702/

tomando s = 0.17, n = 0.02, § = 0.05 y kg = 3 unidades de capital, en un periodo de tiempo
t = 160 anos. Junto a su solucién numérica (* verdes).
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En la Figura 1, k(t) es creciente, como habiamos dicho antes. Ademds, a partir de ¢ ~
60 anos, la grafica se estabiliza en k(t) &~ 12 unidades de capital. Hecho que puede verse a
partir de (3.26),

lim —9.14e7%97 4 12.14 = 12.14 unidades de capital.

t——+o0

Ahora bien, si en esta economia cambiamos la funcién de produccién de Leontief y la con-
dicién inicial (ko): F(K, L) = min {0—12, 0%} y ko = 1 unidad de capital, respectivamente.
Observemos que se cumple kg < § < m. Y en este caso, k() es una funcién definida a

trozos que cambia de expresién cuando:

n (M)
to = 027 ~ 7.24 anos.
2770173
Luego,
V17t sit €0, ta]
k(t) ~ 0.07(t2—t) :
—8.64e 27t 412,14 sit >ty
]
T g al
Gl /// J
. al
f’ s/;"
2l /_;_/.;./ 4
§ 4r /.g/‘/{;. J
& /
e _.\/-2'/. 4
.-:./';:/
2F :/.:/“/ 1
e
1 st 1 1
0 5 10 15
Tiempo (1)

Figura 2: Representacién de la solucién explicita (linea negra) de la funcién de produccién
de Leontief F(K,L) = min{&, &}, tomando s = 0.17, n = 0.02, 6 = 0.05 y kg =
1 unidad de capital, en un periodo de tiempo t = 15 anos. Junto a su solucién numérica (*

verdes).

En la Figura 2, k(t) es estrictamente creciente, como bien habiamos dicho. Sin embargo, en
t &~ 7.24 anos hay una pequena perturbacién de la funcién k(t). Perturbacién ocasionada
por producirse, en ese instante, el cambio de expresion de la funcién. Notemos ademaés que

se cumple k(t2) = 3.5 unidades de capital = 3.
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Ejemplo 2. Sea una economia con una funcién de produccién de Leontief F(K, L) =

min {%, (TL2}, con una tasa de ahorro del 5%, una tasa de natalidad del 1.2%, una tasa

de depreciacion del capital del 5% y un stock de capital inicial kg = 6 unidades de capital.
S

Tenemos que ko > ¢ > Sorn) Y en este caso, k(t) es una funcién definida a trozos que

cambia de expresién cuando:

1 0.0058 .
t = — (0062) in <OOM4) =~ 23.17 anos.

Asi,
1.97¢70:062¢ 4 4 03 sit€0,t]
k(t) =~ 0.006(t1 —t) .
4.5e" 1 stt > 1
B T T
1% i
545 \\
s \ 4
_ 45 By e
:g 4+ '\’\A\_ -
E 35 }\-\“‘\,\ B
Z 3t .?\\\\‘x. b
gl \:‘u\"“mk‘ 4
2t e SO
14 1 L L

I 1 1 I
20 40 60 a0 100 120 140 160
Tiempo ()

Figura 3: Representacién de la solucién explicita (linea negra) de la funcién de produc-
cién de Leontief F(K,L) = min{%,%}, tomando s = 0.05, n = 0.012, § = 0.05 y
ko = 6 unidades de capital, en un periodo de tiempo t = 15 anos. Junto con su solucién numérica

(* verdes).

En la Figura 3, k(t) es estrictamente decreciente. Sin embargo, en t ~ 23.17 anos, se
produce una pequena perturbacién ocasionada por el cambio de expresién de la funcién

k(t). Notemos ademds que se satisface k(t1) = 4.5 unidades de capital = §.

Ahora, si cambiamos la condicional inicial, tomando kg = 1 unidad de capital, tenemos

que ko < m < §- Luego, por (3.25)

k(t) ~ e 00068y ¢ > .

En este caso, como ¢t = 15 anos, la grifica de k(t) no se va a estabilizar (ver Figura 4).

Para ello, tendria que ser un periodo de tiempo mas largo. De ser asi, veamos en qué valor
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se estabilizaria:

lim e~ %% — 0 unidades de capital.
t—+o0
Luego, k(t) serfa decreciente hasta llegar a k(t) = 0, donde se estabilizarfa. En otras

palabras, k(t) tiene una asintota horizontal en t=0.

099t f, .
near o .
047+ " .
096+ % -
095 Ty :

0.94 | Qv e

Stock de capital (k)
S

Dost g 4
ooz = .

091t 5

0g
1]

Tiempo(t)

Figura 4: Representacién de la solucién explicita (linea negra) de la funcién de produc-
ci6on de Leontief F(K,L) = ml’n{%,%} tomando s = 0.05, n = 0.012, § = 0.05 y
ko = 1 unidad de capital en un periodo de tiempo ¢ = 15 arnos. Junto con su solucién numérica

(* verdes).

2. Funcién de produccién de Cobb-Douglas

En 1927, Cobb Douglas descubrié que en Estados Unidos los trabajadores se quedaban
con el 70% de la renta total mientras que los capitalistas se quedaban con el 30 %. Esto
le llevé a investigar las condiciones bajo las cuales las rentas de los factores mantenian
proporciones constantes. Para ello, pregunté a Charles Cobb si habia alguna funcién de
produccién tal que, si los factores de produccién cobraban sus productos marginales (ver
Glosario), la proporcién de la renta agregada que se quedaba cada uno de ellos fuera
constante. Esta era la funcién de produccién, propuesta por Knut Wicksell (1851-1926)
y publicada en 1928 por Charles Cobb y Paul Douglas y que ahora lleva su nombre (ver

[15]).

Esta funcion de produccién es utilizada en la mayoria de trabajos encontrados en diversas

fuentes y viene dada por:
F(K,L)= AK°LP, (3.27)
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donde « y [ son parametros que representan el peso de K y de L en la distribucién de
la renta y A representa el conocimiento tecnolégico. Luego veremos que a + 8 se puede

considerar igual a 1 y podremos asi tomar:

F(K,L)= AK°L'™. (3.28)

En este caso iltimo caso (3.19) queda de la siguiente manera:

Teorema 3.3 (Ecuacién Fundamental de Solow con la funcién de produccién
de Cobb-Douglas). Si la economia cumple con los supuestos (3.2)-(3.16) y utiliza la

funcion de produccion de Cobb-Douglas, la ecuacion fundamental de Solow queda:
K'(t) = sAk®(t) — (n + 0)k(t). (3.29)

Demostracion. Basta ver la demostracién del Teorema 3.1. Notemos que en este caso,
_ K
como F(K,L) = AK“L"®, y(t) = f(k(t)) = F (% 1) — Ak (t). O
Veamos ahora la solucién de esta EDO no lineal de primer orden (3.29). Para ello, vamos a
utilizar que es de tipo Bernoulli y vamos a realizar el cambio de funcién incégnita v = k'~
llegando a:
W(t)=—(6+n)(1 —a)- u(t) +sA(l — ). (3.30)

Esta es una EDO lineal de primer orden y podemos resolverla ficilmente. Asi, para cual-

quier kg > 0, hay una unica solucién del problema de valor inicial,

{ K'(t) = sAK®(t) — (n + 8)k(t)

k(0) = ko
dada por:
_ —(em) -yt , A\ _1ea A .
Ek(t) (Cle + 5x n) con Ci =k . Vt>0. (3.31)

. Familia de funciones de rendimientos constantes a escala de produccion

Estas familias vienen dadas por:
F(K,L) = (AKP + LP)», (3.32)

donde, Robert Solow se limita al caso 0 < p < 1 que da los rendimientos marginales

decrecientes habituales y de nuevo A representa el conocimiento tecnoldgico.

En este caso, (3.19) queda de la siguiente manera:
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Teorema 3.4 (Ecuacién Fundamental de Solow con la funcién de produccién p).
Si la economia cumple con los supuestos (3.2)-(3.16) y utiliza una funcién de produccion

p (3.32), la ecuacion fundamental de Solow queda:

K(t) = s (AKP(t) + 1) — (6 + n)k(t). (3.33)

Demostracion. Basta ver la demostracion del Teorema 3.1. Notemos que en este caso,
1 K 1
como F(K,L) = (AK? + LP)7, y(t) = f(k(t)) = F (% 1) — (AKP(t) + 1)7. 0

En general, es dificil de obtener la solucion explicita de esta EDO no lineal de primer orden
(3.33), incluso con programas de cédlculo simbélico como MAPLE. En el caso particular

p= % resulta més sencillo y es lo que toma Robert Solow en su articulo [14]. Asi,

K(t) = s(A(VE() + 1)% — (0 + n)k(2). (3.34)

Podemos reescribir (3.34) como k'(t) = (sA% — (§ + n))k(t) + 2sA+\/k(t) + s y realizando
el cambio de funcién incégnita v(t) = \/k(t) tenemos que:

dv  (sA% — (6 +n))v? +25Av + s

dt 2v

Esta ecuacion se puede resolver por variables separadas, en la forma

2v
/ (sA? — (6 +n))v? +2sAv + s dv = / dt (3:35)

Ahora,

/(5A2(5+n§;)v2+2sAv+sdv/S<<Aﬁ)v+130<<A+ﬁ>v+l>dv

(3.36)

Llamemos C = A— /%% v D= A+ MT”. Reemplazando en (3.36), la integral queda:

2v
/ sCor DoV

Esta integral racional la podemos calcular descomponiéndola en la forma

2 1 do — 1 d
s(D—C) Cvt+1%" Dot 1%

(zn ((Cv +1)E (Do + 1)*%)) —t+E, VteR,.

Luego,
2

s(D—C)

Jun
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Y podemos resolver (3.35) como (Cv + 1)%(Dv + 1)_% = BV O+ Pinalmente,
deshaciendo el cambio de variable y despejando E con la condicién inicial k(0) = ko,

podemos concluir:

CyRf 1\ (DVFD+1) 7 _
(C%H) <D\/%+1> =V vezo (3:37)

Sin embargo, en (3.37), no aparecen las soluciones constantes proporcionadas al resolver

la ecuacién de segundo grado (sA% — (§ + n))v? + 2sAv + s = 0, siendo estas:

2 2
(1) = (w(é—i-n)s—sA) o a(t) = (\/((5+n)s+sA> .

542 — (6 +n) sA2 — (6 +n)

En el caso general podemos usar el método numérico oded5 del software MATLAB para

obtener las soluciones de (3.33) con distintos valores de s, n, d, p y A.

Ejemplo. Sea una economfa con una funcién de produccién p: F(K, L) = (K%4 —|—L0~4)0%17
con A = 1, una tasa de ahorro del 17 %, una tasa de natalidad del 2% y una tasa de

depreciacién del capital del 5 %.

Funcidn de produccidn p

12000

10000 -

5000

5000 -

Stock de capital (k)

4000 -

2000 -

L 1 1
] L3 10 15 20 25 30 3= 40 45 50
Tiempo (t)

Figura 5: Representacién de la solucion explicita de la funciéon de produccién de p, tomando
s=0.17,n=0.02, 0 =0.05, A=1y p=0.4, en un periodo de tiempo ¢t = 50 anos.

Teniendo en cuenta la Figura 5, vemos que k(t), en este caso, es estrictamente creciente
vt €0, 50].
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Hemos visto las funciones de produccién que propuso Solow en su articulo [14], asi como su ecua-
cion fundamental y su resolucién correspondiente. A continuacién, veremos el ajuste de estas
tres funciones de produccién a unos datos reales histéricos, recogidos en [7]. Para ello, utiliza-
remos el ajuste de los pardmetros por un método de minimos cuadrados no lineales mediante el

método de optimizacion iterativo fminsearch del software MATLAB.

Antes de comenzar el ajuste, veamos los datos reales recogidos en [7]:

i Y; Ki | L |
1 100 100 100
2 101 107 105
3 112 114 110
4 122 122 118
5 124 131 123
6 122 138 116
7 143 149 125
8 152 163 133
9 151 176 138
10 126 185 121
11 155 198 140
12 159 208 144
13 153 216 145
14 177 226 152
15 184 236 154
16 169 9244 149
17 189 266 154
18 225 298 182
19 227 335 196
20 223 366 200
21 218 387 193
22 231 407 193
23 179 417 147
24 240 431 161

Cuadro 1: Datos reales de produccién (Y'), capital (K) y mano de obra (L) en Estados Unidos
entre los anos 1895 y 1925.

Bien, comencemos el ajuste de las tres funciones de produccién a los datos del Cuadro 1.
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= Funcién de produccion de Leontief

En este caso tenemos que minimizar:

Min Hy(a,b) =37, (Y —mfn{%%})z (3.38)
(a,b) € R% |

Hemos tomado como valores iniciales a = 0.20 y b = 0.30. Utilizando el método de opti-
mizaciéon fminsearch con estos valores iniciales para encontrar los pardmetros a y b que

minimicen la funcién (3.38), hemos obtenido a ~ 0.87 y b ~ 0.50.

%+

240

220+

200+

180+

160

Stock de capital (k)

140

120+

100 P 3 I I I 1
1395 1900 1505 1510 1915 1920 1925

Tiempo (afios)

Figura 6: Representacién de (3.38) con a ~ 0.87 y b ~ 0.50, en un periodo de tiempo ¢t = 30 arnos

(linea roja), frente a los datos reales de stock de capital (*).

= Funcién de produccion de Cobb-Douglas con tres y con dos pardmetros

En este caso tenemos que minimizar:

{ Min Hy(A, 0, 8) = Y72, (Y; — AKPL])? (3.39)

(4,0,8) € RY

{ Min Hs(A,0) = YM(Y; - AKFLI0)? (3.40)
(A,a) e R%

Como se trata de un método iterativo tenemos que proporcionar unos valores iniciales a
los pardmetros A, o y 8. Vamos a calcular una estimacion inicial de A, a y 5. Para ello,
con los datos del Cuadro 1, linealizamos Y = F(K, L) con F' dada por (3.27) y (3.28):

In(Y;) =In(A) + a-In(K;) + B -In(L;),Vi=1,..24
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In(Y;) =n(A) +a-In(K;) + (1 — ) - In(L;),Vi=1,...24

Resolviendo ahora los sistemas lineales no cuadrados,

In(A) .
o' = . (3.41)
. . 3 .
1 ln(K24) ln(L24) ln()/24)
y
1 ln(Kl/Ll) ln(Yl/Ll)
( in(4) ) - (3.42)
1 ln(K24/(L24) l’l’L(Yé4/L24)

mediante el método de minimos cuadrados lineales se tiene que o ~ 0.233 , § ~ 0.807 y
A ~ 0.838 son los valores iniciales para (3.41) y o = 0.75, A ~ 1.015 para (3.42). Ahora
bien, utilizando con estos valores iniciales el método de optimizacion fminsearch, hemos
obtenido que A &~ 1.239, o =~ 0.268 y 8 =~ 0.691 son los valores que minimizan la funcién

(3.39) y A~ 1.018, o =~ 0.250 son los valores que minimizan (3.40).

240 T T T T —#

ot S| .

200t / 1

180} " i

160 . ok .

Stock de capital (k)
s

140} 3 _

120 A
/

100 4 1 I I 1
1895 1900 1905 1910 1915 1920 1925

Tiempo (afios)

Figura 7: Representacién de (3.39) con a ~ 0.268 , 8 ~ 0.691 y A ~ 1.239 (linea negra) y de
(3.40) tomando « =~ 0.250, A ~ 1.018 (linea verde) frente a los datos reales del Cuadro 1 (*).
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En la Figura 7, hasta aproximadamente el afio 1917, el ajuste de las dos funciones a los
datos reales es practicamente el mismo. Sin embargo, a partir del ano 1917, la grafica
verde se ajusta (ligeramente) mejor que la negra. Por tanto, podemos decir que la funcién
de produccion de Cobb-Douglas con tres parametros es algo mejor que la funciéon de
produccién de Cobb-Douglas con dos pardametros, como cabia esperar por tener el modelo
un parametro mas. Para estar mas seguros de esto que acabamos de decir vamos a analizar

el error cuadrdtico y el coeficiente de determinacién (ver Cuadro 2).

Pardmetros | Error cuadratico ‘ Coeficiente de determinacion ‘

3 50.39 0.9423
2 50.64 0.9418

Cuadro 2: Error cuadrético y coeficiente de determinacion de la funcién de produccién de Cobb-

Douglas con 2 y 3 pardmetros

Aqui, la funcién de produccion de Cobb-Douglas con 3 pardmetros tiene un menor error
cuadratico y un mayor coeficiente de determinacién. No obstante, las diferencias entre

ambas son minimas. Notemos ademés que:
F(rK,7L) = A(TK)*(rL)? = 1*"PAK*LF = r**PF(K, L)

Luego, la funcién de produccién Cobb-Douglas con 3 parametros es homogénea de grado
a+ .Y homogénea casi de grado 1 para los valores del ajuste (a + 5 &~ 0.268 + 0.691 ~
0.959). Por ello, y teniendo en cuenta que el ajuste con la funcién de produccién de Cobb-
Douglas con 2 parametros es similar, aunque ligeramente peor, se prefiere trabajar con

esta ultima.

Funcién de produccion p

En el caso de la funcién de produccion de p tenemos que minimizar:

{Wn Hy(A,p) = T, (Vi — (AK? + LD)7)? (3.43)

(A,p) e R

Al igual que para la funcién de produccién de Leontief, esta funcién es complicada de
linealizar. Por ello, hemos tomado unos valores iniciales A =1 y p = 0.9, que nos parecen
razonables. Asi, hemos obtenido una grafica de (3.43) junto a los datos reales del Cuadro

1, muy parecida a las anteriores.

Realizado el ajuste de las funciones de produccién, procederemos a la comparacion de sus

errores cuadraticos y de sus coeficientes de determinacion.
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Funcién de produccién | Error cuadratico | Coeficiente de determinacion

Hy 75.17 0.8717
Hy 50.39 0.9423
H; 50.64 0.9418
Hy 51.02 0.9409

Cuadro 3: Error cuadrético y coeficiente de determinacién de todas las funciones de produccion

propuestas por Robert Solow.

Luego, tras ver el Cuadro 3, la funcién que mejor se ajusta a los datos reales (Cuadro
1) es la funcién de produccién de Cobb-Douglas con 3 pardametros, con un coeficiente de
determinacién igual a 0.9423 (muy cercano a 1). Sin embargo, por lo visto con anterioridad,

podemos quedarnos con la funcién de produccién de Cobb-Douglas con 2 parametros.

A continuacién vamos a ver si las funciones de produccién anteriores cumplen las propiedades
de funcién neoclésica (ver (3.12)—(3.16)):

= Funcién de produccién de Leontief

Proposicion. 3.1. Sean a >0y b > 0, entonces la funcion de produccion de Leontief
F(K,L)=min {£ £} no es neocldsica en Q = {(K,L) € R% : bK # aL}.

Demostracion. Veamos qué propiedades de funcién de produccién neoclédsica no satisface

la funcién de produccion de Leontief,
1. Homogénea de grado 1:
F(rK,7L) = min {Ti{, TbL} = 7min {Ia{, é} =7F(K,L).
2. Si no utiliza el factor capital o el factor trabajo, no puede haber produccién:

ml'n{fcf,O} = min {0,5} =0, V(K,L)eR2.

3. F € C%*(Q), es decir, F es dos veces continuamente diferenciable en Q:

e SibK < aL, entonces F(K,L) = £:

OF 1 OF 0’F

(K, L)=-, —(K,L)=0, —(K,L)=

8K( Y ) a’ aL( Y ) 0’ 8K2( Y ) 07
0*F 0*F 0*F
oz L) =0 5g L) =0 Grpp L) = 0.



24

e SibK > aL, entonces F(K,L) = 7

IF oF 1 02F

0’F 0’F 0’F
6L2G(L) 0 aLaKLKID 0 8K6LQCL)_O'

Notemos que las derivadas parciales de F' de primer orden no existen en los puntos

bK = aL. De ahi que consideremos ().

4. Los productos marginales del capital y del trabajo son positivos, es decir,

oF
K, L)> K, L)eQ
S L) 20, V(K,I)eQ,
oOF
K,L)> K,L) e Q.
SLUKL) 20, Y (K, L) €
Sin embargo, los productos marginales no son decrecientes:
82
K, L)= K, L)eQ
8K2< ) 07 v ( ? ) € )
O*F
6L2(K L)=0, V(K,L) €.
5. Condiciones de Inada:
oF
1 K, L)= K, L)eQ
A o (K, L) =0, V(K,L) €,
lim 8F(K L)= faé—i—oo V(K,L)eQ
K— 0+ OK ’ ’ ’
OF
1 K,L)=0, V(K,L)eQ
Jm Gp (L) =0 ¥ (KD en,
oF
1 K, L)=- K, L) €.
i = (K L) = #+w,v(,>6

Por tanto, no se cumplen las condiciones de Inada.

Podemos concluir que la funcién de produccién Leontief no es neoclasica por (3.15)
y (3.16).

= Funcién de produccion Cobb-Douglas

Proposiciéon. 3.2. Sean 0 < a <1 y A > 0. Entonces la funcién de produccion
Cobb-Douglas F(K,L) = AK*L'~? es neocldsica en IR?.

Demostracion. Veamos que se cumplen todas las propiedades de funcién de produccién

neoclasica,
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1. Homogénea de grado 1:
F(rK,7L) = A(tK)*(rL)'™* = TAK“L'™® = 1 F(K, L).
2. Si no utiliza el factor capital o el factor trabajo, no puede haber produccién:
F(0,L) = F(K,0)=0.

3. Fe(C? (]Ri), es decir, F' es dos veces continuamente diferenciable en IR?H

2;,(1?( L) = aAK* L=, ZIZ(K L)=(1-a)AK*L™,
0*F O*F

(K,L) = ala —1)AK*2L1 72,

piel Iz (K,L)= (1 - a)(—a)AK*L™*"1,

0*F w10 O°F
6LaK(K,L)—oz(l—a)AK L = KL

(K, L).

4. Los productos marginales del capital y del trabajo son positivos,

OF

8K(K L)>0, V(K,L)eR3, porque0<a<1y A>0,

oF
aL(K L)>0, V(K,L) €R?,

y los productos marginales son decrecientes:
82
8K2(K L)<0, V(K,L)€IR?,
O*F
Spz(K L) <0, ¥V (K, L) e RZ.

5. Condiciones de Inada:

oF

Kl_l)riloo oK (K,L) = KEIEOO aAK1m =0,

i, G ) = i 0K = 40
LEIJIrloo gi (K, L) = LEIJ]Eoo(1 ~ARTLT =0
LE}H}H gL (K,L) = nglol (1-a)AK“L™ = +00.

Se cumplen todas las caracteristicas de funcién de produccién neoclédsica. Por tanto, la

funcién de producciéon Cobb-Douglas es una funciéon de produccién neoclasica. O



= Funcién de produccién p

Proposicién. 3.3. Sean A >0y 0 < p < 1. Entonces la funcion de produccion p
1
F(K,L) = (AKP + LP)¥» no es neocldsica en IR%.

Demostracion. Veamos, como en el caso de la funcién de produccién de Leontief, qué pro-

piedades no se satisfacen.

1. Homogénea de grado 1:
F(rK,7L) = (A(tK)P + (rL)?)7 = (rP(AK? + LP))» = 7(AK? + [P} = rF(K, L).
2. Si no utiliza el factor capital o el factor trabajo, no puede haber produccién
F(0,L) = L, F(K,0) = AV K.

Por tanto, no se cumple esta caracteristica.

3. FeC? (IR%F), es decir, F' es dos veces continuamente diferenciable en IR2+,

OF 1—p  JF 1-p
p—1 P P\ p p—1 P P\"p
oK L) = AKVTHAK? + L) 7, o (K L) = L AKP + 1) v
82 1-2
552 (K.L) = A(p — DEP LV (AK? + I7) 7
2 _
O LUK L) = Alp— DKPLV (AP + 1) 7",
O*F 1-2p O*F
_ _ p—1rp—1 14 P\"p —
orop IO L) = A(L = p) KPP AKP + 1) o E L)

4. Los productos marginales del capital y del trabajo son positivos, es decir,

oF 2
8K(K L)>0, V(K,L)cIR%,
OF :
aL(KL)>0 YV (K,L) € RY,

y los productos marginales son decrecientes:

82

8K2(K L)<0, V(K,L)eR3,

O*F

Sz (D) <0, V (K,L) € R2.
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5. Condiciones de Inada:

F AKP~1 1
im 2L (kL) = 1im — A £0,
K—4o00 OK K—+o0 {/(AKP + Lp)p—1
F AKP—1
lim a—(K, L)= lim =0 # +oo,
K— o+t OK K—0+ {/(AKP + Lp)p-1
F =t
lim a—(K,L): lim =1#0,
L—4o00 OL L—+o0 {’/(AKP + Lp)p—1
p—1
lim 8—F(K,L): fm L =0 # +oo
L— 0+ OL L—0+ {/(AKP + Lp)p—1

Luego, no se cumplen las condiciones de Inada.

Podemos concluir que la funcién de produccién p no es neoclédsica por no cumplirse

(3.13) y (3.16).

O]

Por lo tanto, tras lo visto en este apartado de funciones de produccion, podemos concluir que,
la funcién que mejor se ajusta al modelo de Solow-Swan, es la funcién de produccién de Cobb-

Douglas con 2 parametros. Asi que, a partir de ahora, serd la considerada.

3.3. Estudio analitico

Empezaremos el estudio teérico con el andlisis del estado estacionario. El estado estacionario
es una situacién de equilibrio de la economia a largo plazo, donde las variables econémicas no

experimentan variacién. En nuestro caso, el estado estacionario se da cuando k/(¢) = 0.

sA
n+0

K (t) = 0= sAK*(t) = (n + 0)k(t) = ) (3.44)

Por tanto, el estado estacionario del modelo neoclésico de Solow es:

1
. [ sA\T=
. <n+5> (3.45)

Analizando esta férmula podemos ver que, si en nuestra economia se incrementa la tasa de
poblacién (n) 6 la tasa de depreciacién (§), k* disminuye. En cambio, si la tasa de ahorro (s)
6 el avance tecnolégico (A) de la economia en la que nos encontramos aumenta, k* aumenta.
Por tanto, el modelo de Solow predice que los paises con mayores tasas de crecimiento de
poblaciéon y de depreciacion tendran menores niveles de capital a largo plazo y que los paises
con mayores tasas de ahorro y mejores avances tecnolégicos tendran mayores niveles de capital a

largo plazo. Vamos a ilustrar esto con un ejemplo propio. Para ello, consideramos dos economias:
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X y Z. Ambas con una funcién de produccién Cobb-Douglas F(K, L) = K%3L%7 y una tasa de
depreciacién del capital del 5 %. Pero X con una tasa de ahorro del 10 % y una tasa de natalidad
del 1%, mientras que Z tiene una tasa de ahorro del 17 % y una tasa de natalidad del 2 %. Con

ello, obtenemos la Figura 8.

F5

L51)
T

Stock de capital (k)
ha
o

ra
T

1 1 1 1 L
a 20 40 g0 a0 100 120 140 160 180
Tiempo (t)

Figura 8: Representacion del stock de capital de las economias X (linea azul) y Z (linea roja).

Si calculamos en este ejemplo los estados estacionarios de X y de Z con (3.45) obtenemos que:
k% = 2.075 unidades de capital, k7 = 3.552 unidades de capital.

Asi, k% < kJ. Como cabia esperar, por ser la tasa de ahorro mayor en Z (con un 7% mas),
a pesar de tener el doble de tasa de natalidad. Adema&s, como en la Figura 8 vemos que las
dos economias tienden a largo plazo al estado estacionario, podemos concluir que el modelo de
crecimiento de Solow-Swan describe un proceso de crecimiento dindmico estable.

Volvamos al caso general con k(t) dado por (3.31):

sA

A
2 vi>o.
o+n

S+n’ =

k(t) = (Cle—(5+n)(1—a)t + >1_‘* con Cj = k,éfa .

Podemos diferenciar dos casos:

1. ko < k™.
Como Cy = ki~ —(k*)1=*, en este caso, C; < 0y por tanto, k(t) es estrictamente creciente
y como limy_, 1o k(t) = k*, k(t) va a ir aumentando hacia k*.

2. ko > k*.

Al contrario que el caso anterior, C1 > 0 y por tanto k(t) es estrictamente decreciente y

como limy_, 1o k(t) = k*, k(t) va a ir disminuyendo hacia k*.
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Veamos este resultado con un ejemplo propio. Para ello, consideramos una economia con una
funcién de producciéon Cobb-Douglas, F(K,L) = 0.1K%2L%7. La tasa de ahorro de dicha
economia es del 15% , la tasa de natalidad del 2% y en ella el capital se deprecia a un tasa del

5%. Con ello, obtenemos la Figura 9.

0.07

0.06 B

0.04 B

0.03F B

funciones de k

002+ B

0.01F B

Figura 9: Representacién del estado estacionario con la funcién de produccion Cobb-Douglas
tomando n =0.02, a =0.25, A=0.1, §=0.05, s=0.15y k entre 0y 1, donde la linea

azul es la representacion de sAk® y la linea roja es la representacion de (6 + n)k.

Si calculamos k* con (3.45), obtenemos que k* = 0.128. Como podemos observar, ese es el
punto de corte de las dos gréficas en la Figura 9. Ahora, supongamos que kg = 0.2. Asi, nos
encontramos en el caso ko > k*. Haciendo calculos, C; = 0.085 y k/(t) < 0V ¢t € IR. Por tanto,
la tasa de stock de capital per capita de la economia disminuird desde 0.2 hacia 0.128. Por el
contrario, si kg = 0.05 < k*, se tiene que C1 = —0.11 y k/(t) > 0 V t € IR.. Luego, en este caso,

la tasa de stock de capital per capita de la economia aumentara desde 0.05 hacia 0.128.

La regla de oro de acumulacién del capital

1

. jEyey . . .
Teniendo en cuenta que para cada tasa de ahorro, s, tenemos un k* = if(s distinto, si

queremos modificar esta tasa de ahorro para aumentar el bienestar de los individuos, deberemos

tomar una que aumente el consumo per cépita, esta sera la conocida como Regla de oro de

acumulacion de capital.

Veamos ahora cudl es el capital asociado a la Regla de oro. Para ello, hay que considerar que
estamos hablando de estados estacionarios, luego k/(t) = 0. Ademds, sabemos que ¢ = (1—s)y por
(3.1), por tanto, sustituyendo en la ecuacién fundamental de Solow (k'(t) = sf(k(t))—(6+n)k(t))
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tenemos que:

0=sf(k*)—(0+n)k*=0=f(k")—c" — (0 +n)k* =
=c" = f(k")— (0 +n)k” (3.46)
Finalmente, para encontrar el capital de Regla de oro, basta maximizar el consumo de estado
estacionario con respecto a k*,

dc*

Fh F'(*) = (6 +n)=0= f'(koro) =6 +n.

Ademss, tomando f(k) = Ak®, se tiene f'(k) = aAk“"!. Luego,

1
aA T«
oro — A4
F <6 + n> (347)

1
. sA \T-e
K <n+5)

de donde la tasa de ahorro éptima serd s = a que se suele denominar s.;..

y sabiamos que

Proposicién. 3.4. Sean A >0, 0<s<1l, n>0, 0<a<1yf(k*) = Ak")“. Entonces
c*(k*) (dada por (3.46)) es una funcion concava ¥ k* € IRy, creciente para k* < koro, decreciente

para k* > koo y con un mdzximo local en kopo.

Demostracion. Veamos en primer lugar que (3.46) es céncava V k* € IR;. Claramente, como
f(k*) = A(K*)“, se tiene:

d2c*

02 = Aa(a —1)(E*)*2 <0, VE* € R,

Analicemos ahora el crecimiento y decrecimiento de esta funcién:

Teniendo en cuenta que 2 = Aa(k*)*~! — (§ + n), se cumple que % (k*) > 0 si y sdlo si
k* < koro- En este caso, c*(k*) es creciente. Ademds, 45 (k*) < 0 si y sélo si k* > koo y c*(K*)

es decreciente en ese caso. Por lo tanto, ¢*(k*) tiene un méximo local en k* = kypo. O
Asi, se pueden diferenciar claramente dos casos:

m si koo < k¥, entonces s,-, < 5. Silo que nos interesa es disminuir la tasa de ahorro s hacia
Soro, €N consecuencia, disminuird el stock de capital per cdpita de estado estacionario y

con ello aumentard el consumo per cdpita de estado estacionario hasta alcanzar c*(koro).

m si koo > k¥, entonces Sq0 > 5. Silo que queremos es aumentar la tasa de ahorro s hacia
Soro, €N consecuencia, aumentara el stock de capital per capita de estado estacionario y

con ello también el consumo per cépita de estado estacionario hasta alcanzar ¢*(kopo)-
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Vamos a ilustrar el resultado anterior con un ejemplo propio. Para ello, consideramos una eco-
nomia con una funcién de produccién Cobb-Douglas, F(K, L) = 0.1K%3°L%65 La tasa de na-
talidad de dicha economia es del 5% y en ella el capital se deprecia a un tasa del 1 %. Con ello,

obtenemos la Figura 10:
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Figura 10: Representacién del consumo en estado estacionario con la funcién de producciéon
Cobb-Douglas tomando n = 0.05, « =0.35, A=0.1, 6 =0.01, y k* entre 0 y 2.

Usando (3.47) obtenemos que kor, = 0.44 unidades de capital. Como podemos observar en la
Figura 10, ahi es donde se alcanza el valor méximo de la funcién c¢*(k*) = A(K*)* — (0 + n)k*.
Ahora, supongamos que k* = 0.1 unidades de capital < ky.,. Haciendo cédlculos se tiene que
s =0.17 y ¢*(k*) = 0.039. Por tanto, la economia aumentaria la tasa de ahorro de 0.17 a 0.35
y con ello aumentaria la tasa de consumo de 0.039 a 0.049. Por el contrario, si k* = 0.7 > koo,
s = 0.48 y ¢*(k*) = 0.046, la economia disminuiria la tasa de ahorro de 0.48 a 0.35 y con ello

aumentaria la tasa de consumo de 0.046 a 0.049.

Convergencia

Un aspecto de gran importancia en el modelo de Solow es la dindmica de transicién hacia el
estado estacionario. Para observar cémo se alcanza el estado estacionario se debe conocer la
evolucién del crecimiento del stock de capital per capita en funcién del tiempo,

K'(t)  sf(k)

v(k) = 0) = T_((H_n)

Tomando f(k) = Ak“,
v(k) = sAK*™L — (6 +n). (3.48)
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Proposicién. 3.5. Sean 0 <s<1, A>0 y 0 < «a < 1. Entonces la funcion v(k) definida en
(8.48) es decreciente ¥ k € Ry, tiene una asintota vertical en k = 0 y una asintota horizontal
eny=—(0+n) y ademds y(k*) = 0.

Demostracion. En primer lugar vemos que v(k) es decreciente V k € IR porque
v'(k) = sA(a — 1)k“2 < 0.

Por otro lado,

sA
i k)= lim —— — (J =
(7 = i e — O = e
sA

I k)= llm —— —(d =—(0 .

k—>1r—r&-loopy< ) k—giloo kl-a ( +TL) ( +n)
Luego, hay una asintota vertical en £ = 0 y una asintota horizontal en v = —(d+n). Finalmente,
es facil comprobar que v(k*) = 0. O

Visto esto, ya sabemos qué forma tiene la funcién (k) y podemos diferenciar dos casos:

» £ < k*: En este caso, y(k) > 0. Y como a largo plazo k converge a k*, v(k) va a ir

disminuyendo hasta llegar a cero.

» k> k*: Al contrario que antes, y(k) < 0. Y como a largo plazo k converge a k*, v(k) va a

ir aumentando hasta llegar a cero.

Asi, si dos economias poseen el mismo estado estacionario (k*) pero diferentes niveles iniciales
de stock de capital per cépita (kg), la economia pobre crecerd a una tasa superior que la rica
(convergencia absoluta). Sin embargo, hay un problema, y es que los valores de los parametros
s, ny 0, serdn (en general) diferentes para los distintos paises. En esta situacién, el modelo no
tiene por qué predecir mayor crecimiento para los paises pobres (que parten con un ky mas

pequeno). Cada pals convergerd a su propio estado estacionario (convergencia condicional).

Vamos a ilustrar el resultado anterior con un ejemplo propio. Para ello, consideramos una eco-
nomifa con una funcién de produccién F(K,L) = 0.05K%5L%4, Supondremos que la tasa de
ahorro de dicha economia es el 20% , la tasa de natalidad es del 5% y en ella el capital se

deprecia a un tasa del 2%. Con ello, obtenemos la Figura 11:
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Figura 11: Representacién de la tasa de crecimiento del stock de capital per capita en funcion del

stock de capital per capita (k) con la funcién de produccién Cobb-Douglas tomando n = 0.05,
a=06,A=0.05 §=0.02,s=02y kentre 0y 1.

Calculando k* con (3.45), obtenemos que k* = 0.008 unidades de capital. Si tomamos k(0) =
0.001 unidades de capital < k*, por (3.48), v(k(0)) = 0.088. Por tanto, la tasa de crecimiento de
capital per capita inicial en esta economia es positiva, pero en la transicién al estado estacionario
va a ir disminuyendo hasta llegar a cero. Por el contrario, si k(0) = 0.010 unidades de capital >
E*, v(k(0)) = —0.007. En este caso, la tasa de crecimiento de capital per capita inicial de la
economia es negativa y en la tansicién al estado estacionario va a ir aumentando hasta llegar a

cero.

4. El modelo neoclasico de Solow-Swan con progreso tecnolégico

y crecimiento de la poblacién, ambos exponenciales

4.1. Introduccién

Es importante conocer si estamos creciendo a tasas suficientemente rapidas al acercarnos al
estado estacionario. Por ello, interesa saber cuales son las tasas de crecimiento de las variables
Y, KyC.

Proposicién. 4.1. Sea una economia con los supuestos (3.2)-(3.16) y con una funcion de
produccion Cobb-Douglas. Entonces, en el estado estacionario, se tiene que las variables Y, K
y C crecen a la tasa poblacional n. En cambio, las variables per cdpita y, k y ¢ tienen una tasa

de crecimiento nula.
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Demostracion. Sabemos que k(t) = % vVt e R,. Luego, K(t) = k(t)L(t), tomando logaritmos

y derivando se tiene:
K'(t) k()  L'(t)

In(K(t)) = In(k(t)) + In(L(t)) = K@) k@) L)

Ademés, como estamos en estado estacionario, k'(t) = 0. Y teniendo en cuenta (3.10),

K'(t)

K(t)

~

% Vite R+' Luego, 3;((;)) = Z((f)) + L((tt)) Y, en estado

Del mismo modo, sabemos que y(t)

estacionario, y'(t) = 0. Asi, % =n.
Finalmente, también sabemos que c¢(t) = % vVt e IR;. Y, usando el mismo proceso, es facil
c'(t)

ver que gy = N

En cuanto a las variables per cdpita, como en estado estacionario k'(t) = y/'(t) = ¢/(t) = 0.

Claramente, sus tasas de crecimiento serdan nulas.

Visto esto, el modelo de Robert Solow (con progreso tecnoldgico constante) predice que, a largo
plazo, no hay crecimiento econémico. No obstante, paises industrializados, asi como varios semi-
industrializados, experimentan tasas de crecimiento positivas. En consecuencia, para hacer esto
compatible con el modelo neoclasico de Solow-Swan, es necesario incorporar una nueva variable:

el progreso tecnolégico.
Asi, la consideracién del avance tecnoldgico introduce las siguientes modificaciones:

= La produccion se genera por la combinacion de tres factores: el capital K, la mano de obra
L y el progreso tecnoldgico A:
Y = F(K, AL),
donde F(K,AL) es la funcién de produccién y AL es el nimero de ”trabajadores
efectivos” ([9], pag. 351). Luego, esta nueva funcién de produccién establece que la pro-

duccién total (Y) depende de la cantidad de stock de capital (K) y de la cantidad de
trabajadores efectivos (AL).

= Supondremos que el progreso tecnolégico, A, crece de forma exponencial en el tiempo,
A'(t)

=9,
A(t)

A(t) = Ape?t = (4.1)

donde Ay es la tecnologia inicial y ¢ la tasa de crecimiento correspondiente (g > 0).

Proposicién. 4.2. Sea 0 < a < 1 y A dada por (4.1). Entonces la funcion de produccion
Cobb-Douglas F(K,AL) = K“(AL)'~ es neocldsica en IR%.

Demostracion. Basta con ver la demostracién de la Proposicion 3.2. Notemos que en este caso
F(K,AL) = K*(AL)'~*, O
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4.2. Formulacion del modelo

Andlogo al modelo anterior, trabajaremos con variables per capita, pero aqui seran efectivas.

Observacion. 4.1. Como nuestra funcion de produccion es homogénea de grado 1, podemos

trabajar con la siguiente funcion de produccion per cdapita efectiva:

Y F(K,AL) (K
AL~ ar F (AL’ 1) (42)

Sean § = %, k= % la produccion per cdpita efectiva y el capital per capita efectivo. Podemos
reescribir (4.2) como:

y=f(k)

Luego, los supuestos (3.7) y (3.13)—(3.16) se pueden expresar como: ¢ = (1 — 8)y

FO) =0, f'(k) >0, f'(k) <0, lm f(k)=+oo, lim f'(k)=
k— 0t k—+o0
Teorema 4.1 (Ecuacién Fundamental de Solow con la funcién de Cobb-Douglas). Si
la economia cumple con los supuestos (3.2)-(3.16) y (4.1), la ecuacion fundamental de Solow

queda:

K (t) = sk®(t) — (n+ 6 + g)k(t). (4.3)
Demostracion. Sabemos que k(t) = ADEL )( )( 7> vVt € IRy Luego

P - KOAOLD - KOAOLOY K1) KOA©W _ KOLW

(A()L(1))? CA@)L(t)  A@)L(HA()  A()L(H)L()

Por (3.10) y la proposiciénén anterior tenemos que,

(0= 400 — 0+ 9)k(t) (4.4
Pero, por (3.9), K'(t) = Ip(t) — K (t). Luego,
K'(t) _ Ip(t)  O0K(t) _ Ip(t) 5(t) (4.5)

AL~ AR)LE)  ADLE)  AR)L()

Igualando (4.4) y (4.5)

Ip(t) TN T I
m — Ok(t) = k'(t) + (n + 9)k(t)

Finalmente, como Ig(t) = S(t) =sY (t) y Ag)(é)(t) g(t)

k' (t) = sg(t) — (6 + n + g)k(t), donde §(t) = f(k(t)) = F <AK(“ 1) = k(). (4.6
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Veamos ahora la solucién de esta EDO no lineal de primer orden (4.3). Se puede resolver como

(3.29). Asi, para cualquier ko > 0, hay una tnica solucién del problema de valor inicial,

{ K (t) = sk®(t) — (n + 6 + g)k(t)

k(0) = ko
dada por:
%
Mt) = Cpe-Ctnto-ar S )" Co=hto——" — vt>0. AT
(t) ( he +5—|—n—i—g con Co =k e > (4.7)

4.3. Estudio analitico

Primeramente vamos a estudiar el estado estacionario,

Proposicion. 4.3. Eziste un inico estado estacionario k* positivo,

= (5 = 4.8
_<(5—|—n+g) (4.8)

Demostracion. Como bien sabemos el estado estacionario se da cuando &’ (t) = 0. Luego,

sk®(t) = (6 +n + g)k(t),

1

de donde obtenemos que 52— = Elo(t). Asf, k* = (5+Z+g) e O

Analizando esta férmula (4.8), podemos ver que si en nuestra economia (con trabajadores efec-
tivos) se incrementa la tasa de poblacién (n), la tasa de depreciacién (§) 6 la tasa de crecimiento
de progreso tecnolégico (g), k* disminuye. En cambio, si la tasa de ahorro (s) de la economia (con
trabajadores efectivos) en la que nos encontramos aumenta, k* aumenta. Por tanto, andloga-
mente al modelo anterior, paises con mayores tasas de crecimiento de poblacién, de depreciacion
y de progreso tecnoldgico tendran menores niveles de capital efectivo a largo plazo y paises con

mayores tasas de ahorro tendran mayores niveles de capital efectivo a largo plazo.

Ahora bien, nos interesa ver a qué tasa crecen las variables Y, K y C' (con progreso tecnolégico
exponencial), asi como las variables per cépita efectivas correspondientes a ellas, puesto que de

esta manera, descubriremos si hay crecimiento econémico a largo plazo.

Proposicién. 4.4. Sea una economia con los supuestos (3.2)-(3.16) y con una funcion de
produccion Cobb-Douglas (con progreso tecnoldgico exponencial dado por (5.1)). Entonces, en
estado estacionario, se tiene que las variables Y, K y C crecen a una tasa n + g. Ademds las
variables per capita y, k y ¢ crecen a una tasa g. Y, las variables per cdpita efectivas 7, k Y C,

crecen una tasa iqual a 0.
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Demostracién. Por definicién, k(t) = A(It()i(z)(t) vV t € IR;. Tomando de nuevo logaritmos es facil

comprobar que:

F(t) K¢t (L) A®)
kt)  K(t) <L(t) " A(t)>'

Ademads, como en estado estacionario k'(t) = 0, tenemos:

K'(t) _ L'(t) (t)
L(t) — A@®)°

y por (3.10) y (4.1), I;{/((;)) =n+ g. Del mismo modo, 1;/((;)) = %/((f)) =n+g.

A/
T

En cuanto a las variables per céapita,

!
!
!

Y por tltimo, como en el estado estacionario k/(t) = y/(t) = /(t) = 0, las variables per cédpita

efectivas crecen a una tasa igual a 0. 0

En consecuencia, este modelo predice que, a largo plazo, el crecimiento de la produccion sélo
depende del avance tecnolégico “la tnica fuente posible de crecimiento en el largo plazo es el
cambio tecnolégico”[11]. Mientras que, a corto plazo, el crecimiento se produce tanto por el

progreso técnico como por la acumulacién de stock de capital.

Proposicién. 4.5. Sea F(K,AL) = K*(AL)'=® una funcién de produccién Cobb-Douglas,

entonces la tasa de crecimiento de la produccion se encuentra dada por:

') K'(t)

L'(t)
MO0 '

L(t)

+(1—-a) + R(t). (4.9)

donde R(t) = (1 — «) - ‘j((tt)) se denomina residuo de Solow.
Demostracion. Como Y (t) = K*(t)(A(t)L(t))! =%, tomando logaritmos:
In(Y (t)) = aln(K(t)) + (1 — a)(In((L(t)) + log(A(t))),

y por tanto, derivando:

Y K1) ) A
vy - ww T <L<t> * A<t>>'
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Asi, dado un periodo de tiempo t, (4.9) proporciona una forma de descomponer la produccién
(Y (t)) en las contribuciones debidas al capital (K (t)), al trabajo (L(t)) y al residuo de Solow
(R(t)). Este ultimo término “es la tecnologia y todo lo demds que estd afectando al crecimiento
y no sabemos qué es”[11].

Recientemente el economista francés Thomas Piketty dié una nueva interpretacién al Residuo de
Solow relacionandolo con la renta del capitalista (ver [12]) para un contexto mucho més realista
que el que estamos considerando en este trabajo. Para ello investigé la evolucion del crecimiento
de la desigualdad a lo largo de la historia, basada en la (ahora famosa) relacién r > g, donde
r es la tasa media anual de rendimiento del capital (beneficios, dividendos, intereses y rentas)
y g la tasa de crecimiento econémico. El propio Solow ha destacado la transcendencia de esta

investigacion.

Por otro lado, la introduccién del progreso tecnoldgico también modifica el criterio para alcanzar
la regla de oro. Ahora el nivel de capital de la regla de oro es el estado estacionario que maximiza

el consumo por trabajador efectivo,
& = f(F) = (6 +n+gk".

Luego, el capital de la regla de oro viene dado por,

dé*
dk*

=)= (0+n+g) = f(koro) =6 +n+g.

Ademas, tomando f(k) = k%, se tiene f'(k) = a - k*~1. Por tanto,

1

~ 0% l—a
koro: < .
<(5 —I—n+g>

11
-~ S —Q
K= —m
<5+n+g>

Si echamos un vistazo al modelo anterior, vemos que el capital de la regla de oro y el estado

y sabiamos que

de donde sy = .

estacionario son parecidos, diferencias que no van a afectar a los resultados establecidos. Por

ello, no resulta de gran interés un nuevo estudio.

5. El modelo neoclasico de Solow-Swan con progreso tecnolégico

constante y crecimiento logistico de la poblacion

5.1. Introduccion

Un aspecto importante que se puede apreciar en los modelos de Solow-Swan vistos con anterio-

ridad, es el crecimiento exponencial de la poblacién, con una tasa constante n > 0, (3.10). Esto
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proporciona una buena aproximacién al crecimiento demogréfico durante un periodo inicial. Sin
embargo, cuando el tiempo tiende a infinito la poblacién crece exponencialmente. Un enfoque
més realista se produce en 1838 de la mano de Verhulst, quien sostuvo que una poblacién esta-
ble debe llegar a un nivel de saturacién caracteristico (capacidad de carga del ambiente) y debe

tener una tasa de decrecimiento de la poblacién decreciente con tendencia a ser nula. Es decir,

1) La poblacién es estrictamente creciente y acotada por la capacidad de carga del ambiente
Loo:
L(0)=Ly>0; L(t)>0 Vt>0 y lim L(t) = L. (5.1)

t—+00

t

2) La tasa de crecimiento de la poblacién % disminuye estrictamente a cero.

En esta caso, a diferencia del modelo estandar de Solow-Swan, la tasa de crecimiento de la

poblacion no es constante, sino que estd dada por una ley logistica de crecimiento de la poblacion:

L'(t)
L(t)

=n—>bL(t) conn>b>0, Vt>0. (5.2)

En esta seccién seguiremos el articulo [6] realizando algunas demostraciones con argumentos

propios.

Proposicién. 5.1. La ley logistica de crecimiento de poblacion (5.2) cumple las propiedades

anteriores.

Demostracion. Claramente, (5.2) es una EDO de primer orden no lineal (de tipo Bernoulli).

Realizando el cambio de funcién incégnita u(t) = L~!(t), obtenemos la ecuacién lineal:
u'(t) = —n - u(t) + b,

b

cuya solucién general es u(t) = Cre™™ + —, VC; € R4. Ademds, como u(t) = L7L(t) y
n

L(0) = Lo > 0, concluimos que:

nt

L(t) V> 0.

T bt bet + 7
De aqui se observa que L(t) > 0,Vt >0y th’+m L(t) =% et L. Asi, se cumple 1). Veamos
—+00
ahora si se cumple 2). Usando (5.2) y tomando limite cuando t — 400, se llega a:

L'(t

) ) _ _
tBeroo L(t) t£+moo n = bL(t) = 0.

Veamos ahora cudl es la ecuacion fundamental de este modelo.
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5.2. Formulacién del modelo

Teorema 5.1 (Ecuacién Fundamental de Solow con la funcién de Cobb-Douglas). Si
la economia cumple con los supuestos (3.2)-(3.9),(5.2), y (3.12)-(3.16) entonces, la ecuacion
fundamental de Solow queda:

K'(t) = sAk™(t) — (6 +n — bL(t))k(t). (5.3)

Demostracion. Sabemos que k(t) = %, vVt € IRy. Luego,

K'(t)L(t) - K(t)L'(t) K'(t) L'(t) K(t)

Kt = 20 VORI
por (5.2) tenemos que:
() = Igét)) (0 — bL()k(t) = Izg)) — K() + (n — BL()k(2) (5.4)

pero, por (3.9), K'(t) = Ip(t) — 6K(t). Luego,
K'(t) _Ip(t) O0K(t)

L'(t)  L(t) L(t) (5:5)
Igualando (5.4) y (5.5),
%(%) — h(t) = K (£) + (n — BLIO)K(E) = K(1) = 29(%) — (54 n—bL())
Finalmente, por (3.5) y (3.6),
K'(t) = sy(t) — (§ +n — bL(t))k(t), donde y(t) = f(k(t)) =F (Ig((f)), 1) = Ak®(t).
O

Veamos la solucién de (5.3). Claramente, (5.3) es una EDO no lineal de primer orden (de
tipo Bernoulli) ya que la funcién L(t) es conocida. Realizando el cambio de funcién incégnita

u(t) = k'~(t) tenemos la ecuacién lineal:
W'(t)=—(0+n—>bL(1)(1—a) ut)+ (1 —a)sA.

En este caso, la ecuacién es no homogénea y calculamos una solucién particular por el método

de variacién de constantes,
t
u(t) _ efot—(é-l—n—bL(t))(l—oa) dt [C _|_/ SA(l _ Oé)efot((5—‘,—71—bL(t))(1—oc) dt dt:| ., VCeR.
0

Teniendo en cuenta que u(t) = k'=%(¢), y llamando k(0) = kg > 0

1

t T—a
k’(t) _ (efg —(6+n—bL(t))(1—«) dt |:kéa +/ SA(l _ a)efgw-&—n—bL(t))(l—a) dtdt:|> 1 ‘
0
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Ademas,
oJo —(0+n=bL(®))(1-a)dt _ ,—(1-a) [§(5+n—bL(1))dt

y como L'(t) = (n — bL(t))L(t), se tiene:

t It —(1—a
o~ (1-a) [ (6+n—bL(t)) dt _ e*(lfa)ﬁ (+58) ar _ o~ (1-a)st (LL(t)> ( ).
0

L — b+ be™ t [ me@myr \1To |
k@)—Lﬂlkka+&M1—aX/ iy I
foe(§+n)t 0 o \ & — b + bent

Vamos a ver a continuacién una version equivalente usando funciones hipergeométricas. Se define

la funcién hipergeométrica de Gauss [3] por:

= (Cl)m(CQ)m 2™

F 1z) = .
I(Cla02703az) WZZZO (C3>m m!7 (5 6)
donde C3 # 0,—1,-2,... y (C1)m es el simbolo de Pocchammer definido por:
rCi+m
(Cm = C1(Ct 4+ 1) (Cy +m — 1) = LCLE™M) (5.7)
I(Cy)

donde I' es la funcién Gamma. Es conocido que [3] la serie (5.6) es convergente para cualquier
Cy, Cy y Cs si |z| < 1, y para cualquier Cq, Cy y Cs tal que C; + Co — C3 < 0si |z| = 1.

Veamos que esta funcién también admite una representacion integral. Para ello, supongamos

que C3 > Cy > 0 y consideremos (5.7):
T'(C2+m)
(CQ)m T'(Cy . F(CQ + m)F(C3)

I'(Cz3+m) '
(C3)m (F(?’C3) ) F(C3 + m)F(CQ)

Asi,
(Cg)m . F(Cg + m)F(Cg) . F(Cg,)
(Cg)m B F(Cg + m)F(CQ) o F(Cz)F(Cg — CQ)

donde B(.,.) es la funcién Beta. Luego,

‘B(CQ +m,C3 — CQ),

['(Cs)
[(C)T(C3 — Co)

['(Cs)
(Co)I(C3 — Cy

1
. B(CQ + m, 03 — CZ) = 1" ) / tC2+m—1(1 _ t)C?,—CQ—I dt,
0

y se tiene que:

e (CDm I'(Cs) b Carmet C3—Co—1 7, _
FI(CI;C%C&Z)—T;) o TGN Gy (1—1¢)°s dt =

I'(C3) = (C1)m /1 Co—1 Cy—Ca—1
= g [ emiCai(1 — ) GOl gp =
F(Cz)F(Cg — Cg) Z m! 0 ( )

m=0
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_ I'(C3) Ui incat = (Com e
r<02>r<03—cz>/0 =) n;) L )™ di =

_ I'(C3) L a1/ NCs—Cami G
_r(cg)r(cg—@)/ £C21(1 - ) (1— 2t dt.

Esta ultima igualdad se deduce tomando x = zt en la identidad

— > (Cl>m
(1 - l‘) = = Z xm7
o m!

que se obtiene utilizando el desarrollo de Taylor y que se verifica si |z| < 1.

Proposicién. 5.2. Con la notacién anterior, tomando vy = (1 —a)(0+n) y M = 2, se llega
a: o
1— Me™ Al —a)(1 — M)«
k(t) = - [kga 4 240 = o ) (evtF1 (1 PSR L Me”t)
(1- M)e(m)t Y n’
1
_R (1— ,1,1+1;M))}“" (5.8)
n’'n
T __ptbent

., . L ,
Demostracion. En primer lugar veamos W Asi,
0

L%—b—i—be”t:—]%—i—b—be”t: 1337%0 _ 1 — Ment
Lt — el (bbnonb) o+t (1 — M)e(ﬁ)t
" Lo

Ahora,
t t

1— —(1—
ot * 1— Ment (1=e)
b+ bent dt = (%)t dt,
o LO 0 (1 — M)e l1-a

y haciendo el cambio de variable z = €™, obtenemos % ffnt(l - Mx)*(lfa)a;%—l dr.

Ademds, teniendo en cuenta la expresiéon integral de las funciones hipergeométricas, nos interesa

escribir:

ent nt

e 1
/ az%_l(l — M:L’)_(l_a) dx = / x%_l(l — Mm)_(l_a) dx — / x%_l(l — Mw)_(l_a) dz.
1 0 0

El ultimo término claramente coincide con 2 F1 (1 — «, 'y +1; M ) donde hemos tomado C7 =

l—a,Cy=1, 03—5+1,Z—Myusadoque%:
nt

Io T 11— M2z)~(=%) dg es necesario realizar un nuevo cambio de variable 7 = e~z y tomar

o Para el término

los mismos valores de C1, Co, C3, pero con z = Me™. Asi, podemos concluir:

nt

e fyt
/ zr (1= M)~ gg = Kﬂ(l—al1+1M"t)—ﬁF1<1—a11+1 M)
1 v n vy n

llegando a la expresién (5.8). O
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Segin hemos visto, con la inclusién de una ley logistica de crecimiento de la poblacién, a partir de
(5.2), la economia del modelo de Solow modificado viene dado por un sistema de dos ecuaciones

diferenciales no lineales:

{ K (t) = sAk®(t) — (6 + n — bL(t))k(t) 59)

L/(t) = (n — bL())L()

5.3. Estudio analitico

Primeramente vamos a estudiar el estado estacionario,

1
Proposicién. 5.3. Existen un tnico estado estacionario <(534) 1-a ,2), del sistema (5.9), en

R2.

Demostracién. Como bien sabemos el estado estacionario se da cuando k' (t) = L'(t) = 0. Es
decir, cuando:
sAE()* — (0 +n —bL(t)k(t) =0 A (n—bL(t))L(t) =0

de donde si k(t) # 0y L(t) # 0:
(k*,L*) = <<§4>H,Z> € RZ.

En general la tasa de crecimiento de la economia no es constante, sino que se comporta de

O]

acuerdo con (5.9). Por ello, para determinar cudl es la trayectoria de equilibrio de nuestra

economia tenemos que estudiar la dindmica de transicion del sistema dindmico (5.9) a partir de
1
ko > 0. Asi, veremos como tiende la economia hacia el estado estacionario (%) Imo Z) € ]R?F

y el comportamiento que ésta tiene a lo largo de la transicion. El resto de los estados estacionarios

tiene alguna componente nula por lo que su interés de estudio es muy reducido.
1
Teorema 5.2. FEl estado estacionario <(S§‘) l-a ,Z) es un nodo asintoticamente estable.

Demostracion. Consideramos
Fi(k,L) = sAk* — (6 +n —bL)k
Fy(k,L) = (n—bL)L

1
Vamos a estudiar la estabilidad de <(5§‘) Ima 2) . Para ello tendremos en cuenta que un sistema

no lineal puede ser aproximado linealmente por medio del desarrollo de Taylor alrededor del

punto critico,

OF(k, L)

o (h—k*)+

Fi(k,L) = F;(k*, L")+
(k*7L*) aL

(L—L*)+Ri(k,L), Vi=1,2.

(k*,L*)
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Como F;(k*,L*) =0, Vi=1,2, entonces
Fi(k,L)=0(a —1)(k — k") + bk (L — L") + Ry (k, L)

Fy(k, L) = —n(L — L*) + Ry(k, L)

Obteniendo el siguiente sistema:

)\ _ o MO -k ), [ Rl L) (510)
L'(t) L(t) — L* Ro(k, L) '
donde A = < (()5(04 -1 b_k* ) y con Ry(k,L) = sAk* — (6 + n — bL)k — bk*(L — L*) —

2

(v — 1)(k — k*), Ro(k,L)=2nL—bL? - 2.

Ahora para estudiar la estabilidad de (5.10) utilizaremos el método de linealizacién y en parti-

cular el siguiente resultado [8].

Teorema 5.3 (Método de linealizacién). Sea z'(t) = A(x(t) —zo) + R(z(t)) con A € Mayxo(IR),
lim  IE@I _ o
Jo—o|—0 7=l

Entonces, si g es punto critico asintdticamente estable de x'(t) = A(x(t) — xo), entonces xq es
punto critico asintdticamente estable de x'(t) = A(xz(t) — zo) + R(z(t)).

R : D — IR? una funcién continua tal que R(xq) = (0,0) y supongamos que

Veamos que se cumplen todas las hipdtesis necesarias para aplicar el Teorema de linealizacién:

m | R(k,L) | _ m |R1(k, L)| + |Ra(k, L)|
Ik, L)~ (k*.L9) =0 || (kK —k*, L — L*) || |I(k,L)~(k*.L*)|—0 |k — k*| + |L — L*|
Ahora,

L onL —bL2 — 12
Ik, L)~ (k*,.L)|=0 [k — k*| + |L — L*[  ||(k,L)—(k*,.L*)| -0 |k — k*[ + [L — L*|
B 2L —bL? — | |20l -bLP -t

=5 | L-Lf  |tsi+ L-L* -

ya que aplicando L’Hopital,
onl —bL2 — 12 on — 2bL

" bo— Jfm T op _opLF =0

1m =
L—L* L—L* L—L* 1
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, |Ry(k, L)|
lim " =
|(k,L)—(k*,L*) |0 |k — k*[ + |L — L*|

sAk® — (8 +n — bL)k — bk*(L — L*) — 6(a — 1) (k — k*)|

l[(k, L)~ (k* ,L*) || -0 |k — k*| +|L — L*|
|sAk® — nk + bLk — bk*L + nk* — dalk — k*) — k¥
= 1m =
|k, L)~ (k*,.L*) || =0 |k — k*| +|L — L*|
B - |sAk® +n(k* — k) + da(k* —k) — bL(k* — k) —8k*| _
l[(k, L)~ (k*,L*) |0 |k —k*| 4+ |L — L*| B
|(n — bL)(k* — k)| ) |SAK® + a(k* — k) — k¥

< lim + 1m =
ll(k,L)—(k* L) =0 [k — k*[ + |L — L*|  (k,L)~(k*,L5)|»0 |k — k*| + |L — L*|

[sAK® +da(k* —k) = 6k*| _| . sAK® 4 da(k* — k) — ok*

< Jim, In - ol + i B e
Aplicando L’Hopital,
klinkl* sAK® + 5z(f*k: k) — ok* _ klin,;* SAak;a;l_(sa — sAa(k)* 1 —Sa =0
Por tanto,
R(k,L
k220 T (R - k:( L ’ HL*) =" o4
Como (%)ﬁ , ’g) es un punto critico aislado y se cumple (5.11) estamos en condiciones de

aplicar el método de linealizacién. Vamos a analizar el sistema lineal

K'(t) 0(a—1) bk* k(t) — k*
= (5.12)
L'(t) 0 -n L(t)— L*
Claramente los valores propios de la matriz A son los elementos de la diagonal A\ = §(a — 1)
1
y A2 = —n. Como \; < 0,7 = 1,2, el punto critico ((834) 1-a ,Z) es un nodo asintéticamen-

1
tedticamente estable para el sistema (5.12). Por el Teorema de linealizacién (%) 1o ,Z) es

también un nodo asintéticamente estable para el sistema definido por (5.9). O]

Proposicién. 5.4. No existe ningin ciclo limite.

Demostracion. En este caso, no podemos aplicar el criterio negativo de Bendixson. Por ello,

tenemos que recurrir al teorema de Bendixson-Dulac que es un poco més general [8].
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Teorema 5.4 (Teorema de Bendixson Dulac). Sea ¢(z,y)(llamada funcion Dulac) una fun-

I(pFr) + O(plh)

cion de clase C' en un dominio D C IR? simplemente conexo, tal que o By

no es

idénticamente cero, y no cambia de signo en D. Entonces el sistema

dx

>R

dt l(xay)
dy

R

dt Z(xay)

no tiene soluciones periédicas en D.

Demostracion. Supongamos por reduccion al absurdo que existe una trayectoria cerrada C del

sistema en D siendo 2 el interior de C. Aplicando el teorema de Green,

(¢F1) | O(eh3) _/ _ _/ Ay A
//( oy dx dy = C( el dx + Fy dy) = C<p( dtdx+dt dy) =0

Pero, [ [q ( 55’1 8055”) dx dy # 0 por hipétesis. Por tanto, no puede haber tal trayectoria
cerrada C en D. ]

Consideramos ahora ¢(k, L) = 7= que es una funcién Dulac en D = IR En nuestro caso,

O(pF1) , O(¢F) a(sAka—1;<6+n> b) 2 (n;bL>:_(<1—®]§fﬂf‘”+Z><o.

ok oL Ok

No hay ninguna solucién periédica en D y por tanto no existe ningin ciclo-limite en D. O

Teorema 5.5. Cualquier solucion (k(t), L(t)) del sistema (5.9) con (k(0),L(0)) € R estd aco-
tada, i.e., existe un conjunto compacto Q2 C R3 tal que (k(t), L(t)) C Q, ¥V ¢ > 0.

Demostracién. Supondremos que Lo < Lo, = % por ser el caso mds habitual. Por la propiedad
1 vista al principio de este modelo, L(t) se encuentra acotada, inferiormente por Lo > 0 y supe-
riormente por L. Veamos ahora que k(t) estd acotada. Para ello nos fijaremos en la siguiente

expresion:

t
u(t) = e~(=0)dt () ~(1=0) {c + [ oA - )0 dt} .

Teniendo en cuenta que Ly~ * < L(t)'~® < (%)l_a y que (%)_(1_0‘) < L(t)~0-) < La(lfa)’

5t

("i‘”)_(l_“) (C+ [ 5401 = ) Lo) 2 dt] < u(t) < (¢ o)) {c +f "SA(L—a) (2 )1_" dt} ,

desarrollando las integrales de esta tltima expresién llegamos a:
(3)" 07 Joemtmet 4 48 (1 — O] < (1) < L5 07) [Ce(meott 4 s ()17 (1 — e-(medar)]

Acotando inferiormente la funcién que aparece a la izquierda y usando que 0 < e~ (1= < 1 ge

() i (S5 0} <y < 1070 [ 2 (1)1

obtiene:

b 0 \b
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Finalmente, deshaciendo el cambio de funcién incégnita u(t) = k'=%(t), se tiene:

(3) (anf=240)) ™ <0 < (567

Y podemos concluir que k(t) estd acotada. Asi pues, cualquier solucién (k(t), L(t)) del sistema
(5.9) esta acotada. O

Teorema 5.6 (Convergencia). Cualquier solucion (k(t), L(t)) del sistema (5.9) converge hacia

el estado estacionario (k*, L*) cuando t — +00

Demostracion. Por el teorema de Bendixson-Poincaré cada trayectoria (k(t), L(t)) debe ser aco-
tada, converger a un ciclo limite 6 converger al estado estacionario. En los dos teoremas anterio-
res, hemos visto que no existe ningun ciclo limite y que toda trayectoria (k(t), L(t)) esté acotada.

Por tanto, cualquier solucién del sistema (5.9) converge hacia el estado estacionario (k*, L*). O

6. Comparativa de los tres modelos

Para finalizar el trabajo, realizaremos una comparativa de los tres modelos vistos (no contem-
plada en publicaciones), con técnicas propias. Recordemos que, los tres modelos a comparar

son:

1. El modelo neoclésico de Solow-Swan con tecnologia constante y poblaciéon exponencial
2. El modelo neoclésico de Solow-Swan con tecnologia exponencial y poblaciéon exponencial

3. El modelo neoclésico de Solow-Swan con tecnologia constante y poblacién logistica

Notemos que no se pueden comparar los tres modelos directamente entre si. Luego, haremos dos

comparaciones:

= Comparativa del primer y segundo modelo,

K (t) = sAk(£)® — (5 +n)k(t)
K(t) = sk(t)® — (6 4+ n + g)k(t)

Para su comparacion es necesario poner, en el primer modelo, A = A%y, en el segundo,

k(t) en vez de k(t). Asi, el primer modelo queda:
K (t) = sAY7k2(t) — (6 +n)k(t) (6.1)

En el segundo, como k(t) = %, k(t) = ﬁ%, y A(t) = Ae% se tiene:

Bt) =s <A([;(I%> —(S+n+g) (AK(t)) = SAT(1)k(t) — (G +n+g) A (D)k(t) =
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= S(Aet) K1) — (54 1+ g)(Ae?) TE(1)
y como k'(t) = ﬁ(kz’(t) — k(t)g) = K'(t) = A(t)k'(t) + gk(t), a k/(t) le multiplicamos por
A(t) y le sumamos k(t)g. Asi,

K () = s(Ae9) =k (t) — (5 + n)k(t) (6.2)

Por tanto, de (6.1) y de (6.2) tenemos:

K'(t) = sAY=k(t) — (6 + n)k(t)
K'(t) = s(Ae?) ke (t) — (0 +n)k(t)

donde podemos observar que tomando g = 0, los dos modelos son iguales. Hecho que queda

ilustrado en el siguiente ejemplo.

Sea una economia con una funcién de produccién Cobb-Douglas F(K,L) = K°3L%7 con
un stock de capital inicial kg = 2 unidades de capital, una tasa de ahorro del 17 %, una tasa
de natalidad del 2% y una tasa de depreciacién del capital del 5 %. Teniendo en cuenta un
periodo de tiempo ¢t = 180 anos y un g muy pequefo, por ejemplo g = 10~°, obtenemos

la Figura 12.

Modela 1 [|
Madela 2 |

Stock de capital (k)

2 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 B0 80 100 120 140 160 180

Tiempo ()

Figura 12: Representacién de la evolucién del stock de capital con la funcién de produccion
Cobb-Douglas, tomando n = 0.02, « =0.3, A=1, § =0.05, s =0.17 y ¢ = 107, en un periodo

de tiempo t = 180 anos. Con progreso tecnoldgico (linea azul) y sin él (linea roja).

En la Figura 12, las graficas azul y roja coinciden, practicamente, en todo el intervalo

[0,180]. Aunque bien es cierto que, en determinadas zonas, se pueden apreciar pequenas
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diferencias entre ambas. Esto es debido a que g no es exactamente 0. Notemos ademas que
el estado estacionario es casi el mismo:
En el primer modelo,

1

11—«
kK"=A ( 5 ) ~ 3.552 unidades de capital

n+0

y en el segundo modelo,

180 s\
E*=A-e9 | —— ~ 3.559 unidades de capital
n+49
Valores que, en cada caso, coinciden con k(180), sintoma de que la economia se estéd esta-

bilizando.

Veamos ahora qué ocurre si cogemos un g mas grande. Para ello, tomamos los datos del

ejemplo anterior pero con g = 1073 (Figura 13).

45 T T T T T T T T
tadelo 1
Wodelo 2 | |

w
i

w

Stock de capital (k)

25

2 1 1 1 1 1 1 1 1
] 20 40 g0 g0 100 120 140 160 180

Tiernpo ()

Figura 13: Representacién de la evolucién del stock de capital con la funcién de produccion
Cobb-Douglas, tomando n = 0.02, « = 0.3, A=1, § = 0.05, s = 0.17 y ¢ = 10~3. Con progreso

tecnolégico (linea azul) y sin él (linea roja).

Aqui (Figura 13) se perciben con mayor claridad las diferencias entre ambos modelos. Se
ve cémo, empezando los dos con un stock de capital inicial kg = 2 unidades de capital,
el que tiene progreso tecnoldgico del 0.1 %, en t = 180 anos, posee un stock de capital

de k(180) = 4.1672 unidades de capital. Mientras que el otro, en ese mismo instante de
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tiempo, posee un stock de capital de k(180) = 3.5520 wunidades de capital. Es més, la

economia sin progreso tecnoldgico se estabiliza y la otra sigue creciendo (ver Figura 13).

Finalmente, cogemos un g ain mas grande. Es de esperar una mayor diferencia de stock
de capital, en t = 180 anos, entre la economia con progreso tecnolégico y la que no tiene.

Vedmoslo tomando los datos del ejemplo anterior pero con g = 0.01 (Figura 14).

Madelo 1
161 hdodelo 2 |

Stock de capital (k)

2 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 g0 100 120 140 160 180

Tiernpo ()

Figura 14: Representacion de la evolucién del stock de capital con la funcién de produccion
Cobb-Douglas tomando n = 0.02, = 0.3, A=1, § =0.05, s =0.17y g = 0.01, en un

periodo de tiempo ¢t = 180 anos. Con progreso tecnolégico (linea azul) y sin él (linea roja).

Como prevelamos, en t = 180 anos, hay una gran diferencia entre ambas economias.
Asi, partiendo de kg = 2 unidades de capital, la que posee progreso tecnoldgico, en t =
180 anos, tiene un stock de capital de k(180) = 17.7575 wunidades de capital y la otra
k(180) = 3.5520 unidades de capital. Asimismo, se contempla cémo la economia sin pro-

greso tecnolégico, de nuevo, se estabiliza. Asi como la otra crece con mayor fuerza.

En resumidas cuentas, teniendo en cuenta los resultados obtenidos, es importante innovar
en una economia para producir crecimiento econémico. A niveles practicos, esto es algo que
el economista N.Rosenberg, profesor de la universidad de Stanford y uno de los mayores
expertos del mundo en politicas de innovacién habia anunciado en una entrevista (ver [13])
publicada en el periddico El Pais el 8 de mayo de 2005 (pocos afios antes del comienzo de
la crisis espanola del 2008), donde decia que Espana iba a sufrir mucho si no empezaba

a innovar. Y asi fue. De hecho, si nos fijamos en el indice publicado por la Organizacién
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Mundial de la Propiedad Intelectual (OMPI) del ano 2013, que evalia la capacidad de los
paises para promover el desarrollo y el crecimiento econémico, Suiza es el pais con mayor
innovacién mientras que Espana se encuentra la 27° (ver [16]). Es mds, si observamos las

tasas de crecimiento de ese mismo ano, la de Suiza es de un 1.92% y la de Espana de un
-1.23% (ver [5]).

Comparativa del primer y tercer modelo,

K (1) = sAk(t)® — (8 + n)k(t)
k() = sAk(t)® — (8 +n — DL())k(t)

En este caso la comparacion es inmediata y no es necesario realizar ningtin cambio. Ademas,
se puede apreciar cémo los dos modelos son iguales cuando b = 0: vedmoslo graficamente
mediante un ejemplo. Para ello tomamos los datos del ejemplo anterior y un b pequeno,
por ejemplo b = 1075, Dado que b no es exactamente 0 los dos modelos difieren algo y

cabe esperar dos graficas con pequenas diferencias (Figural5).

Madelo 1 []
MWodelo 2 [

Stock de capital (k)

2 1 1 1 1 1 1 1 1
1] 20 40 g0 g0 100 120 140 160 180

Tiempo ()

Figura 15: Representacién de la evolucién del stock de capital con la funcién de produccion
Cobb-Douglas tomando n = 0.02, « =0.3, A=1, § =0.05, s = 0.17 y b = 1075, en un periodo

de tiempo ¢t = 180 anos. Con poblacién exponencial (linea roja) y con poblacién logistica (linea

Como habiamos dicho con anterioridad las dos graficas son muy semejantes. De hecho, los
dos modelos coinciden practicamente en todo el recorrido. Veamos cudl es la diferencia de

stock de capital en t = 180 anos utilizando una poblacién exponencial o una poblacion
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logistica. En el primer caso, tenemos k(180) = 3.5520 unidades de capital y en el segundo
k(180) = 3.5577 unidades de capital. Luego, a largo plazo, produce més stock de capital el
modelo con poblacién logistica. Sin embargo, ambas economias se estabilizan, de ahi que

no exista crecimiento econémico a largo plazo.

No obstante, si el valor de b es mas grande jserd mayor la diferencia de stock de capital a
largo plazo entre los dos modelos?. Para ello tomaremos el ejemplo anterior con b = 10~4

(gréfica de arriba de la Figura 16) y b = 0.01 (gréfica de abajo de la Figura 16).

251 Modelo 1
Modelo 3

Stock de capital (k)

1 1 1
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=
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=
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_
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0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
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Figura 16: Representacién de la evolucién del stock de capital con la funciéon de produccion
Cobb-Douglas, tomando n = 0.02, « = 0.3, A =1, § = 0.05, s = 0.17, b = 10~* (gréfica
de arriba) y b = 0.01 (grafica de abajo), en un periodo de tiempo t = 180 arnos. Con poblacién

exponencial (linea roja) y poblacién logistica (liea azul).

En la Figura 16, observamos que, a partir de ¢t ~ 40 arnios los modelos empiezan a diferir.
Asi, con el paso de los anos la diferencia se incrementa. Es més, en t = 180 afios, el modelo
de poblacién exponencial posee un stock de capital k(180) = 3.5520 unidades de capital y
el de poblacién logistica k(180) = 3.8671 unidades de capital. Una diferencia ya notable.

Y en la gréfica de abajo (Figura 16), vemos cémo, desde el principio, los dos modelos son
diferentes. Y, a largo plazo, la diferencia de stock de capital es mayor: en el modelo de
poblacién exponencial k£(180) = 3.5520 unidades de capital y en el de poblacién logistica
k(180) = 5.7367 unidades de capital. A largo plazo, ambas se estabilizan.
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Por tanto, a la vista de los andlisis realizados, el hecho de que la poblacién crezca de
manera logistica no garantiza un crecimiento econémico a largo plazo. Asi pues, la tnica

solucién es el uso de la innovacion.

Glosario

Produccién Y (t): Cantidad de bienes y servicios realizados, en un instante de tiempo ¢,

dentro de un pais. Por ejemplo, nimero de automdviles fabricados en Espana en un ano.

L(t): Poblacién de trabajadores que participan, en el instante de tiempo ¢, en la produccion.

—

y(t) = %: Produccién por trabajador.
Capital K (t): Bienes que, en el instante de tiempo ¢, forman parte del proceso productivo

de una empresa. Por ejemplo, maquinaria, instalaciones, etc.

k(t) = % : Capital por trabajador.

Conocimiento tecnolégico A(t) : Conocimiento que todo el mundo posee 6 conocimiento
exclusivo. Por ejemplo, la compania Coca-Cola es la inica que conoce la receta para fabricar

su bebida.

Inversién Bruta I(t): Cantidad de producto Y (f) que, en un instante de tiempo ¢, compran
las empresas (por ejemplo, plantas y equipos, contruccion de nuevas viviendas para uso
residencial y variacion de existencias). Se incluye el gasto producido en la compra de una

nueva vivienda por parte de las familias.

Depreciacién d: Bienes que compra una empresa para reemplazar las maquinas que se

deterioran en el proceso productivo.

Consumo C(t): Cantidad de producto que, en un instante de tiempo ¢, compran las familias
para su propio consumo (por ejemplo, electrodomésticos, alimentos, ropa, cortes de pelo,
atencion médica, educacion,etc.). Se excluyen los bienes usados (por ejemplo, coches de
sequnda mano o libros utilizados), los activos (por ejemplo, acciones, bonos o inmuebles)

y la compra de nuevas viviendas.

Ahorro S(t): Cantidad de producto Y (¢) que, en un instante de tiempo ¢, no se dedica al

consumeo.

Coeficiente de ahorro s : Parte del Producto Interior Bruto (PIB) que se destina al ahorro

Se excluye el consumo del Estado y del sector privado.

Gasto publico G(t) : Cantidad de producto Y (¢) que, en un instante de tiempo ¢, com-

pra el gobierno (por ejemplo, salarios de los empleados del sector publico, funcionarios o
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xiii)

xiv)

XV)

xvi)

no). Se excluyen los pagos de transferencias (por ejemplo, pensiones, intereses de deuda
publica,etc.).

Exportaciones netas Nx (¢): Gasto de los paises extranjeros en bienes producidos en nuestro
pais (exportaciones) menos gastos de los residentes de nuestro pais en bienes extranjeros
(importaciones).

Economia cerrada: Economia sin comercio exterior. Se consume lo que se produce en el

pais.

Productos marginales: Variacién producida en la produccién (Y) por el empleo de una
unidad adicional de K o de L.

Ley de los rendimientos decrecientes: Si incrementamos la cantidad de un factor
productivo (K o L), manteniendo el otro constante, en la produccién de un bien, llegard un
momento donde la produccién total dejara de aumentar. Es mas, empezara a disminuir.

(Por ejemplo, supongamos que en una parcela de 5 hectdreas se encuentra un trabajador al
cargo de la produccion del tomate. Como la produccion es muy buena, se decide contratar
a otro trabajador. Como la produccion sigue mejorando se decide sequir incrementando
el niumero de trabajadores. No obstante, llega un momento en el que los trabajadores es

estorban entre si y la produccion disminuye.) [17]
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