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Resumen

El objetivo fundamental de este proyecto consiste en resolver numéricamente las ecuaciones

de Navier-Stokes en su forma incompresible mediante la creación de un código programado

con MatLab que permita resolver y estudiar la fenomenoloǵıa de la mecánica de fluidos. La

idea principal es profundizar en la f́ısica que hay detrás del proceso de la implementación

computacional de un problema, por lo que el código resolverá casos con geometŕıas sencillas,

y la eficiencia del mismo no será una prioridad. Se ha propuesto una discretización espacial

mediante el método de volúmenes finitos y se ha utilizado el método de pasos fraccionados para

resolver el acoplamiento de la velocidad y la presión.

Con el fin de validar el programa se ha utilizado un caso test denominado “driven cavity“ en

dos dimensiones, caso muy común en la dinámica de fluidos computacional para validar nuevos

códigos que resuelven el movimiento de fluidos. Se han estudiado tres números de Reynolds en

régimen laminar, 100, 1000 y 2000. Los resultados obtenidos con el código nuevo son similares

a los obtenidos con el software comercial ANSYS Fluent.

Palabras clave: ecuaciones de Navier-Stokes, dinámica de fluidos computacional, método de

pasos fraccionados, volúmenes finitos, número de Reynolds, driven cavity
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Abstract

The main objective of this project is to numerically solve the incompressible Navier-Stokes

equations by creating a code programmed with MatLab that allows solving and studying the

phenomenology of fluids dynamics. The principal idea is to delve into the physics behind the

process of implementing computationally a problem, thus the code will solve cases with simple

geometries, and its efficiency will not be a priority. We have proposed a spatial discretization

by the finite volume method and used the fractional-step-method to solve the coupling between

speed and pressure.

In order to validate the program we have used a test case called “ driven-cavity“ in two

dimensions, very common case in computational fluid dynamics to validate new codes that

solve the movement of fluids. We have studied three Reynolds numbers in laminar regime, 100,

1000 and 2000. The results obtained with the new code are similar to those obtained with the

commercial software ANSYS Fluent.

Key words: Navier-Stokes equations, computational fluid dynamics, fractional-step-method,

finite volumen method, Reynolds number, driven cavity
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Nomenclatura

x

y

ρ

P

p

Co

Re

τ

τ ′

I

t

~fv

~v

u

v

ν

η

ζ

Coordenada eje de abscisas

Coordenada eje de ordenadas

Densidad

Operador proyección

Presión absoluta

Número de Courant

Número de Reynolds

Tensor de tensiones asociado a fuerzas de superficie

Tensor de tensiones de esfuerzos viscosos

Tensor unitario

Tiempo

Vector de fuerzas volumétricas

Velocidad del fluido en un punto del espacio y en un instante de tiempo

Velocidad en la dirección x del movimiento

Velocidad en la dirección y del movimiento

Viscosidad cinemática

Viscosidad dinámica

Viscosidad volumétrica
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Propósito

El propósito fundamental de este proyecto consiste en la creación de un código programado

con MatLab que permita resolver las ecuaciones de Navier-Stokes en su forma incompressible

y estudiar la fenomenoloǵıa de la mecánica de fluidos y las bases de la dinámica de fluidos

computacional1. La idea principal es profundizar en la f́ısica que hay detrás del proceso de

la implementación computacional de un problema, por lo que el código resolverá casos con

geometŕıas sencillas, y la eficiencia del mismo no será una prioridad. Se ha propuesto una

discretización espacial mediante el método de volúmenes finitos y se ha utilizado el método de

pasos fraccionados para resolver el acoplamiento de la velocidad y la presión.

1.2. Motivación

A continuación comentaremos las ventajas que presenta la simulación frente a otras herra-

mientas de análisis y de este modo entender los motivos por los cuáles se ha elegido la simulación

computacional como base de este proyecto.

Hoy en d́ıa la simulación es tanto una alternativa como un complemento a la experimentación

en muchas ramas de la Ciencia ya que se trata de una herramienta barata y efectiva para

predecir las propiedades y el comportamiento de un sistema f́ısico. No sólo eso, sino que las

técnicas computacionales son un complemento necesario a la teoŕıa que permite comprobar las

consecuencias que se obtienen de realizar hipótesis o modelos complejos en diferentes ramas de

la f́ısica, y que de otra forma no se podŕıan chequear.

1Normalmente denominada CFD por su nombre inglés Computational Fluid Dynamics.
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Resolución numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes

Más aún, la simulación nos permite mejorar de manera sistemática el diseño y las propieda-

des de materiales por medio de la optimización de algoritmos (ver figura 1.1). Un procedimiento

aśı resultaŕıa tremendamente costoso si se hiciera prototipando o por otros medios de experi-

mentación. Aśı pues, podemos decir que la simulación es una herramienta que mejora la eficacia

de los procesos tecnológicos, como se muestra en la siguiente figura.

Figura 1.1 – Ventajas del uso de la simulación como herramienta en los procesos tec-

nológicos. Imagen obtenida de BSH Electrodomésticos España, departamento de Pre-

desarrollo.

Dentro de la simulación, en concreto en el campo de la dinámica de fluidos computacional,

debido a que la predicción de casos es tan complicada que no puede ser resuelta anaĺıticamente,

es donde la simulación aporta más beneficios y su uso está más que justificado.

Figura 1.2 – Ejemplos de aplicación de CFD. Imágenes obtenidas de www.cfd-online.com

y BSH Electrodomésticos España, departamento de Pre-desarrollo.

Por otro lado, como ya se ha mencionado, en este proyecto se pretende profundizar en la

fenomenoloǵıa f́ısica de la mecánica de fluidos, aśı como en los fundamentos computacionales

de la simulación con herramientas CFD para lograr una base sólida en este campo de la f́ısica.
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Resolución numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes

Es por ello que debemos entender la filosof́ıa de este proyecto como un medio para comprender

el funcionamiento de las muy complejas herramientas computacionales existentes hoy en d́ıa.

Por esta razón se ha decidido crear un código propio desde cero en vez de utilizar herramientas

ya en uso como pueden ser ANSYS Fluent, OpenFoam o RealFlow entre otros. Aunque dichos

programas son muy útiles y espectaculares para la simulación de fluidos, su alta complejidad

hace que no sean las herramientas más adecuadas para comprender en detalle como se solucionan

las ecuaciones de la mecánica de fluidos.

1.3. Alcance

Antes de introducir los contenidos teóricos relacionados con el proyecto es necesario especi-

ficar ciertos puntos que afectan al alcance del mismo:

Debido a que los fenómenos tratados en la dinámica de fluidos son macroscópicos, asu-

miremos la hipótesis de continuidad de la materia. Esto implica que cualquier elemento

de volumen será suficientemente grande como para contener un número muy elevado de

moléculas.

Las propiedades f́ısicas del fluido se considerarán siempre constantes dentro del rango de

aplicación de las ecuaciones. Esto implica que se trabajará con fluidos incompresibles2.

El régimen de trabajo será laminar, por lo que no se podrán resolver casos con flujos en

estado turbulento.

El programa trabajará con problemas bidimensionales.

El objetivo del código es construir una herramienta de iniciación a la f́ısica de fluidos, por

lo que la eficiencia del mismo no es una prioridad.

2Se pueden consultar las definiciones de los tipos de fluidos en la primera sección del siguiente caṕıtulo.
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Caṕıtulo 2

Núcleo teórico

A continuación se explicarán los conceptos de la Mecánica de Fluidos necesarios para el

seguimiento del proyecto. Dado que esta materia no aparece de forma detallada en el contenido

de ninguna asignatura de la carrera, se ha procurado describir minuciosamente las bases de

esta rama de la f́ısica. El contenido teórico de este apartado se ha descrito fundamentalmente

siguiendo los siguientes libros:

Mecánica de Fluidos de A. Crespo [9]

Computational Methods for fluid dynamics de J. H. Ferziger y M. Perić [10]

Fundamentos de Fluidos y Procesos Fluidodinámicos de N. Fueyo [11]

Mecánica de Fluidos de L. D. Landau [15]

Computational fluid dynamics: a practical approach de J. Tu, G. H. Yeoh y C. Liu [21]
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Resolución numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes

2.1. Clasificación de fluidos

Estacionario - Transitorio

Un flujo estacionario es aquel en el que las variables que lo definen no cambian localmente

con el tiempo; uno transitorio en el que śı lo hacen.

Incompresible - Compresible

Un fluido incompresible es aquel en el que podemos considerar su densidad como constante;

en el caso contrario el fluido se denomina compresible.

Ideal - Viscoso

Un fluido ideal es aquel en el que el efecto de la viscosidad es tan débil que puede suponerse

nula. Esto significa que podemos despreciar la fuerza de rozamiento interna entre las

diferentes capas de fluido. Por otro lado, los fluidos en los que el efecto dominante es

precisamente la viscosidad, se los denomina viscosos3.

Newtonianos

Los fluidos newtonianos son aquellos en los que la viscosidad es constante, es decir, la

relación entre la fuerza por unidad de superficie4 que una capa de fluido ejerce sobre las

vecinas y la velocidad de deformación es constante5.

2.2. Ecuaciones de conservación

Denominamos Mecánica de Fluidos a la rama de la mecánica que estudia el movimiento

de los fluidos, las fuerzas que lo provocan y la interacción del mismo con el entorno que lo

limita. Un fluido en movimiento puede describirse matemáticamente mediante las funciones de

distribución de la velocidad y de dos magnitudes termodinámicas pertenecientes al fluido. De

esta forma, usando cinco magnitudes (las tres componentes de la velocidad y por ejemplo, la

presión y la densidad), el estado del fluido queda completamente determinado.

Las ecuaciones fundamentales de la mecánica de fluidos modelan el comportamiento de

cualquier tipo de flujo mediante la conservación de dos cantidades, la masa y el momento.

3Todos los fluidos reales son viscosos, sin embargo ese término se reserva para para aquéllos en los que la

viscosidad es la fuerza dominante.
4A la fuerza por unidad de superficie se le denomina esfuerzo.
5Dependiendo del tipo de relación que presenten los fluidos entre el esfuerzo y la velocidad de deformación

existen varias clasificaciones de fluidos. Sin embargo sólo se mencionan los newtonianos por tratarse del tipo de

fluidos con los que se trabajará en este proyecto.
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Resolución numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes

A continuación se exponen las ecuaciones necesarias para entender la conservación de dichas

magnitudes. Estas ecuaciones han sido simplificadas bajo ciertas hipótesis asumidas de forma

muy común por gran parte de la comunidad cient́ıfica.

Dichas hipótesis son:

Medio continuo

Efectos relativistas despreciables

Ausencia de efectos cuánticos

Validez en sistemas de referencia inerciales

Interacción con campos magnéticos despreciable

2.2.1. Conservación de la materia

La ley de conservación de la materia se cumple con independencia de la naturaleza del fluido

o de las fuerzas que actúen sobre el mismo. Esto implica que a lo largo de todo un fluido la

masa no se destruye ni genera en ningún punto. Matemáticamente esta ley de conservación se

expresa, en su forma diferencial, de la siguiente manera:

∂ρ

∂t
+ ~∇ · (ρ~v) = 0 (2.1)

donde ρ es la densidad del fluido y ~v la velocidad del fluido en un punto (x, y, z) del espacio

para un instante de tiempo t. El primer término de la expresión anterior representa la variación

de masa por unidad de volumen y unidad de tiempo en cierto punto del espacio, y el segundo

término hace referencia a la variación de velocidad de entrada y de salida de la materia en el

sistema.

La expresión (2.1) es la denominada ecuación de continuidad, válida para todo tipo de fluidos.

Esta expresión aparece en gran cantidad de campos de la f́ısica, como son La Mecánica Cuántica,

la Teoŕıa Electromagnética, la Mecánica Relativista etc.

2.2.2. Conservación del momento

La cantidad de movimiento o momento es una magnitud f́ısica vectorial que, del mismo

modo que la materia, obedece a una ley de conservación. Para el caso de los fluidos, la segunda

Ley de Newton afirma que la variación de la cantidad de movimiento por unidad de tiempo de

una masa fluida es igual a la resultante de todas las fuerzas que actúen sobre dicha masa.
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Resolución numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes

Las fuerzas que actúan sobre un fluido son de dos tipos, fuerzas de volumen y fuerzas de

superficie. Si consideramos un elemento de volumen V0 rodeado por una superficie cerrada S0,

las fuerzas de volumen son las que no dependen de la interacción del fluido en V0 con el fluido

que lo rodea y por tanto afectan a todo el elemento de volumen por igual. La fuerza gravitatoria,

las fuerzas eléctricas y las magnéticas son ejemplos de estas fuerzas. En cambio, las fuerzas de

superficie son fuerzas que dependen de la interacción del fluido en V0 con el fluido que lo rodea.

Son fuerzas que se ejercen sobre el volumen V0 a través de la superficie S0. Ejemplos de estas

fuerzas son las fuerzas de presión, viscosidad o fricción. Teniendo en cuenta esto la ecuación de

cantidad de movimiento se expresa como sigue:

ρ
D~v

Dt
= ~fv + ~∇ · τ (2.2)

donde ~fv designa las fuerzas de volumen que actúen sobre el fluido y τ es el tensor de tensiones

asociado a las fuerzas de superficie.

En este caso el cociente D~v/Dt representa la variación con respecto al tiempo de la velocidad de

una part́ıcula fluida6 moviéndose por el espacio, es decir, los ejes de coordenadas están situados

sobre cada part́ıcula fluida. La descripción del movimiento resulta de obtener las trayectorias

que describen dichas part́ıculas. Esta manera de describir los fluidos se denomina descripción

lagrangiana, uno de los dos formalismos [9] que se utilizan habitualmente para describir ma-

croscópicamente los fluidos. El segundo de los formalismos se denomina descripción euleriana,

en la que los ejes se sitúan en puntos fijos del espacio, por lo que en este caso es la descripción

instantánea de la velocidad en cada punto lo que se obtiene para representar el movimiento del

fluido.

En lo que sigue adoptaremos un punto de vista euleriano, por lo que necesitamos conocer

la relación entre ambas descripciones para obtener la ecuación (2.2) de forma que la derivada

de la velocidad se refiera a puntos fijos del espacio. El concepto de derivada sustancial7 [11]

es la herramienta que nos permite pasar de un formalismo a otro. De forma intuitiva puede

postularse que esa derivada refleja dos causas distintas del cambio; por un lado el hecho de que

la velocidad puede estar cambiando con el tiempo de forma local; y por otro lado el hecho de que

la part́ıcula fluida pueda estar moviéndose en un campo en el que la velocidad no es uniforme.

La siguiente ecuación expresa esos cambios en la velocidad que experimenta la part́ıcula fluida

6Retomando la definición de medio continuo, entendemos part́ıcula fluida como un volumen suficientemente

pequeño para poder considerarlo geométricamente un punto.
7A veces denominada también derivada total o derivada material.
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Resolución numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes

a medida que se mueve por el campo de fluido.

D~v

Dt
=
∂~v

∂t
+ (~v · ~∇)~v (2.3)

Esta ecuación es la definición [11] de derivada sustancial de la velocidad. Sustituyendo ahora

en (2.2) obtenemos la expresión para la conservación del momento de un fluido viscoso referida

a puntos fijos del espacio.

ρ

[
∂~v

∂t
+ (~v · ~∇)~v

]
= ~fv + ~∇ · τ (2.4)

El tensor de esfuerzos de (2.4) puede escribirse como suma de dos términos, uno que re-

presenta el tensor de esfuerzos normales producido por fuerzas externas sobre la superficie del

sistema y otro el tensor de esfuerzos viscosos, esto es,

τ = −p I + τ ′ (2.5)

donde p es la presión del fluido, I es el tensor unitario y τ ′ el tensor de tensiones de esfuerzos

viscosos, relacionado con el transporte molecular de cantidad de movimiento. El tensor de

tensiones adopta diferentes formas dependiendo del tipo de fluido que se esté considerando. A

continuación se verá la forma que adquieren los tensores cuando tratamos con fluidos ideales y

con fluidos viscosos.

Fluidos ideales

Como ya se ha mencionado, un fluido ideal es un fluido en que las fuerzas viscosas son

consideradas nulas. En estas circunstancias la única fuerza que actúa sobre el fluido es la presión,

de forma que la fuerza total sobre un cierto volumen es la integral −
∮
p d~S de la presión a lo

largo de la superficie que rodea el volumen. En este caso el tensor de tensiones (2.5) es una matriz

diagonal con sus tres componentes iguales a −p, de modo que sustituyendo en (2.4) llegamos a

la expresión de la conocida ecuación de Euler (2.6), una de las ecuaciones fundamentales de la

mecánica de fluidos.

ρ

[
∂~v

∂t
+ (~v · ~∇)~v

]
= −~∇p (2.6)

Si nos encontramos en presencia de un campo gravitatorio, la ecuación (2.6) ha de ser

modificada, de acuerdo a la ecuación (2.4), sumándole al gradiente de la presión un término

correspondiente a la fuerza que ejerce la gravedad sobre cada elemento de volumen.

∂~v

∂t
+ (~v · ~∇)~v = −

~∇p
ρ

+ ~g (2.7)
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Resolución numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes

Fluidos viscosos

Se pretende ahora obtener las ecuaciones del movimiento para un fluido viscoso. Para ello es

necesario añadir al tensor de tensiones de un fluido ideal un término que refleje la transferencia

de impulso viscoso, esto es, el término τ ′ de la ecuación (2.5). La forma más general de este

tensor de rango dos se representa de la siguiente forma [15].

τ ′ij = η

[
∂vj
∂xi

+
∂vi
∂xj
− 2

3
(~∇ · ~v) I

]
+ ζ (~∇ · ~v) I (2.8)

De este modo, añadiendo la divergencia del tensor (2.8) a la ecuación de Euler obtenemos la

forma general de la ecuación del movimiento para un fluido viscoso.

ρ

[
∂~v

∂t
+ (~v · ~∇)~v

]
= −~∇p+ ~∇ ·

{
η

[
∂vj
∂xi

+
∂vi
∂xj
− 2

3
(~∇ · ~v) I

]
+ ζ (~∇ · ~v) I

}
(2.9)

Las constantes η y ζ se denominan primer y segundo coeficientes de viscosidad, o viscosidad

dinámica y viscosidad volumétrica. Estas magnitudes son funciones de la presión y la tempe-

ratura, de modo que no son son constantes en todo el fluido y no pueden extraerse fuera del

operador divergencia. Sin embargo, en la mayoŕıa de los casos, los coeficientes de viscosidad

no vaŕıan de forma notable a lo largo del fluido y pueden considerarse constantes, obteniendo

aśı una expresión más sencilla en forma vectorial para los fluidos viscosos.

ρ

[
∂~v

∂t
+ (~v · ~∇)~v

]
= −~∇p+ η∇2~v + (ζ +

1

3
η) ~∇(~∇ · ~v) (2.10)

Si nos encontramos en un caso en el que podemos considerar el fluido incompressible, la

densidad es constante a lo largo del mismo y la ecuación de continuidad (2.1) se reduce a

~∇·~v = 0. De este modo, el último término en el segundo miembro de (2.10) es cero y obtenemos

la ecuación de Navier-Stokes:

ρ

[
∂~v

∂t
+ (~v · ~∇)~v

]
= −~∇p+ η∇2~v (2.11)

En este caso el tensor de esfuerzos queda reducido a una expresión sencilla ( τ ′ = −~∇p+η∇2~v )

que sólo depende de la viscosidad dinámica η. No obstante, es frecuente encontrar las ecuaciones

escritas en función del cociente ν = η
ρ , denominado viscosidad cinemática.

∂~v

∂t
+ (~v · ~∇)~v = −1

ρ
~∇p+ ν∇2~v (2.12)

La ecuación de Navier-Stokes (2.12) es un sistema de ecuaciones en derivadas parciales

no lineales formado por tres ecuaciones, una para cada dirección del espacio. Se encuentran

acopladas entre śı a través de la presión y la velocidad.
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El número de Reynolds

El número de Reynolds es un parámetro que aparece en numerosos problemas de la mecánica

de fluidos debido a que permite trabajar con la ecuación de Navier-Stokes en su forma adimen-

sional. Este número relaciona la viscosidad cinemática ν, la velocidad principal de un problema

v0, y un tercer parámetro relacionado con las propiedades geométricas del mismo, denominado

longitud caracteŕıstica l.

[ν] = [m]2/[s] = L2 T−1, [l] = [m] = L, [v0] = [m]/[s] = LT−1

Con estas tres magnitudes sólo podemos formar un único parámetro adimensional, a saber,

v0 l/ν. Esta combinación, designada por Re, es lo que se conoce como número de Reynolds,

Re =
v0 l

ν
(2.13)

y representa el ratio de las fuerzas viscosas frente a las de inercia. Números de Reynolds altos

indican que las fuerzas de inercia predominan frente a las viscosas, y para números suficiente-

mente altos, Re > 4000, el flujo será turbulento. Esto implica que el movimiento del fluido es

muy sensible a cualquier perturbación, que se ampĺıa rápidamente formando remolinos debido

al carácter irregular del flujo. Por el contrario, para números de Reynolds bajos, Re < 2000,

el flujo será laminar, lo que quiere decir que cualquier perturbación que el fluido pueda sufrir

será amortigua con facilidad y las capas de fluido adyacentes serán siempre paralelas. Los flujos

que se encuentran entre esos dos valores de Re pertenecen a lo que se conoce como zona de

transición.

El proceso de adimensionalizar la ecuación de Navier-Stokes (2.12) (y cualquier ecuación

en general) consiste en suponer que cualquier variable dimensional ψ que intervenga puede

escribirse como el producto de un valor t́ıpico constante, ψ0, y una variable adimensional o

variable reducida, ψ∗, de modo que: ψ = ψ0 ψ
∗. Si escribimos de este modo todas variables que

intervienen en (2.12) ( ~v, t, ~r, ρ, p y ν ), adimensionalizamos los operadores nabla y gradiente,

y sustituimos en la misma, obtenemos la ecuación de Navier-Stokes adimensionalizada8:

∂~v ∗

∂t∗
+ (~v ∗ · ~∇∗)~v ∗ =

1

Re
∇∗ 2~v ∗ − ~∇∗p∗ (2.14)

Como se acaba de mencionar, las variables marcadas con un asterisco son las nuevas variables

adimensionalizadas con las que se trabajará de aqúı en adelante. Sin embargo, a partir de este

momento, por simplicidad en la notación prescindiremos de los asteriscos, aunque teniendo en

mente que las variables que se van a resolver son las nuevas variables reducidas.

8Podemos encontrar el desarrollo completo del paso de (2.12) a (2.14) en la referencia [11].
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2.3. Ecuaciones simplificadas

Como ya se ha mencionado anteriormente, es necesario adaptar las ecuaciones de continuidad

y de Navier-Stokes a nuestro caso particular y realizar simplificaciones adicionales, hasta obtener

las ecuaciones que finalmente se han implementado en el código.

A continuación veremos en detalle dichas simplificaciones:

Las propiedades f́ısicas del fluido serán constantes.

La consecuencia directa de esto es que no se podrán estudiar casos en los que el fluido

sea compresible, es decir, se asume densidad constante. Por otro lado la viscosidad del

fluido también será constante, por lo que la simulación queda limitada a un rango de

temperaturas en las que las propiedades f́ısicas no vaŕıen notablemente.

Se considerarán fluidos en régimen laminar.

Esto implica que no se podrán estudiar flujos turbulentos. Los fluidos quedan restringidos

a aquellos con números de Reynolds menores de 2000.

Se trabajará con fluidos newtonianos.

En este punto eliminamos todos aquellos fluidos en los que la relación entre el esfuerzo y

la velocidad de deformación no sea constante. Por ejemplo la miel, los metales pesados, la

sangre y otros fluidos “pegajosos” quedaŕıan excluidos.

Se tratarán problemas bidimensionales.

Aqúı es donde limitamos de manera notable el número de casos que podemos simular.

Sin embargo la esencia de la fenomenoloǵıa es la misma en dos que en tres dimensiones,

y añadir una tercera dimensión complica tanto la explicación como la visualización de

resultados. En definitiva, la riqueza de descripción del movimiento que aporta el caso 3D

no compensa el esfuerzo requerido en la programación y el mayor coste computacional de

las simulaciones.

Teniendo en cuenta todo lo anterior, se concluye que las ecuaciones que se implementarán en el

programa son las siguientes.

∂~v

∂t
+ (~v · ~∇~v) =

1

Re
∇2~v − ~∇p (2.15)

~∇ · ~v = 0 (2.16)

A partir de este momento consideramos que el vector velocidad tiene solamente dos dimensiones,

~v = (u, v).
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2.4. Condiciones de contorno

En las secciones anteriores se han expuesto las ecuaciones generales que gobiernan el movi-

miento de los fluidos. Sin embargo, cuando se reduce el problema a un dominio espacial concreto,

la información para obtener cualquier solución particular del sistema de ecuaciones (2.12) es

insuficiente. Es por ello que resulta fundamental especificar las condiciones de contorno que

informen del comportamiento del fluido en las fronteras.

Revisaremos ahora las condiciones de contorno más habituales para un fluido viscoso, em-

pezando por la llamada condición de no-deslizamiento (no-slip). Esta condición se aplica a la

superficie de sólidos y asume que la velocidad relativa entre la superficie del sólido y el fluido

infinitamente próximo a ésta es cero.

Por otro lado se encuentran las condiciones de contorno tipo Dirichlet. La información que

aportan este tipo de condiciones es directa, es decir, el valor en la frontera de una variable

genérica φ se considera conocido, φ = f . Para el caso de un fluido, generalmente esta condición

se aplica al flujo entrante e implica que una de las componentes de la velocidad es conocida.

Por último, otra de las condiciones de contorno más usuales son las llamadas condiciones

Newman, que aportan información de tipo indirecta. De forma general se conoce el valor de la

derivada de la variable φ en una dirección normal n, ∂φ/∂n = f , en la frontera. Normalmente,

estas condiciones se encuentran localizadas en una zona en la que el fluido es unidireccional y

por lo tanto no hay cambios en la componente de la velocidad a lo largo de esa dirección.

A lo largo de este caṕıtulo hemos visto de forma detalla los fundamentos y conceptos necesa-

rios para comprender la fenomenoloǵıa de la mecánica de fluidos. El siguiente paso es establecer

los fundamentos de la mecánica de fluidos computacional para ser capaces de traducir las ecua-

ciones que intervengan en cada problema al lenguaje computacional. Por tanto, en el siguiente

caṕıtulo se explicarán los pasos necesarios para llevar a cabo dicha traducción.
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Caṕıtulo 3

Implementación

Como se ha visto en el caṕıtulo anterior, el conjunto de ecuaciones de Navier-Stokes y la

ecuación de continuidad conforman un complejo sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas

parciales acopladas. Es por ello que, a excepción de casos muy simples, aún no se han hallado

soluciones anaĺıticas y la necesidad de una resolución numérica resulta evidente.

El proceso de obtener la solución numérica computacionalmente involucra tres etapas, des-

acoplar, discretizar y resolver las ecuaciones. En la primera etapa se trata de desacoplar la

velocidad de la presión en las ecuaciones, esto es, buscar un método adecuado que nos permita

obtener un conjunto de expresiones equivalentes a las ecuaciones de Navier-Stokes y continui-

dad, en las que las incógnitas (~v y p) se puedan resolver por separado. En la segunda etapa se

transforman las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales y sus condiciones de contorno

en un sistema de ecuaciones algebraicas discretas, tanto en el tiempo como en el espacio. Por

último, la tercera etapa supone la implementación de métodos numéricos para resolver compu-

tacionalmente los sistemas de ecuaciones algebraicas ya discretizadas y desacopladas.

En este caṕıtulo se estudiará, por una parte el llamado método de pasos fraccionados

(Fractional-Step Method-FSM), método utilizado para desacoplar la presión de la velocidad

en las ecuaciones de Navier-Stokes, y por otra parte el método de Volúmenes Finitos, utiliza-

do para discretizar espacialmente las ecuaciones. Durante el desarrollo del FSM se explicarán

también los esquemas de discretización utilizados para la parte temporal.
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3.1. Método de pasos fraccionados (FSM)

El FSM fue primero introducido por Chorin [5] y unos años después Kim y Moin [14]

realizaron una modificación para extenderlo al método de los Volúmenes Finitos. Este método

utiliza el teorema de descomposición de Helmholtz-Hodge para resolver el acoplamiento de la

presión y la velocidad en fluidos incompresibles. La idea es obtener dos ecuaciones separadas,

una para la velocidad y otra para la presión. Para ello el método utiliza una velocidad intermedia

con la que se resuelve la presión y después se calcula la velocidad final corrigiendo la velocidad

intermedia con la presión. A continuación veremos de forma más detallada el funcionamiento

del método, empezando por el teorema de Helmholtz-Hodge.

El teorema de Helmholtz-Hodge [6] establece que cualquier campo vectorial ~ω definido sobre

un contorno cerrado puede ser descompuesto de manera única en una parte de divergencia nula

o parte solenoidal ~ωsol y una parte irrotacional ~ωirr (ver figura 3.1), de la siguiente forma:

~ω = ~ωsol + ~ωirr = ~ωsol + ~∇A (3.1)

Figura 3.1 – Descomposición única del campo vectorial ~ω.

ya que ~∇ × ~∇A = 0 para cualquier campo escalar A. Si aplicamos el operador divergencia a

ambos lados de (3.1) obtenemos la ecuación de Poisson para el campo escalar A,

~∇ · ~ω = ∇2A ( ya que ~∇ · ~ωsol = 0) (3.2)

y si el campo ~ω es conocido, podemos resolver la ecuación anterior utilizando la relación si-

guiente:

~ωsol = ~ω − ~∇A (3.3)
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Una vez explicado el teorema de Helmholtz-Hodge lo aplicamos a las ecuaciones de Navier-

Stokes para resolver el acoplamiento de la presión y la velocidad y obtener dos ecuaciones

resolubles, una para cada variable mencionada. Si observamos las ecuaciones simplificadas que

obtuvimos en el caṕıtulo anterior,

∂~v

∂t
+ (~v · ~∇)~v =

1

Re
∇2~v − ~∇p (3.4)

~∇ · ~v = 0 (3.5)

vemos que el término de la presión se corresponde con la parte irrotacional que mencionábamos

(~∇p ∼ ~∇A), y la velocidad con el campo de divergencia nula (~∇ · ~v ∼ ~∇ · ~ωsol). Por tanto el

método consiste en definir una velocidad intermedia que corresponde con el campo solenoidal y

que es función de un vector que definiremos como R(~v)9 (ver ecuación (3.6)). A continuación,

si despejamos el término de la presión en (3.4) y aplicamos el operador divergencia, obtenemos

la ecuación de Poisson para la presión,

∇2p = ~∇ ·
[
−(~v · ~∇)~v +

1

Re
∇2~v

]
︸ ︷︷ ︸

R(~v)

(3.6)

y utilizando R(~v) obtenemos la ecuación análoga a (3.3) para las ecuaciones de Navier-Stokes

(ver figura 3.2):

~v = R(~v)− ~∇p (3.7)

Figura 3.2 – Descomposición única de las ecuaciones de Navier-Stokes en un campo

irrotacional (~∇p) y uno de divergencia nula (~v) .

9Este término representa los términos convectivos (primer sumando) y difusivos (segundo sumando) de la

ecuación de Navier-Stokes.
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De esta forma, con el campo de velocidades inicial (que es conocido), podemos calcular

directamente la velocidad intermedia, ~v ∗ = f(R(~v)), utilizarla para resolver la ecuación de

Poisson, y por último corregir ~v ∗ con el gradiente de presión para calcular la velocidad final ~v

del fluido. Explicado de forma sencilla esta es la idea fundamental del funcionamiento del FSM,

para una información más detallada sobre el desarrollo matemático consultar el apéndice B.

Discretización temporal

En este punto del desarrollo del FSM debemos especificar los esquemas temporales que

se van a utilizar, puesto que la formulación final del método depende de los mismos. Existen

numerosos esquemas temporales, pero a grandes rasgos se pueden dividir en dos grupos:

Esquemas expĺıcitos. Los esquemas expĺıcitos son aquellos que asumen que los valores

de las variables en el nuevo instante de tiempo dependen únicamente del valor de la

variable en el instante anterior. Son esquemas que aproximan los valores nuevos a partir

de los calculados, por lo que requieren un menor coste computacional, pero a su vez la

estabilidad de los mismos también es menor.

Esquemas impĺıcitos. En los esquemas impĺıcitos el valor de las variables en el nuevo

instante de tiempo ya no se aproxima, se calcula de forma precisa a partir tanto del instante

anterior como del siguiente. El coste computacional en este caso es bastante mayor en cada

iteración, pero cuentan con la ventaja de que la estabilidad del método es muy alta.

Aqúı utilizaremos esquemas expĺıcitos para reducir el tiempo de computacional, y para

resolver el problema de la estabilidad de utilizará el criterio de Courant para determinar el paso

de tiempo:

Co =
|u|∆t
∆x

6 1 (3.8)

donde Co es el número de Courant, también llamado número de Courant, Friedrich y Levy [8].

Siguiendo ahora con la elección de los esquemas temporales para el desarrollo del FSM,

en nuestro caso hemos optado por el esquema de bajo orden CDS (Central Difference Scheme

o Esquema de las Diferencias Centradas) para la discretización del término de la derivada

temporal,
∂~v

∂t

∣∣∣∣
n+1/2

≈ ~v n+1 − ~v n

∆t
(3.9)

un esquema expĺıcito de segundo orden conocido como esquema de Adams-Bashforth [1] para

los términos agrupados en R(~v),
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R n+1/2(~v) ≈ 3

2
R(~v n)− 1

2
R(~v n−1) (3.10)

y por último un esquema de primer orden hacia atrás de Euler para el término del gradiente de

presión:
~v n+1 − ~v n

∆t
=

3

2
R(~v n)− 1

2
R(~v n−1)− ~∇p n+1 (3.11)

A continuación, si reorganizamos en la ecuación (3.11), obtenemos la velocidad intermedia ~v ∗,

representada por el primer término de la siguiente expresión:

~v n+1 + ~∇p n+1∆t = ~v n +∆t

[
3

2
R(~v n)− 1

2
R(~v n−1)

]
(3.12)

⇓

~v ∗ = ~v n+1 + ~∇p n+1∆t (3.13)

De esta forma obtenemos una expresión para determinar la velocidad real ~v n+1.

El último paso consiste en aplicar a la ecuación (3.13) el operador divergencia y el criterio de

incompresibilidad para obtener la ecuación de Poisson en forma discreta, concluyendo aśı con

la formulación del método.

~∇ · ~v ∗ = ∆t∇2p n+1 (3.14)

3.1.1. Pasos del FSM

A continuación resumiremos los pasos de resolución del FSM. De este modo veremos tanto

el funcionamiento global que seguirá el programa como las ecuaciones con las que trabajaremos

de aqúı en adelante para concluir el proceso de discretización.

1. Evaluar los términos difusivos y convectivos mediante el cálculo de R(~v n) utilizando el

campo de velocidades inicial.

R(~v n) = −(~v n ~∇)~v n + 1
Re
∇2~v n

2. Determinar la velocidad intermedia.

~v ∗ = ~v n +∆t
[
3
2
R(~v n)− 1

2
R(~v n−1)

]
3. Resolver la ecuación de Poisson para obtener el campo de presiones.

∇2p n+1 =
~∇·~v ∗

∆t
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4. Corregir la velocidad intermedia con la presión del paso anterior y evaluar la velocidad

real del fluido en el instante n+ 1.

~v n+1 = ~v ∗ − ~∇p n+1∆t

3.2. Discretización espacial

3.2.1. Método de Volúmenes Finitos

El método de los volúmenes finitos se basa en la discretización directa de las ecuaciones

de conservación de la masa, cantidad de movimiento y la enerǵıa. Este método integra las

ecuaciones en cada uno de volúmenes de control en que se divide el dominio de trabajo (ver

figura 3.3), asociando a cada uno de ellos un punto nodal en el centro. Las integrales de superficie

que aparecen en las ecuaciones se aproximan por la suma de los flujos que atraviesan cada una

de caras del poliedro; el resultado es una ecuación discretizada que relaciona los valores de las

variables en un grupo de puntos nodales.

Figura 3.3 – Representación de un dominio discretizado con el método de volúmenes

finitos.

La principal ventaja del método de los volúmenes finitos es que la discretización espacial se

lleva a cabo directamente en el espacio f́ısico del problema. Por lo tanto, no hay problemas con

la transformación entre sistemas de coordenadas, como ocurre en el método de las diferencias

finitas. Otra ventaja del método es la gran flexibilidad que ofrece a la hora de usarlo tanto en

mallas estructuradas como no estructuradas. Debido a todo esto este método es uno de los más

utilizados en simulaciones CFD.

3.2.2. Mallado

El primer paso en la discretización espacial consiste en la discretización del dominio de

trabajo, esto es, decidir el tipo de malla más adecuada a nuestro problema, teniendo en cuenta

las ventajas y limitaciones de cada una de ellas.
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Una malla de resolución se define como el conjunto discreto de puntos (también denominados

nodos) pertenecientes al dominio continuo de trabajo y sobre los cuales se hayan las soluciones

aproximadas del problema. Dependiendo de la forma y tamaño relativo de los nodos que compo-

nen una malla, se distinguen dos tipos, las mallas estructuradas y las no estructuradas. Dentro

de las mallas estructuradas podemos encontrar mallas uniformes o no uniformes, dependiendo

de regularidad del espaciado entre celdas. La figura 3.4 muestra un ejemplo de los tres tipos de

mallas mencionados.

Figura 3.4 – Ejemplo de malla uniforme no estructurada (malla inferior horizontal),

uniforme estructurada (malla inferior vertical) y no estructurada (malla superior).

La ventaja de las mallas estructuradas es que su geometŕıa es sencilla y por ende son más

fáciles e intuitivas de programar. Sin embargo, no son perfectamente adaptables a las regiones

de interés y no se puede densificar una zona de interés sin aumentar el número de puntos a

lo largo de toda la malla. El punto fuerte de las mallas no estructuradas es precisamente que

son totalmente moldeables según sea la geometŕıa del problema, pero su implementación en el

ordenador es bastante más costosa. Por ello, es necesario definir bien nuestro propósito y decidir

qué tipo de malla es más conveniente, teniendo en cuenta las limitaciones de cada una.

En nuestro caso sólo se tratará con geometŕıas sencillas y por tanto se utilizarán mallas es-

tructuradas uniformes. La diferencia de calidad aportada por las mallas no estructuradas no

compensa, para el alcance de este proyecto, el esfuerzo requerido.

Por otro lado, si nos fijamos en la situación de los nodos en las mallas, se distinguen dos

tipos: las mallas centradas y las mallas desplazadas (staggered). Las centradas se caracterizan por

trabajar con todas las variables definidas en el nodo central del volumen de control, mientras que

las mallas desplazadas trabajan con la presión en el centro del volumen y las componentes de la

velocidad se desplazan media celda hacia la cara de la misma, en cada dirección correspondiente.

24



Resolución numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes

Figura 3.5 – Ejemplo de malla centrada (izquierda) y malla desplazada (derecha).

Trabajar con una malla desplazada es equivalente a trabajar con varias mallas centradas, una

para cada variable, tal y como se ve en la figura 3.6.

Figura 3.6 – Ejemplo de malla desplazada en 2D.

La elección obvia seŕıa trabajar con una malla centrada, con todas las variables almacenadas

en el mismo punto y con los mismos volúmenes de control. Sin embargo este tipo de mallas

siempre ha tenido en contra las dificultades con el acoplamiento presión-velocidad en fluidos

incompresibles y la aparición de oscilaciones en la presión [10]. Debido a esto, desde que se

introdujeron las mallas desplazadas en 1980, la disposición centrada no ha sido apenas usada,

ya que este tipo de mallas soluciona los problemas mencionados y aporta otras ventajas [10].

En concreto el uso de una disposición desplazada tal y como la que aparece en la figura 3.5

presenta la ventaja de que muchos de los términos que requieren interpolación con la malla

centrada pueden ser calculados directamente sin interpolación. Podemos ver esto en la figura 3.7.

Tanto la presión como los términos difusivos pueden ser aproximados por diferencias centradas

sin interpolación, ya que la presión se encuentra en el centro de la celda y las derivadas de la

velocidad (necesitadas para el término difusivo), ya se encuentran calculadas en las caras.
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Figura 3.7 – Esquema representativo de la malla utilizada (uniforme, estructurada y

desplazada), aśı como la colocación de cada uno de los puntos de las diferentes variables.

Teniendo en cuenta todo lo anterior, trabajaremos con una malla uniforme estructurada

y desplazada. En la figura 3.7 se muestra un esquema de la malla que se ha implementado,

aśı como la notación utilizada (la más habitual) de las celdas y sus colindantes. Dado un punto

cualquiera P, sus vecinos se denotarán según las iniciales en inglés de los puntos cardinales, N,

S, E y W. Las caras de las celdas se denotan de la misma manera pero con letras minúsculas.

3.2.3. Discretización espacial de las ecuaciones

Una vez definida la malla de trabajo, el segundo paso consiste en discretizar las ecuaciones

obtenidas en el apartado de “Pasos del FSM”, eliminando aśı las derivadas espaciales involu-

cradas. Para ello aplicaremos el método de Volúmenes Finitos, de manera que integraremos las

ecuaciones sobre una celda genérica como la que se muestra en la figura 3.8, válida tanto si

integramos una componente u otra de la velocidad. En un principio debeŕıamos integrar pri-

mero todas las ecuaciones referidas a una componente y después a la otra, cada una integrada

en su correspondiente malla de trabajo (figura 3.7). Sin embargo podemos simplificar el proce-

so integrando las ecuaciones para una variable genérica φ = ~v = (u, v) y llegado el momento

especificando qué magnitudes han de ser sustituidas u obtenidas de cada malla en particular.
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Figura 3.8 – Diagrama de una celda genérica y la nomenclatura utilizada para designar

los parámetros de la misma.

Dicho esto, las ecuaciones que debemos discretizar son las siguientes:

R(φ) = −(φ ~∇)φ+
1

Re
∇2φ (3.15)

∇2p =
~∇ · φ ∗

∆t
(3.16)

A continuación se mostrará el proceso de discretización llevado a cabo sólo para R(φ) debido

a que los operadores que intervienen en las dos ecuaciones son los mismos y la discretización

es equivalente. La única diferencia, como hemos mencionado antes, es la malla de trabajo, que

para la ecuación (3.16) seŕıa la malla de los nodos de presiones.

Discretización de R(φ) :

A) Parte convectiva R(φ)conv = (φ ~∇)φ :∫∫
S
R(φ)conv dS =

∫ n

s

∫ e

w

(
u
∂φ

∂x
+ v

∂φ

∂y

)
dx dy =

∫ n

s

(uφ)e − (uφ)w + v
∂φ

∂y

∆x︷ ︸︸ ︷
(xe − xw)

 dy =

[(uφ)e − (uφ)w] (yn − ys)︸ ︷︷ ︸
∆y

+ [(v φ)n − (v φ)s] ∆x (3.17)

Como vemos en la expresión anterior, hemos aproximado las integrales de superficie por la

suma de los flujos que atraviesan las caras, φi = φe,w,n,s. Ahora bien, los puntos e, w, n y s

no son puntos pertenecientes al dominio de trabajo de la malla y necesitamos ponerlos en

función de los puntos E,W,N y S. Usando de nuevo el esquema de diferencias centradas
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podemos aproximar:

φi =
φP + φI

2

donde φP y φI = φE,W,N,S ahora śı se corresponden con los valores de los flujos en puntos

de la malla. Sustituyendo en (3.17) obtenemos,

R(φ)conv =
∆y

2
[ue (φP + φE)− uw (φP + φW )] +

∆x

2
[ vn (φP + φN )− vs (φP + φS)]

(3.18)

B) Parte difusiva R(φ)dif = ∇2φ :∫∫
S
∇2φdS =

∫ n

s

∫ e

w

(
∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2

)
dx dy∫ n

s

[(
∂φ

∂x

)
e

−
(
∂φ

∂y

)
w

+
∂2φ

∂y2
∆x

]
dy =

∆y

[(
∂φ

∂x

)
e

−
(
∂φ

∂x

)
w

]
+∆x

[(
∂φ

∂y

)
n

−
(
∂φ

∂y

)
s

]
(3.19)

Esta vez para obtener la expresión en función de los puntos del dominio usamos de nuevo

diferencias centradas de la siguiente forma:(
∂φ

∂x

)
i

=
φI − φP
xI − xP︸ ︷︷ ︸

δxi

(
∂φ

∂y

)
i

=
φI − φP
yI − yP︸ ︷︷ ︸

δyi

(3.20)

Sustituyendo en (3.20) llegamos a la expresión para la parte difusiva,

R(φ)dif = ∆y

[(
φE − φP
δxe

)
−
(
φP − φW
δxw

)]
+∆x

[(
φN − φP
δyn

)
−
(
φP − φS
δys

)]
(3.21)

El siguiente paso es sumar los términos convectivo y el difusivo teniendo en cuenta que R(φ) =

−R(φ)conv + (1/Re)R(φ)dif . De modo que obtenemos:

R(φ) =
∆y

2
[uw (φP + φW )− ue (φP + φE)] +

∆x

2
[vs (φP + φS)− vn (φP + φN )] +

∆y

Re

[(
φE − φP
δxe

)
−
(
φP − φW
δxw

)]
+
∆x

Re

[(
φN − φP
δyn

)
−
(
φP − φS
δys

)]
(3.22)

Podemos expresar la ecuación anterior de forma compacta como sigue,

R(φ) = aW φW + aE φE + aN φN + aS φS − aP φP (3.23)

siendo los coeficientes:

aW = ∆y

(
1

Re δxw
+
uw
2

)
(3.24a)

aE = ∆y

(
1

Re δxe
− ue

2

)
(3.24b)
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aN = ∆x

(
1

Re δyn
− vn

2

)
(3.24c)

aS = ∆x

(
1

Re δys
+
vs
2

)
(3.24d)

aP = aW + aE + aN + aS (3.24e)

Hasta este punto se ha discretizado el vector R(φ) de forma genérica, por lo que las expre-

siones (3.24) y (3.25) son válidas para cualquier componente de la velocidad. Es aqúı cuando

debemos tener en cuenta a la hora de programar, si estamos tratando con una o con otra. A

continuación, siguiendo la notación de las figuras 3.7 y 3.8, mostraremos unas tablas con los

parámetros apropiados para sustituir en los coeficientes anteriores.

~v ∆x ∆y δxe δxw δyn δys

u ∆xu ∆y xuE − xuP xuP − xuW yN − yP yP − yS

v ∆x ∆yv xE − xP xP − xW yvN − yvP yvP − yvS

~v ue uw vn vs φu,vP

u (UP + UE)/2 (UP + UW )/2 (VP + VE)/2 (VS + VES)/2 (φP + φE)/2

v (UP + UN )/2 (UWN+UW )/2 (VP + VN )/2 (VP + VS)/2 (φP + φN )/2

Cuadro 3.1 – Parámetros adecuados para sustituir en los coeficientes (3.25), dependien-

do de la componente de la velocidad que tratemos. Los supeŕındices u y v significan que

el parámetro se evalúa en la malla desplazada que corresponda.

3.3. Algoritmo de Resolución

Para concluir el caṕıtulo de implementación veremos el proceso completo de resolución,

explicando las relaciones entre los diferentes conceptos hasta ahora vistos y el orden que siguen

las operaciones computacionales. La figura 3.9 muestra una perspectiva visual del algoritmo de

resolución10, que podŕıamos dividir en cuatro partes:

1. Definición del caso.

La definición del caso es una parte esencial de todo el proceso. En este punto se transforma

el problema f́ısico elegido en un conjunto de ecuaciones discretizadas y se establecen las

condiciones de contorno adecuadas. Aśı mismo se opta por una discretización espacial y

temporal concretas, y por último se eligen los criterios de convergencia del programa.

10Puede consultarse el código MatLab completo en el apéndice A.
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Figura 3.9 – Algoritmo completo de resolución.
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2. Pre-procesamiento.

En esta segunda fase del proceso, una vez se ha estipulado la elección del caso, por un

lado se introducen los datos f́ısicos y parámetros numéricos relacionados con el mismo, y

por otro lado se realizan los cálculos necesarios previos al cuerpo iterativo. De este modo,

los pasos principales de esta fase seŕıan los siguientes:

introducir los parámetros geométricos necesarios para la creación de la malla, como

son las dimensiones del problema y el número de celdas, obteniendo aśı el espaciado

de la malla

introducir los parámetros f́ısicos, que dependerán de la elección del caso, aunque

de forma general podŕıan ser la viscosidad, densidad, velocidad inicial, número de

Reynolds etc.

introducir los parámetros de integración numérica relacionados con la convergencia

del problema, es decir, las precisiones deseadas para la presión y las componentes de

la velocidad

por último se calcula la matriz de coeficientes de la presión y se definen las matrices

vaćıas de las componentes de la velocidad

3. Cuerpo iterativo.

El cuerpo iterativo es la parte más importante del algoritmo, donde se resuelven las ecua-

ciones del movimiento del problema dependiendo del método elegido (en nuestro caso el

FSM). Esta parte se repite un gran cantidad de veces hasta que los criterios de convergen-

cia se alcanzan. Como se ha comentado anteriormente, consta de los siguientes puntos:

se calcula el vector R(φ) para cada componente de la velocidad a partir del campo

de velocidades inicial, obteniendo los términos convectivos y difusivos

a partir de los términos anteriores se determina la velocidad intermedia ~v ∗

se resuelve la ecuación de Poisson y se determina la presión

se corrige la velocidad intermedia con el gradiente de la presión y se obtiene la

velocidad real del fluido en el instante de tiempo siguiente

por último se establecen unos criterios de convergencia que nos aseguren que el pro-

grama termina cuando las velocidades y la presión ya no vaŕıan con el tiempo

31



Resolución numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes

4. Post-procesado.

El último punto del algoritmo lo denominamos post-procesado. Aqúı se calculan las va-

riables f́ısicas que nos interesen en cada problema y se almacenan en ficheros los datos

obtenidos en la simulación. Asimismo se realiza una subrutina que facilite la visualización

de resultados.
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Caṕıtulo 4

Verificación del código

Una vez llegados a este punto está claro el proceso que hay que seguir para resolver las

ecuaciones de Navier-Stokes y es el momento de validar el funcionamiento del código. Para ello

se resuelve un caso de interés y se comparan los resultados con los disponibles en la bibliograf́ıa.

4.1. Presentación del caso

En nuestro caso se ha elegido un problema denominado “driven cavity”11. Este caso es uno

de los mas importantes problemas de la dinámica de fluidos computacional, ya que se considera

como el problema test por excelencia12 en la valoración de nuevos métodos numéricos y en la

validación de nuevos códigos para resolver Navier-Stokes. Este problema presenta las ventajas de

una geometŕıa y condiciones de contorno sencillas, una solución estable para el estado laminar

y por último, la existencia de una gran cantidad de literatura sobre el desarrollo del mismo.

Driven cavity

El problema driven cavity consiste básicamente en una cavidad cerrada de longitud infinita13,

con un fluido en su interior y una de las paredes moviéndose a velocidad constante, tal y como

se ve en la figura 4.1. La masa en este sistema se conserva, por lo que no hay entrada ni salida

de materia en la cavidad.

Este caso es perfectamente compatible con las especificaciones realizadas anteriormente en

las ecuaciones, por lo que se trabajará con fluidos incompresibles y newtonianos en régimen

11En castellano podŕıa traducirse como “cavidad con tapa deslizante”, sin embargo su nombre inglés es el más

utilizado incluso en la literatura española.
12A pesar de las singularidades que se producen en dos de las esquinas del problema. Para más información

consultar [13].
13lo que permite considerarlo un caso bidimensional.
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laminar. Las ecuaciones del movimiento que resolveremos son, por lo tanto, las siguientes:

Figura 4.1 – Esquema de la geometŕıa y las condiciones de contorno del caso Driven

Cavity.

∂U

∂x
+
∂V

∂y
= 0 (4.1)

∂U

∂t
+ U

∂U

∂x
+ V

∂U

∂y
=

1

Re

(
∂2U

∂x2
+
∂2V

∂y2

)
− ∂p

∂x
(4.2)

∂V

∂t
+ U

∂V

∂x
+ V

∂V

∂y
=

1

Re

(
∂2U

∂x2
+
∂2V

∂y2

)
− ∂p

∂y
(4.3)

Re =
U0 l

ν
(4.4)

donde l es la longitud caracteŕıstica del caso, es decir, en nuestro caso la longitud de la cavidad,

l = 1m.

Con respecto a las condiciones de contorno, como vemos en la figura 4.1, hay tres paredes

fijas y una cuarta moviéndose a velocidad constante, por lo que las condiciones de contorno

para la velocidad en las paredes fijas serán de tipo no-slip, es decir, todas las componentes de

la velocidad iguales a cero a excepción de la componente U en la pared móvil, que tendrá una

condición de tipo Dirichlet, esto es, una valor conocido U = 1m/s. Las condiciones de contorno

para la presión son de tipo Neumann, lo que implica que la derivada de la presión en las paredes

es nula.
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Podemos predecir de forma cualitativa cual es la f́ısica que tiene que obedecer el problema.

A medida que la pared (o tapa) se mueva, comenzará a arrastrar fluido hasta que se tope con la

pared derecha de la caja, que obligará al fluido a descencer. Lo mismo ocurrirá con las otras dos

paredes restantes, de forma que se produzca una recirculación del flujo, como se ve en la figura

4.1. Por otra parte, cerca de la pared deberá producirse un gradiente de presiones, de forma que

una presión positiva en una de las esquinas aleje el flujo de ella, y una presión negativa en la

otra esquina lo acerque. Para más información detallada sobre este caso consultar [3] y [12].

4.2. Resultados

A continuación se muestran los resultados obtenidos con el programa creado para el problema

driven cavity. Por una parte se realizará un estudio de la influencia de la densificación de la malla,

y una vez elegida la malla óptima, se realiza un estudio del problema en función del número de

Reynolds. Como ya se ha visto, el número de Reynolds nos indica cómo de predominantes son las

fuerzas viscosas en cada fluido, por lo que realizando dicho análisis, veremos el comportamiento

del fluido en la cavidad en función de la viscosidad del mismo. Se variará el número de Reynolds

desde Re = 100 (mayor viscosidad) hasta Re = 2000 (menor viscosidad), para asegurar siempre

la permanencia del fluido dentro del régimen laminar. Los resultados obtenidos con el programa

creado en MatLab serán comparados con los obtenidos con un software comercial denominado

ANSYS Fluent, uno de los paquetes de software más completos y eficientes en la resolución de

problemas CFD que existen en el mundo hoy en d́ıa.

Se va a propagar la simulación partiendo del fluido en la cavidad en reposo hasta alcanzar

el estado estacionario, es decir, un estado en el que el fluido ya no vaŕıe expĺıcitamente con

el tiempo. El criterio de convergencia que se va a utilizar para determinar si la simulación se

encuentra en el estado estacionario es el siguiente:

‖Un+1‖ − ‖Un‖
‖Un+1‖

< k (4.5)

‖V n+1‖ − ‖V n‖
‖V n+1‖

< k (4.6)

Es decir, estamos imponiendo que el error relativo entre cada componente de la velocidad en

un instante de tiempo y en el instante anterior sea menor que k, un error que consideremos

adecuado. Se ha empezado utilizando un k = 5 · 10−6, criterio que consideramos aceptable, y

más adelante, si fuera necesario, veremos qué ocurre al utilizar un k menor. Se van a comparar
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las distribuciones de velocidad y presión y el tiempo que tardan las simulaciones en alcanzar el

criterio de convergencia, utilizando tanto MatLab como ANSYS.

4.2.1. Re = 100

Influencia de la malla

En un primer lugar se ha realizado un estudio del número de celdas en la malla para deter-

minar qué malla se utilizará de ahora en adelante, utilizando un Re = 100. Cuando se aumenta

el número de celdas la precisión de la simulación debeŕıa ser mayor, del mismo modo que el

tiempo computacional, por lo que debemos llegar a un compromiso entre ambos dos.

Se han utilizado unas mallas de 10, 20, 30, 40 y 50 nodos en cada dirección. Los resultados

obtenidos se comparan a continuación con los obtenidos con ANSYS.

10x10

Figura 4.2 – Comparación de resultados de cada componente de la velocidad (U y V)

y la presión (p) para la malla de 10x10.

En la figura anterior podemos comparar de forma visual los resultados obtenidos con los

dos software. Sin embargo, hay veces que es más efectiva una comparación por gráficas,

donde podamos comparar de forma numérica las dos soluciones. Por ello, a continuación

compararemos los perfiles de velocidades para cada componente de la velocidad. Para la

componente U se representarán el perfil de velocidad a lo largo de la recta vertical que
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atraviesa el dominio, es decir, a través de la recta x = 0,5; y para la componente V se

utilizará la recta que corta horizontalmente el dominio por la mitad, es decir, la recta

y = 0,5.

Figura 4.3 – Comparación de los perfiles de velocidad para una malla de 10x10.

20x20

Figura 4.4 – Comparación de resultados de cada componente de la velocidad (U y V)

y la presión (p) para la malla de 20x20.
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Figura 4.5 – Comparación de los perfiles de velocidad para una malla de 20x20.

30x30

Figura 4.6 – Comparación de resultados de cada componente de la velocidad (U y V)

y la presión (p) para la malla de 30x30.
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Figura 4.7 – Comparación de los perfiles de velocidad para una malla de 30x30.

40x40

Figura 4.8 – Comparación de resultados de cada componente de la velocidad (U y V)

y la presión (p) para la malla de 40x40.
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Figura 4.9 – Comparación de los perfiles de velocidad para una malla de 40x40.

50x50

Figura 4.10 – Comparación de resultados de cada componente de la velocidad (U y V)

y la presión (p) para la malla de 50x50.

A continuación hemos probado a reducir el criterio de convergencia a 1 · 10−6 en el error

de la velocidad para la malla de 40, ya que vemos que los perfiles de velocidad se ajustan peor

que en el caso de 30 celdas. Parece lógico que si aumentamos el número de celdas (y bajamos

el paso de tiempo), el caso simule de forma más lenta y el criterio que tengamos que establecer

sea menor que en los casos anteriores, por eso hemos querido comprobar si ese criterio menor

mejora de forma notable los resultados teniendo en cuenta el tiempo computacional añadido.
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Figura 4.11 – Comparación de los perfiles de velocidad para una malla de 50x50.

Las nuevas gráficas comparativas de los perfiles de velocidad que se han obtenido son las si-

guientes:

Figura 4.12 – Comparación de los perfiles de velocidad para una malla de 40x40 con

un criterio de convergencia de 5 · 10−6 (ĺınea verde) y 1 · 10−6 (ĺınea roja).

error ~v no pasos t comp

5 · 10−6 150526 1h 13min

1 · 10−6 581512 6h 9min

Cuadro 4.1 – Tabla comparativa del número de pasos y el tiempo computacional

(t comp) requeridos con una malla de 40 celdas para los diferentes criterios de con-

vergencia en la velocidad.

En la figura 4.12 no apreciamos de forma clara si los nuevos resultados se ajustan mejor
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o peor a los anteriores, aunque śı podemos apreciar que no han mejorado con respecto a los

obtenidos con la malla de 30 celdas (aún teniendo esta un error menor en la velocidad). Debido

a esto y a la diferencia de tiempos computacionales que vemos en la tabla 4.1, la malla con la

que se realizarán las posteriores simulaciones será la de 30x30.

Sin embargo, en cuanto a las simulaciones posteriores con números de Reynolds 1000 y

2000, el error en la velocidad que se va a utilizar śı es 1 · 10−6 (aunque eso suponga un aumento

significativo del tiempo de computación), ya que se trata de dos únicas simulaciones y además

son casos en los que nos vamos acercando a la zona de transición al régimen turbulento. Se

trata de simulaciones más delicadas en las que intervienen velocidades más altas por tratarse

de fluidos menos viscosos y hemos preferido optar por un criterio de convergencia menor para

intentar obtener los mejores resultados posibles.

4.2.2. Re = 1000

A continuación se presentan los resultados obtenidos para la simulación para un Re = 1000,

con una malla de 30x30 y un error en la velocidad menor de 1 · 10−6.

Figura 4.13 – Comparación de resultados de cada componente de la velocidad (U y V)

y la presión (p) para un Re = 1000.
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Figura 4.14 – Comparación de los perfiles de velocidad para un Re = 1000.

4.2.3. Re = 2000

Para concluir se presentan los resultados obtenidos para la simulación para un Re = 2000,

con una malla de 30x30 y un error en la velocidad menor de 1 · 10−6.

Figura 4.15 – Comparación de resultados de cada componente de la velocidad (U y V)

y la presión (p) para un Re = 2000.
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Figura 4.16 – Comparación de los perfiles de velocidad para un Re = 2000.

4.3. Discusión

A la vista de los resultados obtenidos diremos que de forma cualitativa el código resuelve

correctamente la f́ısica del problema. Como era de esperar la pared móvil arrastra el fluido de

la cavidad y se produce una recirculación del mismo en el sentido del movimiento de la pared.

Al arrastrar ese fluido se forma en la pared superior un gradiente de presión, pasando de una

presión negativa en la esquina izquierda que obliga al fluido a subir por la pared oeste y dirigirse

a la zona de presión positiva en la esquina derecha, donde el fluido baja por la pared este.

Criterio de convergencia

Antes de comenzar la discusión de los resultados obtenidos hay que mencionar que las

simulaciones con los dos programas han sido finalizadas bajo criterios de convergencia diferentes.

Para el programa de MatLab hemos decidido que la simulación finalice cuando la diferencia

relativa de la velocidad entre dos pasos de tiempo consecutivos sea menor que un cierto valor.

ANSYS por su parte presenta unos criterios de convergencia más sofisticados y complicados de

implementar. La idea básica de los criterios de ANSYS es calcular la diferencia de una magnitud

a elegir con su valor en el instante anterior en todos los puntos del dominio, y después ponderar

todas esas diferencias con la masa del fluido en cada punto. Lo ideal habŕıa sido implementar

en MatLab un criterio de convergencia igual al de ANSYS. Sin embargo se ha optado por el

criterio mencionado debido a su sencillez de implementación, aún sabiendo que no se trata de

un criterio ni muy efectivo ni muy utilizado en simulaciones CFD, aunque para cumplir con

44
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los objetivos marcados del proyecto lo consideramos adecuado. Por tanto, de ahora en adelante

tendremos en cuenta que una de las fuentes de error en las comparaciones de resultados es esta

diferencia de criterios.

Influencia de la malla

En el apartado de la influencia de la malla podemos apreciar que con las mallas menos

densas (hasta 30 nodos) los resultados obtenidos cada vez se ajustan mejor a los obtenidos con

el software de ANSYS. Sin embargo, con las mallas de 40 y 50 nodos, los resultados cada vez

presentan mayores discrepancias en la velocidad, tal y como vemos en las gráficas 4.9 y 4.11.

Además, en las figuras 4.8 y 4.10, sobretodo en la componente U de la velocidad, se observa que

la recirculación en la parte inferior del dominio es menor de lo esperado, como si las simulaciones

no hubiesen alcanzado el estado estacionario. Una de las causas más probables es precisamente

la diferencia de criterios de convergencia en los dos programas. Es lógico pensar que para mallas

menos densas en las que los pasos de tiempo permitidos son mayores y la simulación avanza más

rápido, no se note demasiado la diferencia de criterios y el que hemos utilizado sea suficiente

para alcanzar el estado estacionario, pero que, para mallas con un número de nodos mayor, sea

necesario reducir el criterio de convergencia o incluso implementar un criterio diferente. Como

ya hemos comentado, no se iba a implementar un criterio diferente y por ello el paso lógico

era reducir el criterio de convergencia para comprobar si los resultados mejoraban. Con este

criterio menor, como vemos en la figura 4.12, no se aprecian mejoras notables. Se podŕıa haber

seguido reduciendo el criterio de convergencia, pero a la vista del gran aumento en el tiempo

computacional y de los resultados obtenidos con la malla de 30 nodos, se decidió utilizar ésta

última para las posteriores simulaciones.

Para acabar este apartado, quisiéramos fijarnos en la siguiente tabla comparativa de tiempos

computacionales (cuadro 4.2), donde vemos que la diferencia de tiempos entre los dos progra-

mas es muy grande. Uno de los motivos vuelve a ser el criterio de convergencia, ya que si dos

simulaciones no terminan el el mismo punto de la simulación, es lógico que los tiempos compu-

tacionales sean diferentes. El segundo motivo de discrepancia es la diferencia de métodos de

resolución, ya que ANSYS no utiliza el FSM para desacoplar las ecuaciones, y los métodos que

tiene implementados llevan años optimizándose cada d́ıa para aumentar la eficiencia y eficacia

del software, siendo hoy en d́ıa uno de los más utilizados en grandes empresas dedicadas a la

simulación de fluidos. ANSYS dedica la mayor parte de sus esfuerzos para mejorar el tiempo

de resolución, y es por esto precisamente por lo que existen unas diferencias tan grandes en el

tiempo computacional. Por último, otro de los motivos es el lenguaje de programación en el que
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celdas 10× 10 20× 20 30× 30 40× 40 50× 50

t comp - MatLab 3min 1s 19min 55s 38min 35s 73min 6s 97min 5s

t comp - ANSYS 1min 5s 1min 42s 5min 7s 6min 50s 11min

Cuadro 4.2 – Tabla comparativa del tiempo computacional (t comp) requerido para las

simulaciones con las diferentes mallas.

está escrito cada programa. MatLab se trata de un lenguaje interpretado en el que cada vez

que ejecutamos el programa un intérprete traduce el código fuente instrucción a instrucción a

un lenguaje entendible por el ordenador. Sin embargo ANSYS está escrito en C, un lenguaje

compilado en el que un compilador traduce el código una sola vez creando un archivo ejecutable

entendible para la máquina, reduciéndose aśı el tiempo de ejecución del programa.

Re = 100 / 1000 / 2000

Por otro lado, atendiendo a la f́ısica que hay detrás del número de Reynolds, discutiremos

a continuación los diferentes resultados en los apartados de Re = 100, Re = 1000 y Re = 2000.

El apartado de Re = 100 es el caso con el número de Reynolds más bajo y por lo tanto el

fluido más viscoso de los tres. Como pod́ıamos prever de forma intuitiva, es el caso que presenta

velocidades más bajas, ya que las fuerzas de rozamiento viscosas son más altas y al fluido le

cuesta más desplazarse. En el caso de Re = 1000 las velocidades son más altas que en el caso

anterior y los perfiles de velocidad se ajustan realmente bien a los resultados de ANSYS. Sin

embargo, en el caso de Re = 2000, aunque las velocidades también son más altas, la comparación

con los perfiles de velocidad de ANSYS son bastante diferentes. El principal motivo puede ser que

con ese número de Reynolds nos encontramos en el ĺımite entre el régimen laminar y la zona de

transición al régimen turbulento, por lo que los métodos numéricos de resolución implementados

ya no son los idóneos. Sin embargo ANSYS śı que tiene implementados los métodos numéricos

adecuados para resolver las ecuaciones el la zona de transición, por lo que no presenta diferencias

significativas entre los casos con Reynolds más altos. Estas discrepancias en caso de Re = 2000

no las consideramos un error del programa creado, al contrario, esto deb́ıa de ocurrir ya que

nuestro código no está adaptado para resolver flujos en la zona de transición.

En cuanto a los casos con números de Reynolds 1000 y 2000, como vemos en las figuras 4.13

y 4.15, en una de las esquinas aparecen inestabilidades numéricas, hecho lógico si recordamos

que se trata de un código sencillo en el que la eficiencia no era una prioridad. Hasta ahora no se
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hab́ıan apreciado dichas inestabilidades probablemente porque el paso de tiempo que podemos

permitirnos para cumplir el criterio de Courant en el caso de Re = 100 es mayor que en los

casos de Re = 1000 y Re = 2000, por tanto el número de iteraciones necesarias para alcanzar

el estado estacionario es menor y la acumulación de errores es menor también. Es por ello que

se probó a reducir el paso de tiempo para estas dos simulaciones (resultados no mostrados),

aunque se obtuvieron las mismas inestabilidades. Por otro lado también es posible que la malla

que hemos elegido como adecuada para el caso de Re = 100 no lo fuera para estos casos con

Reynolds altos, pero como ya hemos visto, con una malla mayor se produćıa una atenuación de

la recirculación en la parte inferior del dominio y por ese motivo no se ha probado a utilizar

una malla con más nodos.

4.4. Conclusiones

Para finalizar el proyecto comentaremos las conclusiones generales que podemos extraer de

la realización de este proyecto.

Por un lado hemos creado, desde cero, un código sencillo con MatLab que resuelve las

ecuaciones incompresibles de Navier-Stokes para el régimen laminar. Se ha validado la resolución

de la f́ısica utilizando el caso Driven cavity y comparando de forma detallada los resultados

obtenidos con nuestro programa con aquellos obtenidos con ANSYS Fluent.

Hemos comprobado que el código responde cualitativamente a la f́ısica que se espera del

fluido. Dentro de la cavidad con la tapa deslizante se observa la recirculación del fluido, movido

por el rozamiento con la tapa. Lo que es más, la comparación cuantitativa con programas

comerciales es muy razonable, observándose como en fluidos viscosos la velocidad del flujo es

pequeña y el comportamiento numérico de nuestro código robusto; y según nos acercamos al

régimen turbulento se van encontrando mayores divergencias causadas por la sencillez numérica

de nuestra implementación. Estos resultados pueden considerarse positivos teniendo en cuenta

la enorme complejidad de las modernas técnicas computacionales de dinámica de fluidos y por

lo tanto concluiremos diciendo que los objetivos marcados en un principio del proyecto han sido

cumplidos con éxito.
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Apéndice B

Formulación matemática del

teorema de descomposición de

Helmholtz-Hodge aplicado a las

ecuaciones de Navier-Stokes

A continuación se aplica el teorema de Helmholtz-Hodge (de forma más rigurosa) a las

ecuaciones simplificadas de Navier-Stokes:

∂~v

∂t
+ (~v · ~∇~v) =

1

Re
∇2~v − ~∇p (B.1)

~∇ · ~v = 0 (B.2)

El teorema de Helmholtz-Hodge empieza proyectando14 (B.1) sobre el campo de divergencia

nula de manera que el término del gradiente de presión desaparezca.

P

[
∂~v

∂t
+ (~v · ~∇)~v

]
= P

[
1

Re
∇2~v − ~∇p

]
(B.3)

El término temporal del primer paréntesis permanece invariante puesto que el campo de veloci-

dades es solenoidal y ya se encuentra en el plano de divergencia nula. Por otro lado, el término

de la presión desaparece ya que se encuentra en el plano de gradientes, ortogonal a ~v, y su

proyección es nula, obteniendo:

14Denotaremos el operador proyección por P .
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∂~v

∂t
= P

[
−(~v · ~∇)~v +

1

Re
∇2~v

]
(B.4)

El siguiente paso es despejar la presión de la ecuación de Navier-Stokes y sustituir el termino

temporal por lo encontrado en (B.4).

~∇p =

[
−(~v · ~∇)~v +

1

Re
∇2~v

]
︸ ︷︷ ︸

R(~v)

−P
[
−(~v · ~∇)~v +

1

Re
∇2~v

]
︸ ︷︷ ︸

~v n+1

(B.5)

De esta forma obtenemos descompuesta la ecuación de Navier-Stokes como mencionábamos al

principio de la sección. Por un lado el primer paréntesis de (B.6) representa el campo irrotacional,

R(~v), y los términos del segundo paréntesis se corresponden con el campo solenoidal, ~v .

R(~v) ≡ −(~v · ~∇)~v +
1

Re
∇2~v (B.6)

~∇p = R(~v)− ~v n+1 (B.7)

Por último, nos falta una ecuación para cerrar el sistema de ecuaciones y poder calcular la pre-

sión, por lo que aplicamos el operador divergencia a la ecuación (B.6) y generamos la mencionada

ecuación de Poisson:

∇2p = ~∇ ·
[
−(~v · ~∇)~v +

1

Re
∇2~v

]
(B.8)
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ciones de Navier-Stokes incompresibles por el método de los volúmenes finitos. Numerical
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