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Resumen

El objetivo fundamental de este proyecto consiste en resolver numéricamente las ecuaciones
de Navier-Stokes en su forma incompresible mediante la creaciéon de un cédigo programado
con MatLab que permita resolver y estudiar la fenomenologia de la mecéanica de fluidos. La
idea principal es profundizar en la fisica que hay detras del proceso de la implementacion
computacional de un problema, por lo que el cddigo resolvera casos con geometrias sencillas,
v la eficiencia del mismo no serd una prioridad. Se ha propuesto una discretizacién espacial
mediante el método de volimenes finitos y se ha utilizado el método de pasos fraccionados para

resolver el acoplamiento de la velocidad y la presion.

Con el fin de validar el programa se ha utilizado un caso test denominado “driven cavity“ en
dos dimensiones, caso muy comun en la dindmica de fluidos computacional para validar nuevos
cédigos que resuelven el movimiento de fluidos. Se han estudiado tres niimeros de Reynolds en
régimen laminar, 100, 1000 y 2000. Los resultados obtenidos con el c6digo nuevo son similares

a los obtenidos con el software comercial ANSYS Fluent.

Palabras clave: ecuaciones de Navier-Stokes, dindmica de fluidos computacional, método de

pasos fraccionados, volumenes finitos, numero de Reynolds, driven cavity



Abstract

The main objective of this project is to numerically solve the incompressible Navier-Stokes
equations by creating a code programmed with MatLab that allows solving and studying the
phenomenology of fluids dynamics. The principal idea is to delve into the physics behind the
process of implementing computationally a problem, thus the code will solve cases with simple
geometries, and its efficiency will not be a priority. We have proposed a spatial discretization
by the finite volume method and used the fractional-step-method to solve the coupling between

speed and pressure.

In order to validate the program we have used a test case called “ driven-cavity“ in two
dimensions, very common case in computational fluid dynamics to validate new codes that
solve the movement of fluids. We have studied three Reynolds numbers in laminar regime, 100,
1000 and 2000. The results obtained with the new code are similar to those obtained with the

commercial software ANSYS Fluent.

Key words: Navier-Stokes equations, computational fluid dynamics, fractional-step-method,

finite volumen method, Reynolds number, driven cavity



Nomenclatura

all ol
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Coordenada eje de abscisas

Coordenada eje de ordenadas

Densidad

Operador proyeccion

Presion absoluta

Ntmero de Courant

Ntmero de Reynolds

Tensor de tensiones asociado a fuerzas de superficie
Tensor de tensiones de esfuerzos viscosos

Tensor unitario

Tiempo

Vector de fuerzas volumétricas

Velocidad del fluido en un punto del espacio y en un instante de tiempo
Velocidad en la direccion x del movimiento
Velocidad en la direccién y del movimiento
Viscosidad cinematica

Viscosidad dindmica

Viscosidad volumétrica



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Propésito

El propésito fundamental de este proyecto consiste en la creacién de un cédigo programado
con MatLab que permita resolver las ecuaciones de Navier-Stokes en su forma incompressible
y estudiar la fenomenologia de la mecanica de fluidos y las bases de la dinamica de fluidos
computacional!. La idea principal es profundizar en la fisica que hay detras del proceso de
la implementacién computacional de un problema, por lo que el cédigo resolvera casos con
geometrias sencillas, y la eficiencia del mismo no sera una prioridad. Se ha propuesto una
discretizacién espacial mediante el método de volimenes finitos y se ha utilizado el método de

pasos fraccionados para resolver el acoplamiento de la velocidad y la presién.

1.2. Motivacion

A continuacién comentaremos las ventajas que presenta la simulacién frente a otras herra-
mientas de andlisis y de este modo entender los motivos por los cudles se ha elegido la simulacién

computacional como base de este proyecto.

Hoy en dia la simulacion es tanto una alternativa como un complemento a la experimentacién
en muchas ramas de la Ciencia ya que se trata de una herramienta barata y efectiva para
predecir las propiedades y el comportamiento de un sistema fisico. No sélo eso, sino que las
técnicas computacionales son un complemento necesario a la teoria que permite comprobar las
consecuencias que se obtienen de realizar hipdtesis o modelos complejos en diferentes ramas de

la fisica, y que de otra forma no se podrian chequear.

'Normalmente denominada CFD por su nombre inglés Computational Fluid Dynamics.
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Mads atn, la simulaciéon nos permite mejorar de manera sistematica el diseno y las propieda-
des de materiales por medio de la optimizacién de algoritmos (ver figura 1.1). Un procedimiento
asi resultaria tremendamente costoso si se hiciera prototipando o por otros medios de experi-
mentacién. Asi pues, podemos decir que la simulacion es una herramienta que mejora la eficacia

de los procesos tecnoldgicos, como se muestra en la siguiente figura.

DEVELOPMI DEeVELOPMI
WITHOUT SIMULA M WITH SIMULA
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Figura 1.1 — Ventajas del uso de la simulacién como herramienta en los procesos tec-
noldgicos. Imagen obtenida de BSH FElectrodomésticos Espana, departamento de Pre-

desarrollo.

Dentro de la simulacién, en concreto en el campo de la dindmica de fluidos computacional,
debido a que la prediccion de casos es tan complicada que no puede ser resuelta analiticamente,

es donde la simulacién aporta méas beneficios y su uso est4 més que justificado.

www.cfd-online.com

Figura 1.2 — Ejemplos de aplicacién de CFD. Imdgenes obtenidas de www.cfd-online.com

y BSH Electrodomésticos FEspana, departamento de Pre-desarrollo.

Por otro lado, como ya se ha mencionado, en este proyecto se pretende profundizar en la
fenomenologia fisica de la mecdnica de fluidos, asi como en los fundamentos computacionales

de la simulacién con herramientas CFD para lograr una base sélida en este campo de la fisica.
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Es por ello que debemos entender la filosofia de este proyecto como un medio para comprender
el funcionamiento de las muy complejas herramientas computacionales existentes hoy en dia.
Por esta razon se ha decidido crear un cédigo propio desde cero en vez de utilizar herramientas
ya en uso como pueden ser ANSYS Fluent, OpenFoam o RealFlow entre otros. Aunque dichos
programas son muy utiles y espectaculares para la simulacién de fluidos, su alta complejidad
hace que no sean las herramientas mas adecuadas para comprender en detalle como se solucionan

las ecuaciones de la mecédnica de fluidos.

1.3. Alcance

Antes de introducir los contenidos tedricos relacionados con el proyecto es necesario especi-

ficar ciertos puntos que afectan al alcance del mismo:

= Debido a que los fenémenos tratados en la dindmica de fluidos son macroscopicos, asu-
miremos la hipétesis de continuidad de la materia. Esto implica que cualquier elemento
de volumen sera suficientemente grande como para contener un numero muy elevado de

moléculas.

= Las propiedades fisicas del fluido se considerardan siempre constantes dentro del rango de

aplicacién de las ecuaciones. Esto implica que se trabajaré con fluidos incompresibles?.

= Kl régimen de trabajo serd laminar, por lo que no se podran resolver casos con flujos en

estado turbulento.
= El programa trabajara con problemas bidimensionales.

= El objetivo del c6digo es construir una herramienta de iniciacion a la fisica de fluidos, por

lo que la eficiencia del mismo no es una prioridad.

2Se pueden consultar las definiciones de los tipos de fluidos en la primera seccién del siguiente capitulo.



Capitulo 2

N1ucleo teorico

A continuacién se explicardn los conceptos de la Mecédnica de Fluidos necesarios para el
seguimiento del proyecto. Dado que esta materia no aparece de forma detallada en el contenido
de ninguna asignatura de la carrera, se ha procurado describir minuciosamente las bases de
esta rama de la fisica. El contenido tedrico de este apartado se ha descrito fundamentalmente

siguiendo los siguientes libros:
» Mecdnica de Fluidos de A. Crespo [9]
» Computational Methods for fluid dynamics de J. H. Ferziger y M. Perié [10]
» Fundamentos de Fluidos y Procesos Fluidodindmicos de N. Fueyo [11]
» Mecdnica de Fluidos de L. D. Landau [15]

» Computational fluid dynamics: a practical approach de J. Tu, G. H. Yeoh y C. Liu [21]
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2.1. Clasificacion de fluidos

» Estacionario - Transitorio

Un flujo estacionario es aquel en el que las variables que lo definen no cambian localmente

con el tiempo; uno transitorio en el que si lo hacen.

= Incompresible - Compresible

Un fluido incompresible es aquel en el que podemos considerar su densidad como constante;

en el caso contrario el fluido se denomina compresible.

s Ideal - Viscoso

Un fluido ideal es aquel en el que el efecto de la viscosidad es tan débil que puede suponerse
nula. Esto significa que podemos despreciar la fuerza de rozamiento interna entre las
diferentes capas de fluido. Por otro lado, los fluidos en los que el efecto dominante es

precisamente la viscosidad, se los denomina viscosos®.

= Newtonianos

Los fluidos newtonianos son aquellos en los que la viscosidad es constante, es decir, la
relacién entre la fuerza por unidad de superficie* que una capa de fluido ejerce sobre las

vecinas y la velocidad de deformacién es constante®.

2.2. Ecuaciones de conservacion

Denominamos Mecdnica de Fluidos a la rama de la mecdnica que estudia el movimiento
de los fluidos, las fuerzas que lo provocan y la interacciéon del mismo con el entorno que lo
limita. Un fluido en movimiento puede describirse mateméaticamente mediante las funciones de
distribucién de la velocidad y de dos magnitudes termodinamicas pertenecientes al fluido. De
esta forma, usando cinco magnitudes (las tres componentes de la velocidad y por ejemplo, la

presion y la densidad), el estado del fluido queda completamente determinado.

Las ecuaciones fundamentales de la mecdnica de fluidos modelan el comportamiento de

cualquier tipo de flujo mediante la conservacion de dos cantidades, la masa y el momento.

3Todos los fluidos reales son viscosos, sin embargo ese término se reserva para para aquéllos en los que la

viscosidad es la fuerza dominante.
4A la fuerza por unidad de superficie se le denomina esfuerzo.
SDependiendo del tipo de relacién que presenten los fluidos entre el esfuerzo y la velocidad de deformacién

existen varias clasificaciones de fluidos. Sin embargo s6lo se mencionan los newtonianos por tratarse del tipo de

fluidos con los que se trabajard en este proyecto.

10
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A continuacion se exponen las ecuaciones necesarias para entender la conservacién de dichas
magnitudes. Estas ecuaciones han sido simplificadas bajo ciertas hipdtesis asumidas de forma

muy comun por gran parte de la comunidad cientifica.

Dichas hipétesis son:

s Medio continuo

Efectos relativistas despreciables
= Ausencia de efectos cudnticos
= Validez en sistemas de referencia inerciales

= Interaccién con campos magnéticos despreciable

2.2.1. Conservacién de la materia

La ley de conservacion de la materia se cumple con independencia de la naturaleza del fluido
o de las fuerzas que actien sobre el mismo. Esto implica que a lo largo de todo un fluido la
masa no se destruye ni genera en ningiin punto. Mateméaticamente esta ley de conservacion se

expresa, en su forma diferencial, de la siguiente manera:

8 = 7\ —
E%—V-(pv) =0 (2.1)

donde p es la densidad del fluido y ¥ la velocidad del fluido en un punto (z,y,z) del espacio
para un instante de tiempo t. El primer término de la expresién anterior representa la variacién
de masa por unidad de volumen y unidad de tiempo en cierto punto del espacio, y el segundo
término hace referencia a la variacién de velocidad de entrada y de salida de la materia en el

sistema.

La expresion (2.1) es la denominada ecuacion de continuidad, vélida para todo tipo de fluidos.
Esta expresion aparece en gran cantidad de campos de la fisica, como son La Mecénica Cudantica,

la Teoria Electromagnética, la Mecanica Relativista etc.

2.2.2. Conservacién del momento

La cantidad de movimiento o momento es una magnitud fisica vectorial que, del mismo
modo que la materia, obedece a una ley de conservacion. Para el caso de los fluidos, la segunda
Ley de Newton afirma que la variaciéon de la cantidad de movimiento por unidad de tiempo de

una masa fluida es igual a la resultante de todas las fuerzas que actien sobre dicha masa.

11
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Las fuerzas que actian sobre un fluido son de dos tipos, fuerzas de volumen y fuerzas de
superficie. Si consideramos un elemento de volumen Vj rodeado por una superficie cerrada Sp,
las fuerzas de volumen son las que no dependen de la interaccién del fluido en V{y con el fluido
que lo rodea y por tanto afectan a todo el elemento de volumen por igual. La fuerza gravitatoria,
las fuerzas eléctricas y las magnéticas son ejemplos de estas fuerzas. En cambio, las fuerzas de
superficie son fuerzas que dependen de la interaccién del fluido en Vj con el fluido que lo rodea.
Son fuerzas que se ejercen sobre el volumen V; a través de la superficie Sy. Ejemplos de estas
fuerzas son las fuerzas de presién, viscosidad o friccién. Teniendo en cuenta esto la ecuacion de

cantidad de movimiento se expresa como sigue:

—

Dv > o =
pﬁ:fv‘i'V'? (2.2)
donde ﬁ designa las fuerzas de volumen que actien sobre el fluido y T es el tensor de tensiones

asociado a las fuerzas de superficie.

En este caso el cociente Dv// Dt representa la variacién con respecto al tiempo de la velocidad de
una particula fluida® moviéndose por el espacio, es decir, los ejes de coordenadas estan situados
sobre cada particula fluida. La descripcién del movimiento resulta de obtener las trayectorias
que describen dichas particulas. Esta manera de describir los fluidos se denomina descripcion
lagrangiana, uno de los dos formalismos [9] que se utilizan habitualmente para describir ma-
croscépicamente los fluidos. El segundo de los formalismos se denomina descripcion euleriana,
en la que los ejes se sitdan en puntos fijos del espacio, por lo que en este caso es la descripcion
instantanea de la velocidad en cada punto lo que se obtiene para representar el movimiento del

fluido.

En lo que sigue adoptaremos un punto de vista euleriano, por lo que necesitamos conocer
la relacién entre ambas descripciones para obtener la ecuacién (2.2) de forma que la derivada
de la velocidad se refiera a puntos fijos del espacio. El concepto de derivada sustancial” [11]
es la herramienta que nos permite pasar de un formalismo a otro. De forma intuitiva puede
postularse que esa derivada refleja dos causas distintas del cambio; por un lado el hecho de que
la velocidad puede estar cambiando con el tiempo de forma local; y por otro lado el hecho de que
la particula fluida pueda estar moviéndose en un campo en el que la velocidad no es uniforme.

La siguiente ecuacion expresa esos cambios en la velocidad que experimenta la particula fluida

SRetomando la definicién de medio continuo, entendemos particula fluida como un volumen suficientemente

pequenio para poder considerarlo geométricamente un punto.
"A veces denominada también derivada total o derivada material.

12
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a medida que se mueve por el campo de fluido.

g:—g:Jr(ﬁﬁ)ﬁ (2.3)
Esta ecuacién es la definicién [11] de derivada sustancial de la velocidad. Sustituyendo ahora
en (2.2) obtenemos la expresion para la conservaciéon del momento de un fluido viscoso referida
a puntos fijos del espacio.

8_’ — — [
p[aer(ﬁ-V)ﬁ}:fUﬁLV-T (2.4)

El tensor de esfuerzos de (2.4) puede escribirse como suma de dos términos, uno que re-
presenta el tensor de esfuerzos normales producido por fuerzas externas sobre la superficie del

sistema y otro el tensor de esfuerzos viscosos, esto es,

Fopl+7 (2.5)
donde p es la presion del fluido, T es el tensor unitario y 7/ el tensor de tensiones de esfuerzos
viscosos, relacionado con el transporte molecular de cantidad de movimiento. El tensor de
tensiones adopta diferentes formas dependiendo del tipo de fluido que se esté considerando. A
continuacién se vera la forma que adquieren los tensores cuando tratamos con fluidos ideales y

con fluidos viscosos.

Fluidos ideales

Como ya se ha mencionado, un fluido ideal es un fluido en que las fuerzas viscosas son
consideradas nulas. En estas circunstancias la tinica fuerza que acttia sobre el fluido es la presién,
de forma que la fuerza total sobre un cierto volumen es la integral — ¢ pd§ de la presién a lo
largo de la superficie que rodea el volumen. En este caso el tensor de tensiones (2.5) es una matriz
diagonal con sus tres componentes iguales a —p, de modo que sustituyendo en (2.4) llegamos a
la expresién de la conocida ecuacion de Euler (2.6), una de las ecuaciones fundamentales de la
mecanica de fluidos.

p [g? +(7-V) 17] =-Vp (2.6)

Si nos encontramos en presencia de un campo gravitatorio, la ecuacién (2.6) ha de ser

modificada, de acuerdo a la ecuacién (2.4), sumédndole al gradiente de la presién un término

correspondiente a la fuerza que ejerce la gravedad sobre cada elemento de volumen.

(2.7)

13
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Fluidos viscosos

Se pretende ahora obtener las ecuaciones del movimiento para un fluido viscoso. Para ello es
necesario anadir al tensor de tensiones de un fluido ideal un término que refleje la transferencia
de impulso viscoso, esto es, el término 7' de la ecuacién (2.5). La forma mds general de este

tensor de rango dos se representa de la siguiente forma [15].

= |:(9'Uj 4 8’[)1'

2 — ] — I

De este modo, anadiendo la divergencia del tensor (2.8) a la ecuacién de Euler obtenemos la

forma general de la ecuacién del movimiento para un fluido viscoso.

ovj  Ov;
’U]+U

0 e ] e R 5 =
p |Gt @95 = Fos ¥ [GR gE -3 0T (@ 0T} e

Las constantes n y ¢ se denominan primer y segundo coeficientes de viscosidad, o viscosidad
dindmica y viscosidad volumétrica. Estas magnitudes son funciones de la presién y la tempe-
ratura, de modo que no son son constantes en todo el fluido y no pueden extraerse fuera del
operador divergencia. Sin embargo, en la mayoria de los casos, los coeficientes de viscosidad
no varian de forma notable a lo largo del fluido y pueden considerarse constantes, obteniendo

asi una expresion mas sencilla en forma vectorial para los fluidos viscosos.

o7, =, - . 1 . == .
p [at—l-(v-V)v] :—Vp+77V2U+(C—|—§77)V(V-v) (2.10)

Si nos encontramos en un caso en el que podemos considerar el fluido incompressible, la
densidad es constante a lo largo del mismo y la ecuacién de continuidad (2.1) se reduce a

V-7 = 0. De este modo, el ltimo término en el segundo miembro de (2.10) es cero y obtenemos

la ecuacién de Navier-Stokes:

ov - -
p [a:jt(a'vw] = -Vp+n V7 (2.11)
En este caso el tensor de esfuerzos queda reducido a una expresién sencilla ( 7/ = —ﬁp—i—n V27)

que sélo depende de la viscosidad dindmica 7. No obstante, es frecuente encontrar las ecuaciones

escritas en funcién del cociente v = %, denominado wiscosidad cinemdtica.

ov

LS - 1= 9
- . S — 2.12
at+(v V) v pr+qu (2.12)

La ecuacién de Navier-Stokes (2.12) es un sistema de ecuaciones en derivadas parciales
no lineales formado por tres ecuaciones, una para cada direccién del espacio. Se encuentran

acopladas entre si a través de la presién y la velocidad.

14
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El nimero de Reynolds

El niimero de Reynolds es un pardmetro que aparece en numerosos problemas de la mecanica
de fluidos debido a que permite trabajar con la ecuacién de Navier-Stokes en su forma adimen-
sional. Este niimero relaciona la viscosidad cinematica v, la velocidad principal de un problema
v, y un tercer parametro relacionado con las propiedades geométricas del mismo, denominado

longitud caracteristica [.
v] = [m]?/[s] = L* T, I] =[m] =L, [vo] = [m]/[s] = LT~

Con estas tres magnitudes sélo podemos formar un unico pardmetro adimensional, a saber,

vo l/v. Esta combinacién, designada por Re, es lo que se conoce como nimero de Reynolds,

l
Re =" (2.13)

1%

y representa el ratio de las fuerzas viscosas frente a las de inercia. Nimeros de Reynolds altos
indican que las fuerzas de inercia predominan frente a las viscosas, y para numeros suficiente-
mente altos, Re > 4000, el flujo sera turbulento. Esto implica que el movimiento del fluido es
muy sensible a cualquier perturbacién, que se amplia rapidamente formando remolinos debido
al cardcter irregular del flujo. Por el contrario, para nimeros de Reynolds bajos, Re < 2000,
el flujo serd laminar, lo que quiere decir que cualquier perturbacion que el fluido pueda sufrir
sera amortigua con facilidad y las capas de fluido adyacentes serdan siempre paralelas. Los flujos
que se encuentran entre esos dos valores de Re pertenecen a lo que se conoce como zona de

transiciéon.

El proceso de adimensionalizar la ecuacién de Navier-Stokes (2.12) (y cualquier ecuacién
en general) consiste en suponer que cualquier variable dimensional ¢ que intervenga puede
escribirse como el producto de un valor tipico constante, iy, y una variable adimensional o
variable reducida, 1*, de modo que: ¥ = g 1*. Si escribimos de este modo todas variables que
intervienen en (2.12) ( 7, t, 7, p, p y v ), adimensionalizamos los operadores nabla y gradiente,

y sustituimos en la misma, obtenemos la ecuacién de Navier-Stokes adimensionalizada®:

07" a1

Sk k) 2 *2 2% Ik
o + (- V)T Rev v*—V'p (2.14)

Como se acaba de mencionar, las variables marcadas con un asterisco son las nuevas variables
adimensionalizadas con las que se trabajard de aqui en adelante. Sin embargo, a partir de este
momento, por simplicidad en la notacién prescindiremos de los asteriscos, aunque teniendo en

mente que las variables que se van a resolver son las nuevas variables reducidas.

8Podemos encontrar el desarrollo completo del paso de (2.12) a (2.14) en la referencia [11].
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2.3. Ecuaciones simplificadas

Como ya se ha mencionado anteriormente, es necesario adaptar las ecuaciones de continuidad
y de Navier-Stokes a nuestro caso particular y realizar simplificaciones adicionales, hasta obtener
las ecuaciones que finalmente se han implementado en el cédigo.

A continuacién veremos en detalle dichas simplificaciones:

= Las propiedades fisicas del fluido seran constantes.

La consecuencia directa de esto es que no se podran estudiar casos en los que el fluido
sea compresible, es decir, se asume densidad constante. Por otro lado la viscosidad del
fluido también serd constante, por lo que la simulaciéon queda limitada a un rango de

temperaturas en las que las propiedades fisicas no varien notablemente.

= Se consideraran fluidos en régimen laminar.

Esto implica que no se podran estudiar flujos turbulentos. Los fluidos quedan restringidos

a aquellos con ntimeros de Reynolds menores de 2000.

= Se trabajard con fluidos newtonianos.

En este punto eliminamos todos aquellos fluidos en los que la relacién entre el esfuerzo y
la velocidad de deformacién no sea constante. Por ejemplo la miel, los metales pesados, la

sangre v otros fluidos “pegajosos” quedarian excluidos.
y

= Se trataran problemas bidimensionales.

Aqui es donde limitamos de manera notable el nimero de casos que podemos simular.
Sin embargo la esencia de la fenomenologia es la misma en dos que en tres dimensiones,
y anadir una tercera dimension complica tanto la explicacion como la visualizacién de
resultados. En definitiva, la riqueza de descripciéon del movimiento que aporta el caso 3D
no compensa el esfuerzo requerido en la programacion y el mayor coste computacional de

las simulaciones.

Teniendo en cuenta todo lo anterior, se concluye que las ecuaciones que se implementaran en el

programa son las siguientes.

— 1 —
— 4 (¥-V¥) =—V2F-Vp (2.15)
Re

V.-9=0 (2.16)
A partir de este momento consideramos que el vector velocidad tiene solamente dos dimensiones,

U = (u,v).
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2.4. Condiciones de contorno

En las secciones anteriores se han expuesto las ecuaciones generales que gobiernan el movi-
miento de los fluidos. Sin embargo, cuando se reduce el problema a un dominio espacial concreto,
la informacién para obtener cualquier solucién particular del sistema de ecuaciones (2.12) es
insuficiente. Es por ello que resulta fundamental especificar las condiciones de contorno que

informen del comportamiento del fluido en las fronteras.

Revisaremos ahora las condiciones de contorno mas habituales para un fluido viscoso, em-
pezando por la llamada condicién de no-deslizamiento (no-slip). Esta condicién se aplica a la
superficie de sélidos y asume que la velocidad relativa entre la superficie del sélido y el fluido

infinitamente préximo a ésta es cero.

Por otro lado se encuentran las condiciones de contorno tipo Dirichlet. La informacién que
aportan este tipo de condiciones es directa, es decir, el valor en la frontera de una variable
genérica ¢ se considera conocido, ¢ = f. Para el caso de un fluido, generalmente esta condicién

se aplica al flujo entrante e implica que una de las componentes de la velocidad es conocida.

Por ltimo, otra de las condiciones de contorno més usuales son las llamadas condiciones
Newman, que aportan informacién de tipo indirecta. De forma general se conoce el valor de la
derivada de la variable ¢ en una direccién normal n, d¢/0n = f, en la frontera. Normalmente,
estas condiciones se encuentran localizadas en una zona en la que el fluido es unidireccional y

por lo tanto no hay cambios en la componente de la velocidad a lo largo de esa direccién.

A lo largo de este capitulo hemos visto de forma detalla los fundamentos y conceptos necesa-
rios para comprender la fenomenologia de la mecanica de fluidos. El siguiente paso es establecer
los fundamentos de la mecanica de fluidos computacional para ser capaces de traducir las ecua-
ciones que intervengan en cada problema al lenguaje computacional. Por tanto, en el siguiente

capitulo se explicaran los pasos necesarios para llevar a cabo dicha traduccion.
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Capitulo 3

Implementacion

Como se ha visto en el capitulo anterior, el conjunto de ecuaciones de Navier-Stokes y la
ecuacion de continuidad conforman un complejo sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales acopladas. Es por ello que, a excepciéon de casos muy simples, atin no se han hallado

soluciones analiticas y la necesidad de una resolucién numérica resulta evidente.

El proceso de obtener la solucién numérica computacionalmente involucra tres etapas, des-
acoplar, discretizar y resolver las ecuaciones. En la primera etapa se trata de desacoplar la
velocidad de la presién en las ecuaciones, esto es, buscar un método adecuado que nos permita
obtener un conjunto de expresiones equivalentes a las ecuaciones de Navier-Stokes y continui-
dad, en las que las incognitas (U y p) se puedan resolver por separado. En la segunda etapa se
transforman las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales y sus condiciones de contorno
en un sistema de ecuaciones algebraicas discretas, tanto en el tiempo como en el espacio. Por
altimo, la tercera etapa supone la implementacion de métodos numéricos para resolver compu-

tacionalmente los sistemas de ecuaciones algebraicas ya discretizadas y desacopladas.

En este capitulo se estudiard, por una parte el llamado método de pasos fraccionados
(Fractional-Step Method-FSM), método utilizado para desacoplar la presién de la velocidad
en las ecuaciones de Navier-Stokes, y por otra parte el método de Volumenes Finitos, utiliza-
do para discretizar espacialmente las ecuaciones. Durante el desarrollo del FSM se explicaran

también los esquemas de discretizacién utilizados para la parte temporal.
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3.1. Método de pasos fraccionados (FSM)

El FSM fue primero introducido por Chorin [5] y unos anos después Kim y Moin [14]
realizaron una modificacién para extenderlo al método de los Volimenes Finitos. Este método
utiliza el teorema de descomposicion de Helmholtz-Hodge para resolver el acoplamiento de la
presion y la velocidad en fluidos incompresibles. La idea es obtener dos ecuaciones separadas,
una para la velocidad y otra para la presién. Para ello el método utiliza una velocidad intermedia
con la que se resuelve la presién y después se calcula la velocidad final corrigiendo la velocidad
intermedia con la presién. A continuacién veremos de forma maés detallada el funcionamiento

del método, empezando por el teorema de Helmholtz-Hodge.

El teorema de Helmholtz-Hodge [6] establece que cualquier campo vectorial & definido sobre
un contorno cerrado puede ser descompuesto de manera Unica en una parte de divergencia nula

o parte solenoidal Js,; y una parte irrotacional & (ver figura 3.1), de la siguiente forma:

& = Geop + Girr = Gsor + VA (3.1)

Campo de

gradientes

<L
b

@
Campo de
divergencia —)I
nula wS ol

Figura 3.1 — Descomposicién unica del campo vectorial &.

ya que VxVA=0 para cualquier campo escalar A. Si aplicamos el operador divergencia a

ambos lados de (3.1) obtenemos la ecuacién de Poisson para el campo escalar A,

V- -d=vV3A (ya que V- @sop = 0) (3.2)

y si el campo & es conocido, podemos resolver la ecuaciéon anterior utilizando la relacion si-
guiente:

Fot =& — VA (3.3)
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Una vez explicado el teorema de Helmholtz-Hodge lo aplicamos a las ecuaciones de Navier-
Stokes para resolver el acoplamiento de la presiéon y la velocidad y obtener dos ecuaciones
resolubles, una para cada variable mencionada. Si observamos las ecuaciones simplificadas que

obtuvimos en el capitulo anterior,

— 4+ (7-V)T=— V20— Vp (3.4)

V-7=0 (3.5)

vemos que el término de la presién se corresponde con la parte irrotacional que menciondbamos
(Vp ~ VA), y la velocidad con el campo de divergencia nula (V - 7 ~ V - @,). Por tanto el
método consiste en definir una velocidad intermedia que corresponde con el campo solenoidal y
que es funcién de un vector que definiremos como R(%)° (ver ecuacién (3.6)). A continuacién,
si despejamos el término de la presién en (3.4) y aplicamos el operador divergencia, obtenemos

la ecuacion de Poisson para la presion,

- - 1
Vip=V- —(a-V)mEv?a (3.6)

R(?)
y utilizando R(¥) obtenemos la ecuacién andloga a (3.3) para las ecuaciones de Navier-Stokes

(ver figura 3.2):

7= R(%) — Vp (3.7)
R(V)
5| A~
)
v

Figura 3.2 — Descomposicién tnica de las ecuaciones de Navier-Stokes en un campo

irrotacional (Vp) y uno de divergencia nula (%) .

9Este término representa los términos convectivos (primer sumando) y difusivos (segundo sumando) de la

ecuacion de Navier-Stokes.
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De esta forma, con el campo de velocidades inicial (que es conocido), podemos calcular
directamente la velocidad intermedia, v* = f(R(?¥)), utilizarla para resolver la ecuacién de
Poisson, y por ultimo corregir ¢* con el gradiente de presién para calcular la velocidad final o/
del fluido. Explicado de forma sencilla esta es la idea fundamental del funcionamiento del FSM,

para una informacién mas detallada sobre el desarrollo matematico consultar el apéndice B.

Discretizacion temporal

En este punto del desarrollo del FSM debemos especificar los esquemas temporales que
se van a utilizar, puesto que la formulacién final del método depende de los mismos. Existen

numerosos esquemas temporales, pero a grandes rasgos se pueden dividir en dos grupos:

= Esquemas explicitos. Los esquemas explicitos son aquellos que asumen que los valores
de las variables en el nuevo instante de tiempo dependen unicamente del valor de la
variable en el instante anterior. Son esquemas que aproximan los valores nuevos a partir
de los calculados, por lo que requieren un menor coste computacional, pero a su vez la

estabilidad de los mismos también es menor.

» Esquemas implicitos. En los esquemas implicitos el valor de las variables en el nuevo
instante de tiempo ya no se aproxima, se calcula de forma precisa a partir tanto del instante
anterior como del siguiente. El coste computacional en este caso es bastante mayor en cada

iteracién, pero cuentan con la ventaja de que la estabilidad del método es muy alta.

Aqui utilizaremos esquemas explicitos para reducir el tiempo de computacional, y para
resolver el problema de la estabilidad de utilizara el criterio de Courant para determinar el paso

de tiempo:

 |ul At

Co o

<1 (3.8)

donde Co es el nimero de Courant, también llamado nimero de Courant, Friedrich y Levy [8].

Siguiendo ahora con la eleccién de los esquemas temporales para el desarrollo del FSM,
en nuestro caso hemos optado por el esquema de bajo orden CDS (Central Difference Scheme
o Esquema de las Diferencias Centradas) para la discretizacién del término de la derivada
temporal,

ov gl — g

ov ~ Y (3.9)
ot n+1/2 At

un esquema explicito de segundo orden conocido como esquema de Adams-Bashforth [1] para

los términos agrupados en R(%),
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Rn+1/2(1—}») ~

[\CR V]

R(E™) — %R(U”‘l) (3.10)

y por tltimo un esquema de primer orden hacia atras de Euler para el término del gradiente de
presién:

grtl—gn 3
2

_ —n _1 Sn—1\ v, ntl
oy R(T7"™) 2R(v )—Vp (3.11)

A continuacién, si reorganizamos en la ecuacién (3.11), obtenemos la velocidad intermedia 7*,

representada por el primer término de la siguiente expresion:

3 1

P+ Vp At = 07 + At 5 R =5 R(E™Y) (3.12)
Y
7* ="t + Upntt At (3.13)

De esta forma obtenemos una expresién para determinar la velocidad real 771,

El dltimo paso consiste en aplicar a la ecuacién (3.13) el operador divergencia y el criterio de
incompresibilidad para obtener la ecuacién de Poisson en forma discreta, concluyendo asi con
la formulacién del método.

V. 7" = AVt (3.14)

3.1.1. Pasos del FSM

A continuacién resumiremos los pasos de resolucién del FSM. De este modo veremos tanto
el funcionamiento global que seguird el programa como las ecuaciones con las que trabajaremos

de aqui en adelante para concluir el proceso de discretizacion.

1. Evaluar los términos difusivos y convectivos mediante el calculo de R(¥™) utilizando el

campo de velocidades inicial.

R(¥") = —(8"V)T" + 4 V25"

2. Determinar la velocidad intermedia.

T*=0"+ At [Z R(T™) — 3 R(T™Y)]

3. Resolver la ecuacion de Poisson para obtener el campo de presiones.

2, n41 _ V-B*
Vop = "at
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4. Corregir la velocidad intermedia con la presién del paso anterior y evaluar la velocidad

real del fluido en el instante n + 1.

gt = g — Vpnit At

3.2. Discretizacion espacial

3.2.1. Meétodo de Volumenes Finitos

El método de los volumenes finitos se basa en la discretizacién directa de las ecuaciones
de conservaciéon de la masa, cantidad de movimiento y la energia. Este método integra las
ecuaciones en cada uno de volimenes de control en que se divide el dominio de trabajo (ver
figura 3.3), asociando a cada uno de ellos un punto nodal en el centro. Las integrales de superficie
que aparecen en las ecuaciones se aproximan por la suma de los flujos que atraviesan cada una
de caras del poliedro; el resultado es una ecuacién discretizada que relaciona los valores de las

variables en un grupo de puntos nodales.

Celda = volumen
finito de control

Figura 3.3 — Representacién de un dominio discretizado con el método de voliimenes

finitos.

La principal ventaja del método de los volimenes finitos es que la discretizacién espacial se
lleva a cabo directamente en el espacio fisico del problema. Por lo tanto, no hay problemas con
la transformacién entre sistemas de coordenadas, como ocurre en el método de las diferencias
finitas. Otra ventaja del método es la gran flexibilidad que ofrece a la hora de usarlo tanto en
mallas estructuradas como no estructuradas. Debido a todo esto este método es uno de los mas

utilizados en simulaciones CFD.

3.2.2. Mallado

El primer paso en la discretizacién espacial consiste en la discretizacién del dominio de
trabajo, esto es, decidir el tipo de malla mas adecuada a nuestro problema, teniendo en cuenta

las ventajas y limitaciones de cada una de ellas.
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Una malla de resolucién se define como el conjunto discreto de puntos (también denominados
nodos) pertenecientes al dominio continuo de trabajo y sobre los cuales se hayan las soluciones
aproximadas del problema. Dependiendo de la forma y tamafio relativo de los nodos que compo-
nen una malla, se distinguen dos tipos, las mallas estructuradas y las no estructuradas. Dentro
de las mallas estructuradas podemos encontrar mallas uniformes o no uniformes, dependiendo
de regularidad del espaciado entre celdas. La figura 3.4 muestra un ejemplo de los tres tipos de

mallas mencionados.

Figura 3.4 — Ejemplo de malla uniforme no estructurada (malla inferior horizontal),

uniforme estructurada (malla inferior vertical) y no estructurada (malla superior).

La ventaja de las mallas estructuradas es que su geometria es sencilla y por ende son més
faciles e intuitivas de programar. Sin embargo, no son perfectamente adaptables a las regiones
de interés y no se puede densificar una zona de interés sin aumentar el niimero de puntos a
lo largo de toda la malla. El punto fuerte de las mallas no estructuradas es precisamente que
son totalmente moldeables segtin sea la geometria del problema, pero su implementacién en el
ordenador es bastante mas costosa. Por ello, es necesario definir bien nuestro propésito y decidir

qué tipo de malla es mas conveniente, teniendo en cuenta las limitaciones de cada una.

En nuestro caso sélo se tratard con geometrias sencillas y por tanto se utilizardan mallas es-
tructuradas uniformes. La diferencia de calidad aportada por las mallas no estructuradas no

compensa, para el alcance de este proyecto, el esfuerzo requerido.

Por otro lado, si nos fijamos en la situacion de los nodos en las mallas, se distinguen dos
tipos: las mallas centradas y las mallas desplazadas (staggered). Las centradas se caracterizan por
trabajar con todas las variables definidas en el nodo central del volumen de control, mientras que
las mallas desplazadas trabajan con la presién en el centro del volumen y las componentes de la

velocidad se desplazan media celda hacia la cara de la misma, en cada direccién correspondiente.
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p,u, v P

Figura 3.5 — Ejemplo de malla centrada (izquierda) y malla desplazada (derecha).

Trabajar con una malla desplazada es equivalente a trabajar con varias mallas centradas, una

para cada variable, tal y como se ve en la figura 3.6.

Celdas de conservacion:

l:‘ masa
pommden e @----- T

D velocidad en x

3 $ l:‘ velocidad en y

Figura 3.6 — Ejemplo de malla desplazada en 2D.

La eleccién obvia seria trabajar con una malla centrada, con todas las variables almacenadas
en el mismo punto y con los mismos volimenes de control. Sin embargo este tipo de mallas
siempre ha tenido en contra las dificultades con el acoplamiento presién-velocidad en fluidos
incompresibles y la aparicién de oscilaciones en la presién [10]. Debido a esto, desde que se
introdujeron las mallas desplazadas en 1980, la disposicion centrada no ha sido apenas usada,

ya que este tipo de mallas soluciona los problemas mencionados y aporta otras ventajas [10].

En concreto el uso de una disposicién desplazada tal y como la que aparece en la figura 3.5
presenta la ventaja de que muchos de los términos que requieren interpolaciéon con la malla
centrada pueden ser calculados directamente sin interpolaciéon. Podemos ver esto en la figura 3.7.
Tanto la presiéon como los términos difusivos pueden ser aproximados por diferencias centradas
sin interpolacion, ya que la presion se encuentra en el centro de la celda y las derivadas de la

velocidad (necesitadas para el término difusivo), ya se encuentran calculadas en las caras.
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N NE
AN VAN
5] 5]
® Nodos de presion
i => => Nodos de velocidad en x
E A ﬁ Nodos de velocidad en y
E => E Celdas de conservacion:
D masa
L
SE |:| momento en X
=> Se = ° =>
S D momento eny

Figura 3.7 — Esquema representativo de la malla utilizada (uniforme, estructurada y

desplazada), asi como la colocacién de cada uno de los puntos de las diferentes variables.

Teniendo en cuenta todo lo anterior, trabajaremos con una malla uniforme estructurada
y desplazada. En la figura 3.7 se muestra un esquema de la malla que se ha implementado,
asi como la notacién utilizada (la més habitual) de las celdas y sus colindantes. Dado un punto
cualquiera P, sus vecinos se denotaran segin las iniciales en inglés de los puntos cardinales, N,

S, E y W. Las caras de las celdas se denotan de la misma manera pero con letras mintsculas.

3.2.3. Discretizacién espacial de las ecuaciones

Una vez definida la malla de trabajo, el segundo paso consiste en discretizar las ecuaciones
obtenidas en el apartado de “Pasos del FSM”, eliminando asi las derivadas espaciales involu-
cradas. Para ello aplicaremos el método de Volimenes Finitos, de manera que integraremos las
ecuaciones sobre una celda genérica como la que se muestra en la figura 3.8, valida tanto si
integramos una componente u otra de la velocidad. En un principio deberiamos integrar pri-
mero todas las ecuaciones referidas a una componente y después a la otra, cada una integrada
en su correspondiente malla de trabajo (figura 3.7). Sin embargo podemos simplificar el proce-
so integrando las ecuaciones para una variable genérica ¢ = ¥ = (u,v) y llegado el momento

especificando qué magnitudes han de ser sustituidas u obtenidas de cada malla en particular.
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y
- Ne
Ay

0Yn i n

@ e - ——

w w P } e E X
5y8 S i

/Pe = Ax

L Se

% Oy dze T‘

Figura 3.8 — Diagrama de una celda genérica y la nomenclatura utilizada para designar

los parametros de la misma.

Dicho esto, las ecuaciones que debemos discretizar son las siguientes:

1 2
7o V0 (3.15)

R(¢)=—(¢V) o+
V- o*
At

Vip = (3.16)

A continuacién se mostrara el proceso de discretizacion llevado a cabo sélo para R(¢) debido
a que los operadores que intervienen en las dos ecuaciones son los mismos y la discretizacién
es equivalente. La unica diferencia, como hemos mencionado antes, es la malla de trabajo, que

para la ecuacién (3.16) seria la malla de los nodos de presiones.

Discretizacion de R(¢) :

—

A) Parte convectiva R(¢)cony = (¢ V) @

J [ @) a5 = //(w—i—vgz)dafdy:

Az
[ | wor - won+ o5l —w)| dy -
(w6)e — ()] (o — )+ (0N — (v0).] Az (3.17)
—_———

Ay

Como vemos en la expresion anterior, hemos aproximado las integrales de superficie por la
suma de los flujos que atraviesan las caras, ¢; = ¢¢ w,n,s- Ahora bien, los puntos e, w,ny s
no son puntos pertenecientes al dominio de trabajo de la malla y necesitamos ponerlos en

funcién de los puntos E, W, N y S. Usando de nuevo el esquema de diferencias centradas
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podemos aproximar:
_¢p+¢1

0 = 20

donde ¢p y ¢1 = ¢rw,N,s ahora si se corresponden con los valores de los flujos en puntos
de la malla. Sustituyendo en (3.17) obtenemos,

R(®)conv = % [te (PP + OB) — Uuw (PP + dW)] + % [vn (PP + ON) — vs (PP + P5)]
(3.18)

B) Parte difusiva R(¢)air = V26 :

ffoss= [ [ (32 55) o

[1(2).~(2), + Z2ad -
() - (@) ][ -@)]  ew

Esta vez para obtener la expresion en funcién de los puntos del dominio usamos de nuevo

diferencias centradas de la siguiente forma:

<5¢) _br—or <6¢> _9r=¢r (3.20)
or), xr—uxp dy); yr—yp ‘
dxi dyi

Sustituyendo en (3.20) llegamos a la expresién para la parte difusiva,

o= (452 ()] () (5] o

El siguiente paso es sumar los términos convectivo y el difusivo teniendo en cuenta que R(¢)

—R(6)eonv + (1/Re) R(¢)ais. De modo que obtenemos:
R(8) = 5 i (6p + bw) e (bp + 0m)] + o [oa (69 + 65) — v (60 + 6] +
2[5 () ) (2] o

Re oxe dxw

Podemos expresar la ecuacién anterior de forma compacta como sigue,

R(¢) = aw ow + ag ¢ +an N + as ¢s — ap dp (3.23)
siendo los coeficientes:
1 Uy
aw = Ay <Re o 2) (3.24a)
ap = Ay < Reléace - 1;) (3.24b)
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1 v
=A - = .24
“w v (Re doyn 2 ) (3:24¢)
1 v
=A = .24
a5 v <Re oys * 2 ) (3:24d)
ap=aw +ag +ay + ag (3.24e)

Hasta este punto se ha discretizado el vector R(¢) de forma genérica, por lo que las expre-
siones (3.24) y (3.25) son validas para cualquier componente de la velocidad. Es aqui cuando
debemos tener en cuenta a la hora de programar, si estamos tratando con una o con otra. A
continuacion, siguiendo la notacion de las figuras 3.7 y 3.8, mostraremos unas tablas con los

parametros apropiados para sustituir en los coeficientes anteriores.

v Ax Ay dxe dxw dyn dys

u Az Ay rh — rh r'h — Ty YN — Yp Yyp — Ys

v Az Ay TR —Tp Tp — Tw YN — Yp Yp — Y
o Ue Uny Un, Vs 5"

u  (Up+Ug)/2 (Up+Uw)/2 (Vp+VE)/2 (Vs+Ves)/2 (éopr+odE)/2
v (Up+Un)/2 (UOUwn+Uw)/2 (Vp+VN)/2  (VP+Vs)/2  (¢p+¢dnN)/2

Cuadro 3.1 — Pardmetros adecuados para sustituir en los coeficientes (3.25), dependien-
do de la componente de la velocidad que tratemos. Los superindices u y v significan que

el parametro se evalia en la malla desplazada que corresponda.

3.3. Algoritmo de Resolucion

Para concluir el capitulo de implementacion veremos el proceso completo de resolucion,
explicando las relaciones entre los diferentes conceptos hasta ahora vistos y el orden que siguen
las operaciones computacionales. La figura 3.9 muestra una perspectiva visual del algoritmo de

resolucion!®, que podriamos dividir en cuatro partes:

1. Definicion del caso.

La definicion del caso es una parte esencial de todo el proceso. En este punto se transforma
el problema fisico elegido en un conjunto de ecuaciones discretizadas y se establecen las
condiciones de contorno adecuadas. Asi mismo se opta por una discretizacién espacial y

temporal concretas, y por ultimo se eligen los criterios de convergencia del programa.

10Pyede consultarse el cédigo MatLab completo en el apéndice A.
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INICIO
Definicion del caso

Parametros geométricos

dimensiones
n? celdas

Propiedades fisicas

velocidad inicial
nimero de Reynodls

Parametros numéricos

paso de tiempo

precisiones (en p, Uy V)

I
Calculos previos

matrices iniciales
coeficientes geométricos

Cuerpo iterativo

Calculo de términos convectivos y difusivos
Calculo de la velocidad intermedia
Resolucion de la ecuacion de Poisson

Calculo de la velocidad final

jerrores < precision?

Post-procesamiento

visualizacion de resultados

Figura 3.9 — Algoritmo completo de resolucion.
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2. Pre-procesamiento.

En esta segunda fase del proceso, una vez se ha estipulado la eleccién del caso, por un

lado se introducen los datos fisicos y pardametros numeéricos relacionados con el mismo, y

por otro lado se realizan los cdlculos necesarios previos al cuerpo iterativo. De este modo,

los pasos principales de esta fase serian los siguientes:

introducir los parametros geométricos necesarios para la creacion de la malla, como
son las dimensiones del problema y el nimero de celdas, obteniendo asi el espaciado

de la malla

introducir los parametros fisicos, que dependerdn de la eleccion del caso, aunque
de forma general podrian ser la viscosidad, densidad, velocidad inicial, nimero de

Reynolds etc.

introducir los pardmetros de integracién numérica relacionados con la convergencia
del problema, es decir, las precisiones deseadas para la presion y las componentes de

la velocidad

por ultimo se calcula la matriz de coeficientes de la presién y se definen las matrices

vacias de las componentes de la velocidad

3. Cuerpo iterativo.

El cuerpo iterativo es la parte mas importante del algoritmo, donde se resuelven las ecua-

ciones del movimiento del problema dependiendo del método elegido (en nuestro caso el

FSM). Esta parte se repite un gran cantidad de veces hasta que los criterios de convergen-

cia se alcanzan. Como se ha comentado anteriormente, consta de los siguientes puntos:

se calcula el vector R(¢) para cada componente de la velocidad a partir del campo

de velocidades inicial, obteniendo los términos convectivos y difusivos
a partir de los términos anteriores se determina la velocidad intermedia o'*
se resuelve la ecuacion de Poisson y se determina la presion

se corrige la velocidad intermedia con el gradiente de la presion y se obtiene la

velocidad real del fluido en el instante de tiempo siguiente

por ultimo se establecen unos criterios de convergencia que nos aseguren que el pro-

grama termina cuando las velocidades y la presiéon ya no varian con el tiempo
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4. Post-procesado.

El ultimo punto del algoritmo lo denominamos post-procesado. Aqui se calculan las va-
riables fisicas que nos interesen en cada problema y se almacenan en ficheros los datos
obtenidos en la simulacién. Asimismo se realiza una subrutina que facilite la visualizacién

de resultados.
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Capitulo 4

Verificacion del cédigo

Una vez llegados a este punto esta claro el proceso que hay que seguir para resolver las
ecuaciones de Navier-Stokes y es el momento de validar el funcionamiento del cédigo. Para ello

se resuelve un caso de interés y se comparan los resultados con los disponibles en la bibliografia.

4.1. Presentacion del caso

En nuestro caso se ha elegido un problema denominado “driven cavity”!!. Este caso es uno
de los mas importantes problemas de la dindmica de fluidos computacional, ya que se considera

12 en la valoracién de nuevos métodos numéricos y en la

como el problema test por excelencia
validacion de nuevos cédigos para resolver Navier-Stokes. Este problema presenta las ventajas de
una geometria y condiciones de contorno sencillas, una solucién estable para el estado laminar

y por tdltimo, la existencia de una gran cantidad de literatura sobre el desarrollo del mismo.

Driven cavity

El problema driven cavity consiste basicamente en una cavidad cerrada de longitud infinita'3,
con un fluido en su interior y una de las paredes moviéndose a velocidad constante, tal y como
se ve en la figura 4.1. La masa en este sistema se conserva, por lo que no hay entrada ni salida

de materia en la cavidad.

Este caso es perfectamente compatible con las especificaciones realizadas anteriormente en

las ecuaciones, por lo que se trabajard con fluidos incompresibles y newtonianos en régimen

11 . . . . . . . .
En castellano podria traducirse como “cavidad con tapa deslizante”, sin embargo su nombre inglés es el méas

utilizado incluso en la literatura espanola.
12 A pesar de las singularidades que se producen en dos de las esquinas del problema. Para més informacién

consultar [13].

1 . . ‘1. .
3lo que permite considerarlo un caso bidimensional.

33



Resoluciéon numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes

laminar. Las ecuaciones del movimiento que resolveremos son, por lo tanto, las siguientes:

V=0
U =100
d =~
N
N
AN
/7, \
=0 I “ V=0
U=0 ! I U=
| I
\ /
\ //
\\ // e
N -
~— - -
-
e

y

|/////// S /
V=0

U=0

Figura 4.1 — Esquema de la geometria y las condiciones de contorno del caso Driven

Cavity.

“QZ@Z: (4.1)
Re:@ (4.4)

donde [ es la longitud caracteristica del caso, es decir, en nuestro caso la longitud de la cavidad,

l=1m.

Con respecto a las condiciones de contorno, como vemos en la figura 4.1, hay tres paredes
fijas y una cuarta moviéndose a velocidad constante, por lo que las condiciones de contorno
para la velocidad en las paredes fijas seran de tipo no-slip, es decir, todas las componentes de
la velocidad iguales a cero a excepcién de la componente U en la pared mévil, que tendra una
condicion de tipo Dirichlet, esto es, una valor conocido U = 1m/s. Las condiciones de contorno
para la presion son de tipo Neumann, lo que implica que la derivada de la presion en las paredes

es nula.
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Podemos predecir de forma cualitativa cual es la fisica que tiene que obedecer el problema.
A medida que la pared (o tapa) se mueva, comenzara a arrastrar fluido hasta que se tope con la
pared derecha de la caja, que obligard al fluido a descencer. Lo mismo ocurrira con las otras dos
paredes restantes, de forma que se produzca una recirculacion del flujo, como se ve en la figura
4.1. Por otra parte, cerca de la pared debera producirse un gradiente de presiones, de forma que
una presién positiva en una de las esquinas aleje el flujo de ella, y una presién negativa en la

otra esquina lo acerque. Para més informacién detallada sobre este caso consultar [3] y [12].

4.2. Resultados

A continuacién se muestran los resultados obtenidos con el programa creado para el problema
driven cavity. Por una parte se realizara un estudio de la influencia de la densificacién de la malla,
y una vez elegida la malla 6ptima, se realiza un estudio del problema en funcién del niimero de
Reynolds. Como ya se ha visto, el nimero de Reynolds nos indica cémo de predominantes son las
fuerzas viscosas en cada fluido, por lo que realizando dicho analisis, veremos el comportamiento
del fluido en la cavidad en funcién de la viscosidad del mismo. Se variara el niimero de Reynolds
desde Re = 100 (mayor viscosidad) hasta Re = 2000 (menor viscosidad), para asegurar siempre
la permanencia del fluido dentro del régimen laminar. Los resultados obtenidos con el programa
creado en MatLab seran comparados con los obtenidos con un software comercial denominado
ANSYS Fluent, uno de los paquetes de software méas completos y eficientes en la resolucién de

problemas CFD que existen en el mundo hoy en dia.

Se va a propagar la simulacién partiendo del fluido en la cavidad en reposo hasta alcanzar
el estado estacionario, es decir, un estado en el que el fluido ya no varie explicitamente con
el tiempo. El criterio de convergencia que se va a utilizar para determinar si la simulacién se

encuentra en el estado estacionario es el siguiente:

Jom ) — o
<k 4.5
o] (4.5)
v — v
<k 4.6
v (4.6)

Es decir, estamos imponiendo que el error relativo entre cada componente de la velocidad en
un instante de tiempo y en el instante anterior sea menor que k, un error que consideremos
adecuado. Se ha empezado utilizando un k = 5 - 107%, criterio que consideramos aceptable, y

mas adelante, si fuera necesario, veremos qué ocurre al utilizar un k menor. Se van a comparar
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las distribuciones de velocidad y presién y el tiempo que tardan las simulaciones en alcanzar el
criterio de convergencia, utilizando tanto MatLab como ANSYS.

4.2.1. Re = 100

Influencia de la malla

En un primer lugar se ha realizado un estudio del nimero de celdas en la malla para deter-
minar qué malla se utilizard de ahora en adelante, utilizando un Re = 100. Cuando se aumenta
el nimero de celdas la precisién de la simulacién deberia ser mayor, del mismo modo que el

tiempo computacional, por lo que debemos llegar a un compromiso entre ambos dos.

Se han utilizado unas mallas de 10, 20, 30, 40 y 50 nodos en cada direccién. Los resultados

obtenidos se comparan a continuacién con los obtenidos con ANSYS.

= 10x10

MATLAB
R2012a

U (m/s) V (m/s) P (Pa)

U (m/s) V (m/s) p (Pa)

Figura 4.2 — Comparacién de resultados de cada componente de la velocidad (U y V)

y la presién (p) para la malla de 10x10.

En la figura anterior podemos comparar de forma visual los resultados obtenidos con los
dos software. Sin embargo, hay veces que es més efectiva una comparaciéon por graficas,
donde podamos comparar de forma numérica las dos soluciones. Por ello, a continuacion
compararemos los perfiles de velocidades para cada componente de la velocidad. Para la

componente U se representaran el perfil de velocidad a lo largo de la recta vertical que
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atraviesa el dominio, es decir, a través de la recta x = 0,5; y para la componente V se
utilizara la recta que corta horizontalmente el dominio por la mitad, es decir, la recta

y =0,5.

11 ‘ rool ! !

— U-ANSYS
0.8 — U-MatLab [

U (m/s)

=037 | — v-ANsYs \
— V-Matlab
—0.2 T T T T 1 =04+ T T T T 1
(0] 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 0,2 0.4 0,6 0,8 1
coordenada y (m) coordenada x (m)

Figura 4.3 — Comparacion de los perfiles de velocidad para una malla de 10x10.

= 20x20

MATLAB
R2012a

U (m/s) V (m/s) P (Pa)

0.7

0.51
033

0.15

I-0.22

U (m/s) V (m/s) p (Pa)

Figura 4.4 — Comparacién de resultados de cada componente de la velocidad (U y V)

y la presién (p) para la malla de 20x20.
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U (m/s)

0.2 n L I L n " 1 n L L 1 L L L 1 L n

— U-ANSYS
— U-MatLab

0,81

—034 | V-ANSYS NOA
—— V-MatLab \4
-0.2+ T 1 T L 1 -0.4 T — T T L B |
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0,6 0.8 1
coordenada y (m) coordenada x (m)
Figura 4.5 — Comparacién de los perfiles de velocidad para una malla de 20x20.
= 30x30

MATLAB
R2012a

= ———————
"\_.-:::::::::::=::::::::::::::=:::::::3

V (m/s)

U (m/s) V (m/s)

Figura 4.6 — Comparacién de resultados de cada componente de la velocidad (U y V)

y la presién (p) para la malla de 30x30.

38



Resoluciéon numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes

14 r 0.1+ -
] |— u-ansys I
0,84 — U-MatLab r 1
] 0,05 L
_ o] i
2 - ]
£ - E
= = 1
~0,05- L
-0,1+ -
1 | — v-ANsYs
— V-Matlab
-2 77— 7 -0,15+—"—++—7F +——+—F+——+—7—+—+———— 77—
0 0.2 0.4 0.6 0,8 1 0 0.2 0.4 0.6 0,8 1
colordenada y (m) coordenada x (m)
Figura 4.7 — Comparacién de los perfiles de velocidad para una malla de 30x30.
= 40x40

0.15 MATLAB
R2012a

. 1

0.05

0

-0.05

-0.1

-0.15

-0.2

V (m/s) P (Pa)

0.69

0.51

. 0.32

0.14

I -0.049

U (m/s) V (m/s) p (Pa)

Figura 4.8 — Comparacién de resultados de cada componente de la velocidad (U y V)

y la presién (p) para la malla de 40x40.
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4 — U-ANSYS
0,8+ — U-MatLab

-‘\H‘|-‘V‘(r\nlls)-w‘”|-”\

z
£
2 4
—0,05
—0,1
1 — V-ANSYS
— V-MatLab
—0,2 ———— | -o15+—>+—v+—+—+—+7T""—F—F—
[¢] 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 0,2 0,4 0.6 0.8 1
coordenada y (m) coordenada x (m)

Figura 4.9 — Comparaciéon de los perfiles de velocidad para una malla de 40x40.

MATLAB
R2012a

V (m/s) P (Pa)

-0.15

-0.27

I -0.38
-0.49

V (m/s)

U (m/s)

Figura 4.10 — Comparacién de resultados de cada componente de la velocidad (U y V)

y la presién (p) para la malla de 50x50.

A continuacién hemos probado a reducir el criterio de convergencia a 1-107% en el error
de la velocidad para la malla de 40, ya que vemos que los perfiles de velocidad se ajustan peor
que en el caso de 30 celdas. Parece légico que si aumentamos el nimero de celdas (y bajamos
el paso de tiempo), el caso simule de forma més lenta y el criterio que tengamos que establecer
sea menor que en los casos anteriores, por eso hemos querido comprobar si ese criterio menor

mejora de forma notable los resultados teniendo en cuenta el tiempo computacional anadido.
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17\ I L I I L I 1 I I I L I L I I L j 0,15{ | N L L L L L L L L L L L L L j

—— U-ANSYS — ] i
0879 | — y-MatLab - 0,1 .

0,6

U (m/s)
o
™

o
[N}

— V-ANSYS L

0 - —0,1
— V_MatlLab
-2+ -5+
0 0,2 0,4 0,6 0.8 1 0 0,2 0,4 0,6 0.8 1
coordenada y (m) coordenada x (m)

Figura 4.11 — Comparacién de los perfiles de velocidad para una malla de 50x50.

Las nuevas graficas comparativas de los perfiles de velocidad que se han obtenido son las si-

guientes:
1 _l L L 1 L 1 L 1 L L 1 L L 1 L 1 L Ol > 1 L _
1 | — u-ansys
0,84 — U-MatLab 5e-6 01 ] L
1 | — U-MatLab 1e-6 1

V (m/s)
S
=
Il

-0,z

— V-ANSYS
—— V-Matlab 5e-6

0371 | v-Matlab 1e-6 C
-4 | T T
[¢] 0,2 0,4 0,6 0,8 1 (0] 0,2 0,4 0,6 0,8 1
coordenada y (m) coordenada x (m)

Figura 4.12 — Comparacién de los perfiles de velocidad para una malla de 40x40 con

un criterio de convergencia de 5-107° ( )y 1-107% (linea roja).
error_v n® pasos t_comp
5.10"6 150526 1h 13min
1-10°6 581512 6h 9min

Cuadro 4.1 — Tabla comparativa del nimero de pasos y el tiempo computacional
(t_comp) requeridos con una malla de 40 celdas para los diferentes criterios de con-

vergencia en la velocidad.

En la figura 4.12 no apreciamos de forma clara si los nuevos resultados se ajustan mejor
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o peor a los anteriores, aunque si podemos apreciar que no han mejorado con respecto a los
obtenidos con la malla de 30 celdas (atn teniendo esta un error menor en la velocidad). Debido
a esto y a la diferencia de tiempos computacionales que vemos en la tabla 4.1, la malla con la

que se realizaran las posteriores simulaciones serd la de 30x30.

Sin embargo, en cuanto a las simulaciones posteriores con nimeros de Reynolds 1000 y
2000, el error en la velocidad que se va a utilizar sf es 1-107% (aunque eso suponga un aumento
significativo del tiempo de computacion), ya que se trata de dos tnicas simulaciones y ademas
son casos en los que nos vamos acercando a la zona de transiciéon al régimen turbulento. Se
trata de simulaciones mas delicadas en las que intervienen velocidades mas altas por tratarse
de fluidos menos viscosos y hemos preferido optar por un criterio de convergencia menor para

intentar obtener los mejores resultados posibles.

4.2.2. Re = 1000

A continuacion se presentan los resultados obtenidos para la simulacién para un Re = 1000,

con una malla de 30x30 y un error en la velocidad menor de 1-1076.

05
0
05
-

U (m/s) V (m/s) P (Pa)

-0.2
-0.36

-0.67

U (m/s) V (m/s)

0.25

I0.046
I-O.lG

-0.36

Figura 4.13 — Comparacién de resultados de cada componente de la velocidad (U y V)

y la presién (p) para un Re = 1000.
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U (m/s)

— V-ANSYS
— V-MatlLab

L B e I B e L
V (m/s)
s &
i

|
o
o

T T
o] 0,2 0,4 0,6 0,8 1 o] 0,2 0,4 0,6 0,8 1
coordenada y (m) coordenada x (m)

Figura 4.14 — Comparacién de los perfiles de velocidad para un Re = 1000.

4.2.3. Re = 2000

Para concluir se presentan los resultados obtenidos para la simulaciéon para un Re = 2000,

con una malla de 30x30 y un error en la velocidad menor de 1-1076.

MATLAB
R2012a

U (m/s) V (m/s) P (Pa)

U (m/s) ’ V (m/s)

Figura 4.15 — Comparacién de resultados de cada componente de la velocidad (U y V)

y la presién (p) para un Re = 2000.
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1+ e e 04— L e

— U-ANSYS
—— U-MatlLab

U (m/s)

_0'2 — [
| | — v-ansys I
N —0,4 —— V-MatLab /L
-0,44 — ——— — N ——
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 ] 0,2 0,4 0,6 0,8 1
coordenada y (m) coordenada x (m)

Figura 4.16 — Comparacién de los perfiles de velocidad para un Re = 2000.

4.3. Discusion

A la vista de los resultados obtenidos diremos que de forma cualitativa el cédigo resuelve
correctamente la fisica del problema. Como era de esperar la pared movil arrastra el fluido de
la cavidad y se produce una recirculacion del mismo en el sentido del movimiento de la pared.
Al arrastrar ese fluido se forma en la pared superior un gradiente de presién, pasando de una
presién negativa en la esquina izquierda que obliga al fluido a subir por la pared oeste y dirigirse

a la zona de presién positiva en la esquina derecha, donde el fluido baja por la pared este.

Criterio de convergencia

Antes de comenzar la discusién de los resultados obtenidos hay que mencionar que las
simulaciones con los dos programas han sido finalizadas bajo criterios de convergencia diferentes.
Para el programa de MatLab hemos decidido que la simulacién finalice cuando la diferencia
relativa de la velocidad entre dos pasos de tiempo consecutivos sea menor que un cierto valor.
ANSYS por su parte presenta unos criterios de convergencia mas sofisticados y complicados de
implementar. La idea bésica de los criterios de ANSYS es calcular la diferencia de una magnitud
a elegir con su valor en el instante anterior en todos los puntos del dominio, y después ponderar
todas esas diferencias con la masa del fluido en cada punto. Lo ideal habria sido implementar
en MatLab un criterio de convergencia igual al de ANSYS. Sin embargo se ha optado por el
criterio mencionado debido a su sencillez de implementacion, aiin sabiendo que no se trata de

un criterio ni muy efectivo ni muy utilizado en simulaciones CFD, aunque para cumplir con
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los objetivos marcados del proyecto lo consideramos adecuado. Por tanto, de ahora en adelante
tendremos en cuenta que una de las fuentes de error en las comparaciones de resultados es esta

diferencia de criterios.

Influencia de la malla

En el apartado de la influencia de la malla podemos apreciar que con las mallas menos
densas (hasta 30 nodos) los resultados obtenidos cada vez se ajustan mejor a los obtenidos con
el software de ANSYS. Sin embargo, con las mallas de 40 y 50 nodos, los resultados cada vez
presentan mayores discrepancias en la velocidad, tal y como vemos en las graficas 4.9 y 4.11.
Ademss, en las figuras 4.8 y 4.10, sobretodo en la componente U de la velocidad, se observa que
la recirculacion en la parte inferior del dominio es menor de lo esperado, como si las simulaciones
no hubiesen alcanzado el estado estacionario. Una de las causas mas probables es precisamente
la diferencia de criterios de convergencia en los dos programas. Es 16gico pensar que para mallas
menos densas en las que los pasos de tiempo permitidos son mayores y la simulaciéon avanza mas
rapido, no se note demasiado la diferencia de criterios y el que hemos utilizado sea suficiente
para alcanzar el estado estacionario, pero que, para mallas con un nimero de nodos mayor, sea
necesario reducir el criterio de convergencia o incluso implementar un criterio diferente. Como
ya hemos comentado, no se iba a implementar un criterio diferente y por ello el paso légico
era reducir el criterio de convergencia para comprobar si los resultados mejoraban. Con este
criterio menor, como vemos en la figura 4.12, no se aprecian mejoras notables. Se podria haber
seguido reduciendo el criterio de convergencia, pero a la vista del gran aumento en el tiempo
computacional y de los resultados obtenidos con la malla de 30 nodos, se decidié utilizar ésta

dltima para las posteriores simulaciones.

Para acabar este apartado, quisiéramos fijarnos en la siguiente tabla comparativa de tiempos
computacionales (cuadro 4.2), donde vemos que la diferencia de tiempos entre los dos progra-
mas es muy grande. Uno de los motivos vuelve a ser el criterio de convergencia, ya que si dos
simulaciones no terminan el el mismo punto de la simulacion, es 1égico que los tiempos compu-
tacionales sean diferentes. El segundo motivo de discrepancia es la diferencia de métodos de
resolucion, ya que ANSY'S no utiliza el FSM para desacoplar las ecuaciones, y los métodos que
tiene implementados llevan anos optimizandose cada dia para aumentar la eficiencia y eficacia
del software, siendo hoy en dia uno de los mas utilizados en grandes empresas dedicadas a la
simulacién de fluidos. ANSYS dedica la mayor parte de sus esfuerzos para mejorar el tiempo
de resolucién, y es por esto precisamente por lo que existen unas diferencias tan grandes en el

tiempo computacional. Por tltimo, otro de los motivos es el lenguaje de programacion en el que
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celdas 10 x 10 20 x 20 30 x 30 40 x 40 50 x 50
t_comp - MatLab 3min 1s 19min 55s  38min 35s 73min 6s 97min 5s
t_comp - ANSYS 1min 5s 1min 42s Smin 7s 6min 50s 11min

Cuadro 4.2 — Tabla comparativa del tiempo computacional (t_comp) requerido para las

simulaciones con las diferentes mallas.

esta escrito cada programa. MatLab se trata de un lenguaje interpretado en el que cada vez
que ejecutamos el programa un intérprete traduce el cédigo fuente instruccién a instruccion a
un lenguaje entendible por el ordenador. Sin embargo ANSYS esta escrito en C, un lenguaje
compilado en el que un compilador traduce el cédigo una sola vez creando un archivo ejecutable

entendible para la maquina, reduciéndose asi el tiempo de ejecucién del programa.

Re = 100 / 1000 / 2000

Por otro lado, atendiendo a la fisica que hay detrds del niimero de Reynolds, discutiremos

a continuacioén los diferentes resultados en los apartados de Re = 100, Re = 1000 y Re = 2000.

El apartado de Re = 100 es el caso con el niimero de Reynolds méas bajo y por lo tanto el
fluido mas viscoso de los tres. Como podiamos prever de forma intuitiva, es el caso que presenta
velocidades mas bajas, ya que las fuerzas de rozamiento viscosas son mas altas y al fluido le
cuesta mas desplazarse. En el caso de Re = 1000 las velocidades son mas altas que en el caso
anterior y los perfiles de velocidad se ajustan realmente bien a los resultados de ANSYS. Sin
embargo, en el caso de Re = 2000, aunque las velocidades también son mas altas, la comparaciéon
con los perfiles de velocidad de ANSYS son bastante diferentes. El principal motivo puede ser que
con ese nimero de Reynolds nos encontramos en el limite entre el régimen laminar y la zona de
transicion al régimen turbulento, por lo que los métodos numéricos de resolucién implementados
ya no son los idéneos. Sin embargo ANSYS si que tiene implementados los métodos numeéricos
adecuados para resolver las ecuaciones el la zona de transicién, por lo que no presenta diferencias
significativas entre los casos con Reynolds mas altos. Estas discrepancias en caso de Re = 2000
no las consideramos un error del programa creado, al contrario, esto debia de ocurrir ya que

nuestro codigo no estd adaptado para resolver flujos en la zona de transicién.

En cuanto a los casos con nimeros de Reynolds 1000 y 2000, como vemos en las figuras 4.13
y 4.15, en una de las esquinas aparecen inestabilidades numéricas, hecho logico si recordamos

que se trata de un cédigo sencillo en el que la eficiencia no era una prioridad. Hasta ahora no se
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habian apreciado dichas inestabilidades probablemente porque el paso de tiempo que podemos
permitirnos para cumplir el criterio de Courant en el caso de Re = 100 es mayor que en los
casos de Re = 1000 y Re = 2000, por tanto el nimero de iteraciones necesarias para alcanzar
el estado estacionario es menor y la acumulacién de errores es menor también. Es por ello que
se probé a reducir el paso de tiempo para estas dos simulaciones (resultados no mostrados),
aunque se obtuvieron las mismas inestabilidades. Por otro lado también es posible que la malla
que hemos elegido como adecuada para el caso de Re = 100 no lo fuera para estos casos con
Reynolds altos, pero como ya hemos visto, con una malla mayor se producia una atenuacion de
la recirculacién en la parte inferior del dominio y por ese motivo no se ha probado a utilizar

una malla con mas nodos.

4.4. Conclusiones

Para finalizar el proyecto comentaremos las conclusiones generales que podemos extraer de

la realizacion de este proyecto.

Por un lado hemos creado, desde cero, un cédigo sencillo con MatLab que resuelve las
ecuaciones incompresibles de Navier-Stokes para el régimen laminar. Se ha validado la resolucién
de la fisica utilizando el caso Driven cavity y comparando de forma detallada los resultados

obtenidos con nuestro programa con aquellos obtenidos con ANSYS Fluent.

Hemos comprobado que el cédigo responde cualitativamente a la fisica que se espera del
fluido. Dentro de la cavidad con la tapa deslizante se observa la recirculacion del fluido, movido
por el rozamiento con la tapa. Lo que es mds, la comparacion cuantitativa con programas
comerciales es muy razonable, observandose como en fluidos viscosos la velocidad del flujo es
pequena y el comportamiento numérico de nuestro cédigo robusto; y segiin nos acercamos al
régimen turbulento se van encontrando mayores divergencias causadas por la sencillez numérica
de nuestra implementacién. Estos resultados pueden considerarse positivos teniendo en cuenta
la enorme complejidad de las modernas técnicas computacionales de dinamica de fluidos y por
lo tanto concluiremos diciendo que los objetivos marcados en un principio del proyecto han sido

cumplidos con éxito.
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Apéndice A

Cdédigo MatLab

II



1 function [U,V,p_final,errorl,errorV] = navier stokes(n_step snst, nx, ny, dt)
2 format long

3 tic
4

5% %
6%
7%

68% %

Physical variables

rho = 933; % density

mu = @.2390; % dinamic viscosity

D_equivalent = (Lx*Ly)*4/(Lx+Lx+Ly+Ly); % equivalent diameter for the reynolds number
Re = rho*D_equivalent*v_in/mu; % Reynolds number

Re = 100; % The reynolds number has to be less than 2000 for the Laminar regime

v@=1l; % modulus of initial velocity (m/s)

Grid variables

Lx = 1; % Lx is the domain length in x direction
Ly = 1; % Ly is the domain length in y direction
dx = Lx/nx; % dx is the cell size in x direcction
dy = Ly/ny; % dy is the cell size in y direcction

Plotting variables
makevideo=];
if (makevideo==1)
h=figure('Position’',[1 0 BG0 60G], 'MenuBar', 'none', 'ToolBar', 'none', 'resize’, 'off', 'Visible', 'off');
vidobj = VideoWriter('fluid.avi');
open(vidobj) ;
axis tight;
set(gca, 'CLim',[0,1], 'position',[0 @ 1 1],'Visible', 'off');
end

Initial matrices

U=zeros(ny+2,nx+2) ;

V=zeros(ny+2,nx+2) ;

p=zeros(ny+2,nx+2) ;

A=coefficlent_pressure_matrix(nx,ny,dx,dy); % the coefficient matrix to solve the pressure

|

function [A,aW,aE,aN,aS] = coefficient pressure matrix(nx,ny,dx,dy)
% % Create the coefficient matrix (A)to solve the pressure
% % Create the empty matrix
A=spalloc (ny*rx,ny*nx, 5* (ny*nx-2%nx) ) ;
% % Create diagonals
awW=spalloc (ny,nx,ny*nx-2%nx) ;
aE=spalloc (ny,nx,ny*nx-2*nx) ;
all=spalloc (ny,nx,ny*nx-2*nx) ;
aS=spalloc (ny,nx,ny*nx-2*nx) ;
for i=liny
for j=linx
aw(i,j)=dy/dx;
akE(1i,]j)=dy/dx;
aN(i,qi)=dx/dy;
as(i,i)=dx/dy;
end

end

al(end,:)=0;
as(l,:)=0;
aP=aW+aE+al+as;
aw=aw(:);
abE=aE(:
all=al{ :
asS=asS(:
aP=aP(:

A=diag(-aP,0)+diag(ah(l:end-1),1)+diag(aS(Z:end),-1)+diag(aE(l:end-ny) ,ny)+diag(aW(ny+l:end) ,-ny) ;

end

Boundary conditions

U(:,1)=0; Vi(:,1)=0; % east
U(:,end)=0; V(:,end)=0; % west
UiLl,:)=0; V(l,:)=0; % south
U{end,:)=1; V(end,:)=0; % north

IIT



75 % % Time integration variables

tolerance_p=0.001;
n_steps_p=3000;

n_step=1; %n_step = 1 ---= in the first iteration the scheme for time discretization
% is explicit Euler (velocity_star = v_previous+dt*R{velocity))
S R(velocity) is the discretizated vector of convecction and
% difussion parts
% If n_step > 1 ---= the time discretization scheme is Adam-Bashford
% (velocity_star = v_previous+dt*[1.5*R(velocity) - 0.5*R(velocity)])
errorl=l;
errory=l;

87 % % Beginning the sclving part of the code
88 while (errorV > Ge-6)

154

% % Calculate the mid-way velocity
if n_step == 1 % % Explicit Euler
U=avg(U) ;
V=avag(V')"';
[U_star, V_star, Ru_old, Rv_old] = midway velocity Euler(U, V, Re, dx, dy, nx, ny, dt};

function [U_star, V_star, Ru, Rv] = midway_velocity Euler(U, V, Re, dx, dy, nx, ny, dt)

r—--Ru:vector Ru(U,V,Re,dx,dy,nx,ny) ;
Rv=vector Rv(U,V,Re,dx,dy,nx,ny);

U_starsU+dt*Ru;
V_star=V+dt*Rv;

end

function [Rul = vector_Ru(lU, V, Re, dx, dy, nx, ny)

% R(u)=aWu*UW+aEu*UE+aNu*UN+aSu*US -aPu*UpP

% The matrices of coefficients have the same dimension as U
aWu=zeros(ny+2,nx+1) ;

aEu=zeros(ny+2,nx+l) ;

alu=zeros(ny+2,nx+1) ;

aSu=zeros(ny+2,nx+l) ;

Ru=szeros(ny+2,nx+1) ;

for i=2Z:ny+l
for j=2:inx
aWu(i,j)=(dy/Re/dx)+0.25*dy . *(U(1i,])+U(1i,7-1)); % UP+UW
aBuli,j)=(dy/Re/dx)-0.25*dy. *(U(i1,j)+J{1i,7+1)); % UP+UE
alu(i,j)=(dx/Re/dy)-0.25%dx. *(V(L1,i+1)+#V(1,7)); % VP+VE
aSuli,j)=(dx/Re/dy)+0 . 25%dx. *(V(i-1,])+V(i-1,7+1)); % VS+VES
end
end

aPu=aWu+aku+ahlu+aSu;

% Multiply each coefficient by its corresponding U point (Uw, UE...etc)
for i=2:ny+l
for j=2:inx

end
end
end

Ruf(i,j)=aWu(i,j)."U(i,7-1)+abu(i, ). *U(1,i+1)+alNu(i,j) . *U(i+l,])+aSu(i, ). *U(i-1,7])-aPuli

AU, 1)

function

Rv] = vector_Rv(U, V, Re, dx, dy, nx, ny)
aWv=zeros(ny+l,nx+2) ;
aEv=zeros(ny+l,nx+2) ;
alv=zeros(ny+l,nx+2) ;
)i

aSv=zeros(ny+l,nx+2
Rv=zeros(ny+l,nx+2) ;

for i=2Z:ny
for j=2:nx
alv(i,j)=(dx/Re/dy)-0. 25, *dx, *(V(1,])+V(i+l,7)); % VP+VN
aSv(i,j)=(dx/Re/dy)+0. 25, *dx. *(V(1,])+V(i-1,7)); % VP+VS
abv(i,j)=(dy/Re/dx)-0.25.*dy. *(U{1,])+U(141,7)); % UN+UP
aWv(i,j)=(dy/Re/dx)+0 .25, *dy., *(U{i+1,7-1)+U{1,7-1)); % UWN+UW
end
end
aPv=aWv+aEv+alv+aSy;
for i=2:ny

for j=2:nx

end
end
end

Rv(i,j)=aWv(i,i).*V(i,j-1)+aEv(i,]).*V(i,j+1)+aNv(i,i).*V(i+l,j)+aSv(i,i).*V(i-1,])-aPv(i

A1V, 1)

v




155 [grad p U,grad p V,pl=pressure correction(U star,V_star,A,nx,ny,dx,dy,dt,tolerance p,n_steps p,pl;
156 "

157 function [grad p U,grad p V,pl=pressure_correction(U_star,V star,A,nx,ny,dx,dy,dt,tolerance_p,n_steps p,p)
%gg ? % Calculate the pressure by solving the Poisson equation and
160 %  return the gradient of the calculated pressure

161 % % Calculate the divergence of the velocity star

162 div_velocity_star=diver(U_star,V_star,nx, ny, dx, dy);

163 p_prima=p({2:end-1,2:end-1);

164 % % Calculate the pressure

165 p_prima=bicgstab(A,div_velocity star(:)/dt,tolerance p,n_steps p);
166 p_prima=reshape(p_prima,ny,nx);

167 p(2:end-1,2:end-1)=p_prima;

168 % % Boundary conditions

169 p(:,1) = p(:,2);

170 p(:,end) = p(:,end-1);

o p(l,:) = p(2,1);

172 plend,:) = plend-1,:};

173

174 grad p U=8.5*(dx*(p(l:end,2:end)-p(l:end,l:end-1)));

%;g grad_p_V=0.5*dy*(p(2:end,1:end)-p(l:end-1,1:end));

177 end|

178

179 grad_p U=grad p U.*dt;

180 grad_p V=grad p V.*dt;

181

182 % % Calculate the velocity at step n+l by correcting it with the
183 % previous divergence of p

184 U =Ustar - grad p U;

185 V =V star - grad p V;

186 B -

187 % % Boundary conditions

188 U(:,1)=0; V(:,1)=0; % east

189 U(:,end)=0; Vi end) G % west

150 Uil,:)=0; V(l,:)= % south

191 Ulend,:)=1; V(iend,: )=G; % north

192

193 n_step=n_step+l;

194 else % % Adam-Bashford|

195 [U_star, V_star, Ru_old, Rv_old] = midway velocity AdamB(U,V,Re,dx,dy,nx,ny,dt,Ru_old,Rv_old);
196

197

188 function [U star, V_star, Ru, Rv] = midway velocity AdamB(U,V,Re,dx,dy,nx,ny,dt,Ru_old,Rv_old)
199 Ru=vector Ru(U,V,Re,dx,dy,nx,ny) ;

200 Rv=vector Rv(U,V,Re,dx,dy,nx,ny);

201

202 U star=U+dt*(1.5*%Ru-0.5*Ru_old) ;

203 V_star=V+dt*(1.5*%Rv-0.5*Rv_old) ;

204

205 end

206

207 % % Calculate the gradient of the pressure to correct the mid-way
208 % velocity

209 [grad p U,grad_p V, pl=pressure correction(U_star,V_star,A,nx,ny,dx,dy,dt,tolerance p,n_steps p,p);
210 grad_p U=grad p_ U.*dt;

211 grad_p V=grad p V.*dt;

212 % % Calculate the wvelocity at step n+l by correcting it with the
213 % previous divergence of p

214 U =Ustar - grad_ p U;

215 V = V_star - grad_p_V;

216

217 % % Boundary conditions

218 Ui:,1)= V(:,1)=0; % east

219 U(-,end)-@ Vi, end) @ % west

220 U(l,:)=0; V(l,:)= % south

221 Ulend,:)=1; V(end, ) G % north

222

223 if (mod(n_step,n_step_snst)==0)

224 if makevideo==

225 contourf(p(Z:end-1,2:end-1) ,20)

226 currframe=get frame;

227 writeVideo(vidobj,currframe) ;

228 end




229 % % Plot and store figures and matrices

230 filename = ['presion ' num2str(n_step/n_step_snst)];
231 h=dialog ( 'visible', 'off', 'windowstyle', 'normal');
232 ax=axes('parent', h, 'nextplot', 'add' );

233 colormap(h, 'Jet ")

234 contourf(ax,p(2:end-1,2:end-1),20);

235 hh=colorbar( 'peer', ax);

236 title('Contorno de presién');

237 saveas ( ax, filename, 'png' )

238 close(h)

239 filename = ['velocidadl ' numZstr(n_step/n_step_snst)];
240 v=dialog ( 'visible', 'off', 'windowstyle', 'normal');
241 ax=axes('parent', v, 'nextplot', 'add' );

242 colormap(v, 'Jet')

243 contourf{ax,U,20};

244 hh=colorbar( 'peer', ax);

245 title( 'Campo de velocidad');

246 saveas ([ ax,filename, 'png' )

247 close(v)

248 filename = ['velocidadV ' num2str(n_step/n_step snst)];
249 v=dialog ( 'visible', 'off', 'windowstyle', 'normal');
250 ax=axes('parent', v, 'nextplot', 'add' };

251 colormap(wv, 'Jet ")

252 contourf(ax,V,z20);

253 hh=colorbar( 'peer', ax);

254 title('Campo de velocidad');

255 saveas [ ax,filename, 'png' )

256 close(v)

257 end

258

259 n_step=n_step+l

260 arrorU=norm{U-U3) /norm(U)

261 arrorV=norm(V-V@) /norm(V)

262 p_final=p;

263 end

264 end

265

266 time=toc;
267 print _matrix(U,V,p_final,errorU,errorV,n_step,toc);
268

269 function [] = print_matrix(U,V,p,errorl, errorV,n_step)
270 [rowsl colsUl=size(l);

271 filelID= fopen('U.txt"', 'wt');

272 for i=1:rowslU

273 for j=l:colslU

274 fprintf(fileID, "Sfht', U(i,7));

275 end

276 fprintf(filelID, '“n');

277 end

278 fclose(filelD) ;

279 [rowsV colsV]=size(V);

280 filelD= fopen('V.txt', 'wt']);

281 for i=1:rowsY

282 for j=l:icolsV

283 fprintf(fileID, 'Sfit', V(i,7));

284 end

285 fprintf(filelID, '“n');

286 end

287 fclose(filelD) ;

288 [rowsp colspl=size(p]);

289 filelID= fopen('p.txt', 'wt');

290 for i=l:rowsp

291 for j=l:colsp

292 fprintf(fileID, "Sfht', pli,i));

293 end

294 fprintf(filelID, "“n');

295 end

296 fclose(filelD) ;

297 filelD= fopen('errors.txt', 'wt');

298 fprintf(filelID, 'Sf\t', errorl);fprintf(filelID, '‘n');
299 fprintf(filelD, 'Sf\t', errorV);fprintf(filelID, "‘n'});
300 fprintf(filelD, 'Stt', n_step);fprintf(filelD, '‘n');
301 fclose(filelD) ;

302 end|

363

304 if (makevideo==1)
305 close(vidobj);
306 end

307 end

VI



Apéndice B

Formulaciéon matematica del
teorema de descomposicion de
Helmholtz-Hodge aplicado a las

ecuaciones de Navier-Stokes

A continuacién se aplica el teorema de Helmholtz-Hodge (de forma maés rigurosa) a las

ecuaciones simplificadas de Navier-Stokes:

R—v%— Vp (B.1)

V=0 (B.2)

El teorema de Helmholtz-Hodge empieza proyectando' (B.1) sobre el campo de divergencia
nula de manera que el término del gradiente de presién desaparezca.
o0v - 1 -
Pl =+ (@ V)i|=P | Vi-V B.3
07| =P | v (8.3
El término temporal del primer paréntesis permanece invariante puesto que el campo de veloci-
dades es solenoidal y ya se encuentra en el plano de divergencia nula. Por otro lado, el término

de la presién desaparece ya que se encuentra en el plano de gradientes, ortogonal a v, y su

proyeccién es nula, obteniendo:

“Denotaremos el operador proyeccién por P.
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—=p [—(17- V)T 4 —- vzﬁ] (B.4)

El siguiente paso es despejar la presion de la ecuacién de Navier-Stokes y sustituir el termino

temporal por lo encontrado en (B.4).

— = 1 — 1
Vp = [_(ﬁ-V)mRev%]—P[—(U-V)N&Vﬂ (B.5)
R(7) gt

De esta forma obtenemos descompuesta la ecuacién de Navier-Stokes como mencionabamos al
principio de la seccién. Por un lado el primer paréntesis de (B.6) representa el campo irrotacional,

R(?¥), y los términos del segundo paréntesis se corresponden con el campo solenoidal, 7.
R(@) = —(7-V) i+ —V%7 (B.6)
Vp = R(¥) — o™ (B.7)

Por ultimo, nos falta una ecuacién para cerrar el sistema de ecuaciones y poder calcular la pre-
sién, por lo que aplicamos el operador divergencia a la ecuacién (B.6) y generamos la mencionada

ecuacion de Poisson:
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