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Resumen

Imaginemos un conjunto de cinco electrones moviéndose en la superfi-
cie de una esfera. En un primer instante, pueden encontrarse todos juntos
entorno a un punto de la superficie, luego, pueden moverse hacia los lados,
pueden situarse los cinco en una circunferencia sobre la superficie, pueden
separarse mas y mas... De hecho jcuanto es lo maximo que pueden separarse
unos de otros? Dicho de una manera algo mas formal, jcual es el maximo del
producto de las distancias entre cada dos pares de electrones? Esta pregunta,
de facil enunciado no fue contestada correctamente hasta hace apenas dos
anos, nada en comparacion con los cien anos que llevaba abierta. La pregun-
ta forma parte de un conjunto de muchas otras que se interrogan sobre la
buena colocacién de un niimero fijo de puntos en la esfera. A lo largo de este
trabajo abordaremos la cuestion para el caso de cinco puntos, estudiaremos
las respuestas parciales que se han aportado e intentaremos hacer, nosotros
también, nuestra propia aportacién a este bonito problema.

Abstract

Think about five electrons moving on the surface of a sphere, it is easy
to imagine. They can be placed all together on the north pole, or they can
be more separated. Actually, how much separated can they be? Let us be a
little more rigorous, what is the maximal product of their mutual distances?
(that is called, the Riesz energy of order zero). Well, it seems to be an easy
question, but in fact, more than a hundred years have passed until we have
finally had the answer. What if we want to know the minimal sum of their
distances? And the minimal sum of the inverse of their mutual distances?
In this project, we will explore the answer of the first question we made, as
well as other similar questions that have to do with the placement of five
points on a two-dimensional sphere.

Palabras clave: energia de Riesz, problema 7 de la lista de Smale, energia
logaritmica, problema de Whyte.

Key words: Riesz’s energy, 7th problem of the list of Smale, logarithmic
energy, Whyte’s problem.
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Introduccion

,Cémo determinamos la organizacién de las proteinas que recubren los
virus esféricos? ;jLa estructura de las gotas de metal confinadas en las Paul
traps? ; Como se organizan las grandes estructuras de fullerenos, tan impor-
tantes para la nanotecnologia? ;Cual es la encapsulacion éptima de ingre-
dientes activos como drogas, nutrientes o células vivas? ;Cémo se distribu-
yen los agujeros en las particulas de polen de tal forma que optimicen la
germinacion?

Figura 1: Granos de polen a través de un microscopio electrénico.

Todos estos problemas tienen distintas formulaciones mateméaticas, mu-
chas de las cuales se aproximan por el problema que sigue. Dado un n € Z.,
hallar la s-energia minimal asociada a un conjunto de n puntos w, =
(21, ..., ). La s-energia o energia de Riesz viene dada por la siguiente férmu-
la

n

PO

y por lo tanto, el problema de minimizar la energia de Riesz es

1
min & (wy,) = min Z —_— Minimal s-energy problem

en el caso en que s > 0, o su equivalente, maximizar la s-energia en el caso
en que s < 0.
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1
méx & (wy,) = méx Z —_— Mazximal s-energy problem

El problema en su totalidad, es decir, para todo s > 0 y todo n €
Z4 es ciertamente muy dificil de estudiar. De hecho, un resultado bastante
impresionante de Leech | | muestra que aunque se conociera la solucién
para un numero concreto de puntos n € Z4 y cada s > 0, esta solucién no es
suficiente para dar la solucién del problema para todos los casos de interés
préactico.

De forma independiente, a lo largo de la historia se han planteado di-

ferentes problemas motivados por algin fenémeno fisico que responden al
problema de s-energia minimal para algin s fijo.
Asi, para s = 1 obtenemos el conocido problema de Thomson, que consiste en
determinar la minima energia potencial electrostatica en una configuracién
de n electrones en la superficie de la esfera unidad que se repelen los unos a
los otros en virtud de la ley de Coulomb. En 1904 J.J. Thomson expone el
problema | | tras proponer el modelo atémico del plum pudding, basado
en el conocimiento de la existencia de electrones con carga negativa, pero
sin conocer las particulas sin carga eléctrica (los neutrones). El problema de
Thomson admite la siguiente formulacién

1

n
min & (wy,) = min Z _—
|| = 4]

1,j=1,1<j

Thomson’s problem

y se ha dado respuesta para los valores 2 < n < 6 y n = 12. Cabe destacar
que el caso n = 5 ha sido probado recientemente | ] a través de una
compleja prueba computacional.

El problema cuando s — 0 se conoce como el problema de Whyte,
y fue propuesto por L.L. Whyte en 1952. En su articulo [ |, Whyte
lanza una pregunta, ;nos ayudard el conocer las estructuras de puntos que
minimizan la energia de Riesz cuando s — 0 a comprender la estructura
nuclear? Aunque todo se quedd en una conjetura, el problema de Whyte ha
intentado resolverse desde entonces.
El problema recibe normalmente el siguiente enunciado:

n
1
min & (wy) = min Z In <> Whyte’s problem
Dicho problema esté resuelto para los casos 2 <n <6y n=12;el cason =
5 puede encontrarse resuelto en | ], con una prueba completamente

distinta a la del caso s = 1.
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El problema opuesto, minimizar la energia de Riesz cuando s — oo
se conoce como el problema de Tammes. Tammes era un botdnico aleman
que estudiaba la distribucion de poros en los granos de polen. Su pregunta
original era cudl era el mayor didmetro de n circulos iguales que pueden
dibujarse en la superficie de una esfera con interseccién nula entre ellos,
como colocar los circulos para alcanzar dicho méximo y si esa forma de
colocarlos es esencialmente tnica. Esta pregunta resulta equivalente a la
siguiente.

1

2 = 2| Tammes problem
(g

n
min&;_ o0 (w,) = min Z

1,7=1,i<j

El problema de Tammes estd resuelto para los casos 2 <n <12y n = 24, la
solucién para n = 5 se puede consultar en | ]. Una forma alternativa
de pensar en el problema de Tammes consiste en considerar el problema del
minimal packing que tiene, por supuesto, su versién en la esfera y para la
cual parece que la solucién mas acertada es la divisién en celdas hexagonales.
Sin embargo, estas celdas no pueden ser solucién para cualquier n € Z,, y
es por eso que necesitan de heptagonos y pentdgonos para ser una malla.

Ademids de los problemas aqui descritos, existen muchos otros que tratar
de la correcta distribuciéon de puntos en la esfera. La pregunta es jcorrecta
respecto a qué?

Asi, cuando los puntos maximizan el producto de sus distancias mutuas
se conocen como puntos elipticos de Fekete.

n
argmax H l|z; — 24| Elliptic Fekete points
i,j=1,i<j
Se puede deducir facilmente que el problema de maximizar el producto
de las distancias mutuas es equivalente al problema de Whyte, pues

n n
, ; 1 .
min & (wy,) = min Z In (Hx—z”) =min | —In H ||z; — ;]|
i T

ij=1,i<j i,j=1,i<j
n n
=méx | In H l|zi — x| = méax H l|lzi — ;]
1,J=1,1<j i,j=1,i<j

De hecho, el problema numero 7 de la lista de Smale consiste en encontrar
puntos elipticos de Fekete en la esfera. Concretamente, el problema propone
lo siguiente:
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0.1 Problema 7° de la lista de Smale (] D). Sea E(z1,...,zy) =
—Zln(“xi—xjﬂ) ymy,= min E(xy,..,Ty).
i< L1, n €S

Encontrar X = (x1,...,x,) tales que:
E(X)—my <cln(n)
con ¢ una constante universal.

Una de las motivaciones de Smale para estudiar el problema de los puntos
elipticos de Fekete es encontrar polinomios cuyos ceros estén bien condicio-
nados, para mas informacién, se recomienda | .

(b) Solucién numérica del problema de
(a) Puntos bien distribuidos en una esfera. Tammes.

Figura 2: Distintas configuraciones de puntos en la esfera.

Evidentemente, todos estos problemas admiten soluciones iguales para
cierto nimero de puntos, por ejemplo, la solucion del problema de 5 puntos
para s — 0 es la misma solucién que para s = 1; son parecidas para otros
y completamente diferentes en algunos casos.

Por supuesto, el problema de colocar puntos en una superficie que mi-
nimicen cierta funcién no tiene porqué restringirse a la esfera, sino que po-
demos plantearnos el problema de los puntos bien distribuidos en practica-
mente cualquier variedad diferencial.

Tras realizar esta enumeracion de problemas abiertos tan interesantes,
nuestro objetivo serd centrarnos en un tnico nimero de puntos. Vamos
a estudiar como varia la energia de Riesz en una configuracion
formada por 5 puntos. En el reciente survey [ | encontramos un
resumen del estado del arte del problema que transcribimos a continuacion.

The smallest only partly resolved problem is the five point pro-
blem on S?. Five points cannot form a universally optimal sys-
tem. Melnyk et al. identified two basic configurations: triangular
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bi-pyramid is the putative energy minimising configuration for
2 < s < 15,048077392... whereas for higher values of s it seems
to be the square pyramid (with adjusted height); (...). Moreover,
it is shown in that there are sequences of s-energy minimising
configurations that tend to a square pyramid best packing con-
figuration as s — oo. In general, five point problem is a
difficult problem to analyse rigorously. Recently, the pa-
pers (for the coulomb case s = 1 and for s = 2) and (for sum
of distances, s = —1) provided computer-assisted proofs that the
triangular bi-pyramid is optimal, whereas in the logarithmic case
a conventional proof was also given.

De la lectura de este parrafo, podemos concluir que un problema de tan
facil enunciado es, en realidad, de muy dificil resolucién. Como dice el autor,
el problema sélo cuenta de momento con soluciones parciales y aproximadas,
salvo tres excepciones: s — 0, s = 1 y s = 2, para las que conocemos la
solucién real. A lo largo de este trabajo estudiaremos las diferentes soluciones
propuestas e intentaremos probar algunos resultados relacionados.

Durante la elaboracion de este trabajo, nos hemos visto varias veces ne-
cesitados de herramientas computacionales. Para resolver estos problemas,
hemos implementado todos los métodos que han sido necesarios en el pro-
grama SAGE. Adjuntamos todos esos métodos en el Anexo 1.



Capitulo 1

Preliminares

Comenzamos el trabajo haciendo un breve repaso de conceptos y resulta-
dos necesarios para el posterior desarrollo del mismo. El cometido principal
de este primer capitulo no es tanto mostrar una materia nueva, ya que to-
do lo aqui expuesto se presupone estudiado en un master en matematicas;
sino mas bien, presentar y unificar notacién y recordar caracterizaciones que
podréan sernos utiles mas adelante. Por este motivo, no realizaremos ninguna
demostracién de los resultados aqui expuestos, sino que en su lugar, daremos
uno o dos libros de referencia para cada seccién.

1.1. Un poco de geometria diferencial

Para esta seccién, hemos tomado como libro de referencia el de Guillemin-
Pollack [ |, aunque también puede servir el apéndice sobre geometria
diferencial que encontraremos en | ]. Comenzamos la seccién recordan-
do la definicion de variedad diferenciable. Para entenderla, primero tenemos
que conocer los conceptos de carta y atlas.

1.1 Definicion. Dado un espacio topoldogico M, llamaremos carta de di-
mension m en M a un par (U, @) donde U es un abiertode My & : U — R™
es una aplicacién que verifica que ®(U) es un abierto y ® es un homeomor-
fismo.

1.2 Definicién. Un atlas es una familia de cartas {(U;, ®;)}; i € I tal que:

» Cubren el espacio por completo, | JU; = M.
i

= Si el dominio de dos cartas se superpone, U; j = U;NU; # () (con ¢ #

J), entonces ambas cartas son compatibles entre si: la funcion ®;; =
q)i(I);l : ®;(U;5) — ®4(U; ;) es un homeomorfismo entre abiertos de
Rm
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Exigiendo que las funciones de transicién ®;; sean difeomorfismos de clase
C*, obtendriamos un atlas de clase C*.

AV

P

5%

XX
X0
P

S8
SRS
O

A
0
VAVAS

A7

K50
RO
2%

V%
o
Q

Y,

>
<

<

Figura 1.1: Representacion de una carta.

Ahora si, podemos presentar la definicién de variedad diferencial.

1.3 Definicién. Una variedad diferencial M de dimensién n es un espacio
topoldgico Haussdorf que tiene una base numerable, junto con una clase de
equivalencia de atlas n-dimensionales y tal que los cambios de carta son
difeomorfismos entre abiertos de R™. Decimos que n es la dimensiéon de M.

Si los atlas estan construidos sobre los complejos, entonces ademés de dife-
renciables necesitamos que sean holomorfos y diremos que la variedad dife-
renciable es compleja.

Las variedades diferenciales verifican ciertas propiedades, como que si
M y N son variedades diferenciales, también lo es M x N, y pueden clasifi-
carse en orientables y no orientables, (las variedades diferenciales complejas
siempre son orientables).

Asociada a una definicién de variedad abstracta, tenemos también una
definicién de aplicacién diferenciable.

1.4 Definicién. Dadas dos variedades diferenciables M y N, sean (U, ¢)
una carta de un atlas de M y (V,4) una carta de un atlas de N. Entonces
decimos que una aplicacion f : M — N es diferenciable si fyy : o fop™t:
o(U) — ¢(V) es diferenciable para todas las cartas del atlas de M y todas
las cartas del atlas de N, y esto ocurre para todos los atlas de M y todos
los atlas de V.

f
M N
12 (&
R® R™
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Una vez que sabemos qué es una aplicacion diferenciable, vamos a pre-
sentar la siguiente nocién: una subvariedad M de el espacio euclideo R" es
un subconjunto difeomorfo a R* localmente en torno a cualquier punto de
M. Dicho de manera mas formal:

1.5 Definicién. Sea M C R"”, decimos que M es una subvariedad k-
dimensional si, para todo x € M existe un difeomorfismo ¢ de un en-
torno abierto de x, U C R™ en un entorno abierto de 0, V' C R"™ tal que
e(MNU)=RFx0)NV.

1.6 Definicion. Sea M una variedad, p € M, v: R — M una aplicacién
diferenciable tal que 7(0) = p que parametriza una curva en M que pasa
por p. Entonces un vector tangente a M en p viene dado por

Iy
.= N
7= 5,0
El espacio tangente a M en p es el conjunto de todos los vectores tangentes a
M en p y se denota por T}, M, es un subespacio vectorial de M de dimensién
k.

Dadas dos variedades diferenciables M y N, (U, ), una aplicacién f : M —
N diferenciable, su diferencial D f(x) : T,M — TN,y dos puntos x € M,
y € N, diremos que:

» 7 es un punto reqular de f sirank Df(z) = dim(N).

» y es un valor reqular de f si para todo z € f~!(y),  es un punto
regular de f.

= y es un valor critico de f si no es un valor regular.

Inmediatamente de las definiciones se deduce que si dim(M) < dim(N)
entonces f no tiene puntos regulares; ademas, estas definiciones nos permiten
enunciar uno de los teoremas mas importantes de Geometria Diferencial.

1.7 Teorema del valor regular. Sean M y N variedades diferenciales con
dim(M) =m > n = dim(N), f : M — N wuna aplicacion diferenciable,
y € f(M) un valor reqular de f. Entonces f~'(y) es una subvariedad dife-
renciable de M de dimension m — n y su espacio tangente a viene definido

por Tpf~(y) = ker Df(x).

Hemos presentado las variedades diferenciales desde dos puntos de vista:
como un subconjunto de R™ y de forma abstracta, sin embargo, por el teore-
ma del embebimiento de Whitney | , p- 53] sabemos que toda variedad
diferencial abstracta se puede expresar como una subvariedad de R"™.

Si ademas de esta estructura diferenciable, M tiene un producto escalar
definido en cada espacio tangente que varia de forma diferenciable con el
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punto, se dice que M es una variedad Riemanniana. En este caso, podemos
dotar a la diferencial de una norma

|1De(z)]] = ||Iané:Xl | Do ().
Otros resultados importantes son los teoremas de la funcién implicita y
de la funcion inversa, que también utilizaremos a lo largo de este trabajo.

El teorema de la funcién implicita nos permite desarrollar un método para
hallar raices de polinomios conocido como método de homotopia que ha-
ce uso de una construccion llamada wvariedad solucion. Utilizaremos dicha
construccion varias veces a lo largo de nuestro trabajo, asi que vamos a ex-
plicar brevemente en qué consiste, para el caso de polinomios. Comenzamos
recordando la definicién de polinomio homogéneo.

d
1.8 Definicién. Sea f un polinomio de Clz], f = Zaimi, entonces el
i=0

d
polinomio homogéneo asociado a f en Clz;z] es h = Z a;rizd70
i=0
Al igual que lo hemos hecho en una variable, este mismo proceso se puede
realizar en Clz1, ..., z,], completando con una variable cada monomio hasta
que el grado de cada monomio sea igual que el grado total del polinomio.
Denotaremos por H,, al conjunto de polinomios homogéneos de grado n.

Podemos presentar ahora la nocién de variedad solucién.

1.9 Definicién. Sea H,, el conjunto de polinomios homogéneos de grado
my sean @Q : Hpy x C2 — R™ de clase C*°, f, fo € Him v ¢, (o € C? tales que
f(€) =0 = fo(¢y). Consideramos el conjunto de ceros asociado al problema:

V={(z,y) € Hm x C?: Q(z,y) = 0} C H,, x C*

es una variedad de dimensién n+1 y recibira entonces el nombre de variedad
solucion.

Si %(f, ¢) tiene rango m para todo (f,{) € V), entonces, el teorema de
la funcién implicita nos dice que para todo f suficientemente proximo a
fo existe un tnico cero ¢ de f préximo a (y y ademds ¢ es una funcién
diferenciable.

1.2. Condicionamiento de problemas numéricos

En esta segunda seccién realizaremos una introduccion al condiciona-
miento de problemas numéricos. Nos adentramos de esta forma en el mundo
del analisis numérico y el calculo computacional. Para ello, utilizaremos un
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unico libro, | ]. Como ya mencionamos en la introduccién, una de las
motivaciones de Smale para estudiar el problema de los puntos elipticos de
Fekete es encontrar polinomios cuyos ceros estén bien condicionados; esta
introduccion nos ayudara a comprender qué significa exactamente estar bien
condicionado.

Cuando hablamos del condicionamiento de problemas numéricos pode-
mos hablar de dos tipos, el condicionamiento absoluto y el condicionamiento
relativo. A continuacién, vamos a definirlos.

1.10 Definicién. Sean X,Y dos espacios vectoriales de dimensién finita
sobre R o C y D un subconjunto abierto de X, sea ¢ : D — Y. En estas
condiciones podemos definir:

= Niumero de condicion relativo:

RelError(p(x))
cond?(z) = lim sup
( ) 60 RelError(z)<é RelError(x)

donde, por RelError(x) entendemos el error relativo de z, RelError(z) =
|z—2|
|z]

= Niumero de condicién absoluto:

acond?(x) = lfm  sup M
60 |5—al|<s || — ]
Claramente, estas dos cantidades estan relacionadas.

1.11 Proposicién. Se verifica que cond?(x) = acond?(z) IIs!a')II'

Ademss, existe una caracterizacion de los nimeros de condicién cuando
trabajamos con aplicaciones diferenciales.

1.12 Proposicion. Sean X,Y dos espacios vectoriales de dimension finita
sobre R o C y D un subconjunto abierto de X, sea ¢ : D — Y una aplicacion
diferenciable. Entonces se verifica que

acond”(z) = |[De(z)]]
1Ed]

[l ()]

Nota. Cabe destacar que el condicionamiento depende fuertemente de la
norma elegida.

cond?(x) = || Dy(x)||

10
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Consideremos ahora la variedad solucién en la linea de la vista en el apartado
anterior,

V={(r,y) e X xY : F(z,y) =0}

y definamos el conjunto
oF
Y ={(z,y) €V: ranka—y(az,y) <n}.

Sean (z9,y0) € V\X/, II: X x Y — X la proyeccién en la primera compo-
nente, U un entorno del punto zg en X y U’ = II71(U) un entorno de (x, yo)
en X x Y. Entonces por el teorema de la funcién inversa II: U' NV — U
es biyectiva y su inversa viene dada por II7(z) = (z, G(x)).

X xY

II
G
X Y

En estas condiciones, el condicionamiento del problema en el punto = viene
dado por DG : X — Y, DG(x0) es la matriz de condicién en el punto xg
y, al igual que antes, el nimero de condicién viene dado por:

acond”(z) = ||DG(x)||
1Ed1

cond?(2) = IDG (@) Iz

El nidmero de condicién para todos los puntos (z,y) € ¥/ serd +o0.

Nota. Dado F, por el teorema de la funcién implicita,
OF “LoF
DG(x)=— | — — .
(x) <8y (x,y)> 5 (12Y)

En su articulo | |, Shub y Smale definen un cierto nimero de con-
dicion asociado a un polinomio para medir la estabilidad y la complejidad
de los algoritmos para calcular raices de polinomios. Antes de presentar ese
numero de condicién, vamos a dotar al anillo de polinomios Clz| de una
norma conveniente.

1.13 Definicién. Sea f = 2" + ap,_12""! + ... + a1z + a¢ un polinomio de
C[x], entonces definimos la norma de Weyl o norma de Bombieri de f por:

(1) P=3 (j)u

J=0

11
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Como podemos observar, la norma de Weyl da mas peso a los coeficientes de
los extremos. A partir de este momento, y salvo que indiquemos lo contrario,
siempre que trabajemos en el anillo de polinomios C[z], éste estard dotado
de la norma de Weyl, a la que denotaremos de la forma usual || f||.

1.14 Definicién. Dado un polinomio homogéneo de grado n en C|z; z]
dotado de la norma de Weyl-Bombieri (1.1)

n
h(z,z) = Zakxkz”*k, ar €C, a, #0
k=0

y una de sus raices ( € IP’%, entonces el numero de condicion de h en ( viene
definido por

[ si ADR(Q)]c) !
uh >—{ Vi Al DAL ICP st I(DRO]e:) ™

donde Dh(C)|;1 es la restriccién de la diferencial al espacio ortogonal tan-
gente a V en (.

También podemos definir el nimero de condicionamiento asociado a un po-
linomio, sin tener en cuenta una raiz particular.

1.15 Definicién. Definimos p(h) como el méximo nimero de condiciona-
miento en todas sus raices:

p(h) =~ max  pu(h,()
CEP2:h(¢)=0

De igual manera, podemos definir un nimero de condicionamiento para po-
linomios no homogéneos con raices en C.

1.16 Definicién. Sea f € C[t] un polinomio de grado n dotado de la norma
de Weyl-Bombieri (1.1)

f(t):Zaktk, a, € C, an, #0
k=0

y una de sus raices z € C, entonces el numero de condicion de f en z viene
definido por

pw(fsz) = pu(h, (2,1));  w(f) = zeéﬁf’}f):o“(f’ z)

donde h es el polinomio homogeneizado de f.

Tras realizar ciertos célculos, podemos concluir (ver | ]) lo siguiente.

12
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1.17 Proposicién. Sea f € C[t] un polinomio de grado n dotado de la nor-
ma de Weyl-Bombieri (1.1) y z € C una de sus raices, entonces el nimero
de condicion de f en z estd definido por

Vil + |22
| (2)]
Mostraremos una ultima caracteristica 1til de el ntimero de condicién.

1.18 Proposicién. Sean h € Cz], z € C raiz de h, y a,b € C, a # 0 # b.
Entonces se verifica:

(1.2) n(f;z) = A1)

p(ah,bz) = u(h, 2)
Pero lo que realmente hace de o una cantidad interesante es la siguiente
caracteristica. Sean h € H,,, z € PA y sea V = {(h,z) : h(z) =0} C H,, x P%
la variedad solucién.

Figura 1.2: Representacion de la variedad solucién V.

Consideremos también las proyecciones:

V
I,
I
Hn P2

1.19 Proposicion. En las condiciones anteriores se verifica que:
I1; es invertible en (h,z) <= u(h,z) < 0o
. — R,
Y ademds, || D(Il o I 1) ()] = £0:2)

Esta proposicién tiene un claro sentido geométrico, si pu(h, z) es muy grande,
entonces z puede variar mucho al variar ligeramente h. Si, por el contrario
u(h, z) esta acotado, por ejemplo por n?, entonces z varfa mas lentamente.

13



Capitulo 2

Estudio de dos modelos de
configuracion

2.1. Introduccion

A lo largo de este capitulo estudiaremos dos modelos conocidos para
minimizar la s-energia con n = 5, dos construcciones a las que llamaremos,
por razones obvias, estructura bipiramidal y piramidal.

.
»

(a) Estructura bipiramidal (b) Estructura piramidal

Dichas estructuras son las soluciones para el problema de Whyte (cuando
s — 0) y el problema de Tammes (cuando s — ©0), respectivamente.
Ademads, se ha probado que la estructura bipiramidal también es solucién
para el problema de Thomson (s = 1) y para s = 2.

Nuestro objetivo consiste en minimizar la s-energia cuando s varia entre
0 y 4+o00. Para ello, estudiaremos el valor de la s-energia minima cuando los
puntos siguen una estructura piramidal y una estructura bipiramidal, com-
pararemos cudl de las dos estructuras es mejor para cada s e intentaremos
probar si efectivamente la s-energia minima se alcanza siempre en alguna de
esas dos estructuras o si por el contrario, existe otra estructura que minimice
la s-energia para un s concreto.

14
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8§ — 00

Figura 2.2: Esquema del estado del arte del problema.

2.2. Estudio del modelo bipiramidal

Comenzamos estudiando la estructura bipiramidal.

2.1 Definicién. Diremos que los puntos (Py, P2, P3, Py, P5) € S? se encuen-
tran en posicién bipiramidal si dos de ellos (aqui tomaremos P; y P5 ) estan
situados en los polos y los otros tres forman un tridangulo equilatero en el
ecuador.

Figura 2.3: Estructura bipiramidal.

Si los puntos se encuentran distribuidos en posicién bipiramidal, las distan-
cias entre dos puntos distintos vienen dadas por:

p=d(P,P5) =2
q=d(Py, P) = d(Py, P3) = d(P1, Py) = d(Py, Ps) = d(Ps, P5) = d(Py, Ps) = V2
r=d(Ps, P3) =d(P, Py) = d(Ps, Py) = V3

15
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Figura 2.4: Distintas distancias de la estructura bipiramidal.

Luego, la energia de Riesz asociada a una estructura bipiramidal es la si-
guiente:

5
1 1 6 3
Es(Pr, Py, P3, Py, P5) = ——— = ——
) i:%z;j 1P =Pl 28 V2" V3

Notacion. A partir de ahora denotaremos por ESO a la energia de Riesz aso-
ciada a una estructura bipiramidal.

Para observar como varia la energia de Riesz dependiendo de s no tene-
mos mas que hacer variar s en (0,00) y obtenemos la grafica 2.5.

2.2 Proposicién. &Y es estrictamente decreciente.

Demostracion. Basta con comprobar que la derivada de £ es negativa.

9gy —In(2) 3m(2) 3In(3)
ds 28 V2° 2¢/3°

<0

O

2.3 Corolario. £ pertenece al intervalo (£2,£9) = (0, 10).

2.3. Estudio del modelo piramidal

A continuacién, estudiaremos la estructura piramidal.

16
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Grafico de &, en la estructura bipiramidal

Figura 2.5: Grafico de &0 para s € (0, 30).

2.4 Definicién. Diremos que los puntos (Pi, Py, P3, Py, Ps) € S? se en-
cuentran en posicién piramidal (con altura h) si cuatro de ellos forman un
cuadrado y el otro punto pertenece a la recta perpendicular al plano por el
centro del cuadrado definido por dicho cuadrado y tiene altura h sobre el
mismo.

Figura 2.6: Estructura piramidal con h = 1.

En este caso, las distancias vienen dadas por:

17
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p= d(Pl,PQ) = d(Pl,Pg) = d(P17P4> = d(P17P5) = \/ﬁ
¢ = d(Py, P3) = d(Py, Py) = d(Py, P5) = d(Py, Ps) = \/2h(2 — 1)
r=d(P2, Py) =d(P5, P5) =2y/h(2—h)

Figura 2.7: Distintas distancias de la estructura piramidal con h = 1.

Y la energia de Riesz asociada a una estructura piramidal de altura h resulta:

> 1 4 4 9

58(P17P27P37P47P5): = 3+ S+
i:%;jHPi—PjHS V20T \2h(2—1h)"  (2y/h(2 = h))*

Notacion. Abusando ligeramente de la notaciéon, a partir de ahora denota-

A , . . . .
remos por & (h) a la energia de Riesz asociada a una estructura piramidal
de altura h.

Notemos que el denominador de e (h) toma el mismo valor que el de e (2—
h); sin embargo, el valor del numerador es mayor si h € (0,1) que si h €
(1,2). Como queremos minimizar la funcién e (h) para cada s, podemos
restringirnos a tomar h € (1,2).

La primera pregunta que nos hacemos es:

2.5 Problema. Para un s fijo, jexiste un unico hs € (1,2) que minimice
EL(h)?

18
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2.3.1. Altura de la piramide

Para estudiar la unicidad, vamos a estudiar la convexidad de la funcién
de la energia de Riesz &b (h) respecto a la variable h (es decir, para un s
fijo).

2.6 Proposicién. Para cada s € (0,00) fijo, la funcion EsA(h) es conveza,

7 2 A
es mas, aaié > 0.

Demostracion. Consideremos las siguientes funciones:

A 4
s,l(h) - ms
A - 4
85,2(h) - 2h(2 — h)s
S = ———

Es(h) = —F———
’ (2v/1(2 = h))*

Todas son de clase C* en (1,2), asi que podemos estudiar el signo de su
segunda derivada.

E5i(h) = 4(2n) 7

)

%, 4s(2h) 2 !
2 = — 2
oh s(2h)
0% s .
sl _ S2-2
e 88(5 +1)(2h)2
02e5
Como cada uno de los factores de —;3+(h) es positivo para todo s € (0, 00)

N
025,

y para todo h € (1,2), podemos concluir que —5;5= > 0 Vh € (1,2) y por lo

tanto, SsAl(h) es convexa.

ELy(h) = 4(2h(2— b)) =

)

%, = 25(4h — 4)(2h(2 — b)) 2 !
oh
625’8&2 -1 2(5 522
8h27 =8s(2h(2—h))2 " 4 2s(4h —4) (5 +1)(2r(2—h))2 ~
Al igual que en el caso anterior, cada uno de los factores es positivo y por
2 oA\
lo tanto, % >0 Vh e (1,2), luego 5§Q(h) también es convexa.

19
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ELy(h) = 2(4h(2 — h))F

853A3 =s_1
23— 5(8h — 8)(4h(2 — h)) 7
02EL,
$,3 —s_1 2,8 —s_9
50 = 8s(4h(2 = 1) F 1+ 5(8h — 825 + 1)(Ah(2 — b))

Por la misma razén que en los otros dos casos, Sﬁg(h) también es conve-

xa. Como E2(h) = c‘:ﬁl(h) + 5§2(h) + 5§3(h) es la suma de tres funciones
A .

convexas, & (h) también es convexa.

0

2.7 Proposicién.

835:? = (2n)2 ! [(25)(4h N2 - )T 1427 — 4s
Demostracion.
8655 _ _45(2h)_73—1 + 2s(4h — 4)(2h(2 — h))?—l 4+ 25(4h — 4)(4h(2 — h))%s—l
= —45(2h)7 '+ 2s(4h —4)(2R) 2 12 —h)Z M1 4+27 1)
=(2n)7 ! [(25)(4h N -RF (1427 - 43}
([l

2.8 Corolario. Para cada s € (0,00), SSA(h) alcanza un unico minimo, que
denotaremos por hg, en (1,2). Es mds, hs € (1, %)

Demostracion. En el resultado anterior hemos visto que e (h) es convexa
para h € (1,2), luego estudiar la existencia de un h que minimice e (h) en

AN
(1,2) equivale a estudiar la existencia de una raiz de 8852 con h € (1,2).

AN JAN
Para ello, veremos que ag,fb (1) < 0Vs € (0,+00) y que ag‘i (3) >0

AN
Vs € (0, 400). Como 85; es continua, por el teorema de Bolzano podemos

concluir que la funcién tiene un cero en (1, %) C (1,2), que al tratarse &

AN
de una funcién convexa es, ademads, el inico minimo de 85; .

Consideremos la derivada de la energia de Riesz respecto de h, por la Pro-
posicién 2.7 sabemos que es

oL
oh

= (2h) 7! [(25)(4h —4)2-Rh)T 1427 ) —4s

20
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Entonces tenemos que:

yAN
Luego para todo s € (0, 00), agi (1) <o.

9EL
+1 s+1 5+1
a2 (3) 72 (3) ]
3

4
Calculemos ahora “5;-(3).
Por un lado, dado 0 < s < oo tenemos que %§+1(43) > 0; ademas, (—)%*1 >

N|®

0 (4 _3
oh \3) 8
2

1y 2(%)%“) > 0, luego la expresién contenida en el corchete es positi-
AN
va. Tenemos entonces que agz (%) > 0 para todo 0 < s < o0, con lo que

AN
852 (3) > 0 para todo s € (0, 00).

g

Figura 2.8: Intervalo en el que varia h(s) representado en la esfera unidad.

Nota. Para calcular dicho minimo, no tenemos mas que utilizar algiin méto-
do de aproximacién de ceros, nosotros hemos utilizado un método de bisec-
ci6n implementado en SAGE que mostramos en el Anexo 1.

A
En los dos gréaficos de la figura 2.9 podemos observar cémo agﬁ (h) tiene

una raiz comprendida entre 1 y %. Es mads, el comportamiento de 885;? (h)
en los ejemplos que hemos escogido nos marca una clara tendencia: cuando
s — 0 las raices se van aproximando a %. Sin embargo, cuando s — co
entonces las raices se aproximan a 1, o lo que es lo mismo, la altura de la
piramide tiende a 1, lo cual concuerda con los resultados numéricos obtenidos

en | | para el problema de Tammes.

21



Capitulo 2. FEstudio de dos modelos de configuracion 22

IES ( o€
ET (b) Gréfico de =20

(a) Gréfico de o

aeL ..
51— para distintos valores de s.

Figura 2.9: Funcién

Definimos entonces la funcién h(s) que a cada s € (0,00) le hace corres-
ponder hg.

2.9 Definicién. Sea s € (0,00), definimos entonces la funcién

B (0,00) —» <1§>

s+ hg

En la figura 2.10 dibujamos la grafica de h(s) para s € (0, 30).

Grafico de h(s)

Figura 2.10: Gréfico de la funcién h(s) para s € (0, 30).

Una vez que tenemos h(s) acotado, vamos a demostrar la continuidad

22
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de h(s). Para ello, utilizaremos el método de la variedad solucién explicado
en los preliminares.

2.10 Definicién. Consideremos la funcion

Q : <1,§) x (0,00) — R

A
(h,3) = Q(h ) = % (h, )

y la variedad solucién V = {(h, s) : Q(h,s) = 0} C (1, %) x (0, 00).

A A
2.11 Proposicion. V es una variedad C* y Ty, )V = Span <%, 8;%).

Demostracion. Por un lado tenemos que (1, %) x (0,00) es una variedad
diferencial C* de dimensién 2, y R una variedad diferencial C* de dimensién
1. Ademis,

Q: (1,;1) x (0,00) — R
(h,s) = Q(h,s)

es un difeomorfismo cuyo gradiente

20/ 20/
VQ_(anaC2>_(ag has)vag (h,S))

Oh’ 0s Oh? ( OhOs

no se anula nunca, pues 8h2 (h, s) > 0 para todo h € (1, ) por la Proposi-
cién 2.6, y en concreto, \7Q # (0,0) para (h(s),s) para todo s € (0, 00).
Luego en particular, rank DQ(h(s),s) = 1 = dim(R) y por lo tanto, (h(s), s)
es un punto regular de Q. Como (h(s),s) = Q~1(0), en particular 0 es un
valor regular de R.

Podemos aplicar entonces el Teorema del valor regular 1.7 y tenemos
que V es una subvariedad diferencial C*® de (1,%) x (0,00) de dimensi6n 1.
Ademas,

T(h7S)V = ker DQ(h, 8)
= {(u,v) tal que DQ(h,s)(u,v) =0}
— {(u,v) tal que {(u,v), Q) = 0}

. —rEL 2L
— P Tonas omr )
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2.12 Proposicién. La funcion

4

h:(O,oo)—>(1,3

s+ hg
es C.

Demostracion. Sabemos que la variedad )V definida anteriormente es una
variedad C* y tenemos la siguiente construccién

1%
IL;
ITq
(1,%) (0, 00)

Consideremos la proyeccién IIy : V — (0,00) que a cada (h,s) lleva a s.
Veamos que la aplicacion DIIy : T )V — Ts(0,00) es un isomorfismo
lineal.

2L td2El
DI, : Ty (0,00) =R
2 ( Ohds ' Oh? ) (0,00)

es un isomorfismos si, y solo si la segunda componente es no nula. De nuevo
20N
utilizaremos el hecho de que %(h,s) > 0 para todo h € (1, %) y por lo

tanto, DIIy es un isomorfismo.

Asi que podemos aplicar el teorema de la funcién inversa y sabemos que
existe un entorno de (h,s) € V, denotado U tal que Il restringido a U es
un difeomorfismo C* lineal, luego tiene sentido hablar de I1;*(s) = h(s),
como IT, ! es un difeomorfismo, en particular h(s) es C*.

O

Hemos visto que h(s) es una funcién continua, veremos ademds que es de-
creciente. Para ello, comenzamos enunciando un lema que nos servird para
hacer las demostraciones.

2.13 Lema. & < (1—2)" <1 para todo s € (2,00).

s

Demostracion. La segunda parte del lema no es mas que una generalizacion
de un conocido resultado que dice que

(1 + E)S < e“.
s

, .z S s . ,
Ademas, la funcién (1 — %) es mondtoma creciente, asi que para demostrar

la primera parte del lema, basta con comprobar que se verifica para s = 2.
O
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2.14 Proposicién. La funcion h(s) estd acotada inferiormente por (1 — %)
para todo s € [4,00).

AN
Demostracién. Hemos definido la funcién h(s) como h € (1, 3) tal que 852 =
0, asi que para ver que h(s) estd acotada inferiormente por (1 — %) basta

A
con comprobar que 852 (1 — %) < 0.
Por la Proposicion 2.7 sabemos que

oEL
oh

— (2h)F 1 [(25)(4h 42—k T (1427 ) - 45}

asi que sustituimos y obtenemos

O B (o e (o e

A B
donde A > 0, luego basta con que estudiemos el signo de B. Vamos a ver

entonces que

2 1\2 ! .
(1—) (1+22 H<1
] ]

donde

2(1- i)?_luw‘f—l) -2((2- 1)) (1427

aplicamos el Lema 2.13 y tenemos que

(s+2)

2((1_1)s>25 (14271 < 2V2eV2e <1+2( : )

S S S

luego nuestro problema se reduce a ver que

2V3ev/2e __2(/2)
§ 1+2(v2)*

Lo cual es cierto, para s = 4. Ademas, podemos observar como la parte de
la izquierda decrece (su derivada es negativa) mientras que la de la izquierda
crece (su derivada es positiva), por lo que podemos concluir que se verifica
para todo s € [4, 00).

O

2.15 Proposicién. La funcion h(s) estd acotada inferiormente por % para
todo s € (0,4).

25
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Demostracion. Al igual que en la demostracién de la Proposicién 2.14, te-

AN
nemos que comprobar que 85; (%) < 0.

Por la Proposicién 2.7 sabemos que

oL
oh

Luego tenemos que ver que

5 e <

lo cual ocurre si, y sélo si

19 %+1+ 19\ 2! 1
15 30 8"
(s) = 19 %+1+ 19 211
I =\ 15 30 '
(= L1 §+11 19\, 1 (19 %“1 19
S)= =< | — n|(-— — | — n|{—
g 2\ 15 15) " 2\30 30
1/19\ 2"} 19\ 1 /19\2*! 19
" Y 12 - - | == 12 -~
g°(s) 4<15> " \15) Ta\30 " \30

Como ¢”(s) > 0, g(s) es una funcién convexa, y como tal, alcanza su valor
maximo en los extremos del intervalo, es decir,

0= ()7 (2)7 < mato0ngn = (1) + (2) < 2

Podemos concluir que
oer (1)
ds \ 19

— (2h) 7} [(25)(4}1 )2k T 1427 ) - 45} .

Sea

Entonces

[N

para todo s € (0,4).
t

2.16 Proposicién. La funcion

B (0,00) —» (13)

s+ hg

es mondtona decreciente.
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Demostracion. Por la definicién de h(s) sabemos que

AN
(2.1) a;; (h(s)) =0

Si derivamos a ambos lados de la igualdad (2.1) respecto de s, obtenemos:

yaN
e? 22 ()

92EL /
h(s)) =0 h'(s) =

Oh?

(h(s))h'(s) +

200 . .
Donde 88}% > 0 para todo h € (1, %), pues como vimos anteriormente,

gL (h) es convexa en dicho intervalo. En particular, h(s) € (1, %), luego lo
JAN
tnico que tenemos que comprobar es que %Qh%s (h(s)) > 0.

20
Vamos, entonces, a calcular %h%ss (h(s)). Recordemos que

oEL s —ay =4
= 4s(2h) 3 [(—1) Y o(h—1)(2—h)T N1+ 23 )}
A

B

AN
Como Bgi = 0si h = h(s), y el factor A siempre es positivo, entonces
necesariamente, B(h(s)) es igual a 0. Si calculamos ahora:

92E8 DA OB
ohos M8 = o B+ AGS

El primer término %B se anulard en h(s), pues hemos visto que B(h(s)) =
0. Asi que sélo tenemos que estudiar el signo de A%—f. Como hemos dicho
antes, A siempre es positivo, por lo que de nuevo, el problema se reduce a
estudiar el signo de %2 (h(s)).

0B

25 () = (1-h(s))(2—h(s))2 ! <1n(2 —h(s)1+27 Y+ 1n(2)ﬁ—1)

donde (1 —h(s))(2—h(s))Z 1 <0, pues 1 < h(s) < % para 0 < s < oo.
Vamos a probar ahora que (111(2 —h(s)(1+27 1) + 1n(2)2%5_1> < 0.

Para s € [4,00) podemos aplicar la Proposicién 2.14 y obtenemos:

(2 - h(s))(1+27 1) +1n(2)27 !
<In(1— %)(1 427 £ In(2)2 7!

—S
=1
2
12

1 s =s
=In <1 — ) +1n(2)272 !
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aplicando el Lema 2.13 tenemos

sln(2) —2v2° —1
< 5
52\/§

donde, si sustituimos s por 4 ya es negativo y podemos observar que la
derivada es claramente negativa, luego

0

sIn(2) —2v2" — 1 _
S

-1 n z -1
(22)  In(2-h(s)1+22 1) +In(2)22 ' < $2/2

para todo s € [4,00).

Consideremos ahora s € (0,4), como
In(2 —h(s))(1+22 Y +In(2)22 ' <0

para todo s € [4,00), si no lo fuera para todo s € (0,00) entonces existiria
un s € (0,4) tal que

In(2 —h(s))(1+27 1 +In(2)27 ' =0
lo cual ocurre si, y solo si
In(2 — h(s))(1+ 227 +1n(2) = 0

con lo cual tenemos

1 1 23
h(s) =2 — ———— - < —
(S) 1+2§+\1/§ < \3/5 < 19
lo cual es absurdo.
Tenemos entonces
(2.3) In(2 — h(s))(1+27 1) +In(2)27 ' <0

para todo s € (0,4).
Por (2.2) y (2.3) podemos concluir que

In(2 —h(s))(1+27 1 +In(2)27 1 <0

para todo s € (0, 00). Luego
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0B

para todo s € (0,00). Asi que

92el
Oh0Os

(h(s)) >0

para todo s € (0, c0).
=025 (h(s))
Obtenemos de esta manera que h'(s) = %‘9
a2¢
Bros (h(s))

es decreciente.
O

Esta proposicion nos lleva a una nueva cota.

2.17 Corolario. h(s) estd contenido en el intervalo (1, %)

< 0y por lo tanto, h(s)

Demostracion. Como h(s) es una funcién continua 2.12 estrictamente de-

creciente 2.16, los valores de £ (h(s)) para el modelo piramidal estdn con-

tenidos en el intervalo (Eo%(h(oo)),EOA(h(O))) =(1,2).

g

2.3.2. Propiedades del modelo piramidal

Una vez que hemos construido la funcién h(s), podemos definir la funcién

gL = SsA(h(s)), en la figura 2.11 dibujamos su grafica.

Grafico de &, en la estructura piramidal

Figura 2.11: Gréfico de £ para s € (0, 30).
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. .. . A . .
Al igual que en el caso bipiramidal, £ también es decreciente respecto
de s, aunque esta vez quiza no resulte tan evidente con el caso anterior.

o s A . .
2.18 Proposicién. & es una funcion decreciente.

Demostracién. Sea 0 < s’ < s < oo, por la Proposicién 2.16 sabemos que
entonces h(s’) > h(s), por lo que EL = SsA(h(s)) < EsA(h(s’)). Entonces nos
basta con probar que £ (h(s')) < Sﬁ(h(s’)) = &8

s

Sea g(s) = £ (h(s')), vamos a probar que para 0 < s’ < s < 0o tenemos
g(s) < g(s), es decir, que ¢'(s) < 0 para todo s € (0,00).

o(s) = —— s 4 i - 2
V() R -h(&) 2R = h())

Definimos las funciones:

g1(s) = W
g2(s) = S
V()2 — h(s)))
2

B = SRR

Tenemos entonces que

9(s) = g1(s) + g2(s) + g3(s)

Comenzamos estudiando la funcién gi(s).

g1(s) = 4(2h(s)) 7
gi(s) = —2(2h(s") 7 In(2h(s))
donde 2 < 2h(s') < &, luego (2h(s'))Z > 0, In(2h(s")) > 0y —2 < 0. Luego

g1(s) < 0. Estudiamos de igual forma la funcién gs(s).

g2(s) = 4(2h(s)(2 = h(s)) 7
95(5) = =2(2h(s")(2 = h(s"))) 7 In(2h(s')(2 = h(s")))
donde 1 < h(s') < 3, luego (2h(s")(2—R(s"))) T > 0; B <2n(s')(2—h(s")) <

2, asf que In(2h(s")(2 — h(s'))) > 0y —2 < 0. Podemos concluir entonces
que g5(s) < 0. Por tultimo, estudiaremos g3(s).
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(4h(s)(2 — h(s))=

93(s)
/ ~5(h(s)(2 — h(s)))%s In(4h(s)(2 — h(s)))

2
g3(s) =2

donde 27% > 0; 1 < h(

s') < 3, luego (h(s')(2— h(s")))Z >0y In(4h(s')(2—
h(s"))) > 0, luego g5(s) < 0.

Podemos concluir entonces que

g'(s) = gi(s) + ga(s) + g3(s) <0

y por lo tanto, g(s) es decreciente, podemos concluir entonces que ESA es
decreciente.

O

2.4. Comparacién del modelo piramidal y bipira-
midal

Ahora que hemos obtenido las gréficas de la energia de Riesz tanto para el
caso piramidal como para el bipiramidal, vamos a proceder a su comparacién.

Grafico de &, de la estructura bipiramidal en rojo y piramidal en azul Grafico de ¢, de la estructura bipiramidal en rojo y piramidal en azul

Figura 2.12: Graficas de la energia de Riesz en ambas estructuras.

Como podemos observar en la figura 2.12, las gréaficas son practicamente
indiferenciables, pero basta con hacer zoom en el grafico para observar que
al principio es menor la energia del modelo bipiramidal y al final (en torno
a 20) es menor la energia en el modelo piramidal.

Este hecho nos lleva a plantearnos un segundo problema.

2.19 Problema. ;Existe un unico cruce entre las graficas de la energia
minima de Riesz de los modelos piramidal y bipiramidal?
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2.4.1. Cruce de las graficas

Vamos a ver que existe un s € (0, 00) tal que £ = SSA, es decir, tal que
la minima energia para el modelo piramidal sea igual que la minima energia
para el modelo bipiramidal.

Para ello, consideremos la funcién D(s) = er - £Y. Emplearemos de nuevo
el método de la biseccion, es decir, dados los puntos:

« D(2) ~0,0156 > 0
= D(20) ~ —0,0001 < 0

como las funciones £ y £Y son continuas', entonces la funcién D(s) es
continua, y de nuevo, por el teorema de Bolzano, podemos afirmar que existe
un cero de D(s) en (2,20). Para encontrar la solucién, volvemos a utilizar
el método de biseccién que hemos incluido en el Anexo 1. De esta forma,

obtenemos el punto de corte con la precision que queramos.

Grafico de D(h.s) en funcion de s
E(h,s)

0.015 -
0.01f

0.005 -

20 25 30

Figura 2.13: Gréfico de la funcién D(s).

Encontramos que la funcién D(s) tiene un cero en s ~ 15,0481. La unicidad
del cruce es un problema bastante més dificil que todos los que hemos tratado
aqui. No presentaremos ningin resultado concluyente en el trabajo, pero
trataremos el problema en el dltimo capitulo.

19 es continua por ser composicién de funciones continuas, ademds, en la seccién
anterior hemos demostrado que h(s) es continua, por lo tanto, E2 también es composicién
de funciones continuas.
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Capitulo 3

Energia logaritmica

3.1. Introduccion

Uno de los hallazgos mas gratos en matematicas es descubrir que varias
ramas, aparentemente inconexas, se entremezclan entre si, dando lugar a
combinaciones sorprendentes, pero ciertas. Una de estas construcciones es
precisamente la que vamos a estudiar a lo largo de este capitulo.

Dedicaremos la primera parte del capitulo a presentar nociones y resul-
tados que, a continuacién, pondremos en comin en una férmula que dara un
enfoque nuevo al problema de Whyte.

- 1
min Z In () Whyte’s problem

FEn la segunda parte del capitulo concretaremos todo lo expuesto anterior-
mente para dar un nuevo enfoque al problema de Whyte para 5 puntos. Ya
comentamos en la introduccion que Dragnev, Legg y Townsend dieron la
solucién para n =5 en | | v demostraron que la distribuccién de los
puntos éptima debe tener una estructura bipiramidal.

Notacion. A lo largo de este capitulo, y para no hacer demasiado pesada
la notacién, pasaremos a denominar & la energia asociada al problema de
Whyte, que también recibe el nombre de energia logaritmica.

Eo(wn) = En: IH<M>

1,j=1,1<g
Recordamos que a los puntos que minimizan la energia logaritmica se los
conoce como puntos de Fekete, y que son solucién del problema

n

argmax H l|z; — 24| FElliptic Fekete points

ij=1,i<j
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3.2. Formula de Armentano-Beltran-Shub

Hasta el momento, hemos trabajado con la esfera de radio unidad y cen-
tro el origen de coordenadas. Consideremos en su lugar la esfera de Riemann,
una esfera en R? de radio % centrada en el punto (0, 0, %)

2
1
S = {(a,b,c) eR?:a? 4+ b + <c—) :4} = {(a,b,¢c) € R : a®>+b*+c* = ¢}

Resulta evidente que el problema de minimizar la energia logaritmica en la
esfera S? y el de minimizar la energfa logaritmica la esfera de Riemann S son
equivalentes. Consideremos ahora la proyeccién estereografica de la esfera S
en el plano complejo.

Figura 3.1: Proyeccién estereogréfica.

La proyeccién, que es una biyeccién entre S\(0,0,1) y C, viene dada por la
siguiente funcién.

7 :S\(0,0,1) —C

c
b
(a7 7C) '_>a/ _ ’Lb
(0,0,0) 0

De esta forma podemos trasladar los n puntos de la esfera al plano complejo.
Consideremos a continuacién un polinomio f de grado n médnico cuyos ceros
sean precisamente los puntos (zi,...,2,) del plano complejo obtenidos al
proyectar los n puntos (1, ...,x,) de la esfera a través de II.
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Un resultado de Shub y Smale | | nos dice que en estas condiciones y su-
poniendo que (1, ..., Z,) son puntos elipticos de Fekete, u(f) < /n(n+ 1).

En estas condiciones, se verifica la siguiente igualdad:

n

H 1+ |z)?
(3.1) Zln (f,zi)+ = = - Zln(n)

R T
que fue enunciada por Armentano, Beltran y Shub en | ], pero cu-
ya demostracién podemos encontrar en | ]. Vamos a ir analizando los

elementos de esta expresién uno a uno.
Para empezar tenemos & (wy, ) la energia logarl’tmica en n puntos. La siguien-

te expresién con la que nos encontramos es g In(pu(f,2:)), para lo cual no

i=1
tenemos mas que calcular el condicionamiento de f y z; para 1 < i < n.

Mediante las técnicas vistas en la seccién 1.2 podemos calcular el ntimero
de condicionamiento del polinomio f con respecto a cada una de sus raices
(215 ey Zn)-

Vi( + 2"

u(f,z) = £l
|f'(2)]
n
H V14 ’21‘2
El término ZZIT es el cociente entre el producto de la norma de

Bombieri de los factores de f y la norma de Bombieri de f. Por | ]
sabemos que dicho cociente es siempre mayor que 1, y por lo tanto el loga-
ritmo es positivo.

Los experimentos sugieren que los siguientes problemas son equivalentes:
1. Minimizar E(wy,).

2. Minimizar Zln (f,z))-
=1

n
H V14 |zi]?

3. Maximizar Z:lT
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Como Z In(pu(f, 7)) =1In (H w(f, zz)> y In es una funcién monétoma cre-
i=1 i=1

n n
ciente, el problema 2, min Z In(u(f, z;)) resulta equivalente a min H w(f,z).
i=1 i=1
En cuanto al problema 3, en | , Theorem 2.1] vemos que para dos
polinomios f y g de grados r y s respectivamente se verifica que:

r

Ig!
191l 2 4/ i1 sl

vy que ademds dicha cota se alcanza. Para nuestro caso particular, esta de-
sigualdad implica

ViFir
sV

que, sin embargo, esta lejos de ser éptima.

3.3. Energia logaritmica de cinco puntos

Vamos a utilizar ahora estas herramientas para dar un nuevo enfoque
a nuestro problema original de 5 puntos. Estudiaremos las dos estructuras
presentadas en este trabajo y veremos si verifican las equivalencias que aca-
bamos de describir. Al igual que en la seccién anterior, en vez de trabajar
con la esfera S? trabajaremos con la esfera de Riemann S.

3.3.1. Estructura bipiramidal

Comenzamos con la estructura bipiramidal. Lo primero que hacemos
es obtener las coordenadas de los puntos (Py, P2, Ps, Py, P5) para el modelo
bipiramidal. Vemos que el punto Pj es precisamente el punto (0,0, 1), para el
cual no hemos definido la proyeccién, asi que tomaremos la misma estructura
en la esfera pero sometiéndola a una rotacién de 7 radianes respecto del eje
x, obteniendo los siguientes puntos, que pasamos al plano complejo mediante
la proyeccién estereografica.

(‘/L'aya Z) :L‘fiy
P= (301 ~1
Po= (0,=33) — —/3i

s o
Py= (0,%3,3) —3i
Py = (0,0,0) — 0

Py = (_1, ,%) — —1
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Figura 3.3: Proyeccién estereografica de la estructura bipiramidal.

3.1 Lema. Sea f9(z) € C[z] el polinomio asociado a la estructura bipira-
midal, entonces:

10l = = v ul(f2) = V2
V5

Demostracion. Calculamos el polinomio asociado a los z;, 1 <4 < 5,
) =2"+223-32

y la norma de Weyl del polinomio f¢

Calculamos ahora el condicionamiento de f© respecto de cada una de sus
raices usando la férmula (1.2).
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u(f,1) =v2
p(fo,—1) =v2
(£, —/3i) :g
(10 VBI) =3
u(f0,0) :g
Luego
u(f) = Zecglgé)zou(fo, 2) = p(f1) = V2~ 141,
O

3.3.2. Estructura piramidal

Aligual que en el caso anterior, vamos a someter a la esfera a una rotacién
de 7 radianes, para no tener problemas con el punto del infinito. En el
capitulo anterior, cuando estudiamos la estructura piramidal teniamos un h
diferente para cada s, como aqui estamos en s — 0, solamente utilizaremos
h(s) = 2 (ver | ]), pero como estamos trabajando en la esfera de
Riemann, reducimos la escala obteniendo h = %.
Comenzamos dando las coordenadas de los puntos en la esfera y luego,
mediante la proyeccién estereografica los pasamos a puntos del plano.

/
/
.

/

Figura 3.4: Estructura piramidal original y tras la rotacién.

38



Capitulo 3. Energia logaritmica 39

(z,,2) =
Pi= (0,%5 3 /3
P= (%202 \/§
Py= (0,-¥d5 %) /5
Pi= (—¥20,3) /8
Ps= (0,0,0) =0

jo.

’ X 1
X
05 /( / )’ N
Ay X
v e

A—l=E
N L — ]

.\
VU

Figura 3.5: Proyeccién estereografica de la estructura piramidal con h = %
Consideremos, pues, 5 puntos de la esfera (Py, Ps, P3, Py, P5) y llamemos
(21, 22, 23, 24, 25) a sus imdgenes por la proyeccién estereografica.

3.2 Lema. Sea f©(z) € C[z] el polinomio asociado a la estructura pira-
midal, entonces:

1 8 103
AN A
= -2 [ = —4/ —

Demostracion. Sea f el polinomio de grado 5 ménico cuyos ceros son preci-

samente 21, 22,23,24 Y 25.
25
Po=s- (Z):

Calculamos la norma de Weyl del polinomio f

5\ 71 /5\*  /5\"t 206 1
2= () (5) +(G) 1= =t = g v

y el condicionamiento de f% respecto de cada una de sus raices.
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_ 8 10
15V 15
1 /206
AN
0) ==/ —
w(f=,0) 2\ s

) 8 /103
:U‘(fA) = max /‘L(anZ) = IU’(an g) = T5 T5 ~ 1a40

2€C:f2(2)=0

O

3.3.3. Comparacion de ambas estructuras

Recordamos que en la seccién anterior vimos que u(f%) = % % ~

1,40 y pu( fo) = /2 ~ 1,41, luego el condicionamiento es menor en la estruc-
tura piramidal.
Asf mismo, ||f2]| = $ V206 ~ 1,59 < 1,79 ~ % = ||£°||, asf que la norma

del polinomio es menor en la estructura piramidal.

Ahora vamos a recordar los tres problemas supuestamente equivalentes y
vamos a testar su equivalencia en el ejemplo que conocemos: el de 5 puntos.

1. Minimizar &(ws).

5 5
2. Minimizar Zln(,u(f, z;)) = minimizar Hu(f, i)
i=1 i=1

5
[[Viiip

3. Maximizar ZZIT

3.3 Proposicién. La energia logaritmica & es menor en la estructura bi-
piramidal.

Demostracion. En | | se presenta la solucién al primer problema, asi,
sabemos que la estructura bipiramidal es la éptima para minimizar E(ws)
y la energia toma el valor

ES(ws) = 2,511
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Ademas, en ese mismo articulo se da una demostracién de que la estructura
piramidal que minimiza dicha energia es aquella de altura h = % en la esfera

S?. Dicha energfa toma el valor
ES (ws) = 2,520

en la esfera de Riemann.

O

n
3.4 Proposicién. M = Hu(f, z;) es menor en la estructura bipiramidal.
=1

Demostracion. No tenemos mas que calcular los 10 ntimeros de condicién
utilizando la férmula (1.2) y obtenemos los siguientes resultados.

128 —
0= =474
M o .740
43454464
A
= —— /2 ~ 4
M 284765625 06v/5 897
O
H v1+ ’21’2
3.5 Proposicién. N = MT es mayor en la estructura bipira-
midal.

Demostracion. Calculamos (3) para la estructura bipiramidal.

n

H V14 |ZZ"2

N0:W22\/5z4,472

Por otra parte, tenemos que

n

JIREREE

i— 2
AN =1
N 7] 3 ,/103 459

Podemos concluir que nuestra hipdtesis no se contradicen para el proble-
ma de los 5 puntos en estas estructuras. En el tltimo capitulo volveremos
sobre esta relacion, y la estudiaremos més a fondo.

0
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Capitulo 4

Una pequena incursion en los
problemas abiertos

Hemos resuelto muy pocos problemas en comparacién a todos los que
nos hemos ido planteando a lo largo del trabajo. En esta seccién queremos
resolver algunos mas, y, sobre todo, dejar muchos otros planteados.

4.1. En relacién al problema de Thomson para 5
puntos

Una pregunta que nos acecha desde que empezamos a escribir el trabajo
es la siguiente.

4.1 Problema. ;Es posible dar una solucién al problema de Thomson sin
herramientas computacionales muy pesadas?

Sabemos que la tnica prueba existente hace uso de una gran maquinaria
computacional, sin embargo, tal vez podriamos obtener la solucién de una
forma similar a como hemos trabajado en el Capitulo 3.

Consideremos 5 puntos situados en la superficie de una esfera, podemos
suponer que uno de ellos estd situado en el polo norte y los otros 4 son
moéviles. Mediante la proyeccion estereografica proyectamos 4 puntos al plano
complejo y enviamos el del polo norte al infinito. Entonces definimos la
distancia de separacion de una n-tupla w, = (z1,...,2,) de puntos en la
esfera por

4[], sep(wn) = min ||zi — ;]

Estd demostrado [ | que si w, = (z1,...,2,) es un conjunto de puntos
de Fekete, entonces

d)j4]],sep(wn) =

Vi1
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Aplicando este resultado a nuestro problema, podemos trazar otra esfera

de centro el polo norte de la anterior y de radio 4= = 1: sea C' la cir-

5—1 27
cunferencia que obtenemos de la interseccién de la@s esferas anteriores.
Para n > 4 C se encuentra en el hemisferio norte. Realizamos la proyeccion
estereografica de C' y tenemos que las proyecciones de los puntos de Fekete
se encuentran necesariamente en el circulo de centro 0 y radio acotado por

la proyeccion de C.

Figura 4.1: El area delimitada por la proyeccién C estd en blanco.

Luego nuestro problema se reduce a minimizar una funcién en un compac-
to. Lamentablemente, no se trata de un problema de optimizacién lineal,
lo que nos hubiese permitido utilizar métodos como el simplex, el método
del elipsoide o el del punto interior. Por lo tanto, a la hora de afrontarlo
numéricamente, serfa necesario recurrir a métodos con menores garantias
de éxito, como el método del gradiente o métodos heuristicos. Dichos méto-
dos, disenados especificamente para minimizar funciones no lineales como la
nuestra, presentan en numerosos casos practicos una eficacia y precision muy
notables, y es precisamente su uso el que hace a los investigadores conjeturar
que la optimizacion del problema de cinco puntos en la esfera para cualquier
potencial se alcanza siempre en una de las dos estructuras discutidas en este
trabajo. Sin embargo, no proporcionan pruebas rigurosas, de ahi el esfuerzo
para seguir estudiando este problema.

4.2. Comparacion entre las estructuras piramidal
y bipiramidal
Cerramos el Capitulo 2 dejando abierta la siguiente pregunta.

4.2 Problema. ;Las graficas de los modelos piramidal y bipiramidal se
volveran a cruzar o a partir de 15,05 siempre serd menor la energia asociada
a una estructura piramidal?

Para estudiar el problema, decidimos trabajar con la funcién cociente
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que representamos en la figura 4.2.

Grafico de C(s)

Figura 4.2: Gréfico de la funcién C(s).

Podemos observar que la funcién vale 1 para el punto s = 15,048077392, lo
cual encaja con lo que acabamos de demostrar en el apartado anterior.

La pregunta es sencilla, si C(s) solo toma una vez el valor 1, enton-
ces efectivamente las gréaficas solo se cruzaran una vez. Nuestra intencion
es demostrar algo més que eso: queremos probar que C(s) es una funcién
monétoma decreciente, y gracias al resultado que nos dice que h(s) es de-
creciente, esta ultima afirmacién no parece tan dificil de demostrar.

4.3. En relacién a la formula Armentano-Beltran-
Shub

En el Capitulo 3 nos cuestionamos la equivalencia de los siguientes tres
problemas:

1. Minimizar & (wy,).

2. Minimizar M = Zln(u(f, zi))-
i=1

| IREERER

3. MaXimizaI‘ N - =1 HfH
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y calculamos los valores de &, M y N para las estructuras piramidal y bipi-
ramidal. Sin embargo, para hacer las comprobaciones, tomamos la estructura
piramidal con altura % en la esfera de Riemann, que es la que minimiza la

energia logaritmica para s = 0, ahora bien,

5
4.3 Problema. ;La altura que minimiza M~ = H,u(f, z;) es también %?
i=1

Antes de nada, vamos a calcular las coordenadas en el plano complejo
para la estructura piramidal y mediante la proyeccién estereografica los pa-
samos a puntos del plano. Como hicimos en el Capitulo 3, vamos a someter
a la esfera a una rotacién de 7 radianes, para no tener problemas con el
punto del infinito.

(z,9,2) =
Pr= (0,\/h(I=h),h) /i
Py= (VB(I—1),0,h) =/
Py= (0,—/R(I=h),h) = — /i
Py= (=vh(1=h),0,h) = —/13
Ps = (0,0,0) =0

Como en la estructura piramidal tenemos un h diferente para cada s,
lo que vamos a hacer es acotar la zona en la que se mueven los puntos.
Como en nuestro problema original h estaba acotado por 1 < h < %, en este
problema, que reduce el radio de la esfera a la mitad, tenemos % <h< %.
En la figura 4.3 representamos la proyeccién estereografica y los puntos en
el plano complejo. Hemos senalado en rojo el segmento donde puede tomar
valores h.

Consideremos, pues 5 puntos de la esfera (Py, Py, P3, Py, P5) y llamemos
(21, 22, 23, 24, 25) a sus imédgenes por la proyeccién estereogréfica. Sea f el

polinomio de grado 5 ménico cuyos ceros son precisamente z1, 22, 23, 24 Y 25.

FAG) = 25 — <1ﬁh>22

Nota. Podemos fijarnos que cuanto mayor es h mayor es es coeficiente del
altimo término.

4.4 Lema. Sea f2 el polinomio asociado a la estructura piramidal entonces:
1-hr\"1
A
=1+ (=) =
172l \/ +(5) 3
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Figura 4.3: Proyeccion estereogréfica de la estructura piramidal en funcién
de h.

Demostracion. Calculamos la norma de Weyl del polinomio f.
5\7'f1-h\* [5\7" 1-h\*1
A2 _ _ -
1-h\"1
A
= = 1 _
&l \/ (5 3

Grafico de | f]| en funcion de &

Figura 4.4: Grafico de la norma de Weyl del polinomio f* en funcién de h.

Como vimos en la Nota 4.3, cuanto mayor es h mayor es es coeficiente del
tltimo término y por lo tanto, mayor es la norma de Weyl del polinomio f2.
Hemos representado en la figura 4.4 el crecimiento de la norma en relacion

a h.
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4.5 Lema. Sea f* el polinomio asociado a la estructura piramidal entonces:

1—h\? 1-h\"1
A
=5 —= 1 S B
s =5 (158 i (1)
Demostracion. Calculamos ahora el condicionamiento de f& respecto de

cada una de sus raices. Llamamos la atencién sobre el hecho de que el con-
dicionamiento de las cuatro puntos (sin contar con el 0) es el mismo.

AR () ) ol )

P S

4 5

(1 () ('

Como ‘[4Vh2 < \f(l h) para todo % < h< %, podemos concluir que
p(r2,0) > (£2 /%)
O

Podemos hacer un gréafico que compare el condicionamiento de los puntos
distintos de 0 dependiendo de la altura y otro que compare el condiciona-
miento de los puntos 0 también dependiendo de la altura.

Condicionamiento de los puntos no nulos en funcion de
Condicionamiento de los puntos nulos en funcion de h

h
05 055 06 065 07 075

n
05 055 0.6 0.65 07 075

(a) Condicionamiento de pu(f*, /123 (b) Condicionamiento de pu(f*,0).

Figura 4.5: Gréficos del condicionamiento de u(f%,z) en funcién de h.

Lo primero que vamos a ver es que existe una tnica altura h que minimiza
5

M? . Para ello, estudiaremos la funcién M?* = H,u( f,zi) respecto a la
i=1
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variable h.

4

M (h) = \f\/ \/ > % 1— \/1+ 1-h

O‘!\'—‘

T B
A

es una funcién C* en (0, 1) y ademds es céncava.
En la figura 4.6 mostramos el grafico de M% en funcién de h.

4.6 Proposicién. Se tiene que argmin M>(h) # argmin 8 = %

Demostracion. Aunque no proporcionamos aqui una demostracién rigurosa
de que M (h) tiene un tinico minimo en (%, 1),hemos calculado computacio-
nalmente dicho minimo que resulta.

argmin M*(h) ~ 0,6289
t

4.7 Proposicién. El valor de M® es menor que el valor de M*(h) para
cualquier h.

Demostracion. 198
M?(0,6289) ~ 4,8899 < = MO

0
Como continuacién natural al problema anterior, nos hacemos la siguiente
pregunta.
n

[[Vi+zP

4.8 Problema. ;la altura que maximiza MT es también g?

Recordamos que la norma de Weyl de f* en funcién de h es una funcién
creciente, por lo que ﬁ es una funciéon decreciente. Vamos a definir la
funcion

n
H V14 |zi]? .
(4.1) NA(h) = =L AT~ -
—h
(1=h)2\1+ (554) 3

Hemos representado el grafico de N2 en funcién de h en la figura 4.6.
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Condicionamiento de los puntos nulos en funcion de . Grafico de N(h)

05 055 0.6 065 07 075 05 055 06 0.65 07 075

(a) Gréfico de M*(h). (b) Gréafico de N2 (h).

Figura 4.6: Graficos del condicionamiento de M%* y N'2.

que también es una funcién C*° y convexa.
4.9 Proposicién. Se tiene que argmin N> (h) # argmin SOA = %

Demostracion. Aunque no proporcionamos aqui una demostracion rigurosa
de que N2 (h) tiene un inico méximo en (3, 1),hemos calculado computacio-
nalmente dicho minimo que resulta.

argmax N2 (h) ~ 0,6310
O

4.10 Proposicién. El valor de N© es menor que el valor de N*(h) para
cualquier h.

Demostracion.
M?(0,6310) &~ 4,4612 < 2v/5 = N

0

Los resultados que hemos visto en esta seccion permiten, por lo tanto
comprobar la consistencia para el problema de cinco puntos sobre la equi-
valencia de los tres problemas descritos en la seccién 3.2, al menos en lo que
se refiere en las dos estructuras que hemos estudiado a lo largo de todo este
trabajo.
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Anexo 1. Programas
utilizados

Presentamos una relacién de los programas implementados para la realiza-
cion del trabajo ordenados por capitulos. Como mencionamos en la intro-
duccién, todos ellos han sido elaborados para el programa SAGE.

Capitulo 2. Estudio de dos modelos de configura-
cién

# Comenzamos definiendo la energia de Riesz asociada a 5 puntos
distribuidos de forma piramidal.

var(’h,s’)

E_piramidalc(h,s) = 4/(sqrt(2*h)"s) + 4/(sqrt(2+h*(2-h))"s) +
2/ (2*sqrt (h*(2-h))) " s

E_piramidal(h,s)

# Calculamos la primera derivada de la energia respecto de h y
dibujamos su grafica para s=0.01 y s=30

E_piramidall = E_piramidal.diff (h)

P1 = plot(E_piramidall(h,0.01),(1,1.8),rgbcolor=(0,1,0))
P2 = plot(E_piramidall(h,30),(1,1.5),rgbcolor=(1,0,0))
P1

# Definimos un programa que calcule el h minimo para cada s
mediante el método de bisecciédn.
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def myh_minimal(s):

a=1 # Porque E’(1,s)<0 para todo 0<s<oo
b=1.8 # Porque E’(1.8,8)>0 para todo 0<s<oo
c=b
while E_piramidall(b,s)>0.00000001 : # Podemos poner la
tolerancia que queramos.
c = (atb)/2
if E_piramidalil(c,s)==0:
return c
elif E_piramidall(c,s)>0:
b=c
else:
a=c
return c
\color{blue}
\begin{Verbatim}

# Vamos construyendo nuestro ejemplo.

L=[0.01, 0.02, .., 30]
for s in L:
m = myh_minimal(s)
L.append([s,m])

P2 = line(L, title = ’Grafico de $h$ que minimiza $E(h({s}),s)$ en
funcion de $s$’, axes_labels=[’$s$’,’$h({s})$’]1)
P2

# Continuamos dibujando la funcién E(h({s}),s) con h minimo
para cada s.

G =[]
for i in L:

G.append([i[0],E_piramidal(i[1],i[0])1)
P3 = line(G,title = ’Grafico de $E(h({s}),s)$ en funcion de $s$
para una estructura $piramidal$’, axes_labels=[’$s$’,’$E(h,s)$’]1)
P3

# Por dltimo, vamos a comparar los graficos de E(h,s) para
estructura piramidal y bipiramidal.

93



Anexo 1. Programas utilizados 54

E_bipiramidal(s) = 1/(27s) + 6/(sqrt(2)"s) + 3/(sqrt(3)~s)
E_bipiramidal(s)

P4 = plot(E_bipiramidal(s),(0,20),title = ’Grafico de $E(s)$ en
funcion de $s$ para una estructura $bipiramidal$’, axes_labels=

[’$s$’,’$E(s)$° 1)

# Dibujamos las dos graficas juntas.

P =[]
for i in L:

P.append([i[0],E_bipiramidal(i[0]1)])
P4 = line(P,rgbcolor=(1,0,0),title = ’Grafico de $E(h,s)$ en
funcion de $s$ para una estructura $bipiramidal$ en rojo y
$piramidal$ en azul’, axes_labels=[’$s$’,’$E(h,s)$°]1)
P3 + P4

# Considerando los puntos s=2 y s=20 y el teorema de Bolzano,
podemos concluir que existe una solucién en el intervalo (2,20).
Vamos a aproximarla.

# Lo primero que hacemos es definir la funcién diferencia

D(s)=E(h({s}),s)—E(s)

D(h,s) = E_piramidal(h,s) - E_bipiramidal(s)

# Que en el ejemplo, resulta:

De = []
j=0
for i in G:
De.append ([i[0], (i [1]-P[j]1[11)1)
j = jH1
P5 = line(De,title = ’Grafico de $D(s)$ en funcion de $s$’,
axes_labels=[’$s$’,’$E(h,s)$’]1)
P5

# Vamos a definir ahora una funcién con el método de
biseccién para calcular raices de D(s)
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def mybiseccion_D(a,b): # Con f(a) positivo y f(b) negativo
c=b
h = myh_minimal(c)
while abs(D(h,c))>0.000000000001:
c = (atb)/2
h = myh_minimal(c)
if D(h,c)==0:
return c
elif D(h,c)>0:
a=c
else:
b=c
return c

# Y calculamos una raiz

m = mybiseccion_D(15,16)
numerical_approx (m)

# Consideraremos ahora la funcién cociente C(s)=E(h({s}),s)/E(s)

C(h,s) = E_piramidal(h,s)/E_bipiramidal(s)

# La dibujamos

c =[]
j=0
for i in G:
C.append ([i[0], (i[1]1/P[j]1[11H1)
j =i+
P6 = line(C,title = ’Grafico de $C(s)$ en funcion de $s$°,
axes_labels=["$s$’,’$C(s)$’]1)
P6

# Creo que podemos acotar la funcién C(s) por log(s)/s; si
fuera asi, estd claro que la energia piramidal y la bipiramidal
no se vuelven a cruzar.

P7 = plot(0.9 + log(x)/x,(2,60),rgbcolor=(1,0,0))
P6 + P7
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Capitulo 3. Energia logaritmica

## Comenzamos dando la férmula de la energia logaritimica. Para
lo cual, tenemos que dar antes una funcién que calcule la norma.

def my_dif(p,q): # p y q son dos puntos que vienen dados como
una lista de 3 elementos.
d = sqrt((p[0]1-q[01)~ (2 +(p[11-q[11)~(2)+(p[21-q[2])~(2))
return d

def E_O0(L): # L es una lista de puntos de RR"3
energia = 1
for punto in [0,..,len(L)-2]:
for otro_punto in [punto+1,..,len(L)-1]:
energia = energia*my_dif (L[punto],L[otro_punto])
energia = -log(energia)
return energia

## Vamos a hacer también una funcién que realice la proyeccién
estereografica.

def P_E(punto): # E1 punto tiene que darse como una lista
if punto[2] ==
punto_plano

else:

0

punto_plano
return punto_plano

(punto[2])/(punto[0] - punto[1]*i)

## Una funcién que nos calcule el polinomio asociado a unos puntos.

R.<z> = PolynomialRing(CC)
def my_poly(L): #L es una lista con los puntos que le pasamos
f=1
for punto in L:
f = fx(z - punto)
return f

## Una funcidén que devuelva la norma de Weyl de un polinomio.
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R.<z> = PolynomialRing(CC)
def norm_Weyl(f): # f polinomio
n = f.degree(z)
Lista_coef = f.coeffs()
norma = 0
for coef in Lista_coef:
j = coef[1]
a = coef[0]
norma = norma + (((factorial(n))/(factorial(j)=factorial(n-
j)))"(-1))*((abs(a))~2)
=g
norma = sqrt(norma)
return norma

## A continuacién, daremos una funcién que calcule el
condicionamiento de un polinomio y una de sus raices.

R.<z> = PolynomialRing(CC)

def my_cond_raiz(f,z0): # f polinomio y z0 raiz
n = f.degree(z)
f1 = derivative(f)
mu = ((sqrt(n))*((1 + (abs(z0))"2)"((n-2)/(2)))*

norm_Weyl(£))/(abs(£1(z0)))
return mu

## Y ahora otro que nos calcule el condicionamiento total.

R.<z> = PolynomialRing(CC)
def my_cond_total(f): # f polinomio
raices = f.roots()
condicionamientos = []
for raiz in raices:
condicionamientos.append(my_cond_raiz(f,raiz[0]))
mu = max(condicionamientos)
return mu

## Un programa que calcule el problema 2. (minimizar
sum(log(mu(£f,xi))))
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R.<z> = PolynomialRing(CC)

def my_2(f): # f es el polinomio que estamos considerando
raices = f.roots()
prod =1

for raiz in raices:
prod = prod*(my_cond_raiz(f,raiz[0]))
return prod

## Un programa que calcule posibles soluciones al problema 3.

R.<z> = PolynomialRing(CC)
def my_3(f): # f es el polinomio que estamos considerando
raices = f.roots()
prod = 1/(norm_Weyl(f))
for raiz in raices:
prod = prod*xsqrt(l + (abs(raiz[0])~(2)))
return prod

o #t
## TRANSCRIBIMOS LAS CUENTAS REALIZADAS PARA LAS #t
## ESTRUCTURAS PIRAMIDAL Y BIPIRAMIDAL #t
S e #t
# ESTRUCTURA BIPIRAMIDAL

R.<z> = PolynomialRing(CC)

pl = [1/2, 0, 1/2]

p2 = [0, -sqrt(3)/4, 3/4]
p3 = [0, sqrt(3)/4, 3/4]
p4 = [0,0,0]

ps = [-1/2, 0, 1/2]

puntos = [pl, p2, p3, p4, p5]; puntos

## Calculamos el valor de la energia para la estructura bipiramidal.
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Eb = E_0([p1,p2,p3,p4,p5])
Eb.numerical_approx()

puntos_plano = []

for punto in puntos:
puntos_plano.append(P_E(punto))

puntos_plano

f = my_poly(puntos_plano).expand(); £

f.coeffs()

norm_Weyl (f)

for punto in puntos_plano:
my_cond_raiz(f,punto) .simplify ()

my_cond_total (f) .numerical_approx()

M2b

my_2(£f); M2b; M2b.simplify(); M2b.numerical_approx()

M3b

my_3(£f); M3b; M3b.simplify(); M3b.numerical_approx()

## Comprobamos que hemos hecho bien las cuentas

\color{black}

\begin{Verbatim}

n=>5

(((1/2)*1log(M2b)) + ((n/2)*(log(M3b))) - ((n/4)*log(n))).
numerical_approx(); Eb.numerical_approx()

## AGn es mas:

bool ((((1/2)*log(M2b)) + ((n/2)*(log(M3b))) - ((n/4)*log(n)))
== Eb)

# ESTRUCTURA PIRAMIDAL

R.<z> = PolynomialRing(CC)
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pl = [0, sqrt(15)/8, 5/8]

p2 = [sqrt(15)/8, 0, 5/8]
p3 = [0, -sqrt(15)/8, 5/8]
p4 = [-sqrt(15)/8, 0, 5/8]
p5 = [0,0,0]

puntos = [pl, p2, p3, p4, pbl; puntos

## Calculamos el valor de la energia para la estructura piramidal.

Ep = E_0([p1,p2,p3,p4,p5])
Ep.numerical_approx()

puntos_plano = []

for punto in puntos:
puntos_plano.append(P_E(punto))

puntos_plano

f = my_poly(puntos_plano) .expand(); £

norm_Weyl (£)

for punto in puntos_plano:
my_cond_raiz(f,punto) .simplify ()

my_cond_total(f); my_cond_total(f).simplify();
my_cond_total (f) .numerical_approx()

M2p

my_2(f); M2p; M2p.simplify(); M2p.numerical_approx()

M3p = my_3(f); M3p; M3p.simplify(); M3p.numerical_approx()

## Comprobamos que hemos hecho bien las cuentas

n=>5
(((1/2)*1log(M2p)) + ((n/2)*(log(M3p))) - ((n/4)*log(n))).
numerical_approx(); Ep.numerical_approx()

## AGn es mas:

bool ((((1/2)*log(M2p)) + ((n/2)*(log(M3p))) - ((n/4)*log(n)))
== Ep)
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Capitulo 4. Lineas de trabajo futuro

var(’h,z’)

R = CC[’h’][’z’]
R.inject_variables()
R.base_ring() .inject_variables()

pl = [0, sqrt(h*(1-h)), h]

p2 = [sqrt(h*(1-h)), 0, h]
p3 = [0, -sqrt(h*(1-h)), h]
p4 = [-sqrt(h*(1-h)), O, h]
p5 = [0,0,0]

puntos = [pl, p2, p3, p4, p5]; puntos

## Calculamos el valor de la energia para la estructura piramidal.

Ep = E_0([p1,p2,p3,p4,p5])
Ep.factor()

puntos_plano = []

for punto in puntos:
puntos_plano.append(P_E(punto))

puntos_plano

f = my_poly(puntos_plano).expand(); £

norm_Weyl(f) .simplify()

for punto in puntos_plano:
my_cond_raiz(f,punto) .factor()

my_cond_total(f); my_cond_total(f).simplify()

M2p

my_2(f); M2p; M2p.simplify()

M3p = my_3(f); M3p; M3p.simplify()
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## Damos valores a h

H = [0.5, 0.5001, .., 0.75];

L1 = [1
for i in H:
h=1
pl = [0, sqrt(h*(1-h)), h]

p2 = [sqrt(h*(1-h)), 0, h]
p3 = [0, -sqrt(h*(1-h)), h]
p4 = [-sqrt(h*x(1-h)), 0, hl
p5 = [0,0,0]

ml = E_0([p1,p2,p3,p4,p5])

L1.append([i,m1])
P1 = line(L1l, title = ’Grafico de la energia logaritmica en
funcion de $h$’, axes_labels=[’$h$’,’$E_{0}$°1)
P1

L2 = ]
for i in H:
h=i1
pl = [0, sqrt(h*x(1-h)), h]

p2 = [sqrt(hx(1-h)), 0, h]
p3 = [0, -sqrt(h*(1-h)), h]
p4 = [-sqrt(h*(1-h)), 0, h]
p5 = [0,0,0]

puntos_plano = []
for punto in [pl,p2,p3,p4,p5]:
puntos_plano.append(P_E(punto))

f = my_poly(puntos_plano)

m2 = my_2(f)

L2.append([i,m2])
P2 = line(L2, title = ’Grafico de $M(h)$’, axes_labels=[’$h$’,
"$M(h)$° 1)

temp = 10
for i in L2:
if i[1]<temp:
temp = i[1]
temp2 = 1i[0]

temp2; temp.numerical_approx()
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L3 = []
for i in H:
h=1
pl = [0, sqrt(h*(1-h)), hl
p2 = [sqrt(h*(1-h)), O, hl
p3 = [0, -sqrt(h*(1-h)), h]
p4 = [-sqrt(h*(1-h)), 0, h]
p5 = [0,0,0]
puntos_plano = []
for punto in [p1,p2,p3,p4,p5]:
puntos_plano.append(P_E(punto))
f = my_poly(puntos_plano)
m3 = my_3(f)
L3.append([i,m3])
P3 = 1line(L3, title = ’Grafico de N(h)’, axes_labels=[’$h$’,
PN (h)$’ 1)
temp = 4
for i in L3:
if i[1]>temp:
temp = il[1]
temp2 = i[0]
L4 = []
for i in H:
h=1
pl = [0, sqrt(h*(1-h)), h]
p2 = [sqrt(h*(1-h)), 0, h]
p3 = [0, -sqrt(h*(1-h)), h]
p4 = [-sqrt(h*(1-h)), 0, hl
p5 = [0,0,0]
puntos_plano = []
for punto in [pl,p2,p3,p4,p5]:
puntos_plano.append (P_E(punto))
f = my_poly(puntos_plano)
m4 = my_cond_total (f)
L4 .append([i,m4])
P4 = line(L4, title = ’Grafico del condicionamiento de $f$ en

funcion de $h$’, axes_labels=[’$h$’,’$E_{0}$°1)

P4
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## La pérdida de diferenciabilidad puede deberse a que el minimo
pasa de ser la raiz nula a una de las raices cuadradas!

L5 = []
for i in H:
h=1
pl = [0, sqrt(h*(1-h)), hl

p2 = [sqrt(hx(1-h)), 0, h]
p3 = [0, -sqrt(h*(1-h)), h]
p4 = [-sqrt(h*(1-h)), 0, hl]
p5 = [0,0,0]

puntos_plano = []
for punto in [pl,p2,p3,p4,p5]:
puntos_plano.append(P_E(punto))

f = my_poly(puntos_plano)

m5 = norm_Weyl(f)

L5.append([i,m5])
P5 = line(L5, title = ’Grafico de $||fl|$ en funcion de $h$’,
axes_labels=[’$h$’,’$II£]1$°])
P5

## Grafico del condicionamiento de los puntos no nulos.

L6 = []

for i in H:
h=1
pl = [0, sqrt(h*(1-h)), h]
p2 = [sqrt(h*(1-h)), 0, h]

p3 = [0, -sqrt(h*(1-h)), h]

p4 [-sqrt (h*(1-h)), O, hl

p5 [0,0,0]

puntos_plano = []

for punto in [pl,p2,p3,p4,p5]:
puntos_plano.append(P_E(punto))

f = my_poly(puntos_plano)

m6 = norm_Weyl(f)

m6 = (sqrt(5)/4)*(sqrt(1-h)/(h~2))*(m6)

L6.append ([i,m6])

P6 = 1line(L6, title = ’Condicionamiento de los puntos no nulos en
funcion de $h$’, axes_labels=[’$h$’,’$\mus’])
P6
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## Grafico del condicionamiento de los puntos nulos.

L7 = (]
for i in H:
h=1
pl = [0, sqrt(hx(1-h)), hl
p2 = [sqrt(h*(1-h)), 0, h]
p3 = [0, -sqrt(h*(1-h)), h]
p4 = [-sqrt(hx(1-h)), 0, h]
p5 [0,0,0]
puntos_plano = []
for punto in [pl,p2,p3,p4,p5]:
puntos_plano.append (P_E(punto))
f = my_poly(puntos_plano)
m7 = norm_Weyl(f)
m7 = (sqrt(5))*(((1-h)"2)/("~2))*(m7)
L7.append([i,m7])

P7 = line(L7, title = ’Condicionamiento de los puntos nulos en

funcion de $h$’, axes_labels=[’$h$’,’$\mu$’])

## Grafico de M hecho a mano.

L8 = []
for i in H:
h=1
pl = [0, sqrt(h*(1-h)), h]
p2 = [sqrt(h*(1-h)), 0, h]
p3 = [0, -sqrt(h*(1-h)), h]
p4 = [-sqrt(h*(1-h)), 0, h]
p5 [0,0,0]
puntos_plano = []
for punto in [pl,p2,p3,p4,p5]:
puntos_plano.append(P_E(punto))
f = my_poly(puntos_plano)
m8 = norm_Weyl(f)
m8 = (sqrt(5))*(((1-h)~2)/(h~2))*(m8)*((sqrt(5)/4)*
(sqrt(1-h)/(h~2))*(m8)) "4
L8.append([i,m8])

P8 = line(L8, title = ’Condicionamiento de los puntos nulos en

funcion de $h$’, axes_labels=[’$h$’,’$\mu$’])
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L9 = [1
for i in H:
h=1
pl = [0, sqrt(h*(1-h)), h]

p2 = [sqrt(h*(1-h)), O, hl
p3 = [0, -sqrt(h*(1-h)), hl]
p4 = [-sqrt(h*(1-h)), 0, h]
p5 = [0,0,0]

puntos_plano = []
for punto in [p1,p2,p3,p4,p5]:
puntos_plano.append(P_E(punto))

f = my_poly(puntos_plano)

m9 = norm_Weyl(f)

L9.append([i,m9])
P9 = 1line(L9, title = ’Grafico de $|I|fl|$ en funcion de $h$’,
axes_labels=["$h$’,’$I[£]1$°1)
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