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Resumen

El objetivo principal de la presente memoria es el estudio de las curvas algebraicas
planas y, més concretamente, el desarrollo y la implementacion en el software mate-
matico SAGE de un algoritmo simboélico para calcular el género de una curva plana
definida sobre Q.

El estudio del género, que constituye el primer invariante birracional de una curva,
resulta interesante para determinar su racionalidad o para estudiar la equivalencia
birracional entre curvas. Para su calculo emplearemos un método local afin basado en
la explosién de singularidades.

Asimismo, profundizaremos en el estudio de las herramientas basicas del Algebra
Conmutativa tales como la descomposicién primaria de ideales, y, con el fin de realizar
linicamente operaciones racionales, traduciremos a Q ciertos calculos definidos sobre
C mediante el uso de la conjugacién de Galois.

Palabras clave: Género, Curva algebraica plana, Descomposicion primaria, Ez-
plosiones de puntos.

Abstract

The main goal of this report is the study of algebraic plane curves and, more pre-
cisely, the development and implementation, using the mathematical system software
SAGE, of a symbolic algorithm for computing the genus of a plane curve defined over
Q.

The study of the genus, which is the first birational invariant of a curve, turns out
to be interesting to determinate its rationality or the birational equivalence between
curves. In order to compute it, we will use a method based on local affine blow ups of
singularities.

We will also delve into the study of basic Commutative Algebra tools, like primary
decomposition of ideals, and, for the purpose of using operations over the rationals
only, we will translate to Q some calculations defined over C by means of Galois
conjugation.

Keywords: Genus, Algebraic plane curve, Primary decomposition, Blow up.






Indice general

Introduccién

1. El contexto algebraico
1.1. Conjuntos algebraicos y variedades afines . . . . .. .. ... ... ..
1.2. Funciones polinémicas y racionales . . . . . .. . ... . ... .. ...
1.3. Anillos locales. Anillos de valoracion discreta . . . . . . ... ... ..
1.4. Descomposicién primaria . . . . . . . . . ..o e

2. Curvas algebraicas planas

2.1. Curvas algebraicas planas afines . . . . . .. . ... ... ... ... ..
2.2. Curvas algebraicas planas proyectivas . . . . . . . .. .. ... ... ..
2.3. Multiplicidad de intersecciébn . . . . . . . .. ...

2.3.1. Célculo mediante resultantes . . . . . ... ... ... ... ..

2.3.2. Célculo mediante anillos locales . . . . . . . ... ... ... ..
2.4. Existencia de modelos birracionales no singulares . . . . . .. ... ..
2.5. El Teorema de Riemann . . . . . .. ... ... ... ... .......

3. Calculo simbdlico y ejemplos
3.1. Estudio simbélico de curvas planas . . . . . . . ... .. ... ... ..
3.1.1. Gradodeunpunto . . . . .. ...
3.1.2. Cartaafin . . . ... ...
3.1.3. Cdlculo de multiplicidades . . . . . . ... .. .. ... .....
3.1.4. Multiplicidad de interseccién . . . . . .. . .. ... ... ...
3.1.5. Puntos de interseccién y singularidades . . . . . . . .. ... ..
3.1.6. Calculo del género . . . . . . .. . ... ...
3.1.7. Implementacién . . . . . . . ...
3.2, Ejemplos. . . . . ..

A. Cédigo

B. Output de los ejemplos



INDICE GENERAL



Introduccion

El objetivo principal de la presente memoria es el estudio de las curvas algebraicas
planas y, més concretamente, la elaboracién de un algoritmo simbélico para calcular
el género de una curva plana definida sobre Q.

El género constituye el primer invariante birracional de una curva, y es, en realidad,
un invariante topolégico de curvas no singulares, que a grandes rasgos mide el niimero
de asas de una superficie de Riemann (para una revision histérica y multidisciplinar
de la nocion de género, véase [Popl1]). Ademas, su estudio resulta imprescindible para
determinar si una curva es racional o no: una curva es racional si y sélo si tiene género
cero ([Ful7l], Cap. 8, § 3). Para su célculo emplearemos una adaptacion al caso afin
del método de transformaciones cuadraticas presentado en [SWPDO0S§], Chapter 3, § 2.

Dado que, por un lado, queremos profundizar en el estudio y empleo de las herra-
mientas basicas del Algebra Conmutativa y, por otro, no disponemos en el software
empleado de un algoritmo de factorizaciéon en cuerpos de nimeros no primitivos y que-
remos evitar el paso a una extension primitiva, no usaremos el método natural de las
resultantes sino que sustituiremos la factorizacién de polinomios por la descomposicién
primaria de ideales.

Asimismo, el calculo de la multiplicidad de intersecciéon de dos curvas en un punto,
que puede definirse de diversas maneras ([Che51],[Ful71] o [Vai96] aportan diferentes
puntos de vista), se realizara mediante el célculo de la dimension de un espacio vecto-
rial asociado a un anillo local. Es por ello que resulta necesario transcribir operaciones
o propiedades de un anillo local en operaciones y propiedades de una K-4lgebra finita-
mente generada, generalmente a través del Corolario 1.36, que establece una relacion
entre anillos locales y descomposicién primaria para ideales cero-dimensionales de un
anillo de polinomios con coeficientes en un cuerpo algebraicamente cerrado.

Para curvas definidas sobre Q, de forma natural, las intersecciones o los puntos que
resultan de una explosién viven en la clausura algebraica de Q. Puesto que estamos
tratando de realizar operaciones racionales, debemos traducir a Q los calculos definidos
sobre C, para lo cual haremos uso de la conjugacion de Galois (en realidad, estamos
considerando la clausura algebraica de Q, y no C).

En el Capitulo 1 se presenta el marco sobre el que trabajaremos a lo largo de la
memoria. Comenzaremos definiendo los conjuntos algebraicos (y més concretamente,
las variedades o conjuntos algebraicos irreducibles), y se expondran algunos de sus re-
sultados fundamentales. A continuacion introduciremos los conceptos necesarios para
definir el cuerpo de funciones racionales de una variedad y la nocién de equivalencia
birracional entre variedades, estableciendo la relacién existente entre ambas: dos va-
riedades son birracionalmente isomorfas si y sélo si sus cuerpos de funciones racionales
son isomorfos. Acto seguido definiremos la idea de anillo local de una variedad en un
punto, y terminaremos desarrollando en la medida en que nos sea imprescindible las
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herramientas que se emplearan con posterioridad o que habréan ido surgiendo de forma
natural, aunque en ocasiones implicitamente, a lo largo de las secciones iniciales, como
anillos de fracciones, anillos de valoracién discreta o descomposicién primaria. Este
dltimo instrumento resultard especialmente 1til, pues servird a un doble propésito en
este trabajo: por un lado, proporcionard rudimentos teéricos para demostrar ciertas
propiedades de interés sobre los anillos locales; por otro, nos permitira en la préctica
llevar a cabo célculos de manera simbdlica.

En el Capitulo 2 se analizan las propiedades y conceptos asociados a las curvas
algebraicas planas, describiendo cada nocién de diferentes maneras para gozar asi de
una visién mas amplia de la situacién y de una mayor cantidad de métodos de célculo,
y culminando con la definicién de género. Trabajaremos siempre sobre un cuerpo K
algebraicamente cerrado y de caracteristica cero.

Definiremos la nocién de curva algebraica plana afin, la multiplicidad de un punto y
sus tangentes, y expondremos los resultados bésicos. Estudiaremos los puntos de inter-
seccién de curvas planas y, en aras de establecer el Teorema de Bézout, extenderemos
al caso proyectivo algunos de los objetos introducidos en el afin. La multiplicidad de
interseccion sera presentada desde diferentes puntos de vista, tanto axiométicamente
como mediante “férmulas” explicitas, con el fin de extraer diferentes propiedades de la
forma més sencilla posible.

Por su parte, definiremos el género de una curva no singular mediante el Teo-
rema de Riemann y, puesto que es un invariante birracional, lo generalizaremos para
curvas arbitrarias a través de isomorfismos birracionales. Esto requiere discutir la exis-
tencia de modelos birracionales no singulares de curvas planas, es decir, curvas (no
necesariamente planas) birracionalmente equivalentes a una dada pero en la que las
singularidades han sido “resueltas”. En la practica, para el calculo del género basta
con encontrar curvas birracionalmente equivalentes a la curva de interés en que todas
las singularidades sean ordinarias, cuestion sobre la que haremos hincapié en la sec-
cién correspondiente y que puede resolverse sin salir del plano proyectivo empleando
transformaciones cuadraticas.

En el dltimo punto de este capitulo desarrollaremos la teoria de divisores de curvas
no singulares, lo que culminard con la demostraciéon del Teorema de Riemann y la
definicién del género propiamente dicho.

En el Capitulo 3 trabajaremos con curvas definidas por polinomios con coeficientes
racionales, y analizaremos de qué manera podemos extraer la informacion deseada de
una curva plana proyectiva de manera simbolica (sobre Q). Afrontaremos esta proble-
matica de dos maneras: por un lado, mediante el estudio conjunto de puntos “conju-
gados”, y por otro, cuando sea indispensable, recurriendo a extensiones algebraicas de
Q.

Organizaremos el capitulo en dos secciones: la primera de ellas tiene por meta
desarrollar la teoria que justifica la implementacion realizada. Como citamos anterior-
mente, jugard un rol muy importante la descomposiciéon primaria, teniendo pues que
estudiar su comportamiento frente a cambios en el cuerpo base y frente a la homoge-
neizacion (relacion afin-proyectivo). Finalmente, en la segunda seccion expondremos
algunos ejemplos ilustrativos.



Capitulo 1

El contexto algebraico

Como se ha dicho en la introduccién, en este primer Capitulo presentamos el con-
texto algebraico en el que nos encontraremos a lo largo de la memoria.

Durante este capitulo y los subsiguientes, salvo que se especifique lo contrario,
denotaremos por K al cuerpo base sobre el que trabajaremos. De esta forma, A™(K)
y P*(K), que representan, respectivamente, el espacio afin y el espacio proyectivo n-
dimensional sobre K, seran con frecuencia denotados simplemente por A" (o K") y
P™. Préacticamente la totalidad de la teoria serd definida en primer lugar para el caso
afin, y se discutird a su debido momento cémo traducirla, de manera compatible, al
caso proyectivo.

1.1. Conjuntos algebraicos y variedades afines

En ocasiones, con objeto de simplificar notaciéon, denotaremos por K[z] al anillo

de polinomios en n variables x1,...,x, con coeficientes en el cuerpo K, y por a a los
puntos (ay,...,a,) de K". Los resultados aqui presentados pueden verse en [Ful7l],
Cap. 1.

Definicion 1.1. Sea S C K[z]. Llamaremos conjunto algebraico afin definido por
S al conjunto

V(S)={acK"/f(z) =0,Vf €S}

Las propiedades béasicas sobre conjuntos algebraicos afines pueden consultarse en
[Ful71], Cap. 1, § 2 y mas detalladamente en [CLO97], Chapters 1,4. Cabe destacar que
el conjunto vacio ), el total K", la interseccion arbitraria y la union finita de conjuntos
algebraicos son conjuntos algebraicos, por lo que éstos constituyen el conjunto cerrados
de una topologia en K", que se denomina Topologia de Zariski.

Del mismo modo que asociamos a un ideal de K[z] el conjunto de ceros comunes a
los polinomios que lo componen, podemos asociar a un conjunto de puntos en K" el
ideal de polinomios que se anulan en esos puntos.

Definicion 1.2. Sea E C K". Llamamos tdeal asociado a E al conjunto
I(E) ={f €K[z]/f(a) = 0,Va € E}.

Ideales asociados y conjuntos algebraicos interactuan de la siguiente manera ([Ful71],
Cap. 1, § 3):
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Proposicién 1.3. = Para todo ideal J de K[z], J C /J C IV(J)
» Si E C K" entonces E C VI(E).
. VIV(J) = V(J), IVI(E) = I(E).

» VI(E) = E, donde E denota la clausura de E en la topologia de Zariski. Asi, E
es un conjunto algebraico afin si y solo si VI(E) = E.

Uno de los resultados fundamentales a este respecto es el Nullstellensatz o Teorema
de los Ceros de Hilbert, que es recogido en sus diferentes versiones (tal y como puede
consultarse en [Ash02], Chapter 8) en el siguiente teorema (Ver [CLO97], Chapter 4,
para mayor detalle):

Teorema 1.4. Para todo cuerpo K y todo entero positivo n son equivalentes:

K es algebraicamente cerrado.

Teorema de ideales maximales. Si I es ideal de K[z], entonces:

I es ideal marimal < 3Jaq,...,a, €K con [ = (1 —ay,...,x, — a,)

Nullstellensatz débil. Si I es ideal de K|z], entonces:
V) =0<1=(1)=K][z]

Nullstellensatz fuerte. Para todo I ideal de K[z]:
v({I)=VI.

Del Teorema de los Ceros de Hilbert en su versién fuerte se deduce que hay una
correspondencia uno a uno entre ideales radicales de K[z] y conjuntos algebraicos
afines cuando el cuerpo K es algebraicamente cerrado. En dicha biyecciéon, a puntos a
corresponden ideales maximales (z; — aq,...,%, — a,), y los ideales primos, que son
radicales, estaran asociados a variedades:

Definicion 1.5. Sea V' un conjunto algebraico afin. Decimos que V' es irreducible si
no se puede expresar como union de conjuntos algebraicos afines estrictamente conte-
nidos en V', esto es, si V. =V, U Vs, con Vi y Vy algebraicos, entonces necesariamente
V =V oV =V, Los conjuntos algebraicos irreducibles son llamados variedades
afines.

Proposicion 1.6. Sea V' un conjunto algebraico afin no vacio. Entonces
V es irreducible < I(V') es un ideal primo.

Ademés, teniendo en cuenta que en K[z] toda cadena ascendente de ideales es
estacionaria (Teorema de la Base de Hilbert), se deduce que todo conjunto algebraico
affn puede expresarse como unién finita de conjuntos algebraicos irreducibles.

Para concluir esta seccién, y dado que estamos interesados en trabajar en el plano,
conviene estudiar los conjuntos algebraicos afines de A%. Para ello, y teniendo en cuenta
lo anterior, basta con describir sus subconjuntos irreducibles.

Proposicion 1.7. Si K es un cuerpo infinito, las variedades en A? son las siguientes:
A%, 0, los puntos y los V(F) donde F es un polinomio irreducible en dos variables y

V(F) es infinito.
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1.2. Funciones polinémicas y racionales

El fin tiltimo de esta seccién sera definir el cuerpo de funciones racionales sobre una
variedad y, especialmente, ver que dos variedades tienen mismo cuerpo de funciones si
y s6lo si son equivalentes (de algiin modo que definiremos a continuacioén). La nocion
de género de una curva, que serd tratada en el segundo capitulo, depende tinicamente
del cuerpo de funciones, por lo que en virtud de este resultado estaremos interesados
en encontrar “modelos mas sencillos” que nuestra curva y equivalentes a ella para
determinar el género con menores dificultades.

Comenzaremos, pues, definiendo el anillo de coordenadas de una variedad:

Definicion 1.8. Sea V C A" una variedad. Entonces I(V') es un ideal primo y pode-
mos considerar el dominio de integridad

D(V) =Kz, ...,z /I(V).

(V) recibe el nombre de anillo de coordenadas de V, y es un anillo noetheriano
dado que K[z] lo es.

Denotemos J(V, K) al conjunto de funciones de V en K, que es un anillo con la suma
y el producto usual de funciones. Podemos identificar K con el conjunto de funciones
constantes de V en K.

Definicién 1.9. Sea V C A" una variedad. Una funcion ¢ € J(V,K) es una funcion
polinémica sobre V' si constituye la restriccion a 'V de un polinomio en n variables,
esto es, si existe f € K[zy,...,x,] de manera que, para todo a €'V,

p(a) = f(a).
En tal caso decimos que f representa a .

Observemos que las funciones polinémicas forman un anillo y que podemos iden-
tificarlas con los elementos de I'(V'), pues dos polinomios f y g representan la misma
funcion si y solo si f(a) = g(a) para todo a € V, estoes, si f —g e I(V).

Las aplicaciones regulares o polinémicas generalizan este concepto:

Definiciéon 1.10. Sean V C A", W C A™ wariedades. Una funcion ¢ : V. — W
se denomina aplicacion regular o aplicacion polinomica si existen polinomios
fiyeoos fm € K[zy,...,x,] tales que, para todo punto a € V,

ela) = (fila),. .., fm(a)).

Definicion 1.11. Una aplicacion reqular ¢ : V. — W es un isomorfismo reqular si
existe una aplicacion regular ¢ : W — V tal que p oY =idy y ¥ o p =1idy. En este
caso se dice que V. y W son regularmente isomorfas.

Los isomorfismos regulares que mas vamos a utilizar son los cambios de coordena-
das.

Aunque no vamos a detenernos en ello, cabe mencionar que existe una correspon-
dencia 1-1 entre aplicaciones polinémicas de V en W y homomorfismos de I'(IW) en
['(V'), de modo que a isomorfismos regulares corresponden isomorfismos de K-algebras.
Nosotros estaremos interesados en el resultado andlogo para cuerpos de funciones y
aplicaciones birracionales.

Estamos ya en disposicién de definir el concepto de cuerpo de funciones de una
variedad. Como, para toda variedad V' de A", T'(V') es dominio de integridad, podemos
considerar su cuerpo de fracciones:
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Definiciéon 1.12. El cuerpo de funciones racionales K(V) sobre una variedad
V C A" es el cuerpo de fracciones de T'(V), esto es,

(V) = Frac(Klas, ..o,/ 1)) = {2700 1.9 € Klal.g £ 100}/ ~,

donde la relacion de equivalencia ~ viene dada por

[HIV) f W)

I " g1 SS9 el

Para simplificar, en muchas ocasiones utilizaremos f para denotar f + I1(V).

Definicion 1.13. Una funcion racional ¢ € K(V) estd definida en P € V si admite
una representacion de la forma ¢ = f/g con g(P) # 0. En tal caso decimos que
f(P)/g(P) es el valor de la funcion en el punto P, p(P). Un punto P € V en que la
funcion no esté definida se denomina polo.

Observemos en primer lugar que el valor de una funcién racional esté bien definido,
pues si tenemos dos representaciones /gy f'/g’ de la misma funcién racional ¢, con
g(P) y ¢’(P) no nulos, entonces fg'— f'g € I(V) y por tanto f(P)g'(P)—f'(P)g(P) =
0

Atendiendo al siguiente resultado (que puede verse en [Ful71], Cap. 2, Sec. 4), se
tiene que las funciones racionales estéan definidas en todo un abierto (no vacio, pues si
f/g es una representacion de ¢, entonces g ¢ I(V) y existe al menos un punto de V
donde ¢ estd definida) en la topologia de Zariski.

Teorema 1.14. FEl conjunto de polos de una funcion racional ¢ € K(V') es un conjunto
algebraico.

Las aplicaciones racionales extienden el concepto de funcién racional:

Definicion 1.15. Sean V C A", W C A™ wariedades. Una aplicacion racional
p de V en W es una m-upla ¢ = (¢1,...,9m) de funciones racionales en K(V') de
manera que, para todo punto P € V' en que estén definidas todas las p;, se tiene que
(p1(P),...,om(P)) € W. Se dice que ¢ estd definida en P si lo estdn todas las @;

Como la unién finita de conjuntos algebraicos es algebraica, tenemos de nuevo que
una aplicacion racional estd definida en todo un abierto no vacio de V' (el complemen-
tario de la union de los conjuntos de polos de cada componente).

Definicion 1.16. Decimos que una aplicacion racional ¢ : V. — W es un tsomor-
fismo birracional si existe una aplicacion racional o : W — V' de manera que, alld
donde estén definidas las composiciones, Yoy = idy y potp = idw, y o(V), (W) son
densos en W,V | respectivamente (esto es, su clausura Zariski es el total). En estas
condiciones decimos que V. y W son birracionalmente equivalentes o birracio-
nalmente isomorfos.

El siguiente teorema es al que nos hemos referido al inicio de la seccién, y puede
verse en [SWPDO8],Chapter 2, Th 2.38:

Teorema 1.17. Dos variedades V. C A™ y W C A™ son birracionalmente equivalentes
sy solo si sus cuerpos de funciones K(V') y K(W) son isomorfos.
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1.3. Anillos locales. Anillos de valoracion discreta

Uno de las conceptos esenciales para estudiar el comportamiento de una curva en
un punto es el de “anillo local”. En esta seccién estudiaremos la nocién de anillo local
de una variedad en un punto, demostraremos que tal nomenclatura no ha sido escogida
de manera arbitraria y analizaremos algunas de sus propiedades. Los anillos locales
nos permitiran dar més adelante una definicién de multiplicidad de un punto en una
curva independiente de coordenadas, asi como de multiplicidad de interseccién de dos
curvas en un punto.

Los anillos de valoracion discreta son anillos locales que verifican ciertas condiciones
adicionales. Veremos en el segundo capitulo que los puntos simples (de multiplicidad
1) de una curva tienen asociados anillos locales que son de valoracion discreta, y es
precisamente por ello que nos interesa estudiarlos detalladamente.

Definicion 1.18. Para todo P € V, se define el anillo local de V en P como
Op(V) ={p € K(V)/p estd definida en P}.

Obsérvese que Op (V') es un subanillo de K(V') que contiene al anillo de coordenadas
I'(V). Més atn, tal y como se muestra en [Ful71], Cap. 2, Sec. 4,

Teorema 1.19. Una funcion racional ¢ € K(V') definida en todo punto de V' es una
funcion polinémica, y por tanto

T(V)= () Op(V).
Pev
Puesto que I'(V') es un dominio noetheriano, se deduce que Op(V') también lo es:
Teorema 1.20. Op (V) es un dominio noetheriano.

Demostracion. Por un lado, Op(V') es un dominio por ser subanillo de K(V).
Por otro lado, si I es un ideal de Op(V), entonces I NT'(V) es un ideal de I'(V),

y por tanto estd generado por un namero finito de elementos fi,..., f.. Ademas, si
¢ € I, entonces podemos escribir ¢ = f/g con g(P) # 0, de modo que gy € I'(V).
De acuerdo con lo anterior, existen as,...,a, € ['(V) tales que gy = > a;f;, esto es,
@:E%fi. En definiva, I = (fi,..., f,)- O

Convendré también tener en cuenta que los cambios de coordenadas inducen iso-
morfismos entre estos anillos Op, pues esto nos dara libertad, por ejemplo, para su-
poner que trabajamos en el origen, lo que simplifica agradablemente la escritura.

Proposicion 1.21. Sea V. C A™ una variedad, P € V. Si T : A" — A" es un
cambio de coordenadas con T(Q) = P, entonces los anillos Op(V) y Og(T~1(V)) son
tsomorfos.

Demostracion. T—1(V) es una variedad al ser T biyectiva, con lo que tiene sentido tal

consideracion. El isomorfismo ¢ : Op(V) — Og(T~(V)) viene dado por g — %,
donde si T' = (T, ...,T,), foT denota a f(Ty,...,T,). O]

Como mencionabamos, no denominamos a Op(V') anillo local de manera azarosa.
En general, un anillo local es un anillo R que verifica cualquiera de las condiciones
equivalentes siguientes:
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e R — R* es un ideal, donde R* es el conjunto de unidades de R.

e R posee un Unico ideal maximal que contiene a todo ideal propio de R.

La equivalencia entre ambas es clara: si R — R* es un ideal, entonces es maximal,
pues un ideal que lo contenga contiene a una unidad y por tanto es el total. Ademas
contiene a todo ideal propio de R. Reciprocamente, si m es el tinico maximal de R y
contiene a todo ideal propio de R, entonces todo y € R— R* estd en m (pues (y) C m);
como m C R — R* siempre, se tiene la igualdad.

En nuestro caso particular, las unidades de Op (V') son las funciones racionales que
no se anulan en P: Si ¢ = f/g estéa definida pero no se anula en P, entonces f(P) # 0
(luego f ¢ I(V)) y tiene sentido considerar ¢! = g/f. Las no unidades, estas son,
las funciones racionales que se anulan en P, forman claramente un ideal de Op(V), y
por ello Op(V) es, en sentido estricto, un anillo local.

Lema 1.22. Si P = (ay,...,a,), entonces el mazimal m de Op estd generado por las
clases de los x; — a;, parat=1,...,n,

m=(r1 —apn,...,T, — a,)Op(V).

Demostracion. En efecto, el contenido D es claro, al anularse cada x; — a; en P. El

reciproco también, pues si % € m, entonces f(P) = 0. Asi, dividiendo f por los x; —a;

obtenemos que f = (x; —a1)fi1 + -+ (¥, — an)fn + 7 donde f; € K[xy,...,2,] y r
debe ser constante. Como f(P) = 0, necesariamente r = 0, y tomando clases

J

b (T — @) € (T =y Ty —ay)Op(V).

= (71 —a1)

Q\\&m
@i |

O

Puede resultarnos tutil notar que este caso coincide con la construccion algebraica
més general de localizacion de I'(V') por el ideal primo I(P) (ver [AM69]|, Cap. 3,
Ejemplo 1): En efecto, los elementos de I'(V')p := I'(V)(py son, por definicion, los
f/g donde f,g € Klzy,...,z,],9 ¢ I(V) y g(P) # 0. Ademas, dado que trabajamos
en un dominio, la relaciéon de equivalencia asociada a la localizacién es precisamente
la definida sobre K(V'). Asi pues, I'(V)p = Op(V).

Esto nos permite hacer uso de las propiedades y resultados de construcciéon de
anillos de fracciones ([AMG69], Cap. 3). Por ejemplo, sobre R-mo6dulos en general, el
operador S™! conmuta con sumas, intersecciones, modulos cociente, y si Ny, Ny son
submé6dulos de M con N, finitamente generado, entonces S™'(N1: N2) = (S7'N1:
STIN2).

Tenemos ademas que, para ideales I y J de R:

Propiedades 1.23.
1. Los ideales de S™'R son de la forma S™'I donde I es ideal de R.
2. Sea I ideal de R. Entonces S™'I = (1) si y solo si INS # 0.

3. Ewmiste una correspondencia 1-1 entre ideales primos de S™'R e ideales primos
de R con RNS = 0.

4o STHIT) = (S7H)(S1T) y STHVI) = /STI(I).
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Obsérvese que de 2. se deduce que al localizar R en un ideal primo p eliminamos
(pasan a ser el total) todos los ideales de R salvo los que estdn contenidos en p.

Atendiendo a estos resultados, podemos probar sin excesivos problemas la siguiente
proposicién:

Proposicion 1.24. Sea V. C A" una variedad, P € V, J ideal de Klxy,...,x,]
que contiene a I(V). Entonces, si J es la imagen de J en I'(V), se tiene que el
cociente Op(A™)/JOp(A™) es isomorfo a Op(V)/JOp(V). En particular, se deduce
que Op(A™)/(L(V)Op(A™)) es isomorfo a Op(V).

Demostracion. Observemos que I'(A") = K[z, ..., x,]. Como J es un ideal de K[z1,. . .,
z,] que contiene a I(V'), el Tercer Teorema de Isomorfia nos dice que

L(A")/J = (DA")/I(V)/(J/T(V)) =T(V)/J.

Ahora, teniendo en cuenta que el anillo local de una variedad en un punto es la locali-
zacién de su anillo de coordenadas en el ideal asociado al punto, y que tal localizacién
conmuta con cocientes, tenemos que

Op(A")/JOp(A™) 2= (T(A")/J)p 2= (D(V)/J)p = Op(V)/JOR(V),
como querfamos demostrar. O

Los anillos Op(V') cuyo ideal maximal es principal constituyen lo que se denomina
un anillo de valoracién discreta y poseen ademés ciertas particularidades interesantes.
De manera general,

Proposicion 1.25. Sea R un dominio que no sea un cuerpo. Son equivalentes:
1. R es local noetheriano y con ideal mazimal m principal.

2. Existe un elemento irreducible t € R de manera que, st a € R es no nulo,
entonces se puede expresar de forma tnica como a = ut™, donde u € R*, n
entero no negativo.

Un anillo que verifique estas condiciones se denomina antllo de valoracion discre-
ta, y todo elemento como en 2. recibe el nombre de pardmetro de uniformizacion.

Demostracion. [Ful7l], Cap.2, Proposicion 2.4. O

En particular, se demuestra que un anillo de valoracién discreta es un dominio de
ideales principales, siendo sus ideales de la forma (¢") para t parametro de uniformi-
zacion y n entero no negativo (cf. Teorema 1.29).

Observemos también que el pardmetro de uniformizacién es tnico salvo producto
por unidades. Efectivamente, si ¢ y s son pardmetros de uniformizacién, podemos
escribir t = us™ y s = vt™ para ciertos u,v € R*. De esta forma t = uv"t™" y por
tanto mn = 1. Pero m y n son enteros no negativos, luego m =n =1y t = us.

En virtud de lo anterior, si IL es el cuerpo de fracciones de R, todo z € L no nulo
admite una expresion Gnica de la forma z = ut™, donde u € R* y n € Z. Esto es claro,
pues existiran a,b € R tales que z = a/b. Como R es anillo de valoracion discreta,
a = vt".b = wt™ y, en conclusion, z = vw 1" conuw~! € R* y n—m € Z. Ademas,
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acabamos de probar que este exponente, llamado orden de z, es independiente del
parametro t. Por tanto, tenemos una aplicacién bien definida

ord: L — ZU{oo}
z#0 +— n
0 — o0

que se denomina funcién orden, y que verifica:
Proposicion 1.26.

1. ord(z) =00 < 2z =0.

2. ord(zZ') = ord(z) + ord(2'), para todo z,z' € L.

3. 8i z,2 € L, entonces ord(z + 2') > min{ord(a),ord(b)}. Mds ain, si ord(z) <
ord(z'), entonces ord(z + z') = ord(z).

4. Sean zi, ..., z, € L. Si existe i tal que ord(z;) < ord(z;) para todo j # i, entonces
Zl+"'+zn7£0.

Demostracion. El apartado 1. se tiene por propia definicién y el apartado 2. es claro.
Para ver 3., supongamos que z = ut”, 2/ = vt™ con n < m. Entonces z + 2/ =

ut” + vt™ = (u+vt™")t" € (t") y por tanto ord(z + 2') = k > n. Ademas, si n < m,
entonces k = n, porque de lo contrario

wtt =z 42 = ut" +ot™ = u=wt" " —v'm —n € (1),

lo que es absurdo. El apartado 4. es consecuencia de 8.: Supongamos que ¢ = 1. La
primera parte de 3. nos dice que ord(as + - - - +a,) > ord(as) > ord(a,), y la segunda
parte nos dice que ord(a; + (az+---+a,)) = ord(a;) # co. En definitiva, se concluye
que a; + -+ a, # 0. O

R se identifica, pues, con los elementos de I de orden no negativo. De este modo,
es claro que, para todo z € L, o bien z € R o bien 27! € R.

La siguiente proposicién enuncia que disponemos de un analogo a los desarrollos
tipo Taylor para los elementos de R:

Proposicion 1.27. Sea R un anillo de valoracion discreta con mazimal m = (t) y
supongamos que un cierto cuerpo K es subanillo de R isomorfo a R/m. Entonces, para
todo z € R y todo n > 0, existen unos dnicos Ao, ..., A\, € Ky 2,11 € R tales que

z = )\0 + )\1t + 4 )\ntn + Zn+1tn+1.

Demostracion. Sea z € R. La demostracion se realizari por induccion sobre n. Si
n = 0, entonces debemos probar que existen unos Unicos Ag € K,z; € m tales que
z = Ao + z1t. En efecto, como R/m = K, entonces existe un tnico Ag con z +m > Ag.
De esta manera, z — Ag € m, y existe z; € R tal que z — \g = 2z1t, como querfamos ver.

Supongamos este hecho cierto hasta n—1, y vedmoslo para n. Por hipdtesis tenemos
que existen unos tnicos Ag, ..., A\,—1 € K, 2, € R tales que

Z2=Xo+ Mt 4+ At 4 2"
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Por lo visto en el paso inicial, existen unos dnicos A, € K,z,,1 € K tales que z, =
An + Znait, v por tanto

2=X+ Mt At A 2t

Durante el propio procedimiento hemos visto que Ag,..., A\, ¥ 2n41 son los Gnicos en
las condiciones anteriores: si existiera otra descomposicion de la forma z = pg + pit +

C At gtV 4 unt” + 2/, t"*!, entonces obtendriamos que z = po + it + - +
Pn—1t" "+ (fy + 2,1 t)t", ¥ por definicion de los \; y z, se tiene que \; = p; para
i=1,...,n—=1y p, + 2,1t = z,. Como esta ultima descomposicién de z, también
es fnica, necesarlamente P = A Y Zn1 = Zpyq- O

Si trabajamos en una variedad V' C A", el cuerpo de fracciones de los anillos
Op (V) es el cuerpo de funciones racionales K(V). Cuando Op (V) sea de valoracion
discreta, denotaremos a su funcion orden asociada por ordp, y hemos visto que Op (V)
se identifica con las funciones racionales con orden no negativo en P. De esta manera,
si p € K(V) es una funcién racional no definida en P, es decir, si P es un polo de ¢,
decimos que el entero positivo —ordp(p) es el orden del polo P de ¢. Analogamente,
si P es un cero de ¢, entonces decimos que el entero positivo ordp(p) es el orden del
cero P de . )

Observemos que, por la propiedad 2. de ordp, ordp(é) = ordp(f) — ordp(g), es
decir, que basta estudiar por separado numerador y denominador de una funcién
racional (ambos en Op y por tanto de orden no negativo). Como debe ser, el orden de
una funcion racional es independiente del representante escogido para determlnarlo
dado que si ¢ = f/g = f'/g’, entonces fg’ — f'g = 0, luego ordp(fg’ — f'g) = cc.
De acuerdo con la propiedad 4. de la funcién de orden, esto implica que ordp(fg') =
ordp(f'g), y de nuevo por la propiedad 2., ordp(f) — ordp( ) = ordp(f") —ordp(g’).
Si f € K[xy,...,x,], definiremos ordp(f) := ordp(f), siendo f la clase de f en I'(V).
Cerraremos la secci(’)n con un teorema que nos proporciona formas equivalentes de
definir y/o calcular ordp. Para ello, necesitaremos el siguiente resultado general, que
enunciaremos en forma de lema para futuras referencias:

Lema 1.28. Sean I,J ideales comazimales de un anillo R, esto es, I + J = R.
Entonces, para todo n,m enteros positivos, I™ y J™ son ideales comazimales.

Demostracion. Bastard probar que, para todon > 1, I" + J = R. En efecto, como
I, J son comaximales, existen a € I,b € J tales que 1 = a + b. Asi,

_ n __ . n n—kik _ n . n n—kirk—1 n
1=(a+b) —Z<k>a b—a+<z<k>a b )be] +J
k=0 k=1
y por tanto I" + J = R. O

Teorema 1.29. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado, V' una variedad de A™(K)
y P =(ay,...,a,) €V tal que Op(V) es un anillo de valoracion discreta con mazimal
m = (t). Dados g € K[zy,...,x,], m > 0 entero, son equivalentes:

1. g =ut™, u unidad de Op.
2. g€ (tm), g ¢ (™).
3. (g)=(@m).

QQI
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4. m = dime (Op(V)/(9)0p(V)).
5. m = dimc (Ko, ..,/ (V) + (9))

6. g€ (xy—ay,...,x,—a,)™+1IV),g¢ (x1—a,...,x, —a,)" "+ I(V).

Demostraciéon. La equivalencia entre los tres primeros apartados es clara y ha sido
demostrada a lo largo de la seccién. Comencemos viendo que son equivalentes a 4.:

(P

Por un lado, si (g) = (t™), entonces la Proposicion 1.27 nos dice que {1,¢,...,t™ '}
forma una base de Op(V')/(g) como K-espacio vectorial, y por tanto
Op(V
m = dimg i )

(9)
El reciproco también es cierto, pues todo ideal de Op(V) es de la forma (t*) para
algtn k, y por tanto la inica manera de que m sea la dimension de Op/(g) es que
9= (tm).

La equivalencia entre 4. y 5. se prueba teniendo en cuenta la Proposicién 1.24, que
la operacion S conmuta con cocientes, y que la imagen de I(V) + (g) en T'(V) es

(9). A,
(K[ml,...,:ﬂn]> ~ Op(A™) ~ Op(V)
IV)+g Jypy {(V)+9)Op(A™)  (3)0p(V)
y sus dimensiones son iguales.
Veamos finalmente la equivalencia 2. < 6.. Sea 7 : K[zy,...,z,] — I'(V) la

proyeccion natural en el cociente, e ¢ : I'(V) — Op(V) el monomorfismo dado por
f — f/1. Como sabemos por el Lema 1.22, m = (21 — ay,..., %, — a,)Op(V). Obser-
vemos que i~ *(m) = (1 — ay,..., &, — a,) [si f € i"'(m), entonces f(P) =0y por
tanto f € I(P) = (xy — a1,...,%, — ay). Por ello f € (x1 —aq,...,2, — a,). El otro
contenido es claro]. Mas atn, vamos a probar que i~ '(m*) = (z; — a1,..., 7, — a,)":

“D” Se da siempre (en general para contracciones de ideales).

“C” Como mF = (1 — a1, ..., %, — ) Op(V), si f € i~1(m*) entonces se puede
expresar como combinaciéon de los generadores de m* por elementos de Op(V), y
limpiando denominadores, tenemos que existe un v € Klzy,...,z,], con v(P) # 0,
tal que of € (z; — ay,..., T, — a,)*. Ahora bien, v ¢ (z; — ay,..., 7, — a,), que es
maximal, y por tanto

() + (1 —a1,...,z, —a,) =T(V).
De esta manera, tal como fue demostrado en el lema anterior,
(0)+ (x1 — a1,..., 7, —an)* =T (V)

y, en particular, podemos escribir 1 = kv + g, con k e T(V) y g € (z; —ay, ...,
T, — a,)k. Multiplicando por f, f = kvf +gf. Como of, § € (1 — ay, ..., T, — an)k,
tenemos el resultado.

Por otra parte, ciertamente

7 (1 —ag,...,Tp — an)k) =(z1—a1,...,x, — an)k +I(V).

Asi pues, queda probado que, para todo g € K[z, ...,x,],
g€ (x1 —ay,...,xn —a,) " +1(V) & gecmh = (th),

con lo que queda finalizada la demostracion. O
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1.4. Descomposicién primaria

La descomposicién primaria servird a un doble propoésito en este trabajo: en pri-
mer lugar, constituye una herramienta para demostrar ciertas propiedades de interés
sobre los anillos locales; en segundo lugar, nos permitiré llevar a cabo célculos (en el
tercer capitulo) de manera simbélica y sin tener que recurrir a cuerpos de extension
(tipicamente trabajaremos en Q).

En esta seccion, aquellos resultados que se presentan sin demostracién podran
encontrarse en [AM69] Cap.4.

Para comenzar, un ideal primario q de un anillo R es un ideal q # R tal que, si
z,y € R son tales que zy € q, entonces ¥ € q 0 y € /4. De este modo, por ejemplo,
los ideales primos son ideales primarios, y la contraccién de un ideal primario vuelve
a ser primaria.

Si q es un ideal primario, entonces p = /g es un ideal primo: si zy € /4, entonces
existe n > 0 tal que (zy)"™ € q. Por definicion, o bien ™ € q o bien existe m > 0 tal
que y"™ € q. En cualquier caso, z € \/q 0 y € /4.

Més atn, como el radical de un ideal es la interseccién de todos los primos que
contienen a ese ideal, p = ,/q es el menor primo que contiene a q. Decimos que q es
un ideal p-primario.

Destacamos el comportamiento de ideales primarios con cocientes de ideales:

Proposicion 1.30. [AM69] Sea q un ideal p-primario, x un elemento de R. Entonces
» Siz €q, entonces (q:z) = (1).
» Six ¢ q, entonces (q:x) es p-primario.
» Sixz ¢p, entonces (q: ) =q.

Una descomposicién primaria de un ideal I de R es una expresién de I como
interseccién finita de ideales primarios. Decimos que una de tales descomposiciones
I = (g; es minimal cuando los ideales /q; son todos distintos y, para todo i =
1,...,n, se verifica que N;j4q; € d.

En caso de existencia de descomposiciéon, siempre se puede conseguir una des-
composicién minimal teniendo en cuenta que la interseccién de ideales p-primarios es
p-primaria y eliminando las componentes redundantes.

Las descomposiciones primarias minimales verifican dos teoremas de unicidad. Por
un lado, si I = [)q; es una descomposicién minimal y llamamos p; = /q;, entonces
estos primos p; son independientes de la descomposicién y se denominan ideales aso-
ciados (o pertenecientes) a I. Los elementos minimales del conjunto {p;} son llamados
primos aislados, y el resto son denominados primos inmersos. El segundo teore-
ma de unicidad nos dice que las componentes primarias asociadas a primos aislados
también son independientes de la descomposicién.

Hacemos especial hincapié en el comportamiento de la operacion de crear médulos
de fracciones S~ con ideales y descomposiciones primarias. Cuando se hable de con-
traccion nos referiremos a la contraccion a través del homomorfismo f : R — S™'R
dado por r — r/1. De [AM69]:

Proposicion 1.31. Sea S un subconjunto multiplicativamente cerrado de R, q ideal
p-primario. Entonces:

= 51 SNp#0D, entonces S~'q=S'R.
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= SiSNp =0, entonces S™'q es S~p-primario y (S~'q)"' =q.

Proposicion 1.32. Sea S C R multiplicativamente cerrado e I = (),_, q; una des-
composicion minimal del ideal I de R. Sea p; = \/q;. Entonces

S =150 D= () o
=1

Snp;=0

donde (S7'I)¢ es la contraccion de S~'I. Ademds, estas son descomposiciones prima-
rias minimales.

El Teorema de Lasker-Noether establece que en un anillo noetheriano todo ideal
posee descomposicién primaria, luego podemos aplicar todo lo anterior a nuestro
caso particular, K[z, ...,z,]. Finalizamos la seccién haciendo uso de este hecho y
de los siguientes resultados generales para probar que si I es un ideal de K[z] con
V(I) = {P;}; finito y K algebraicamente cerrado, entonces K|z]/I es isomorfo a
[L; Op,(A™)/IOp,(A™) (caso particular del Teorema de Estructura para anillos de Ar-
tin).

Lema 1.33. En un anillo noetheriano R, todo ideal contiene a una potencia de su
radical.

Demostracion. [AM69], Cap.7, Proposicion 7.14. O

Lema 1.34. Sean I,..., 1, ideales de un anillo R, y p un ideal primo con NI; C p.
Entonces existe 1 tal que I, C p.

Demostracion. [AM69], Cap. 1, Proposiciéon 1.11. O

Teorema 1.35. Sea K algebraicamente cerrado, I ideal de K[zy,...,x,], y supon-
gamos que V(I) = {Py,..., P} es finito. Entonces, K[zy,...,x,]/I es isomorfo a
[1Or (A")/IOp,(A™).

Demostracion. Sea I = gy N --- N ¢, una descomposiciéon primaria minimal de I, y
denotemos p; = /q;. Como radicales e intersecciones conmutan, tenemos por un lado
que

VI=p 0Ny,

y por otro lado que, en virtud del Teorema de los Ceros de Hilbert,
VI=1V(I)=I{P,,...,P})=I(P)N---nI(P,).

Podemos deducir de ambas que k = r y para todo 7 existe j tal que p; = I(P;). En
efecto, observemos que (); I(P;) C p; para cada i, y que por tanto, segiin el Lema 1.34,
existe j tal que I(P;) C p;. De la maximalidad de I(P;) se obtiene la igualdad. Tal j
debe ser tnico porque los I(P;) son maximales distintos, por lo que k£ = r. Asumamos
que I(F;) = p;.

Tenemos en particular que los p; son dos a dos comaximales, y que por tanto
(Lema 1.28) cualesquiera de sus potencias también lo son. Atendiendo al Lema 1.33,
existe una potencia n; tal que p;* C g;, por lo que los g; son dos a dos comaximales.



CAPITULO 1. EL CONTEXTO ALGEBRAICO 15

De esta manera, podemos emplear el Teorema Chino de los Restos para obtener un
isomorfismo

o

K[Q}l, . ,.’L'n]/I — HK[xla s 7%1}/%‘-
i=1

El siguiente paso es la localizacion. Fijémonos en primer lugar en que Kz, ..., z,]/q;
y (K[:Bl,...,xn]/qi)up) son isomorfos. En efecto, al localizar por el radical de g;

consideramos fracciones de la forma f/g donde f,g € K[z1,...,z,]/q0: vy g ¢ I(P).
Ahora bien, tenemos entonces que (g)+1(F;) = (1), y por el Lema 1.28, que (¢) +q; =
(1). Por tanto, existen h € K|xy,...,x,], ¢ € g; tales que 1 = gh + ¢, y tomando
clases, 1 = gh. Asi, tales fracciones tienen denominadores que ya son unidades de
K[z1,...,2,]/q; v, por tanto, son elementos de K[z1,...,z,]/q;.

Ademiés, como la localizacién conmuta con cocientes, tenemos también que
(K, 20]/0) ) = O, (A7) /0,05, (7).

Finalmente, faltaria por comprobar que Op,(A")/q;0p,(A™) = Op,(A")/IOp,(A").
Efectivamente, sea S; = K[zy,...,x,] — I(P;). Localizar en I(FP;) es realizar la opera-
cion S; . Como la localizacién conmuta con intersecciones,

ST =S8"q N NS qs.

Ahora, S; Np; # 0 para todo j # i (més ain, como los p; son comaximales dos a dos,
S;Np; =5;), y como vimos al estudiar el comportamiento de la localizacién con los
ideales primarios, esto implica que S; 'q es el total. Por tanto,

I10p (A") = S;7'T = 57 q; = 4;:0p,(A"),

con lo que damos por terminada la demostraciéon. O
Corolario 1.36. Sea K algebraicamente cerrado, I ideal de Klz1,...,z,] con V(I) =
{Py,..., P} finito. Si I = ﬂ?;l q; es descomposicion primaria minimal de I, entonces

k =, podemos suponer que \/q; = I(F;), y
Op, (A™)/IOp,(A™) 2 K[xy, ..., x,]/q:-

Demostracion. Ha sido probado a lo largo de la demostracién del teorema anterior. [



Capitulo 2

Curvas algebraicas planas

A lo largo del primer capitulo hemos analizado de manera general las herramientas
algebraicas que necesitaremos. A partir de ahora nos centraremos en el estudio de
las curvas algebraicas planas. Como adelantamos en la introduccién, comenzaremos
presentando la nocién de curva algebraica plana y los conceptos asociados de multipli-
cidad de un punto o tangente a una curva, junto con los resultados basicos referentes
a éstos. Acto seguido, pasaremos a trabajar con curvas en el plano proyectivo, ex-
tendiendo a este caso algunos de los objetos introducidos en el caso afin, lo que nos
permitird posteriormente introducir la multiplicidad de interseccién y establecer el
Teorema de Bézout. Tras esto, discutiremos la existencia de modelos no singulares de
curvas planas y explicaremos cémo obtener, mediante transformaciones cuadraticas
del plano proyectivo, curvas birracionalmente equivalentes a una curva dada pero en
que las singularidades sean todas ordinarias. Finalmente pasaremos a desarrollar la
teoria de divisores de curvas no singulares, lo que culminard con la demostracion del
Teorema de Riemann y la definiciéon del género.

En el resto de la memoria supondremos que K es un cuerpo algebraicamente ce-
rrado y de caracteristica cero, siendo asi aplicables todos los resultados previamente
expuestos.

2.1. Curvas algebraicas planas afines

Definicion 2.1. Una curva algebraica plana afin C sobre K es el subconjunto
algebraico de A? definido por un polinomio no constante f € K[x,y|, es decir,

C=V(f) ={(a,b) € A*/f(a,b) = O}.

Observemos que, con esta definicién y puesto que trabajamos en un cuerpo de
caracteristica cero (en particular, infinito), dos polinomios f, g definen la misma curva
siy s0lo si ¢ = Af para cierto A € K no nulo,esto es, el polinomio que define una
curva estd univocamente determinado salvo producto por constantes. En ocasiones
abusaremos de notacién y nos referiremos por f a la curva definida por el polinomio
f € K[z, yl.

El grado de una curva es el grado total del polinomio que la define.

Si f =TI, f]" es la descomposiciéon de f en factores irreducibles, diremos que
cada curva f; es una componente irreducible de f de multiplicidad n,;. Decimos

16
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que C es una curva irreducible si el polinomio que la define es irreducible (en cuyo
caso C es una variedad).

Definicién 2.2. Sea C una curva algebraica afin de grado d definida por f € K[z, y],
P = (0,0). Escribamos f = fm + fme1 + -+ -+ fa donde f; € K[z,y] es un
polinomio homogéneo de grado i y fn., fa # 0. Decimos que m es la multiplicidad de
(0,0) en C.

Eztendemos la definicion a cualquier otro punto P = (a,b) de la siguiente manera:
consideramos el polinomio f(X + a,Y +b) (aplicamos una transformacion que lleva
el origen en P), y lo descomponemos en suma de homogéneos como antes,

fX+a,Y +0b)=fl,+ fro-+ fo

Decimos que m’ es la multiplicidad de P = (a,b) en C o multiplicidad de C en P,
y la denotamos por mp(C). En particular, mp(C) =0 si y sélo si P ¢ C.

Como todo polinomio homogéneo en dos variables se descompone en factores linea-
les (en K algebraicamente cerrado), tenemos que en la notacion anterior,

Froniey = [J(@:iX +b:Y),

donde los a; X + b;Y son rectas distintas. Se dice que cada recta
Li=a;(X —a)+b(Y —0)

es una recta tangente a C en P de multiplicidad e;.

Decimos que un punto P € C es simple si mp(C) = 1, y singular en caso contrario.
Decimos que un punto singular P es ordinario si todas las tangentes a C en P son
diferentes, y no ordinario en otro caso.

La multiplicidad de un punto en una curva puede estudiarse a través de las deri-
vadas parciales del polinomio que la define:

Proposicion 2.3. Sea C una curva plana afin definida por f. Un punto P € C tiene
multiplicidad T si y sdlo si todas las derivadas parciales de f hasta grado r — 1 se
anulan en P, y al menos una de grado r no se anula en P. En particular, un punto

es simple si y solo si (fx(P), fy(P)) # (0,0).

Demostracion. Sea d = deg(f). El resultado se deduce directamente del desarrollo de
Taylor en un entorno de (0,0)

d 1 k 8kf . .
flx+a,y+0b) :Zkl2< >6$18yk Z(1’3)5613;1“_1.

k=0 7

Asi, la componente homogeénea f;, de la descomposicion f(x+a,y+b) = fo+fi+- -+ fa
coincide precisamente con

k f % —1
k= k|z<>8$aykl(P)xyk )

La multiplicidad viene dada por el menor k tal que f, # 0, con lo que efectivamente
la multiplicidad es 7 si y solo si todas las derivadas parciales de f hasta grado r — 1
se anulan en P, y al menos una de grado r es no nula en P. O
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De la propia demostracion obtenemos que las tangentes a C en un punto P = (a, b)
de multiplicidad r son los factores irreducibles de

Z <:> axlaé;iﬂ(Pxx - a)i(y — b)rfi.

i=0
La multiplicidad en un punto goza de la siguiente propiedad deseable:

Proposicion 2.4. Sea C una curva plana afin definida por f € K[z, y|, y supongamos
que f =TI, f'" es la descomposicion de f en factores irreducibles. Entonces

mp(C) = z nimp(fi)

y, st L es tangente o f; en P de multiplicidad s;, entonces es tangente o C de multi-
plicidad Y n;s;.

Demostracion. Sea P = (a,b), m; = mp(fi;), d; = deg(fi). Escribamos cada fi(z +
a,y + b) como suma de homogéneos: f;(x + a,y +b) = fim + -+ + fiq,- Como
flx+a,y+0b) =] fi(x+a,y+b)", es claro que el polinomio homogéneo de menor
grado en f(z + a,y + b) es exactamente [] f, . Por tanto su grado, es decir, la
multiplicidad de P en C, es Y n;m;, y si L es tangente a f; en P de multiplicidad s;,

entonces aparece como factor de [] f;,, de multiplicidad }_ n;s;. O

A continuacién demostraremos que una curva plana afin irreducible tiene sélo un
numero finito de singularidades. Para ello, nos basaremos en las propiedades de la
resultante de dos polinomios.

Proposicion 2.5. El ndmero de puntos singulares de una curva plana afin irreducible
es finito.

Demostracion. Sea C una curva plana afin irreducible definida por el polinomio f.
El conjunto de puntos singulares es V(f, fx, fy). Como f no es constante, al menos
una de sus derivadas parciales, pongamos fx, es no nula. Sean Rx = Resx(f, fx),
Ry = Resy(f, fx) sus resultantes respecto a cada variable. Si ambas son no nulas,
el nimero de posibles ceros comunes a f v fx es finito y hemos acabado. Si una es
idénticamente nula, f y fx comparten una componente irreducible en comtn, lo cual
es imposible porque f es irreducible y no puede ser componente de fx. O

A tenor del siguiente resultado, la proposicion anterior sigue siendo valida para
curvas planas definidas por polinomios libres de cuadrados, dado que la Proposicién
2.4 implica que en este caso los puntos miltiples de C son los puntos multiples de cada
una de sus componentes y los puntos de interseccién de dos componentes.

Proposicion 2.6. Si C y C' son dos curvas sin componentes en comin, entonces su
interseccion es un ndmero finito de puntos.

Demostracion. Sean f y f', respectivamente, los polinomios que definen a C y C', y
consideremos la resultante de ambos con respecto a cada variable, Rx = Resx(f, f') €
K[Y], Ry = Resy(f,f) € K[X]. Como f y f’ no tienen componentes en comun,
tenemos que Ry y Ry son polinomios no nulos, y que, si (z,y) € V(f, f'), entonces
x es raiz de Ry e y es raiz de Rx. Como el nimero de raices de ambos polinomios es
finito, las posibles combinaciones también y se tiene el resultado. O
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Veamos que el concepto de multiplicidad de un punto en una curva puede estudiarse
en términos de los anillos locales Op asociados a cada una de sus componentes irredu-
cibles (recordemos que los anillos locales se definen sobre variedades). Asi obtenemos,
dada la Proposicién 1.21, que la multiplicidad es independiente de las coordenadas
escogidas.

Teorema 2.7. Sea P un punto de una curva irreducible C, y sea mp el ideal mazimal
del anillo local Op(C). Entonces, para todo n suficientemente grande (n > mp(C)),

mp(C) = dimg (m’p/mB).
Demostracion. Para todo n, la aplicacién ¢ : Op/mp™ — Op/m? dada por ¢(z +

n+1y __ n 4 hi : n+1 n : :
mp ) = z + m} estd bien definida pues m%™ C m’ y constituye un epimorfismo con

ntcleo kerp = m’ /m’5". De este modo, por el Teorema de rango-nulidad,

dimg(m’h /mp™) = dimg(Op/m%™) — dimg (Op /m’),

y lo que probaremos sera que existe una constante ¢ € Z tal que, para todo n > mp(C),
dimg(Op/m?}) = nmp(C) + ¢c. Si P = (a,b), sabemos que mp = (x —a,y — b)Op.
Como V(m}) = {P}, se tiene aplicando el Teorema 1.35 y la Proposiciéon 1.24 que

Klz,y]/(I", f) = Op(A")/(I", f)Op(A?) = Op(C) /mp,

donde I = (x—a, y—>b). De este modo debemos calcular la dimension de Kz, y]/(I", f).
Denotemos m = mp(C). Consideremos el epimorfismo natural ¢ : K[z,y]/I" —
K[z, y]/(I", f), y observemos que su nicleo es isomorfo a K[z, y]/I"~™ via

Y Kz, y]/I"™™ — kere

dada por ¥(g) = fg. Para ver que v esta bien definido tengamos en cuenta que por
definicion de multiplicidad en (a,b), f(x +a,y+0b) = f,, + formas de mayor grado y,
por tanto, f(x,y) = fu(x—a,y—b)+ formas en = — a, y — b de mayor grado € I de
modo que fg € I" para todo g € I"™™. Esto implica que la definicién es independiente
del representante escogido. Ademas, ¥(g) € kery porque fg € (I"™, f). Es claro que es
un homomorfismo, luego falta demostrar que es inyectiva y sobre: ~

La aplicacion es inyectiva, pues si g, ¢’ son tales que fg = fg', entonces fg — g’ €
I". Como f € I™ (y f ¢ I™), necesariamente g — ¢’ € I"™™, esto es, g = ¢'.
También es sobre, pues si h € kerp, entonces h € (I, f) y existen g € K[z,y], ¢ € I"™
tales que h = g+ fg. Esto quiere decir que h = 1g.

Por el Teorema del rango-nulidad, dimg(K[z,y]/(I", f)) = dimg(K[z,y]/I") —
dimg (K[z,y]/I"~™). Ahora, como K[z, y]/I* tiene por base {z'y’}; <, tiene dimen-
sion k(k + 1)/2, y por tanto

. n(n+1 n—m)in—m-+1 m(m —1
dim (K[ /(17 f)) = " E L) (= ) g - = 1)
2 2 2
como queriamos ver [m(m — 1)/2 es la constante independiente de n). O

Ademas, de la proposicién que presentamos a continuacién se deduce una nueva
caracterizacién de los puntos simples en términos de anillos locales:

Proposicion 2.8. Sea P un punto de una curva irreducible C, y sea mp el ideal
mazimal del anillo local Op(C). Entonces, para todo 0 <n < mp(C),

n+ 1 = dimg(m}p/mpt).
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Demostracion. Como en la demostracion anterior, sigue siendo cierto que
. n n+1ly . n+1 . n
dimg(mp/mp™) = dimg (Op/mp"™) — dimg(Op/m}p),

y que Op(C)/m?p = KLx,y}/(I”,f). Sin embargo, como n < mp(C), se tiene en esta
ocasion que f € I™© C Iy por tanto Klx,y]/(I", f) = Klx,y]/(I"). Puesto que
la dimension de este ultimo es n(n + 1)/2, obtenemos que

1 2 1
dimng (mh /mst) = (n+ )2(n+ ) n(n2+ ) _ ntl.

O

Corolario 2.9. Un punto P, de una curva irreducible C, es simple, si y sdlo si
dimg(mp/m%) =1

Demostracion. Simp(C) = 1, aplicamos el Teorema 2.7 con n = mp(C) para obtener el
resultado. Si mp(C) > 1, la Proposicién 2.8 para n = 1 nos dice que dimg(mp/m%) =
2.

Concluimos la seccién viendo que ademés, los puntos simples tienen asociados
anillos locales que son de valoracién discreta, y el reciproco es también cierto. Para
ello, serd necesario el siguiente resultado elemental de la geometria afin:

Lema 2.10. Sean P, P’ € A%, Ly, L, dos rectas distintas que pasan por P, y L' L)
dos rectas distintas que pasan por P'. Entonces existe un cambio de coordenadas T tal
que T(P) =P yT(L;) = L..

Teorema 2.11. Un punto P de una curva irreducible C es simple si y sdlo si Op(C)
es un anillo de valoracion discreta. Ademds, para toda recta L que pase por P y no
sea tangente a C en P, se tiene que L es pardmetro de uniformizacion.

Demostracion. “<” Seam = (t) el ideal maximal de Op(C). Claramente, tenemos que
dimg(m/m?) = dimyg(t)/(t*) = 1 luego, por el Corolario 2.9, P es simple.

“=" Como la multiplicidad de un punto es independiente de coordenadas, y en
virtud del Lema 2.10, podemos suponer que P = (0,0), L = z y la recta tangente es
L' = y. Sea f el polinomio que define a C. Ya que la tangente en (0,0) coincide con
la forma de menor grado en la descomposicion de f como f = fo+ - -+ f4, podemos
escribir f = y + formas de mayor grado = yg — 2*h, para ciertos g,h € K[z, y], g =
1+ términos de grado superior. Asi, g es unidad en Op(C), y 3§ = z2hg ' € (2)Op(C)
De esta manera, m = (z,7)Op(C) = (z)Op(C) es principal, y en definitiva Op es de
valoracién discreta. O

2.2. Curvas algebraicas planas proyectivas

En la seccién anterior vimos que dos curvas sin componentes en comun tienen
interseccién finita. Buscaremos definir una nocién de multiplicidad de un punto de
interseccion de manera que se verifiquen ciertas propiedades deseables, y como ade-
lantabamos al inicio del capitulo, la forma de conseguirlo requiere trabajar en el plano
proyectivo P2,
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Definicién 2.12. Una curva proyectiva plana C sobre K es el conjunto (proyectivo)
de ceros de un polinomio homogéneo F € K|x,y, z|, esto es,

C=Vp(F)={(a:b:c) € P*/F(a,b,c) = 0}.

Denotaremos en ocasiones C por el polinomio que lo define (que es inico salvo producto
por escalares).

Todas los conceptos introducidos en el caso de curvas afines, como el grado o
las componentes irreducibles de una curva, se extienden de forma natural al caso
proyectivo. Si C es una curva proyectiva irreducible también podemos definir, no sin
antes tomar las precauciones correspondientes, su cuerpo de funciones o su anillo
local en un punto. Para ello, sea I'(C) = K[z, y, z]/I(C), donde I(C) es la extension
de la nocién de ideal asociado a un subconjunto de P2, esto es, el conjunto de los
polinomios G € K|z, y, z] tales que para todo P € C y para toda eleccion (a: b: ¢) de
las coordenadas homogéneas de P, G(a,b,c) = 0. De la misma manera que ocurre en
el afin, C es irreducible si y so6lo si I(C) es primo, luego I'(C) es un dominio y podemos
considerar su cuerpo de fracciones K. Sin embargo, los elementos G/H de K no son en
general funciones, pues si escogemos dos representaciones distintas (a, b, c), (a’,b’, ')
de un mismo punto de P? Jen general G(a,b,c)/H(a,b,c) # G(a',b',c)/H(a', b, ).
Asi, el cuerpo de funciones racionales de C se define como el subcuerpo de K
formado por los elementos G/H donde G, H son formas del mismo grado d, pues en
ese supuesto si (a:b:c¢) = (a’ : b : ) noanulan a H, pongamos (a,b,c) = A(a’, V', ),
entonces

G(a,b,c) G\, bV,d))  MNG,V,d) Gd,V,

_ G( )
H(a,b,c)  HA\a,b,c))  MH(a,b,¢)  H(a,V,

)

Lo denotaremos por K(C). Diremos que un elemento ¢ € K(C) esta definido en
P eCsip=G/H, con G,H formas de mismo grado y H(P) # 0, y que su valor
es G(P)/H(P), que no depende del representante escogido. De esta manera definimos
el anillo local Op(C) como el conjunto de funciones racionales definidas en P, que
tiene por maximal al conjunto de funciones racionales que se anulan en P.

Todo isomorfismo lineal T : A3 — A? lleva rectas que pasan por el origen a rectas
que pasan por el origen, y por tanto define una biyeccion T : P2 — P? que denominamos
cambio proyectivo de coordenadas. Si el isomorfismo viene determinado por la
matriz [a;;], y C es una curva proyectiva plana, entonces T *(C) es la curva proyectiva
Ve2 (F(ane + anny + a132, a1 + a0y + a232, a1 + azey + aszz)). Del mismo modo
que en la Proposicion 1.21, si T' es un cambio de coordenadas proyectivo y T(Q) = P,
entonces se induce un isomorfismo Op(C) = Og(T~(C)).

Para F' € K[z, y, 2], denotamos por F, . (o simplemente F,) a la deshomogeneiza-
cion de F' por la variable z, o sea, F(x,y,1). Reciprocamente, dado f = fo + f1 +
-+ fa € K[z,y], f; homogéneo de grado i, denotamos f** (o simplemente f*) al
polinomio homogeneizado foz? + f12¢7* + .-+ + f4. Se tiene inmediatamente que para
todo f € K[z, y], (f*). = [y, para todo F € K[x,y, 2], Z4(F,)* = F, donde Z¢ divide
a F'y Z4! no. En particular, si F' es irreducible, (F,)* = F.

Asi pues, si C es una curva proyectiva plana irreducible definida por la forma
irreducible F' € K[z, y,2] y si P = (a:b:1) € C, tenemos un isomorfismo de Op(C)
en O, p)(F.) dado por F/G — F,/G. con inversa dada por f/g — f*/g*. Definimos
asi la multiplicidad de una curva proyectiva plana F en un punto P = (a :
b: 1) como la multiplicidad de F, en (a,b), y de forma analoga (deshomogeneizando

CI
C/
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con respecto a la variable adecuada) para puntos (a : 1 : ¢) o (1 : b : ¢). Esta
definiciéon es independiente de cambios de coordenadas proyectivos y de la variable con
respecto a la cual deshomogeneizamos (caso de tener mas de una posibilidad) dado
que la nocién en el caso afin s6lo depende de anillos locales (para el caso reducible,
estudiando cada componente irreducible) y los cambios de coordenadas proyectivos
inducen isomorfismos entre éstos.

Si G es un polinomio homogéneo de K[z,y,2] y P = (a : b : 1) es un punto
simple de una curva irreducible F', definiremos su orden como ordp(G) := ordp(G.)
en O(aA,b) (F*>

Esto nos proporciona un método para calcular multiplicidades trabajando directa-
mente con la curva proyectiva:

Lema 2.13. Sea F' un polinomio homogéneo de K[z,y, z] de grado d. Entonces:

» (Formula de Euler) eFx +yFy +2F; =d- F.

61+j F. _ ai+.7'F . al+j F, o aH—jF
" ooy = (axiayj)*. En particular, 575 =(a,b) = 5555 (a,b,1).

Proposicion 2.14. Sea F una curva proyectiva plana de grado d. Un punto P = (a :
b:c) € P? tiene multiplicidad al menos r (r < d) si y sélo si todas las derivadas
parciales (r-1)-ésimas de F se anulan en P, esto es,

M(P):() para todo i,j,k coni+j+k=r—1

Ox'OyiDzk ’ - ’

donde se entiende F(P) := F(a,b,c).

Demostracion. Es una aplicacién directa e iterada de la formula de Euler. O

De forma similar, las tangentes a F' en P = (a : b : 1) se obtienen como resultado
de homogeneizar las tangentes a F, en (a,b). Asi, por ejemplo,

Proposicion 2.15. Si P € P? es un punto simple de una curva proyectiva plana F,
entonces la tangente a F' en P viene dada por

2Fx(P) 4+ yFy (P) + zF7(P).

Demostracion. En efecto, si P = (a : b: 1), entonces la tangente proviene de homoge-
neizar la tangente a F, en (a,b). Como consecuencia de la Proposiciéon 2.3 vimos que
la tangente a un punto simple (a, b) es

(@ = )5 (@) + (s~ D3 (a.b),

y por tanto homogeneizando y teniendo en cuenta 2. del Lema 2.13, obtenemos que
la tangente en el caso proyectivo es

(x —az)Fx(P) 4+ (y — bz)Fy(P) = 2Fx(P) + yFy(P) + z(—aFx(P) — bFy(P)).

Pero por la formula de Euler evaluada en P = (a : b : 1), este altimo sumando es
exactamente zFz(P). O

También existe un anélogo de la Proposicién 2.6 para el caso proyectivo:
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Proposicion 2.16. Si F' y G son curvas proyectivas planas sin componentes en co-
maun, entonces su interseccion es finita.

Demostracion. Como F' y G no tienen componentes en comun, podemos suponer que
Z no divide a F. Asi, F' s6lo tiene un ntmero finito de puntos en el infinito y, por
tanto, existe un numero finito de puntos de interseccién en el infinito.

El resto de puntos serdn de la forma (a : b : 1) y por tanto estaran asociados a
(a,b) € F, N G,. Ahora bien, F, y G, no tienen componentes en comun (si no, las
tendrian F'y G), luego la Proposicion 2.6 aplica y hemos acabado.

Concluimos la secciéon contemplando que, del mismo modo que toda curva proyecti-
va tiene asociadas diversas (infinitas) curvas afines, toda curva afin tiene asociada, de
manera natural, una curva proyectiva a la que denominamos su clausura proyectiva.

Definicion 2.17. Sea C una curva proyectiva afin definida por el polinomio f €
K[z, y]. Llamamos clausura proyectiva de C en P? a la curva proyectiva C* definida
por el polinomio homogeneizado f*.

Asi pues, los puntos (a,b) de C se corresponden con los puntos (a : b : 1) de
C*, y el resto de puntos en C* son los puntos en el infinito (coordenada z = 0). Si
f=fo+-+ fq, con f; homogéneo de grado ¢, entonces estos puntos adicionales son
los que anulan a fy, y como f; se descompone en factores lineales, puede haber a lo
sumo d puntos en el infinito.

Tal y como hemos ido analizando, existe total compatibilidad entre las definiciones
en C y en su clausura proyectiva. En adelante, siempre que trabajemos sobre una curva
plana afin pensaremos implicitamente en su clausura proyectiva.

2.3. Multiplicidad de intersecciéon

Existen diversas maneras de introducir la multiplicidad de interseccion, bien a
través de axiomas “deseables” que la determinan de forma univoca, o bien mediante
herramientas o propiedades de objetos mateméticos como pueden ser las resultantes
o las dimensiones de ciertos espacios vectoriales. Dado que las relaciones entre las
diferentes definiciones en este iltimo caso no son, en general, evidentes sin pasar por
la definicién axiomética y carecen en ocasiones de una justificacién intuitiva asociada,
presentaremos la multiplicidad con tales axiomas y nos referiremos luego a la amplia
literatura existente para acreditar los otros métodos de calculo.

Las referencias principales en esta seccion seran [Vai96] y [Ful71].

Definicion 2.18. Sean F y G dos curvas proyectivas planas, P € P2. Llamamos
multiplicidad de interseccion de F' y G en P al nimero multp(F, G) que verifica:

1. multp(F,G) es un nidmero entero no negativo o 0o.

2. multp(F,G) =0& P ¢ FNG.

3. multp(F,G) = 0o & P pertenece a una componente comin de F y G.
4. multp(F,G) = multp(G, F).
5

. SiT es un cambio de coordenadas proyectivo y T(Q) = P, entonces multp(F, Q)
= multo(T~*(F), T~ (G)).
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6. multp(F,G) > mp(F)mp(QG), con igualdad si y sdlo si F' y G no poseen tangen-
tes en comin en P.

7. multp(F,G + AF) = multp(F,G) para todo polinomio homogéneo A de grado
deg(G) — deg(F).

8. multp(F,G1Gs) = multp(F,G1) + multp(F, Gs).

Esta definicién es consistente, esto es, existe un tnico namero multp(F, G) verifi-
cando las propiedades anteriores para todos F, G y P:

Proposicion 2.19. Sean F y G dos curvas proyectivas planas, P € P2. El nimero
multp(F,G) queda completamente determinado por las propiedades anteriores.

Demostracion. [Vai96], Cap. 6, Prop. 6. O

Corolario 2.20. multp(F,G) depende inicamente de las componentes de F' y G que
pasan por P.

Demostracion. Consecuencia directa de 8.y 2.. 0l

Cualquier método “explicito” que respete los axiomas anteriores nos brinda una
nueva posibilidad para calcular multp(F, G). Mencionaremos dos de estas opciones:

2.3.1. Calculo mediante resultantes

La primera de las posibilidades que comentamos viene recogida detalladamente en
[Vai96], Cap. 5 y 6. Sean F'y G dos curvas planas sin componentes en comin, y por
tanto con un numero finito de puntos de interseccién.

Definicion 2.21. Supongamos que F NG = {Py,...,P,}. Decimos que F y G estdn
muy bien posicionadas si Py = (0:1:0) no estd en FNG ni en ninguna recta que
conecte dos puntos de interseccion P; y P;.

Comenzamos observando que esta tltima condicién equivale a decir que, si P, =
(x; vy * 2zi), P = (x; : y; ¢ z;) son dos puntos distintos de F' N G, entonces (x; :
zi) # (z; : z;). En efecto, (z; : z;) = (z; : 2;) si y s6lo si existe A € K tal que
(@i, 2:) = ANz, 2;), estoes, si (0:1:0) = (0:y; — Ay, : 0) = P, — A\P; esté en la recta
que une P; con P;.

Ademiés, si F'y G tienen grados m y n, respectivamente, y escribimos

F =aY™ + términos de grado <m en Y
G = bY" + términos de grado <n en Y,

la condicién (0 :1:0) ¢ FNG asegura que (a,b) # (0,0) y, por tanto, su resultante
Ry = Ry (F,G) respecto de y es un polinomio homogéneo en K[z, z] de grado mn
([Vai96], Cap. 2, Lema 16) tal que para todo (z : z) € P!,

Ry(z,z)=0<dlytalque (z:y:2) € FNG
(la unicidad de y se debe a la segunda condicién). Por tanto, bajo hipotesis de muy

buen posicionamiento, Ry = k[[,_,(z,X —x;Z)™, donde k € K es no nulo, los puntos
(x; : y; : z;) son los puntos de FF NG y >, m; = mn. Definimos la multiplicidad de
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interseccion de F'y G en P, = (z; : y; : z;) como multp, (F,G) = m;, y como 0 en
los puntos que no estan en la interseccién.

Si tenemos dos curvas genéricas F' y G definimos la multiplicidad a través de un
cambio de coordenadas que las deje en muy buen posicionamiento, y si F' y G tienen
componentes en comun, extendemos la definicién diciendo que la multiplicidad de un
punto es oo si pertenece a H = med(F, G), o la multiplicidad de F/H y G/H (que no
tienen componentes en comin) en caso contrario.

En [Vai96], Cap.5 y 6, se demuestra que esta definicion verifica los axiomas de
multiplicidad (en particular es independiente del cambio de coordenadas para lograr
la buena posicién), y por tanto la resultante constituye una herramienta alternativa
para el calculo de multiplicidad de interseccién. Ademés, la ventaja de utilizar esta
definicién es que obtenemos automaticamente la validez del Teorema de Bézout:

Teorema 2.22 (Teorema de Bézout). Si F' y G son dos curvas proyectivas planas de
grados m y n, respectivamente, sin componentes en comin, entonces

Z multp(F,G) = mn.

PeFNG

Demostracion. Basta ver la descomposicion de la resultante Ry (F, G) antes dada. O

2.3.2. Calculo mediante anillos locales

Esta segunda aproximacion puede encontrarse en [Ful71],Cap. 3 y 5, y hace uso de
anillos locales. De manera maés precisa, se define la multiplicidad de intersecciéon
de dos curvas proyectivas planas F'y G en un punto P = (a : b: 1) (de forma anéloga
en el resto de casos) como

multp(F, G) = dimK(’)(mb) (Az)/(F*, G*)O(a,b) (AQ)

De nuevo, se verifican los axiomas dados, y obtenemos propiedades interesantes como
consecuencia de esta definicién.

Proposicion 2.23. Sean F, G curvas proyectivas sin componentes en comin, P =
(a:b:1) € FNG. Entonces,

multp(F,G) = dimxK[z,y]/q,
donde q es la componente (x — a,y — b)-primaria del ideal (F,,G.).
Demostracion. Consecuencia inmediata del Corolario 1.36. O

Proposicion 2.24. Si P = (a : b : 1) es un punto simple de una curva proyectiva
irreducible F', entonces multp(F,G) = ordp(G) en Oup(Fi).

Demostracion. Hemos definido ordp(G) := ord(G.), y por el Teorema 1.29, esto

equivale a la dimension de O ) (Fy)/(G+) O (Fy). Por la Proposicion 1.24, este
espacio es isomorfo a O, p)(A?)/(Fy, G.)O(ap)(A?), luego se tiene el resultado. O

En particular, el Teorema 1.29 nos muestra diferentes maneras de calcular la mul-
tiplicidad de interseccién para puntos que son simples sobre una de las curvas.
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Proposicion 2.25. Si F' y G son curvas proyectivas planas sin componentes en co-
man, entonces
Z multp(F,G) = dimgK[z,y]|/(F., G.).

PcFNG

Demostracion. Como F 'y G no tienen componentes en comin su interseccion es finita.
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que todos los puntos de F' N G son de
la forma P; = (a; : b; : 1), es decir, que no hay puntos de interseccion sobre la recta
del infinito z = 0 (siempre es posible escoger una recta que no pase por ninguno de los
puntos de interseccion, luego podriamos tomar esa como recta del infinito). De esta
forma F, NG, = {P.; = (a;,b;)}; y el Teorema 1.35 nos proporciona un isomorfismo

Kz,g)/(F.,G) = [ Or.(A3)/(F.,G.)Op. (A,

PeFNG

Ast, dimgK[z,y]/(F,G) = Y pe pre dimgOp, (A%)/(F, G)Op, (A?) siendo los sumandos
del segundo miembro, por definicion, multp(F, G). O

2.4. Existencia de modelos birracionales no singulares

Como ha sido comentado, a través del Teorema de Riemann se introduce la nocién
del género de una “curva arbitraria no singular”. Este concepto resulta depender 0ni-
camente del cuerpo de funciones de la curva, y por tanto se puede extender a curvas
singulares que sean birracionalmente isomorfas a una curva no singular.

En esta secciéon debatiremos la existencia de modelos no singulares de curvas, es
decir, de curvas no necesariamente planas birracionalmente equivalentes a una curva
plana dada y en que las singularidades ya han sido “resueltas”. En resumidas cuentas,
toda curva proyectiva es birracionalmente isomorfa a otra no singular, lo que nos
permite definir el género de una curva irreducible. No obstante, no serd necesario
hallar explicitamente un modelo no singular para hallar el género, sino que bastara
con encontrar curvas birracionalmente equivalentes a la curva de interés y en que
todas las singularidades sean ordinarias, cuestién que puede resolverse sin salir del
plano proyectivo.

Obsérvese que hasta el momento sélo hemos introducido el concepto de curva plana,
luego en primer lugar debemos especificar qué se entiende por una curva arbitraria, y
luego definir la multiplicidad de un punto.

Si V es una variedad, entonces su cuerpo de funciones K(V') es una extension
finitamente generada de K, y por tanto, se puede hablar de su grado de trascendencia
sobre K. Decimos que una variedad V' no vacia es una curva si K(V) tiene grado de
trascendencia uno sobre K.

Sobre A? (y P?), esta definicion coincide con la de curva plana irreducible (ver
[Ful71], Cap 6, § 5). En particular para toda curva plana irreducible C se tiene que
K(C) es una extension algebraica de (un cuerpo isomorfo a) K(x) (ver [Ful71], Cap. 6,
Proposicion 9).

La nocién general de multiplicidad es la siguiente: se dice que un punto P en una
curva C es simple si Op(C) es un anillo de valoracion discreta, definicion que coincide
con las que hemos visto para curvas planas en virtud del Teorema 2.11. Asi, una curva
no singular es una curva cuyos puntos son todos simples.
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Llamamos modelo no singular de una curva plana C a toda curva no singular
X (no necesariamente plana) birracionalmente equivalente a C. La demostracion de la
existencia de modelos no singulares de curvas proyectivas que se presenta en [Ful71]
consta de tres etapas:

(1) Toda curva proyectiva es birracionalmente equivalente a una curva proyectiva
plana irreducible.

(2) Toda curva proyectiva plana irreducible es birracionalmente equivalente a una
curva proyectiva plana irreducible cuyas singularidades son puntos ordinarios.

(3) Toda curva proyectiva plana irreducible cuyas singularidades son puntos ordina-
rios es birracionalmente equivalente a una curva proyectiva no singular.

Ademas, si ¢ : X — C es el isomorfismo birracional y ¢~ '(P) = {Q1,...,Q.}, €l
calculo de multiplicidades de intersecciéon con C en P estd intimamente relacionado
con el calculo de 6rdenes en los anillos Og,. De manera mas precisa, para toda curva
plana C’ definida por G,

multp(C,G) = iorin(G). (2.1)

Dado que en la practica trabajaremos tGnicamente con curvas planas y que, como
adelantabamos, el calculo del género puede hacerse de manera sencilla sobre curvas
cuyas singularidades son ordinarias, dedicaremos el resto de la seccién al segundo de
los puntos expuestos.

Para obtener una curva ordinaria a partir de otra con singularidades no ordinarias
se haré uso de transformaciones cuadraticas del plano proyectivo. A este procedimiento
por el cual eliminamos una singularidad no ordinaria se le conoce como explosion de
la singularidad.

Definicion 2.26. Llamamos transformacion estandar de Cremona a la trans-
formacion Q de P? dada por (x:y:2) — (yz:xz:xy). Llamamos transformacion
cuadrdtica a la composicion de © con un cambio de coordenadas proyectivo.

Observemos que Q no estd definida en los puntos (1 : 0 : 0),(0 : 1 : 0),(0 :
0 : 1), que denominaremos puntos fundamentales. Por otro lado, los puntos de
V(zyz), es decir, los puntos de las rectas z = 0, y = 0 y z = 0, que llamaremos
rectas excepcionales, van a parar a los puntos (1:0:0),(0:1:0)y (0:0:1),
respectivamente. Ademas, si (a,b,c) ¢ V(zyz), entonces

Q(Q(a:b:c)) = (acab : beab : beac) = (a: b : c),

es decir, @ = Q! sobre el abierto P? — V(zyz), y por tanto Q es un isomorfismo
birracional de P? en si mismo.

Definicion 2.27. Sea F' una curva proyectiva. Entonces,
G(z,y,z) := F(yz,xz,xy)

se denomina transformado algebraico de F. Eliminando en G los factores que
son potencias de x, y y z, obtenemos un polinomio homogéneo F' que se denomina
transformado cuadrdtico de F.
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Se enumeran y comentan a continuaciéon algunas de las propiedades de los transfor-
mados cuadraticos (ver [Ful71], Cap.7, § 4 para los detalles). Llamemos intersecciones
no fundamentales a las intersecciones distintas de los puntos fundamentales de una
curva con una recta excepcional.Sea F' una curva irreducible de grado d. Supongamos
que P, =(1:0:0), L =(0:1:0), P =(0:0:1) son puntos de multiplicidad
r1,T2,T3 y que las rectas excepcionales no son tangentes a ninguno de ellos. Si F” es
el transformado cuadratico de F', entonces:

1. Si F es irreducible, F’ también (como consecuencia de que Q sea su propia
inversa).

2. F' = F(yz,xz,xy)/x"yz".

o Por definicién, debemos ver que 2™ es la mayor potencia de z que divide a
F(yz,zz,zy) (andlogo para x, y). En efecto, recordemos que mp,(F') = m0)(F}).
Asi, si r3 = mo,0)(Fy), F = F, + -+ Fy, con F; € K[z, y] homogéneo de grado 1.
Como F es irreducible, F = (F,)* = F,, 24" + .-+ F; 1z + F,, de donde

F(yz,xz,ay) = 2" F,, (y,2)(xy)" " + - 4+ 2" Fa(y, v)ay + Fy(y, )
=2"(F.,(y,z)+...).

3. Existe una correspondencia uno a uno entre tangentes a F' en P; (resp. Py, Ps)
e intersecciones no fundamentales de F’ con = = 0 (resp. y = 0,z = 0) que preserva
multiplicidades (donde entendemos en el primer caso multiplicidad de la tangente y
en el segundo multiplicidad de interseccion).

< Aprovechando la expresion anterior,

F'= xdirairlydiwirzFﬁs (yv ‘T) et ZdirgilxlirlylimFd—l(y, IL')
+ 2Ty TR Fy(y, x).

Veamos el resultado para Ps;. La intersecciones de F’ con z = 0 vienen dadas por
las rafces de F'(z,y,0) = x¢ 1 —msyd=m2=ms F (y x). Por tanto, las intersecciones no
fundamentales y sus multiplicidades de interseccién vienen dadas por los factores en
que se descompone F).., que son las tangentes a F' en Pj, y sus multiplicidades.

4. Los puntos de F' que no estén sobre las rectas excepcionales se transforman
en puntos de F’ preservando su multiplicidad y la de sus tangentes. Esto es conse-
cuencia de que la transformacién estandar de Cremona constituya un isomorfismo
de P? — V(xyz) (puntos fuera de las rectas excepcionales) en sf mismo, y que las
multiplicidades de puntos y tangentes se preserven por isomorfismos.

5. F' tiene multiplicidad d — 7, — r3 en P, (anélogo para P,, P), y sus tangentes,
que corresponden a las intersecciones no fundamentales de F' con x = 0 (resp. y = 0,
z = 0), son distintas de las rectas excepcionales.

¢ Estudiémoslo brevemente en P;. La multiplicidad de F” en P; viene dada por
mo,0)(F}). Con la expresion anterior de F”,

Fl =g ny @ p (yx) + - 2ty T R (y, @)
+a "y " Fa(y, @),

luego el polinomio homogéneo de menor grado es "y~ "2 Fy(y, x), de grado d—r; — 74,
como querfamos ver. Ademas, ni x ni y dividen a ="y~ " F,(y, x) pues en caso contra-
rio dividirfan a F”, lo cual no es posible por definicidn. Por tanto, las tangentes a P; son
distintas de las rectas excepcionales. Por su parte, las intersecciones no fundamentales
de F con la recta z = 0 surgen de descomponer precisamente F'(z,y,0) = Fy(x,y).
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En funcion de estos resultados, tenemos el siguiente método, tal y como se expone
en [SWPDO08], Chapter 3, § 2, para resolver las singularidades no ordinarias de F:

= Mediante un cambio de coordenadas movemos una de las singularidades no or-
dinarias a (0 : 0 : 1) de manera que ninguna de las tangentes sea una recta
excepcional, y que no haya més puntos singulares sobre una recta excepcional.

» Obtener la transformada cuadratica F’ de F.

Por 4., fuera de las rectas excepcionales se mantienen multiplicidades de puntos
y tangentes.

Por 5., se podrian crear nuevas singularidades en los puntos fundamentales; no
obstante, al asegurar en 1. que los puntos (no fundamentales) sobre las rectas
excepcionales son simples se puede comprobar que las tangentes a dichos puntos
también son simples, esto es, son ordinarios. Como (1 : 0:0) y (0:1:0) son
simples en F', en virtud de (2) F’ no tiene puntos multiples en las rectas z =0 e
y = 0, pero podria tener singularidades, incluso no ordinarias, en la recta z = 0.

» Aplicar 1. y 2. hasta que no haya singularidades no ordinarias. En [Ful71], Cap.
7, § 4 se demuestra que, si denotamos

g (F) = (deg(F) — 1)2(deg(F) -2) 5 mp(F)(m2p(F) _ 1)7

PcF

que es un entero no negativo, entonces tras cada iteracién o bien se elimina una
singularidad no ordinaria, o bien g*(F’) < g*(F'), de manera que el procedimiento
es finito.

2.5. El Teorema de Riemann

Ya estamos en condiciones de comenzar a trabajar en la direccién del Teorema de
Riemann. El primer paso consiste en desarrollar la teorfa de divisores de una curva
proyectiva no singular.

Sea X una curva proyectiva no singular (irreducible).

Definicion 2.28. Un divisor de X es una suma formal

D= rpPrp€l,

pPeX

donde todos los rp son nulos salvo un nimero finito. El grado de D se define como
deg(D) =3 pcx Tp, y es claramente aditivo (el grado de una suma de divisores es la
suma de los grados). Se dice que D es efectivo o positivo cuando todos los rp son no
negativos, y se denota D > 0. Escribimos D = D' si D — D' > 0.

Sea C una curva plana irreducible con modelo no singular X, y sea K(C') = K(X)
su cuerpo de funciones.

Definicion 2.29. Si G es una curva plana que no contiene a C, llamamos divisor
de G a
div(G) = Z ordp(G)P,
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que es un divisor de grado deg(C)deg(G), pues sumando la ecuacion 2.1 para todo
punto de C y aplicando el Teorema de Bézout,

deg(div(G)) = Y ordp(G) =Y multg(C,G) = deg(C)deg(G).

prPeX QecC

Esta definicién se puede extender a todo elemento no nulo ¢ € K(C). Para ello,
debemos tener en cuenta que ¢ sélo tiene un ntmero finito de ceros y polos: En efecto,
si ¢ = G/H, con G, H formas de mismo grado, entonces C no es componente de G
(pues ¢ es no nulo) ni de H (pues H ¢ I(C)). Ahora, es suficiente observar que los
ceros y polos de ¢ forman un subconjunto de CNG y C N H, respectivamente, y que
éstos son finitos. De esta manera, tiene sentido la siguiente definicién:

Definicion 2.30. Sea ¢ € K(C) no nulo. Llamamos divisor de ¢ a

div(p) = Z ordp(yp)P.

El divisor de ¢ puede desglosarse en dos partes: el divisor de los ceros y el divisor
de los polos, que son, respectivamente,

(Vo= Y. ordp(@)P ()= > —ordp(p)P.

PeX: PeX:
ordp(p)>0 ordp(p)<0

Por la Proposicion 1.26 de la funcion de orden, div(py’) = div(p) + div(y’) v
div(p~') = —div(p). De esta manera,

Proposicion 2.31. El divisor de todo ¢ € K(C) no nulo tiene grado cero. Esto quiere
decir que, contados con sus ordenes, una funcién racional tiene tantos ceros como
polos. Ademds, el divisor es cero si y sdélo si ¢ € K.

Demostracion. Si ¢ = G/H, con G, H formas de mismo grado, entonces, por todo lo
comentado

deg(div(p)) = deg(div(G)) — deg(div(H)) = deg(G)deg(C) — deg(H)deg(C) = 0.

La segunda parte es clara: si el divisor es cero, entonces ¢ no tiene ceros ni polos. Si ¢
fuera no constante y tomdasemos cualquier P € X, entonces ¢ — ¢(P) es una funciéon
no nula con un cero en P y sin polos, lo que es imposible. O

Corolario 2.32. El divisor de una funcion racional no nule la caracteriza salvo pro-
ducto por constantes.

Demostracion. Atendiendo a la Proposicién 2.31,
div(p) = div(¢') & div(pp ™) =0 o ' e K< o=\,
O

Definicion 2.33. Decimos que dos divisores D y D’ son linealmente equivalentes
y escribimos D = D’ si difieren en el divisor de una funcion racional, esto es, si existe
v € K(C) no nula con D' = D + div(p).
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Claramente, = es relacion de equivalencia, y si D = D', entonces deg(D) = deg(D’)
por la Proposicion 2.31.

A todo divisor D = > rpP le vamos a asociar un espacio vectorial L(D) formado
por las funciones racionales cuyo orden en los puntos P € X es al menos —rp. Esto
obliga a que la funcién sélo pueda tener polos en los puntos P con rp positivo y de
orden a lo sumo —rp, y a que tenga ceros de orden —rp o superior en los puntos P
con rp negativo. Formalmente,

L(D) = {¢ € K(C)/ordp(¢) > —rp, P € X}
={p e K(C)/div(¢) + D = 0 6 ¢ = 0}.

He aqui algunas propiedades de los espacios L(D), donde I(D) denota a su dimension
como K-espacio vectorial.

Proposicion 2.34.
1. Si D < D', entonces L(D) C L(D") y dimg(L(D")/L(D)) < deg(D’ — D).
2. L(D) es de dimensidn finita. Mds ain:
» Sideg(D) <0, entonces L(D) = 0.
v Sideg(D) >0, entonces [(D) < deg(D) + 1. En particular, L(0) = K.
3. 8t D < D', entonces deg(D) — (D) < deg(D') — I(D’).
4. Si D =D, entonces [(D) = I(D’).
Demostracion.
1.SiD=>rpPy D < D’ entonces existen Py,..., P, tal que D' = D + P, +

-+ P.. La demostracién serd por induccién sobre r. Veamos el caso r = 1: Sea m el
maximal de Op(X), ¢t pardmetro de uniformizacion, y consideremos

f: L(D+P) — K
@ = () (P).

Si ¢ € L(D + P), entonces ordp(p) = —rp — 1, luego t"**p esta definida en Py
tiene sentido considerar f, que es claramente una aplicacion lineal. Su nucleo es L(D),
pues si ("7 T1p)(P) = 0, entonces t"* Tty € m = (¢), de donde ¢ = ut™" para cierto
u € Op, y en definitiva ordp(¢) > —r. El Primer Teorema de Isomorfia nos dice que
L(D+ P)/L(D) = im(f), luego en particular tiene dimension < 1 = deg(D + P — D).

Para el caso general basta tener en cuenta que por el Tercer Teorema de Isomorfia

L(D+ P +---+P,)/L(D)
L(D+P +--+P,_,)/L(D)

~L(D+ P+ +P)/LD+P +-+Pr_y),

y que por el paso inductivo L(D + P, + --- + P,_1)/L(D) tiene dimensiéon < r — 1y
el miembro derecho tiene dimension < 1. De esta manera, L(D+ P, +---+ P,)/L(D)
tiene dimensién finita y < 7, como queriamos ver.

2. El primer punto es claro, pues para que D + ¢ > 0, esto es, para que haya un
elemento no nulo en L(D), debe ocurrir que

0 < deg(D) + deg(p) = deg(D).
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Por su parte, si deg(D) > 0, tomemos un divisor efectivo D’ con deg(D’) = deg(D)+1.
Entonces por lo anterior L(D — D) =0, y por 1.,

dimg L(D) = dimg L(D)/L(D — D") < deg(D') = deg(D) + 1.

3. Ahora que sabemos que los L(D) tienen dimension finita, el resultado se sigue
directamente de 1.
4. Supongamos que D = D'+ div(p) para cierto ¢ € K(C) no nulo, y consideremos

f: L(D) — LD
Y = Y.

f esta bien definida, pues si ¢ € L(D) es no nulo, entonces
D' + div(¢p) = D' + div(p) + div(yp) = D + div(y) > 0

y es un isomorfismo con inversa g : L(D') — L(D) definida por n +— np~!.
O

Para demostrar el Teorema de Riemann necesitaremos los siguientes resultados:

Lema 2.35. Sea R un dominio con cuerpo de fracciones L yF una extension algebraica
finita de L. Para todo v € F existe un b € R no nulo tal que bu es entero sobre R.

Demostracion. Como v es algebraico sobre L, existe f € L[z]|, que podemos suponer
de la forma f = 2" + a,_12"" ' 4+ -+ 4 ag,a; = %,b;,b € R, de manera que f(v) = 0.
Multiplicando por b",

bnvn + bn_lbnfl’l)n_l + bn_lbn,2v7l_2 4+t bn—lbo — 0’

luego g(z) = " + b, 12" ' +bb, 22" 2+ -+b"" by es un polinomio moénico en R|[x]
que se anula en bv, es decir, bv es entero. O

Lema 2.36. Sean Py,...,P. € X, my,...,m, € Z. Entonces, eziste un ¢ € K(X) tal
que ordp,(p) = m;

Demostracion. Pongamos que X es el modelo no singular de una curva plana irre-
ducible C y sea f : X — C el isomorfismo birracional. Podemos suponer que C s6lo
tiene puntos ordinarios aplicando el método de la seccidén anterior, y también que los
f(P;) son puntos simples: si no fuera asi, aplicamos de nuevo el método de la seccion
anterior sobre cada f(FP;), de manera que cada uno de ellos pase a “identificarse” con
puntos simples (uno por tangente). Para toda curva plana G, la ecuaciéon 2.1 se lee,
en virtud de la Proposiciéon 2.24 para cada f(P;) como

ordyp,)(G) = ordp,(G).

Cojamos ahora, para cada 7, una recta L; que pase por f(F;) pero no por f(P;),
J # i, y que no sea la tangente a C en f(P;). Esto quiere decir que L; es una unidad
en cada Oyp,), j # 1, y un pardmetro de uniformizaciéon en Oyp,) en virtud del
Teorema 2.11. Tomemos una recta adicional L que no pase por ningin P;. Entonces,
la ¢ que buscamos es -
LI

Y= "
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Sea S un subconjunto de X, D = " 7pP un divisor de X. Denotaremos gr°(D) =
Spestp y L¥(D) = {p € K(C)/ordp(p) > —rp, si P € S}.

Lema 2.37. Si D < D', entonces L°(D) C L°(D’), y si S es finito,
dimg (L (D')/L%(D)) = gr®(D’ — D).

Demostracion. El procedimiento es el mismo que el visto en la demostracién de 1. de
la Proposicién 2.34, sélo que ahora hay que demostrar la igualdad en el primer paso,
esto es, hay que probar que

fi LS(D+P) — K
¢ = (T Te)(P)

es sobre. Para ello, basta dar un elemento no nulo en la imagen. Como ker(f) = L%(D),
debemos demostrar que existe ¢ € L%(D + P) — L%(D), esto es, ¢ con ordp(p) =
—rp — 1y ordg(p) > —rg para todo @ € S, lo cual es siempre posible por el Lema
2.36. O

Proposicion 2.38. Sea x € K(X) no constante, y n = [K(X) : K(x)]. Entonces:

1. Existe una constante T tal que I(r(z)o) > rn — T para todo r.

2. deg((x)o) = n.

Demostracion.

1. Sean D = (z)g = Y, rpP, m = deg(D) y S = {P € X/rp > 0}. Como
[K(X) : K(z)] = n y segun el Lema 2.35, podemos coger una base vy, ..., v, de K(X)
sobre K(z) de manera que v; satisface una ecuacion de la forma

U:ZL + ail'l};liil —+ -+ am% = 0, aij S K[[Eil].

Asi, ordp(a;;) > 0 si P ¢ S. Asimismo, ordp(v;) > 0 si P ¢ S, pues si no se
tendria que ordp(v]'") < ordp(a;v;""’) lo que implicaria por la Proposicién 1.26 que
VI a4 -+ a;n, # 0. Por tanto, como los tinicos puntos donde ordp(v;) puede
ser negativo estan en S, se tiene que para t suficientemente grande, div(v;) + tD >
0,i=1,...,n. Esto es, v; € L(tD). Observemos que entonces para todo r y para todo
Jj <r,vx~d € L((r +t)D): en efecto, como div(z) = D — (),

div(viz™) + (t +7r)D = (div(v;) +tD) + (r — j)D + j(z)s > 0.

Como los v; son independientes sobre K(z) y 1,271, ..., 27" lo son sobre K, obtenemos
que {v;z77} es un conjunto de n(r 4+ 1) elementos independientes sobre K, es decir,
I((r+t)D) > n(r+1). Empleando ahora la Proposicion 2.34(3), [((r+t)D) < l(rD)+
tm y, en definitiva, [(rD) >n(r+1)—tm=rn+ (n—tm)=rn—7con7=1tm—n
independiente de 7, como queriamos.

2. Por un lado, en la notacién del apartado anterior, y utilizando el segundo punto
de la Proposicién 2.34,

rn—71 <I(rD) <rm+1,

de donde si 7 > 0, n < m + (14 7)/r. Tomando r suficientemente grande, n < m.
Para la otra desigualdad, atendiendo al Lema 2.37, L°(0)/L%(—D) tiene dimen-
si6n m, y por tanto podemos tomar wy, ..., w,, € L%(0) tal que {w;} forma base del
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cociente. Afirmamos que los w; son independientes sobre K(z). De lo contrario, lim-
piando denominadores si hace falta, existen g1, ..., g, € K[z] tales que Y g;w; = 0.
Podemos escribir g; = A; + xh; y suponer que no todos los A; son nulos (pues si no
sacamos la potencia de x correspondiente de la relacion y sigue siendo vélida). Asi,
> Xiw; es un elemento de L°(—D), pues

ordp(z Aiw;) = ordp(—thivi) > ordp(x),si P € S.

Pero entonces > A\;jw; = 0, lo que es absurdo. En definitiva m < n y se tiene el
resultado. m

Es importante observar que la constante obtenida 7 = tm —n = n(t — 1) solo
depende del cuerpo de funciones de la curva.

Teorema 2.39 (Teorema de Riemann). Eziste una constante g tal que, para todos los
divisores D de X, (D) > deg(D) + 1 — g. La menor de esas constantes se denomina
género de X.

Demostracion. Consideremos S(D) = deg(D)+1—1(D). Buscamos g tal que S(D) < g
para todo D. Por la Proposicion 2.34(2.), S(0) = 0 ( luego necesariamente g > 0) y
si D = D’ entonces S(D) = S(D’). Ademas, de la Proposicion 2.34(3.) se tiene que si
D < D', entonces S(D) < S(D’).

Sea z € K(X) no constante, y 7 el entero de la Proposicion 2.38(1) mas pequeno.
Se tiene entonces que para todo r, S(r(x)y) = deg(r(x)o) + 1 —I(r(x)o) < 7+ 1 luego,
como 7(x)y < (r+ 1)(x)o, deducimos de lo anteriormente dicho que S(r(x)y) =7+ 1
para todo r > 0 suficientemente grande.

Tomemos g = 7 + 1. Vamos a probar que, para todo divisor D = > rpP, existe
un divisor D" y un entero r > 0 tal que D' = D y D’ < r(x)g, de donde se tendréa
el resultado. En efecto, pongamos (z)y = spP. Queremos encontrar ¢ tal que D' =
D — div(p) y rp — ordp(p) < rsp para todo P. Seay = 2!, T = {P € X/rp >
0 Aordp(y) > 0}, y consideremos ¢ = []p.r(y — y(P))"". Entonces, si ordp(y) > 0,
entonces P es cero de ¢ de orden al menos rp, y por tanto rp — ordp(y) < 0. Por
otro lado, i ordp(y) < 0, entonces sp = ordp(z) > 0. Por tanto, un r suficientemente
grande hara que se satisfaga la condicion deseada. O

Como 7 s6lo depende del cuerpo de funciones, el género también y por tanto es un
invariante birracional. De esta manera, definimos el género de una curva C cualquiera
como el género de un modelo no singular X de C.

Corolario 2.40. Si (Do) = deg(Dy) +1—g y D = D' = Dy, entonces (D) =
deg(D)+1—g.

Demostracion. En la notacion de la demostracion anterior, S(D) = S(D') y S(D') >
S(Dy). Por tanto, deg(D)+1—1(D) > deg(Dy)+1—1(Dy) = g. Como por el Teorema
de Riemann se tiene la desigualdad contraria, hemos terminado. O

Corolario 2.41. Six € K(X) es no constante, entonces para r suficientemente grande
g =gr(r(z)o) — U(r(z)o) + 1.

Demostracion. Como en la demostracién del Teorema de Riemann, para r suficiente-
mente grande, S(r(x)y) >7+1=g. O
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Corolario 2.42. FEziste N tal que, para todo divisor D con deg(D) > N, (D) =
deg(D)+1—g.

Demostracion. Por el corolario anterior, podemos tomar Dy tal que [(Dy) = deg(Dy)+
1—g.Sea N = deg(Dy) + g. Entonces, si D tiene deg(D) > N, deg(D — Dy)+1—g >
N —deg(Dg) +1—g = 1y, por el Teorema de Riemann, {(D — Dy) > 0. De esta
manera, existe un ¢ € L(D — Dy) no nulo, es decir, tal que D — Dy + div(p) > 0. Por
tanto, D = D + div(p) = Dy, y se aplica el primer corolario. O

Aunque no es nuestro objetivo, cabe mencionar que la diferencia entre I(D) y
deg(D) + 1 — g en el Teorema de Riemann es cuantificable a través de una clase
especial de divisores denominados divisores candnicos, y que se definen a través de la
nocién de diferencial de una curva. Si W es cualquiera de tales divisores canénicos,
entonces lo que resta para la igualdad es el término (W — D). El teorema que establece
este resultado se denomina Teorema de Riemann-Roch.



Capitulo 3
Calculo simboélico y ejemplos

En los capitulos anteriores hemos tratado los aspectos teéricos necesarios para
alcanzar la definiciéon de género. Tal y como fue comentado en la introduccién, en
la, practica debemos buscar una alternativa que nos permita extraer la informacion
deseada de una curva plana proyectiva de manera simbélica (no podemos trabajar en
C).

En este capitulo trabajaremos con curvas definidas por polinomios con coeficien-
tes racionales, y afrontaremos la problematica anterior mediante el estudio conjunto
de puntos “conjugados” y/o recurriendo a extensiones algebraicas de Q. Relacionar el
comportamiento en C y en Q conllevard en muchas ocasiones la utilizacién de pro-
piedades de contraccion y extension de ideales, para las que nos referiremos salvo
especificacion particular a [AM69].

Expondremos en primer lugar la teorfa que justifica la implementacién realizada
y posteriormente estudiaremos algunos ejemplos concretos para ilustrar la manera en
que funciona. Dado que no se dispone de herramientas adecuadas para factorizar sobre
extensiones de Q, jugara un rol muy importante la descomposicién primaria.

Para evitar confusiones en el cuerpo considerado en cada caso, denotaremos por €
a la extension de un ideal I de Q[z,y] a C[x,y], y por J¢ a la contraccién de un ideal
J de Clz,y] a Q[z, y].

3.1. Estudio simbdlico de curvas planas

A tenor del Nullstellensatz sabemos que todo punto de C? queda completamente
determinado a través de un ideal maximal de C[z,y]. Mas concretamente, a un punto
(a,b) le corresponde un ideal maximal (x — a,y — b) y todos los maximales de Clz, ]
son de esta forma. En la prictica no podemos trabajar directamente con ideales sobre
C[z,y], y lo que haremos sera definir puntos a través de ideales maximales en Q[z, y],
que como veremos a continuacién estan asociados a un conjunto de puntos conjugados
que comparten el mismo comportamiento como elementos de una curva. Explotaremos
este hecho y, en nuestro algoritmo, identificaremos un punto algebraico (a,b) € C?
junto con todos sus conjugados por el ideal que los define en Q[z, y].

A fin de estudiar la forma de los ideales en Q|xy, ..., z,]| necesitaremos recordar el
Lema de Zariski ([AMG69], Cap. 7, Proposiciéon 9):

Teorema 3.1 (Lema de Zariski). Sea K un cuerpo y A una K-dlgebra finitamente

36
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generada, es decir, A =Klay,...,a,]. Si A es un cuerpo, entonces A es una extension
algebraica de K.

Teorema 3.2. Un ideal I C Q[xy,...,x,] es mazimal si y solo si

I =(fi(z1), fo(zr,22),. ., fulT1, .. y20)),

donde f1(x1) es irreducible sobre Q[x1] con una raiz compleja oy y, si hemos definido
de manera recursiva oy, . .., a1, tenemos que fi(aq,...,o;_1,x;) es irreducible sobre
Qou,...,aj_1)[z;] y a; es una raiz de fi(aq, ..., 05-1,2;).

Demostracion. Lo demostraremos por induccion, siendo el caso n = 1 conocido.
Para probar la suficiencia, por induccién tenemos que

L:Q[ﬁ,,m] :Q[xlv'-‘7$n71]/(f17'-‘7fn71)

es un cuerpo. Ahora f,(Z7,...,T,_1,%,) es irreducible en L[z, ], por lo que L[z,]/(f,)
es un cuerpo. Pero, por el Tercer Teorema de Isomorfia, L[x,]/(f.) = Q[xy, ..., z,_1]/],
por lo que I es maximal.

Para probar la necesidad, supongamos I maximal. Entonces Q[zy,...,z,]/I es

cuerpo, y del Lema de Zariski deducimos que es una extensién algebraica finita de Q.
De esta manera, como Z; es algebraico sobre Q, existe un polinomio ménico irreducible
fi(z1) € Qlxy] tal que fi(z1) = 0. Puesto que fi(z1) = fi1(Z;) = 0, se tiene que
fi(z1) € I. Ahora, dado que T, es algebraico sobre Q[Z;], podemos encontrar gs(z2) €
Q[Z1][x2] moénico e irreducible tal que go(Z2) = 0. Sustituyendo Z; por z; en g, se
obtiene fa(x1,z5) tal que fo(x1,xa) = fo(Ty1, Ta) = g2(T2) = 0, esto es, fo € I. Iterando
el proceso, encontramos polinomios en la forma del enunciado tales que (fi,..., f,) C
1.

Nos falta comprobar que (fi,...,f,) D I. Sea h(zy,...,z,) € I. Como f, es
moénico en x,, podemos dividir h entre f, respecto de la variable z,, obteniendo

h = fugn + rm_1(x1,...,2,_1). Dividimos ahora r,_; entre f,_; respecto de z, i,
obteniendo r, 1 = fru_19n_1+7n_2(21,...,2,_o. Iterando el proceso, podemos escribir
h = fugn + ... fir1 + 719 con g € Q. Pasando al cociente, obtenemos 0 = rq y h €
(flv"'afn)' D

Cabe mencionar que la existencia de esta estructura “escalonada” de polinomios
generadores puede verse como consecuencia de la aplicacién del Lema de Normaliza-
cion de Noether a este caso. Asi, en particular, los ideales de Q[z, y] son de la forma
I =(fi(z), fo(x,y)), con f; y fo como han sido descritos arriba. Por tanto, un punto
(a,b) con coordenadas algebraicas sobre Q puede representarse (ademés, de manera
unica) a través del ideal I C Q|z,y| definido por el polinomio minimo de a en Q y
el polinomio minimo de b en Q[a], pero este ideal también define a todos los puntos
conjugados de (a,b).

Ahora, sea P, = (a,b) y sea P, = (a’,b’) uno de tales conjugados. Si L = Q(a,b) y
o es un Q-isomorfismo de C que lleva (a,b) en (a’, '), obtenemos un isomorfismo entre
L y su cuerpo conjugado o(LL) que deja fijo a Q y de manera que toda “operacion”
sobre L en términos de a,b se transforma en una sobre o(L) en términos de o/, ¥, y
viceversa.

De este modo, si f € Q|z,y] (por tanto, invariante por conjugacion) es el po-
linomio que define una curva afin -si se quiere, resultado de deshomogeneizar ade-
cuadamente una curva proyectiva para estudiar el punto P;-, la extensién de o a
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C nos genera un Q-isomorfismo entre los anillos locales Op, (f) = (Clz,y]/(f)p, ¥

Op,(f) = (Clz,y]/(f))p, dado por g/h — o(g)/o(h). Como la multiplicidad de un
punto depende tnicamente de su anillo local, esto quiere decir que todos los pun-
tos conjugados tienen la misma multiplicidad (més atn, las tangentes a los puntos
estan relacionadas a través de la conjugacion adecuada). Asimismo, si g es otra cur-
va, con coeficientes en Q, entonces la multiplicidad de intersecciéon de f y g en cada
uno de los conjugados coincide, pues de nuevo la conjugacién nos proporciona un
isomorfismo Op, (C) = Op,(C) en el que el ideal (f,g) se preserva, de manera que
Or (C)/(£,9) = On(©)/(f.9).

Esto explica por qué podemos estudiar un punto cualquiera de C? a través de su
ideal maximal asociado I en Q[z,y].

Las consideraciones en el espacio proyectivo no suponen mayor problema, pues si un
punto proyectivo (que podré asociarse a un ideal maximal homogéneo de Q[z,y, z])
vive en una carta determinada entonces todos sus conjugados también y podemos
estudiar el comportamiento de ese punto en dicha carta.

3.1.1. Grado de un punto

Hemos visto que los ideales maximales de Q[z, y] estan asociados a un punto y a sus
conjugados (via los polinomios que definen el ideal). Podemos calcular el nimero de
puntos conjugados (grado del punto) en un ideal I € Q[z, y| O-dimensional sin salirnos
de Q como

dimoQlz,y] /1.

La justificacién de este hecho es la siguiente: si G es una base de Grébner de I sobre Q,
entonces también lo es sobre C, y los monomios m ¢ Lt(I) constituyen una base tanto
de Q[z,y]/I como de C[z,y]/I°. Por tanto, sus dimensiones son iguales, y coinciden,
por ser C algebraicamente cerrado, con el niumero de puntos en V(I¢):

dimqQ[z,y]/I = dimcClz,y|/I¢ = #V (I°).

Si describimos los puntos a través de ideales homogéneos I de Q|z,y, z|, basta tener
en cuenta que un punto y sus conjugados viven en la misma carta afin (pongamos
z = 1), y que por tanto el calculo del namero de conjugados puede realizarse como

dimqQlz,y, z]/(I + (z — 1)).

3.1.2. Carta afin

Si P=(a:b:c)eP? entonces podemos obtener su ideal homogéneo asociado en
Clz,y, z] como I(P) = (bx — ay,cx — az,cy — bz).

Si una de las coordenadas de P, pongamos ¢ (resp. a,b), fuera nula, entonces
obtendriamos que z € I(P) (resp. z,y). Podemos determinar una carta afin para P
escogiendo una variable que no pertenezca a I(P).

Si lo que tenemos es el ideal homogéneo I asociado a varios puntos conjugados
Py, ...,P,, entonces [ = I[(P)N---NI(P,). Siuno de ellos tuviera una coordenada
nula, pongamos ¢, todos sus conjugados también la tendrian, y por lo anterior z €
(P, = I. Asi, nos vale la misma estrategia para seleccionar carta.
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3.1.3. Calculo de multiplicidades

Un recurso (ver Proposiciéon 2.3 y su demostracion) para obtener la multiplicidad
de un punto P en una curva afin f consiste en calcular todas las derivadas parciales
de f de un cierto orden (empezando por la propia f, luego sus parciales de orden
1,--+), evaluarlas en P y comprobar si todas se anulan (en cuyo caso debemos pasar
a las derivadas de orden siguiente) o no (en cuyo caso el orden es la multiplicidad). Si
P = (a,b), entonces I(P) = (x — a,y — b), y en términos del desarrollo

Fl) =35> (’“) G P = )iy b

k=0 " i=0

es claro que esto equivale a ir comprobando si f € I(P)* para cada k = 1,2,..., de
manera que la multiplicidad es el menor k tal que f ¢ I(P)**!.

Como discutimos al principio, los puntos conjugados tienen el mismo comporta-
miento en términos de multiplicidades, luego si I es el ideal de varios puntos conjugados
P;, por lo anterior la multiplicidad de cada P; coincide con el menor k tal que f ¢ I+

Finalmente, si tanto f como los P; son proyectivos, basta con utilizar una carta
para reducir los calculos al caso anterior. De manera mas precisa, si los puntos viven en
la carta z = 1 podemos calcular su multiplicidad hallando el menor entero no negativo
k tal que f & "' + (2 —1).

3.1.4. Multiplicidad de interseccién

Recordemos que una manera de calcular la multiplicidad de interseccién de dos
curvas proyectivas F'y G en un punto P es la siguiente (ver Proposicion 2.23):

multp(F, G) = dszC[ﬂgvy]/q)

siendo g la componente P,-primaria de la descomposicién primaria (F,,G,) como
ideal de C[z,y]. Veamos como realizar este calculo directamente sobre Q. Denotemos
f = F, g = G..

Teorema 3.3. Sean f, g € Qlz,y| dos polinomios. Sea (f,g) = Q1N ...NQ; la
descomposicion primaria minimal de (f,g) sobre Q[z,y]. Para cada Q; sea QF =
qi N...N gy, la descomposicion primaria minimal de Q5 (sobre C). Entonces

n /¢ = ﬂi7jq§ es la descomposicion primaria minimal de I°.

= ki = dimg 424

Si f = F., g = G. para ciertos polinomios homogéneos F,G € Q|x,y,z] y

P, es un punto de interseccion de f y g, su ideal es uno de los ideales ,/qé- y

mltp(F,G) = dimq %

Demostracion. Como fue visto durante la demostraciéon del Teorema 1.35,si fNg =
{P, = Pi,..., P}, entonces la descomposiciéon primaria minimal de (f,g)¢ tiene la
forma (f,9)° = q:N---Ng, donde /q; = I(P;). Tal y como hemos comentado al inicio
de la seccién, puntos conjugados tienen mismas multiplicidades, luego en particular
un punto estd en fNg siy sélo si sus conjugados son puntos de interseccion. Esto nos
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dice que podemos agruparlos en paquetes disjuntos de puntos conjugados, o en otras
palabras, que podemos escribir

(f,g)e=IP)N---NI(P.)=LN---NI,

donde cada I; = () I(P;) para los j tales que P; son conjugados. De las propiedades

basicas de extension y contraccion de ideales ([AM69] Ej 1.18) y de las propiedades
particulares en el caso de extensiones de cuerpos ([ZS75] Chapter VII, § 11), se obtiene

Vo) =/(fo = /(1.9 =Ln- NI,

donde, por construccion, cada If es maximal en Q[x,y]. Como el punto del que parti-
mos, P, estd en f N g, podemos suponer que I = I{ es su ideal asociado.

Por lo anterior, es facil ver que la descomposicion primaria minimal de (f,g) en
Q[z,y] tendra la forma (f,g) = Q, N - - N Q,, donde /Q; = I, y de nuevo por
propiedades de extension de ideales sobre extensiones de cuerpos,(f, g)¢ = QSN- - -NQS.
Queremos ver que si I estd asociado a Pi,...,P, entonces Qf = q; N --- N g, En
efecto, para ello basta observar que, dado que los conjuntos de ideales maximales
I(P;) asociados a cada Qf son disjuntos dos a dos, la descomposicién primaria minimal
(f,9)¢ = q1N---Ngq, se obtiene intersecando las descomposiciones primarias minimales

de cada QS. Asi, en particular, la descomposicién primaria minimal de @ seréd la

interseccion de los q; cuyos radicales sean I(Py),...,I(Py), esto es, Q5 = ﬂle qi,

como querfamos ver.

De esta manera, aplicando el Teorema Chino de los Restos, empleando el mis-
mo argumento dimensional que para el cdlculo del grado de un punto y teniendo
en cuenta que los puntos conjugados tienen iguales multiplicidades de interseccién:

dim@@[xv y]/Ql = dlm(c(C[-T, y]/Qi = Zle dzm(c(C[x, y]/qz =k- mu“P(Fa G)7 esto €s,

1
multp(F, G) = EdlmQ@[xv y]/Ql?

donde @, es la componente primaria de la descomposicion de (f, g) que corresponde
a P., v k es el grado del punto P.
O

El paso que debemos dar a continuaciéon es, dado que trabajaremos con curvas
proyectivas, el de relacionar la descomposicion primaria de (F,G) con la de (f,g),
para lo cual utilizaremos los siguientes resultados generales validos para anillos de
polinomios con coeficientes en un cuerpo K (nosotros los utilizaremos sobre Q):

Lema 3.4. Sea I un ideal homogéneo de K|x1,...,x,1]. Entonces I es primario si
y solo si para todo F' y G homogéneos, FG eI =F eI oG e I.

Demostracion. Ver [ZS75], Chapter VII, § 2, Lemma 2. O
Para los siguientes dos lemas recordemos que (f*). = f para todo f € K[zy,...,x,],
y que para F' € Klzy,...,2,41), F = 2, (F,)* donde m es la mayor potencia de x,,,,

que divide a F' (En particular, si (F,)* € [ ideal, entonces F' € I). También sera
necesaria la siguiente
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Definicion 3.5. Dados dos ideales I,J de un anillo R, llamamos saturacion de I
por J al ideal

(I:J°)={xeR/J"x C Ipara algin n} = U (L:f™).

neN

Finalmente, si I es ideal de K[zi,...,x,], denotaremos I" = ({f*/f € I}) €
K[z1,...,2,11]. Andlogamente, si J es ideal de K[zy,...,z, 1], denotaremos .J, al
ideal ({F./F € J}) de K[z1,...,z,]. Es claro que (I"), = I.

Lema 3.6. En los siguientes apartados, 1,1, 15 son ideales de Klxy, ..., x,], y Ji, J2
son ideales de K[xy, ..., Tpi1]:

1. Iprimario < I"primario.

3. VT =T
4o (N T)n = (J)n 0 (o).

Demostracion. 1. “=" Por el lema anterior basta probarlo para formas. Sean F,G
homogéneos tales que FG € I" y F ¢ I" (por lo que F, ¢ I). Entonces (FG), =
F.G, €Iy F, ¢ I Como I es primario, de aqui G, € VI, y por ello G™ € I para
cierto m. De esta manera, (GT)* = ((G.)")™ € I", y si G = 2¥,(G.)", entonces
zkm ((GL)*)™ = G™ € I", como querfamos demostrar.

“<” Sean f,g € Klxy,...,x,] tales que fg € I y supongamos que f ¢ I. Entonces
frgr € I" y f* ¢ I". Asi pues g* € VI", esto es, existe m con (¢*)" = (¢™)* € I".
Finalmente ¢™ = ((¢™)*). € 1.

2. F e (IlﬁIQ)h@F* elinl, s F e I{Lﬂlg

B.Fe\/ITL@F”EI’L@(F”)*:(F*)"EI@F*eﬁ@Feﬁh.

4. Observemos que, en general, si f € Jj,, entonces f = F,, para cierto I’ de J, y por

tanto f* = (F.)* € (J : 23°,). De la misma manera, si f* € (J : 25°,), entonces existe

m con x)" , f* € J, y deshomogeneizando, f € Jj,. Asi pues, f € (J1),N(Jo2)r & f* €
[l

(Jl : IL’ZOJFI) N (JQ : :L’ffﬂ) = (Jl NJy: xffﬂ) = f S (Jl N Jg)h.

Lema 3.7. Sean F,G dos polinomios homogéneos de K[zy,...,x,11], y f = F., g =
G. € K[zy,...,x,]. Entonces

(F.G) o) = (f.9)".

Demostracion. “2” Sea H € (f,g)". Entonces H, = af + bg para ciertos a,b €
K[z1,...,z,]. Homogeneizando la expresion anterior y multiplicando por una potencia
k de x,, .1 suficientemente grande, podemos escribir x,’,‘jHH = AF+BG € (F,G), luego
He ((F,G):xy5).

“C” 81 H e ((F,G) : xp,,), entonces existe m con x)',, H = AF + BG. Deshomo-
geneizando, H, € (f,g), de donde H € (f,g)". O

Proposicion 3.8. 51 1 = q1 N ---Nq, es una descomposicion primaria minimal,
entonces I" = q N ---Nq" es una descomposicion primaria minimal de 1".
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Demostracion. La igualdad I" = g7 N---Nq" se sigue del Lema 3.6 2.. Ademés, cada
g es primario atendiendo al Lema 3.6 I.. Los primos asociados a cada g son todos
distintos, pues en virtud del Lema 3.6 3.,

h h
Var =/a e Ve = Ve e VA=A
Para terminar, es minimal, pues si se tuviera q; 2 [, q/, entonces por el Lema 3.6 4.
di 2 (2 9- 0

Corolario 3.9. Sean F,G formas en Klz1,...,2,01], f = F., g = G.. Si se tiene
que (f,g) = q1 N ---N4q, es una descomposicidn primaria minimal de (f,g), entonces
(F,G) = x) =g n---Ng" es una descomposicion primaria minimal de ((F,G) :
%)

Centrémonos ahora en nuestro caso particular. Sean F, G polinomios homogéneos
de Q[z,y, 2] sin componentes en comun. Observemos en primer lugar que la tnica
componente inmersa que podria aparecer en una descomposicion minimal de (F, G) es
aquella que tiene por radical (z,vy, z) (correspondiente al punto (0,0,0)). El resto son
componentes primarias aisladas: a grosso modo, razonando como en el caso afin, cada
una de ellas estd asociada a un conjunto distinto de puntos de interseccién conjugados,
esto es, sus radicales (tomando en cuenta la carta en la que viven los puntos) son todos
maximales distintos.

En segundo lugar, es facil comprobar (cf. Proposicion 1.30) que, si q es un ideal
primario en un anillo Ry r € R, se tiene que

e Sir € /g, entonces (q:7>°) = (1).

e Sir ¢ ,/q, entonces (q:7>°) =q

Asi pues, si en nuestro caso (F,G) =q1N---Nq. N¢gr1 N---Nqs es descomposicion
minimal de (F,G), con z ¢ /q,,i = 1,...,r, y 2 € \/q;,4 = v+ 1,...,5, entonces
((F,G) : 2°) =g N---Ng, es una descomposicion minimal de ((F,G) : 2°°). De lo
anterior, como z € (z,y, z), obtenemos que todas las componentes son aisladas, y por
tanto, en virtud del segundo teorema de unicidad de descomposicién primaria, que
la descomposicion es unica. En particular, el Corolario 3.9 nos dice que si (F,G,) =
Q. N---NQ,, entonces estas componentes son exactamente las q; = Q". Asi, si P =
(@:b:1) € FNG y Q es la componente primaria de (F.,G.) asociada a (a,b),
entonces g = Q" es la componente asociada a P de ((F,G): 2*) y

multp(F,G) = %dimQQ[x,y] Q= %dim@Q[x, v, 2/ + (= — 1)).

En general, saturando (F,G) por (x,y,z) para eliminar la posible componente
inmersa y teniendo en cuenta la identidad ((F,G) : (x,y,2)*) = ((F,G) : )N
(F,GQ) : y=) N ((F,G) : 2°) deducimos que las componentes de ((F,G) : (z,y,2)>)
son homogeneizaciones de una componente adecuada de (Fl. .,G.z), (Fiy, Giy) 0
(F.,G..), y que por tanto, para todo P € F NG,

multp(F,G) = %dim(@@[:ﬁ,y, z]/(q + carta(P)),

donde q es la componente de ((F,G) : (z,y,2)®) en Q[z,y, 2] con \/q = I el ideal
maximal del punto, y carta(P) es el ideal (z —1),(y — 1) o (z — 1) en funcién de si P
vive en la carta z = 1, y = 1 0 z = 1, respectivamente (en caso de varias posibilidades,
es independiente de la eleccion de carta).



CAPITULO 3. CALCULO SIMBOLICO Y EJEMPLOS 43

3.1.5. Puntos de interseccién y singularidades

De la subseccién anterior, para hallar los puntos de interseccién de dos curvas
proyectivas F'y G basta calcular la descomposicién primaria de ((F,G) : (z,y,2)>),
de manera que los puntos vienen descritos por los radicales de cada componente.

El calculo de puntos singulares de una curva proyectiva se hace de manera similar: Si
F es una curva proyectiva con coeficientes en Q, sus puntos singulares quedan descritos
por los ideales primos asociados a la descomposicion de ((Fx, Fy, Fyz) : (x,y,2)>), y
podemos estudiar sus multiplicidades y nimero de conjugados como hemos explicado.

El analisis del caracter (ordinario o no) de cada punto requiere ya trabajar en
extensiones de Q. Sobre los complejos, estudiar el caracter de un punto afin (a,b) de
una curva f conlleva examinar la factorizaciéon de la forma en x — a,y — b de menor
grado f,. de f, cuyos factores son las tangentes. Mas concretamente, si f,. es libre de
cuadrados en C[xz,y], sus tangentes seran todas distintas y el punto sera ordinario, y
en caso contrario serd no ordinario.

Si P viene descrito por el ideal I = (g1(z), g2(z,y)) en Q[z,y], f. puede verse
como polinomio de Q[z,y,a,b]/(g1(a),g2(a,b)) = Q(a, B)[z,y]. Ademas, usaremos el
siguiente resultado:

Lema 3.10. Sea K C C un subcuerpo. Sea f € K[z,y]. Entonces f es libre de cua-
drados en Kz, y], si y solo si lo es en Clx,y].

Demostracion. Supongamos que sobre C[z,y] tenemos f = pip, con p; irreducible.
Sea H la menor extensién de K que contiene a los coeficientes de p; y sea HY su
clausura normal. Para cada isomorfismo de conjugaciéon o asociado a la extensiones
K C H", tendremos que o(p;) es un polinomio irreducible cuyo cuadrado divide a f,
y por tanto el producto de todos ellos es un polinomio de K cuyo cuadrado divide a
f. Con esto hemos probado que si f es libre de cuadrados en K entonces lo es en C.
La otra implicacién es evidente. O

De esta manera todo “se reduce a’ factorizar en anillos de polinomios con coefi-
cientes en una extension algebraica de Q. Puesto que el software empleado no dispone
de tales algoritmos de factorizacion en el caso no primitivo de manera directa, usamos
rutinas de descomposiciéon primaria para alcanzar el mismo resultado:

Teorema 3.11. Sea m = (g1(a), g2(a,b)) mazimal en Q[a,b], Q(«, 8) = Q|a,b]/m.

Sea

7:Qz,y,a,b] = Qlz,y,a,b]/(g1(a), g2(a, b)) = Q(e, )|z, y]
la proyeccion natural. Sea G € Q(a, B)[x,y]. Entonces, mddulo el producto por unida-
des, son equivalentes:

1. G =Gt ...G% es la descomposicion en irreducibles de G en Q(«, 5)[z,y].

2. (G) = (GT) N ---N(GL) es la descomposicion primaria minimal de (G) en
Q(a, B)[z, yl-

3. (G)+m=[(GT")+m]N---N[(GZ)+m)] es la descomposicion primaria minimal
de (G) +m en Qla,b,x,y].
Demostracion. La equivalencia entre 1. y 2. es clara. Veamos la equivalencia con 3.:

dado que la contracciéon de ideales conmuta con intersecciones y radicales y preserva
ideales primarios, tenemos que en Q[z,y, a, b]

(G) +m =[(GV") +m]O---N[(GE) +m]
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es descomposicion primaria de (G) + m, y que /(G;") + m = (G;) + m. Ademas,
la descomposicion es minimal, pues si (G;) + m = (G;) + m entonces se tendria que
(Gi) = (G;) en Q(a, B)[z, y], y si Gi' +m D N, ,[(GF')+m], que G* divide a ][, ,, G’

Finalmente, la descomposiciéon minimal de (G) + m es unica puesto que todas sus
componentes son aisladas (si (G;) +m C (G;) + m, tendriamos que G; divide a G;),
luego hemos relacionado univocamente factorizacion en Q(c, 3)[x, y] y descomposicion
primaria en Q[z,y, a,b] de ideales de la forma (f) + m. O

Por tanto, G es libre de cuadrados en Q(«, §8)[z, y] si y solo si (G)+m es radical en
Qlz,y, a,b] ((G)+m es radical si y s6lo si cada componente primaria lo es, precisamente
por la unicidad de la descomposicion).

Visto esto, pongamos que estamos estudiando la curva definida por f y que P
es un punto de multiplicidad r cuyas coordenadas vienen descritas por el ideal m =
(91(a), g2(a,b)). Para estudiar su carécter hallamos la forma f, en x —a,y—b de grado
r en f, para lo cual simplemente debemos reducir f modulo (z —a,y —b)" ™ +m, y
comprobamos si (f,) +m es radical en Qla, b, z, y].

Para el caso proyectivo es analogo, trabajando en Q|z,y, z, a, b] pero anadiendo a
m una carta en la que viva P.

3.1.6. Calculo del género

La definicién de género dada en la Seccion 2.5 no resulta practica para calcularlo.
Afortunadamente, y como ya adelantaramos en 2.4, existe una expresion explicita y
comoda del género cuando trabajamos con una curva cuyas singularidades son ordi-
narias ([Ful71], Cap. 8, Prop. 5):

Proposicion 3.12. Sea C una curva plana de grado d con tan solo singularidades
ordinarias, y denotemos mp = mp(C). Enlonces el género de C viene dado por la
formula

9= 2 2

PeC

Ademas, si C es una curva plana proyectiva irreducible, sabemos que empleando un
numero finito de transformaciones de Cremona podemos obtener otra curva C’ cuyas
singularidades son todas ordinarias, luego tenemos un primer método para el cdlculo
del género que, no obstante, no es el méas eficiente posible.

En [SWPDO08], Chapter 3, Sec. 2, se proporciona un método (que ademés es local)
que permite calcular el género estudiando directamente las singularidades de C y
tomando ciertas consideraciones sobre aquellas no ordinarias. De forma més precisa,
sea P un punto no ordinario de C, movamoslo a (0 : 0 : 1) en las condiciones del
procedimiento descrito en 2.4 y apliquemos la tranformacién de Cremona. Diremos
que los puntos de corte no fundamentales {P;,..., P,} del tranformado estricto C;
con la recta excepcional z = 0 constituyen el primer entorno de P. Algunos de
estos puntos podrian ser no ordinarios en Cy, luego podemos definir de forma andloga
sus primeros entornos. La unién de todos ellos constituyen el segundo entorno de
P. De manera sucesiva definimos el i-ésimo entorno de P. Como toda singularidad
no ordinaria puede resolverse en un ntmero finito de pasos, para cierto ¢ los puntos
en el i-ésimo entorno de P son ordinarios, y por tanto este procedimiento se detiene.
Llamaremos entorno de P y denotaremos N(P) a la unioén de todos los entornos
i-ésimos de P. Si el punto P es ordinario definiremos N (P) := 0.
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Teorema 3.13. Sea C una curva proyectiva irreducible de grado d y sean {Pi, ..., P}
sus puntos singulares. Sea S = {Py,...,P,} UN(P)U---UN(Ps), y para cada punto
P € S, mp su multiplicidad en la curva correspondiente. Entonces, su género g puede
calcularse mediante la formula

(d-1)(d—-2) Z mp(mp — 1).

9= 2 2

Pes

Para cada punto singular P de C, este mismo procedimiento puede realizarse tra-
bajando en una carta adecuada (en la que viva P) moviendo P, al origen y empleando
las explosiones en el plano afin presentadas en [Ful71], Cap. 7, § 2. Algebraicamente,
dada una curva plana afin f con singularidad en el origen de multiplicidad r y tal que
x no sea tangente a f en (0,0), se calcula el transformado estricto de f mediante
la explosion en el origen, f' = f(z,zy)/x". Si z no es tangente a f en (0,0), entonces
tras la explosion el punto (0,0) ha dado lugar a s puntos {Pi, ..., P,}, uno por cada
tangente a f en (0,0) distinta, y que son los puntos de corte de f’ con el divisor
excepcional F : x = 0. Se construye asi, repitiendo el proceso recursivamente con
cada P;, el analogo a N(P) en el caso afin, que denotaremos N, (P). Afirmamos que
el género puede calcularse de la misma manera que en el Teorema 3.13 sustituyendo
las multiplicidades de los puntos de N(P) por las de los puntos de N, (P). Para com-
probarlo basta entender la relacién existente entre una transformacién de Cremona y
las transformaciones que realizamos en el plano afin. Si tenemos un punto (z : y : z)
que vive en la carta z = 1, entonces mediante la tranformacion en el plano afin lo que

hacemos es
T T x
(r:y:2)— <,y> — <,l2/)
2z 2z

Si invertimos la segunda variable (lo cual da lugar a un isomorfismo birracional del
plano en si mismo), retornamos al proyectivo y hacemos un intercambio entre las
variables x y z:

(2 2) o (25) o ooz ) o gz 02 ),

que es justamente la imagen de (x : y : z) por la transformacion de Cremona. Esto
quiere decir que, vistas proyectivamente, las transformaciones que hacemos en el afin
y las transformaciones de Cremona dan lugar a curvas birracionalmente equivalentes,
isomorfas fuera de las rectas excepcionales. Ademas, dado el altimo cambio de variable
realizado, lo que ocurre con las intersecciones de la primera con E : x = 0 corresponde
a lo que ocurre con las intersecciones no fundamentales de la segunda sobre z = 0
(pues esos puntos estan en la clausura Zariski, y fuera de esas rectas las curvas se
comportan igual). Por tanto el estudio de multiplicidades, que dependen tnicamente
del cuerpo de funciones racionales, es equivalente en ambas.

3.1.7. Implementacién

En el codigo implementado, el usuario dispone de dos clases principales, punto
y curva, cada una con los métodos oportunos para extraer la informacién deseada
haciendo uso de la teorfa expuesta en esta seccién.

La clase punto permite trabajar con puntos del plano proyectivo dados a través
de su ideal homogéneo sobre Q[z,y, z|, v dispone de los métodos ideal, que devuelve
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el ideal que define al punto, carta, que devuelve una de las cartas en las que vive el
punto, y grado, que calcula el nimero de puntos conjugados.

La clase curva, por su parte, permite trabajar con curvas proyectivas planas con
coeficientes en Q definiéndolas a través del polinomio homogéneo correspondiente.
Dispone de los métodos ec, que devuelve el polinomio que la define, contiene y
mult, que permiten comprobar si un punto estd en la curva y cuél es su multiplicidad,
respectivamente, mult _int, que calcula la multiplicidad de interseccion con otra curva
en un punto, bezout, que halla los puntos de interseccién con otra curva, sing, que
calcula y estudia las singularidades de la curva (incluyendo multiplicidad, nimero
de conjugados y caracter del punto), genero, que devuelve el género de la curva y
mostrar _grafo, que muestra el grafo asociado a las explosiones requeridas durante
el calculo del género.

Hagamos especial hincapié en estos dos tltimos métodos. Para el calculo del género
utilizamos el Teorema 3.13 realizando explosiones afines locales mediante la funcion
blow up. De forma mds precisa, tomamos cada singularidad P, calculamos una rec-
ta L no tangente en P mediante la funcién no _tang y aplicamos una traslacién que
lleve P al origen y L a la recta z, aplicamos la transformacién estdndar y hallamos
los puntos de interseccion del transformado estricto con el divisor excepcional, repi-
tiendo el proceso con aquellos que sean miltiples. Aplicar las traslaciones nos obliga
a considerar curvas cuyos coeficientes son elementos algebraicos sobre Q. Es por ello
que se dispone de dos clases secundarias punto alg y curva _alg que nos permiten
trabajar en extensiones de Q guardando las relaciones de los elementos algebraicos.
La clase punto _alg tiene los métodos ideal y grado _alg, andlogos a los de punto,
y la clase curva alg los métodos ec, contiene alg, mult int, mult int alg
(analogos a los de curva) y div_exc, para el calculo de los puntos de corte con el
divisor excepcional.

Durante el método género se va calculando un grafo dirigido en el que cada com-
ponente conexa es un arbol que representa el entorno N,(P) de cada punto singular
P y sus conjugados. Asi, las aristas unen la raiz con los puntos en su primer entorno,
v a éstos a su vez con los puntos en su primer entorno, hasta que todos los puntos
obtenidos sean simples. No obstante, representamos con un mismo nodo a un punto
y a todos sus conjugados. Las funciones busca _raices, rcolor, grafo complejo,
conjugados, lista a grafo y add subgraph tienen por objetivo obtener, a par-
tir del grafo anterior, otro grafo en el que cada nodo esta asociado a un tnico punto,
y de manera que los subarboles al mismo nivel (de una misma componente conexa) y
representados con idénticos colores estdn asociados a puntos conjugados. El método
mostrar _grafo representa este grafo en pantalla (ailadiendo un nodo raiz auxiliar
cuya Unica funcion es unir cada componente conexa). Si de un punto sale una arista
roja, entonces el punto es no ordinario, y el nodo de llegada de esa arista corresponde
con una direccién tangente multiple del mismo.

Finalmente, tenemos la clase variable, que provee de variables sin repetir, y las
funciones cambio y cambiol, con finalidades auxiliares.

3.2. Ejemplos

Ejemplo 1: 2% — o7
Consideramos la curva z22° — 3.
Tenemos los puntos singulares no ordinarios (0 : 0 : 1), de multiplicidad 2, y
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(1:0:0), de multiplicidad 5. El género de la curva es 0. La Figura 3.1 siguiente es el
grafo de explosiones realizadas para el calculo del género,

O

Se deben realizar 3 explosiones en cada punto
para resolver la singularidad. Hasta lograrlo,
tras cada explosién surge un nuevo punto no
ordinario.

.
O+—O0+—@+—0

Figura 3.1: grafo del Ejemplo 1

Por poner un ejemplo, los puntos de interseccién de la curva con la parabola y = 22
son: Puntos (1 :1:1)y (=1 :1: 1) con multiplicidad 1; dos puntos conjugados
con multiplicidad 1 (i : —1 : 1); cuatro puntos conjugados con multiplicidad 1
(FVEa : +a: 1), donde «a es raiz de y* —y+1; dos puntos conjugados (—F—1:3:1)
y otros dos puntos conjugados (841 : 3 : 1) donde S es raiz de y*> +y + 1, todos con
multiplicidad 1; y el origen (0:0: 1) con multiplicidad 2.

Ejemplo 2: El trébol de cuatro hojas

(N |
N S

Figura 3.2: (22 + y?)3 — 422y? y su grafo

\\\\;,:,::; \

Consideramos ahora la curva (22 4 y?)? — 42?y?2%. En este caso, el origen (0:0: 1)
es un punto miltiple de dimensién 4, y ademads tenemos el par de puntos conjugados
(£i:1:0), cada uno de multiplicidad 2. Todos ellos son no ordinarios. El género es 0,
v la Figura 3.2 muestra el proceso de explosiones realizadas. Tras la primera explosion
todos los puntos pasan a ser ordinarios.

Ejemplo 3: Doble recubrimiento del trébol de cuatro hojas

La curva es ahora f = (2% + y?2?)% — 42*y?25. El doble recubrimiento de la figura
trébol es de género 1 y sus singularidades son el origen (0 : 0 : 1) y el punto del infinito
(0:1:0), ambos no ordinarios de multiplicidad 6. La Figura 3.3 representa el grafo
de explosiones. Vemos por ejemplo que uno de los puntos (el origen) tiene una tnica
tangente multiple de multiplicidad 2, mientras que en el punto del infinito hay una
inica tangente de multiplicidad 6. Se observa ademas, que en el origen hay cuatro
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Figura 3.3: (z* + 3?)® — 42%y? y su grafo

rectas tangentes ordinarias clasificadas en dos familias de dos rectas conjugadas sobre
Q cada una.
Ejemplo 4: Ejemplo de curva reducible

Figura 3.4: (22 + 9% — y2)(y® + y2? — 22?)(y* — 2y32 + 9?22 — 3yza? + 22%)

La siguiente curva algebraica aparece como ejemplo recogido en [SWPDO0S8], Sec.
2.1.2, vy es el resultado de la unién de una cénica, una citbica y una cudrtica.

Los puntos singulares son: El punto doble ordinario (5 : 3 : 1); el punto doble
ordinario (—3 : 1 : 1);tres puntos dobles conjugados dados por (—1: « : 1), donde o

es rafz de 4> + y — 1, y otros tres puntos dobles conjugados (1 : « : 1) con a como
antes, todos ellos ordinarios; dos puntos dobles conjugados ordinarios (3—\1/5 : % : 1); dos

puntos dobles conjugados ordinarios (i : 1 : 0); el punto triple ordinario (0:1:1)y
el punto quintuple no ordinario (0:0: 1).

Aunque se define el género para curvas que son irreducibles, existen generalizaciones
al caso reducible que tienen en cuenta el ntmero de componentes de la curva y de
manera que sea consistente con sus propiedades sobre curvas irreducibles. La misma
formula de género sigue siendo valida, pero se permite que el género sea negativo. De
hecho, si una curva tiene género negativo entonces sabemos que es reducible.
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Apéndice A
Codigo

Se incluye a continuaciéon una copia del cé6digo implementado.
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K =

QQxyz ]

X,y¥,z = K gens()

class variable():

def

Clase que permite crear variables. Requiere un argu mento unico que es el nombre base de

las variables.
Ej: V = variable('a’)

def __init_ (self ,s):
self ._s = str (s)

self ._count = 0
def _ repr__ (self ):
return 'Generador de variables en' + str (self ._s)

def devuelve (self , numvar):

Metodo que devuelve tantas variables como se indiqu e. Se guarda el numero de
variables que han sido creadas para evitar repetici ones.
Ej: V.devuelve(2) devuelve ['a0','al’]

V.devuelve(3) devuelve ahora ['a2','a3','a4"]

L = [self ._s+str (i) for i in range (self ._count ,self ._count +numvar)]
self ._count = self ._count +numvar
return(L)

variable ('a' )

cambio (I, x,y):

Funcion que realiza una copia del ideal sustituyend o las dos variables pasadas como
argumento por nuevas variables, y devuelve tanto la copia como el ideal con los cambios
realizados.

Ej: cambio(ideal(x**2+1,y),x,y) devuelve (ideal(x-a 0,y-al),ideal(a0**2+1,al))

R = 1.ring ()

A = V.devuelve (2)

B = list (R gens())

Kp = PolynomialRing (QQ B+A)

m = ideal (Kp(x)-Kp(A[0]),Kp(y)-Kp(A[1]))

I = [i.substitute ({x:Kp(A[O0]),y:Kp(A[1])}) for i in I.gens()]*Kp
return (ml)

class punto():

Clase que permite trabajar con puntos del plano pro yectivo dados a traves de su ideal
homogeneo sobre el anillo de polinomios en tres var iables con coeficientes racionales.
Ej: El punto proyectivo (i:-i:1) se define como P = punto(ideal(x**2+z**2,x+y))

def __init_ (self ,1):
self . _ideal = ideal (I)
self ._var = ideal (I).ring ().gens()

def _ repr__ (self ):
return 'Punto definido por el ideal ' +str (self . _ideal )

def ideal (self ):

Devuelve el ideal que define al punto



APENDICE A. CODIGO

def

return self . _ideal

carta (self ):
Devuelve una de las cartas en las que vive el punto
Ej: P.carta() devuelve z-1

if self ._var[2] in self ._ideal
if self ._var[1] in self ._ideal
return (self ._var [0]-1)
el se:
return (self . _var[1]-1)
el se:
return (self ._var[2]-1)

grado (self ):

Devuelve el numero de conjugados del punto definido , esto es, el numero de puntos
de V(I) donde | es el ideal que define al punto.

Ej: P.grado() devuelve 2 (corresponde a (i:-i:1) y (-i:i:1))

return (self ._ideal +self .carta ()).vector_space_dimension 0)

class curva():

i

Clase que permite definir curvas algebraicas proyec tivas planas con coeficientes
racionales.
def __init_ (self ,f):

def

def

def

def

self ._ec = f
self ._var = f.parent ().gens()

_repr__ (self ):
return 'Curva proyectiva plana de ecuacion ' +str (self ._ec)

ec(self ):
Devuelve la ecuacion que define a la curva.
return self . _ec

contiene (self ,P):

Devuelve True si el punto P esta en la curva y Fals e en caso contrario. P debe ser
un elemento de la clase punto.

m = P.ideal ()

return self ._ec inm

mult (self , P):

Devuelve la multiplicidad del punto P sobre la curv a. P debe ser un elemento de la
clase punto.
carta = P.carta ()
m = P.ideal ()
orden = 0
whi | e self . contiene (P):
P = punto (P.ideal ()*mtcarta )
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orden = orden +1
return orden

def mult_int (self ,g,P):
Devuelve la multiplicidad de interseccion de la cur
deben ser elementos de la clase punto y curva, resp

ideal (self ._ec,g.ec())

J = |. primary_decomposition )
m = P.ideal ()
for j in J:

if m==j.radical ():
conj = P.grado ()

mult = (j+P.carta ()). vector_space_dimension

return mult / conj
return 0

def bezout (self ,g):

Metodo que estudia la interseccion de la curva con
componentes en comun. Devuelve una lista de tuplas,
siguiente informacion de un punto de interseccion:
(Ideal, carta, multiplicidad de interseccion, numer

i

if ged(self ._ec,g.ec())<>1:

vaygenelpuntoP.Pyg
ectivamente.

0

g en caso de que no tengan
cada una de ellas con la

o de conjugados)

rai se Exception ('Las curvas tienen componentes comunes' )

return
ideal (self ._ec,g.ec())
= |.saturation (ideal (self ._var))[0]

- o - —

= | . primary_decomposition O
=1
or j in J:
P = punto (j.radical ())
conj = P.grado ()
mult = (j +P.carta ()). vector_space_dimension
mult = mult / conj
L = L+[(P.ideal (), P.carta (), mult,conj)]
return L

def sing (self ):

Metodo que devuelve las singularidades de una curva
Devuelve una lista de tuplas, cada una de las cuale
contiene la siguiente informacion:(Ideal del punto

+ carta, multiplicidad del punto, numero de conjuga
vale True si el punto es ordinario y False en caso

Ej: si el punto (i:-i:1) es de mult 2 ordinario, de
(ideal(x-a0,y-al),ideal(a0**2+1,a0+al,z-1),2,2,True

ideal ((self ._ec).gradient ())
| . saturation  (ideal (self . _var))[0]

[
[

J
L=1]
f

= | . primary_decomposition )
or j in J:
P = punto (j.radical ())

m = P.ideal ()
conj = P.grado ()
r = self . mult (P)

proyectiva dada.

s asociada a un punto y que
(afin), relacion entre variables
dos, caracter), donde caracter
contrario.

vuelve

)
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carta = P.carta ()
Pt = mtcarta
if conj > 1:

if carta == self ._var[2]-1:

Pt2 = cambio (Pt, self . _var [0], self . _var [1])
el se:

if carta == self ._var[1]-1:

Pt2 = cambio (Pt, self . _var [0], self . _var [2])

el se:

Pt2 = cambio (Pt, self . _var [1], self . _var[2])

Kp = Pt2[0].ring ()

Gens = list (set ((Pt2[0]**(r+1)).gens()))+list (Pt2[1].gens())
Fr = (Kp(self ._ec)).reduce (ideal (Gens). groebner_basis ())

if (Fr+Pt2[1])==(Fr+Pt2[1]). radical ():

carac = True
el se:
carac = Fal se
L = L+[(Pt2[0], Pt2[1],r, conj , carac )]

el se:
Gens = list (set ((m*(r+1)).gens()))+[carta ]

Fr = (self ._ec Y%arta ).reduce (ideal (Gens).groebner_basis ())

if ideal (Fr)==ideal (Fr).radical ():

carac = True
el se:
carac = Fal se
L = L+[(mideal (carta ),r,conj ,carac )]
self ._sing =1L

return L
def genero (self ):

Metodo que devuelve el genero de la curva.
Grafo
Dic

= DiGraph ()
{}

()

= (self ._ec).degree ()
en (d-1)*(d-2)/2

= curva_alg (self ._ec)

-~ - o
N~

=

ry:

Sing = self . _sing
except ( AttributeError ):

Sing = self .sing ()

for sing in Sing:
n = Grafo . add_vertex ()
#S es una lista con los puntos que faltan por explo
#tuplas, cada una con la siguiente informacion: (cu
#multiplicidad, numero de conjugados, numero acumul
#multiple, numero de vertice), donde tg multiple in
#asociado a una direccion tg multiple de un punto n
#vertices indica su etiqueta en el grafo asociado a
#Dic almacena la misma informacion en un diccionari

S = S+[(f, punto_alg (sing [0],sing [1]), sing [ 2], sing [ 3] sing [ 3], Fal se, n)]

Dic[n] = §[-1]

while S<>[]:
s=S. pop()
gen = gen - s[4]*(s[2]*(s[2]-1)/2)
bu = blow_up (s[0],s[1],s[2],s[4])
fl = bu[ 0]

tar. Sus elementos son
rva_alg, punto_alg,

ado de conjugados, tg
dica si el punto esta

o ordinario, y numero de
las explosiones.

o
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def

g = bu[1]
# cada elemento de g contiene es una tupla con la s
#(punto_alg,multiplicidad, conjugados, tg multiple)
for elm in g:

n = s[-1]

m = Grafo . add_vertex ()

iguiente informacion:

Dic[n = (fl1,elm[0],elm[1],elm[2],s[4]*elm[2],elm[3],m)

Grafo . add_edge ((n, m)
if elm[1] >1:

S = St{(fl,elm[0],elm[1],eim[2],s[4]*eim[2],eim[3],mM]

raices = busca_raices (Grafo )[0]
Grafo . add_vertex (-1)
for raiz in raices
Grafo . add_edge (-1, raiz )
Dic[-1] = (0,0,0,1,0,0,0)
#Se ha construido el grafo "sobre Q" asociado a las
#representando los puntos conjugados por un unico n
self . _grafo = (Grafo , Dic)
return gen

mostrar_grafo  (self ):

Muestra el grafo dirigido asociado a las explosione
une un punto con uno de los puntos que resultan al
Si de un nodo parte una arista roja, el punto corre
ordinario y el nodo de llegada corresponde a una de
Subgrafos al mismo nivel y con mismos colores corre

try:
Grafo , Dic = self . _grafo
except (AttributeError ):
g = self .genero ()
Grafo , Dic = self . _grafo
L = grafo_complejo (Grafo, Dic, -1)

C, Color_vertices , Color_edges = lista_a_grafo (L)
Color_vertices ['white" ] = [C. vertices ()[-1]]
return C. plot (vertex_labels = Fal se, vertex_colors
Color_edges , layout = 'tree’ )

def busca_raices (Grafo ):

def

Funcion que devuelve las raices de un grafo.

L =

[1

for vert in Grafo .vertices ():

i f Grafo . neighbors_in (vert )==[]:
L = L+[vert ]

return [tuple (L)]

[c for c in colors .values () if c !'= 'white" ]

rcolor  ():

Generador de colores

return C[ZZ. random_element (148)].rgb ()

explosiones, esto es,
odo

s. Cada arista (negra o roja)
explotarlo (en esta direccion).
spondiente al nodo es no

sus direcciones tangentes.
sponden a puntos conjugados.

= Color_vertices , edge_colors
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def grafo_complejo  ( Grafo , Dic, vertice ):

Funcion que construye la estructura -como lista de listas que representan un nodo y sus
hijos- del grafo asociado a las explosiones en una curva teniendo en cuenta el numero
de puntos conjugados en cada caso, esto es, con un nodo por cada punto complejo.

N = Grafo . neighbors_out (vertice )

if not N
i f vertice 1= -1:
return [(rcolor (), red i f Dic [vertice ][5] else black ), []]
el se:
return [(rcolor (), 'white" ), []]
el se:
A = sum([ [ grafo_complejo  ( Grafo , Dic, i )] *conjugados (Grafo ,Dic,i) for i in N,[])
i f vertice I=-1:
return [(rcolor (), red if Dic[vertice ][5] else 'black’ ), A]
el se:

return [(rcolor (), 'white' ), A]

def conjugados (G D,i):

Devuelve la entrada de D correspondiente al numero de conjugados de un punto

return ZZ(D[i]1[3])

def lista_a_grafo (L):

Permite construir un grafo a partir de una lista en la que cada elemento esta formado
por un nodo Yy otra lista con sus hijos.

G = DiGraph ()
Color_vertices = {}
Color_edges = {}
hijjos =[]
for i in L[1]:
hijos . append ( add_subgraph (G, i, Color_vertices , Color_edges ))
n = G add_vertex ()
for i in hijos
G add_edge (n, i)
try:

Color_vertices [L[O][0]].append (n)
except ( KeyError ):

Color_vertices [L[O][O]] = [n]
try:

Color_edges [L[O][1]].append ((n,i))
except (KeyError ):

Color_edges [L[O][1]] = [(n,i)]

return G Color_vertices , Color_edges

def add_subgraph (G i, Color_vertices , Color_edges ):

Permite construir el subgrafo que parte de un nodo en la funcion lista_a_grafo
n = G add_vertex ()
try:
Color_vertices [i[0][0]].append (n)
except (KeyError ):
Color_vertices [i[0][0]] = [n]
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if i[1]:
for hijo ini[1]:
m = add_subgraph (G, hijo , Color_vertices
G add_edge (n, m
try:
Color_edges [hijo [0][1]].append((n, m)
except ( KeyError ):
Color_edges [hijo [0][1]] = [(n, mM]
return n

#Caso de elementos algebraicos
V1 = variable ('b" )

def cambiol (I,t,u):

Funcion que realiza una copia del ideal sustituyend
argumento por 0 y la segunda por una nueva variable
ideal con los cambios realizados.

Ej: cambiol(ideal(x**2+a0**2,y+al),x,y) devuelve (i

R = 1.ring ()

A = V1. devuelve (1)

B = list (R gens())

Kp = PolynomialRing (QQ B+A)

m = ideal (Kp(t), Kp(u)-Kp(A[0]))

I = [i.substitute ({t:0, u:Kp(A[0])}) for i
return (ml)

class punto_alg():
Clase que permite trabajar con puntos del plano pro
maximal en una carta afin en la que vivan y del ide
coordenadas.
Ej: El punto proyectivo (i:-i:1) se define como P =
ideal(a0**2+1,a0+b0,z-1))

def __init_  (self ,P, Rel):

self ._rel = Rel

if P.ring ().ngens() > 3:
self . _ideal =P

el se:
gb = Rel. groebner_basis ()
aux [i.reduce (gb) for i in P.gens()]
aux = [i//i.lc () for i in aux]
self ._ideal = ideal (aux)

def __repr__ (self ):
return 'Punto con ideal maximal '
(self . _rel )

+str (tuple (self

def ideal

(self ):
Devuelve los ideales que definen al punto

return (self . _ideal ,self . _rel )

. _ideal

, Color_edges )

o la primera variable pasada como
, y devuelve tanto la copia como el

deal(x,y-b0),ideal(a0**2,b0+al))

inl.gens()]*Kp

yectivo dados a traves de su ideal
al de relaciones algebraicas de sus

punto_alg(ideal(x-a0,y-b0),

.gens()))+ yrelaciones'

+str

o8
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def grado_alg (self ):

Devuelve el numero de conjugados del punto a partir

return (self ._ideal +self

class curva_al g():

Clase que permite definir curvas algebraicas proyec
una extension de QQ. Las relaciones que verifican |
a traves del punto que se vaya a estudiar.

def __init_ (self ,f):
self ._ec = f
def

ec(self ):
Devuelve la ecuacion de la curva.
return self ._ec

def contiene_alg

(self ,P):

Devuelve True si el punto P esta en la curva y Fals

un elemento de la clase punto_alg.
return self ._ec in (P.ideal

def mult_alg (self ,P):

Devuelve la multiplicidad del punto P sobre la curv

clase punto_alg.

orden = 0

m = P.ideal ()[O0]

Rel = P.ideal ()[1]

I = m

while self ._ec in |+Rel:
I =1*m
orden = orden +1

return orden

def mult_int_alg

(self ,g,P):

Devuelve la multiplicidad de interseccion de la cur
deben ser elementos de la clase punto_alg y curva_a

ideal ( self
| . primary_decomposition 0)
P.ideal ()[0]+P.ideal ()[1]
for j in J:
if m==j.radical ():

conj = P.grado_alg ()

mult =

return mult / conj
return 0

div_exc (self ,t,u, Rel,conjP ):

() [ 0] +P. ideal

._ec,g.ec()) + P.ideal

j . vector_space_dimension

39

de su ideal de relaciones

. _rel ). vector_space_dimension 0)

tivas planas con coeficientes en
os coeficientes son introducidas

e en caso contrario. P debe ser

Ofr1)

a. P debe ser un elemento de la

vaygenelpuntoP.Pyg
lg, respectivamente.

O[]

0
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Metodo que devuelve la informacion sobre los puntos
divisor excepcional t=0. Devuelve una lista de tupl
siguiente informacion de un punto de interseccion:(
conjugados, tg multiple), donde tg multiple indica

60

de interseccion de la curva y el
as, cada una de ellas con la
punto_alg,multiplicidad,numero de
si el punto esta asociado a una

direccion tg multiple de un punto no ordinario que ha sido explotado.

| = ideal (self ._ec,t)+Rel

J = |. primary_decomposition 0)
L =11
for j in J:
Rad = j.radical ()
T = cambiol (Rad, t, u)
P = punto_alg (T[O], T[1])
conj = P.grado_alg ()/conjP
mult = self . mult_alg (P)
mult_int = j . vector_space_dimension ()/ (conj *conjP )
if mult_int ==1:
tangentemultiple = Fal se
el se:
tangentemultiple = True
L = L+[ (P, mult , conj , tangentemultiple )]
return L

def no_tang (f,P,t,u, a,b):
Funcion que busca parametros k1,k2 tales que la rec
la curva f en el punto P. Py f son elementos de la

ta k1(t-a)+k2(u-b) no es tangente a
clase punto_alg y curva_alg, resp.

r = f.mult_alg (P)
g = curva_alg (t-a)
mult = f.mult_int_alg (g, P)
if r == mult:
return 1,0
cota = 2
whil e True:
v = random_vector (ZZ, 2, cota )
if v[0]>0:
g = curva_alg (v[O]*(t-a)-v[1]*(u-b))
mult = f. mult_int_alg (g, P)
if r == mul:
return v[0], v[1]
cota = cota +1

def blow_up (f, P, Mult , ConjAcum) :
Funcion que realiza la explosion (afin) de un punto
trasladandolo primero al origen de manera que la re
Toma como input la curva_alg, el punto_alg, su mult
conjugados, y devuelve una tupla formada por el tra
de corte con el divisor excepcional, el divisor exc

que ha sido trasladada a "x"=0. Aqui "X" es una var
KK = P.ideal ()[0].ring ()
Gens = P.ideal ()[0].gens()
t = KK(Gens[0]). variable (0)
try:
a = KK(Gens[0]). variable (1)
except (IndexError ) :

_alg P en una curva_alg f,

cta "x"=0 no sea tangente.
iplicidad y el numero total de
nsformado estricto, los puntos
epcional y la recta no tangente
iable que depende del punto.
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a = -(Gens[0]-t)
u = KK(Gens[ 1]). variable (0)
try:

b = KK(Gens[1]). variable (1)
except (IndexError ) :

b = -(Gens[ 1] -u)
kl,k2 = no_tang (f,P,t,u,a,b)
r = f.mult_alg (P)
Rel = P.ideal ()[1]

g = (KK(f.ec()).substitute ({t:t+a+k2*t*u,

**r)

g = KK(g)

fl = curva_alg (g)

p = fl .div_exc (t,u, Rel, ConjAcum)
E=t

return f1,p, E, (k1, k2)

u: b+k1*t*u})). reduce (Rel. groebner_basis

)17t
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Apéndice B

Output de los ejemplos

Ejemplo 1: 2% — o7
Definimos la curva (proyectiva):

sage: f = curva((x**2-y**7) .homogenize (z))
Singularidades y género:

sage: f.sing()

[(Ideal (y, x) of Multivariate Polynomial Ring in x, y, z over
Rational Field,

Ideal (z - 1) of Multivariate Polynomial Ring in x, y, z over
Rational Field,

2,

1,

False),

(Ideal (z, y) of Multivariate Polynomial Ring in x, y, z over
Rational Field,

Ideal (x - 1) of Multivariate Polynomial Ring in x, y, 2z over
Rational Field,

5,

1,

False)]

sage: f.genero()

Puntos de interseccién con y = x2:

sage: f.bezout(curva((y-x**2).homogenize(z)))

[(Ideal (y - 2z, x - z) of Multivariate Polynomial Ring in x, vy,
Zz over Ratiomnal Field,

z - 1,
1,
1,
(Ideal (y - z, x + z) of Multivariate Polynomial Ring in x, y,
over Rational Field,
z - 1,
1,
1,
(Ideal (y + z, x°2 + z~2) of Multivariate Polynomial Ring in x,
y, z over Rational Field,
-1,

deal (y~2 - y*z + z~2, x~2 - y*z) of Multivariate Polynomial
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Ring in x, y, z over Rational Field,

z - 1,

1,

4),

(Ideal (x + y + z, y~2 + y*z + z~2) of Multivariate Polynomial
Ring in x, y, z over Ratiomnal Field,

z -1,

1,

2),

(Ideal (x -y - z, y~2 + y*z + z~2) of Multivariate Polynomial
Ring in x, y, z over Ratiomnal Field,

z - 1,

1,

2),

(Ideal (y, x) of Multivariate Polynomial Ring in x, y, z over
Rational Field,

z - 1,

2,

1]

Ejemplo 2: El trébol de cuatro hojas
Definimos la curva:

sage: f = curva (((x**2+y**2) x*3-4*x**2*y**2) ,homogenize(z))
Singularidades y género:

sage: f.sing()

[(Ideal (x - a2, z - a3) of Multivariate Polynomial Ring in x, y
, 2, a2, a3 over Rational Field,

Ideal (a3, y~2 + a2"2, y - 1) of Multivariate Polynomial Ring in
X, Vy, 2, a2, a3 over Rational Field,

2,

2,

False),

(Ideal (y, x) of Multivariate Polynomial Ring in x, y, z over
Rational Field,

Ideal (z - 1) of Multivariate Polynomial Ring in x, y, z over
Rational Field,

4,

1,

False)]

sage: f.genero()

Ejemplo 3: Doble recubrimiento del trébol de cuatro hojas
Singularidades y género:

sage: f.sing()

[(Ideal (z, x) of Multivariate Polynomial Ring in x, y, z over
Rational Field,

Ideal (y - 1) of Multivariate Polynomial Ring in x, y, z over
Rational Field,

6,

1,

False),

(Ideal (y, x) of Multivariate Polynomial Ring in x, y, z over
Rational Field,

Ideal (z - 1) of Multivariate Polynomial Ring in x, y, z over
Rational Field,

6,
1,
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False)]
sage: f.genero()

Ejemplo 4: Ejemplo de curva reducible
Definicién de la curva y singularidades:

sage: f = curva ((x**2+y**x2-y*z) % (y**3+y*x**2-z*x**x2) % (y*x*4-2%y
KABhZ+Y Rk 2k Zhk k2 -3k yRZhkX Kk 2+2k Xk *x4) )

sage: f.sing()

[(Ideal (2*y - z, 2*x - z) of Multivariate Polynomial Ring in x,

y, z over Rational Field,

Ideal (z - 1) of Multivariate Polynomial Ring in x, y, z over

Rational Field,

2,

1,

True) ,

(Ideal (2*y - z, 2*x + z) of Multivariate Polynomial Ring in x,
y, z over Rational Field,

Ideal (z - 1) of Multivariate Polynomial Ring in x, y, z over
Rational Field,

2,

1,

True) ,

(Ideal (x - a4, y - ab) of Multivariate Polynomial Ring in x, vy,
Zz, a4, ab over Rational Field,

Ideal (z + a4, -z"3 + z~"2*xab + ab~3, z - 1) of Multivariate
Polynomial Ring in x, y, z, a4, ab over Rational Field,

2,

3,

True) ,

(Ideal (x - a6, y - a7) of Multivariate Polynomial Ring in x, y,
z, a6, a7 over Ratiomal Field,

Ideal (-z + a6, -z"3 + z~2*xa7 + a7~3, z - 1) of Multivariate
Polynomial Ring in x, y, z, a6, a7 over Ratiomnal Field,

2,

3,

True) ,

(Ideal (x - a8, y - a9) of Multivariate Polynomial Ring in x, vy,
z, a8, a9 over Rational Field,

Ideal (-z + 3*a9, -z"2 + 18%a8~2, z - 1) of Multivariate
Polynomial Ring in x, y, z, a8, a9 over Rational Field,

2,

2,

True) ,

(Ideal (x - al0, z - all) of Multivariate Polynomial Ring in x,
y, z, al0, all over Rational Field,

Ideal (all, y~°2 + al0~"2, y - 1) of Multivariate Polynomial Ring
in x, y, 2z, al0, all over Ratiomnal Field,

2,

2,

True) ,

(Ideal (y - z, x) of Multivariate Polynomial Ring in x, y, z
over Rational Field,

Ideal (z - 1) of Multivariate Polynomial Ring in x, y, z over
Rational Field,

3,

1,

True) ,

(Ideal (y, x) of Multivariate Polynomial Ring in x, y, z over
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Rational Field,

Ideal (z - 1) of Multivariate Polynomial Ring in x, y,
Rational Field,

5,

1,

False)]

Z over
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