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4 INDICE GENERAL

Resumen

En este trabajo vamos a estudiar un problema de programacién cuadratica
generalizada (con términos [; no diferenciables) que requiere algunos
conocimientos de calculo subdiferencial para determinar sus condiciones de
optimalidad. Para su resolucion numeérica consideraremos un método de
conjunto activo y probaremos su convergencia.

Por 1ltimo aplicaremos lo aprendido a un problema de recuperacion de
imagenes donde los términos [; son tutiles para la reduccién del ruido en la
imagen. Presentaremos algunos ensayos numéricos obtenidos con dos cédigos,
uno propio basado en el método de conjunto activo y quadprog (Optimization
Toolbox, MATLAB) que implementa un algoritmo de puntos interiores.
Palabras clave: programacién cuadratica generalizada, condiciones de
optimalidad, subdiferencial, algoritmo de conjunto activo, recuperacion de
imégenes.

Abstract

In this work we are going to study a generalized quadratic programming
problem (with non-differentiable /; terms) that requires some subdifferential
calculus knowledge in order to determine its optimality conditions. To solve
the problem we will consider an active-set method and its convergence
properties.

Finally we will apply this study to an image restoration problem where [,
terms are useful to reduce noise from image. We will present some numerical
results obtained with two codes, our own implementation of the active-set
algorithm and quadprog (Optimization Toolbox, MATLAB) that implements
an interior-point algorithm.

Key words: Generalized quadratic programming, optimality conditions,
subdifferential, active set, image restoration.



Capitulo 1

Introduccion

La optimizacién puede definirse como la ciencia que busca una solucion
Optima a un problema formulado matematicamente mediante una funcién
que queremos minimizar teniendo las variables que cumplir un conjunto de
igualdades y desigualdades. En general, un problema de optimizacion en
dimension finita puede escribirse como

Minimizar f(x)
(P) sujeto a  g;(x) =0 1<i<my,
gi(x) <0, m; <i<m;+my,

con f,g : R — R. A la funcién f se le llama funcion objetivo. A las
condiciones de igualdad y desigualdad de (P) se les llama restricciones, y al
conjunto de puntos que las cumplen, conjunto de puntos admisibles.

Estos problemas se clasifican segiin las condiciones de regularidad que
cumplan la funcién objetivo y las funciones de las restricciones (se habla asi de
programacion lineal, programacion cuadratica, optimizacion no diferenciable,
...) y sus aplicaciones abarcan un gran rango de posibilidades como la mejora
de los procesos industriales o de algunos tratamientos médicos.

En el desarrollo de este trabajo estudiaremos un caso particular en el que la
funcién objetivo es convexa y no diferenciable y las restricciones son lineales,
junto con una aplicacién, la recuperacién de imagenes. Mas concretamente
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estudiaremos el problema de programacion cuadrdtica generalizada

( mgf

1 _
Minimizar F(z) = oz(ngHI +plz) + Z &)z — b;|+
j=1
mif+mgs
_T -
(PCG) + Z maz{c;x — b;, 0}
j=mis+1
sujeto a ;= by, 1< <my
\ cfx < by, mi < J < my+myg
donde a € R*, H € R™" simétrica y definida positiva, p,¢;,¢; € R" y

bj, bj e R.
Por comodidad, vamos a usar la siguiente notacién:

1
q(v) = 5o He +p'z,
hiz) = |E§Fa: —l_)j| si 1 <7 <myy, (1.1)
P max{e]x — 05,0} st omyp < § < myp 4+ map, '
mif+mgs

h(z) = Z hj(z) y

K={xeR": cfx:bj, 1< <my; cfxgbj, m; < j < m;+mg}.
Podemos interpretar que los términos h; tratan de minimizar la violacién
de ciertas restricciones de igualdad, E;Fx = l_)j para j = 1,...,mys, y de
desigualdad, EjTa: <b; para j=m;r+1,...,m;y + mgs; es por esto que los
llamaremos términos de penalizacion. De esta concepcion surge el parametro
a que regula la prioridad de la parte cuadratica frente a los términos de
penalizacién, y al que llamaremos pardmetro de penalizacion.
En el desarrollo de este trabajo supondremos que K = ().
La memoria esa estructurada de la manera siguiente:

= En el capitulo 2 estudiaremos la existencia de solucion para el problema
(PCG) y la unicidad de la misma.

= El capitulo 3 se centra en el estudio de las condiciones que un
punto debe cumplir para ser la solucién de nuestro problema, que
sera el criterio que seguiremos en la préactica para determinar si se
ha encontrado una solucion.



= En el capitulo 4 se encuentra una descripcién detallada de un método de
conjunto activo junto con los principales resultados teéricos del trabajo
que nos garantizan la convergencia del algoritmo propuesto y un estudio
del tratamiento de la degeneracion.

= El capitulo 5 centra nuestra atencion sobre el problema de recuperacion
de una imagen a partir de una distorsién de la misma producida por la
alteracion aleatoria de la intensidad en cada pixel de la imagen original.
En este caso tenemos una simplificacién de la formulacién de (PCG), ya
que podemos prescindir en la funcién objetivo de los términos asociados
al dltimo sumatorio, manteniendo los términos en los que aparece la
funcion valor absoluto con el objetivo de amortiguar el ruido de la
imagen. La funcién ¢ vendra dada por un término minimo-cuadratico
que mide la distancia a la imagen perturbada.
También se encuentran en el capitulo 5 una serie de ensayos numéricos,
a modo de ejemplo, obtenidos con dos métodos distintos, el propuesto

en el capitulo 4 y uno de puntos interiores implementado en quadprog
(MATLAB).
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Capitulo 2

Existencia y unicidad de
soluciéon

La primera pregunta que debemos plantearnos en el estudio de nuestro
problema (PCG) (y en general de cualquier problema matemético) es si
existe alguna solucién, y en caso de existir, si dicha solucion es tnica. Para
ello vamos a introducir el siguiente concepto.

Definicién Dada una funcion f: K C R"™ — R decimos que f es coerciva

sobre K si para toda sucesion (x,,)men C K con ||2,,]] 7, toose tiene
m——+00

que f(x,) — 4oo.
e

m—+0o0

Tenemos los siguientes resultados:

Teorema 2.0.1. Dado un problema de optimizacion

(P) { Minimizar  f(x)

sujeto a  x € K’

donde f : K CR"™ — R es una funcion continua y coerciva sobre K, siendo
K # 0 un cerrado, entonces existe al menos una solucién global para (P).

Teorema 2.0.2. Dado un problema (P) como en el enunciado anterior, si f
es estrictamente conveza sobre K, K es convexo y existe solucion para (P),
entonces dicha solucion es unica.

Puede encontrarse una prueba de ambos resultados en [1].
En el caso que nos ocupa, (PCG), K es siempre cerrado y la funcién

9
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a minimizar, F', continua, luego basta ver que F' es coerciva para tener
garantizada la existencia de alguna solucién.
Para ello observemos que por ser H simétrica se tiene que

cTHr > vinl|z] 2, Vr e R", (2.1)

donde 7,,;, es el menor valor propio de la matriz H. Ademas H es definida
positiva, luego Y,in > 0.
Por otro lado, de la desigualdad de Cauchy-Schwartz tenemos también que

pre > —pll2 2]z, Vo € R™. (2.2)

Ahora, usando (2.1), (2.2) y que h;(z) > 0 para todo € R", obtenemos la
siguiente desigualdad:

Tmin
Fz) = aoflzll [ 5 1zll2 = [[pll2] -
Por tanto F' es coerciva.
En cuanto a la unicidad de solucién, basta observar que F' es estrictamente
convexa por ser suma de funciones convexas y la matriz H definida positiva
(de donde ¢ es una funcién estrictamente convexa).



Capitulo 3

Condiciones de optimalidad

En este capitulo vamos a desarrollar las bases tedricas que sustentan la parada
satisfactoria de nuestro algoritmo, con el objetivo puesto en establecer unos
criterios (condiciones de optimalidad) viables a la hora de programar y que
sirven para decidir si un punto es solucién de (PC'G). Estos criterios cuando
las funciones del problema a tratar son derivables involucran las derivadas de
las mismas. Como ya hemos mencionado, nuestro funcional contiene términos
no diferenciables, por lo tanto no podemos aplicar muchos de los resultados
vistos en cursos anteriores, por ello vamos a dedicar una seccién previa al
calculo subdiferencial de funciones convexas.

3.1. Unas nociones de calculo subdiferencial

Consideremos la siguiente definiciéon de funcién convexa:

Definicién Una funcién f : R" — (—o00, +00], no idénticamente +oo, se
dice que es convexa si

fltz+ (1 —t)y) < tf(z)+ (1) f(y), Vte(0,1), Va,yeR"
Usaremos la notacién habitual para el dominio efectivo de f:

dom (f) ={z € R" : f(z) < +o0}.

Notemos que toda funcién convexa definida sobre un conjunto convexo,

11
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f: K — R, puede extenderse a R” considerando f : R* — (—00, +00]

dada por
= v | flz) sizekK,
f(x) - { +00 en otro caso.

Definicién Se dice que una funciéon f : R" — (—o00,00] convexa es
subdiferenciable en x € R™ | si existe z* € R™ tal que:

(", u—2x)+ f(z) < f(u), YueR"

A z* se le llama subgradiente de f en x y al conjunto de todos los
subgradientes de f en x se le dice subdiferencial de f en x y se denota

af (x).

Notemos que 9f(z) = 0 si f(x) = +o0.

Uno de los principales impulsores del desarrollo del calculo subdiferencial y
sus aplicaciones fue Rockafellar ([8]).

El resultado siguiente nos muestra cémo la nocién de subdiferencial es una
generalizacion, para funciones convexas, del concepto de diferencial.

Proposicién 3.1.1. Sea f : R* — (—00,400] una funcidn convexa y
diferenciable en x € dom(f). Entonces

Of (x) = {Vf(x)}.

Demostracién En primer lugar, probemos que V f(z) € 9f(x). Seau € R™,
como f es diferenciable en x:

_ i St tu—x) — fz)
(Vf(x),u—x)= ltlf(r)l ; .

Y por ser f convexa:
fle+tu—=) < tf(u)+ (1 -1)f(2), Vie(0,1).
De donde se concluye:

i J = 2) - f(@)

10 t

< fu) = f(z).
Con lo cual obtenemos nuestro objetivo:

(Vf(x),u—2x)+ f(z) < f(u), Yu € R™. (3.1)
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Supongamos ahora que z* € df(x) y veamos que z* = V f(x). Usando la
definicién de subgradiente se tiene

(" u—2x)+ f(z) < f(u), Yu € R".

En particular, dado w € R" podemos tomar u = = + Aw con A > 0y
tendremos que

f(z + Aw) — f(z)

* <
<I‘,w> — )\ Y

VA > 0. (3.2)

Si pasamos al limite en la expresién anterior con A — 0",
(z%,w) < (Vf(z),w).
Y asi
(Vf(x)—a*,w) >0, Yw € R".
Y por tanto se concluye que z* = V f(z). O
Veamos algunos ejemplos de subdiferenciales para funciones que aparecen

en la formulacién de nuestro problema (PCG) o que serdan de interés mas
adelante.

» La funcién f: R — R dada por f(z) = max{0,x}.

1) Caso z > 0. En (0,400), f(z) = x. Al ser diferenciable y convexa,
aplicando la proposicién anterior, df (z) = {f'(z)} = {1}.

11) Casox < 0. En (—00,0), f(x) = 0. Usando los mismos argumentos
que en el caso anterior, df(x) = {f'(x)} = {0}.

111) Caso x = 0. Se tienen las siguientes equivalencias:
z* € df(0) < r*u <max{0,u}, Vu e R & { v
<t e|0,1]

= La funcién f: R — R dada por f(x) = |z|.

1) Casox > 0. En (0, +00), f(x) = z. Al ser diferenciable y convexa,
aplicando la proposicién anterior, df(z) = {f'(x)} = {1}.

< u stu>0
'y < 0 stu<0

|
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11) Casoz < 0. En (—00,0), f(x) = —z. Razonando del mismo modo
que antes, df(z) = {f'(x)} = {-1}.

111) Caso z = 0. Se tiene:

* * <
z* € 0f(0) e r*u < ]u\<:>{$*u < u siu<0

&t e[-1,1].

' < u siu>0}

» Dado B C R", B # (), sea la funcién yp : R" — (—o00, +00| dada por

() = 0 siz € B,
XBU = 4o siz ¢ B,

a la que llamaremos funcion indicador de B. Veamos cémo es
la subdiferencial de esta funcion en dos casos particulares que
encontraremos mas adelante.

B = {0} | En este caso tenemos las siguientes posibilidades:

1) Si x = 0 se tiene que: z* € 9Jxq0(0) < (2%,0) < 0. Luego
aX{g}(O) =R".

1) Siz#0, dxoy(x) =0.

B = (—00,0] | En este caso tenemos:

1) Si < 0 entonces: z* € Oxypy(z) & 2*(u —x) <0, Vu € B.
Luego dx53(0) = {0}.

11) Si z = 0 se tiene que: 2* € dx(p(0) & z*u < 0, Vu € B. Luego
Ox18y(0) = [0, +00).

m) Siz >0, dxipy(z) = 0.

En general no podemos decir que la subdiferencial de la suma de funciones
sea la suma de las respectivas subdiferenciales, sin embargo para las funciones
de (PCG) esto si que es cierto. También tenemos una regla de la cadena para
la subdiferencial, mas restrictiva que la usual, en el sentido en que impone
mas condiciones de regularidad sobre las funciones involucradas, pero que
sera vélida para las funciones que nos ocupan (ver [7]).
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3.2. Condiciones de optimalidad para (PCG)

A continuaciéon establecemos una primera condiciéon de optimalidad para un
problema de optimizacion sin restricciones.

Proposicion 3.2.1. Sea T € R". Sean f : R® — R una funcion derivable
enT y ¢ : R" — (—00,00] una funcion convexa. Dado el problema:

Minimizar (f(x) 4+ ¢(x)),

zeR™

st T es una solucion, entonces

0 € Vf(T)+ 0p(T). (3.3)

Demostracion Por ser T solucion del problema, dado s € R™ cualquiera,
para t suficientemente pequeno tenemos que:

f(@+1ts) + (@ +ts) > f(T) + p(T).

Ahora, sit > 0

f@+is) — f(@) o +1ts) — ¢(T)
; + ; > 0. (3.4)

Ademas, si t < 1, por ser ¢ convexa tenemos que
THts=tT+s)+(1—-t)T = o(T+ts) <tp(T+s)+ (1 —t)p(@).
Por tanto,

p(T +1ts) —p(T) _ tp(@+5) + (1= (@) — ¢(T)
t - t

— 0@ +5) — 9@
De donde, volviendo a (3.4) se deduce que:

f(@+1ts) - f(T)

p + (T +s) — p(T) > 0.

Y tomando el limite con ¢ decreciendo hacia 0.

o ST+ ) — £(@)

t—0 t

+¢(T +5) = ¢(T) 2 0.
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Aplicando ahora la definiciéon de derivada direccional se tiene:
(VF(@),s) +e(@T+s)—p@T) >0, VseR"™
Y, por tanto:
o(v) > —(Vf(@),v—1)+pT), YveR"
Luego —V f(T) € 0¢(Z) y tenemos (3.3). O

Con estos resultados podemos demostrar el principal teorema de esta seccion,
las condiciones de optimalidad necesarias y suficientes de nuestro problema

(PCG).

Teorema 3.2.2. Sea T un punto admisible para (PCG). Entonces T es la
solucion de (PCQ) si, y sdlo si

I € Ry I\ € R™TM tales que:
aVq(T) + Cu+ O\ =0, (3.5)
({1} s ¢zT—-b;>0,
a;eq (L1 si €T —0;=0, 1<j<myy, (3.6)

{-1} si ez —b; <0,

({1} si T —b; >0,

;€S [0,1] si efx—b; =0, my <j<miy+mg, (3.7)

[ {0} s elT—b; <0,

Xj(C?f — b]) =0, m; < j < m; + myg, (38)
XJZO, ml<j§mz—|—md (39)
Demostracién En primer lugar veamos que si T es solucién de (PCG)

también lo es de un problema de los considerados en la Proposicion 3.2.1
Para ello, consideramos la funciéon G : R® — R™i definida por

G(z) = Cf x — B,
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donde C),, es la matriz cuyas columnas contienen los coeficientes de las
restricciones de igualdad y B,,, el vector con los términos independientes

asociados a dichas restricciones, las funciones ¥;(x) = cfx —b; y el funcional

g(x) = aq(z) + ()

con
mi+mgq

p(x) = h(@) + (oo G) (@) + Y (X(—oo0 © ¥))(x).
j=m;+1
Entonces, si T es soluciéon de (PCG), también lo es del problema sin
restricciones

(P)  Min g(x).

zeR™

Como ¢ es derivable en T y ¢ es convexa, aplicando la proposicién 3.2.1 se
tiene
0 € aVq(T) + 0p(T).

Aplicando la aditividad de la subdiferencial se tiene

mi+mgq

0 € aVq(T) + 0h(T) + 9(x0° G)(T) + 0 D X(=oe © V) (T).

j=m;+1
Ahora aplicando la regla de la cadena y el Lema de Farkas (ver [7]) tenemos

mi+mgq

j=m;+1

Para calcular Oh(T), volvemos a aplicar la aditividad de la subdiferencial
y la regla de la cadena. Si tomamos ¢(t) = [t| y v,;(t) = E]Ta: — b; para

J=1,...,m;, tenemos que h; = ¢ o y; y obtenemos
Oh;(T) = 8(¢ 0 7;)(T) = ¢;00(c) T — b;).
Y, como vimos en los ejemplos de calculo de subdiferenciales,

{1} si &T—1b; >0,
dp(ciT—b;)=¢ [-1,1] si clz—b; =0,

{-1} si &z —b;>0.
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Obteniendo asf (3.6) tomando 1z; € dp(c] T — b;).

De forma analoga podemos calcular 0h;(Z) para j > m;s y obtener (3.7).

Volviendo a (3.10), tomando 2 e Ox0(0) = R™, A= (Armgt1s -+ o s Amytmy)
— — T __ T

con \; € OX(—o00)(¢]T—0;), y A = ()\(1) % )T, se tienen (3.5), (3.8) y (3.9).

Con lo cual queda probada una de las implicaciones.

Para el reciproco, si tenemos 0 = aVq(Z) + C + CX € 9g(T), aplicando la

definicién de subdiferencial tenemos que ¢(7) < g(u), Vu € R"™. De donde,

usando que g(z) = F(z) para cualquier punto admisible de (PCG) y que,

por hipotesis, T es uno de esos puntos admisibles, tenemos que Z es solucién

de (PCG).



Capitulo 4

Un algoritmo de conjunto
activo

En este capitulo consideraremos un algoritmo de conjunto activo para
resolver el problema de optimizacién (PCG). En ([7]) se tiene un esbozo del
mismo. Nosotros estudiaremos en detalle sus propiedades tedricas y haremos
una implementacién en MATLAB adaptada al caso especial del problema de
recuperacion de imagenes que consideraremos mas adelante.

El algoritmo que vamos a implementar genera una sucesion de puntos
admisibles, (z*)ey € K, hasta que se obtiene un punto cumpliendo las
condiciones de optimalidad del teorema 3.2.2. Cada z* llevard asociado un
conjunto de trabajo, Jj, que es un conjunto de indices de restricciones que
se encuentran activas en ese punto, es decir se cumplen con igualdad. El
conjunto J;, se descompondra en dos subconjuntos, J, = I U I, para
distinguir los indices asociados a restricciones en K, I, y los indices asociados
a restricciones relajadas del funcional, Ij. La matriz asociada al conjunto
de trabajo, Ay € R™ " gerd la matriz que contiene en sus columnas los
coeficientes de las restricciones del conjunto de trabajo y debe ser de rango
maximo. Para cada matriz Ay dispondremos de su factorizacion Q) R, de forma
que se cumpla:

A = Qr Ry,
Qr = [Yr Zl,
_ [ R
Rk - |: O :| )
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donde @ € R™ ™ es una matriz ortogonal, Y) es una matriz cuyas columnas
forman una base del subespacio del rango de A, y las columnas de Z; forman
una base del subespacio del niicleo de AT y Rj, € R™*™ es una matriz
triangular superior de rango maximo.

LLamaremos Hessiano reducido, y lo denotaremos Hy, , a la matriz Z} H Zy,
donde H es la matriz asociada a la parte cuadratica del funcional a minimizar
en (PCG).

Denotaremos por V; al conjunto de indices asociados a restricciones del
funcional que no estan en el conjunto de trabajo.

4.1. Un algoritmo para (PCG)

Propondremos un algoritmo de conjunto activo que es una generalizacién del
método visto en la asignatura Optimizacion I para programacion cuadratica
convexa estdndar (sin términos de penalizacién).

PASO 0:
Si el usuario no suministra un punto admisible, calcular uno, x°. Poner
k=0.
Construir el primer conjunto de trabajo, Iy, con las restricciones activas
en 7° que sean linealmente independientes y calcular la correspondiente
factorizacion QR.

PASO 1:
Definimos el subgradiente como g* = a(Hz* + p) + Z nij, donde
JEVE
1 si clah >0y,
=94 -1 si elaf<b; y 1<j<my, (4.1)

0 en otro caso.

Si ZI'g* # 0, seguir en el paso 2. En caso contrario calcular los candidatos

- ~(k : . .
a multiplicadores de Lagrange, )\( ), que verifican el sistema de ecuaciones
lineales siguiente:

AX® = gk, (4.2)

~(k ) T . . ., .
Sea AW € RmMitmatTe reconstruido a partir de la solucion del sistema
. ~k .. ,
anterior, tomando A, = 0 para las restricciones de K que no estan en el
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conjunto de trabajo y siendo my el nimero de restricciones del funcional que
estdn en el conjunto de trabajo.

= Si X(k) cumple las condiciones del teorema 3.2.2 entonces x* es la
solucién de (PCG) y el algoritmo finaliza satisfactoriamente.

= En otro caso, eliminar del conjunto de trabajo la restricciéon asociada
a un multiplicador de Lagrange que viola la correspondiente condicion
de optimalidad (3.6), (3.7) o (3.9) eligiendo o bien el primero que lo
hace (estrategia 2) o bien el mayor incumplidor (estrategia 1). Para
esta ultima tomar las siguientes expresiones que varian segun sea la
restriccion a considerar:

/\_2C si es de desigualdad y de K,
vF = 1- ]Xf\ si es de igualdad asociada a F,
mm{)\_lk, 1-— Xf} si es de desigualdad asociada a F.

Sea S* el menor de todos estos valores.
Si la restriccion eliminada esta asociada a un término del funcional F,
modificar también el gradiente de la forma

—k k k=

g =g +o0¢, (4.3)

donde ¢* viene dado por

1osi A >,
o = 0 si XO <0 y larestriccién es de desigualdad,

—1 =i on < —1 1y la restriccién es de igualdad,

siendo Xfo el multiplicador asociado a S*.

PASO 2: Calcular una direccién como df = Zydy, siendo dgz, la solucién del
sistema

1
Hy dy = —E(Zk)T§k7 (4.4)

donde g, = gx en caso de no haberse aplicado (4.3).

PASO 3: Estudiar la degeneracién y calcular el paso, pg, con informacion
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de las restricciones que no estan en el conjunto de trabajo mediante la
siguiente féormula

pr = min{1, pi, pis}, (4.5)
donde p; estd asociado a restricciones de K:

b _ CT k
o= min e,
J¢I, ldF>0 }Fd’“

y pif corresponde a restricciones asociadas al funcional F':

P = ey TR P (16)
siendo i
Vii={ic Vi : g a"<b, ¢ d >0},
Vk,Q = {Z eV, : ZTZE [_) _szk < O},

Vis={i€V, : ¢ at =b, ‘Tdk <0, i <myf},
T _ ATk
I
’ crdk
Si pr < 1, buscar un indice en el que se alcance el minimo y anadir la
correspondiente restriccién al conjunto de trabajo. Tomar z*+! = 2¥ + p,d*

y volver al paso 1.

Observaciones

1) Nuestro algoritmo requiere de un punto inicial, 2° € K, para comenzar.
Este punto puede bien ser suministrado por el usuario, o bien puede
ser calculado de diversas formas, por ejemplo resolviendo un problema
de optimizacion no diferenciable como el siguiente:

m;+mq
Minimizar  f(z) = Z maz{0, ¢} z — b;}
(Po) Jj=m;+1
sujeto a c;fpx =0 1< <m,.

La resolucién numérica de (Fy) (ver [7]) nos proporcionard, junto con
un punto inicial admisible, un conjunto de trabajo y la correspondiente
factorizacion QR de su matriz asociada, lo cual nos permite ahorrar
calculos en nuestro algoritmo.
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En la prictica, la nulidad de ZlI'¢g* en el PASO 1 se comprueba
mediante la comparacion de su norma euclidea con una pequena
constante dependiente de la precision de la maquina a la que
llamaremos tolerancia.

En la préctica, para calcular los candidatos a multiplicadores de
Lagrange que aparecen en (4.2) usaremos la factorizacién QR de A
y resolveremos el sistema triangular

En cuanto al sistema (4.4), utilizaremos la factorizacién de Cholesky
del Hessiano reducido, Hz, = LLT, para transformar el sistema original
en dos sistemas de ecuaciones lineales cuyas matrices asociadas son

triangulares:
1 _
Ly = __(Zk)Tgkv
o)

LTdy, =vy.

La modificacién del subgradiente en la ecuacién (4.3) del PASO 1 ha
de ser coherente con el signo de EjTOd’“.

Notemos que al d* = 0 para i € J; \ {Jo}, siendo a; la i—ésima columna
de Ay, y por tanto multiplicando la ecuacién (4.2) por d* tenemos que
(") Tdk = _X?oEjTodka

luego
(¢)Td* + el d* — oMl gt = X5k,
de donde, agrupando términos y utilizando (4.3),
~k

(g")"d" = (0" - )‘jO)Eidk,

obteniendo asi

T ik (g")"d"
cd = ————.
Jo K X]C
(o jo)
Ahora, para determinar el signo de la expresiéon anterior, notemos que
el numerador es negativo ya que (¢*)Td* = —a(d*)T Hd* < 0. Teniendo

en cuenta el denominador distinguimos tres casos:
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Yk ko T gk

= Si A, > 1, entonces ¢” = 1, y por lo tanto ¢; d” > 0.

= Si Xfo < 0y jo > myy, entonces o = 0, luego Ejrodk < 0.
.~k .

» Si A <=1y jo < myy, o% = —1, de donde EJTOdk < 0.

Siempre que se anaden o eliminan restricciones del conjunto de
trabajo, para ahorrar calculos, conviene modificar la factorizacién QR
de la matriz asociada al conjunto de trabajo y la factorizacion de
Cholesky del Hessiano reducido en lugar de calcular completamente
estas factorizaciones.

En el PASO 3, al calcular el desplazamiento no se considera la
restriccion eliminada en la misma iteracion si éste fuera el caso.

Notemos que el algoritmo siempre genera puntos admisibles. Para ello
veamos que 2t = 2 + p.d* € K.

Si i € I, entonces por ser d¥ combinacién lineal de una base del
subespacio del niicleo de AL se tiene que ¢/ d* = 0 y por tanto

T k+1 _ T,k T gk _
c; " =c; " + ppe; d7 = b;.

Sii ¢ I, teniendo en cuenta el calculo de pr en el PASO 3, es claro
que ppcld® < b; — cl'z*, de donde se deduce que

el = ek 4 preld <o,

7 7

Convergencia del algoritmo

En esta seccion probaremos un par de resultados antes de obtener la
convergencia del algoritmo propuesto. Empezamos por establecer que el

desplazamiento en la direccién calculada nos conduce a decrecimiento de
la funcién objetivo de (PCG).

Proposicién 4.2.1. Si el desplazamiento, py, no es nulo, la direccion d*
calculada en el PASO 2 es una direccion de descenso que verifica:

F (2 + pd®) < F(z*) para todo p € (0, py).
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Demostracién Para comparar F'(z*+pd*) y F(2¥) (recordemos que F(x) =
aq(r) + h(z)) determinemos los sumandos de h(z* + pd*) que sean no nulos.
Notemos que podemos prescindir de los sumandos asociados a restricciones
que son activas en z* (¢lz¥ = b;) excepto para la eliminada durante la
iteracion, bien porque estan en el conjunto de trabajo (E;‘»de = 0) o bien
porque pir > 0. Para el resto de los sumandos, comenzamos con aquellos
asociados a restricciones de igualdad y, usando ®(p) = [ (a* + pd*) — by| y
7Tk

bj—cjm

T > (), observamos los siguientes casos:
C:
j

€; =

1) Si ¢lak > b, se tiene que:
= Sicld >0, ®](p) =l (2" + pd*) —b;, Vp € (0,+00).
= Sieldt <0, ®(p) =2l (aF + pd*) —b;, Vp € (0,¢].
) Siczk < b;, entonces:
= Sicld <0, ®(p) = — (e (a* + pd*) — b;), Vp € (0, +00).
= Si E]Tdk >0, (I)jl(p) = —(ET(xk + pdk) - Ej)v VP S (0>Ej]‘
Consideramos ahora el resto de los términos asociados a restricciones de
desigualdad. Con la notacién ®(p) = max(0,¢; («* + pd*) — b;) y definiendo
¢; del mismo modo que antes, observamos los siguientes casos:

1) Siclzt > b;, tenemos:

= Sicld >0, ®)(p) =l (2% + pd*) — b,  Vp € (0,+00).

» Sicldh <0, ®(p) =l (" + pd*) —b;,  Vp € (0,¢].
1) Siclab <b;
= Sieldt <0, ®4(p) Vp € (0,400).

=0,
= Sicldh >0, ®4(p) =0, Vpe (0,6

De este modo, usando (4.1) y (4.6), tenemos que si 0 < p < p; entonces
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m;f mgf+mgs
F(z* + pd*) = aq(a® + pd) + > _@l(p)+ D Di(p) =
j=1 j=mir+1
04,02 N\T 17 7k
= F(z*) +p |aVq(x ng T(d)Hd =
JEVE
= F(2*) + p(g")"d" + (d’“)TH d". (4.7)

Notemos que si en la iteracion se ha utilizado (4.3), las igualdades anteriores

se verifican con 1} = o*.

Ahora, usando (4.4) se deduce (d*)Tg¢ = —a(d*)THd* y por tanto (4.7)
puede reescribirse como

F(2* + pd*) = F(z*) + ap ( 1+ ) (dYT Hd". (4.8)

Asi, usando que H es definida positiva y que d* es no nulo, se concluye que
F(z* + pd¥) < F(2*), Vp e (0,min {2, p;s}. O
En el siguiente resultado analizamos el interés del paso unidad en (4.5).

Proposicién 4.2.2. Si p, = 1, 2**! es la solucion del problema

Minimizar F(x) ) + Z h(
JEVE
(Pouz) sujeto a  cix=0b; sij€ I,
cir=>b; sijé€ly,
chxgbj sij & I.

Demostracion Veamos si se cumplen las condiciones suficientes de
optimalidad. Aplicando (4.4) obtenemos:

Z¥ |a(HZydg, + Ha* +p) + > nfe;| = 0.
S

De donde se deduce que existen \; € R para j € J, = I U I, cumpliendo

C“[H@k"‘dk)"‘p} +Z77§51 = _Z)\jaj-

i€V J€Jk
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Y tomando A? = 0 para j ¢ J, (las ultimas restricciones del problema
(Pauz)) tenemos que se cumplen las condiciones de optimalidad descritas en
el teorema 3.2.2, aplicado al problema (P, ). De donde se deduce que z* +d*
es la solucién de dicho problema. O

Para finalizar esta seccién establecemos un resultado de convergencia para el
algoritmo descrito.

Definicién Se dice que T es un punto estacionario si verifica la condicién
de optimalidad (3.5).

Teorema 4.2.3. Si pr, # 0 en puntos estacionarios, entonces el algoritmo
anterior encuentra la solucion de (PCQG) en un nimero finito de iteraciones.

Demostracion Sea  la solucion de PCG y J su conjunto de trabajo
asociado.

En primer lugar, notemos que si " es un punto estacionario generado por
nuestro algoritmo y denotamos Ji a su conjunto de trabajo asociado, entonces
2" es la solucién del problemal

k

Min F(x)

p _
(PCG)x sujeto a alx =0b; parai € Jy,

cFe <b;, siié Jy.
Ademas usando la proposicion 4.2.1 se tiene que
P < F(2). (4.9)

De donde se deduce que dados dos puntos estacionarios, 2* y x!, generados
por nuestro algoritmo con k£ < t con sendos conjuntos de trabajo asociados, Jj
y Ji, necesariamente Jj, # J;, de lo contrario tendrfamos que F(z') = F(z"),
llegando a una contradiccién con (4.9).

Ademas, aparece al menos un punto estacionario cada n iteraciones del
algoritmo. En efecto, basta notar que en cada conjunto de trabajo hay a lo
sumo n restricciones y que cada iteracién no asociada a un punto estacionario

'Denotamos de nuevo por {a;}jes, las columnas de Aj. Asi, a; denotard ¢; si la

restriccion estd asociada a F' o c; si estd asociada a K. Denotamos b; el término
independiente de esa restriccién.
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implica la adicién de una restriccion al conjunto de trabajo.

Por otro lado, existe tan s6lo un nuimero finito de conjuntos de trabajo
posibles, lo que implica que en un nimero finito de iteraciones se obtendra J
y nuestro algoritmo habra alcanzado la solucion. O]

4.3. Estudio de la degeneracion

Diremos que en una iteracién del algoritmo se produce degeneracion si el
desplazamiento calculado en (4.5) es 0 (en la préctica significa que el paso
calculado es menor que la tolerancia). Esto implica que alguna restriccién
fuera del conjunto de trabajo nos impide avanzar en la direccién que hemos
calculado. En la practica si esto ocurre con las restricciones asociadas a F
vamos a plantear una estrategia que tratara de evitar la degeneracién. La idea
tras esta estrategia es que al no ser una restriccion en sentido estricto la que
nos produce la degeneracién, queremos saber si podemos hacer decrecer el
valor del funcional manteniéndonos dentro del conjunto de puntos admisibles
a costa de violar la restriccion problematica, objetivo para el que calcularemos
una nueva direccion de descenso. Para ello, supongamos que tenemos un
punto z*¥ generado por nuestro algoritmo junto con un conjunto de trabajo
Ji de matriz asociada Aj al comienzo de la iteracién k y una restriccién
CigT — Eio, con 1 <ig < m;y + mgr que nos produce degeneracion.

Si a lo largo de la iteracion se ha eliminado una restricciéon del conjunto
de trabajo, ajTOm — Bjov vamos a denotar J, vy Aj al conjunto de trabajo
tras eliminar dicha restricciéon y a su correspondiente matriz asociada.
Disponemos también de las matrices Z, v Z; asociadas a los subespacios de
los nuicleos de ATy ZZ respectivamente, de las que sabemos que Z, = [Z, 2o).
Entonces tenemos dos posibilidades:

1) Si Zl'¢;, # 0, entonces rango ([Ax @,]) > rango (Ag). En este caso se
anade la restriccion asociada a ¢;, al conjunto de trabajo y no podemos
evitar la degeneracion.

1) Si Zl'¢;, = 0, entonces rango ([Ay ;,]) = rango (A,). De donde:

» Existen ; € R tales que

Eig = Z Bjaj. (410)

JE€EJk
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» Se deduce el hecho de haber eliminado una restriccién (ya que
el dF #0), lo que implica que

g’“ = gk + oaj,.
con o € {—1,0,1}.

. ., —k = 5 .
Para calcular una direccion de descenso, d = Zidy , violando la
restriccion que provoca degeneracion tenemos que resolver el sistema
de ecuaciones lineales

_ 1—7 /—
Hydg, = ——7; (gk + 5@-0> con &€ {-1,1}, (4.11)

siendo Hp = ZZHZk.

Veamos que el término independiente solo tiene una coordenada
distinta de cero. Como ¢* pertenece al subespacio del rango de (Ay),
usando que Zj, = [Zy 2] v (4.10),

—T —k _ . O
_Zk (g +5Cz‘0) = ( _Zg (gk +oa;, +5Ei0) ) . (4.12)

Y aplicando (4.10) y (4.2) nos queda

_Zg (gk +oa;, + 56@'0) = Zgajo ()\?:o — 0 — 55]'0) . (4.13)

Ahora si Hz = sz;‘: es la factorizacién de Cholesky del Hessiano
reducido, usando (4.12) y (4.13) en (4.11), se tiene que

_ To. (N: —g— .
dZC — (ZO ajo( J0 a 56]())) €n s

2
alnk Mk

donde [, , es el dltimo elemento diagonal de Ly y e,, el niy—ésimo
vector de la base candénica de R™ siendo n, = n—my con m; el nimero
de restricciones en el conjunto de trabajo. Por tanto la direcciéon toma

la forma d" = nzo con n € R. De donde, usando (4.10), la direccién

verifica: b (T (On — o — 85,
Tk JO(ZO a’]o) ( jo — O ]0)
ciod - 2 9
alnkvnk

(4.14)
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Tak _ (Zga’jo)2 ()‘jo — 0 — 56j0)

Jjo 2
alnk Mk

a . (4.15)
Las igualdades (4.14) y (4.15) nos ayudaran a determinar la existencia
de una direccién de descenso admisible.

A partir de aqui distinguiremos tres casos segun sea el tipo de la
restriccion eliminada.

= Caso Il.a: La restriccion eliminada ha sido de desigualdad de K.
En este caso, la eliminacion de la restricciéon no ha afectado al
subgradiente por lo que 0 =0y Aj; < 0. Ademds como queremos

que se cumpla que ajoak < 0 para continuar en la regién de puntos
admisibles, aplicando ahora (4.15) obtenemos

ajTOEk <0& )\, — 3883, <0. (4.16)

De nuevo tenemos que distinguir dos casos.

e Caso Il.a.1: | 3;, < 0.
Usando (4.16) en (4.14) se tiene que E%Ek >0, luego d =1,y

por tanto la direccién serd admisible si

>‘J'0 < Bjo -

e Caso Il.a.2: |3, > 0.

. —k .
Por (4.14) se tiene que ¢1d < 0, luego 6 = —1 e iy < myy.
Por tanto la direccion sera admisible si

)‘]'0 + ﬁjo <0.

s Caso Il.b: La restriccion eliminada fue de igualdad asociada al
funcional.
Asi que haber eliminado la restriccién implica que \;, ¢ [—1, 1],
luego tenemos dos nuevos casos.

e Caso IL.b.1: |\ < —1.

En este caso ¢ = —1 y por tanto, aplicando (4.15), tenemos
la siguiente equivalencia para garantizar la admisibilidad

ajdy <0& A, +1—68;, <0.
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Si

6j0<0

, entonces de (4.14), E};Ek > 0, luego 6 = 1y la

direccion serd admisible si

Si

ﬁj0>0

/\j0 +1< Bjo'

, entonces E};d <0, luego 6 = —1 e 79 < m;y. Por

tanto la direccion serd admisible si

e Caso IL.b.2: | )\, > 1.

ﬁjo < _()‘jo + 1)'

En este caso ¢ = 1 y la condicion de admisibilidad viene dada

por ai’ﬁ’“ > 0, o lo que es lo mismo, \;, —1—43;, > 0.
De forma analoga al caso I.b.1 se obtiene que:

Si

,8j0>0

la direccién sera admisible si

>\j0 —1> 5jo-

Y si 6j0 <
sera admisible si

—k . . .,
0], E%d < 0,0 =—-1¢eit < my la direccién

ﬁjo >1-— >‘j0‘

» Caso Il.c: La restricciéon eliminada fue de desigualdad asociada al
funcional. Por tanto A, ¢ [0, 1], luego tenemos dos nuevos casos.

e Caso Il.c.1: | )\, < 0.

En este caso 0 = 0 y queremos que a]TOEk < 0.
Aplicando (4.15) tenemos

Si

Si

sera admisi

,8j0<0

—k
ald <0& A, — 6835, <0

, entonces 0 = 1 y la direccién sera admisible si

)‘jo < ﬁjO'

ﬁjo >0

, entonces 0 = —1 e 39 < myy y la direccién

ble si

Bjo + )‘jo < 0.
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e Caso Il.c.2: |\, > 1.

EnestecasocrzlyajTOEk>O(:>)\j0—1—55jo>0-

De forma andloga a los casos anteriores se obtiene que:
Si|Bj, > 0 la direccién serd admisible si

)\j() —1> ﬂj()'

Ysi| B, <06 =—1eiy <m,sy ladireccién serd admisible

S1

5]‘0 >1-— >\j0‘

En caso de existir varias restricciones asociadas al funcional que impidan
avanzar en la direccion calculada, estudiaremos la existencia de direccién
para cada una de ellas.



Capitulo 5

Recuperacion de imagenes

5.1. Modelizacién del problema como (PCG)

Antes de comenzar, debemos definir claramente lo que es una imagen y a lo
que nos referimos con recuperarla.

Definicién Una imagen en escala de grises es una aplicacién

Wi Q=[0,1%[0,1] — [0,400)
(z,y) = f(z,y)

donde se asocia a cada punto (z,y) del cuadrado unidad un nimero w(z,y)
que determinara la intensidad de brillo o escala de gris de la imagen en ese
punto.

Figura 1: Ejemplo de una imagen y su grafica en escala de grises

33
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Por diversos motivos, una imagen w puede verse afectada por dos tipos de
distorsion, un difuminado y una distorsién aditiva o ruido de forma que se
tiene:

z=Hw+n,

donde z es la imagen distorsionada, w es la imagen original, H es el
difuminado y 7 el ruido. Nuestro objetivo es entonces reconstruir w a partir
de z en el caso especial de ausencia de difuminado, es decir, z = w + 7.
Por ejemplo, en la figura 1 tenemos una imagen a la izquierda y su
correspondiente escala de grises o intensidades (w) a la derecha, y en la
figura 2 tenemos ambas representaciones (z) para una distorsién aditiva de
la imagen de la figura 1 con la que hemos trabajado.

Figura 2: Ejemplo de una imagen distorsionada y su escala de grises.

La eliminacion o reduccion de este tipo de ruido es fundamental en diversos
procesos de visién por computador, por ejemplo en imagenes tomadas con
una camara digital u otros dispositivos tales como un escaner. En algunas
aplicaciones (por ejemplo médicas) es esencial que el tratamiento de las
imégenes conserve los bordes, ya que son elementos criticos en etapas
posteriores para el conteo de objetos o el reconocimiento de estructuras.

Si observamos la imagen distorsionada de la izquierda de la figura 2 facilmente
reconoceremos las siglas UC, lo que nos puede llevar a pensar que la
recuperacion planteada es un proceso en cierto sentido trivial o innecesario,
sin embargo basta un vistazo a su escala de grises para darnos cuenta de
que esto no es asi. Este efecto se debe a que la vision humana también posee
algin tipo de procesado de imagenes, de forma que podemos reconocer ciertos
patrones.

Para abordar el problema de la recuperacion de imagenes, teselaremos el
dominio de la imagen utilizando n = m? cuadrados o pizeles y supondremos
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constante la intensidad en cada uno de los subdominios:

Tim | L2m | " | Tm,m
T12 | L22 | " | Tm2
T11 | 21 | | Tm,1

donde z; ; representa la intensidad en el cuadrado (i, 7).

Asi que la imagen distorsionada vendra dada por una matriz de datos, z, que
reordenada en forma vectorial da lugar al problema de minimos cuadrados
regularizado:

Min F(z) = Sz =23+ TV ()
(PCGr)

sujeto a x>0,

donde el parametro de penalizacién, «, mide la prioridad que damos al
término minimo-cuadratico frente a

m m—1 m—1

1 — m
TV (z) = - < i — zigeal + ) D> i — $i+1,j|> ~
j =1 j=1

=1 j=1 7

Este segundo término, TV (z), mide la variacién total en niveles de gris de
una imagen x reordenada en forma matriciall. Su uso estd especialmente
indicado para recuperar imagenes con bordes cortantes (ver por ejemplo [2] y
[5]). Adema&s puede expresarse como la norma de un producto matriz-vector.
En efecto, sea E = (e; ;) la matriz (m — 1) x m dada por

1 si 1=,
eij =14 —1 si t=j5—1, parai=1,...,m—1,
0 en otro caso.

Entonces

o 1 ([ FBexl

1 Utilizaremos la misma notacién para referirnos a una imagen tanto si sus valores estan
dados por una matriz como si estan dados en forma vectorial.
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donde ®x es el producto de Kronecker y C tiene m;; = 2m(m — 1) columnas
y m? filas. De este modo el problema (PCGz) puede reescribirse como

Min F(z) = gllz — 23 + Il
(PCGr)

sujeto a z > 0.

El término de regularizacién, ||Cz||;, se ha usado en otras formulaciones para
la recuperacién de imdgenes, como por ejemplo en [4]. Otras regularizaciones
han sido utilizadas por ejemplo en [3] y [5].

Notemos que en nuestra formulacién hemos anadido restricciones de cota
sobre las variables, pero podemos encontrar otras formulaciones que han
eliminado tales restricciones. Esto se debe fundamentalmente a que la
resolucion del problema es mas sencilla.

Para la resoluciéon numérica de (PCGz) podemos considerar una adaptacién
del algoritmo de conjunto activo presentado en la seccion 4.1 teniendo en
cuenta que en este caso H = I, lo que conlleva algunas simplificaciones
como por ejemplo el célculo de la direccién de descenso (que no requiere la
factorizacién de Cholesky de Hy para resolver (4.4)).

5.2. Otra formulacién equivalente

El problema de la recuperacion de imégenes, como es usual en matematicas,
puede enfocarse desde varias perspectivas distintas. Ahora consideraremos
una formulacién equivalente a (PCGy), aumentando considerablemente el
nimero de variables, para obtener un problema de programacion cuadratica
convexa estandar (sin términos no diferenciables). Introduciendo variables
auxiliares, podemos convertir el problema (PCGz) en el problema

4 my g

. o
Min G(I,U,U): EHZE—ZH%‘FZ(UZ—FUZ)
i=1
(PC2) { (2, u,v) € R x R™is x R™is
. —T
sujeto a Cr—u+v=0,
\ z,u,v > 0.

Veamos que ambos problemas son equivalentes. Antes de comenzar, llamemos
p el vector de términos lineales de (PCGz) y p el de PCz, de forma que se
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tiene:

p=

o oS3

siendo e = (1,...,1)T. En primer lugar vamos a enunciar las condiciones de
optimalidad de ambos problemas. Aplicando el teorema 3.2.2 tenemos que T
es solucién de PCGr si, y sélo si existen A € R y 7 € R™ tales que:

aZ+p+CAN—T=0, (5.1)

~ 1 si ¢z >0,
A= { -1 si ¢z <0, (5:2)
XN €[-1,1] si ¢z=0, (5.3)
i>0, [-T=0, (5.4)
7 > 0. (5.5)

Por otra parte, (7, @, 9)T es solucién de (PCz) si y s6lo si existen \ € R™is

i, € R™, i, € R™ir y f1, € R™ir cumpliendo:

ax ]3 C 5 /]x 0
0 + e |+ =T | A=| [ =10 (5.6)
0 e 1 o 0
fo - T =0, fiz >0,
Py -0 =0, [i, >0, (5.7)
[J”U U= 07 /1'0 Z 07
—=T_. .
Cz-utv=0, (5.8)
T,u,v > 0.

Ahora veamos la equivalencia de estos dos sistemas de optimalidad.
Supongamos que (Z,4,7) es solucién de (PCr), entonces de la primera
igualdad de la condicién (5.6) obtenemos claramente la condicién (5.1) y
de las otras dos igualdades tenemos que:

A=c¢c— oy (5.9)
A= —e+ i, (5.10)

2Dados dos vectores, u, v € R™, denotaremos u - v al vector de R™ cuyas coordenada
i-ésima es u;v;.
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de donde usando la positividad de los multiplicadores (ver (5.7)) se deduce
que \; € [—1,1]. Ademés, si ¢/& > 0, por (5.8) tenemos que @; — v; > 0,
luego @; > 0; > 0, lo que, por (5.7), implica (f,); = 0 y por tanto, de (5.10),
A\ = 1. De forma andloga se obtiene que si ¢/ 7 < 0, entonces A\ = —1. Por
todo ello, obtenemos las condiciones (5.2) y (5.3). Por tltimo, es claro que
tomando T = & y 1 = fi, se satisfacen las condiciones (5.4) y (5.5), luego
es la solucién de (PCGz).

Ahora, para el reciproco, si T es la solucién de (PCGz), tomando @; =
max {¢/7,0} y 9 = mazx {—¢/7,0} se cumple la condicién (5.8). Con
fie =T, flu =€ — XY fi, = e + ), es claro que se cumplen la condicién (5.6),
las condiciones sobre el signo y la primera igualdad de (5.7). Veamos que
estos valores también cumplen el resto de la condicién (5.7), distinguiendo
tres casos:

» Sic/T >0, entonces \; = 1, (fi,); = 0y 0; = 0.

= Del mismo modo, si &/ z < 0 se tiene que \; = —1, por tanto (fi,); = 0

= Por tltimo, si ¢/ z = 0 tenemos @; = 0y v; = 0.

Luego se cumple la condicién (5.7) completa, obteniéndose que (7,1, )
cumple las condiciones de optimalidad para (PPCz) y por tanto es la solucién
de ese problema. O
Hemos logrado obtener una formulacién cuadratica estandar equivalente a
(PCG), pero aumentando considerablemente el nimero de variables (ver
Tabla 1). En principio es més sencillo abordar la resolucién numérica de
(PCy), pero su talla nos obliga a utilizar algoritmos de puntos interiores
como por ejemplo el implementado en la funcién quadprog de MATLAB que
describimos brevemente a continuacion (para mas detalles ver [9]).

Tamano de imagen | N° de variables en (PCGz) | N° de variables en (PCz)
10 x 10 100 460
50 x 50 2500 12300
100 x 100 10000 49600

Tabla 1: Comparativa del nimero de variables para ambas formulaciones.
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Por simplicidad, consideraremos la siguiente formulacién
( 1 ~
Min §yTH y+ply
sujeto a y € R,
Ag;y = beqa
\ y=>0

que contiene a (PCz) como caso particular. Asi, las condiciones (5.6)-(5.8)
pueden escribirse como:

Hij+p+ Acgh — 1 = 0, (5.11)
Aeqy = beg =0, (5.12)
j-pa=0, (5.13)

§,1>0, (5.14)

y la idea del método es resolver este sistema de ecuaciones no lineales con
restricciones sobre el signo de las variables. Para ello, se aplica una variante
del método de Newton-Rhapson, ya que la presencia de las inecuaciones (5.14)
hace que el algoritmo original en ocasiones produzca direcciones no admisibles
o que lleven asociado un paso demasiado pequeno. Para tratar esa variante,
consideremos en lugar de (5.11)-(5.13), el siguiente sistema perturbado

Hy+p+ Acgh — 1t 0
Aeqy_beq = 0 9
Y- Te

con 7 > 0% y la direccién de Newton asociada, (dy,dy,d,), que verifica el
sistema de ecuaciones lineales

H Ay -1 d, 1
Ay 0 0 dy | = T : (5.15)
A0 Y d, —Y-p+ore

donde A e Y son matrices diagonales cuyas entradas no nulas son i e y
respectivamente, r; y 9 son los residuos de los grupos de ecuaciones (5.11) y
(5.12) y 0 € [0, 1]. En realidad, en cada iteracién se resuelve (5.15) con o = 1

37 es el pardmetro que define el camino central, C, en el método de puntos interiores.
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y con ¢ = 0. Si ¢ = 1 tenemos una direccion correctora hacia el camino
central y con ¢ = 0 obtenemos una direccion predictora, que es la direccién
estandar del método de Newton.

La principal diferencia entre los algoritmos de conjunto activo y los algoritmos
de puntos interiores reside en que los primeros calculan candidatos a
multiplicadores que cumplen siempre la ecuacién no lineal (5.13) de las
condiciones de optimalidad e iteran hasta cumplir la condicién sobre el
signo de los multiplicadores. Por el contrario los algoritmos de puntos
interiores mantienen siempre multiplicadores con el signo correcto, y tratan
de disminuir el residuo de la ecuacién no lineal (5.13) en cada iteracion.

5.3. Ensayos numeéricos

A continuacién mostramos los resultados numéricos obtenidos con nuestro
algoritmo para dos imagenes de 40 x 40 pixeles. Las figuras 3 y 4 corresponden
a la primera de ellas y las figuras 5 y 6 a la segunda. En todas las figuras a la
izquierda se presenta la imagen original (w), en el centro la imagen perturbada
o dato (z), que hemos construido introduciendo un ruido aleatorio en el
intervalo [—1, 1] en cada pixel, permitiendo asi que el ruido alcance un 50 %
del valor maximo de la escala original, y a la derecha mostramos la imagen
recuperada (7). En las figuras pares se presentan las escalas de grises de las
correspondientes imagenes de las figuras impares. También incluimos algunas
tablas que muestran datos relevantes en cuanto al coste y a la calidad de las
soluciones obtenidas tanto con nuestro codigo como con el cédigo quadprog
de MATLAB. Este ultimo nos permite trabajar con imédgenes mas grandes,
a modo de ejemplo presentamos un texto obtenido de la pagina web del libro
[6] y una senal de tréifico (ver figuras 7-10).%

En las tablas se utiliza la notacion:

» CA1/CA2: Algoritmo de conjunto activo con la estrategia 1 o 2
respectivamente (ver seccién 4.1).

= PI: Algoritmo de puntos interiores implementado en quadprog.

» JCD: Namero de iteraciones con degeneracion.

4Todos los ensayos se han llevado a cabo en un Pentium(R) Dual-Core, 64 bits, 2.80
GHz utilizando Windows 7 como sistema operativo y la version R2011B de MATLAB.
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= EMD: Error medio de los datos, EM D(z) = E u
n
i=1

= EMXD: Error maximo de los datos.

= EMS: Error medio de la solucién en relacion a w.
= FMXS: Error maximo de la solucién.

= SMI: Superado el maximo de iteraciones fijado.
» TOL: Tolerancia para el criterio de parada®.

En la tabla 2 evaluamos, para cada ensayo (asociado a una imagen y a uno
de los dos cddigos), el coste de la imagen recuperada medido en tiempo de
ejecucion y en numero de iteraciones.

Ensayo | Imagen | Codigo o Tiempo Iteraciones | ICD
1 Cruz CA1l |6.25e-2 | 9 min 43 s 2000 524
2 Cruz CA2 | 6.25e-2 | 11 min 49 s s 2000 343
3 Cruz PI 6.25e-2 1s 12 -
4 Logo UC | CAl1l |5.00e-2| 10min 1s 2000 463
5 Logo UC | CA2 |5.00e-2 | 12 min 11 s 2000 370
6 Logo UC PI 5.00e-2 1s 12 -
7 Texto PI 1.07e-2 | 1 min 23 s 13 -
8 Senal PI 1.20e-2 58 s 13 -

Tabla 2: Evaluacion del coste de algunos ensayos.

Comparando las dos ultimas columnas de la tabla 2 podemos observar
el gran namero de iteraciones en las que se produce degeneracién con el
algoritmo de conjunto activo (CA), que oscilan entre el 17% y el 26 % del
total. Esto se debe a que las dos primeras imédgenes, aunque en aparencia son
sencillas, en realidad son propensas a producir degeneracién ya que contienen
muchas restricciones activas linealmente dependientes debido a sus grandes
areas monocromaticas.

En la tabla 3 se analizan las calidades de las imagenes obtenidas en los

5En nuestro cédigo, la tolerancia se utiliza para comprobar las condiciones del teorema
3.2.2, mientras que en quadprog se utiliza para comprobar las condiciones (5.11)-(5.13)
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Ensayo | ICD | EMD | EMXD | EMS | EMXS Parada TOL
1 524 | 0.4949 | 0.9993 | 0.1326 | 0.8456 SMI 10-12
2 343 | 0.4949 | 0.9993 | 0.1232 | 0.8353 SMI 1012
3 - 0.4949 | 0.9993 | 0.1223 | 0.8351 | Satisfactoria | 107°
4 492 | 0.4907 | 0.9999 | 0.1172 | 0.8110 SMI 10712
5 378 | 0.4907 | 0.9999 | 0.1153 | 0.7668 SMI 10~12
6 - 0.4907 | 0.9999 | 0.1148 | 0.7578 | Satisfactoria | 107°
7 - 0.5010 | 1.0000 | 0.1214 | 0.9974 | Satisfactoria | 10~°
8 - 0.4994 | 1.0000 | 0.0717 | 0.9069 | Satisfactoria | 10~%

Tabla 3: Calidades de las imagenes de los datos y de las recuperadas.

Ensayo | EMS | EMXS | Iteraciones | Tiempo
1 0.1326 | 0.8456 1477 6 min 49 s
2 0.1326 | 0.8456 1477 6 min 45 s
4 0.1172 | 0.8110 1538 6 min 19 s
5 0.1172 | 0.8110 1538 6 min 18 s

Tabla 4: Resultados obtenidos sin tratar la degeneracién

ensayos de la tabla 2. La medicion de los errores se ha hecho en relacion a la
imagen original, que notemos no es la soluciéon del problema de optimizaciéon
planteado. Por otro lado vemos que aunque la reduccion del error maximo
no es demasiado buena, la reduccién en el error medio alcanza el 85 %.

En la tabla 4 vemos los resultados obtenidos si paramos la ejecucion
de nuestro cédigo en el momento que aparece la primera iteracion con
degeneracion. En primer lugar se observa que tanto los tiempos de ejecucion
como el numero de iteraciones se reducen drasticamente y obtenemos
resultados similares a los obtenidos cuando utilizamos el proceso completo,
motivo por el que no se representan las soluciones asociadas a esta tabla. Por
otro lado se pone de manifiesto que la eleccion de la estrategia (CA1 o CA2)
es influyente Unicamente en la presencia de degeneracion.

Debido a que las calidades de las soluciones obtenidas con nuestro cédigo
(CA1 y CA2) son similares a las de las soluciones obtenidas con quadprog
(PI), en las figuras sélo presentamos un ensayo de cada imagen.
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Imagen original Imagen perturbada Imagen recuperada

Figura 3: Imagenes relativas al ensayo 2

Escala original Escala perturbada Escala recuperada

Figura 4: Escalas de grises de las imagenes en la figura 3
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Imagen original Imagen perturbada Imagen recuperada

Figura 5: Imagenes relativas al ensayo 4

Escala original Escala perturbada Escala recuperada

Figura 6: Escalas de grises de las imagenes de la figura 5
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Imagen original ~ Imagen perturbada Imagen recuperada

& Vision is the 2 Vision is the
% art of seeing # art of secing
£ what is 2 what is

2 invisible to E invisible to
= others. others,

Figura 7: Imagenes relativas al ensayo 7

Escala original Escala perturbada Escala recuperada

Figura 8: Escalas de grises de las imagenes de la figura 7
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Imagen recuperada

| & |

Imagen original

Figura 9: Imagenes relativas al ensayo 8

Escala original Escala perturbada Escala recuperada

Figura 10: Escalas de grises de las imagenes de la figura 9
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Conclusiones

En este trabajo hemos partido de un problema conocido para un
estudiante del Grado en Matematicas de la Universidad de Cantabria
(minimizar una funcién cuadratica sujeta a un conjunto de restricciones
lineales) y le hemos anadido términos convexos no diferenciables (asociadas
a la funciéon méximo y a la funcién valor absoluto), lo cual nos ha llevado
al estudio del céalculo subdiferencial de funciones convexas para poder
determinar unas condiciones de optimalidad para nuestro problema (PCG)
(teorema 3.2.2) que son una extension del teorema de los multiplicadores de
Lagrange para programacion cuadratica estandar.

Para la resoluciéon numérica del problema (PCG) hemos estudiado e
implementado el algoritmo propuesto en [7], asi como una nueva estrategia
para el tratamiento de la degeneracién debido a la fuerte presencia de
estas situaciones en los problemas de recuperacion de imagenes que hemos
abordado.

En la experimentacién numérica con los problemas de recuperacién de
iméagenes, hemos logrado calidades similares en las iméagenes recuperadas
utilizando nuestro cédigo y el cédigo quadprog de MATLAB, sin embargo
observamos que nuestro algoritmo es mas lento, debido a que nuestro
codigo sigue una estrategia de conjunto activo usando la factorizacion
QR frente a quadprog que sigue un método de puntos interiores con
las factorizaciones adaptadas para matrices huecas. El uso de quadprog
precisa una reformulacién del problema (PCG) para obtener un problema
diferenciable lo que supone aumentar el nimero de variables en 4y/n(y/n—1),
siendo n el nimero de variables de (PCG). Asi que en otras situaciones en
las que las matrices no sean huecas, nuestro codigo puede resultar ventajoso.
En cuanto a los problemas presentados observamos que, aunque no se
cumplen las condiciones de optimalidad con la tolerancia deseada, las
iméagenes recuperadas pueden considerarse satisfactorias desde el punto de
vista de la eliminacién del ruido.

Finalmente debemos apuntar que la técnica de optimizacién utilizada
solamente permite una mejora en la delimitacion de los grandes cambios
de intensidad, por lo que seria necesario un post-procesamiento de la imagen
solucién obtenida para recuperar otros detalles.
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Glosario

A continuacion describimos algunas de las notaciones que hemos utilizado
a lo largo del trabajo:

» Rf ={z €R : z>0}

x>0 conx € R"” denota x; >0 parat=1,...,n.

(z,y) =aTy.

z+ S conzeR"ySCR” denota el conjunto {x+s : s€ S}

[A B] con A € R"™™ B € R"™"™2 denota la matriz n X (m; +msy) cuyas
my primeras columnas son las columnas de A y las my ultimas son las
columnas de B.

» AS con A € R™*" y S C R" denota el conjunto {a;s : s € S}, siendo
a; las columnas de A.
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