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1. Resumen

El estudio de las epidemias siempre ha despertado gran interés, tanto en el pasado como en
la actualidad. La historia de la humanidad estd marcada por grandes epidemias como la Peste
Negra o la viruela que acabaron con la vida de méas de 300 millones de personas. En los tltimos
dos anos, la epidemia del ébola esta despertando mucho interés debido a su gran letalidad y a
ser la causante de mas de 5600 muertes en el continente africano.

La modelizacién matematica es una herramienta que cada vez se utiliza mas en epidemiologia.
A lo largo del presente trabajo estudiaremos el modelo SIR, introducido en 1927 por Kermack
y McKendrick, y sus variantes més conocidas para predecir la propagacion de enfermedades
infecciosas en una poblacién, tanto desde el punto de vista tedrico como computacional.
Palabras clave: Modelizacién matematica, epidemiologia, modelo SIR, enfermedades

infecciosas, vacunacién, dinamica vital, ecuaciones diferenciales ordinarias.

2. Abstract

The study of epidemics has always generated a great deal of interest, from earlier times as well as
the present. Mankind history is marked by major epidemics such as the Black Death or smallpox
that killed more than 300 million people. In the last two years, the ebola epidemic is attracting a
lot of interest because of its high lethality and for being the cause of over 5,600 deaths in Africa.
Mathematical modelling is a widely used tool in epidemiology. In this work we study SIR model,
which was introduced in 1927 by Kermack and McKendrick, and some well-known variants to
predict the spread of infectious diseases in a population, both theoretically and computationally.
Key words: Mathematical modelling, The SIR model, infectious diseases, vaccina-

tion, vital dynamic, ordinary differential equations.

3. Introduccion

3.1. Evolucion histérica y motivacion

Desde la antigiiedad el ser humano se ha visto afectado por enfermedades (pestes) que se ex-
tendian velozmente y podian llegar a acabar con la vida de poblaciones completas. Los primeros
escritos sobre las pestes se encuentran en la Biblia (Isafas 37:36-38, Exodo 9:9) donde relacio-
naban las epidemias con un efecto de la célera divina. En aquellas épocas la Biblia ya recogia
varias practicas sanitarias para la prevenir el contagio, como el lavado de manos y alimentos y

el aislamiento de los enfermos.

A mediados del siglo XX, los grandes avances médicos (antibiéticos y vacunacién) y la mejora de
los programas de sanidad (abastecimiento de agua potable, alimentos en mejor estado) disminu-

yeron la mortalidad por enfermedades infecciosas en los paises desarollados. Las enfermedades



cronicas, tales como el cancer y las enfermedades cardiovasculares, pasaron a ser la principal
causa de muerte, despertando un gran interés en los investigadores. A pesar de estas mejoras,
las enfermedades infecciosas siguen acabando con la vida de millones de personas en los paises

en desarrollo.

Tras los grandes avances, se creia que las enfermedades infecciosas pronto serfan erradicadas
pero, evidentemente, no ha sido asi. Los microorganismos se adaptan y evolucionan y como
consecuencia aparecen nuevas enfermedades infecciosas (el SIDA o el ébola) y reemergen algu-
nas que se consideraban controladas (el dengue o la fiebre amarilla), extendiéndose por nuevas
regiones. Ademas el genoma de algunos microorganismos a veces puede cambiar ligeramente vy,
como consecuencia, pueden adquirir resistencia a algunos medicamentos.

Las invasiones animales o humanas de nuevos ecosistemas, el calentamiento global, la degradacion
del medio ambiente, el aumento de los viajes internacionales...son otros factores que propician

la apariciéon de nuevas enfermedades infecciosas.

Como consecuencia de las enfermedades emergentes y reemergentes y de los continuos cambios
en el genoma de los agentes infecciosos, el estudio de las enfermedades infecciosas ha seguido

cobrando interés.

3.2. El papel de las Matematicas

Desde que en 1927 Kendrick y McCormick introdujeron el modelo SIR, se han propuesto y ana-
lizado numerosos modelos de ecuaciones diferenciales para describir la propagacion de enferme-
dades provocadas por distintos agentes infecciosos (SIS, SIRS, SEIS, MSEIR...), convirtiéndose
la modelizacién matemética en una herramienta fundamental para el andlisis de enfermedades
infecciosas.

El proceso de formulacién de estos modelos nos lleva a tener que formular ciertas hipotesis,
crear variables y anadir pardmetros que, preferiblemente, tengan interpretacion fisica. Ademas,
el posterior andlisis de éstos nos lleva a resultados conceptuales como el Teorema umbral de la
Epidemiologia o el nimero reproductivo basico (Ry).

Por otra parte, las simulaciones numéricas son herramientas experimentales muy utiles para la

estimacién de los pardmetros del modelo a partir de unos datos reales (ver la seccién 5).

4. El modelo SIR

4.1. Introduccién

El modelo SIR es el mas bésico que explica la evolucién de una enfermedad infecciosa creada

por un virus o una bacteria. Un ejemplo de este tipo de enfermedades es la gripe A o el ébola.

En 1927, W.0O. Kermack, A.G. MckKendrick y otros cientificos introdujeron el modelo SIR. Este

modelo consiste en un sistema de 3 EDO’s no lineales que no posee una solucién explicita. Sin



embargo, usando varias herramientas matematicas podemos extraer informacién acerca de las

soluciones del sistema.
El modelo SIR es un modelo compartimental porque divide a la poblacion en 3 compartimentos:

» S(t): Representa al nimero de individuos susceptibles, individuos sanos que al entrar en

contacto con la enfermedad pueden resultar infectados, en funcién del tiempo.

» J(t): Representa al nimero de individuos infectados, individuos que pueden transmitir la

enfermedad al grupo S(t), en funcién del tiempo.

» R(t): Representa al nimero de individuos retirados, individuos que se han recuperado de

la enfermedad y se han vuelto inmunes o han muerto, en funcién del tiempo.
El modelo SIR se basa ademaés en las siguientes hipétesis:

= La poblacién se mantiene constante, es decir, no se tienen en cuenta los nacimientos y
muertes que se producen a lo largo del desarrollo de la enfermedad. Si denotamos por N
a la poblacién total de individuos tenemos que la suma del niimero de individuos de cada

uno de los 3 grupos es igual al total de la poblacién:

N = S(t)+ I(t) + R(¢) (4.1)

= La enfermedad se transmite por contacto directo entre las personas.
= En cuanto un individuo es infectado pasa a estar en el grupo de los infectados.

» Los individuos del grupo I(t) se acaban recuperando de la enfermedad y adquieren la

inmunidad o mueren (pasando en ambos casos al grupo R(t)).

= La tasa de infeccién, que determina el niimero de individuos por unidad de tiempo que se

transfieren del compartimento de susceptibles al de infectados, es proporcional al producto

S(t) - 1(t)

4.2. Formulacion del modelo

A partir de las hipétesis explicadas en la introduccién formularemos el modelo.

La tasa de infeccién viene dada por 5S(t)I(t) donde [ es la tasa per-capita de transmision de
la enfermedad.

Los individuos infectados padecerdn la enfermedad durante un periodo de tiempo determinado
hasta recuperarse y adquirir la inmunidad o morir. El flujo de paso del compartimento de

infectados al de retirados viene determinado por vI(t) donde v > 0 es la tasa de retiro.

Podemos representar el sistema de EDO’s que describe el modelo SIR mediante los comparti-

mentos S, I, Ry los flujos de entrada y salida como se muestra en la siguiente imagen:



Tras estas aclaraciones estamos en condiciones de formular el sistema de ecuaciones diferenciales
que describe el modelo SIR (ver [4, pags 451-452]):

%f(t) = —BS@)I(t), 5(0) = So (4.2)
%(t) = BS(I(t) —vI(t), 1(0) = I (4.3)
%(t) — uI(t), R(0) = Ry (4.4)

donde 8 > 0, v > 0y Sp, Iy, Ry es el nimero inicial de personas susceptibles, infectadas y

retiradas (respectivamente) en una poblacién de N = Sy + Iy + Ry habitantes. Notemos que
S'(t)+I'(t)+R'(t) = 0, por lo que la suma S(t)+I(t)+ R(t) es constante (ver (4.1) ). Aunque el

numero de individuos en cada compartimento es un niimero natural, las variables S, I, R pueden

ser tratadas como variables continuas, cuando la poblacién total es suficientemente grande.
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Figura 1: Gréfico de las soluciones S(t), I(t) y R(t) del sistema de EDO’s definido por (4.2)-(4.4)
tomando como parametros § = 0.0022 y v = 0.4477 y como valores iniciales Sy =763, Ip =1y

Ry =0.



Observacion. 4.1. En algunos libros y articulos nos podemos encontrar el modelo SIR enun-

ciado de la siguiente forma:

ds = .

E;(t) = —Bs(b)i(t), s(0) = so (4.5)
%(t) = Bs(t)i(t) — vi(t), i(0) =1 (4.6)
dr .

a(-lf) — yz(t% 7’(0) =170 (47)

Donde s(t) +i(t) +r(t) = 1.
Para obtener este modelo se ha hecho un cambio de variable, dado por s(t) = S(t)/N, i(t) =
I(t)/N, r(t) = R(t)/N y B = Nj.

Ezisten muchas enfermedades en las que los individuos recuperados nunca desarrollan la inmu-
nidad y pasan a ser nuevamente susceptibles. En este caso, se utiliza el modelo SIS (modelo
recurrente en el que los individuos pasan de susceptibles a infectados y de infectados a suscepti-

bles continuamente) que viene dado por el siguiente sistema de EDOs:

By = —ss@I0) +vI0), SO =5 (4.8)
L = BSWOI0 —vIt),  10) =Ty (4.9

donde 5 >0, v >0y Sy, Ly € [0,N) es el nimero inicial de personas susceptibles e infectadas en
una poblacion de N habitantes. Notemos que S'(t)+1'(t) = 0, por lo que la suma S(t)+1(t) = N.
Como I(t) = N — S(t), este modelo se puede simplificar en la siguiente EDO de Riccati:

S'(t) = (N = S(1)(v - BS(t)).

Como S(t) = N es una solucion particular de la EDO anterior, se puede calcular explicitamente
su solucion general. Por tanto, el estudio de este modelo equivalente al que se va a hacer aqui para

el modelo SIR resulta bastante mds sencillo.

4.3. Estudio analitico

El inverso de la tasa de retiro (1/v) se puede interpretar como el tiempo aproximado de duracién

de la enfermedad. Usando la ecuacién (4.4) con h pequeno:

R(t+ h) — R(t)

vI(t)=R(t) ~ -

Tomando h = % y despejando:

1
R (t + ) = R(t) + I(t) (4.10)



El nimero de individuos recuperados en el instante ¢ + % es la suma de los que ya se habian
recuperado en el instante ¢ més todos los individuos que estaban infectados en el instante ¢, es

decir, que % es el tiempo promedio que tardan en recuperarse los individuos infectados.

Vamos a demostrar que el sistema (4.2)-(4.4) posee solucién tunica, definida para todot > 0y

que ademés si Sg > 0e Iy >0 :
0< S(t), I(t), R(t) < N, Vt>0.

Este estudio esta realizado con técnicas propias y no lo hemos visto recogido en ninguna publi-

cacion.

Empezaremos demostrando la existencia y unicidad de solucién local del sistema. Vamos a

introducir varios teoremas que nos resultaran ttiles:

Dado el problema de Cauchy :

y =f(t,y) yeR"

(4.11)
y(to) = yo

con f:U C R xR"™ — R” funcién y U un abierto de R"+1.

Teorema 4.1. (Teorema de existencia) [8]. Si f es una funcion continua en U, entonces
para cualquier (to,yo) € U existe € > 0 tal que (4.11) posee una solucion definida al menos en

un cierto intervalo de la forma [to — €,to + €].

Aplicando el teorema anterior a nuestro caso concreto con: y = (S,I,R) y f = (=8SI,BSI —
vI,vl).

Como f es continua en R* podemos afirmar que existe solucién local a nuestro problema (4.2)-
(4.4) definida en [0, 7], para algin 7' > 0

Teorema 4.2. (Teorema de unicidad) [8]. Si f es una funcidn continua y con derivada
parcial respecto a y continua en U, entonces para cualquier (to,yo) € U existe € > 0 tal que

(4.11) tiene una unica solucion definida al menos en un cierto intervalo de la forma [to—e, to+e€].

Calculemos la matriz jacobiana de f = (—=pSI,BST —vI,vI):

-B8I —-pBS 0
61 BS—v 0
0 v 0
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Como todos los coeficientes de la matriz jacobiana de f son continuos en R*, por el Teorema de

unicidad existe una tnica solucién del problema (4.2)-(4.4) definida en un cierto intervalo [0, T7.

A continuacién veremos que S(t), I(t), R(t) > 0 Vt € [0,7]. Cuando Sy = 0 trivialmente
S(t) = 0; igualmente para Iy = 0 se tiene que I(t) = 0. Por ello, a continuacién nos centraremos
en el caso Sy > 0e Iy > 0.

Empecemos exponiendo varios resultados tedricos que usaremos posteriormente para demostrar-

lo.

Teorema 4.3. (Teorema del valor intermedio) [2, pdgs. 100-101]. Sea f : [0,T] — R
una funcion continua, entonces f([0,T]) = [m, M] con m < M.
Del teorema anterior podemos deducir el siguiente corolario:

Corolario. 4.1. Sean f :[0,7] — R una funcion continua y T, m, M € R, tales que T >0 y
m < M y f([0,T]) = [m, M]. Entonces, se cumple:

T
m-T < /f(t)dt <M-T (4.12)
0

Demostracion. Como m < f(t) < M para todo t € [0,T] tenemos que:

T T T T
O/mdtgo/f(t)dtgo/Mdt:>m-T§0/f(t)dt§M-T

O

Vamos a probar ahora algunos resultados propios que nos ayudaran en la demostraciéon de que

las soluciones que comienzan en el primer cuadrante no se salen nunca de él.

Teorema 4.4. Dado el problema de valores iniciales:

y'(t) = a(t)y(t)

4.13
y(0) = yo >0 (419)

donde a € C([0,T]). Se cumple que que y(t) > 0 Vt € [0,T].
Demostracion. Es bien conocido (ver [8]) que la tnica solucién de (4.13) viene dada por:

fta(s)ds
y(t) = yoe®
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¢
Como a es una funcién continua podemos aplicar el Corolario 4.1 del que deducimos que [ a(s)ds

0
t
[ a(s)ds
estd acotada inferior y superiormente luego e® > 0 y podemos afirmar que:
t
[a(s)ds
y(t) = yoe >0

ya que yo > 0.
O

Observacion. 4.2. La hipdtesis de que a(t) sea continua en [0,T] es fundamental, y si no se

cumple, el resultado anterior no tiene porqué verificarse. Por ejemplo:
y'(t) = 7y(t)
y(0) =1

tiene como solucion y(t) = 1 —t, y ocurre que y(t) < 0, Vt > 1 porque la continuidad de
a(t) = 75 falla ent =1.

Teorema 4.5. Dado el problema de valores iniciales:

y'(t) = a(t)y(t) + b(t)

(4.14)
y(0) =90 =0
donde a y b € C([0,T]), siendo b positiva, entonces se cumple que y(t) > 0Vt € (0,T].
Demostracion. Es bien conocido (ver [8]) que la unica solucién de (4.14) viene dada por:
[ fat) [ as)
— [ a(r)d a(s)ds
y(t) = /e 0 b(s)ds + yo | €° (4.15)
0
14 7fsa(r)dr
Para probar que y(t) es estrictamente positiva basta ver que [e © b(s)ds > 0:
0
- fa(’/‘)dr
0

Comobye son dos funciones continuas y positivas, su producto es una funcién continua

mayor que 0 cuya integral también es mayor que 0.

O]

Observacion. 4.3. Si b(t) < 0 puede ocurrir que y(t) < 0 para algin t. Por ejemplo, el proble-

ma:

y'(t) =y(t) =5
y(0) =1

tiene como solucién y(t) =5 — 4et, y se cumple que y(t) < 0 Vt > In (%)



12

Veamos que S(t) > 0 V¢ > 0 supuesto que Sy > 0. Por (4.2) tenemos que:

con a(t) = —BI(t) una funcién continua en [0, 7). Aplicando el teorema 4.4: S(t) > 0Vt € [0, T.

Veamos que I(t) > 0 Vt € [0,T] supuesto que Ip > 0. Por (4.3) tenemos que:

con a(t) = BS(t)—v una funcién continua en [0, T']. Aplicando el teorema 4.4: I(t) > 0Vt € [0, T].

Veamos por dltimo que R(t) > 0Vt € (0,T):
Supuesto que Ry > 0 y que % = vl > 0, porque v > 0 por hipétesis y hemos demostrado
anteriormente que I(t) > 0 V¢ € [0,T]. Esto implica que R(t) es estrictamente creciente. Por lo

que podemos concluir que R(t) > 0Vt € (0,T].

Como S(t)+I(t)+R(t) = Ny S(t), I(t), R(t) >0Vt e (0,T], se sigue que S(t),I(t),R(t) < N
vt € (0,7).

Hemos demostrado que las soluciones se mantienen siempre acotadas en el intervalo [0, 7], pero
queremos ver que la misma propiedad se cumple V¢ > 0.

Aplicando nuevamente los teoremas 4.1 y 4.2, tomando como condicién inicial los valores en
t = T, podemos deducir la existencia y unicidad de solucién en un intervalo [0,7 + 61] y que
0 < S(t),I(t),R(t) < NVt € [T,T + 61]. Repitiendo otra vez los mismos pasos, probamos la
existencia y unicidad de solucién para un intervalo cada vez mayor, hasta llegar a cubrir el

intervalo [0, +00). Concluimos entonces que:

0<S({t)y<N Vt>0 (4.16)
0<I(t)<N Vt>0 (4.17)
O<R{t)<N Vt>0 (4.18)

por aplicaciéon reiterada de los teoremas de existencia y unicidad de soluciéon para el Problema
de Cauchy.

Por (4.16)-(4.17) y (4.2) % < 0 = S(t) estrictamente decreciente V¢t > 0 =0 < S(t) < Sop < N.
Por (4.17) y (4.4) % > 0 = R(t) estrictamente creciente V& > 0= 0< Ry < R(t) < N.

Todo lo demostrado en las lineas anteriores nos lleva a sospechar que S(t) y R(t) tienen un
limite cuando ¢t — 400, ya que ambas estan acotadas y son estrictamente decreciente y cre-
ciente respectivamente para todo ¢ > 0. A continuaciéon demostraremos detalladamente que,

efectivamente, S(t), I(t) y R(t) tienen limite. El estudio siguiente es original.
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Veamos que:
lim S(t) = Seo

t—o0
donde Seo = In fic[0,00)5(t). Notemos que existe dicho infimo por estar S acotada inferiormente

en [0,400). Por definicién de infimo:

Ve > 0,3t >0: 8, <S(f) < S0 +¢
Como S(t) es decreciente:

Vit >t Soo < S(t) <S(f) < Soo+ € (4.19)
Restando Su a (4.19) tenemos que:

Ve>0, 3t >0:0<[S(t) — S| <, VE>1 = lim S(t) = S

Veamos ahora que:
lim R(t) = R

t—o00
donde Ry, = Supte[oyoo)R(t). De nuevo sabemos que existe dicho supremo por estar R acotada

superiormente en [0, +00). Por definicién de supremo:
Ve >0, >0 : Ry —c<R() <Ru

Como R(t) es creciente:
Vt >t Rew—¢ < R(t) < R(t) < Ry (4.20)

Restando R a (4.20) tenemos que:

Ve>0, 3t >0: < R(t)— Roo <0= |R(t) — Roo| <&, ¥Vt > 1

Finalmente, veamos que I(t) también tiene un limite cuando t — +00, I, y ademés I, = 0.
Como I(t) = N — S(t) — R(t) tenemos que:
tlglglo](t) = tlinoloNfS(t) —R(t)=N — Soo — R

Entonces Ioo = N — S50 — Reo.

Ahora queremos demostrar que I, = 0:

lim I(t) =0 & tl_l’>m R'(t) =0 ya que R'(t) = vI(t)

t—o00
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Por reduccién al absurdo supongamos que:

lim I(t) = [, con I € (0,N] (4.21)

t—o00

Entonces:
lim R'(t) = lim vI(t) = vl = Ye>0, A >0: |[R(t) —viy| <e, Vt>1
t—o00 t—00

vl

Tomando € = 52

I I . I )
—VT°°<R’(t)—uIOO<VT°O Vt>t:>R’(t)>VT°° vt > i

Integrando:

. I
Vit > t, R(t)>VTOOt+K—>oo cuando t — oo

lo cual contradice el hecho de que R(t) estéa acotada, luego podemos concluir que lim;_,, I(t) = 0.

A continuacién analizaremos qué condiciones iniciales se tienen que dar para que se produzca o
no una epidemia. Para ello, nos basaremos en las paginas 451-453 de [4].

Estudiaremos el modelo SIR en el plano S-I. Como (4.2) y (4.3) no dependen de R podemos
considerar sélo el sistema de ecuaciones dado por (4.2) y (4.3), ya que una vez conocidos S(t) e
1(t), podemos calcular R(t) = N — S(t) — I(¢t).

Las érbitas del sistema (4.2)-(4.3) son las curvas integrales de la EDO de primer orden:

ar 4 gSsr—vi v
- _—at _ ¥ 77 14 4.22
s~ 4 T TBSI * 3s (4.22)
Integrando:
v v
(s :/<1+>dS:S+1nS+K
con K € R.
Para t=0 :
h:—%+%m&+K
Entonces: g
I(S):—S+IO—|—SO—|—,01HS— (4.23)
0

donde Sy , Iy son los susceptibles e infectados en el instante t =0y p = %

Como S(t) es estrictamente decreciente, conforme ¢ tiende de 0 infinito el punto (S(t),I(t)) se
mueve a lo largo de la curva (4.23) en la direccién en la que S decrece. Ademds, teniendo en
cuenta las EDO (4.2)-(4.3), mientras Sy < p, I(t) decrecerd mondétonamente a 0y S(t) a So; en
cambio, cuando Sy > p, I(t) crece mientras que S(t) decrece hasta un t = t* tal que S(t*) =p e
I(t*) = Ijmasz- Una vez S(t) ha alcanzado el valor umbral p, I(t) comienza a decrecer. Podemos
concluir entonces que se presentara epidemia sélo si el niimero inicial de individuos susceptibles,

So, excede el valor de umbral p = %
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No hay que confundir la evolucién de I respecto de t y respecto de S. Cuando consideramos I
funcién de S (ver (4.23)) lo que se cumple es que cuando S > p, I(S) decrece, mientras que

cuando S < p, I(S) crece hasta que S alcanza el valor umbral p y comienza a decrecer.

Vamos a introducir un concepto importante usado a menudo en epidemiologia. Se trata del
numero reproductivo basico, Ry, indicador del niimero promedio de nuevos individuos infec-
tados que genera un sélo infectado. Mantenemos para este nimero la notacién habitual en la
literatura, Rg, aunque a veces puede inducir a error por confusiéon con la condicién inicial para
los individuos retirados, Ry. Si consideramos que inicialmente toda la poblacién estd formada
por individuos susceptibles, S(0) ~ N, entonces un individuo infectado contagia su enfermedad
aproximadamente a SN individuos por unidad de tiempo, durante el periodo que le dure la

infeccion, % Se espera entonces que este individuo infecte a:

_ BN

14

R (4.24)

personas.

Introduciendo (4.24) en la ecuacién (4.3), tenemos que se creard epidemia si Rg > 1 y no se

creard cuando Ry < 1.

Si el nimero inicial de individuos susceptibles es ligeramente mayor que el valor umbral p,
entonces se puede estimar el nimero de individuos que contraeran finalmente la enfermedad.

Este resultado se recoge en el siguiente teorema.

Teorema 4.6. (Teorema umbral en epidemiologia [4]). Sean p= % y So=p + €, y su-
€
p
de infecciosos Iy es muy pequeno. Entonces, el numero de individuos que finalmente contraen la

pongamos que < es muy pequeno comparado con 1. Supongamos también que el nimero inicial

enfermedad es aproximadamente 2e.

Demostracion. Tomando S = Sy, en (4.23) y teniendo en cuenta que I, = 0:
Soo
—SOO+IO+So+plnS—:O (4.25)
0
Como suponemos que Iy es muy pequeno en comparacién con Sy, podemos despreciarlo y nos

queda:

—Soo+50+plnsﬁz0
So

Sumando y restando Sy dentro del logaritmo:

—Se + S0+ pln (1 - SO;S‘X’> ~ 0 (4.26)
0
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Supuesto que Sy— S €s pequeno comparado con Sy, es decir, que % ~ 0, es posible truncar
la serie de Taylor:
So — Seo So—Sse 1 (S0—5%)\>
n(fl-——|=—"—7——= | ————— | .. 4.27
N < So ) So A (4:27)

después del segundo término.
Sustituyendo (4.27) en (4.26):

S(]—Soo p(SO_Soo>2

O

Sabemos que el valor maximo de I ([;4;) se alcanza cuando dI/dt = 0, y a la vista de la

ecuacién (4.3) esto ocurre cuando S = v/f. Sustituyendo ahora en (4.23):

14 % 1%
Taz = I —1 el 4.2
0+So+ﬁn<50> 3 (4.28)

Vamos a ilustrar el resultado anterior con varios ejemplos propios.

Si conocemos los valores de los parametros 8 y v y de los valores iniciales Sy, Iy y Ry podemos
calcular el valor de S, en cualquier caso (sea Sy préximo a p o no), resolviendo numéricamente
la ecuacién (4.25) usando, por ejemplo, el método de Newton. La ecuacién (4.25) tiene dos
soluciones, pero solo nos interesa la que es menor que p ya que Sy, < p por ser S estrictamente
decreciente.

Por otro lado, también nos resulta 1til para calcular S, la menos conocida funciéon LambertW
(Ver [13]). Se trata de la funcién inversa de T = We", es decir, LambertW (T) = W. La funcién
LambertW tiene dos ramas, pero no admite una expresion explicita y debe ser determinada
numéricamente. Nosotros usaremos la rama que estd definida en [—1/e, 00).

La ecuacién (4.25) puede ser expresada en la forma de T realizando varias transformaciones:

p
Soo — SO+IO SOO
(& =€
So

eSo+1o

Llamando A = 7
0

tenemos:
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Si ahora tomamos W = —S?‘O se sigue que:

=

e
p

e W = A%(—Wp) s W = -

1
De donde LambertW <— App > = W. Deshaciendo todos los cambios realizados y simplificando:

50+IO>

—Soei< P
p

Soeo = —pLambertW

Resolvamos varios ejemplos:

a) Tomando 8 = 0.0022, v = 0.4477, € = 26.5, Sy = 230, Ip = 1 y Ry = 0. Tenemos p = 203.5.

Tanto si aproximamos S, mediante el método de Newton como con la funcién de LambertW
implementada en MATLAB, obtenemos Sy, = 172.74. Por lo tanto: Sy — So &~ 57.26 =~ 2¢ =

53. En este caso se cumple el resultado del teorema umbral de la epidemiologia.

En la Figura 2 aparece representada la funciéon f de la que estamos calculando el cero por el

método de Newton para conocer el valor de S.

140
80
40

20

i}

a0 i ‘ ‘ ; ; ‘
50 100 150 200 250 300 350 400

Figura 2: Representacién de la funcién f(z) = = — (Io + S0+ pln S%)’ donde f(Ss) =0y
Soo < 5.

b) Si tomamos ahora los mismos valores que en a) excepto Iy = 5 obtenemos Sy, = 156.01.
Entonces: Sp — Soo &~ 73.99 # 2¢ = 53. En este caso parece que no se cumple el resultado

dado por el Teorema umbral aunque se cumplan todas las hipdtesis.

Lo ocurrido en b) se debe a que a lo largo de la demostracién del Teorema umbral hemos

eliminado Iy. Si no lo hubiésemos hecho tendriamos:

p p (S0 — Seo 2
_ I — = _ _ P2 Fee})
So — S + 1o So (So — Seo) 5 ( S ) 0
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Realizando el cambio de variable x = Sy — S > 0 tenemos la ecuacién de segundo grado:
2 2 27 _
px® +2(Sop — S5)x — 2551 =0
Suponiendo que Sy = p + €, la Unica solucién positiva de la ecuacién anterior estd dada por:

(p+€)(e+ Ve +2plo)
p

Por tanto, la conclusién del teorema umbral se cumplira siempre que Iy < %. Para el ejemplo
anterior debe ser Iy < 1.74, por eso cuando cogemos Iy = 5 no se cumple el resultado.

Hemos demostrado que si Sy es ligeramente mayor que el valor umbral p e I es pequeno, la
distancia entre Sy y S es muy pequena.

Cojamos ahora un Sy ligeramente inferior que p, es decir, Sy = p — € entonces:

(p— (e + /@ + 2pIy)
P
Si ademas Iy es pequeiio, acabamos de probar que la distancia entre Sy y Soo es también muy

xr =

pequena. Teniendo en cuenta los dos casos estudiados, acabamos de demostrar explicitamente

que el punto (p,0) es estable.

Hemos probado anteriormente que S(t) tiene un limite Ss. Ahora obtendremos una cota superior

e inferior para S que son vélidas en cualquier caso. En particular de ellas se deduce que Sy, # 0.

Proposicién. 4.1. Se cumple que:
_BN
Soe” v < S5 < S (4.29)
Demostracion. So, < Sy porque hemos visto que S(t) es una funcién estrictamente decreciente.

_ BN . .
Para demostrar que Spe™ v < S, vamos a estudiar S como funcién de R:

as % _ —BIS _ —BS

ﬁ:% vl v

Estamos ante una EDO de variables separadas, como S > 0 podemos reescribirla:

1 —B
Integrando en el intervalo [0, ¢]:

—B(R(t)—Rg)

S(t) == Soe v

Ademads como R(t) es estrictamente creciente V¢ > 0, 0 < R(t) — Ry < N, entonces
—BN . . —BN
S(t) > Sy e v lo cual implica que Sy > Sy e v
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Conclusién. El final de una epidemia se debe a la falta de individuos infectados, no a la falta
de individuos susceptibles (S > 0 € I = 0).

Ahora, enunciaremos varios resultados tedricos que nos ayudaran a estudiar ficilmente la esta-

bilidad de los puntos criticos o puntos de equilibrio del sistema:
Teorema 4.7. Teorema de linealizacion [4, pdg. 381]. Dada la ecuacion:
' = Ax + L(x) (4.30)

donde A es una matriz n X n con coeficientes constantes y

Ly(x)
L(z) =
Ln(z)
es una funcion continua de 1, ..., xn que se anula para x = 0 tal que:
L
@l
lzl=0 |||
y x =0 en un punto critico aislado.
Entonces:
a) La solucion de equilibrio x(t) = 0 de (4.30) es asintdticamente estable si la solucion de

equilibrio x(t) = 0 de la ecuacion linealizada x’' = Ax es asintdticamente estable. De manera
equivalente, la solucién x(t) = 0 de (4.30) es asintdticamente estable si todos los valores

propios de A tienen parte real negativa.

b) La solucion de equilibrio x(t) = 0 de (4.30) es inestable si al menos un valor propio de A

tiene parte real positiva.

¢) La estabilidad de la solucion de equilibrio x(t) = 0 de (4.30) no se puede determinar a partir
de la estabilidad de la solucién de equilibrio x(t) =0 de x’ = Ax si todos los valores propios

de A tienen parte real < 0 pero al menos uno de ellos tiene parte real igual a 0.

Teorema 4.8. Teorema de Liapunov. [10, pdgs. 427-429] Sea un sistema autdnomo:

dz — p(g,
;“ (z,9) (4.31)
o =G(x,y)

que posee en el origen un punto critico aislado. Supongamos que E(x,y) es una funcion de clase
Cl en una region que contenga al origen tal que E(0,0) = 0 y E es definida positiva en un

entorno reducido del origen. Si ademds la funcion:

) OF
—F 4+ — 4.32
ox * 8yG (4:32)
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es semidefinida negativa a lo largo de las curvas integrales del sistema (4.31), entonces el origen
es un punto critico estable. Por otra parte, si la funcion (4.32) es definida negativa, entonces el

origen es un punto critico asintoticamente estable.

Observacion. 4.4. 1.- La funcion E del teorema anterior recibe el mombre de funcion de

Liapunov y generaliza el concepto de energia total de un sistema fisico.

2.- El teorema anterior se puede aplicar a puntos distintos del origen siempre que se cumplan
todas las hipdtesis alrededor de dicho punto. Basta trasladarlos al origen mediante un

cambio de variable.

3.- A lo largo del presente trabajo usaremos la funcion de Liapunov, E = S — gln(S’) +1—
S+ S1n(S), donde (S,1) es el punto critico del que vamos a estudiar la estabilidad. Esta

expresion estd inspirada en la ecuacion (4.23).

Para el sistema SIR, probamos a continuacién el siguiente resultado de estabilidad de sus puntos

criticos.

Teorema 4.9. Los puntos criticos del sistema definido por (4.2) y (4.3) son de la forma (S.,0)
con S cualquier valor en (0, N]. Ademds si S, < %, (S¢,0) es estable y, en cambio, si S, > %

es inestable.

Demostracion. Al resolver el sistema:
—BSI =0
BSI—vI=0

Obtenemos como puntos criticos (Se,0) con S, cualquier valor real en (0, N].

Para estudiar su estabilidad realizaremos el siguiente cambio de variable:

S*=85-25.
=1

(4.33)

Tras ello, estudiaremos la estabilidad de (0,0) para el sistema:

s\ 5* .
(I*> :A(I*>+L(S,I) (4.34)

donde A = ( 0 —B5 ) y L(S*,I*) = ( —pS* I )
0 pBS.—v BS*I*

Vamos a comprobar si se cumplen todas las hipdtesis necesarias para aplicar el Teorema de

linealizacion:

- 1L(S*, )| _ - | = BS" I + 18517 _
I(5*,19) =0 |[(S*, T*)||  J1(5*,1%)||=0 |S*[ + [ 1% -
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2|38*I!
im = lim 2|8 =0 4.35
s o0 TS s ST (43
Como L(0,0) = (0,0), el origen es un punto critico aislado y se cumple (4.35) estamos en

condiciones de aplicar el Teorema de linealizacion.

Los valores propios de la matriz A son: Ay =0y Ay = 8S, — v.

= >0 5. > % En este caso, por el Teorema de Linealizacién (0,0) es un punto critico
inestable para el sistema (4.34). Deshaciendo el cambio de variable (4.33) tenemos que
(S¢, 0) es inestable para el sistema definido por (4.2) - (4.3).

= M <0& 5. < % En este caso, como no podemos aplicar el Teorema de Linealizacién,

aplicaremos el Teorema de Liapunov.

Sea E(S,I) =S — S.In(S) + I — S. + ScIn(S.), se cumple E(S.,0) = 0. Vamos a ver que
E es definida positiva en un entorno reducido de (S,,0), es decir, para I = 0y S = S..
Como I > 0, basta ver que S — S.In(S) — S, + S.In(S.) > 0. Dividiendo esta expresién

S Se

entre S, tenemos que ver :

Llamando z = S% y f(2) = 2z —1—1In(z) esto es cierto ya que f(z) >0 Vz >0, con z # 1.

Por tanto, E es definida positiva en un entorno reducido de (S, 0).

Calculemos la derivada de E a lo largo de las curvas integrales del sistema definido por

(4.2) y (4.3):
%(E(S(t),](t))) = ggsl(t)—kaa?f(t) = (1 - if) (=BSI)+pSI—vI=(BS.—v)[ <0

Como 4(E(S(t),1(t))) es semidefinida negativa, (Se,0) es estable.

4.4. Calculo de una solucion analitica paramétrica para el modelo SIR

Actualmente se desconoce la solucién explicita exacta del sistema de ecuaciones que define el
modelo SIR. En la practica se trabaja con aproximaciones numéricas de las soluciones. En
esta seccién calcularemos una solucién analitica exacta descrita de forma paramétrica siguiendo

esencialmente la referencia [5] y ejemplificando los resultados obtenidos numéricamente.

Para empezar, despejamos I(t) de (4.2):

S'(t)
pS(t)

I(t) = - (4.36)



22

Derivando (4.2) respecto a t:

S"(t) = =pS'(O)I(t) — BI'(t)S(t)

Introduciendo (4.2) y (4.36) en (4.37):

1(+)2
S"(t) = —BS(I'() + 558
Despejando I'(t):
- L(S'® (SN
””“5(5@) ~(50) )
Combinando (4.2) y (4.36) 4.3):
L[S t o yS’ (t) _ 1 , _VS’(t)
ﬁ( S() ) S0+ 55w =5 (P90 ) =

Sustituyendo (4.36) en (4.4):

ro -7 (50)

S(t) = Coev() con Cy € R

Integrando (4.40):

Haciendo ¢ = 0 en (4.41) obtenemos el valor de la constante de integracién Cj :
Co = Sper o
Derivando (4.41) respecto a t:
§(1) = LR (pye s

Derivando (4.40) respecto de t:

o v (S (S
i (t)__ﬁ<5(t) (%) )

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

Las ecuaciones (4.40), (4.43) y (4.44) pueden reescribirse respectivamente de la siguiente forma:

S'(t)

v S0 —BR'(t)
) - P

S"t) (S W\ .8
50) ‘<s<t>) = R

(4.45)
(4.46)

(4.47)
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La suma de las 3 ecuaciones anteriores es igual a 0 por (4.39):

2
—R"(t)é — BR'(t) + @R’(t)e%fl(ﬂ =0
14 1%
Despejando R”(t):
R'(t) = —vR'(t) + BCoR (t)e~ v B (4.48)

Para resolver la EDO no lineal (4.48) realizaremos el siguiente cambio de funcién incégnita:
ut) = e v RO (4.49)

Derivamos u respecto de t y despejamos R/(t):

e B 7§R(t)__é / / __Ku,(t)
u'(t) = VR (t)e = VR (tu(t) = R'(t) = 5 (4.50)
Ahora derivamos u/(t) y usando (4.50) despejamos R”(t):
" o 6 /! /B / / B /! u/(t)2
u'(t) = —;R (t)u(t) — ;R (Hu'(t) = ;R (t)u(t) + )
ey VY u/(t) ? u”(t)
= 0=73 ((u(t)) "l ) oy
Sustituyendo (4.50) y (4.51) en (4.48) tenemos:
v [ (d@®)\? () v, vau'(t)\
B ((a(t)) ) ) - (=) +v (5 ) =0
Sacamos factor comun a —%ué)Q :
;u(iy (—u'(zﬁ)2 +u(t)u”(t) — C’Oﬁu'(t)u(zf)2 + l/u'(t)u(t)) =0
Al final nos queda la siguiente EDO de segundo orden:
d*u du\? du
U~ <dt> + (v — C’oﬁu)ua =0 (4.52)
Ahora introducimos la funcién ¢ definida como:
dt
0= (4.53)
De (4.53) se sigue que % = % Derivando u/(t):
" . ¢/(t)
=y
Se sigue entonces:
o' (t)
u' (t) o7 iy _@
SO CA S (t)=—— (4.54)
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Utilizando la regla de la cadena y (4.54) derivamos ¢ respecto de u:

Ao _dodt __w'()

du  dtdu  u/(t)?

¢ (4.55)

Multiplicando (4.52) por —=:

dt

d%u

7z 1 (v—=Copu)

dt2 0 _

Wl u t g = 0 (4.56)
dt dt

Introduciendo (4.55) en (4.56) y multiplicando por ¢ obtenemos la ecuacién diferencial de Ber-

noulli:

d 1
X = 2o+ (v Copu)? (4.57)

Para resolver (4.57) vamos a introducir el cambio de funcién incégnita cldsico en estos casos:
w=¢ ! (4.58)
Derivando w respecto de u, insertando (4.57) y aplicando el cambio de variable:

dw 2@_

— =—¢"

1
du du ¢ <_u¢ +- CO/BU)¢2> ~

d 1
ﬁ =-w- (v — Cofu) (4.59)

La ecuacién (4.59) es una EDO lineal que podemos resolver directamente. Calculemos la solu-

cion de la ecuacion homogénea y una solucién particular utilizando el método de variacién de

constantes:

WHom = Clef wdu Cre™™ = Ciu con C; €R

Wpart = C1 (u)u
Derivamos w respecto de u y sustituimos en la EDO (4.59) w por wpgy:

Whart = O} () + C(u) = - Cr(w)u — (v~ Cou) = Ci(uw) = =2 + o

Integrando:
Cy(u) = —vin(u) + CoBu

La solucién general de (4.59) es:
W = WHom + Wpert = C1u — (vIn(u) — Cofu)u

Deshaciendo el cambio de funcién dado por (4.58):

1
(C1 —vin(u) + Cofu)

o= (4.60)
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Después de todos los célculos realizados ya podemos obtener la solucion completa exacta para

el sistema definido por (4.2) - (4.4) en funcién del pardmetro u.
La solucién para S(u) la obtenemos sustituyendo (4.49) en (4.41):

S(u) = Cou (4.61)
Ahora queremos obtener R(u). Por la regla de la cadena y por (4.50) respectivamente tenemos:

R'(t) = R(u)d(t)

/ t)
R = _2ul
W= 5w
Igualando las dos ecuaciones anteriores:
/ t)
R (u)u(t) = —KU(
(1) =~ 5
Integrando la ecuacién anterior respecto de u:
du v
R udu:/—V@Ru =——1In(u) +Cy
[ R 50 & R(u) =5 In(w)

Sustituyendo para t = 0 en la ecuacién anterior sacamos el valor de Cls:

Ry = —%ln(e_gRO) +Cr & Ry=Ry+Ca= Cy=0

Luego la solucién para R(u) nos queda:

R(u) = f% In(u) (4.62)

La solucién para I(u) es algo mas complicada de obtener. Primero calcularemos la derivada de

I respecto de u aplicando la regla de la cadena. Después, usaremos (4.53) y (4.60):

(8ST - e - L(BCou—v)
= (BSI —vl)p = w(Cy — vin(u) + CoBu)

dr _didt
du  dt du

Estamos ante una EDO de variables separadas:

dl (BCohu — v)du
T u(Cy — vin(u) + CoBu)

(4.63)

Dividiendo la parte derecha de la igualdad (4.63) entre u arriba y abajo e integrando obtenemos:
In|I| =In|Cy —vin|u| + Coful + In |K| = I(u) = (C1 — vIn(u) + Copu)K (4.64)

con K una constante arbitraria.

Por (4.1) S(u) + I(u) + R(u) = N. Sumando (4.61), (4.65) y (4.64):

S(u) + I(u) + R(u) = Cou + (C1 — vin(u) + Cofu) K — % In(u) = N
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Por lo que debe ser K = —% y C1 = —BN. Entonces la ecuacién para I(u) es:

I(u) = %m(u) - (;1 — Cou (4.65)

Hemos conseguido obtener la solucién exacta del sistema definido por las ecuaciones (4.2)-(4.4)

definida en forma paramétrica por las ecuaciones (4.61), (4.65) y (4.62).

Finalmente, vamos a comparar los resultados que obtenemos al usar la solucién analitica con
los que obtenemos por integracién numérica del sistema definido por las ecuaciones diferenciales
(4.2)-(4.4). Tomaremos como valores iniciales Sy = 499, Ip = 1 y Ry = 0. Para los pardmetros,
tomaremos S = 0.0026 y v = 0.5673.

Modelo SIR con solucidn explicita Modelo SIR con solucidn explicita
500 T T T T T T T T

= 199.756 -

400 -

199.754 |-
350

300 | 199.752

g 199.75 |

200+

Namera de individuos
Namera de individuos

199.748 |
150 +

100+ i 199.746

50r 1 199 744 -

L I L I I L L I L L I
0 5 10 15 9.0833 9.0834 9.0834 9.0835 9.0835 9.0836 9.0837 9.0837 9.0838
t

Figura 3: Solucién explicita del modelo SIR junto a solucién numérica en funcién de ¢.

Primero calculamos una solucién aproximada del sistema (4.2)-(4.4) en el intervalo ¢ € [0, 15]
usando la orden ode45 del software MATLAB. Por (4.49) cuando ¢t = 0, v = 1 y cuando
t =15, como R(15) ~ 398.16, u = 0.0161. Después calculamos S(u), I(u) y R(u) en el intervalo
u € [0.0161, 1]. Ahora, usando (4.53) y (4.60) podemos relacionar ¢ y u mediante la integral no

inmediata:

w ds
t—tg =
0 /uo s(C1 —vin(s) + CyBs)

Aplicandolo al caso que nos ocupa:

t: / ‘ ds (4.66)
1 s(=500/B — vin(s) + 4995s)

Hemos calculado la integral (4.66) numéricamente con la herramienta quad del software MATLAB
con una precisién de 1079 para cada valor de u que hayamos calculado S(u), I(u) y R(u). Ahora,
para estos valores de t volvemos a resolver el sistema (4.2)-(4.4) con ode45. La representacion
de S, Iy R calculadas tanto explicitamente como por integracion numérica frente a ¢t se muestra
en la Figura 3 y, como podemos observar, las soluciones se superponen. Si lo ampliamos (gréfico
de la izquierda de la Figura 3) se observan pequefias diferencias (que son de orden 10~*) debidas

a la precisién con la que hemos hecho el cdlculo de las integrales por aproximacién numérica.
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5. Ejemplos reales de aplicacién del modelo SIR

En esta seccién vamos a ilustrar que el modelo SIR se ajusta bien a algunos casos historicos que
estan documentados en la literatura y cumplen las hipdtesis en las que se basa. Los resultados
de esta seccion son originales, aunque existen estudios similares en la literatura relativos a los

dos primeros ejemplos.

5.1. Epidemia de gripe en un internado inglés, 1978

En el ano 1978 se informé a la conocida revista British Medical Journal [1] de un brote de gripe
en un internado del norte de Inglaterra que se extendi6 del 22 de enero al 4 de febrero, infectando
a 512 de las 763 personas que estudiaban alli. En la Tabla 1 aparecen los datos del ntimero de

personas enfermas cada dia. Se sabe ademaés que la epidemia comenzé con un infectado.

Dia | Infectados reales | Infectados segiin modelo
1 3 3.36
2 8 11.14
3 28 35.35
4 75 98.64
5 221 205.77
6 291 282.62
7 255 275.21
8 235 221.82
9 190 163.53
10 125 115.37
11 70 79.60
12 28 54.24
13 12 36.69
14 5 24.71

Cuadro 1: Numero real de individuos infectados en 1978 y prediccién de individuos infectados

segun el modelo mejorado.

En este caso concreto la poblacién permanece constante por lo que nos encontramos en un

escenario ideal para aplicar el modelo SIR.

Nuestro objetivo es determinar el valor de los pardmetros 8 y v del modelo SIR que mejor se
ajustan a este caso. Para ello, usaremos el método de optimizacién fminsearch del software
MATLAB. Como se trata de un método iterativo tenemos que proporcionarle unos valores

iniciales a los pardmetros 8 y v.
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Figura 4: Prediccién de la evolucién de los individuos infectados segiin el modelo SIR. sin mejora

(linea roja), frente a datos reales de individuos infectados (*).

Vamos a calcular una estimacion inicial de 8 y v:

Empecemos con la estimacién del pardmetro . Como disponemos de los datos I(t;) (con t; el

dia i) y N = 763, observamos que al principio I es pequeno y entonces por (4.3) tenemos que:
I'(0) ~ B3S(0)1(0).

Despejando £ de la ecuacién anterior deducimos:

'(0)
N ——— 5.1
7% 5010) >0
Conocemos que la epidemia comenzé con un enfermo, por lo que I(0) = 1y S(0) = 763 — 1.

Entonces, el dato I'(0) lo podemos aproximar por el cociente:

(1) - 1(0)

I ~
()~

(5.2)

Ya tenemos todos los valores necesarios para la estimacion del pardmetro 3:

1) —1(0) _ 3-1

~ ~ ~ 0.0026
B~ sy ~ 7621

Ahora, tenemos que estimar el pardmetro v. Podemos hacerlo de dos formas:

Usando la ecuacién (4.2) y suponiendo que conocemos I(t) podemos despejar S(t) integrando:

S(t) = Cte-e” Jo 1(s)ds
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Usando las condiciones iniciales tenemos que Cte = S(0) por lo que:

S(t) = S(0) - e=AJo I(s)ds (5.3)

Si llamamos ¢* al instante en el que I(t) alcanza su valor méximo tenemos que I’ (t*) = 0. Segin
la Tabla 5.1, en nuestro caso t* = 6. Usando (4.3):

0=I'(t") = BS(t)I(t") — vI(t*) = v = BS(t")

Tomando la estimacién de 3 realizada anteriormente y (5.3):

V= IBS(O) . e_ﬁfot* I(S)ds
Usando la regla del trapecio compuesta para aproximar la integral:

t I I >
/ I(s)dsz(0)—;(6)+Zl(k)—146+3+8+28+75+221—481
0 k=1

Y obtenemos asi una estimacién del parametro v:
v & 0.0026 - 762 - e~ 00020481 — (5673

Existe otra forma maés sencilla de obtener una estimacién inicial del parametro v. En la seccion
4.3 hemos explicado que el tiempo de recuperacién de los infectados es aproximadamente %,
que en numerosos casos es conocido. En el caso que nos ocupa el tiempo de recuperacion es

aproximadamente de 2 dias, por lo que v = 0.5.

Conociendo el valor de las condiciones iniciales Iy = 1, Sp = 762, Ry = 0 y una primera
estimacién de los parametros 8 y v podemos resolver numéricamente el sistema de ecuaciones
diferenciales dado por (4.2)-(4.4) utilizando la orden ode45 de MATLAB para realizar una
primera prediccién de S(t), I(t) y R(t). En la Figura 4 podemos ver la evolucién predicha para
I(t). Observamos que la aproximacién no es muy buena por lo que debemos mejorarla de algin

modo.

Para ello, utilizamos el método de optimizacion fminsearch para encontrar los pardmetros 8y

v que minimicen la funcién:

14
> {G) ~ 1)) (5-4)
=0
donde I(i) es el nimero real de infectados en el dia i y I(i) es el niimero aproximado de
individuos infectados que se ha obtenido resolviendo numéricamente el sistema (4.2)-(4.4) con

ode45 usando las condiciones iniciales Sy, 1o y R y los pardmetros 8 y v que se vayan calculando
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Figura 5: Prediccion de la evolucién de los individuos infectados segin el modelo SIR mejorado

(linea roja) frente a datos reales de individuos infectados (*).

en cada iteracion. Se obtiene que los pardametros § = 0.0022 y v = 0.4477 son los que minimizan
(5.4).

Si resolvemos nuevamente el sistema (4.2)-(4.4) tomando ahora § = 0.0022 y v = 0.4477 obte-
nemos el grafico de la solucién para I(¢) junto a los datos reales que se muestra en la Figura 5.
Observamos que ahora la prediccién del modelo es muy buena (el coeficiente de determinacién

es igual a 0.9742, muy cercano a 1).

> Grafico de los residuos del modelo SIR mejorado
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Figura 6: Representacién de los residuos del modelo SIR mejorado
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También podemos ver en la Figura 6 el grafico de los residuos (diferencia entre el dato real de
infectados y el que se obtiene numéricamente) del modelo SIR mejorado que se comportan de

manera bastante aleatoria, indicacién de que el modelo se ajusta bien a los datos reales.

En la Figura 7 podemos ver la prediccién de la evolucion de los individuos de los grupos suscep-

tibles, infectados y retirados segin nuestro modelo.

Modelo SIR
g : : : : : :

Infectados
Susceptibles
Retirados

Nimero de individuos

T S

00 A

tiempo (en dias)

Figura 7: Modelo SIR que representa la evolucién de los individuos susceptibles, infectados y

retirados en la epidemia de gripe del internado inglés en 1978

Una vez conocidos los valores 8 y v que debemos tomar en nuestro modelo podemos aplicar
toda la teoria desarrollada en la seccion 4.3 a nuestro ejemplo concreto. Como conocemos los
valores de Sy, Iy, v y f3, resolviendo la ecuacién (4.25) por el método de Newton obtenemos
Soo & 19.76. Como I, = 0 podemos calcular una estimacion de Ro & N — I — Soo = 743.24.
Por otro lado, también podemos calcular una estimacion de los valores Sso, Iso, Roo simulando
nuestro modelo SIR en MATLAB en un intervalo de tiempo amplio, por ejemplo de 100 dias.
De esta forma obtenemos los valores: S, = 20.10, I, = 0.00 y R = 742.90, que apenas se
diferencian ni en un individuo de las tedricas.

Para calcular el nimero méximo de individuos infectados, podemos usar (4.28) obteniendo
asi Iae = 290.82. Sabemos que el nimero méximo de infectados fue realmente 291, cifra similar
a la que obtenemos usando las férmulas tedricas si redondeamos los decimales.

Por otra parte, como Rg ~ 3.75 > 1 se crea epidemia (como ya hemos observado). Este ejemplo

también cumple (4.29).

5.2. Eyam, la aldea de la peste

Eyam es un pequeno pueblo situado en Derbyshire, Inglaterra, conocido porque la peste acabé con

la mayorfa de sus habitantes a mediados del siglo XVII, ver [16].
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La enfermedad llegé al pueblo en septiembre de 1665 en un fardo de ropa infectado por pulgas que
un sastre del pueblo habfa traido de Inglaterra. Las primeras victimas contrajeron la enfermedad
por contacto directo de la ropa infectada con la piel. Después de una semana ya se produjeron
las primeras muertes, entre ellas la del sastre. En octubre de 1665 murieron 23 personas. A partir
de ahi empezaron a disminuir las muertes mes a mes hasta mayo de 1666 que acabé solo con 4
fallecimientos.

Sorprendentemente, con la llegada del verano la peste atacé con mas fuerza, dejando unos datos

desoladores que podemos ver en la Tabla 2.

Mes (1666) Muertes Individuos retirados (R(t))
Junio 19 19
Julio 56 75
Agosto 77 152
Septiembre 24 176
Octubre 14 190

Cuadro 2: Muertes y poblacién de retirados en Eyam [9].

El reverendo del pueblo, William Mompesson, decidié tomar medidas ante esta epidemia des-
tructiva. La medida mas acertada fue poner en cuarentena al pueblo para intentar prevenir el
contagio en los pueblos cercanos. Después de 16 meses la peste acabd con la vida de méas de 260

de los 350 habitantes que habia inicialmente.

Para estudiar el caso de Eyam, aplicaremos el modelo SIR definido por el sistema de ecuaciones
(4.2)-(4.4) ya que esta epidemia de peste encaja casi a la perfeccién con las hipétesis del modelo

por varias razones:

= La peste es una enfermedad que se propaga rapidamente.

= El aislamiento total de la poblacién nos permite asumir que estamos ante una poblacion con
un numero fijo de personas ya que, aunque hubiese gente adinerada que huyé del pueblo
y algunos nacimientos y muertes naturales, estos casos son tan reducidos que podemos
ignorarlos. Por lo tanto, estimamos N como la suma de todos los fallecidos durante la

peste y los supervivientes definitivos.

Observacion. 5.1. Sélo vamos a modelizar los datos de junio a octubre de 1666 que es cuando
se produjo el brote mds devastador de la enfermedad, ast tendremos sélo un pico de infeccion
como predice el modelo SIR. Como sdlo hubo 3 individuos infectados que se recuperaron, para

simplificar la presentacion no los hemos incluido.
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Figura 8: Prediccién de la evolucién de los individuos retirados usando el modelo SIR (linea

roja) frente a datos reales de individuos infectados (*).

Comenzaremos el analisis el dfa 1 de junio que serd nuestro tg. Tomaremos N = 273 ya que
antes de la llegada de la peste el pueblo tenia 350 habitantes y en los meses anteriores a junio

murieron 77 personas.

Ahora, para calcular el valor de los pardmetros S y v que mejor se ajustan a nuestro modelo
usaremos el método fminsearch de MATLAB, al igual que hicimos en el ejemplo del internado
inglés, aunque cambiando la funcién a minimizar. Como ya vimos en el ejemplo anterior, nece-
sitamos una estimacion de las condiciones iniciales Sy, Iy y Ry y también de los parametros g y

V.

Empecemos con la estimacién de las condiciones iniciales. Segin [12, pag. 628], el periodo de
incubacién de la peste es de 6 dias (como méximo) y segun [9] el tiempo medio de duracién de
la enfermedad antes de la muerte es de 5.5 dias. Vamos a aproximar entonces la duracién de la
enfermedad en 11 dias. Segin [16, pag. 114] el dia 1 de junio no murié nadie, es decir, R(0) = 0
y del 2 al 12 de junio murieron 4 personas, por tanto, /(0) = 4 como méximo y por la ecuacién
(4.1) obtenemos S(0) = 269.

Una buena estimacién para % la podemos obtener usando la ecuacién (4.25). Conocemos N, Sy
e I, = 0y también podemos aproximar S, &~ 83 (que representa el nimero de supervivientes
a la peste en Eyam) restdndole a N el nimero de muertes entre junio y octubre de 1666 (ver

Tabla 2). Despejando 4 de (4.25) obtenemos 4 ~ 161. Despejando ahora v de (4.4) (¢ medido
en meses):
B Rl(o) N R(l)IR(O)

YT T0) T I(0) =47
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Figura 9: Plano S — I del sistema de ecuaciones (4.2) y (4.3) tomando S(0) = 269 e I(0) = 4.

Como % ~ 161 entonces 5 =~ 0.03.
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Figura 10: Modelo SIR aplicado a la epidemia de Peste que afect6 al pueblo de Eyam 1666.

Ya hemos estimado todos los datos que necesitdbamos. Ahora, usando la orden fminsearch de

MATLAB calculamos el valor de los pardmetros > 0y v > 0 que minimizan la funcién:

5

> (R() — R(0)) (5.5)

i=1
donde R(i) es el nimero real de individuos que han muerto en el mes ¢ (i=1 junio, i=2 ju-

lio...) y R(i) es el ntimero aproximado de individuos retirados que se ha obtenido resolviendo
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numéricamente el sistema (4.2)-(4.4) usando la orden ode45 de MATLAB y tomando las condi-
ciones iniciales calculadas anteriormente y los pardmetros 8 y v que se van obteniendo en cada
iteracion.

En este caso, los pardmetros 5 = 0.0145 y v = 2.2522 son los que minimizan (5.5).

Ahora, podemos resolver nuevamente el sistema (4.2)-(4.4) numéricamente tomando los nuevos
valores de 8 y v.

En la Figura 8 podemos ver representada la poblacién real de individuos retirados junto a su
aproximacién numérica. El modelo SIR se ajusta casi a la perfeccién (el coeficiente de determi-
nacion es igual a 0.997).

En la Figura 9 podemos ver el grafico de S frente a I y en la Figura 10 se muestra la prediccion
de la evolucién de los individuos susceptibles, infectados y retirados en Eyam durante el verano
y otono de 1666.

Finalmente mostramos en la siguiente tabla las aproximaciones numéricas de S(t), I(t) y R(t)

cada mes junto a los datos reales de R(t):

Mes (1666) | S(t) | I(t) | R(t) | R(t) real

Junio 235 | 7 21 19
Julio 161 |32 | 79 75
Agosto 106 | 22 | 145 | 152

Septiembre | 85 9 179 | 176
Octubre 79 3 191 | 190

Cuadro 3: Estimaciones numéricas de las poblaciones de susceptibles, infectados y retirados

utilizando el modelo SIR y poblacién real de individuos retirados.

Observacién. 5.2. Para realizar los andlisis numéricos de toda la seccion 5.2 nos hemos basado
en [9]. A diferencia de lo que hemos hecho aqui, Raggett en su estudio tomd intervalos de 15.5
dias e hizo el estudio del 18 de junio al 18 de octubre. Antes de realizar el estudio aqui expuesto
realizamos el mismo que en [9] y obtuvimos unos resultados igualmente satisfactorios, con un
coeficiente de determinacion de 0.998. Decidimos elegir el mes como unidad temporal porque
queda mucho mds natural y no usamos cifras con decimales para estimar las muertes cada 15.5

dias, que no tienen sentido en su interpretacion fisica.

Ahora, como conocemos los valores de 3 , v, Sy, Iy e I, = 0, si resolvemos (4.25) por el método
de Newton obtenemos So, ~ 75.36. A partir de la tabla anterior también podemos encontrar
una aproximacién numérica de So, = 79, segiin el modelo SIR. Respecto a R, el valor real fue
190 y el obtenido con el modelo SIR 191, bastante cercanos.

Por otra parte, si calculamos el nimero maximo de individuos infectados usando (4.28) ob-

tenemos I = 29.36 y segun nuestra aproximacion numérica fue 32. Destacar también que
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Ry = 1.76 > 1 por lo que, como ya hemos visto, se crea epidemia. De nuevo, también se cumple

la propiedad (4.29) en nuestro ejemplo.

5.3. Un brote de viruela en Abakaliki, Nigeria

En [3, pdg. 399] y [6] se trata la aparicién de un brote de viruela en 1967 en Abakaliki, una
pequena aldea aislada en el sureste de Nigeria. Los habitantes de esa aldea pertenecian a un
grupo religioso que estaba en contra de la vacunacion. En dos meses y medio aproximadamente,

30 de los 120 habitantes fueron infectados. De [3] recopilamos los siguientes datos:

Dia | Nuevos infectados | Dia | Nuevos infectados
0 1 50 1
13 1 51 1
20 1 55 2
22 1 56 1
25 3 57 1
26 1 58 1
30 1 60 2
35 1 61 1
38 1 66 2
40 2 71 1
42 2 76 1
47 1

Cuadro 4: Numero real de nuevos individuos que contraen la viruela en Abakaliki.

Con estos datos no tenemos suficiente informacién para aproximar I(t). Para ello necesitamos
saber cudnto tiempo dura la enfermedad. Segun [15, Viruela] la enfermedad consta de varias

fases:

» Periodo de incubacién. Durante éste las personas no presentan ningin sintoma ni son

contagiosas. Dura un promedio de 12 a 14 dias.

= Fase pédromo. Los sintomas son: fiebre, malestar, dolor de cabeza y en el cuerpo y, algunas

veces, vomitos. Dura entre 2 y 4 dias y en esta fase (a veces) las personas ya son contagiosas.

= Primera erupcién. Se manifiesta primero en la lengua y en la boca en forma de manchitas
rojas. También aparece una erupcion en la piel que comienza en la cara y se extiende por

las extremidades. Este periodo es el mas contagioso y su duracién es de unos 4 dias.
= Erupcion con pustulas. Periodo contagioso que dura sobre 5 dias.

= Pdstulas y costras. Dura sobre 5 dias y también es una etapa contagiosa.
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= Las costras se empiezan a caer. Hasta que no se caigan del todo la enfermedad sigue siendo

contagiosa. Dura alrededor de 5 dias

Tras analizar estas fases, aproximaremos la duracion del periodo contagioso en unos 22 dias.
Sumando el nimero de individuos infectados cada dia y restandolo después del grupo de infec-
tados cada 22 dias, podemos obtener una aproximacién del nimero real de infectados en cada

instante de tiempo como se recoge en la tabla que se muestra a continuacién:

Dia | I(t) | Dia | I(t)
0 1 50 |9
13 2 o1 10
20 |3 55 11
22 3 56 12
25 |6 57 | 12
26 |7 o8 | 13
30 |7 60 14
35 |8 61 15
38 |9 66 13
40 11 71 13
42 12 | 76 12
47 19

Cuadro 5: Aproximacién de I(t), midiendo ¢ en dias.

Empezaremos calculando una primera estimacién de los parametros 8y v. Usando las ecuaciones

(5.1) y (5.2) podemos estimar 3 como:

1(13)—1(0) 2—-1

13 13
~ ~ ~ 0.000646
5~ S0y ~ 1191

Para estimar v tendremos en cuenta que la duracién de la fase infecciosa de la enfermedad es
de unos 22 dias, por lo que v &~ 1/22.

Tomaremos como condiciones iniciales S = 119, [y =1y Ry = 0.

Ahora, usando el método de optimizacion fminsearch de MATLAB calculamos los parametros

B8 >0y v >0 que minimizan la funcién:

> U0 —16))? (5.6)

donde I(7) es el nimero aproximado de individuos infectados en el dia i segin la Tabla 5 e I (i) es

el nimero aproximado de individuos infectados que se ha obtenido resolviendo numéricamente
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Figura 11: Prediccién de la evolucion de los individuos infectados de viruela segiin el modelo

SIR (linea roja) frente a datos reales de individuos infectados (*).

el sistema (4.2)-(4.4) usando las condiciones iniciales y los pardmetros 5 y v calculados en cada
iteracién.

Tras este proceso, resulta que los pardmetros f = 0.0013 y v = 0.0903 minimizan (5.6).

Ahora, podemos resolver nuevamente el sistema (4.2)-(4.4) con la orden ode45 de MATLAB
tomando 8 = 0.0013 y v = 0.0903.

En la Figura 11 se muestran los individuos infectados reales y la aproximacion usando el modelo
SIR con los parametros calculados. En este caso, los datos no encajan igual de bien que en
los ejemplos estudiados anteriormente (el coeficiente de determinacién que obtenemos es igual
a 0.8715). También podemos observar que a partir de los 80 dias no hay més casos reales de
infeccion, debido a que los individuos infectados por viruela en la aldea fueron aislados para
evitar nuevas infecciones a partir del caso 11 (segin se cuenta en [6] ) de ahi que el ajuste no
sea tan bueno como en otros ejemplos, ya que este aislamiento no entra dentro de las hipotesis
del modelo SIR.

Si no se hubiese tomado ninguna medida preventiva, creemos que la poblacién infectada habria

evolucionado como muestra la linea roja del grafico 11.

6. El modelo SIR con dinamica vital.

6.1. Introduccién

El modelo SIR esta indicado para modelizar epidemias en periodos de tiempo no muy amplios

en los que podemos prescindir de los nacimientos y las muertes por causas naturales.



39

Para modelizar una epidemia que se extiende durante mucho tiempo, anadiremos los nacimien-
tos y las muertes por causas naturales al sistema de EDO’s (4.2)-(4.4) de la forma més sencilla
posible, suponiendo que siguen un modelo malthusiano en cada compartimento. Ademé&s, man-
tendremos la hipdtesis de que la poblacion total se mantiene constante.

Hay que destacar que esta modificacién del modelo SIR sigue siendo muy modesta. Si queremos
que el modelo sea més fiel a la realidad tendriamos que considerar que la poblacién total N no
es constante y anadir una nueva ecuacién para N’.

En este caso, veremos que al introducir una fuente de nuevos individuos susceptibles (los recién

nacidos) algunas epidemias pueden tener un caracter recurrente.

6.2. Formulacién del modelo

Anadiremos el pardametro p > 0 que representa la tasa de mortalidad por causas naturales en
cada uno de los compartimentos. También introduciremos los nacimientos, a los que denotaremos

por B, que se sumaran al grupo de los susceptibles.

Podemos representar el sistema de EDO’s que describe el modelo SIR incluyendo la dindmica
vital mediante los compartimentos S, I, R y los flujos de entrada y salida como se muestra en

la siguiente imagen:

."; 851 1 vl fi)

ns \;“‘ l;u’?

Tras las explicaciones previas, estamos en condiciones de formular el sistema de ecuaciones

diferenciales que define el modelo SIR con la dindmica vital (ver [3, pags. 3-17]):

%(t) = —BS()I(t) — pS(t) + B, S(0) = Sy (6.1)
Wy = BSWI0) —vI() ~ I, 1(0) = 1Io (6.2
Wity = vit) - ur), R(0) = Ry (6.3)

donde 8 >0,v >0, u >0y Sy, Iy, Ry es el nimero inicial de personas susceptibles, infectadas
y retiradas (respectivamente) en una poblacién de N = Sy + Iy + Ry habitantes.
6.3. Estudio analitico

Como hemos dicho, por simplicidad, supondremos que la suma de las ecuaciones (6.1)-(6.3) es
igual a 0, entonces B = uN y S(t) + I(t) + R(t) es constante (ver (4.1)).
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Por otra parte, podemos interpretar 1 como %, siendo E es la esperanza de vida del lugar que
estemos tratando.
Veamoslo suponiendo que la poblacion total, P, sigue el modelo de Malthus en declive, es decir,
que se esta extinguiendo:

P'(t) = —uP(t)
(0) ~ P(h);P(O)

Podemos realizar la estimaciéon P’ con h pequeno. Tomando h = i:

1
P(0) = —pP(0) m — 1

Lo que significa que en el intervalo de tiempo (0,

inicial se ha extinguido.

Vamos a demostrar que el sistema (6.1)-(6.3) posee solucién tunica, definida para todot > 0y
que ademas si Iy > 0:
0<S(t), I(t), R(t)< N, Vvt>O0.

El estudio que sigue es original y ha sido realizado para el presente trabajo.

Empecemos demostrando existencia y unicidad local de solucién al igual que hicimos con el
modelo SIR. Aplicando el Teorema 4.1 al sistema definido por (6.1)-(6.3), y = (S,I,R) y f =
(—=BST — puS + uN,BSI — vI — pl,vI — pR), como f es continua en R* existe solucién local a

nuestro problema definida en un cierto intervalo [0, 7. Calculemos la matriz jacobiana de f:

=B —p —BS 0
61 B6S —v—u 0
0 v —

Como todos los coeficientes de la matriz jacobiana de f son continuos en R, por el Teorema 4.2

existe una unica solucién de (6.1)-(6.3) definida en [0, 7.

Veamos que S(t) > 0 V¢ € (0,T] supuesto que Sp > 0. Por (6.1) tenemos que:
S'(t) = a(t)S(t) + b(t)

con a(t) = —pI(t) — p una funcién continua en [0,7] y b(t) = B > 0. Por el teorema 4.5,
S(t) >0Vte (0,T]

Veamos que I(t) > 0 Vt € [0,T] supuesto que Ip > 0. Por (6.2) tenemos que:

con a(t) = fS(t) — v — p una funcién continua en [0, T]. Por el teorema 4.4, I(t) > 0 Vt € [0, 7]
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Madelo SIR incluyendo la dindmica vital
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Figura 12: Evolucién de los individuos susceptibles, infectados y retirados segtin el modelo SIR

incluyendo la dindmica vital.
Probemos por tltimo que R(t) > 0 Vt € (0,T]. Por 6.3:

R'(t) = a(t)R(t) + b(t)

con a(t) = —p funcién continua y b(t) = vI(t) funcién continua y positiva. Por el teorema 4.5,
R(t) > 0Vt € (0,T].

Como S(t)+1(t)+ R(t) = Ny S(t), I(t), R(t) > 0Vt e (0,T] se sigue que S(t),1(t),R(t) < N
vt € (0,7].

Hemos demostrado que la solucién siempre se mantiene acotada en el intervalo [0, 7).

Por aplicacién reiterada de los teoremas de existencia y unicidad de solucion para el Problema de
Cauchy, al igual que se hizo para el modelo SIR simple, se deduce que el sistema de EDO’s (6.1)-
(6.3) posee solucién tnica, definida para todo ¢t > 0 y ademdas 0 < S(¢t), I(t), R(t) < N, Vt> 0.

Vamos a analizar ahora qué condiciones iniciales tienen que darse para que se produzca una
epidemia.

Veamos cuando crece el nimero de infectados:

I'(t) >0 < S(t) > (v+ un)/B, en este caso I(t) crece y se creard epidemia.

I'(t) <0< S(t) < (v+ u)/B, en este caso I(t) decrece y no se creard epidemia.

Introducimos el nimero reproductivo basico Ry para este modelo:

_ BN
=

(6.4)

Si suponemos que Sy ~ N acabamos de ver que se creard epidemia cuando Ry > 1. Notemos

que si ¢ = 0 coincide con el valor dado en (4.24).
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En la Figura 12 podemos ver la evolucién del modelo SIR con la dindmica vital tomando como
condiciones iniciales Sy = 499, Iy = 1, Ry = 0 y dando los siguientes valores a los parametros:
B = 0.0026, v = 0.5673 y p = 0.0625. Si lo comparamos con las figuras 7 y 10 que describen
la evolucion del modelo SIR simple observamos que nuestro nuevo modelo se comporta inicial-
mente de igual manera que el anterior pero después empieza a oscilar varias veces hasta que las
soluciones se van estabilizando hacia un valor constante, ;Cudl serd ese valor?. El teorema 6.1

nos resolverd esta pregunta.

Antes de enunciarlo, recordamos un resultado que vamos a utilizar en su demostracion.

Proposicién. 6.1. Sea el polinomio p(\) = al? + b\ +c con a, b, ¢, € R. Todas las raices de

p(A) tienen parte real negativa, es decir, p(\) es estable < a, b y ¢ tienen el mismo signo.

Teorema 6.1. Una enfermedad modelizada por las ecuaciones (6.1) y (6.2) puede ser o no
endémica dependiendo del valor de Ry. Si Ry < 1 la enfermedad no serd endémica y aca-
bard desapareciendo, tendiendo al inico punto de equilibrio (N,0). Si Ry > 1 serd endémica,
tendiendo al punto de equilibrio (WT“, —% + fﬁ;

Finalmente, si Ry = 1 la enfermedad se mantendrd estable alrededor del punto (N, 0).

y durando un periodo de tiempo indefinido.

Demostracion. Al resolver el sistema:

—BST —pS+puN =0
BSI —vI—ul =0

obtenemos como puntos criticos (N,0) y (”g“, —% + V‘ﬁi)

El segundo punto critico sélo sera considerado cuando sus coordenadas estén en el primer cua-
drante, ya que no tiene sentido hablar de un ntmero negativo de individuos:
po pN

1
-=+ >0& >—eRp>1
B vtp vepn =BT 0T

Por tanto, el segundo punto critico esta en el primer cuadrante < Ry > 1.

Vamos a estudiar la estabilidad de (V,0).

Realizamos el siguiente cambio de variable:
S*=S5—-N
I*=1

(6.5)

Tras realizarlo, tenemos que estudiar la estabilidad de (0, 0) para el sistema:

S* / S* . x
([*) _A<I*)+L(Svl) (6.6)
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donde A = ( N AN ) y L(S*, I*) = < R >
0 BN —v—pu BS*I*

Como L(0,0) = (0,0) y (0,0) es un punto critico aislado y se cumple (4.35) estamos en condi-
ciones de aplicar el teorema de linealizacion.

Los valores propios de la matriz A son: A\ = —u <0y Ay = —(v+ p) + SN.

= My <0&v+4pu>FN < Ry< 1. En este caso, por el Teorema de Linealizacion el punto
(0,0) es asintéticamente estable para el sistema (6.6). Deshaciendo el cambio de variable

(N,0) es asintéticamente estable para el sistema definido por las ecuaciones (6.1) y (6.2).

= Ay > 0 < Ry > 1. Por el Teorema de Linealizacién el punto (0,0) es inestable para
el sistema (6.6). Deshaciendo el cambio de variable (IV,0) es inestable para el sistema

definido por las ecuaciones (6.1) y (6.2)

» Ay =0 < Ry = 1. Como no podemos determinar la estabilidad de (0,0) por el Teorema
de Linealizacion, lo haremos con el Teorema de Liapunov. Para ello usaremos de nuevo la
siguiente funcién, como en el caso sin dindmica vital:

Sea E(S,I) =S — NIn(S)+I— N+ NIn(N). Se cumple E(N,0) = 0 y podemos ver que
E es definida positiva en un entorno reducido de (N, 0) siguiendo la misma argumentacién
que en la demostracién del teorema 4.9. Calculemos la derivada de F a lo largo de las

curvas integrales del sistema definido por (6.1) y (6.2):

L (B(5(0), 1)) = 228'(6) + 1)

dt
N
= <1_S) (=BSI — puS + uN)+ ST — pl — vl =
N2 N2
:(BN_(VM))I_MSHMN_“T:M(—SHN—?):_%(S_N)%O,

donde hemos usado que Ry = 1.

Como 4(E(S(t),1(t))) es semidefinida negativa el punto (NN, 0) es estable

B vtp

Realizamos el siguiente cambio de variable:

Estudiemos ahora la estabilidad de (Vﬂb , —% + LN ):

S+ =8 vt
p (6.7)

* M pN
£ —I—(—E+m)

Tras realizarlo, tenemos que estudiar la estabilidad de (0,0) para el sistema:

S* / S* . x
<1*> _A<I*>+L(Svl) (6.8)
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_,BNN v — _ S* I*
donde A = ( V+”pﬁN : ) yL(S*vl*): ( B* * ’
—p 4 4 0 BS*1
Como L(0,0) = (0,0), el origen es un punto critico aislado y se cumple (4.35) estamos en
condiciones de aplicar el Teorema de linealizacién al sistema (6.8). Teniendo en cuenta que
0= f JZL , calculamos los valores propios de la matriz A:

—Rop—A  —v—p
—p+Rop  —A
cona=1,b=Rop,c=pv+p)(Ro—1)y Ry >1.

= a4+ bA+c=0

Comoa>0,b>0yc>0si Ry > 1, por la Proposicién 6.1 todas las raices de aA? +bA+c =0
tienen parte real negativa, si Rg > 1.

Aplicando el teorema de linealizacién el punto (0,0) es asintéticamente estable para el sistema
(6.8) cuando Ry > 1 y deshaciendo el cambio de variable (6.7), (WFT”, —% + V“JZL
mente estable para el sistema definido por las ecuaciones (6.1) y (6.2) cuando Ry > 1.

) es asintotica-

Lo que ocurre cuando Ry = 1 ya ha sido estudiado porque, en este caso, la segunda coordenada
del punto critico serd igual a 0 y la primera igual a N, por lo que nos encontrariamos nuevamente

en el caso del punto critico (N, 0).
O
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Figura 13: Plano S-1 segtin el modelo SIR con la dindmica vital.

En la Figura 13 aparece representado el plano S — I del modelo SIR con la dindmica vital
tomando como condiciones iniciales So = 499, Iy = 1, Ry = 0 y dando los siguientes valores

a los parametros: § = 0.0026, v = 0.5673 y u = 0.0625. Los puntos criticos del sistema seran
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(500,0) y (242.23,25.58). Como Ry ~ 2 > 1, (500,0) serd inestable y (242.23,25.58) asint6ti-
camente estable. De ahi el grafico en forma de una espiral que converge al punto de equilibrio
(242.23,25.58).

Sin embargo, la representacién del plano S — I del modelo SIR simple (Figura 9) tiene una forma
similar a una parabola y no tiende hacia ningin punto de equilibrio ya que ningtin punto critico

es asintOticamente estable.

7. El modelo SIR incluyendo la vacunacién

7.1. Introduccion

Tras estudiar el modelo SIR incluyendo la dindmica vital nos surge la pregunta: ;Qué podemos
hacer para acabar con una epidemia que tienda al equilibrio endémico?. Aqui es donde entra en
juego la vacunacion.

La vacunacién ha sido uno de los mayores avances de los tltimos tiempos. Comenzé a ser
investigada por Edward Jenner a finales del siglo XVIII, pero no fue hasta el siglo XX cuando
gracias a los avances que hubo en el campo de la bioquimica se empezaron a producir vacunas
baratas y seguras en grandes cantidades.

Las vacunas actiian forzando al cuerpo a tener una reaccién inmune ante futuras infecciones
causadas por un agente bioldgico patégeno. La inmunidad proporcionada por una vacuna nor-
malmente dura toda la vida.

Actualmente la vacunacion salva miles de vidas cada ano en Espana. Normalmente cuando
comienza una epidemia se vacuna a una parte de la poblacién susceptible para intentar frenar su
expansion y conseguir que se extinga. Pero, jcémo saber cudl es el nimero minimo de individuos
que debemos vacunar para poder acabar con la epidemia y minimizar el coste?. Para responder

a esta pregunta necesitamos analizar un nuevo modelo que incluya la vacunacién.

7.2. Formulacién del modelo

Vamos a incluir la vacunacién dentro del sistema definido por las ecuaciones (6.1)-(6.3). Para ello,
introduciremos dos parametros, 1 y 72, que indican respectivamente la tasa de recién nacidos y
la tasa de individuos susceptibles que son vacunados. Al mismo ritmo que se retiran, los recién
nacidos y los individuos susceptibles que son vacunados (71 B y 72S) pasan al compartimento
de retirados.

Podemos representar el sistema de EDO’s que describe el modelo SIR incluyendo la dindmica
vital y la vacunacién mediante los compartimentos S, I, R y los flujos de entrada y salida como
se muestra en la siguiente imagen:

El sistema de ecuaciones diferenciales que define el modelo SIR incluyendo la dindmica vital y

la vacunacién estd dado por (ver [7]):
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| 1

s 51 I vl R

| . +
pus S ] ul L“" .

D) = ~BSWIM) ~ (1) + B~ 1B —0SW),  50) =5 G
W) = BSWIE) —vI() — ul(), 10)= L (7.2
WLty = i)~ uB) + 0B +2S(0) R(O) = Ry (7.3

donde v > 0, > 0, 71,72 € (0,1) y So, Ly, Ry es el niimero inicial de personas susceptibles,
infectadas y retiradas (respectivamente) en una poblacién de N = Sy + Iy + Ry habitantes.

7.3. Estudio analitico

Una vez més, por simplicidad, si la suma de las ecuaciones (6.1)-(6.3) es igual a 0, entonces
B =puNy S(t)+ I(t) + R(t) es constante (ver (4.1)).

Vamos a demostrar que el sistema (7.1)-(7.3) posee solucién tnica, definida para todot > 0y
que ademas si Iy > 0:
0< S(t), I(t), R(t) < N, Vt>0.

Si aplicamos el Teorema 4.1 a nuestro sistema (7.1)-(7.3), y = (S,I,R) y f = (—=BSI — pS +
B(1—v1) =S, BSI —vI—pul, vI —puR+v1B+7S), como f es continua en R?* existe solucién

local a nuestro problema definida en [0,7]. Calculemos ahora la matriz jacobiana de f:

Bl—p-m  —fS  0
61 BS—v—pu 0
Y2 v —H

Como todos los coeficientes de la matriz jacobiana de f son continuos en R*, entonces aplicando
el Teorema 4.2 podemos afirmar que existe una tnica solucién de (7.1)-(7.3) definida en un cierto
intervalo [0, T7.

Veamos que S(t) > 0Vt € (0,7]. Por (7.1) tenemos que:
S'(t) = a(t)S(t) + b(t)

con a(t) = —B1(t) — p—~2 una funcién continua en [0,7] y b(t) = B(1—~1) > 0. Por el Teorema
45, S(t)>0 Vte (0,7
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Veamos que I(t) >0 Vt € [0,T], supuesto que Iy > 0. Por (7.2) tenemos que:

con a(t) = fS(t) — v — p una funcién continua en [0, 7. Por el Teorema 4.4, I(t) > 0 Vt € [0, 7]

Probemos por dltimo que R(t) > 0 V¢ € (0,T]. Por (7.3):

R (t) = a(t)R(t) + b(t)

Con a(t) = —p funcién continua y b(t) = vI(t) +y1 B + 725 funcién continua y positiva. Por el
Teorema 4.5, R(t) >0 Vt € (0,T].

Como S(t)+I(t)+ R(t) = Ny S(t), I(t), R(t) >0Vt e (0,T] se sigue que S(t),I(t), R(t) < N
vt € (0,T].

Hemos demostrado que la solucién siempre se mantiene acotada en [0, T']. Por aplicacién reiterada
de los Teoremas 4.1 y 4.2, como ya hicimos en los casos anteriores, podemos deducir la existencia
y unicidad de solucién para el problema de Cauchy (7.1)-(7.3), definida para todo t > 0y
verificando 0 < S(t), I(t), R(t) < N para todo ¢t > 0.

Si estudiamos los puntos criticos del modelo definido por (7.1)-(7.3) podremos ver cudl es la
proporcién minima de individuos a los que debemos vacunar para acabar con una epidemia,

como recogemos en el siguiente teorema.

Teorema 7.1. Una enfermedad modelizada por las ecuaciones (7.1) y (7.2) puede ser o no

endémica dependiendo del valor de Ry. Si Ry < Mé‘fr_fl) la enfermedad no serd endémica y aca-

bard desapareciendo tendiendo al punto de equilibrio (%, 0). En el caso Ry > uﬁtﬁ), la

enfermedad serd endémica tendiendo al punto de equilibrio (%, “lelgﬁl) — “JEYQ

ptY2
p(l=71)

) y durando

un periodo de tiempo indefinido. Finalmente, si Ry = , la enfermedad se mantendrd es-

pN(1=1)
table alrededor del punto (W,O).

Demostracion. Para empezar vamos a calcular los puntos criticos del sistema definido por las

ecuaciones (7.1) y (7.2) con B = pN resolviendo:

—BST — pS + pN — 1N — 725 =0
BST —vI—pul =0

pN(A-m) o vtp pNQA-=m) _ p+ye
ptye 00) Y \TB 0 v )
Vamos a comprobar cuando estan en el primer cuadrante las coordenadas de los puntos criticos,

Obtenemos como puntos criticos: (

ya que no tiene sentido hablar de un nimero negativo de personas susceptibles o infectadas.
Las coordenadas del primer punto son siempre positivas ya que v; < 1 y el resto de parametros

y constantes son positivos.
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Para que la segunda coordenada del segundo punto sea positiva tiene que cumplirse:

N(1 - Nu(1 -
pNQA=m) _ptye g BN 71)2u+72<:>R02 e
v+ p B v+ p(1 =)

Por tanto, el segundo punto critico esta en el primer cuadrante cuando Ry > “ﬁtﬁ)

Vamos a estudiar la estabilidad de (%, 0). Para ello, realizaremos el siguiente cambio de

variable:

S* — S _ MN(l—Vl)
e pty2 (7.4)

Tras realizarlo, tendremos que estudiar la estabilidad de (0,0) para el sistema:

ISAY 5* .
(I*> =A<I*>+L(S,I) (7.5)

. BuN(yi=1) *I*
donde A = H 2 5MN(1_gj>)ﬁ/2 y L(S*7I*) = _ﬁf *I :
0 T p&l

Como L(0,0) = (0,0), el origen es un punto critico aislado y se cumple (4.35) estamos en

condiciones de aplicar el Teorema de linealizacion.

Los valores propios de la matriz A son:

A= —p—72<0
N(1—
Ny = M_V_M
[ et
Veamos cuando Ay < 0:
N(1— N
BuN(l=m) 0o PN Bt g BEY
1+ 2 vtpoop(l =) w1l =)

Estudiemos la estabilidad del sistema en todos los casos posibles:

" A < 0e Ry < #é‘fﬂ;). Por el Teorema de linealizacién el punto (0,0) es asintética-

mente estable para el sistema (7.5). Deshaciendo el cambio de variable, el punto critico
(MN (1-7) 0

ptyz
y (7.2).

> es asintéticamente estable para el sistema definido por las ecuaciones (7.1)

= >0 Ry > Mé‘fjjl). Por el Teorema de linealizacién el punto (0, 0) es inestable para el

sistema (7.5). Deshaciendo el cambio de variable <%, 0) es inestable para el sistema

definido por las ecuaciones (7.1) y (7.2).
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s D =0 Ry = M?lt’fl)' Entonces (%,0) = (R%,O). Razonaremos como en los

casos anteriores.

Sea E(S,I) =S — NIn(S)/Ro+ I — N/Ro+ N In(N/Rg)/Rg. Se cumple E(N/Rp,0) =0
y podemos ver que E es definida positiva en un entorno reducido de (N/Rg,0) siguiendo
la misma argumentacién que en la demostracién del teorema 4.9. Calculemos la derivada

de E a lo largo de las curvas integrales del sistema definido por (7.1) y (7.2):

d oFE , OF ,
@(E(S(t%](t))) = %S )+ WI (t) =

N
= <1 - RS) (=BSI — S + pN — pNy1 — 18) + (BST — vI — pI) =
0

_ (BN B U N pN?
= (Ro (V+u)) I —pS+pN(1—71) =78+ R, (14 72) + ROS(% 1) =
(RpS — N)?

<0
RoS -

= —u(l—m)

BN _ _pto
vhp T op(l-m)”

donde hemos usado que Ry =

Por el Teorema de Liapunov, en este caso (%, 0) es estable.

Estudiemos ahora la estabilidad de (”JFT“, B lei:“) — “272). Para ello, realizaremos el siguiente

cambio de variable:

S* =G5 — vtu
’ (7.6)
I* =71 — (MN(l_’Yl) . u+"/2> ’
vtp B

Ahora, tenemos que estudiar la estabilidad de (0,0) para el sistema:

s\ S+ L
(I*> = (I*>+L(SJ) (7.7)

BuN(v1—1) o, —BS*T*
donde A = vtp ﬁﬂN(lf'Yl) v M y L(S*,I*) = B* . .
—H =72 + T otp 0 ,BS I

Como L(0,0) = (0,0), el origen es un punto critico aislado y se cumple (4.35) estamos en

condiciones de aplicar el Teorema de linealizacién al sistema (7.7). Calculemos los valores propios

BN .
v+p©

de la matriz A teniendo en cuenta que Ry =

Rop(y1 = 1) = A —v—pu

=aX +bA+c=0
—n=r2+Rop(l—m)  —A

(
cona=1b=Rou(l —m)yc=— (+p(u+y2—Rou(l—m)).
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Comoa >0,b>0yc>0siRy> ufltfl)' En este caso por la Proposicién 6.1 todas las

raices de aA? 4+ b\ 4 ¢ = 0 tienen parte real negativa y aplicando el Teorema de linealizacién el

punto critico (0,0) es asintéticamente estable para el sistema (7.7) y deshaciendo el cambio de

variable (7.6), (”E“ B lei:“) — & J/g”) es asintGticamente estable para el sistema definido por

las ecuaciones (7.1) y (7.2).

pA2
p(l—=m1)

nada del punto critico sera igual a 0, y la primera igual a

BN(1—1)
Ktz = 0)'

ya ha sido estudiado porque, en este caso, la segunda coorde-

pN(1—y1)
w2

Lo que ocurre cuando Ry =
por lo que nos encontrariamos

nuevamente en el caso del punto critico (
O

Del Teorema 7.1 podemos sacar varias conclusiones:

» Si vacunamos tanto a los recién nacidos como al resto de la poblacién (v, 72 > 0) aca-
baremos con la enfermedad si las tasas de vacunacién 7; y 79 cumplen la desigualdad

pty2
Ro < (=)

= Si no vacunamos a los recién nacidos, v; = 0, pero vacunamos al resto de la poblacién la
enfermedad desaparecerd si la proporcién de individuos susceptibles vacunados cumple la
desigualdad 2 > (Rg — 1)p y de ahi se sigue que la proporcién minima de individuos a los
que tenemos que vacunar para acabar con la epidemia, a la que llamaremos nivel critico

de vacunacién y que denotaremos por V., es (Ryp — 1)pu.

= En el caso de que vacunemos a los recién nacidos pero no al resto de la poblacién, v, =
0, la enfermedad desaparecerd si la tasa de vacunacién de los recién nacidos cumple la

desigualdad ~v; > Rﬁgl. Por tanto, V. = Rﬁgl.

Vamos a ilustrar mediante un ejemplo las conclusiones que hemos sacado a partir del Teorema
7.1.

Tomaremos los datos del ejemplo de la epidemia de la gripe en un internado inglés analizado en
la seccion 5.1: N =763, So =762, Ip =1, Ry =0, 6 =0.0022 y v = 0.4477.

Aunque es un caso irreal, debido a que el periodo de tiempo en el ejemplo es muy corto, supon-
gamos que en este ejemplo se incluye la dindmica vital. Tomaremos p ~ ﬁ = 0.0137 ya que
la esperanza de vida en 1978 en el Reino Unido es de 73.18 afios (ver [11]). A partir de los datos
tomados obtenemos Ry = 3.6383.

Si no se vacuna a nadie la epidemia tendera al punto de equilibrio endémico (209.76,16.45)
(Véase Teorema 6.1).

Segun el modelo SIR que incluye la vacunacién para que la infeccién acabe desapareciendo debe

cumplirse:
B+ 2

Ry < ————
O u(t =)
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Figura 14: Gréfico S-I tomando v; = 0.05 y 9 = 0.04.

Con los datos que hemos tomado la desigualdad anterior se cumple si y sé6lo si
0.0497~1 + 2 > 0.0360.

Si resolvemos numéricamente el sistema de EDO’s (7.1)-(7.3) con la orden ode45 de MATLAB,
tomando v = 0.05 y 72 = 0.04 (valores que cumplen la desigualdad anterior) se observa
que la enfermedad acaba desapareciendo, como esperabamos, tendiendo al punto de equilibrio
(184.92,0) (Ver Figura 14), que coincide con el primer punto critico del Teorema 7.1.

Sin embargo, v1 = 0.025 y v = 0.02, no cumplen la desigualdad. Si simulamos el modelo en
MATLAB con estos pardmetros se observa que la epidemia no desaparece tendiendo al punto de
equilibrio endémico (209.72,6.77), que coincide con el segundo punto critico del Teorema 7.1. El

valor de I, pasa de 16.45 a 6.77, lo que significa que el nivel de infeccién se ha reducido.

Tlustremos ahora el caso en el que sélo vacunaremos a una proporcién de los individuos suscep-

tibles (y1 = 0). Tenemos que V, = 0.036, si tomamos 72 = 0.04 > 0.036 y simulamos el modelo

en MATLAB observamos que la epidemia acabara tendiendo al punto de equilibrio (194.7,0).

Vamos a reducir el valor de «9 a la mitad del nivel critico, es decir, a 0.018. En este caso,

la epidemia tenderd al punto de equilibrio endémico (209.77,8.24). Notemos que en este caso

I =~ 824 ~ 162&.

Veamos qué ocurre si v = %. Tomando ~2 = 0.009, entonces la epidemia tiende al punto de

equilibrio endémico (209.74,12.35). Esta vez I ~ 12.35 ~ 31042,

Parece que los efectos de la vacunacién son lineales (Ver Figura 15).

Comprobemos que (en el caso que y; = 0 siempre) cuando v = oV, I = foo(l — ), donde
pN B

foo es I, cuando yo = 1 = 0, es decir, foo =iip B
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Figura 15: Evolucién de I(t) cuando 73 = 0 y los 2 dados.

BBN
o N _pte pNopoVe ;o e K — (1—a)i
v+ 5 vtp BB B

donde hemos usado que V., = (fﬁl — 1) L.

Tlustraremos finalmente el caso en el que sélo se vacuna a una proporcion de los recién nacidos
(72 =0). Ahora V. = 0.725.
Si tomamos 7y, = 0.8 > 0.725 la epidemia tiende al punto de equilibrio (151.37,0).

Con v, = % la epidemia tendera al punto de equilibrio endémico (210.3,8), donde I, ~ 8 =~

16.45

R
Finalmente, con v, = % la epidemia tiende al punto de equilibrio (209.9,12.34) y I, ~ 12.34 ~
3-16.45

1 -

Parece que en este dltimo caso los efectos de la vacunacién también son lineales. Comprobemos

que cuando v; = aV,, I = foo(l —a):

Ro—1
pN(1—m) p > pN(Ve) “N(f@o>
I = — = =1y =1 —« =

v+ p B vVt p v+ p

050\

=loo — & = — )l

v+pu
donde hemos usado que V, = Rﬁgl.

Cuando estamos vacunando a un individuo no sélo le estamos protegiendo a él de la infeccién
sino también a los individuos que él podria haber infectado en el futuro. Como ya hemos visto,
la relacién entre el nivel de vacunacién y el nivel de infeccién es lineal. Asi que la vacunacién es

beneficiosa aunque sea limitada y no se pueda llegar al nivel critico de ésta.
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Observacion. 7.1. A las conclusiones que hemos llegado a partir del andlisis del sistema de
ecuaciones diferenciales (7.1)-(7.3) también se puede llegar razonando intuitivamente. Podemos
interpretar Ry como el nimero de personas que potencialmente pueden infectarse a partir de
cada enfermo. Si vacunamos al menos a Ry — 1 de esos Ry casos la epidemia no crecerd y
entonces el nivel critico de vacunacion necesario para proteger a la poblacion parece que tendria
que ser:

Rp—1
Ro

En ocasiones, las vacunas fallan y no generan inmunidad en una fraccion p de los individuos que

Ve =

han sido vacunados. Teniendo en cuenta este error st vacunamos a Ry —1 de Ry casos habremos
cubierto el nivel critico de vacunacion al (1 - p)%. Entonces el nivel critico de vacunacion

pasaria a ser:
Ry —1

" Ro(1-p)

Por lo que si p = 1 es imposible erradicar la enfermedad usando las vacunas.

Ve (7.8)
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