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1. Introduccion

Los errores forman parte del proceso de ensefianza y aprendizaje de las
Matematicas a lo largo de toda la etapa educativa, siendo constante su presencia
en la adquisicién y consolidacién del conocimiento por parte de los alumnos. La
aparicion de respuestas incorrectas suele ser interpretada como sefal de
carencias en el aprendizaje de los alumnos, considerandolo incluso como un
fracaso en la consecucion de los objetivos planteados. Por este motivo se hace
necesaria la incorporacién de actividades que promuevan el ejercicio de la critica
sobre las producciones de los alumnos, que permitan diagnosticar, detectar,
corregir y finalmente superar los errores. En este sentido, la mayoria de las
recomendaciones metodologicas acerca de la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas insisten en la necesidad de identificar los errores cometidos por los
alumnos, determinando sus causas Yy organizando la ensefianza teniendo en
cuenta esta informacion, es decir, considerarlos como oportunidades de
aprendizaje, buscando actividades para depurarlos y contribuir asi al proceso de
construccion del conocimiento por parte de los estudiantes.

Si bien los errores atienden a diversas causas, generalmente estan
asociados a un esquema cognitivo inadecuado en el alumno, se mantienen en el
tiempo y estdn apoyados en conocimientos erroneamente adquiridos con
anterioridad, quedando asi excluidas las manifestaciones que son consecuencia
de una carencia de conocimiento o de despistes y lapsus. Por ello, todo proceso
de ensefianza es potencialmente generador de errores. (Abrate, Pochulo &
Vargas, 2006)

Este estudio se centra en particular en la identificacion de errores y
dificultades en el aprendizaje de las fracciones. Este tema constituye un pilar
fundamental sobre el que sustentar futuros conceptos matematicos necesarios a lo
largo de la etapa educativa, con lo que el estudio permite encontrar errores

conceptuales de gran trascendencia en aprendizajes posteriores.
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Recordemos que una fraccion es la expresion de una cantidad dividida
entre otra cantidad, es decir, que representa un cociente no efectuado de
nameros. El conjunto matematico que contiene a las fracciones es el conjunto de
los nimeros racionales, denotado ©@. A pesar de que el estudio de fracciones es
sostenido durante afios en las primeras etapas educativas, en general los alumnos
siguen cometiendo errores en su resolucion. Esto es principalmente debido a la
multitud de interpretaciones que admiten los racionales: fracciones, decimales o
porcentajes. Para que esto no suponga un impedimento en el aprendizaje de éste
y otros temas que se apoyan en él, es importante analizar los errores, evitar

confusiones y actitudes negativas de los alumnos frente a esta materia.

Teniendo en cuenta todo lo anterior, los objetivos especificos de este

trabajo son:

- Realizar un estudio recopilatorio sobre la idea de error en Matematicas y su

tratamiento en el &mbito educativo

- ldentificar, desde la practica realizada en un centro de secundaria, los
principales errores que cometen los alumnos de 12/13 afios (1° de
Educacion Secundaria Obligatoria — E.S.O) en Cantabria en el uso y

aprendizaje de las fracciones.
- Plantear propuestas de mejora en la ensefianza de las fracciones.

La estructura del trabajo consta de cuatro partes diferenciadas. En la
primera parte comenzamos con un breve resumen de la historia de la
investigacién sobre errores en el aprendizaje, destacando la importancia de su
estudio; a continuaciéon, centrandonos en el papel de los errores como motor del
desarrollo de conocimiento, presentamos algunos errores de matematicos
notables a lo largo de la historia. Continuamos realizando un analisis de los
errores en el aprendizaje de las matematicas; describiendo formalmente lo que
entendemos por error; profundizando en el concepto de fraccion y sus
representaciones. Para finalizar este primer apartado, estudiamos los errores y las
dificultades en el concepto de fraccion durante toda la etapa educativa obligatoria.

3
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En la segunda parte, presentamos las preguntas que suscitan esta investigacion y
describimos la metodologia empleada. Posteriormente, en el tercer apartado se
muestran los resultados obtenidos en esta investigacion, realizada durante el
Practicum con estudiantes de 1° de E.S.O. del I.E.S. Valle del Saja de Cabezon de
la Sal, y se realiza un andlisis de los mismos, comparandolos con la literatura. Por
altimo presentamos algunas propuestas para mejorar el aprendizaje de las
fracciones, tratando de superar algunas dificultades; también se incluyen aqui

limitaciones y futuras lineas de investigacion.

2. Literatura

En este apartado se realiza una revision bibliografica de los errores més
comunes que cometen los alumnos y los factores que influyen en ellos. En primer
lugar se realiza una conceptualizacion del error, destacando la importancia de su
estudio (82.1). A continuacion, se realiza una conceptualizacion de las fracciones,
donde se exponen los conocimientos previos requeridos para su estudio, el
tratamiento que el curriculo hace de ellas y sus mdltiples interpretaciones (82.2).
Por dltimo, se realiza una recopilacion de los errores mas comunes encontrados

en estudios previos sobre el uso de las fracciones (82.3).

2.1 El error en la educacion matematica

El error es la manifestacién patente de una dificultad. Podemos observar
directamente el error en las producciones de los alumnos, en sus respuestas a las
cuestiones y tareas que les demanda el profesor. “Cuando un alumno proporciona
una respuesta incorrecta a una cuestion matematica que se le plantea se puede
decir que su respuesta es errénea, y la solucién proporcionada es un error en

relacion con la cuestion propuesta” (Rico, 1995)

En matematicas podemos analizar el error desde distintos puntos de vista.
Sin embargo, dado que nuestro objetivo es estudiar su implicacion en el ambito
educativo, comenzaremos con una conceptualizacién del error y la importancia de

su estudio; a continuacion, se citan algunos errores historicos detectados en el
4
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proceso de construcciéon del conocimiento matematico, y su contribucién al
desarrollo de las matematicas, para finalizar con una caracterizacion de los errores

en el contexto educativo

2.1.1 Conceptualizacion e importancia de su estudio

A lo largo de la historia el error ha sido un factor clave en el desarrollo del
conocimiento cientifico, y por tanto del conocimiento humano. Desde la
antigiiedad, los errores han sido definidos como la capacidad de considerar
verdaderos conceptos y procedimientos que no estan convenientemente
desarrollados, que incluyen ideas discordantes o interpretaciones y justificaciones
falsas. (Abrate et al., 2006)

Del mismo modo, desde hace mucho tiempo los errores han constituido una
preocupacion constante para el docente, puesto que en el proceso de
construccion de los conocimientos matematicos aparecen sistematicamente
errores. Es por esto que tales procesos deben incluir actividades que susciten la
reflexion sobre los propios resultados. El reconocimiento por parte del alumno de
estos errores y la necesidad de superarlos contribuye a la obtencion de logros de

aprendizaje.

Ya en el siglo XVIII, Roland Charnay (1789), investigador francés con una
gran influencia en la didactica de las mateméticas a nivel mundial, afirmaba que:
“Considerar el error no como una falta o una insuficiencia sino como una parte
coherente de un proceso, ayuda al alumno a tomar conciencia de que puede
aprender de sus errores y a nosotros mismos, los docentes, a aprender mucho de

los errores de nuestros alumnos.”

Pero no fue hasta mediados del siglo pasado cuando Piaget introdujo los
modelos constructivistas, que han adquirido un fuerte desarrollo en estos ultimos
afos, y que a diferencia de anteriores modelos, permiten que los errores afloren y
se tomen como algo positivo, considerando al error como una buena oportunidad

de aprendizaje. El objetivo que se persigue es llegar a erradicar los errores de las
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producciones de los alumnos, pero se admite que, como medio para conseguirlo,
hay que dejar que aparezcan, incluso provocarlos, si se quiere llegar a tratarlos

mejor.

En la actualidad, los errores son considerados como parte normal de los
procesos de aprendizaje. Rico (1995) hace una revision de las investigaciones
sobre errores en Educacion Matematica. Este autor identifica cuatro posibles
lineas de investigacion, no excluyentes, de especial interés para el aprendizaje de

las Matematicas. Se tratan de resumir a continuacion:

1- Analisis, causas Y tipologias de errores. Los estudios que avalan esta linea,
se apoyan en alguna teoria psicologica o psicopedagogica. También se
incluyen aqui aquellas teorias que establecen como causa de los errores la

propia naturaleza del razonamiento matemético.

2- Tratamiento curricular de los errores. Aqui se encuentran estudios sobre la
organizacion didactica de la enseflanza de las mateméticas, en los que los

errores tienen un papel clave.

3- Los errores y la Formacion del Profesorado. Aparecen en esta linea
estudios que tratan de establecer qué conviene que aprendan los profesores en

formacién en relaciéon con el tratamiento de los errores de los alumnos.

4- Técnicas de andlisis de los errores. Por ultimo, aqui se encuadran trabajos
de caracter técnico, que implementan y defienden un tipo concreto de analisis
de errores. También se incluyen técnicas de analisis desarrolladas por equipos
de investigacién que evidencian el origen o causa de un determinado error a

partir de contrastes de hipotesis.

Finalmente, Rico justifica la importancia del error en educacion a través de
los trabajos de Karl Popper (1979), Gaston Bacherlard (1978, 1988) e Imre
Lakatos (1978), reivindicandolo como parte del proceso de aprendizaje individual.
En este sentido, extrae importantes consecuencias para la enseflanza y el

aprendizaje de las mateméticas (Rico, 1995):
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- Los errores pueden contribuir positivamente en el aprendizaje de las

matematicas.

- Los errores no son un fenébmeno aislado, ya que estan estructurados en un
sistema consciente, formando parte de las producciones de los alumnos

durante todo su proceso de aprendizaje.

- Se debe abandonar la respuesta sancionadora al error, poniendo la
atencién en su prevision, tratamiento y consideracion en los procesos de

aprendizaje.
- Todo proceso de ensefianza es potencialmente generador de errores.

- A partir de sus errores, los estudiantes pueden aprender propiedades,
conceptos y procedimientos matematicos, al percibir aspectos de los que antes

no eran conscientes.

- Al cometer un error, los estudiantes muestran lagunas en su conocimiento,
y permiten tanto a los compafieros como al profesor completar su conocimiento

o hacerle entender por si mismo aquello que estaba mal.

2.1.2 Errores en la historia.

En este apartado se presentan algunos errores de matematicos histéricos
qgue han contribuido al desarrollo del conocimiento, aparecidos en un articulo
publicado por José M2 Orts (1970) y en el libro de Abrate et al (2006):

- El famoso matematico Pierre de Fermat (1601-1665), planted que todos los

T . ,
nimeros de la forma 2 — 1 (conocidos como nimeros de Fermat), eran

primos. Algun tiempo después, Euler (1707-1783), demostré que tal proposicion
era falsa a través de un contraejemplo. Sin embargo, el trabajo alrededor del
problema le permitié intuir la existencia de infinitos nidmeros primos, la cual
acabo demostrando, ademas de reconocer que existen infinitos nameros de

Fermat.
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- Por su parte Cauchy enunci6 incorrectamente el teorema de continuidad de
la funcion definida por una serie convergente de funciones continuas. Este error
fue precisamente el que sirvio de partida a Weierstrass, Arzela, Dini, y
Bendixson para precisar las condiciones minimas que permiten afirmar la

continuidad de la funcién limite.

- Por dltimo, mencionaremos a Riemann, quien tratando de resolver el
problema de la transformacién conforme de un recinto plano sobre el circulo,
empled un razonamiento erréneo, mediante el que postulaba la existencia de la
funcion que hace minima una cierta integral doble. Pocos afios después,
Neumann, Schwarz y Poincaré establecieron rigurosamente la existencia de la
funcién conforme y su prolongacion analitica, abriendo nuevos cauces de

investigacién en la teoria.

Cabe recordar también que durante dos milenios los matematicos
consideraron como una verdad absoluta que la geometria euclidiana era la Unica
geometria posible. Asi pues, se puede concluir que el desarrollo del conocimiento
cientifico ha estado acompafiado de errores a lo largo de la historia. La
identificacion y analisis de estos errores ha permitido sustituir un conocimiento
viejo e institucionalizado en la sociedad por uno nuevo que se revela lleno de

fuerzay vigor.

2.1.3 Caracterizacion de los errores

Rico (1995) aporta la siguiente caracterizacion de los errores en el contexto
educativo, con la que la mayor parte de los investigadores y especialistas actuales

coinciden:

- Su aparicion es “sorprendente”. A menudo los errores permanecen ocultos

durante un tiempo, y solo surgen ante determinadas tareas.

- Son persistentes, esto puede indicar que se trata de una mala
interpretacion de los alumnos de una amplia parte del conocimiento y pueden

reflejar un uso particular de reglas mnemotécnicas. Su correccidn puede

8
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requerir una reorganizacion del conocimiento de los alumnos, ya que
previamente esos mismos errores han tenido validez en otros contextos y no se

manifestaron como tales.

- Son sisteméticos, ya que responden a procesos mentales incompletos o
equivocados, que el alumno utiliza de modo consciente y con confianza.
También pueden aparecer errores por azar, pero €stos son menos frecuentes y

solo reflejarian una falta de atencion o un despiste ocasional.

- Su significado es ignorado, de modo que respuestas claramente incorrectas
no se cuestionan. Es decir, los alumnos que cometen un error no tienen

consciencia del significado de los signos y conceptos con los que trabajan.

2.2 Fracciones

2.2.1 Conocimientos previos

A este nivel para la ensefianza de las fracciones, es indispensable que el
alumno tenga ciertos conocimientos previos. Estos son importantes ya que, para
lograr un aprendizaje efectivo, los nuevos conocimientos que se pretende que el
alumno construya han de apoyarse en los que ya posee. Conocimientos que el
alumno ha tenido la oportunidad de adquirir en cursos anteriores. Es de esperar
incluso que se haya familiarizado ya con el concepto de fraccién, ya que la
comprension de este concepto es un propésito planteado desde los primeros afios

de escolarizacion (Morales, 2011).

El alumno debe saber, por otra parte, lo que son los nUmeros enteros y lo
que éstos representan; también debe estar familiarizado con las cuatro
operaciones elementales (sumas, restas, multiplicaciones y divisiones) y haber
practicado muy bien su uso no solo en ejercicios, sino también en la resolucion de
problemas. Asi mismo debe conocer la jerarquia y propiedades de las
operaciones, como son la propiedad conmutativa, asociativa, distributiva, y los
conceptos de elemento neutro y elemento opuesto o inverso. También debe estar
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familiarizado con el concepto de divisibilidad de numeros naturales, del Maximo

Comun Divisor y del Minimo Comun Multiplo.

2.2.2 Las fracciones en el curriculo de secundaria

Los contenidos relacionados con las fracciones en educacion secundaria
actualmente vienen recogidos en el RD 1631/2006, de 29 de diciembre, por el que
se establecen las ensefianzas minimas correspondientes a la Educacion
Secundaria Obligatoria. En el mismo, puede observarse que dichos contenidos

aparecen en todos los niveles que se imparten durante esta etapa

Dentro de los cinco bloques en los que se divide el contenido matematico
(Nameros, Algebra, Geometria, Funciones y gréaficas y Estadistica y probabilidad),
las fracciones se encuentran en el blogue 2: Numeros. Asi, se continlda
desarrollando el sentido numérico de los alumnos iniciado en la educacion
primaria, ampliando los conjuntos de ndmeros que se utilizan y consolidando los
ya estudiados al establecer relaciones entre las distintas formas de representacion

numerica, como es el caso de las fracciones, decimales y porcentajes.

Teniendo en cuenta el curriculo para Cantabria aparecido en el BOC en
2007, los contenidos que se deben tratar en 1° de la E.S.O. relacionados con las
fracciones son muchos, pero nos centraremos en aquellos en los que se tratan de
manera directa, lo cual ocurre en el Bloque 2. Numeros. Tales contenidos son los

siguientes:

- Necesidad de las fracciones. Fracciones y decimales en entornos

cotidianos. Diferentes significados y usos de las fracciones.

- Lecturay escritura de fracciones. Fracciones propias e impropias. NUmeros

mixtos y fracciones equivalentes.
- Ordenacion de fracciones: procedimientos graficos y analiticos.

- Operaciones con fracciones: suma, resta, producto y cociente.

10



Dario Gonzéalez Del Olmo

- Numeros decimales. Relaciones entre fracciones y decimales. Operaciones

con numeros decimales.

2.2.3 La fraccion y sus diferentes significados.

En primer lugar debemos sefalar que es preciso prestar especial atencion a
la forma que los estudiantes tienen de entender un concepto, debido a las
importantes repercusiones que esto conlleva sobre lo que pueden hacer y
aprender posteriormente. Aunque esta observacion no es nueva, rara vez se toma
en consideracion a la hora de plantear los planes de estudio. Asi pues, no se trata
solamente de analizar cuidadosamente lo que aprenden los estudiantes, sino que
ademas debemos considerar las implicaciones que algunas comprensiones tienen
para el aprendizaje relacionado o futuro. Por ejemplo muchos estudiantes
entienden “a/b”, como una relacion parte-todo, asi por ejemplo, “2/5” significa “dos
de cinco”; esto no es problematico hasta que los estudiantes tratan de interpretar
“5/2”, en este caso los estudiantes a menudo piensan que esto no tiene ningun
sentido ya que no puedes tomar 5 de 2. Por no hablar, de como pueden interpretar
8/(5/2). En este mismo sentido, cuando los estudiantes se encuentran con
expresiones del tipo “5:2”, pueden entenderlo como un comando que inicia una
secuencia de acciones, en este caso dividir, hasta que se satisfaga algun criterio
para detenerse, como por ejemplo, que el resto sea 0. Si este es el caso, también
encontraran dificultades a la hora de interpretar expresiones del tipo “(7:3):8”, ya

gue no tiene sentido desde una perspectiva de accion.

Tomando estas consideraciones, podremos lograr que los significados que
gueremos que los estudiantes desarrollen, les ayuden a comprender e interpretar

ideas que esperamos gque sean capaces de ampliar a partir de ellos.

Ademas, también hay que tener en cuenta que lo que los estudiantes
aprenden no so6lo depende de como se ensefia sino que en igual medida se ve
influido por lo que ya saben, incluyendo en esto creencias que tienen sobre las

matematicas. Del mismo modo, cada profesor ensefia en funcién de lo que él

11
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entiende acerca de la enseflanza y de cdémo los estudiantes construyen el

conocimiento.

Son varias las fuentes que sugieren que existe un problema entre la forma

de ensefar las matematicas y la coherencia de éstas.

Thompson & Saldanha (2003) en su investigacion sefialan que una forma
bastante habitual de comenzar el estudio de las fracciones, en los niveles iniciales,
es hacer que los estudiantes consideren una coleccion de objetos, algunos de los

cuales son diferentes al resto. Como vemos en la siguiente figura:

L] | JOl@

A pesar de todo, un somero analisis nos revela que, contra lo supuesto, la figura

podria tener varias interpretaciones:

1. Si vemos todo el conjunto como una coleccion, entonces L es un quinto

sobre uno. Y la figura representaria tres quintos sobre uno.

2. Si vemos ® ® ® 5o una colecciéon, entonces L representa un tercio

sobre uno. Y la figura representaria cinco tercios sobre uno

3. Si vemos ® como un circulo, entonces la figura representa 5 circulos, dado

que ®csun quinto de cinco, la figura representaria tres quintos de cinco.

En general, una fraccién se define como un niamero de la forma a/b, donde a y
b son numeros enteros y b#0, a/b se entiende como el resultado de dividir una
unidad o un todo en partes iguales (b) y luego tomar una cantidad (a) de esas

partes. Donde a se conoce como numerador y b como denominador de la fraccion.

“Llegar a la comprension del concepto de fraccion es un largo camino debido a
sus multiples interpretaciones, sin mencionar a las ya establecidas desde el
lenguaje cotidiano, cuestion que suele estar presente en los procesos de

aprendizaje de estos temas” (Llinares, S & Sanchez, M. V., 1997, p.189)

12
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La comprension del concepto de fraccidon depende de como se entienda

cada uno de sus significados, por lo que es importante tener claro cada uno de

ellos.

Debido a las mdltiples interpretaciones que admiten las fracciones, el

objetivo de su ensefianza debe ser que los alumnos lleguen a dotar de significado

a cada una de ellas, pero también que logren establecer relaciones entre dichas

interpretaciones. Ademas la existencia de tal variedad de interpretaciones hace

necesaria una variedad correspondiente de experiencias (Kerslake, D., 1986)

Siguiendo el trabajo de (Dickson, Gibson & Brown, 1991), vamos a considerar

cinco interpretaciones de las fracciones:

*

*

*
*
*

Como subéreas de una region unitaria (partes de un todo).
Como subconjuntos de un conjunto de objetos discretos.
Como puntos de una recta numeérica.

Como resultado de una operacién de division.

Como método de comparacion de los tamafios de dos conjuntos, o de dos

medidas.

Para finalizar, vamos a sefialar algunas caracteristicas a tener en cuenta en

el desarrollo de la competencia con los niumeros racionales:

Los estudiantes poseen nociones informales de repartos equitativos,

medidas y sobre proporciones.

El desarrollo de la competencia con los nimeros racionales es un proceso

largo, que se inicia en la educacion primaria, y continla en secundaria.

Las relaciones entre las diferentes dimensiones de la competencia
matematica se considera clave para el desarrollo en el dominio de los

ndmeros racionales.

13
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2.3 Errores mas comunes en el uso de las fracciones

En primer lugar debemos sefialar que los errores generalmente vienen
asociados a dificultades en el aprendizaje. En concreto, en el estudio y uso de las
fracciones estas dificultades son principalmente debidas a la gran cantidad de
significados que poseen, pero también pueden estar asociadas al lenguaje, a
creencias previas que los alumnos tienen sobre este campo, o0 a la complejidad
propia de los conceptos matematicos. También se debe tener en cuenta que el
estudio de las fracciones es un proceso largo, que requiere tiempo para su
comprension por parte de los alumnos. Ya en 1964, Madeleine Goutard, desde su
experiencia con nifilos que presentaban dificultades en el aprendizaje de las
fracciones y sus propias observaciones en la clase, sefalaba que: “Las fracciones
no son algo que hay que saber, sino algo que hay que comprender, y no es
posible comprenderlas antes de tener una suficiente experiencia con ellas... la
clave del éxito en la iniciacion al estudio de las fracciones es la variedad, el

cambio, la diversidad de puntos de vista”

Atendiendo a las causas que provocan los errores, Llinares & Sanchez
(1988) identifican cuatro tipos: aquellos que aparecen de forma aleatoria, por
descuido, distraccion, etc.; debidos a que el alumno ignora la respuesta y presenta
un resultado al azar; los causados por defectos en la comprensién de un concepto;
y los debidos a la aplicacion sistematica de procedimientos erroneos. En este
altimo caso, nos podemos encontrar que los procedimientos utilizados por los
alumnos proceden bien de métodos personales alternativos a los ensefiados por el
profesor, o bien son debidos al olvido o modificacibn de algin paso de un

algoritmo ensefiado.

A partir de esta primera categorizacién, se ha elaborado una clasificacion
de los errores mas importantes aparecidos en el uso de las fracciones, para lo que
se ha realizado una amplia revision de estudios en este campo, entre los que cabe
destacar los de Llinares & Sanchez (1988), Egodawatte (2011), Chamorro (2003)
y Godino (2004). A continuacion se presenta dicha clasificacion:
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(1) Errores por descuido o distraccion.
(2) Errores por desconocimiento de la respuesta
(2.1) Simplificacion incompleta
(2.2) Operaciones con enteros
(2.3) Error en la jerarquia de las operaciones
(3) Errores por defectos en la comprensién del concepto
(3.1) Error con la conmutatividad de las operaciones
(3.2) Error en la ordenacién de fracciones
(3.3) Comparacion cualitativa incorrecta
(3.4) No consideran legitimo dividir/restar un nUmero menor por uno mayor
(3.5) Relacionar multiplicar con ampliar y dividir con reducir
(3.6) Extrapolacién del calculo de los naturales a las fracciones
(3.7) Error relacionado con la equivalencia de fracciones
(4) Aplicacion sistematica de procedimientos erréneos.
(4.1) Sobresimplificacion
(4.2) Error en el algoritmo suma
(4.3) Error en el algoritmo multiplicacion
(4.4) Multiplicacién cruzada incorrecta
(4.5) Comun denominador incorrecto
(4.6) Division o multiplicacion incorrecta

(4.7) Dividir en lugar de multiplicar y viceversa

En la primera categoria (1), errores por descuido o distraccién, se
encuentran los errores que tienen que ver con falta de concentracion, despistes en

los alumnos. Estos errores aparecen de forma esporadica y aleatoria.

En la segunda categoria (2), errores por desconocimiento de la respuesta,
se incluyen las respuestas que han quedado en blanco, sin terminar, o aquellos
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resultados propuestos al azar. Estos errores son atribuidos a carencias en los
conocimientos previos. Aqui, se han identificado tres tipos de errores: (2.1)
Simplificacion incompleta, (2.2) Operaciones con enteros y (2.3) Error en la

jerarquia de las operaciones.

(2.1) En el primer tipo, simplificacion incompleta, Egodawatte (2011)
clasifico aquellas respuestas en que los alumnos no terminan la simplificacién de
una fraccion. Una posibilidad es que los estudiantes no saben como proceder en
adelante. Godino (2006) sefiala que estos errores son debidos a la lagunas en los
conocimientos previos, y que estdn relacionados con la comparacion de

fracciones, es decir, con las fracciones equivalentes.

(2.2) Entre los errores en operaciones con enteros, se incluyen errores que
los alumnos cometen al operar con enteros. El motivo de estos errores no se
atribuye a carencias en los conocimientos sobre niameros enteros de los alumnos,
sino que son producto de despistes o de la precipitacion. A continuacion se

muestra un ejemplo detectado por Abrate et al., (2006).
Ej.: 4/9:2/3=12/16

(2.3) Por ultimo, en esta categoria, se incluyen aquellos errores cometidos
por no realizar las operaciones y/o transposiciones en el orden correcto. Un
ejemplo de este error es que los alumnos realizan la suma antes de una
multiplicacion, o que pasan el denominador de una fraccion antes de sumar los
términos del miembro. Véase el siguiente ejemplo publicado por Castellanos &
Moreno (1997), citado por Pérez Isturiz (2014)

S5x

B. =+2=3 > 5x+2=9

A pesar de que el error fue detectado inicialmente en la resolucion de ecuaciones
de primer grado, su origen se encuentra en las operaciones con fracciones, por lo

es adecuado incluirlo aqui.

16



Dario Gonzéalez Del Olmo

En la categoria de errores por defectos en la comprension del concepto (3),
estan contenidos aquellos errores en los que no esta claro si se deben a fallos en
procesos aritméticos o a carencias en los conceptos relacionados con el tema de
fracciones. Encontramos siete subcategorias: (3.1) Error con la conmutatividad de
las operaciones; (3.2) Error en la ordenacion de fracciones; (3.3) Comparacion
cualitativa incorrecta; (3.4) No considerar legitimo dividir/restar un nGmero menor
por uno mayor; (3.5) Relacionar multiplicar con ampliar y dividir con reducir; (3.6)
Extrapolacién de calculo de los naturales a las fracciones; (3.7) Error relacionado

con la equivalencia de las fracciones.

(3.1) En la categoria de error con la conmutatividad de las operaciones, se
incluyen aquellos errores cometidos al aplicar la propiedad conmutativa en la
resta, invirtiendo el orden de los niumeros en las operaciones: a-b=b-a; o en la
divisién, a:b=b:a. En estos casos parece que los alumnos cometen errores al no
saber muy bien en qué casos pueden hacer uso de la propiedad conmutativa.
(Godino, 2004)

(3.2) En la siguiente categoria, error en la ordenaciéon de fracciones, se
incluyen errores en los que los alumnos consideran, por ejemplo, 1/2<1/3,
argumentando que 2 es menor que 3. De aqui se puede extraer que quizas el
conocimiento de los numeros naturales pueda ser un obstaculo para el
aprendizaje de los numeros racionales, al extender las propiedades de los
primeros a estos ultimos. (Godino, 2004)

(3.3) Comparacion cualitativa incorrecta. Aqui se incluyen errores que
comete el alumno llegando a conclusiones equivocadas, al asociar de manera
incorrecta algunas ideas. Por ejemplo: designar la mitad de la fraccion 1/6 como
1/3, que es en realidad el doble, argumentando que la mitad de 6 es 3 (Godino,
2004). A diferencia del error anterior, en éste el alumno debe relacionar dos
representaciones de la fraccion, la verbal y la numérica lo que podria ser una

dificultad afiadida.
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(3.4) No considerar legitimo dividir el nimero menor por el mayor o restar
un nimero mayor a uno menor, es un error detectado por A. Brown citado en Hart
(1980). En su estudio, cuando pidié “dividir por 20 el numero 16", el 51% de los

chicos de 12 afos respondieron que no se podia hacer.

(3.5) La siguiente categoria, relacionar multiplicar con ampliar y dividir con
reducir, incluye errores debidos a un aprendizaje errbneo o incompleto de los
conceptos de division y de multiplicacion de las fracciones. Al igual que en el error
(3.2), Ledn (2011) sefala que resulta complicado para los alumnos entender que
el producto de dos fracciones puede ser menor que cualquiera de ellas, por ser
contrario a lo que sucede en los numeros naturales, con los que el alumno esta
mas familiarizado. A menudo, los chicos tratan de forzar los algoritmos con

fracciones para que se ajusten a lo que dicta su intuicion.

(3.6) Extrapolacion de célculo de los naturales a las fracciones (Ledn,
2011). En esta categoria, al igual que en la (3.2) y (3.5) encontramos que los
alumnos siguen utilizando las estrategias validas con los naturales para la
realizacion de calculos con fracciones Ej. : 2/3+4/5=6/8 o0 4-2/7=2/7. Observamos
en estos ejemplos que realizan por separado las operaciones de los numeradores
y los denominadores, no considerando la fraccibon como un nidmero en si mismo,
sino como un par de numeros naturales que no estan relacionados entre si. El
origen de estos errores podria estar, como hemos indicado, en la similitud de
notacion que existe entre las fracciones y los naturales, pero también puede
deberse a que los chicos ya conozcan el algoritmo de la multiplicacion y lo estén

mezclando (Llinares & Sanchez, 1988) .

(3.7) Error relacionado con la equivalencia de las fracciones. Segun
Kerslake (1986) los nifilos son bastante competentes en reconocer fracciones
equivalentes, o dar un equivalente cuando los factores multiplicadores son
sencillos. Sin embargo, tuvieron menos éxito en la adicion de fracciones o en la
busqueda de una fraccion entre dos fracciones dadas. Asi que la capacidad de
reconocer o construir fracciones equivalentes simples no se ve reflejada en una

capacidad para aplicar la equivalencia con el fin de resolver otros problemas. Esto
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podria deberse a que los nifilos eran capaces de reconocer las habilidades
requeridas en una pregunta sobre la equivalencia, pero no tenian una profundidad
suficiente de entender para qué pueden aplicar sus conocimientos. En el siguiente
ejemplo: 2/5=8/11=14/17, ante la tarea de busqueda de fracciones equivalentes, la
utilizacion del método aditivo de los naturales en numeradores y denominadores.
(Llinares & Sanchez, 1988)

En la ultima categoria, Aplicacion sistemética de procedimientos erroneos
(4), se agrupan aquellos errores que se deben a que los alumnos no han
comprendido en su totalidad las reglas que deben seguir a la hora de operar con
fracciones. Se divide en siete subcategorias: (4.1) Sobresimplificacion; (4.2) Error
en el algoritmo suma; (4.3) Error en el algoritmo multiplicacion; (4.4) Multiplicacion
cruzada incorrecta; (4.5) Comun denominador incorrecto; (4.6) Division vy

multiplicacion incorrecta; (4.7) Dividir en lugar de multiplicar.

En la primera de estas categorias, (4.1) Sobresimplificacion, los alumnos
aplican la simplificacién del producto a la suma (Egodawatte, 2011), o juntan

términos sin considerar las operaciones que deben hacer.

(4.2) Error en el algoritmo suma. Tanto Godino (2004) como Abrate et al.,
(2006) detectaron errores en el algoritmo suma de las fracciones, produciéndose
principalmente al mezclar este algoritmo con el de multiplicacién. Mata & Porcel
(2006) realizan un analisis en el que muestran diversas modificaciones que los

alumnos realizan a partir de este algoritmo. Veamos un ejemplo:

(4.3) La siguiente categoria, Error en el algoritmo multiplicacion, incluye
errores en los que el alumno calcula el minimo comun multiplo igualando los
denominadores de las fracciones para posteriormente multiplicar los humeradores.
Veamos el siguiente ejemplo publicado por Abrate et al., (2006), que Llinares &

Sanchez (1988) ya habian encontrado.
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(4.4) Multiplicacion cruzada incorrecta. Cuando los estudiantes se
encuentran con un natural multiplicando una fraccion, a menudo multiplican tanto

numerador como denominador por dicho nimero natural (Egodawatte, 2011).

2 6
3e_=—
3 9

(4.5) Comun denominador incorrecto. Este error, detectado por Egodawatte
(2011), puede manifestarse de varias maneras: por un error en las operaciones de
calculo; debido a la eleccion del menor denominador como minimo comun

multiplo; o al considerar la suma de los denominadores como tal.

(4.6) En esta categoria, Divisibn o multiplicacion errénea, se incluyen
aquellos errores que los alumnos cometen al utilizar el algoritmo de la division o de
la multiplicacion de fracciones. A menudo los chicos mezclan ambos algoritmos,

como vemos en el siguiente ejemplo publicado por Llinares & Sanchez (1988):

7 1 12

—_— —

12 2 14
Como se puede observar, realizan la multiplicacion cruzada con las fracciones, al
igual que en el algoritmo de division. Sin embargo no realizan el procedimiento
completo, lo que supondria una confusion entre ambos algoritmos, sino que

colocan el resultado inverso.

(4.7) Para finalizar esta clasificacion presentamos el dltimo error, Dividir en
lugar de multiplicar. Al igual que el anterior, éste también se encontré6 en la
investigacién de Llinares & Sanchez (1988). En este error los alumnos utilizan el

algoritmo de division en las multiplicaciones y viceversa.
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3. Preguntas de investigacion y metodologia

A continuacion se presentan las preguntas que surgen tras la revision

bibliografica, y la metodologia que se utilizara para responderlas.

3.1 Preguntas de investigacion

Se ha visto en la literatura la importancia del estudio de los errores para
mejorar el proceso de ensefianza-aprendizaje, puesto que dichos errores pueden
distorsionar, ralentizar o frenar el aprendizaje de los estudiantes. En esta
investigacién nos centraremos en los errores mas comunes en el estudio de las
fracciones. Concretamente, trataremos de comprobar si los errores detectados en
la literatura se siguen manteniendo en los alumnos de 12 afios de Cantabria, es
decir, aquellos que se encuentran cursando 1° de E.S.O y ya estan familiarizados
con las fracciones desde sus afios de primaria. Ademas, se tratara de identificar
las causas que llevan a los alumnos a cometer esos errores. Como finalidad
Ultima, este trabajo pretende facilitar la labor docente, poniendo al profesor en
conocimiento de los resultados de la investigacion realizada en torno a las
dificultades de comprensiéon durante la ensefianza y aprendizaje de los contenidos
matematicos correspondientes, siendo los errores de los alumnos el dato mas
revelador sobre las dificultades, tanto en los aspectos conceptuales como en los
procedimentales. Esto permitira al profesor poner mas atenciéon en aquellos

aspectos en los que sabe que el alumno probablemente falla.
Surgen las siguientes preguntas de investigacion:

+ ¢Cometen los alumnos de 12/13 afos (1° de ESO) de Cantabria los errores
aparecidos en el apartado § (2.3), errores mas comunes en el uso de las
fracciones?

+ ¢Qué factores se identifican como causantes de estos errores?
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3.2 Metodologia

La parte experimental de este trabajo ha consistido en la realizacion de un
cuestionario por parte de los alumnos y su posterior andlisis en busca de errores, y
las causas de éstos. Esta recogida de datos se ha realizado en el I.E.S Valle del
Saja, situado en Cabezdén de la Sal (Cantabria). Dicho cuestionario ha sido
realizado por los alumnos de los 4 grupos de 1° de ESO que existen en este
instituto, en la asignatura de Matematicas, tras la imparticiéon de la unidad didactica

correspondiente a Fracciones, en el bloque de Numeros.

El cuestionario ha sido elaborado con la idea de que los alumnos lo pudieran
realizar en la hora de clase de matematicas, por o que no es muy extenso sin
embargo se han introducido distintos tipos de ejercicios con el objeto de tratar de
detectar todos los errores encontrados en la literatura, salvo los errores
relacionados con las fracciones impropias, ya que en este instituto se ha decidido
no ensefiar esta parte para evitar errores relativos a su escritura, que muy a
menudo es interpretada por los alumnos como la multiplicacién entre un nimero

natural y uno fraccionario.

El cuestionario se pasé a 67 alumnos de 12/13 afios (34 chicas y 33 chicos).
Para asegurar la fiabilidad de los resultados, los alumnos no sabian que iban a
realizar una prueba. Por otra parte, el tipo de alumnos era heterogéneo,
encontrando en el grupo algunos alumnos con necesidades educativas especiales
y/o repetidores Antes de que los alumnos comenzaran a realizar el cuestionario,
se les indic6 que no consultaran apuntes ni libros para su realizacion, ya que lo
gue se investiga es la forma de pensar del estudiante y lo que ha aprendido al
respecto. Asi mismo, se les informé que dicho cuestionario no tendria repercusion
en la nota de clase, con el fin de evitar que se pusieran nerviosos. De todos
modos, al no poder pasar los cuestionarios simultaneamente por los cuatro
grupos, para que se llevaran a cabo en presencia del autor, y tener que realizarlo
en dos dias consecutivos y a diferentes horas, los alumnos pertenecientes a los
altimos dos grupos, ya eran conocedores de que realizarian un cuestionario sobre

fracciones. Por ultimo, mencionar que hay dos profesores encargados de dar clase
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de matematicas a los grupos de 1°, repartiéndose dos grupos para cada uno. Este
hecho podria influir de algin modo en la forma de aprender de los alumnos y por
tanto en los errores que éstos cometen. En todo caso, como ambos profesores
utilizan una metodologia muy similar y comparten recursos y hojas de ejercicios en

sus clases, no vamos a tomar en consideracion esta posible influencia.

En esta investigacion, se ha utilizado un tipo de analisis mixto (Ercikan & Roth,
2006) de los datos, que consiste en una combinacion de analisis cualitativo y
cuantitativo. Aunque el estudio es principalmente cuantitativo, se requiere del
andlisis cualitativo como apoyo para lograr una mejor comprension de los datos
cuantitativos. En la primera pregunta de investigacion, se persigue identificar el
porcentaje de alumnos que cometen errores, para lo que se requiere la aplicacion
de métodos estadisticos y por tanto, la utilizacibn de datos cuantitativos. En la
segunda cuestidén, que pretende detectar los factores que influyen en dichos
errores, se requiere un analisis mas en profundidad que identifique las causas que
llevan a los alumnos a cometer estos errores, para lo que es mas conveniente el

analisis cualitativo.

3.3 Cuestionario y fundamentacion

Para conseguir dar respuesta a las preguntas planteadas, se disefi6 el
cuestionario que se puede consultar en el Anexo I. En él encontramos cinco tipos
de ejercicios. El primero, compuesto de varios apartados en los que aparecen
planteadas operaciones con fracciones, esta pensado fundamentalmente para
detectar aquellos errores relacionados con la realizacion de operaciones
algebraicas. Se espera que sirva para detectar aquellos errores englobados en el
apartado (4) de la clasificacion, “aplicacion sistematica de procedimientos
erréneos”, aunque previsiblemente apareceran también errores englobados en las

otras categorias.

En los otros ejercicios, 2, 3, 4 y 5, se trata de que el alumno razone y ponga
en practica los conocimientos y conceptos adquiridos sobre el tema. Encontrando

actividades de tipo test, como en el ejercicio 3, y otras que no requieren la
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realizacion de operaciones. Se espera que surjan principalmente errores incluidos
en la categoria (3), por defectos en la comprension del concepto, aunque
nuevamente no se descarta la aparicion de errores relacionados con las otras

categorias.

Por otra parte, al principio del cuestionario se piden los datos de los alumnos y

la nota que suelen obtener en la asignatura de matematicas.

En un principio, el cuestionario contenia méas ejercicios, pero tras mostrarselo a
los profesores del primer curso de secundaria, se decidi6 disminuir la cantidad de
ellos, por razones de tiempo, y eliminar aquellos relacionados con las fracciones

impropias, como se ha mencionado anteriormente.
4. Resultados

En este apartado se presentan los resultados obtenidos del cuestionario
completado por los alumnos de primero de E.S.O. del IES Valle del Saja
(Cantabria) participantes en el estudio. En primer lugar recordaremos al lector la
clasificacion de errores utilizada. Nétese también que han sido afiadidos algunos

errores detectados por el autor, no previstos en la clasificacion.

(1) Errores por descuido o distraccion.
(1.1) Olvido o aparicion de términos o signos
1.2) Confusion en la operacién

(2) Errores por desconocimiento de la respuesta
(2.1) Simplificacion incompleta
(2.2) Operaciones con enteros
(2.3) Error en la jerarquia de las operaciones
(2.4) Por intuicién o invencion de la respuesta

(3) Por defectos en la comprensién del concepto
(3.1) Error con la conmutatividad de las operaciones
(3.2) Error en la ordenacion de fracciones
(3.3) Comparacion cualitativa incorrecta
(3.4) No consideran legitimo dividir/restar un nimero menor por uno mayor

(3.5) Relacionar multiplicar con ampliar y dividir con reducir
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(3.6) Extrapolacion de calculo de los naturales a las fracciones

(3.7) Error relacionado con la equivalencia de las fracciones

(3.8) Relacionar un entero con una fraccién partida de cero
(4) Aplicacion sistematica de procedimientos erroneos.

(4.1) Sobresimplificacion

(4.2) Error en el algoritmo suma

(4.3) Error en el algoritmo multiplicacion

(4.4) Multiplicacién cruzada incorrecta

(4.5) Comun denominador incorrecto

(4.6) Division o multiplicacion incorrecta

(4.7) Dividir en lugar de multiplicar o viceversa

A continuacion describimos aquellos errores que han sido afadidos por el

autor:

Olvido o aparicidon de términos (1.1). Los errores son consecuencia de los
cambios de fila al realizar las operaciones, o de una escritura poco legible que
provoca la confusion de unos numeros con otros. En este sentido se han
encontrado varios casos de alumnos que confunden la escritura de los nameros 3,
5y8.

Confusién en la operacion (1.2). Este error es debido también a una mala
escritura, que hace que los alumnos cambien el operador de multiplicacién por el

de resta y viceversa.

Intuicion o invencion de la respuesta (2.4). Se incluyen aqui los errores en
gue los estudiantes incurren al no conocer el procedimiento o carecer de algin
conocimiento, proponiendo un resultado aleatorio uUnicamente basado en la
intuicion. También comprendemos aqui aquellas respuestas en blanco o

incompletas.

Relacionar un entero con una fraccion partida de cero (3.8). Este tipo de
error no parece muy habitual en los alumnos de 12/13 afos. Sin embargo se ha
detectado un alumno entre todos los del estudio que cometia este error

persistentemente, es por ello que se refleja en el estudio.
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4.1 Analisis de resultados

En este analisis de resultados, centraremos nuestra atencion en los errores
englobados en las dos dUltimas categorias, por ser estos sistematicos y
predominantes en lo relativo al uso de las fracciones, dejando de lado

consideraciones mas superficiales:

El error va a tener procedencias diferentes, pero en todo caso, va a ser
considerado como la presencia en el alumno de un esquema cognitivo
inadecuado, y no solamente como consecuencia de una falta especifica de

conocimiento o de un despiste. Socas (1997) citado por Gémez, J. L. L. (2009).

En primer lugar presentamos el porcentaje de alumnos que cometieron errores
en cada una de las 4 categorias propuestas. El 26,9% de los alumnos cometieron
errores englobados en la primera categoria, Errores por descuido o distraccion.
Hubo un 91% de los alumnos que tuvieron alguno de los errores pertenecientes a
la categoria (2), Errores por desconocimiento de la respuesta. En la categoria (3),
Errores por defectos en la comprension del concepto, encontramos que un 94% de
los chicos efectuaron errores incluidos en ella. Y por dltimo ha habido un 77,6% de
alumnos que cometieron errores clasificados en la categoria (4), Aplicaciéon

sistematica de procedimientos erréneos.

A continuacién mostraremos el porcentaje de errores de cada tipo que se han
encontrado en cada una de las actividades. En primer lugar se muestra el
porcentaje de alumnos que realizaron correctamente el ejercicio y posteriormente
se presenta un desglose del porcentaje de errores aparecidos en cada una de las
categorias. Se realiza de este modo ya que en un mismo ejercicio se han

detectado varios errores de diferentes categorias.

La actividad 1, estaba pensada para detectar errores de la categoria (4), ya
gque estaba compuesta de nueve apartados, en cada uno de los cuales el alumno
debia resolver la operacion con fracciones planteada, para lo que debia servirse
de sus conocimientos sobre los algoritmos operacionales. Sin embargo también se
esperaba detectar errores relativos a las otras categorias.
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Ejercicio 1l.a 3—2= ;
Solucién correcta 35.8%
(1) Errores por descuido o distraccion 4%
(2) Errores por desconocimiento de la respuesta 42%
(3) Errores por defectos en la comprensién del concepto 32%
(4) Aplicacion sistemética de errores 22%

El 64,2% de los alumnos encuestados no llegdé a la solucién correcta al
resolver esta primera operacion. El 42% de los errores cometidos fueron de la
categoria (2), Errores por desconocimiento de la respuesta. Concretamente el
error mas repetido por los alumnos fue el E2.3, Error en la jerarquia de las
operaciones. Se cree que muchos alumnos cometieron este error al encontrarse
con dos enteros restando, por lo que realizaron esta operacion antes que la
multiplicacion debido a su mayor simplicidad. Véase como ejemplo la resolucién

de Alexsander (12 afios)

Figura 1: Error en la jerarquia de las operaciones (Alexsander 12 afios)

El 32% de los errores se englobaban en la categoria (3), siendo el E3.1 el mas
frecuente, y estando fuertemente relacionado con el E3.4. Muchos alumnos
conmutaron la resta para evitar un resultado negativo o bien porque realizaban
primero la multiplicacion y posteriormente afiadian el termino que faltaba restando.
Se encontré que un 22% de los errores pertenecian a la categoria (4). En este
caso, los errores estuvieron relacionados fundamentalmente con el algoritmo de
multiplicacion, aunque también aparecieron errores en el algoritmo suma.
Finalmente un 4% de los errores se debieron a descuidos o distracciones de los

alumnos, dejando la operacion en blanco en algunos casos.

27



Dario Gonzéalez Del Olmo

Ejercicio 1.b EHE_ 2
Solucion correcta 28.4%
(1) Errores por descuido o distraccion 2.9%
(2) Errores por desconocimiento de la respuesta 17.39%
(3) Errores por defectos en la comprensién del concepto 59.42%
(4) Aplicacién sistematica de errores 20.29%

Esta operacion, no fue resuelta correctamente por un 71,6% de los alumnos.
Tan sélo un 2,9% de los errores fueros debidos a despistes, y un 17,39%
pertenecen a la categoria (2), donde de nuevo el E2.3 fue el mas comun, aunque
como se observa, el porcentaje de errores en esta categoria disminuyé
considerablemente con respecto al primer ejercicio. Probablemente esto sea
debido al orden de las operaciones, ya que mientras en el 1.a, de izquierda a
derecha, primero aparecia la resta y luego la multiplicacion, en este se presentaba

al contrario.

Un 59,42% de los errores se produjeron debidos a defectos en la comprensién
del concepto (3). En este caso los errores mas frecuentes fueron el 3.4 No
consideran legitimo dividir/restar un ndimero mayor por uno menor y el 3.6
Extrapolacién de calculo de los naturales a las fracciones. Ambos errores estan
relacionados con los conocimientos que los alumnos poseen sobre los naturales.

Véase el siguiente ejemplo de Paula (12 afios)

Figura 2: Extrapolacion del calculo de los naturales a las fracciones (Paula 12

afnos)
b. 3#==—5

Finalmente un 20,29% de los errores fueron ocasionados por la aplicacion
sistematica de procedimientos erréneos, de nuevo relacionados con el algoritmo
suma y multiplicacion de fracciones. Como se observa el porcentaje de errores en

esta categoria es muy similar a los producidos en el ejercicio 1.a.
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4 2
Ejercicio 1.c E:E
Solucién correcta 52.2%
(1) Errores por descuido o distraccion 2.7%
(2) Errores por desconocimiento de la respuesta 78.38%
(3) Errores por defectos en la comprensién del concepto 5.41.%
(4) Aplicacién sistematica de errores 13.51%

El 47.8% no ha sabido hacer frente a esta operacion correctamente. Como se
muestra en la tabla, el 2.7%, cometieron errores de la categoria (1), un 5.41°%
fueron de la categoria (3) y un 13.51% de la (4), en este ultimo apartado
relacionados con el algoritmo divisibon como es evidente. En la categoria donde
mas errores se encontraron fue en la (2), con un 78.38% de los errores, siendo la
mayoria de ellos errores por simplificaciéon incompleta. Este alto porcentaje, que
resalta fuertemente, puede ser debido a que el ejercicio se encuentra al principio
del cuestionario, por lo que los alumnos lo realizan con mayor rapidez. Ademas no
se les habia insistido mucho en que tenian que simplificar todos los resultados,
cosa que se hizo con posterioridad. Veamos la siguiente resolucion, hecha por

Borja (12 afios)

Figura 3: Simplificacién incompleta (Borja 12 afios)

4 2_ (

2 4
Ejercicio 1.d EHE
Solucién correcta 86.6%
(1) Errores por descuido o distraccion 0%
(2) Errores por desconocimiento de la respuesta 18.2%
(3) Errores por defectos en la comprension del concepto 0%
(4) Aplicacién sistematica de errores 81.8%
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Solamente un 13.4% de los alumnos no consiguieron realizar este ejercicio
correctamente. Un 18.2% de los errores aparecieron en la categoria (2),
produciéndose por simplificacion incompleta o por dejar la respuesta en blanco. El
81.8% de los errores restantes, se agruparon en la categoria (4), produciéndose
por el uso erréneo del algoritmo de multiplicacion, pero también se encontro el
E4.1 Sobresimplificacion. En este caso los alumnos dividen por sus divisores el
numerador y el denominador de la fraccion resultante de manera independiente,

como se muestra en el siguiente ejemplo de Patricia (13 afios)

Figura 4: Sobresimplficacion (Patricia 13 afios)

2 4 ¥
d. = * - 5 = — <[
> 5 &5 =
2 2
— 3*3+3
Ejercicio 1.e 3 2 3
Solucién correcta 46.3%
(1) Errores por descuido o distraccion 4.7%
(2) Errores por desconocimiento de la respuesta 30.2%
(3) Errores por defectos en la comprensién del concepto 16.3%
(4) Aplicacién sistematica de errores 48.8%

Un 53.7% de los alumnos no ha llegado a la solucién correcta de la operacion.
Un 4.7% de los errores se produjeron por descuido o distraccion (1). El 30.2% de
los alumnos que fallaron cometid errores de la categoria (2), entre los que
resaltaban los errores con la jerarquia de las operaciones E2.4, como se muestra

en la siguiente actuacion de Paula (12 afios)

Figura 5: Error en la jerarquia de las operaciones (Paula 12 afios)

(]
wiN

*
N

+
RN
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Un 16.3% cometio errores por defectos en la comprension del concepto, en su
mayor parte relacionados con los conocimientos que los alumnos tienen sobre los
naturales. Y un 48.8% de los errores, pertenecian a la categoria (4), Aplicacion
sistematica de errores, encontrando tanto errores en el algoritmo suma como en el
de multiplicacion. Asi se puede observar en el siguiente ejemplo de Adrian, en el

cual mezcla ambos algoritmos:

Figura 6: Error en el algoritmo suma (Adrian 12 afios)

e -z- * % + 1;- 2 ‘
o T NN
3 c p p
Ejercicio 1.f g = (1+ g:]'

Solucién correcta 55.2%
(1) Errores por descuido o distraccién 12.1%
(2) Errores por desconocimiento de la respuesta 12.1%
(3) Errores por defectos en la comprensién del concepto 30.3%
(4) Aplicacion sistemética de errores 45.5%

El 44.8% de los alumnos cometié algun error al realizar este ejercicio. Un
12.1% de los errores detectados son de la categoria 1, y ese mismo porcentaje es
también el de errores detectados en la categoria 2. Un 45.5% de los errores en
este ejercicio correspondieron a la categoria (3), entre los que cabe destacar el
E3.6 Extrapolacion del calculo de los naturales a las fracciones. En concreto, los
alumnos suman directamente el entero uno al numerador de dos quintos. Como se

observa en la resolucion de Marcos (12 afios)

Figura 7: Extrapolaciéon del calculo de los naturales a las fracciones (Adrian 12

afnos :
) i1+

/
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O bien expresan el uno en forma de fraccion, para sumar posteriormente como en
los enteros, numerador mas numerador y denominador méas denominador. Como
realiza Guillermo (12 afios)

Figura 8: Extrapolacion del calculo de los naturales a las fracciones (Guillermo 12
afnos)

2 % . 3 2 - &
f s+(Q4) =R~ . =
3*( +5) % A 4{0

Un 30.3% de los errores se ubicaron en la categoria (4), entre los que
encontramos diversas modificaciones del algoritmo suma, empleadas por los

alumnos. Mostramos dos ejemplos, de Alba (12 afios) y Elvis (13 afios)

Figura 9: Error en el algoritmo suma (Alba 12 afos)

FLafisdro g =R R .| &
2 = D ) X & %

Figura 10: Error en el algoritmo suma (Elvis 13 afios)

> ¢ W EL 5 2 20
f, 2*(14—2)_{ L
1 1 1
Ejercicio 1.g E:(Z_ng

Solucién correcta 43.3%
(1) Errores por descuido o distraccion 4.2%
(2) Errores por desconocimiento de la respuesta 4.2%
(3) Errores por defectos en la comprensién del concepto 41.6%
(4) Aplicacion sistematica de errores 50%

Un 56.7% de los alumnos no realizo bien este ejercicio. En las categorias (1) y
(2) se englobaron el 8.4% de los errores. Un 41.6% de los errores correspondieron
a la categoria (3), entre los que destaca el E3.1 Error con la conmutatividad de las

operaciones. Fueron numerosos los alumnos que realizaron correctamente la
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suma del paréntesis, pero después lo dividieron entre %2 y no al revés como
indicaba la operacion. Esto podria deberse a que los alumnos realizan primero el
paréntesis y después vuelven a afiadir lo de fuera, pero sin tener en cuenta el

lugar en el que estaba. Veamos el siguiente ejemplo de Andrea (12 afios).
Figura 11: Error con la conmutatividad de las operaciones (Andrea 12 afios)

R

1 1
B3+ 3

Un 50% de los errores se debieron a fallos en los algoritmos, es decir
pertenecientes a la categoria (4). La mayoria de estos errores se produjeron en el

algoritmo suma, E4.2, A continuacién se muestran un ejemplo de Paula (12 afios).

Figura 12: Error en el algoritmo suma (Paula 12 afios)

g %2 (i +3)
3
Ejercicio 1.h 1_E+E
Solucion correcta 50.7%
(1) Errores por descuido o distraccion 9.3%
(2) Errores por desconocimiento de la respuesta 14.8%
(3) Errores por defectos en la comprensién del concepto 50%
(4) Aplicacion sisteméatica de errores 25.9%

En este ejercicio, el 49.3% de los alumnos cometi6 algun error. El 9.3% de los
errores fueron de categoria (1). Un 14.8% correspondieron a la categoria (2). En la
categoria (3) se agruparon el 50% de los errores, donde los mas frecuentes fueron
el E3.1, Error con la conmutatividad de las operaciones, y el E3.6, Extrapolacion
de calculo de los naturales a las fracciones. Como muestra, se presentan dos

soluciones donde aparecen estos errores.
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Figura 13: Error con la conmutatividad de las operaciones y Extrapolacion de

calculo de los naturales a las fracciones

.3

|
h. 1-24 212 #"3 _5“ 2
i 5 (Mario, 13 afios)

7 8
S, 2=

(n(N

| ' (Hugo, 13 afios)

Por dltimo, un 25.9% de los errores se catalogaron en la categoria (4), siendo
el error en el algoritmo suma el mas habitual. Veamos la siguiente resolucién

presentada por Alba (12 afios)

Figura 14: Error en el algoritmo suma (Alba, 12 afios)

h. 1~§+%-ri ‘?_: 2 s o ‘{—Z\
5 5 2 " ac
2 5 1 245
Ejercicio L.i (§+ E) : (E + 2+—2)
Solucién correcta 17.9%
(1) Errores por descuido o distraccion 8.5%
(2) Errores por desconocimiento de la respuesta 30.9%
(3) Errores por defectos en la comprensién del concepto 12.7%
(4) Aplicacion sisteméatica de errores 47.9%

Tan solo el 17.9% de los alumnos consiguié realizar correctamente esta
operacion. Un 8.5% de los errores se encontraban en la categoria (1). En la
categoria (2), se agruparon el 30.9% de los errores, la mayoria de los cuales se
debieron a que los alumnos no terminaron la operacion o ni siquiera la empezaron.
En la categoria (3) aparecieron el 12.7% de los errores, siendo el error con la
conmutatividad de las operaciones el mas comun. Y finalmente, la mayoria de los

errores, el 47.9% se concentraron en la categoria (4), lo cual era de esperar dado
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que era el apartado donde mas operaciones se requerian. Algunos de estos
errores vinieron originados por la escritura de una suma, tanto en el numerador
como en el denominador, en una de las fracciones, notacion a la que los nifios no
estaban habituados. Sin embargo, aunque se esperaba que los alumnos
cometieran un error de sobresimplificacion en este ejercicio, este no se produjo.
Veamos a continuacion un ejemplo de operacién erronea realizado por Ismael (13
afnos)

Figura 15: Error en el algoritmo suma (Ismael, 13 afios)

2+5

L (GG+2):(3+25 2 L o
3 6 6 242 -+ D N j 41 24L Q344 A0

Continuamos ahora con los resultados del ejercicio 2, compuesto por dos

apartados en los que los alumnos debian ordenar algunas fracciones.

Ejercicio 2
Solucién correcta 52.2%
(1) Errores por descuido o distraccién 0%
(2) Errores por desconocimiento de la respuesta 33.33%
(3) Errores por defectos en la comprension del concepto 50%
(4) Aplicacion sistematica de errores 16.67%

Fundamentalmente los errores se agruparon en las categorias (2) y (3), con
un 33.33% y un 50% respectivamente. En la categoria (2), la mayoria de los
errores de debieron a que los alumnos no realizaron el ejercicio, posiblemente por
carencias en los conocimientos previos o por que no sabian como proceder. En la
categoria (3), se dieron fundamentalmente los errores E3.2 Error en la ordenacion
de fracciones y E3.7 Relacionados con la equivalencia de fracciones. Véanse los

siguientes ejemplos de resolucion.
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Figura 16: Error relacionado con la equivalencia de fracciones y error en la

ordenacion de las fracciones

Alberto (12 afos)

Alejandro (13 afios)

En la categoria (4) los errores encontrados fueron en el calculo del
denominador comudn, ya que no se requeria realizar mas operaciones. Veamos el

siguiente resultado presentado por Vanessa (12 afios)
Figura 17: Comun denominador incorrecto (Vanessa, 12 afos)

14
4

)
SN
.
SN |

Finalmente presentamos los resultados obtenidos en los ejercicios 3, 4y 5.

El ejercicio 3 estaba formado por cuatro apartados en los que el alumno debia

responder verdadero/falso. Un 56.72% de los alumnos respondi6é correctamente al

: 1 . 1 L,
primer apartado, S €s la mitad de o El resto de los alumnos cometi6 el error E3.3

., N . 1 1
Comparacion cualitativa incorrecta. En el apartado b), 2> 3 tan solo el 16.42% de

los alumnos respondié de manera incorrecta, incurriendo en el error E3.2, Error en
la ordenacion de fracciones. En estos dos apartados se le pide al alumno que
compare dos fracciones. Los resultados pudieran interpretarse como que a los
alumnos les cuesta mas llegar a la respuesta cuando la representacion de los
datos es verbal, como ocurre en el apartado a).

Un 43.28% de los alumnos respondié correctamente al apartado c), Al

multiplicar 5 por una fraccién siempre obtenemos un nimero mayor que 5. Hubo

36



Dario Gonzéalez Del Olmo

un 50.75% que cometi6 el error E3.5 Relacionar multiplicar con ampliar y dividir

con reducir. Y un 5.97% que dejo el ejercicio sin contestar.

2

- 2 11 ,
Por ultimo, el apartado d) T fue respondido adecuadamente por un

91.04% de los alumnos. Un 5.97% dej6 la respuesta en blanco y un 2.99%
cometio el error E3.7 Error relacionado con la equivalencia de fracciones. El
numerador de la ultima fraccion debia haber sido 14 en lugar de 11, con lo que la
diferencia entre numeradores y denominadores hubiera sido de 6 unidades, lo que
seguramente hubiera provocado mas errores en los alumnos, ya que como vimos
en el primer ejercicio muchos se apoyan en sus creencias sobre los naturales y las
aplican a las fracciones.

En el ejercicio 4, se pedia encontrar un numero entre las fracciones 3/7 y 4/7,
con el objeto de que los alumnos hicieran uso de la equivalencia de fracciones. Un
47.76% contestaron de manera erronea, cometiendo errores de la categoria 2, es
decir que bien dejaban la respuesta en blanco o bien proponian un resultado al
azar basado en su intuicion, como se observa en el siguiente ejemplo de Carlota
(14 afos).

Figura 18: Error por intuicion o invencién de la respuesta (Carlota, 14 afios)

e sl o . B9 _ &

7 \’z 2N 4

Para finalizar, en el ejercicio 5 los alumnos debian completar las siguientes

fracciones equivalentes: 2 _ 14

E == E =
Un 41.79% de ellos lo resolvidé convenientemente, mientras que el 33.8% cometio

errores de la categoria (2), y un 22.39% de la categoria (3).

4.2 Interpretacion de resultados

En este apartado se comentan los resultados obtenidos de acuerdo a la
clasificacion expuesta en el capitulo de literatura: (1) errores por descuido o
distraccion, (2) errores por desconocimiento de la respuesta, (3) por defectos en la

comprension del concepto y (4) aplicacibn sistematica de procedimientos
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erroneos. Es importante destacar que a estas edades los conceptos no estan

consolidados y los errores son diversos, lo que dificulta su categorizacion.
(1) Errores por descuido o distraccion.

En la literatura no se sefialaba ningun error concreto en esta categoria. Tras el
analisis de los datos recogidos se han afadido dos tipos de errores: (1.1) Olvido o

aparicion de términos y (1.2) Confusion en la operacion.

(1.1) Olvido o aparicion de términos. Un 15% de los alumnos cometieron este
tipo de error, cuya causa como hemos sefialado anteriormente suele ser una
escritura poco legible que provoca confusiones de unos nimeros con otros, o que
al operar primero una operacion, por ejemplo entre paréntesis, se olvidan del resto

del enunciado como se puede observar en el siguiente ejemplo de Inés (12 afios):
: OO G | 24 & :
g. 2(2-{-;) _ e 2T = —

(1.2) Confusién en la operacién. Un 16.4% de los chicos efectuaron este error.
Al igual que el error anterior, éste es consecuencia también de una mala escritura,
provocando que los alumnos confundan los operadores, es decir que por ejemplo

multipliquen en lugar de restar.
(2) Errores por desconocimiento de la respuesta.

(2.1) Simplificacion incompleta. El 50.7% de los chicos reprodujo este error, no
simplificando las fracciones. Como sefialaba Godino (2004), parece que la causa
de estos errores radica en las dificultades que tienen los alumnos con las
fracciones equivalentes, ya que cuando los factores de simplificaciébn eran
sencillos practicamente no aparecia este error. Véase el siguiente ejemplo de

Manuel (12 afos):

C P I 1oy [ ¥
=) 3 '] N A
i ? - "
ot
-
|+ 14 £
L &G

(2.2) Operaciones con enteros. Un 34.3% de los alumnos cometieron este

error, detectado en sumas, restas, multiplicaciones y divisiones de enteros al igual
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que en las investigaciones de Abrate et al. (2006). Muchos de estos errores
podrian deberse a que el alumno centra su atencion en las fracciones y la forma
de resolverlas, descuidando las operaciones mas simples. En el siguiente ejemplo
de Diego (12 afios), se observa que utiliza adecuadamente el algoritmo de la

division de fracciones pero falla en la multiplicacion de enteros.

9.23% _16 _ 108
TS S
(2.3) Error en la jerarquia de las operaciones. Al igual que en las
investigaciones de Castellanos & Moreno (1997), se ha detectado este error en el
contexto de las operaciones con fracciones, habiendo un 34.3% de estudiantes
gue lo cometen. Este error se incluyd en esta categoria ya que con la revision de
la bibliografia no se pudo determinar si se debia a un error aritmético o a un error
de concepto. Tras el estudio tampoco se puede concluir su clasificacion. Pudiera
ser que se debiera a una cuestion de prioridad en los métodos aprendidos, ya que
durante su etapa de primaria los alumnos aprenden que, si hay una fraccién y un
namero que estdn sumando, deben realizar la operacion. Aunque en algunos
casos parece que responde solamente a una cuestion de comodidad o

conveniencia, como se ilustra en el siguiente ejemplo de Alba (12 afios)

.
a. 3—2*3;’ 'Q—’l~ = %_i - /{T X '?‘;_I :"?*-

(2.4) Intuicibn o invencién de la respuesta. Un 56.7% de los alumnos
cometieron errores en esta categoria, dejando incompleta o en blanco la respuesta
de los ejercicios. Estos errores pueden ser debidos a carencias en los

conocimientos previos de los alumnos.
(3) Errores por defectos en la comprension del concepto.

(3.1) Error con la conmutatividad de las operaciones. Como sefiala en sus
investigaciones Godino (2004), los alumnos cometen errores al no saber muy bien

en qué casos pueden hacer uso de la propiedad conmutativa. Concretamente en
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este estudio el 52,2% de los nifios cometieron este error en al menos una ocasion.
Este error parece, en ocasiones, relacionado con el E3.4, ya que el 32.5% de los
alumnos que cometieron alguno de estos dos errores cometié también el otro.
Cuando hay que restar un nimero mayor a uno menor por ejemplo, como vemos

en la siguiente resolucion realizada por Sofia (13 afios).

N L

(3.2) Error en la ordenacion de fracciones. Este error sefialado por Godino
(2004) también apareci6 en la recogida de datos, obteniendo que un 31.3% de los
alumnos lo cometian. Sus causas pueden ser diversas, como el propio Godino
indica: quizads el conocimiento de los naturales pudiera ser un obstaculo para el
aprendizaje de los racionales, o pudiera deberse a que los estudiantes retroceden
a una representacion en éarea, en la que %2 y ¥4 se visualizan como numeros en
abstracto, lo que dificultaria la comprensién por parte de los alumnos, de que la
mitad de una cantidad puede ser menor que una cuarta parte de otra, como
sefalan Dickson el al., (1991) en su investigacion. Ademas, la dificultad de la
comparacion de dos fracciones puede variar en funcion de los numeros que

figuren en los numeradores y denominadores.

(3.3) Comparacion cualitativa incorrecta. Este tipo de error se ha detectado en
un 40.3% de los alumnos. Se trata de un error relacionado con el anterior, de
hecho el 33% de los alumnos que cometen uno de los dos errores también
cometen el otro. Asi mismo se observa que este error supera en casi diez puntos
porcentuales al anterior, lo que podria deberse a que el alumno debe relacionar en
este caso dos representaciones diferentes de la fraccion, una dificultad afiadida

gue ya sefialaban Dickson et al., (1991) en su estudio.

(3.4) No considerar legitimo dividir/restar un nimero menor por uno mayor. Un
28.4% de los alumnos encuestados efectud este error. Este porcentaje es menor
de lo esperado tras la lectura de la literatura, pues el estudio de A. Brown, citado

por Hart (1980), revelaba que un 51% de los nifios de 12 afios no se ha percatado
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de que cualquier nimero entero puede ser dividido entre cualquier otro dando un
resultado exacto expresable mediante una fraccién. En este sentido Dickson, et
al., (1991) también sostenian que el 67% de los nifios de esta edad tenian

dificultades con este concepto.

(3.5) Relacionar multiplicar con ampliar y dividir con reducir. Encontramos que
éste es un error que cometen el 49.3% de los alumnos encuestados, resultado
algo superior al obtenido por Dickson et al., (1991) en su trabajo, donde apuntaban
gue entorno al 37% de los nifios de 12 afios cometian este error. Su causa podria
deberse a las creencias previas que los alumnos poseen sobre los naturales como

apuntaba Ledn (2011) en su trabajo.

(3.6) Extrapolacion de calculo de los naturales a las fracciones. Este error,
cometido por el 38.8% de los alumnos se revela como uno de los mas
importantes, ya que de cometerlo los chicos podran incurrir también en los errores
(3.2), (3.3), (3.5) y (3.7), como de hecho el 96.3% de los estudiantes asi lo
hicieron. La causa, como sefiala Ledn (2011), seria que los chicos siguen
utilizando las estrategias vélidas con los naturales para la realizacion de sus
calculos con fracciones. Aunque también podria atribuirse, como afirman Llinares
& Sanchez (1988), al conocimiento del algoritmo de la multiplicacién, provocando

la mezcla de éste con el de la suma. Véase el siguiente ejemplo de Daniela (12

B et L S A \j; ‘
' L A

Asi mismo, debemos mencionar que el porcentaje de alumnos que cometieron

anos).

este error es muy similar al registrado por Hart (1981), citado por Dickson et al.,
(1991), quien encontré que entorno al 30% de los escolares ingleses de 13 afios

cometian este error en la suma.

(3.7) Error relacionado con la equivalencia de fracciones. En el 35.8% de los
alumnos se detectd este error, porcentaje sensiblemente inferior al esperado, ya
que Dickson et al., (1991) sostienen en su estudio que la idea de equivalencia en
situaciones abstractas solamente es comprendida plenamente por una minoria de
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chicos de 15 afos. En el siguiente ejemplo puede observarse como Mara (12
afnos) es capaz de completar la primera fraccién equivalente pero se bloquea con
la segunda, proponiendo un resultado al azar.

Por otro lado, los resultados coinciden con lo descrito por Llinares & Sanchez
(1988), quienes afirmaban que ante una tarea de busqueda de fracciones
equivalentes varios nifios recurrian al método aditivo de los naturales en

numeradores y denominadores.

(3.8) Relacionar un entero con una fraccion partida de cero. Este tipo de error
parece superado en este nivel, pues tan so6lo un alumno lo realiz6. Podria deberse
a diversos motivos, pero parece claro que el alumno no esta relacionando la

fraccion con su significado de division.
(4) Aplicacion sistematica de procedimientos erroneos.

(4.1) Sobresimplificacion. Tan solo un 7.4% de los alumnos cometié este error.
Su origen, como apunta Egodawatte (2011), podria deberse a que los alumnos
aplican la simplificacion del producto a la suma de fracciones. Aunque tambien se
han detectado algunos alumnos que simplificaban las fracciones dividiendo
numerador y denominador por distintos factores, como se puede observar en el

siguiente ejemplo de Patricia (13 afios) K _ 4

28 - o

(4.2) Error en el algoritmo suma. Encontramos que un 56.7% de los alumnos
cometié errores de diversa indole en el algoritmo suma, lo que confirma los
resultados del estudio realizado por Haseman (1980), citado por Dickson et al.,
(1991), quien afirmaba que los procedimientos computacionales para la
manipulacion de fracciones eran introducidos demasiado prematuramente, tras
encontrarse con que tan solo un 19% de su muestra, con chicos de 13 afos,
realizaba correctamente una suma de fracciones. Asi mismo, Dickson et al.,

(1991) manifestaba, en su estudio, que sumar por separado los numeradores y los
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denominadores de una fraccibn es un error frecuente cuya causa podria
encontrarse en la manera en la que se representan las fracciones (diagrama parte-

todo) en sus primeros afos de estudio.

(4.3) Error en el algoritmo multiplicacion. De nuevo los resultados de la
investigacion, con tan sélo un 10.4% de estudiantes que cometen este error,
coinciden con la revision bibliografica, ya que como sostenia Bright (1978), citado
por Dickson et al., (1991), las dificultades de la mecanica de sumar fracciones sin

denominador comun superan las dificultades conceptuales de la multiplicacion.

(4.4) Multiplicacion cruzada incorrecta. Como sefialaba Egodawatte (2011) en
su investigacion, encontramos que el 4.5% de los alumnos, al encontrarse con un
natural multiplicando una fraccion, multiplicaban tanto numerador como
denominador por dicho natural, como se observa en el siguiente ejemplo de Rosa

(12 afios) . )
b, Bes~5 =k

Nuevamente este error podria atribuirse a una falta de relacion entre los

naturales y su representacion como fraccion.

(4.5) Comun denominador incorrecto. Un 31.3% de los estudiantes realizd
incorrectamente el calculo del minimo comun multiplo. Sus causas son diversas,
como sefala Egodawatte (2011), desde un error en el célculo, a la eleccién del
menor numero como m.c.m, o0 considerar la suma como el m.c.m. En los dos
ultimos casos parece que el alumno ha olvidado el algoritmo para calcularlo o lo

recuerda parcialmente.

(4.6) Division y multiplicacion incorrecta. Un 13.4% de los estudiantes efectud
este error, cuya procedencia parece estar en una equivocacion entre los
algoritmos de la multiplicacién y de la division, es decir, los alumnos no recuerdan

bien los algoritmos, mezclandolos. Véase el siguiente ejemplo de Ana (13 afios)
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(4.7) Dividir en lugar de multiplicar. En este caso los alumnos parecen
recordar los algoritmos de division y multiplicacion de fracciones pero los
intercambian: es posible que recuerden que en uno de los algoritmos se
multiplicaba en cruz y lo relacionen con el de la multiplicacion por ser la forma del

operador. Véase el siguiente ejemplo de Aida (12 afios)

5. Propuestas y mejoras

Vamos a identificar tres areas principales de dificultad en la ensefianza y
aprendizaje de las fracciones, que tienen que ver con la interpretacion de ciertos
aspectos de la idea de fraccion, a saber: considerar la divisibn como un aspecto
de la fraccién; entender la fraccibn como un numero; y la equivalencia de

fracciones.

Si bien el uso del modelo parte-todo, parece adecuado para la introduccion de
las fracciones en los primeros afios, al mismo tiempo parece obstaculizar la
ampliacion de los significados de fraccion. Parece probable que las tres areas de
dificultad con las fracciones antes mencionadas son resultado de la incapacidad
de establecer una conexion entre el modelo geométrico y la forma simbdlica
abstracta de una fraccién, requiriendo un importante reajuste para lograrlo, lo cual
no es posible con algunos nifios. Es por ello que se propone abandonar este
modelo geométrico en cursos superiores, y presentar la idea de fraccién en un

contexto mas amplio.

Veamos ahora como se podrian reducir algunas de las dificultades sefialadas

anteriormente:

- Muchos alumnos encuentran dificultades al considerar la divisibn como un

aspecto de la fraccion. Cuando se les presenta una fraccion del tipo 3/4,
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muchos responden que no se puede dividir un nimero por uno mayor, es decir,
no estan considerando que 3/4=3:4. Esta dificultad también provoca que utilicen
la propiedad conmutativa para la division, es decir, que consideren 3/15=15/3. A
través del uso de la calculadora se podria enfatizar la no conmutatividad de la
division, y también serviria para conectar las representaciones de fraccion,
decimal y division, 1/2=0"5=1:2. También se podrian presentar estas fracciones
en situaciones cercanas al alumno, como por ejemplo, repartir un litro de leche
en tres vasos. La realizacion de actividades practicas puede ayudar a los chicos

a reconocer en la fraccién su significado de division.

- Del mismo modo, muchos alumnos encuentran dificultades en considerar la
fraccibn como un numero, para superarlas se puede apoyar el aprendizaje en
las representaciones de las fracciones en la recta numérica, para el alumno no
resulta muy complicado de entender partiendo del modelo parte-todo. Algunos
ejercicios que podriamos utilizar para reforzar esta significacién podrian ser, del
tipo 2*_=7 o pedir nUmeros que se encuentren entre dos enteros consecutivos.
Resulta pues, muy importante que el profesor acentle la transicion desde el
mundo de los niumeros enteros a los racionales, en este sentido el uso de la
calculadora ayuda a establecer un vinculo entre los enteros y las fracciones.
También se debe considerar el trabajar con los nimeros fraccionarios en otros
temas, no directamente relacionados, ya que en la mayor parte de estos, el

resultado que se pide siempre es un entero.

- En el aprendizaje de las fracciones equivalentes, la mayoria de los alumnos
son capaces de reconocerlas cuando se presentan de forma geométrica o
cuando el factor de multiplicacion entre fracciones es un namero sencillo (2, 3,
4, 5). Pero aparecen diferencias entre la habilidad para construir fracciones
equivalentes y la habilidad para ordenar fracciones, aqui en muchas ocasiones
los alumnos no saben si las fracciones son equivalentes o una es multiplo de la
otra. Esto pone de manifiesto la importancia del elemento identidad, 4/4 por
ejemplo, para ir de una fraccion a otra, multiplicando y dividiendo por el mismo

namero. Los chicos tienden a pensar que solo han multiplicado por 4, por lo que
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con frecuencia argumentan que 12/16>3/4, ya que relacionan a menudo
multiplicar con aumentar y dividir con disminuir. Esta falta de sentido que le dan
a la idea de equivalencia puede explicar errores en el algoritmo suma, ya que
reforzaria la idea de que 3/4+2/3=5/7. De nuevo el uso de gran variedad de
casos de equivalencia hace que aumente la capacidad de los chicos para hacer

frente a tareas simples que involucren el uso de fracciones equivalentes. Por
h %
&/8

(Dickson, Gibson, & Brown, 1991)

ejemplo, se podrian mostrar lineas paralelas con

fracciones equivalentes marcadas mediante puntos en

cada linea, de modo que se observe la equivalencia.
También podria recurrirse al plegado de papel para

inculcar la nocién de equivalencia.

Asi mismo, el uso de la calculadora para que los alumnos evalten fracciones
equivalentes (2/3; 8/12; 10/15) proporcionaria una experiencia extra de

equivalencia.

- Asi pues, a un nivel introductorio parece necesario proporcionar
abundantes experiencias de las diferentes representaciones de las fracciones,
con el objeto de establecer los fundamentos de los aspectos de medicion y
operador. Dado que las fracciones son comunmente utilizadas en ambas
formas. Por ejemplo, el modelo recta numérica, si bien puede ser causa de
dificultades, también ofrece ciertas ventajas. Hace aparecer de forma mas
natural las fracciones impropias y resalta el hecho de que las fracciones forman
una extension del conjunto de los numeros naturales. Ademas conduce de
forma natural al empleo de las fracciones en medidas de todo tipo y hace que
sea mas sencillo comprender las operaciones de adicion y sustraccion. Por otro
lado, las operaciones de multiplicacion y division se comprenden mejor en tanto

que operadores (Dickson et al., 1991).

- Debemos sefalar también, que el significado de fraccion, el manejo de sus

algoritmos y la multiplicidad de contextos, son dificultades frecuentes en el
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proceso de aprendizaje de las fracciones. En este sentido Godino (2004) afirma
que: “su estudio estd condicionado por la progresiva comprension de las
operaciones aritméticas y de las situaciones de medicibn de magnitudes no
discretas. Los numeros racionales son el primer conjunto de experiencias
numericas de los nifios que no estan basadas en los algoritmos de recuento
como los numeros naturales”.

Dado que parece que la mayoria de los alumnos olvidan parte de los
procedimientos que se les han ensenado y tratan de “repararlos”, cometiendo
errores, pues en muchos casos apenas si existe una comprension conceptual
que oriente y sirva de ayuda en estas “reparaciones”. Una estrategia viable para
el aprendizaje de las fracciones podria ser la resolucion de problemas, donde
los alumnos desarrollen habilidades para comprender y plantear problemas, asi
como la capacidad de realizar las operaciones que se requieren y de interpretar
los resultados; huyendo del aprendizaje de procesos rutinarios y procedimientos
algoritmicos que estimulan la mecanizacion y la memorizacién sin sentido,
minimizando el razonamiento logico, la busqueda de soluciones, la critica y la

fundamentacion de opiniones.

- Por ultimo, parece probable que el aprendizaje de las fracciones resultaria
mas sencillo para los alumnos, si los profesores desarrollan sus habilidades de
escuchar a los nifios y de animarlos a hablar de su interpretacion de las
fracciones y los problemas que encuentran asociados a ellas. Asi mismo una
enseflanza mas practica y proporcionar a los alumnos una amplia experiencia
en el uso de las fracciones, en distintos ambitos, mejorarian el aprendizaje.
Esto, hoy en dia resulta facil y sencillo gracias a los ordenadores y multitud de
applets que trabajan diferentes significados de las fracciones, por ejemplo la
aplicacion KBruch, como sefiala Real (2012) en su estudio.

A continuaciébn se proponen algunas sugerencias de mejora para futuras

investigaciones:

- Realizacion de entrevistas individuales con los nifios, ya que al hablar y

escucharles seria mas sencillo detectar la naturaleza de los errores que
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cometen y las estrategias que utilizan. Las pruebas de diagnostico, nos dan
informacion sobre el tipo de errores cometidos, pero no dan una idea sobre la

forma que el nifio tiene de pensar.

- Investigar la manera en que las fracciones se introducen en la escuela
primaria, ya que es aqui donde los alumnos se enfrentan por primera vez a
ellas. Y seria interesante descubrir si esa primera aproximacion se basa
solamente en el modelo parte-todo, o si por el contrario, los maestros amplian el

concepto de fraccidbn mas tarde.

- Extender la investigacion a otros niveles de secundaria, para contrastar la
evolucion de la comprension y el razonamiento matematico, asi como para
observar la evolucién en el tipo y la frecuencia de errores que cometen los

alumnos.

- Ampliar el objeto de la investigacion al estudio de razones, decimales y
porcentajes, ya que esto formaria un estudio global sobre los numeros

racionales y sus diferentes representaciones.

- En el cuestionario, se podrian incluir algunos problemas de
contextualizacion real, para estudiar la forma de razonamiento de los chicos.
También se podrian establecer las preguntas en orden ascendente de dificultad
o0 incluso realizar otro modelo de cuestionario invirtiendo el orden de dificultad,
con el objetivo de comprobar si estos factores influyen o no en la aparicién de

errores.
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Anexo |

uc Cuestionario de Matematicas

UNIVERSIDAD Fracciones
DE CAMTABRIA

Rellena los siguientes datos:

NOMDBIe Y @PEIHIAOS: ..ottt sttt stese s es e s e e ebeeaeans
Sexo: Chico [ chica [T Edad: .......... Curso: ...,
¢Qué nota obtienes normalmente en Matematicas? Da un numero del 1 al 10

Responde a las siguientes cuestiones:

1- Calculay simplifica las siguientes fracciones:

!
a.S—E*E
b. 3%x2_5

2

4.2

¢ g3
d. 242
5

2 1 2
e, —®—4—

3 2

2 2

1.1 1
g ;:(;+3)

1
h. 1_E+E
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2- Ordena las siguientes fracciones de mayor a menor, utilizando los signos: <, > o

14

!

Q
=1 | b2
~.
B | =1

| =

(on
| b
<~
| W
<
-
[*]
<

0l | b2

3- Responde verdadero o falso:

1 . 1
a. jes la mitad de s

(on
Ea | =
\
[N

c. Al multiplicar 5 por una fraccidén siempre obtenemos un nimero mayor

que 5

2 8 11
d -=—=—

5 11 17

4- Encuentra un nimero entre 3/7 y 4/7.

5- Completa la equivalencia



