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Capitulo 1: Introduccion

1.1 Motivaciéon

En las Gltimas décadas se ha producido un crecimiento exponencial en la generacion de la
informacion debido en gran parte a la automatizacion de procesos y a los avances en las
capacidades de almacenamiento de informacion. A diario, se almacena gran cantidad de
informacidn representada por datos para analizarlos posteriormente. En muchos campos de la
investigacion esta presente el problema de revelar la estructura interna de estos. Una posible
forma es clasificarlos en pequefios grupos que describan sus caracteristicas principales,
basadndose en la similitud o diferencia entre ellos. ElI problema de clasificar los datos
almacenados para obtener informacion Util ha sido intensamente estudiado en el area del
Reconocimiento de Patrones no supervisado.

El valor de los datos reside en la informacion que podamos extraer de los mismos, informacién
gue nos ayude a tomar decisiones o a simplemente mejorar nuestra comprensién de los
fendmenos que nos rodean.

El trabajo desarrollado en este proyecto se enmarca en el ambito del analisis de datos, y mas
concretamente en el estudio de ciertos métodos de agrupamiento de datos y su aplicacion a
problemas concretos. Para ello se considerara un modelo de mezclas Gaussianas que se
describiré a continuacion.

1.2 Planteamiento del problema: modelo de mezclas Gaussianas

SeaY = [V;,Y,,...,Yp]T una variable aleatoria real D-dimensional. Se dice que la distribucion
de Y sigue una distribucion mezcla finita si su funcidn densidad de probabilidad (fdp) se puede
escribir como una combinacion lineal de fdp’s elementales

I

POI0) = D apOIC=iB), i€l ..} (11)

i=1

Donde I representa el nimero de distribuciones elementales (componentes) de la mezcla,
C=1,2,..,1, y 0 representa el conjunto de parametros

0=1{ay,..,a; B B} (1.2)

Siendo B = {B4, ..., B;} el conjunto de parametros asociados a cada distribucién de la mezcla y
a = {ay,...,a;} laprobabilidad o peso de cada distribucion de la mezcla.
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Cuando las distribuciones que componen la mezcla son Gaussianas, la funcion densidad de
probabilidad (1.1) se conoce como mezcla gaussiana. Por tanto una mezcla Gaussiana es una
distribucion probabilistica cuya fdp es una combinacion lineal de distribuciones Gaussianas

1

pO16) = D aNGIC =i 8) (13)
i=1
Siendo
, 1 1 S
NOIC=ip) = —5 —exp|—5; O —m)"E Oy —m) (1.4)
(2m)Z|%|2

Y los parametros de cada Gaussiana

Bi = {n;, Z;} (15)

donde u;eRP y E; eRP*P son la media y la matriz de covarianza de la componente i-ésima [1],

(2], [3], [41

1.2.1 Restricciones de los parametros de una mezcla de Gaussianas
Los parametros ¢ y X; presentan una serie de restricciones a tener en cuenta. Las probabilidades

de la mezcla, deben verificar

1

a; =0, ie{1, ..., 1}, Zaizl (1.6)

i=1

Y las matrices de covarianza deben cumplir las siguientes restricciones

(1.7)
o/ =0, je{1, ..., D}

Las matrices de covarianza deben ser simétricas, ademas en los elementos de la diagonal se
encuentran las varianzas y deben ser no negativas [1], [2].

1.2.2 Estimacion de Maxima Verosimilitud (ML)

Sea un conjunto de datos Y = {yl,yz, ...,y]} donde yje RP es una de las ] realizaciones
independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) de la variable aleatoria Y. Dado un modelo
estadistico, la estima ML proporciona las estimas de los parametros del modelo a partir de un
conjunto de datos [1], [2].

La verosimilitud de Y es
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J
L(8) = ﬂp(yjIO) (1.8)
j=1

J

La funcion verosimilitud es una funcion de los pardmetros @ del modelo. El estimador ML para
o

J

0,,.(Y) = argmaxg L(0) = argmaxy l_[p(yj|0) (1.9)
j=1
Habitualmente se maximiza el logaritmo de la verosimilitud por ser méas sencillo de resolver
analiticamente. Esto es posible debido a que el logaritmo es una funcién monétona creciente

J

0, (Y) = argmax, Z log p(yj|6) (1.10)

j=1
Aplicado al modelo de mezclas Gaussianas

i=1

1
Z a;N(y;|C =1, Bz)} (1.11)

J
0,.(Y) = argmax, Z log

j=1

Se trata de un problema de optimizacion dificil, no existe una forma cerrada para 8,,,. Para ello
se proponen diferentes algoritmos en los capitulos siguientes, en concreto el algoritmo
Expectation Maximization (algoritmo EM) en el Apartado 2.1 y el algoritmo de Descenso por
Gradiente Estocastico (SGD) en el Apartado 3.1.
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Capitulo 2: Algoritmos Batch

Los algoritmos batch (bloque) son algoritmos iterativos que se caracterizan por procesar en cada
iteracion todo el conjunto de observaciones Y. En este capitulo se presentara el algoritmo EM y
el algoritmo K-means. El primero se explicara aplicado al modelo de mezclas Gaussianas para
facilitar la estimacién ML (1.11). El algoritmo K-means no tiene como objetivo resolver (1.11)
sino que presenta un planteamiento diferente, resuelve un problema geométrico.

2.1 Algoritmo EM

El algoritmo EM es un método iterativo para encontrar la estima ML del conjunto parametros de
un modelo estadistico. Estos modelos probabilisticos dependen de un conjunto de pardmetros no
observables @ [1], [2].

Se consideran dos tipos de datos, los datos observados Y generados por el modelo estadistico y
un conjunto de datos ocultos (no observados) Z = {zl,zz, ...,z]} , donde z;e RP es una de las
J realizaciones i.i.d. de la variable aleatoria Z. Se denominard X = Y U Z al conjunto de
datos completos.

La introduccio6n de los datos ocultos es una construccion artificial, sin embargo, aunque parezca
sorprendente favorecera la estimacion de 8,,,. Hay que tener en cuenta que cada elemento de 2
es una realizacion de una variable aleatoria oculta, estas realizaciones no existen en la realidad
(Z es desconocida).

Se plantea la funcién de log-verosimilitud para los datos completos

logL.(0) = logp(X|0) (2.1)

En el algoritmo EM, la funcién verosimilitud es funcion de los datos completos, es una variable
aleatoria ya que depende de los datos ocultos Z.

El algoritmo EM hace frente a este problema calculando en primer lugar el valor esperado de la
log-verosimilitud para los datos completos (2.1) condicionada a los datos observados Y y una

estima previa de 8 (8™)

E,[logL.(6)|Y,0™] (2.2)

A continuacion, el algoritmo EM obtiene una nueva estima de los parametros maximizando
(2.2)
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0D = grgmaxg E,[logL.(0)|Y, 8] (2.3)

El célculo de (2.2) se conoce como Expectation step (Paso E) y el célculo de (2.3) como
Maximization step (Paso M). Estos dos pasos se repiten iterativamente desde una estima inicial

0 hasta la convergencia de la estima [1].

La parte mas complicada del algoritmo EM, es elegir la Z apropiada para cada problema. En el
caso de utilizar un modelo de mezclas Gaussianas [1], [5], una buena eleccion para los datos no
observados Z es una matriz en cuyos elementos z;; sean igual a uno si la observacion j-ésima
proviene o corresponde a la Gaussiana i-ésima (clase C = i). La matriz Z presenta la siguiente

estructura
le cee le
z=(s ) e N (2.4)

ZI1 e ZI]
En cada columna habréa un 1, los demas valores serdan 0. Por medio de esta eleccién se introduce
informacidn adicional al proceso.

Para el modelo de mezclas Gaussianas la verosimilitud para los datos completos es

J I
Le(8) = px10) = [ | )z N(yjlc = .8) (25)

j=1 i=1

Por tanto,

i=1

J 1
log L () =2108(Z zija; N(y;|C = i'ﬁi)) (2.6)
=1

La expresion anterior puede reescribirse como

J 1
logL.(0) =ZEZU loga; N(yj|C =1,p:) (2.7)

j=1i=1
Ya que en el sumatorio interno de la expresion (2.6) solo hay un término distinto de 0.

En el Apéndice | se detalla la aplicacion del Paso E del algoritmo a este problema. A
continuacion se muestran los estimadores para el caso de D dimensiones que se obtendrian en el
paso de Maximizacion [5]. Para una explicacion detallada del procedimiento de obtencidn de los
estimadores de cada parametro en el caso de una dimension consultar Apéndice I1.

Optimizacion con respecto a «;




19
,\( +1) (n)
n ZIE | 21y, 8 (2.8)

Maximizacion con respecto u;

am)
i —~
2521 E, [Zijb’j;egn)] (2.9)

Maximizacidn con respecto X;

D) - 2o B [Z"jlyf' agn)] (v =) (v - ﬁfnﬂ))T

J - 2.10
‘ %1 x| 2l 00" (210)

donde

(y,|c =i,8") a™

1 (n) N (y]|C = Bl(n))

E, [ 21y, 8" = (2.11)

Una propiedad importante del algoritmo EM es que las estimas que se producen en cada nueva
iteracion siempre aumentan el valor de la verosimilitud (1.11). La ejecucion de los pasos E'y M
iterativamente se produce hasta que se cumple un criterio de convergencia. Habitualmente se
itera hasta que la diferencia entre las actualizaciones de las estimas de los parametros (1.2) es
muy pequefia o hasta que la diferencia entre el valor de la verosimilitud de los datos
incompletos (1.11) en una iteracién con respecto a la anterior es inferior a un umbral fijado por
el usuario.

2.1.1 El problema de la inicializacion y la determinacion del n® de
clases

Una de las mayores dificultades es la inicializacién del nimero de Gaussianas I de la mezcla en
problemas en los que I es desconocido a priori. Un numero elevado de Gaussianas podria
provocar una particion excesiva de los datos y un nimero muy reducido puede que no sea lo
suficientemente flexible para la aproximacion al modelo real que siguen los datos para un
problema determinado. Por tanto, en principio es preferible no utilizar un valor de I muy bajo a
la hora de elegir el numero de clases iniciales de la mezcla. Existen diversas formas de
encontrar el valor de I adecuado para un problema. En ocasiones si se sobredimensiona I, al
analizar los datos, para algunas clases pueden obtenerse unos valores de a muy pequefios
(varios 6rdenes de magnitud con respecto a los demas valores de a). Por medio de los valores
de a obtenidos se puede tener una idea de en cuanto se ha sobredimensionando I a priori. De
esta forma se podrian volver a procesar los datos con un valor de I més pequefio. En otras
ocasiones a la hora de analizar los resultados, se pueden obtener ciertas clases “repetidas”
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debido a la coincidencia de los pardmetros B;. En estos casos se volveria a simular
disminuyendo I hasta que no se obtengan clases con los parametros B; repetidos. Por otro lado
existen diferentes modelos para estimar el nimero de componentes de la mezcla como por
ejemplo el criterio de informacion de Akaike [6], el criterio BIC y AWE (Approximate Weight
of Evidence) [7]. I se elegira de forma diferente de acuerdo al problema a estudiar en cada caso
(en algunos problemas serd conocido y en otros se determinard de manera experimental, como
se ha comentado anteriormente).

Como el algoritmo considerado es iterativo, la eleccion de los valores iniciales de @ tiene una
gran importancia en la velocidad de convergencia del algoritmo y en la posibilidad de converger
a maximos locales de la funcién de verosimilitud.

Como valores iniciales de a es habitual establecer la misma probabilidad para cada clase
cumpliendo las restricciones (1.6) [8], [9]
1
G =7 (2.12)
Como valores iniciales de u, es habitual la eleccién de I observaciones elegidas de forma
aleatoria y utilizar esas observaciones como media inicial para las clases. Entre otras opciones,
se encuentra la eleccién de I medias equi-espaciadas dentro del espacio geométrico de los datos

(8], [9], [10].

Con respecto a los valores de X;, lo mas comun es utilizar para todas las clases la estima
muestral de la matriz de covarianza de los datos [9], [10]. La inicializacion de ey B de la
forma comentada anteriormente se designara con el nombre de “inicializacion aleatoria” y sera
la utilizada en los problemas y aplicaciones de este trabajo.

Otras opciones a la hora de elegir la inicializacion son la utilizacion de algoritmos de clUstering,
como por ejemplo el algoritmo K-means, e inicializar el algoritmo EM con los valores
obtenidos con este algoritmo [10], [11]. Debido a que el algoritmo EM no siempre converge al
Optimo global, una opciodn es inicializar el algoritmo con diferentes inicializaciones aleatorias y
guedarse con las estimas que proporcionen un valor mayor de verosimilitud (1.11), [9], [12].

Puede ocurrir que en alguna iteracion algunas de las matrices de covarianza obtenidas estén mal
condicionadas o sean singulares (esto no permitira evaluar (2.11) y (1.4)), esto puede deberse a
que el niumero de observaciones no es suficiente y a que el nimero de dimensiones de los datos
es relativamente alto. Este problema también puede aparecer en el caso de intentar ajustar los
datos sobredimensionando 1.

Para evitar este problema existen diferentes soluciones: pre-procesar los datos o adaptar el
algoritmo para que todas las Gaussianas utilicen la misma matriz de covarianza [5], [12]. Otra
opcion es la regularizacion de las matrices de covarianza utilizando un parametro de
regularizacion. Este parametro se afiadiria en la diagonal de la matriz de covarianza que esté mal
condicionada en cada iteracion que sea necesario como se muestra a continuacion

2:i(n+1)’ —c-Ip+ 2:i(n+1) (2.13)



21

Donde I, es la matriz identidad de tamafio DxD y c es el pardmetro de regularizacion. Su valor
se puede estimar a partir de los propios datos como explican Schéfer y Strimmer en [13]. En
ocasiones, al sobredimensionar I puede ocurrir que alguna Gaussiana quede centrada en un
“outlaier” y con las iteraciones los valores de la diagonal de X; converjan a cero [12]. En estas
situaciones, una posible solucion es reducir el valor de I. Otra solucion adicional es intentar
aplicar sobre los datos técnicas de reduccion de dimensiones [12], [14].

En el algoritmo EM, como en cada iteracion la verosimilitud (1.11) aumenta, es necesario
utilizar un criterio de parada, un umbral para garantizar la convergencia. En los problemas y
aplicaciones planteadas en este trabajo mientras no se diga lo contrario, el umbral utilizado seré
1-10789%, cuando la variacion relativa de la verosimilitud en una iteracion con respecto a la
anterior es inferior a ese umbral, el algoritmo terminara.

2.2 Algoritmo K-means

El algoritmo K-means no tiene por objetivo resolver (1.11), presenta un planteamiento diferente,
resuelve un problema geométrico. Se trata de uno de los algoritmos de agrupamiento batch
ampliamente utilizados para resolver problemas de cldstering. Un clister es un conjunto/grupo
de datos (observaciones) que presentan propiedades comunes entre si y diferentes a las de otros
clusters. Se define clustering a la tarea de agrupar los datos en grupos (clusters) de acuerdo a
algun/os criterios. El clustering puede ser utilizado para descubrir estructuras en los datos, como
se distribuyen entre si, sin una interpretacion o explicacion previa. Es utilizado en diversos
campos como el aprendizaje maquina, reconocimiento de patrones, andlisis de imagenes,
recuperacion de informacion y bioinformatica.

En el algoritmo K-means se fija a priori un nimero de clusters K [15], [16], [17]. Para cada
cltster se define el centroide como el punto medio (la media) del cluster u;eR? ief1, ..., K}.

Dado un conjunto de observaciones Y = {y;,y,,...,¥;}, el algoritmo K-means tiene por
objetivo agrupar las J observaciones en K < J grupos en los que cada observacion pertenece al
centroide del clUster mas cercano

C = {Cl,Cz,...,CK} (214)
Donde C; ie{1,...,K} es el conjunto de observaciones pertenecientes al clister i-ésimo. Para

minimizar la suma de los cuadrados en el cluster (la distancia euclidea, distancia de cada
observacion al centroide de cada cluster) se utiliza una funcion objetivo J

K
. 2
g =argmin, ) > ||y~ (215)
i=1 y]'ECi
Dado un conjunto inicial de centroides u(o) = (u§°),u§°>,...,u§§’>), el algoritmo K-means

alterna dos pasos que se repiten iterativamente hasta que se cumple un criterio de convergencia.
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Paso 0 inicializacion: se eligen de forma aleatoria K observaciones y se utilizan como
centroides iniciales de los clusters. En la Figura 2.1 se muestra como ejemplo un grupo de
observaciones representadas en gris, y se han representado en rojo, verde y azul los K = 3
centroides elegidos de forma aleatoria como inicializacion.

Paso 1 asignacidn: se asigna cada observacion a un cluster de forma que la suma de los
cuadrados del cluster sea la menor

s T e

zZ)

} (2.16)

En cada iteracion n cada observacion y; se asigna a un Unico cluster CE”) (Como ejemplo del
paso de asignacion se muestra la Figura 2.2, se ha realizado la asignacion de las observaciones
al centroide més cercano). Se calcula la distancia euclidea de cada observacion a cada centroide
y cada observacion serd asignada al cluster €; mas cercano (distancia euclidea menor).

Paso 2 actualizacion: Se recalculan las medias de los clUsters teniendo en cuenta las
observaciones asignadas a cada clister por medio de

(n+1)
K (n)l Z Yj (2.17)

ec(”)

Siendo |C§”)| el nimero de observaciones pertenecientes al cluster i-ésimo (En la Figura 2.3 se
muestra un ejemplo del paso de actualizacion, se recalculan las medias de los clUsters). Una vez
obtenidos esos nuevos centroides se realiza de nuevo la asignacién de las observaciones a los
centroides mas cercanos. Los pasos 1y 2 se repiten iterativamente produciendo el cambio de la
posicién de los centroides en cada iteracion (en la Figura 2.4 se muestra el resultado final tras
haber repetido los pasos 1 y 2 hasta que no se han producido cambios de posicién de los

centroides). El algoritmo se dice que ha terminado o convergido cuando en una iteracion no se

(n+1)

producen nuevas asignaciones y por tanto u; = ,15"). El algoritmo converge a un minimo

aunque no siempre sera el minimo global.

Notese que el nimero de clisters K es el equivalente al nimero de clases I en el algoritmo EM,
por tanto de aqui en adelante se utilizara K o I indistintamente.
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Figura 2.1: K-means, Paso 0 inicializacion Figu'ra 2.2: K-means, Paso 1 asignacion
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Figura 2.3: K-means,Paso 2 actualizacién FigiJra 2.4: K-means, Paso 3 iteracion
(repeticion pasos 1y 2)

2.2.1 El problema de la inicializacion y la determinacion del nimero de
clasters

Habitualmente se utilizan dos métodos de inicializacion, el de Forgy y el de Particion Aleatoria
[15], [16]. ElI método de Forgy es el mas habitual y se corresponde con la inicializacién
explicada en el “Paso 0 del apartado anterior.

La convergencia al 6ptimo global dependera de la posicion de los centroides iniciales asignados
en el paso de inicializacion. Habitualmente suele ejecutarse el algoritmo varias veces con
diferentes centroides iniciales y quedandose con las estimas que minimicen en mayor medida
(2.15).

En ocasiones a la hora de clusterizar los datos, el nimero de clusters I no es conocido a priori 0
no es obvio. En estos casos existen diferentes técnicas para obtener el I 6ptimo, una opcion es la
utilizacion del criterio de informacién de Akaike [6]. Otra posible opcion es evaluar el
algoritmo K-means para varios valores de I y posteriormente analizar la silueta (Silhouette) y
guedarse con el valor 6ptimo como explica Peter en [18]. Esta técnica sirve para obtener una
idea de como de bien cada observacion se encuentra dentro de su cllster. Sin embargo no hay
un método que siempre funcione mejor para cualquier conjunto de datos. Dependiendo del
problema, el método a utilizar para encontrar el valor de I 6ptimo serd determinado de forma
experimental.
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2.3 Analisis comparativo algoritmos batch

La explicacién del algoritmo K-means en el apartado anterior podria dar la impresion de que no
encaja mucho con el planteamiento del trabajo y con el modelo de mezclas Gaussianas. Sin
embargo, el algoritmo EM aplicado al modelo de mezclas Gaussianas puede verse como un
método de cllstering probabilistico soft que asigna a cada observacion la probabilidad de
pertenecer a un claster por medio de

N(y;|C=iB:)
L aN(y|c=i8) (2.18)

N(zij = 1]y;,B:) =

Ademas, sobre (2.18) es posible tomar una decisién hard clasificando las observaciones de
forma determinista, asignandolas a la clase que mayor probabilidad obtiene.

En contraposicion, el algoritmo K-means es un método de hard clistering ya que asigna cada
observacion a un cluster de forma determinista. En el caso del algoritmo K-means al utilizar
métricas de distancias para asignar las observaciones a los clusters, no puede distinguir clisters
gue compartan la misma media o cllsters superpuestos, es decir, clisters no separados
geométricamente. El modelo de mezclas Gaussianas aplicado al algoritmo EM por el contrario
permite distinguir clisters superpuestos. Esta es una de las grandes diferencias entre ambos
métodos. Para ilustrar mejor la definicion de clisters superpuestos se muestra un ejemplo a
continuacion

Datos originales

T Cluster 1
Cluster 2

ln
T

Figura 2.5: Ejemplo clusters superpuestos

En el ejemplo de la figura anterior se tiene un conjunto de datos enel que D =2, I =2y se
distingue un claster con las observaciones mas dispersas y otro con observaciones mas
concentradas. En el Ejemplo 1, Apartado 4.3 se muestran los resultados obtenidos con ambos
algoritmos a modo de comparacion.

Una limitacion clave del algoritmo K-means es su modelo de formacién de clusters. Para un
problema determinado en el que las observaciones no pertenezcan al centroide del clister més
cercano, no seria el algoritmo 6ptimo a utilizar. El algoritmo EM aplicado al modelo de mezclas
Gaussianas permite distinguir clusters con formas Gaussianas y estima (1.2), el algoritmo K-
means Unicamente estima los centroides de los clusters. El algoritmo K-means no es muy (til en
casos en los que la I no es conocida a priori, cuando los observaciones no son linealmente
separables o cuando existe ruido (observaciones muy alejadas de los centroides de los clisters y
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dispersas). En estos casos el algoritmo EM funciona notablemente mejor. En el Apartado 4.1 en
la aplicacién de ruido impulsivo se mostraran estos problemas.

Original Data k-Means Clustering EM Clustering
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Figura 2.6: Comparacién clustering K-means vs EM data set “mouse”

En la Figura 2.6 se muestra la ventaja del algoritmo EM ya que se beneficia de la forma
Gaussiana de los datos mientras que en el caso del algoritmo K-means, tiende a formar grupos
con tamafios parecidos lo que lleva a obtener malos resultados.

El algoritmo EM aplicado al modelo de mezclas Gaussianas no es conveniente aplicarlo sobre
datos discretos ya que se obtendran matrices de covarianza mal condicionadas. Para los casos en
los que las bases de datos toman valores discretos sin embargo existen ciertas técnicas para pre-
procesarlas y evitar este tipo de problemas [12]. Por otro lado el algoritmo EM no es util en los
casos en los que no hay variables ocultas. No es la mejor eleccion a la hora de trabajar con
problemas en los que hay muchos minimos locales ya que tarda en converger y su convergencia
es muy sensible a la inicializacion utilizada en estos casos. El algoritmo EM aplicado al modelo
de mezclas Gaussianas no es conveniente utilizarlo cuando los datos no se han generado por
medio de una mezcla de Gaussianas como por ejemplo

Observaciones

sl I I I I I I )
20 -15 -10 5 0 5 10 15

lustracion 2.1: Ejemplo de datos no generados por medio de una mezcla Gaussiana

En la Figura 2.7 se muestra un ejemplo tipico en el que ninguno de los dos algoritmos obtiene
buenos resultados. En el Apartado 4.3 se mostaran varios ejemplos incluyendo el anterior para
ver los resultados de los algoritmos de una forma més representativa.

En lo referente a la convergencia de los algoritmos, en la version estandar del algoritmo K-
means, el algoritmo termina cuando no cambian las medias de los cllsters con respecto a la
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iteracion anterior. En el algoritmo EM para garantizar la convergencia se utiliza un umbral de
parada.
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Capitulo 3: Algoritmos online

Los algoritmos online a diferencia de los algoritmos blogue procesan un dato o subconjunto de
datos en cada iteracion del algoritmo. Se suele utilizar en casos en los que los datos son
disponibles de forma secuencial. En cada iteracion del algoritmo se obtiene una nueva estima de
los parametros a optimizar. Por tanto, la diferencia principal entre un algoritmo bloque y uno
online es que en el segundo caso la actualizacion de las estimas se produce después de la llegada
de cada nueva observacién o subconjunto de observaciones mientras que en los algoritmos
bloque se actualizan cuando se han procesado todas las observaciones [20], [21].

En alguna aplicacién concreta en la que los datos son disponibles de forma secuencial y no
pueden ser almacenados, se debe utilizar un algoritmo online.

3.1 Descenso por gradiente estocastico (SGD)
El algoritmo SGD es un método iterativo de optimizacion de funciones con la siguiente forma

J
00) = > 4;(6) (3.1)
j=1

J

Donde cada funcion q;(8) es una funcion diferenciable y Q (@) es la funcion objetivo 6 funcion
de coste a optimizar. Para minimizar Q(0) la iteracion j-ésima del algoritmo es

90 = UV —y) p,q;(8U-D),  0<yP <1 (3.2)

Doénde yU) es la constante de paso 6 constante de aprendizaje. En el caso de buscar la
maximizacion de la funcién de coste, la expresion (3.2) se modificaria cambiando el signo
negativo delante de la constante de paso por un signo positivo.

El algoritmo se inicializa partiendo un vector inicial de parametros 8(®) y unos valores de y
que deben ser determinados a priori.

3.1.1 Algoritmo SGD aplicado a la estimacion de los parametros del

modelo de mezclas Gaussianas
A continuacion se detalla como estimar los parametros de una mezcla de Gaussianas por medio

del algoritmo SGD para el caso de D = 1. En el modelo de mezclas Gaussianas para encontrar
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0 se buscan los parametros que maximizan el logaritmo de la funcion verosimilitud (1.11).
log L(@) puede verse como una suma de funciones diferenciables que dependen del conjunto de
parametros a estimar 8. Esto permite la aplicacion del algoritmo SGD.

Calculando el logaritmo de la funcion verosimilitud se obtiene

J I J
Q(8) = 10gL(®) = ) log ) aN(y1B:) = ) 4;(8) (33)
Siendo q; S =

1

q;(8) = log (Z aiN(yjIBi)> = logp(y;|0) (3.4)

i=1
Y su gradiente,

1
Vq;(0) = ———=Vep(;|0)

p(;]0) (35)

Donde j hace referencia al indice de las observaciones. Se considera una iteracion al procesado
de una Unica observacién. En la aplicacién directa del algoritmo pueden obtenerse estimas que
no cumplan las restricciones del modelo de mezclas Gaussianas ( Apartado 1.2.1). Para resolver
este problema se plantean unas transformaciones. Para cumplir la primera restriccién (1.6) se ha
utilizado la siguiente transformacion de parametros

eWi
A= 3.6
L Zézl eWS ( )
y para que se cumpla la segunda restriccion (1.7) se propone la siguiente transformacion
of = e % (3.7)
El nuevo conjunto de parametros a estimar ahora es
0 ={wq, ., 0 U1, ) U Z1, s 21} (38)
En cada iteracion se actualizaran los valores de @ por medio de
D = a0 +yIV,q;(@97), &= (@y,.., )"
ﬁ(]) = ﬁ(]_l) + y’EJ)V”qJ(ﬁ(]—l)), ii = (:ali ﬁ.ﬁl)T ( 3 9 )

20 =200 4y v,q;(207Y),  2=(2,...2)7

Y los gradientes respecto a los nuevos parametros se calculan de la siguiente manera

1
d 10 .
p(y1| ) _ E aiN()’jlc _ i) da;

a(l)k

Iy (3.10)

a .
Y U= k) —a), kie{l,.. I}

aa)k
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Siendo 1, la funcién indicador

. 1, =k
Lﬂl=k)%' ;ik (3.11)
Se obtiene
9p(y;(0)
e = (N(Gyle = k) = p(310)) (3.12)
Teniendo en cuenta (3.7)
1 z 1
N(}/j|C=k)=E62k-exp(—zez"(yj'—#k)2) (38)
El gradiente respecto de z; es
N(ylc =) _1 uk)
oz “2'Uilm|t- (39)
Y por ultimo el gradiente respecto de
ap(y;]0 ) (Y; #k)
E weN (B =7 (3.10)

Notese que la constante de paso no tiene por qué tomar el mismo valor para cada conjunto de
pardmetros a optimizar. Los valores de y/) seran diferentes para cada problema y determinaran
en qué medida se actualizaran las estimas de los pardmetros. Si toman unos valores muy
grandes, el segundo término de (3.2) tendra un mayor peso en la expresidn, por lo que en cada

iteracion se actualizara el valor de 8; en mayor medida. Si por el contrario los valores de yP
son muy pequerfios, afectaran en menor medida en las actualizaciones de 6;

Para garantizar la convergencia, los valores de la constante de aprendizaje se iran disminuyendo
en cada iteracion de forma que

joo (3.11)

Para ello es habitual disminuir y; en cada iteracion de la siguiente forma
1

y(l) :jm'

j=1,...], 0<m<1 (3.12)

Siendo m una constante a determinar y j representa el indice de la iteraciéon. Por tanto para un
numero de iteraciones infinito se cumple (3.16). Lo mostrado en este apartado hace referencia al
caso de D =1, es posible su generalizacion a D dimensiones sin embargo las matrices de
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covarianza serian diagonales. En una linea futura de este trabajo se buscaria una transformacion
para las matrices de covarianza.

3.1.2 Algoritmo SGD mini-batch
Este algoritmo es una variante del algoritmo SGD. La diferencia es que se procesa en cada

iteracién un blogue de b observaciones en lugar de una observacién. EI pardmetro b es conocido
como tamafio del batch [24], [25]. Se calculan los gradientes para todo todas las observaciones
de un mismo bloque y se promedia el resultado obtenido. Con este resultado se procede a la
actualizacion del parametro a estimar de la siguiente forma

k-b
JUNR. 1 _
9(k>=9(k—1)+5y(k> Z Voq;(@%*D)
j=(k—1)b+1

(3.13)

El tamafio del bloque adecuado es un parametro a determinar de forma experimental,
tipicamente 2 < b < 100 [24]. Una ventaja a destacar del algoritmo SGD mini-batch es que
puede ser mas rapido que el algoritmo SGD debido a que se puede implementar de forma
vectorizada y utilizar procesadores en paralelo para realizar los calculos. Notese que parab = 1
el problema se reduce al caso del algoritmo SGD convencional y para b = J al Descenso por
Gradiente [26].

3.1.3 El problema de la inicializacion y la convergencia
Los algoritmos SGD y SGD mini-batch son sensibles a la inicializacion como pasa con los

demas algoritmos vistos anteriormente, el nimero de Gaussianas o clases de partida
habitualmente es desconocido y se debera recurrir a la utilizacion de alguna técnica como las
comentadas en el Apartado 2.1.1. Los algoritmos online requieren habitualmente un elevado
nimero de observaciones para obtener buenos resultados. Los problemas principales del
algoritmo SGD y del SGD mini-batch, son encontrar el namero de clases I para cada problema
y c6mo ajustar ¥ para garantizar la convergencia. Para comprobar la convergencia y el valor
adecuado de la constante de aprendizaje lo habitual es representar la evolucion de las estimas de
los pardametros en funcion del ndmero de observaciones procesadas como se muestra en un
ejemplo a continuacion
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Figura 3.1: Curva de convergencia estima de a,, algoritmo SGD, Ap. Ruido impulsivo, 1=2

La figura anterior ha sido tomada de los resultados obtenidos en el Apartado 4.1. En la Figura
3.1 se ha representado la evolucién de la estima de un pardmetro, concretamente a,, para dos
valores distintos de y 7. En rojo se representa la evolucién de la estima utilizando una constante
de aprendizaje mayor que la utilizada en la representada en la curva azul. En la curva
representada en rojo se muestra una gran variabilidad en las estimas de a, (cambios abruptos en
las estimas del parametro), esto es debido a que para este problema en concreto se ha elegido un
valor de y) muy elevado, lo que conlleva a una notable variacién de las estimas en cada
iteracion. En azul se ha representado la evolucién del mismo parametro habiendo reducido y,
en este caso se muestra como la estima de a, converge de forma mas suave y presenta una
menor variabilidad en las estimas. En el caso de que la evolucion de las estimas no converja se
deberia reducir la constante de aprendizaje o realizar lo siguiente que se explica a continuacion.

En ciertos problemas se disponen de pocas observaciones y la evolucion de las estimas de los
parametros puede no llegar a converger. En estos casos puede resultar interesante la opcién de
dar varias pasadas. Una pasada (n = 1) consta en la aplicacion del algoritmo SGD con una
ordenacion aleatoria de los datos. Al dar varias pasadas, el algoritmo procesa sucesivas veces
los datos en diferente orden. En este caso es necesario almacenar los datos en memoria y se
producira el aumento de las iteraciones (las iteraciones totales seran igual al nimero de pasadas
por el n° de iteraciones en el caso de dar una sola pasada n® iteraciones;ytqies = 1 *J). En el
algoritmo SGD mini-batch el planteamiento es el mismo.
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Figura 3.2: Curva de convergencia estima de a,, algoritmo SGD n=1 vs n=6, Ap. Ruido
impulsivo

Las figuras anteriores han sido tomadas de otro ejemplo de la aplicacion del Apartado 4.1. En
rojo se ha representado el valor utilizado de a, para la generacion de la base de datos utilizada
en esta aplicacion. Por medio de un aspa azul se ha representado la estima inicial de la que parte
el algoritmo SGD y a continuacion la evolucion de las estimas en cada iteracion. En la imagen
de la izquierda se ha representado la evolucién de las estimas de a, paran = 1y en la figura de
la derecha para n = 6. En ambos casos se han utilizado los mismos valores de y ). Como se
muestra en la figura de la derecha, al dar varias pasadas, la mejora de los resultados es notable.
Sin embargo, llega un momento en el que la evolucién de las estimas de a, converge, en torno
a las 800 iteraciones, esto quiere decir que no por dar un nimero muy elevado de pasadas se
obtendra una mejora significativa en los resultados. EI nimero de pasadas 6ptimo dependera de
cada problema en concreto y se determinara por medio del analisis de la convergencia de las
estimas de los pardmetros. En el Apartado 4.1 se explicara con mas detalle mediante la
aplicacion de Ruido impulsivo.

En el algoritmo SGD mini-batch es necesario determinar el tamafio de bloque 6ptimo b de
forma experimental [24] mediante el andlisis de la convergencia de las estimas de los
parametros. Cuanto mayor es b mejor es la aproximacién del gradiente a la funcion de coste en
un punto determinado, sin embargo el nimero de iteraciones se reducen. A continuacién se
muestra por medio de un ejemplo
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Figura 3.3: Curva de convergencia estima de a, algoritmo SGD b=2 vs b=10, Ap. Ruido
impulsivo
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Las figuras anteriores han sido tomadas de la aplicacion del Apartado 4.1. Se ha representado la
evolucion de la curva de convergencia de la estima de los parametros a@ = (a;, a,)T. En ambas
figuras se ha utilizado la misma constante de aprendizaje de partida y como se muestra en los
resultados, al utilizar un tamafio de bloque muy grande (b = 10 frente a b = 2), el nimero de
iteraciones se reducen y los resultados empeoran. En este problema en concreto es preferible
utilizar b = 2 como se muestra en la figura de la izquierda.
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Capitulo 4: Resultados,
experimentos y aplicaciones

4.1 Modelado de ruido impulsivo
El ruido impulsivo se caracteriza por la aparicion esporadica de valores de ruido muy elevados.
La fdp de ruido impulsivo puede escribirse como una mezcla de I = 2 gaussianas

o (), e ()3
_ 1 202 2 202 ) — —
p(]6) = mm=e\ 2 +==e\ ) = H a(y)lc = i.8) 41

\/ 210y 21o, — (41)
DondeD =1, y; =0Vi y, a, controla la proporcion de espurios 0 muestras de ruido de
amplitud elevada o, > 0. En los casos extremos @, =0 y a, =1 el ruido impulsivo se

reduce a ruido Gaussiano. El conjunto de parametros a estimar es

0 = [ay, az, B1, 81", Bi =0} (4.2)

La estimacion de los parametros del modelo de ruido impulsivo no es un problema sencillo
debido a que las dos Gaussianas se encuentran centradas en el origen.

4.1.1 Base de datos ruido impulsivo
A continuacion se muestran los resultados obtenidos por cada algoritmo utilizando una base de

datos sintéticos. Para la obtencion de la base de datos se han generado J = 1000 observaciones
independientes de forma aleatoria por medio de una mezcla de Gaussianas con los siguientes
parametros

Parametros Clase 1 Clase 2
Probabilidades a; = 0.3 a, = 0.7
Varianzas of =100 0f =2

Tabla 4.1: Parametros utilizados para la generacion base de datos Ap. Ruido impulsivo
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Figura 4.1: Datos sintéticos Ap. Ruido impulsivo

En azul se han representado las observaciones pertenecientes a la clase 1 y en rojo las
pertenecientes a la clase 2. Si se realiza el histograma de los datos se obtiene

Histograma de los datos
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Figura 4.2: Ruido impulsivo, histograma

En la figura anterior se ha representado el histograma de los datos. A continuacién se muestran
los resultados que se obtienen con cada algoritmo.

4.1.1.1 Algoritmo EM
Se ha utilizado una inicializacion aleatoria. Los resultados obtenidos son los siguientes

Parametros Clase 1 Clase 2 Error relativo
Probabilidades a; = 0.3040 a, = 0.6960
Varianzas o? = 99.5889 03 = 2.0935 0.0104 %

Tabla 4.2: Resultados algoritmo EM, Ap. Ruido impulsivo

El error relativo es la variacion en valor absoluto de la verosimilitud obtenida con los
parametros estimados y la que se obtendria con los pardmetros que se han utilizado para generar
los datos sintéticos (Tabla 4.1). A continuacion se muestra la evolucion de las estimas de los
pardmetros con el numero de iteraciones
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Figura 4.3: EM, Ruido impulsivo: Curva de convergencia en la estima de las probabilidades
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Figura 4.4: EM, Ruido impulsivo: Curva de convergencia en la estima de las varianzas

En las figuras anteriores, se representa en color azul la evolucion en la estima de los parametr
a estimar y en rojo los valores con los que se han generado los datos sintéticos. Las aspas azul
representan los valores iniciales de los parametros.
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Figura 4.5: EM, Ruido impulsivo: Comparativa fdp estimada vs histograma

Como se muestra en la figura anterior, la fdp estimada (mezcla de dos Gaussianas) se ajusta al
histograma de los datos observados.

Verosimilitud
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Figura 4.6: EM, Ruido impulsivo: Curva de convergencia de la funcion verosimilitud

En rojo se ha representado el valor de la funcién log-verosimilitud (1.11) que se obtendria con
los parametros que se han utilizado para la generacion de los datos sintéticos normalizada a 1.
En azul se ha representado la evolucion de la verosimilitud con la estima de los pardmetros en
cada iteracion.

A continuacion se utilizan unicamente /] = 200 observaciones de la base de datos anterior y se
muestran los resultados obtenidos.
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En la Figura 4.7 se puede apreciar que hay muy pocas observaciones de la clase 1 en
comparacion con la Figura 4.1.

Los resultados obtenidos son los siguientes

Parametros Clase 1 Clase 2 Error relativo
Probabilidades a; = 0.2751 a, = 0.7249
Varianzas o2 =102.4356 03 = 2.5773 0.1872 %

Tabla 4.3: Resultados algoritmo EM, Ap. Ruido impulsivo J=200
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Figura 4.8: EM, Ruido impulsivo: Curva de convergencia en la estima de las probabilidades
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Figura 4.9: EM, Ruido impulsivo: Curva de convergencia en la estima de las varianzas

Los resultados obtenidos en las estimas de los parametros convergen sin la necesidad de muchas
iteraciones pese a la reduccién de J (con respecto al problema original) y con un error relativo
cercano al 0,2%. A continuacion se muestra la fdp estimada sobre el histograma de los datos y
la evolucion de la verosimilitud.

Verosimilitud
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Figura 4.10: EM Ruido impulsivo: histograma vs fdp estimada y evolucién verosimilitud

4.1.1.2 Algoritmo SGD

Se ha utilizado la misma inicializacién que en el algoritmo EM. Los resultados obtenidos con el
algoritmo SGD para la base de datos sintéticos inicial son los siguientes

Parametros Clase 1 Clase 2 Error relativo
Probabilidades a, = 0.2940 a, = 0.7060
Varianzas of = 98.0343 0% =2.3972 0.0543 %

Tabla 4.4: Resultados algoritmo SGD, Ap. Ruido impulsivo
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Figura 4.11: SGD, Ruido impulsivo: Curva de convergencia en la estima de las probabilidades
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Figura 4.12: SGD, Ruido impulsivo: Curva de convergencia en la estima de las varianzas

A partir de 600 iteraciones las estimas convergen muy cerca de los valores utilizados para la
generacion de los datos sintéticos. El error relativo es superior al obtenido con el algoritmo EM,
a pesar de ello, como se muestra a continuacion la fdp estimada se ajusta al histograma de los
datos
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Figura 4.13: SGD, Ruido impulsivo: Comparativa fdp estimada vs histograma
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Como se muestra en la figura anterior, la fdp estimada se ajusta bien al histograma de los datos.
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Figura 4.14: SGD, Ruido impulsivo: Curva de convergencia de la funcion verosimilitud

A continuacion se muestran los resultados en el caso de utilizar menos observaciones J = 200,
las mismas que se utilizaron en el algoritmo EM. Se obtienen los siguientes resultados

Parametros Clase 1 Clase 2 Error relativo
Probabilidades a, = 0.3647 a, = 0.6353
Varianzas of = 64.0994 07 =6.1922 3.2734 %
Tabla 4.5: Resultados algoritmo SGD, Ap. Ruido impulsivo J=200
Estimas de las probabilidades Estimas de las varianzas
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Figura 4.15: SGD, Ruido impulsivo: Curva de convergencia en la estima de los parametros,

J=200

A pesar de haber intentado encontrar el valor 6ptimo de la constante de aprendizaje, las estimas
de los parametros divergen debido al reducido nimero de observaciones para este problema.
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Figura 4.16: SGD, Ruido impulsivo: histograma vs fdp estimada y evolucién verosimilitud,
J=200

Los resultados de las estimas de los pardmetros influyen en la fdp estimada y en la convergencia
de la verosimilitud como se muestra en la figura superior.

En casos como estos en los que tenemos pocas observaciones puede resultar interesante aplicar
varias pasadas a los datos como se ha explicado en el Apartado 3.1.3.

En el caso de realizar 10 pasadas se obtiene

Parametros Clase 1 Clase 2 Error relativo
Probabilidades a,; = 0.2730 a, = 0.7270
Varianzas o2 =99.9463 07 = 2.6665 0.3814 %

Tabla 4.6: Resultados algoritmo SGD, Ap. Ruido impulsivo J=200, 10 pasadas

Estimas de las probabilidades Estimas de las varianzas
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Figura 4.17: SGD, Ruido impulsivo: Curva de convergencia en la estima de los parametros,
J=200, 10 pasadas
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Figura 4.18: SGD, Ruido impulsivo: histograma vs fdp estimada y evolucion verosimilitud,
J=200, 10 pasadas

Como se muestra en los resultados, se obtiene una mejora sustancial en los resultados. A
continuacion se adjunta una tabla comparativa aplicando un nimero diferente de pasadas y los
resultados obtenidos

N° de pasadas 1 3 5 10 20

Error relativo 3.2734 % 0.9323 % 0.4518 % 0.3814 % 0.3859 %

Tabla 4.7: Error relativo algoritmo SGD, en funcion del nimero de pasadas

Se muestra que aunque se realicen muchas pasadas llega un momento en el que el error relativo
converge a un valor (debido a la convergencia en la estima de los pardmetros) y aunque se
realicen mas pasadas, no se obtiene una mejora notable en los resultados.

4.1.1.3 Algoritmo SGD mini-batch

En este caso es necesario determinar el tamafio dptimo del batch. Para la base de datos utilizada,
se ha determinado de forma experimental que el valor de b 6ptimo es b = 2. Los resultados
obtenidos son los siguientes

Parametros Clase 1 Clase 2 Error relativo
Probabilidades a; = 0.2992 a, = 0.7008
Varianzas of = 98.6851 0% =2.2303 0.0241 %

Tabla 4.8: Resultados algoritmo SGD mini-batch, Ap. Ruido impulsivo

Estimas de las probabilidades Estimas de las varianzas
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Figura 4.19: SGD mini-batch, Ruido impulsivo: Curva de convergencia en la estima de los
paréametros
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Figura 4.20: SGD, Ruido impulsivo: histograma vs fdp estimada y evolucion verosimilitud

Los resultados mejoran en gran medida los obtenidos con el SGD, la fdp estimada se ajusta
mejor y el error relativo es inferior. En el caso de utilizar diferentes tamarios de bloque a modo
de comparacion se adjuntan los resultados

Tamafio bloque b =1 b =2 b =5 b =10

Error relativo 0.0543 % 0.0241 % 0.1706 % 3.5593 %

Tabla 4.9: Error relativo algoritmo SGD mini-batch, en funcién de b

La tabla anterior muestra que un tamafio de blogue mayor no implica mejores resultados, esto
es debido a que al utilizar un tamafio de bloque mayor, el nimero de iteraciones se reduce. Al
utilizar uno mas pequefio, las actualizaciones de las estimas, no siempre van en la direccion del
mMAximo pero en su conjunto poco a poco puede acabar convergiendo a un valor cercano al
Optimo. Esto depende también en gran medida con el valor de y; ya que un valor cercano a 1
presentara mayor variabilidad en las estimas que uno cercano a 0.

En el caso de utilizar las ] = 200 observaciones que se utilizaron para los algoritmos anteriores
los resultados gque se obtienen para b=2 son los siguientes

Parametros Clase 1 Clase 2 Error relativo
Probabilidades a, = 0.3186 a, = 0.6814
Varianzas of = 73.7704 0% = 4.4426 1.2547 %

Tabla 4.10: Resultados algoritmo SGD mini-batch, Ap. Ruido impulsivo J=200, b=2

Los resultados son algo mejores que los obtenidos con el algoritmo SGD, en el caso de utilizar
tamarios de bloque mayor los resultados empeoran. En el caso de utilizar varias pasadas

Error relativo %
N° pasadas b =1 b=2 b =5 b =10
1 3.2734 1.2547 2.6568 3.5307
3 0.9323 0.5288 0.6237 1.2411
5 0.4518 0.3914 0.4726 0.5843
10 0.3814 0.2549 0.3968 0.4116

Tabla 4.11: Error relativo algoritmo SGD mini-batch, en funcion de b, J=200
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Al realizar varias pasadas los resultados obtenidos con el algoritmo SGD mini-batch mejoran
notablemente y superan los que se obtuvieron con el algoritmo SGD.

4.1.1.4 K-means

En este problema no tiene sentido aplicar el algoritmo K-means ya que los cllsters son
concéntricos (comparten la misma media) y estan superpuestos. Si se fuerza a analizar dos
clusters k = 2 los resultados que se obtienen son los siguientes

Fesultados algoritmo K-means

Chuster 1
Cluster 2

Ryl . : )
-u?-: 20 -10 L] IF k2] 3 40
Obseraciones

Figura 4.21: Resultados K-means, Ap. Ruido impulsivo

En la Figura 4.21 se han representado las observaciones clusterizadas. El algoritmo K-means no
es capaz de detectar clisters superpuestos y por tanto ha situado las medias en dos puntos
separados una cierta distancia, las observaciones mas cercanas a la primera media las ha
asignado al cluster 1 y las demas al clister 2. Las medias de los clUsters se encuentran
representadas por medio de una ‘x’ en negro.

4.2 Modelado de distribuciones de variables y vectores aleatorios
En esta aplicacion se pretende modelar la fdp de una distribucién arbitraria por medio de una
mezcla de Gaussianas utilizando los algoritmos estudiados.

Ejemplo 1

Para este ejemplo se ha utilizado la tercera dimensién d = 3 de la base de datos breast_cancer
[26] utilizada en otro experimento en el Apartado 4.6 (para una explicacion de la base de datos
consultar este apartado). El histograma de los datos es el siguiente

Histograma de los datos
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Figura 4.22: Histograma de los datos ejemplo 1
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A continuacion se intenta modelar la distribucion de los datos anteriores ] = 680 por medio del
algoritmo EM vy el algoritmo SGD (tanto la versién normal como la mini-batch) utilizando el
modelo de mezclas Gaussianas. Se analizardn los resultados para distintos valores de I
intentando encontrar el nimero de Gaussianas de la mezcla 6ptimo que mejor se ajuste al
histograma de los datos. Para I = 2 se obtiene
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Figura 4.23: Ejemplo 1, andlisis comparativo en el ajuste al histograma de los datos 1=2

Los resultados pueden mejorarse en el caso de aumentar el nimero de Gaussianas de la mezcla
como se muestra a continuacién
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06 1 - 06F 1 p
IIrJ ====-fdp SGD mini-batch 1 ====fdp SGD mini-batch
—==-fdp EM H —==-fdp EM
05F 05¢
0.4+ 04+

0.3F 0.3k

02r 02r

01r 01t

0
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_ 1
AT e A
4 6 8 0 12

.
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Figura 4.24: Ejemplo 1, analisis comparativo en el ajuste al histograma de los datos utilizando
mezcla de 3 y 4 Gaussianas

En el caso de I = 4 la fdp estimada obtenida con el algoritmo EM se ajusta mejor al histograma
de los datos en comparacion con I = 2 y I = 3, sin embargo el algoritmo SGD y el SGD mini-
batch lo hacen peor. El tamafio de bloque utilizado en el algoritmo SGD mini-batch es de
b = 10. En este problema en el que se disponen de pocos datos, es interesante aplicar varias
pasadas para mejorar los resultados. En el caso de dar varias pasadas se obtiene
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Estima fdps =4, n=5 Estima fdps I=4, n=50
0.7 07r
[ Thistograma ﬂ [ Thistograma
06} fdp SGD 06k fdp SGD
====fdp SGD mini-batch ====fdp SGD mini-batch
====fdp EM 1 ===-fdp EM
05fF 05
04 0.4

1]
\
At *n.” i o1l . . ¢
| ttnnc | Wi £}

Figura 4.25: Ejemplo 1, anélisis comparativo en el ajuste al histograma de los datos utilizando
I=4 y n=5vs n=50

Cuanto mayor es el nimero de pasadas, las fdps estimadas obtenidas con el agoritmo SGD y el
SGD mini batch se acercan més a la obtenida con el algoritmo EM.

Ejemplo 2
En este segundo ejemplo se consideran los siguientes datos sintéticos, ] = 1000,D =2, [ = 2

Observaciones

10

-10 5 0 L] 10

Figura 4.26: Ejemplo 2, distribucion de los datos

En la figura anterior se distinguen dos clases, una de ellas presenta las observaciones mas
concentradas que la otra. A continuacion se muestra el histograma para cada componente de los
datos
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Histograma d=1 Histograma d=2
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Figura 4.27: Ejemplo 2, histograma de los datos d=1y d=2

Lo
o
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El histograma de los datos es similar al que se obtenia en la Ap. Ruido impulsivo, presenta una

forma Gaussiana. Se intentard modelar este problema mediante una mezcla Gaussiana con
I=k=2.

A continuacion se muestra el ajuste de las fdps estimadas al histograma de los datos a modo de
comparacion

Estima Fdps d=1 Estima Fdps d=2
0.25 . : 0.25 :

[Inistograma ' " [ _Jhistograma
|- m EM
SGD n=10 , SCGDn=10
e SGD mini-batch n=10, b=10 | %2[ | - SGD mini-batch n=10, b=10

0151

01r

SR
s

Erima

: J
A
k) - 0.05} | .

0.05F

A H F\
Hﬂﬂm‘ﬁ‘.’m 0 mﬁﬁﬂrﬂ HWTF‘H-L
-15 -10 -5 1] 5 10 15 -15 -10 -5 0 5 10 15
Figura 4.28: Ejemplo 2, analisis comparativo de los algoritmos en el ajuste al histograma de

los datos

Como se muestra en las figuras anteriores, los resultados obtenidos son mejores en el caso de
utilizar el algoritmo EM, sin embargo, no hay diferencias significativas al utilizar el algoritmo
SGD y el SGD mini-batch en este problema.

Ejemplo 3

En este tercer ejemplo se plantea un caso en el que las observaciones se disponen distribuidas a
lo largo de dos rectangulos del mismo tamafio. Las observaciones dentro de cada rectangulo no
se encuentran distribuidas de forma uniforme, sino que existe una mayor concentracion en
diferentes partes.
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Figura 4.29: Ejemplo 3, distribucion de los datos

Los resultados que se obtienen para I = 2 son los siguientes

Estima Fdp d=1 Estima Fdp d=2
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Figura 4.30: Ejemplo 3, ajuste al histograma de los datos algoritmo EM

Como se muestra en los resultados, el ajuste de las fdps estimadas al histograma de los datos no
se realiza correctamente ya que no se ha utilizado un valor de I 6ptimo. Si se aumenta I es
posible mejorar el ajuste de la fdp estimada como se muestra a continuacion
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04t ,'_I, it 1 o0af M _ i.".\ |

— |1 =—\ ,: _‘,"“ ' l|
0351 ! 4 035f HEsk IR Al M il -

— il 1l ~FET T T fl |

¥ 1 _l.f i A7 N, —1
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ngura 4.-31: Ejemplo 3, ajuste al histograma de los datos 1=20, algoritmo EM

Al utilizar un valor de I mayor (I = 20) el modelo de mezclas Gaussianas se adapta mejor para

d =1, sin embargo para d = 2, a pesar de obtenerse un mejor ajuste, los resultados no son tan
buenos.
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Ejemplo 4
En este ejemplo los datos utilizados se distribuyen de la siguiente forma

Observaciones

gL

I |
-20 -18 -10 ] 0 L] 10 15

Figura 4.32: Ejemplo 4, distribucion de los datos

Al intentar ajustas el histograma de los datos por una mezcla de Gaussianas con [ =2 se
obtienen los siguientes resultados

Estima Fdp d=1 Estima Fdp d=2
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Figura 4.33: Ejemplo 4, ajuste al histogr-ama de Ibs datos 1=2, algoritmo EM

El ajuste al histograma de los datos puede mejorarse al incrementar I/ como Se muestra a
continuacion

Estima Fdp d=1 Estima Fdp d=2
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Figura 4.34: Ejemplo 4, ajuste al histograma de los datos 1=20, algoritmo EM
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4.3 Clustering
En este apartado se mostraran los resultados obtenidos con los diversos algoritmos en problemas
de clastering. Para ello se utilizaran algunas de las bases de datos del Apartado 4.2.

Ejemplo 1
Se considera la siguiente base de datos explicada en el apartado anterior

Observaciones

Figura 4.35: Ejemplo 1 clustering, distribucion de los datos

Los resultados obtenidos son los siguientes

Resultados Algoritmo EM Resultados Algoritmo SGD n=10
< Observaciones i
10 < Observaciones
07 oo™ @& Clister 1 10 @ Clister 1
(@5 Cluster 2 EE5> Clister 2

Figura 4.36: Ejemplo 1 clUstering, resultados algoritmo EM y SGD n=10

En la figura anterior se ha representado cada Gaussiana de la mezcla como un cluster diferente.
Para ello se han representado las curvas de nivel de cada Gaussiana centradas en las medias
obtenidas.
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Resultados Algoritmo SGD mini-batch n=10, b=10 Resultados algoritmo K-means
1ok < Observaciones 1ok = Closter 1
© o @ Cluster 1 o Cluster 2
s EET Cluster 2 3
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@y Yo
] @ o
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Figura 4.37: Ejemplo 1 clUstering, resultados algoritmo SGD mini-batch n=10, b=10 y K-
means

Los resultados obtenidos utilizando el modelo de mezclas Gaussianas son similares. El
algoritmo K-means no es capaz de distinguir los dos clUsters debido a que estan superpuestos.
En rojo se ha representado las medias de los cllsters obtenidas con el algoritmo K-means. Para
esta base de datos los resultados son mejores en el caso de utilizar el modelo de mezclas
Gaussianas.

Ejemplo 2
Se considera la siguiente base de datos explicada anteriormente

Observaciones
35¢

SOO000ao 0
o] Qbe

o
%o‘%o © 00,0

05 L L L L L L 1

Figura 4.38: Ejemplo 2 clUstering, distribucion de los datos

Los resultados obtenidos por medio del algoritmo EM y el K-means se muestran a continuacion
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Resultados algoritmo EM Resultados algoritmo K-means

< Observaciones ' < Cluster 1
& Cluster 1 3k
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Figura 4.39: Ejemplo 2, resultados algoritmo EM y K-means

El algoritmo K-means resuelve el problema debido a que los clisters se encuentran bien
separados (diferenciados). En rojo se ha representado las medias obtenidas con el algoritmo. Sin
embargo el algoritmo EM no lo resuelve correctamente debido a que distingue como un cldster
(clase) a los dos conjuntos de observaciones mas concentrados de las esquinas de los
rectangulos y otro cllster al resto de observaciones que presentan una concentracién menor.

Ejemplo 3
Se considera la siguiente base de datos explicada en el apartado anterior

Observaciones

Figura 4.40: Ejemplo 3 clUstering, distribucién de los datos

A continuacion se muestran los resultados obtenidos por medio del algoritmo EM y el K-means
paral = 2
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Resultados algoritmo EM Resultados algoritmo K-means
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Figura 4.41: Ejemplo 3, resultados algoritmo EM y K-means

Como se muestra en los resultados, se trata de un ejemplo en el que ninguno de los algoritmos
distingue correctamente los clisters.

4.4 Segmentacion de imagenes

Se define a segmentacion de imagenes al proceso de dividir una imagen digital en varios
objetos, partes o grupos de pixeles. El objetivo es simplificar y/o cambiar la representacion de
una imagen en otra mas significativa y mas facil de analizar. Se puede usar tanto para localizar
objetos como para encontrar los limites de estos dentro de una imagen. Mediante el proceso de
segmentacion se asigna una etiqueta (clase o cluster) a cada pixel de la imagen de forma que los
pixeles que compartan la misma etiqueta también tendran ciertas caracteristicas visuales
similares.

En este apartado se propone el uso de algoritmos de agrupamiento para segmentar imagenes. En
concreto se reducira el nimero de colores de una imagen para reconocer mejor las formas de los
objetos, o simplemente permitir la compresion de la misma como se explicara en el Apartado
4.5.

Se utilizaréa la siguiente imagen (llamada Lenna) para realizar las pruebas

Figura 4.42: Segmentacion de imagenes, Imagen Lenna
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Las imagenes estan formadas por un conjunto de pixeles, el nimero de estos dependera de la
resolucion de las mismas. Una imagen con resolucién 20x40 contendra 800 pixeles. Se va a
trabajar con el modelo RGB, por tanto a la hora de procesar una imagen el conjunto de datos
sera el conjunto de pixeles y cada pixel/observacion tendrd 3 valores, 3 dimensiones (D = 3).
Los valores de cada dimension con los que se trabajaréan €R, [0,1].

La primera prueba que se realizara sera la de reducir los colores de la imagen. En el caso de
distinguir Gnicamente dos colores I = 2 los resultados que se obtuvieron fueron los siguientes

Algonitmo EM, [=2 Algoritmo K-means, [=2

0.4 06

08 '

R R

Figura 4.43: Segmentacion de imagenes, andlisis comparativo clustering 1=2

En la figura superior se han representado los resultados obtenidos mediante cada algoritmo y en
la parte inferior los pixeles tras la segmentacion. Los pixeles tras la segmentacion se han
coloreado con la tonalidad asociada al valor de la media de la clase a la que pertenece. El
algoritmo K-means realiza hard clistering y los pixeles de los 2 clisters se encuentran
claramente separados. En el caso del algoritmo EM se ha realizado hard clistering mediante
(2.18) como se explica en el Apartado 2.3 y los clUsters pueden estar superpuestos como se
muestra en los pixeles tras la segmentacion Figura 4.43.

Aumentar el nimero de colores I, supondria aumentar el nimero de clusters a determinar, los
resultados obtenidos se asimilarian cada vez mas a la imagen original como se muestra a
continuacion
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Algoritmo EM, [=5 Algoritmo K-means, I=5

5 v = oo

Figura 4.44: Segmentacion de imagenes, analisis comparativo clistering 1=5

Algoritmo EM, I=10 Algoritmo K-means, [=10

G 0o G 0o

Figura 4.45: Segmentacion de imagenes, analisis comparativo clustering 1=10

Como se muestra en los resultados, al ir aumentando I el algoritmo K-means obtiene mejores
resultados frente al modelo de mezclas Gaussianas aplicado al algoritmo EM.
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Ambos algoritmos pueden usarse también para convertir imagenes a blanco y negro o a escala
de grises. Para convertirlas a blanco y negro el procedimiento seria el mismo que el utilizado en
los resultados anteriores, ya que en el caso de inicializar los algoritmos con dos clases, se van a
obtener los dos colores mas representativos de la imagen. Una vez realizado el clustering de los
pixeles, se asignaria al color més claro el blanco y al mas oscuro el negro. En el caso de escala
de grises el procedimiento seria igual, sin embargo, hay que asignar los colores de forma
adecuada, es decir, a las zonas méas oscuras asignarlas grises mas oscuros y a las zonas mas
claras, grises més claros. Los resultados obtenidos han sido los siguientes

Algoritmo EM, [=2 Algoritmo K-means, =2

.

Figura 4.46: Segmentacion de imagenes, analisis comparativo cllstering, escala de grises 1=2

Algontmo EM, [=5 Algoritmo K-means, I=5

LT

PR

Figura 4.47: Segmentacion de imagenes, analisis comparativo clustering, escala de grises 1=5
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Algoritmo EM, I=10 Algoritmo K-means, I=10

Figura 4.48: Segmentacion de imagenes, analisis comparativo clétering, escala de grises 1=10

En este problema el algoritmo K-means obtiene mejores resultados. Sin embargo, en el caso del
algoritmo EM, no se ha aprovechado la incertidumbre de los pixeles de pertenecer a cada cllster
(2.18) ya que se ha realizado hard cllstering. Esa incertidumbre quizas podria explotarse de
alguna forma en la segmentacién de iméagenes, por ejemplo, los pixeles que tienen una
probabilidad cercana a 0.5 de pertenecer a dos clases, podrian englobarse en nueva clase en la
que el color fuera el color medio de ambas clases.

Las razones por las que el algoritmo EM no funciona tan bien como el algoritmo K-means en
esta aplicacion son debidas a una serie de detalles a tener en cuenta. En primer lugar el modelo
de mezclas Gaussianas utilizado en el algoritmo EM no es muy apropiado para trabajar con
datos de este tipo debido a que en una imagen suele haber muchos pixeles con el mismo color,
el modelo RGB implica la existencia de datos discretos. Esto obliga a utilizar regularizacion de
las matrices de covarianza en algunas iteraciones del algoritmo (no ocurre en todas las
imagenes, es mas probable cuanto menor sea el n® de colores en una imagen). En segundo lugar
la forma en la que se distribuyen los clusters en el algoritmo K-means es mas apropiada ya que
se encuentran claramente diferenciados, no existe superposicion de los mismos como se muestra
a continuacion

G G

Figura 4.49: Segmentacion de imagenes, andlisis comparativo clustering

A la izquierda se han representado los resultados obtenidos con el algoritmo EM tras la
segmentaciéon con I =2 y a la derecha los obtenidos con el algoritmo K-means. Como se
muestra, el algoritmo EM asigna al mismo clUster pixeles con tonalidades mas diferentes entre
si mientras que el algoritmo K-means separa los clisters con tonalidades mas similares.
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4.5 Compresion y reconstruccion de datos

En esta aplicacion se explica la posibilidad de comprimir una base de datos y cdmo reconstruirla
posteriormente. La compresién de datos puede resultar muy interesante en sistemas con
capacidad de almacenamiento limitada, cuanta mayor sea la cantidad de datos mayor sera la
fiabilidad de la reconstruccion y mas (til resulta la compresion de los datos.

Dependiendo del grado de compresion y la cantidad de datos de la que se disponga se plantean
dos opciones.

La primera opcion aporta un mayor grado de compresion y puede aplicarse si utilizamos el
modelo de mezclas Gaussianas (utilizado en el algoritmo EM, SGD y SGD mini-batch) ya que
presenta la ventaja de poder estimar la probabilidad de pertenencia a cada clister de las
observaciones. Esto permitird un grado de compresion enorme, de aqui en adelante, se designara
a este tipo de compresion compresion hard. Para este tipo de compresion es necesario un
nimero de observaciones elevado (cuanto mayor sea el niUmero de observaciones, mas fiable
serd la posterior reconstruccion). Supongase que se dispone de una base de datos sintéticos que
contiene / = 10000 observaciones generadas a partir de I = 3 Gaussianas con los siguientes
parametros

Parametros Clase 1 Clase 2 Clase 3
Probabilidades a, =0.2 a, =03 az; = 0.5
Medias po=[41] p,=[-4-2] ps =1[00]'

Matrices covarianza

B=(os 5) | Z2=(gz 72 | Z==(5 1)

Tabla 4.12: Parédmetros utilizados para la generacion base de datos Ap. Compresion y
reconstruccion de datos

Las observaciones se distribuyen de la siguiente forma

Observaciones

Clase 1
al * Clase2
® Clase3

8 ! I I 1 I 1 I I ! )
-10 -8 6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Figura 4.50: Compresidn y reconstruccion de datos, distribucion de los datos sintéticos

Este primer tipo de compresion consiste en aplicar el aplicar el algoritmo EM, el SGD o el SGD
mini-batch al problema para el modelo de mezclas Gaussianas. Por ejemplo, supéngase que se
utiliza el algoritmo EM para realizar el clistering de los datos. Se obtuvieron los siguientes
resultados
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Parametros Clase 1 Clase 2 Clase 3
Probabilidades a1 st = 0.2056 ay o5t = 0.3020 A3 05t = 0.4924
Medias ll1 est ﬂz est ll3 est

= [-3.97590.9809]' | = [-3.9875 — 1.9917]' | = [-0.0113 0.001]'

_ (1.04 0.52)

Z3est
Matrices covarianza | X; st = 052 104 = (1'47 0'48) ;-

Lest = 0.48 1.48 — (30927 —0094(-97)

Tabla 4.13: Resultados algoritmo EM, Ap. Compresion y reconstruccion de datos

Este tipo de compresion se basa en almacenar Unicamente las estimas de a, u, £ y el nimero de
observaciones J. Se pasaria de tener una base de datos de nimeros reales de tamafio JxD a
almacenar Gnicamente los pardmetros anteriormente indicados. Si se realiza esto, para poder
reconstruir la base de datos, Gnicamente se deberian generar J observaciones de forma aleatoria
siendo el 20.56% de ellas realizaciones de una v.a. Gaussiana con media p, .s; Y matriz de
covarianza X; o , €l 30.20% realizaciones de una v.a. Gaussiana con media f; g¢,... etc. De
esta forma se perderia algo de informacién ya que la base de datos reconstruida no seria
exactamente igual a la original. Conforme aumenta J para un problema concreto, la efectividad
aumenta y las diferencias entre la base de datos original y la reconstruida disminuyen. Este tipo
de compresion también se puede realizar por medio del algoritmo K-means, sin embargo para
reconstruir la base de datos seria necesario obtener las matrices de covarianza de los clusters y a
(para obtener X se calcularia la covarianza de las observaciones pertenecientes a cada clister y
para obtener «, la media muestral). Si se reconstruye la base de datos del problema anterior se
obtiene

Datos descomprimidos

Clase 1
® Clase2
® Clase 3

-8
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
Figura 4.51: Compresion y reconstruccion de datos, reconstruccion de las observaciones

En el caso de realizar una compresion teniendo en cuenta a que cluster pertenece cada
observacion individualmente (ya sea por tener pocas observaciones o por una mayor fiabilidad)
y el orden de las observaciones, se deberan almacenar los mismos parametros que antes, excepto
J. Adicionalmente es necesario almacenar un vector de nimeros naturales de dimensiones Jx1
en el que cada posicion se indicard con un nimero natural a que Gaussiana pertenece esa
observacion. A este tipo de compresion se la designara con el nombre de compresion soft y
podra realizarse con todos los algoritmos presentados en el este trabajo. Este tipo de compresion
permite reconstruir la base de datos con una mayor fiabilidad. Cabe mencionar que para una
base de datos de dimensiones muy grandes, cuanto mayor sea D mayor serd el factor de
compresion, puesto que cada observacion pasara de ser un vector de numeros reales de tamafio
1xD a ser representada por un nimero natural que indicara a que cllster pertenece. En el caso




62

del algoritmo EM es necesario realizar una clasificacién hard de las observaciones para poder
almacenar el vector de numero naturales.

A continuacién se adjunta una tabla comparativa en la que se muestra el grado de compresién de
la base de datos del problema planteado anteriormente utilizando el algoritmo K-means (con los
algoritmos EM, SGD y SGD mini-batch, el factor de compresién coincidiria)

J=10000, D=2, I=3

Datos sin comprimir

Datos comprimidos

Factor compresion

Compresion hard

156.25kB

75.25B

99.95%

156.25kB

2573.5B

98.39%

Compresion soft

Tabla 4.14: Resultados de compresidén mediante el algoritmo K-means, Ap. Compresion y
reconstruccion de datos

La compresidn y reconstruccion de datos puede resultar interesante en imagenes. En el caso de
aplicarlo a la imagen del experimento de segmentacion de imagenes anterior, seria necesario
utilizar una compresién soft debido a que el orden de las observaciones es imprescindible ya
que es lo que permitira reconstruir los pixeles en el orden adecuado. En el caso de utilizar el
algoritmo K-means, el EM o el SGD Unicamente sera necesario almacenar el vector de nimeros
naturales que indica a que cllster pertenece cada pixel y las medias que representan los colores
de cada cluster. Los resultados de compresion obtenidos con cualquiera de los algoritmos
utilizando 10 colores/clases son los siguientes:

Parametros iniciales | Pixeles sin comprimir | Pixeles comprimidos | Factor de compresion
J=262144
D=3 6MB 128.23kB 97.91%
1=10

Tabla 4.15: Resultados de compresion mediante el algoritmo EM, Ap. Compresion y
reconstruccion de datos

Como se muestra en la tabla anterior, el grado de compresion es significativo.

Y al reconstruir la imagen se obtiene

Algoritmo EM, I=10

Algoritmo K-means, I=10

Figura 4.52: Reconstruccion de la imagen Lenna, Ap.Compresi()n y reconstruccion de datos

Como se muestra en la figura anterior, el resultado es el mismo que se obtuvo al reducir la
imagen a 10 colores en el Apartado 4.4. Esto es debido a que al guardar el vector de nimeros
naturales que indica a que cluster pertenece cada pixel y u, se recupera la imagen tal cual quedd
tras su segmentacion.
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4.6 Base de datos breast_cancer
En este apartado se pretende mostrar la utilidad de la aplicacién de algoritmos de agrupamiento
en problemas reales.

Los datos analizados en este apartado han sido proporcionados por el Dr. William H. Wolberg,
de la Universidad de Wisconsin y pueden encontrarse en [26]. La base de datos contiene los
resultados de biopsias realizadas a un conjunto de pacientes para determinar si tienen 0 no un
cancer de mama. Una biopsia es un procedimiento diagnostico que consiste en la extraccion de
una muestra total o parcial de tejido y posteriormente su analisis en un laboratorio. La base de
datos analizada contiene muestras de tejido de 683 pacientes. A cada paciente se le ha extraido
una muestra de tejido y posteriormente se la han realizado 9 tests para determinar si ese paciente
presenta un tumor maligno o benigno.

Los datos analizados se encuentran etiquetados, una vez obtenidos los resultados se puede
comprobar por tanto que tal ha resuelto el problema cada algoritmo. De los 683 pacientes, 444
presentan un tumor benigno y 239 un tumor maligno. Cada paciente se representa por los 9
resultados de los tests que se han aplicado sobre su muestra de tejido, por tanto se dispone de
J = 683 observaciones de dimension D = 9. A priori se considerara la existencia de dos clases
diferentes Unicamente I = 2, pacientes con tumores malignos y pacientes con tumores benignos.

4.6.1 Algoritmo EM
En primer lugar se analizara la base de datos para el modelo de mezclas Gaussianas utilizando el

algoritmo EM. Se han realizado las simulaciones utilizando una inicializaciéon aleatoria y
considerando I = 2 clases. Los resultados obtenidos son los siguientes

Clase 1: Benignos

a, | 0.5449
Ml 2.8426 1.1124 1.2648 1.1677 1.833% 1.0702 1.875%9 1.0745 1.0134
2.87498 0.030%9 0.1430 0.1777 0.0%13 —-0.0218 -0.0014 0.0722 0.0154
0.030%9 0.2646 0.0466 0.0082 0.0182 0.0085 0.0043 0.0187 0.0081
0.1430 0.0466 0.4482 0.0223 0.0124 —-0.0086 —-0.0030 —-0.0030 0.0010
0.1777 0.0082 0.0223 0.3486 0.0066 0.0062 -0.0181 0.0004 0.01486
Zl 0.091% 0.0182 0.0124 0.0066 0.2241 0.0098 -0.0088 —-0.0006 0.0055
—-0.0218 0.00495 —-0.0086 0.0062 0.0098 0.1248 0.0327 0.002% -0.005&
—-0.0014 0.0043 —0.0030 -0.0181 -0.0088 0.0327 0.7132 0.021%8 0.014%
0.0722 0.0197 —-0.0030 0.0004 —-0.0006 0.0029 0.021%9 0.1678 -0.o022
0.0154 0.0061 0.0010 0.0146 0.0055 —-0.0056 0.014% -0.o022 0.0883
Clase 2: Malignos
a, | 0.4551
ﬂz 6.3501 5.5485 5.5658 4.8026 44,7941 6.5164 5.2108 5.0359 2.322%9
T7.7144 3.6131 3.7689 1.6732 1.6211 2.89282 2.2718 2.5487 1.3086
3.6131 9.6662 T.TEED 4. 8699 4.2754 3.5054 4.6119 5.0605 2.2511
3.78E9 T.TEED 9.2728 4.,3699 3.8829 4.1453 4.2903 5.0720 1.9801
1.6792 44,8699 4.3699 10.7792 2.7221 44,5655 3.8979 3.8843 2.0025
1.6211 44,2754 3.882%9 2.7221 6.2673 1.8138 2.4191 3.1986 2.0469
Z2 2.89282 3.5054 4.1453 4.5655 1.8138 12.86831 3.5%64 2.3474 0.7652
2.2718 4.6119 4.2303 3.8979 2.41581 3.5%64 6.7863 3.8877 0.9635
2.5487 5.0605 5.0720 3.8843 3.13%86 2.3474 3.8877 11.5358 2.3427
1.3086 2.2511 1.9801 2.0025 2.0489 0.7652 0.9635 2.3427 5.8737

Tabla 4.16: Resultados mediante el algoritmo EM, 1=2, base de datos breast_cancer
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Se diferencian claramente dos clases. Si se comparan los valores de a obtenidos con lo que se
obtendria si se realizara la media muestral de la base de datos etiquetada se obtendria

239

=——=10.3499
683

4
=0.6501 y a,

‘17 %83

Existe una ligera diferencia entre los resultados anteriores y los obtenidos con el algoritmo EM.
A continuacion se han utilizado los resultados del algoritmo EM para realizar hard clistering de
las observaciones y analizar los errores que se producen. A continuacion se define la notacion
que se utilizara de aqui en adelante para la clasificacion de los tumores

Hipotesis H,: Tumor Maligno
Verdadero positivo (VP), H; |H;

Hipotesis Hy: Tumor Benigno

Falso positivo (FP), H,|H,

Test positivo

Test negativo Falso negativo (FN), Hy|H, Verdadero negativo (VN), Hy|Hg
Tabla 4.17: Notacion a utilizar en los resultados de clasificacion, base de datos breast_cancer

La P, representa la probabilidad de que un sujeto con un tumor maligno tenga un resultado
positivo en el test

VP

= = 4.3
Pa = g = PUHAIH) (43)

La Py, representa la probabilidad de que un sujeto sano tenga un resultado positivo en la prueba

FP

== 4.4

Los resultados obtenidos mediante la clasificacion son los siguientes

NUmero de Porcentaje p p
pacientes (%) d s
VP 239 34,99%
! 0, 0
FP 72 10,54% 100% 16,22%
FN 0 0%
VN 372 54,47%

Tabla 4.18: Resultados clasificacién algoritmo EM, base de datos breast_cancer

La P, obtenida utilizando el algoritmo como clasificador es del 100%, esto es debido a que no
se ha producido ningin FN. Sin embargo, existe una P, no nula ya que se ha producido un FP
en el 10,54% de los pacientes. Para esta base de datos en concreto todos los pacientes con tumor
maligno han sido detectados, sin embargo, se han producido 10.54% FP. Los resultados son
muy buenos puesto que se considera mas grave no detectar un tumor maligno que la aparicion
de FP.

Si se realiza un pre-procesado de los datos calculando los coeficientes de correlacion de la base
de datos se puede observar cdmo de correlados se encuentran los test (consideramos 1 test a
cada dimensién) entre si
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0

s}

ul

Fh
I

1.0000 0.6349 0.64595 0.4509 0.5171 0.5870 0.5512 0.53494 0.3521
0.6349 1.0000 0.8978 0.7002 0.7431 0.6787 0.7482 0.7083 0.4600
0.6495 0.8978 1.0000 0.8752 0.7176 0.7015 0.7285 0.7076 0.4371
0.4909 0.7002 0.68752 1.0000 0.5903 0.6630 0.6564 0.6013 0.4152
0.5171 0.7431 0.7176 0.5%03 1.0000 0.5759 0.68152 0.6214 0.47686
0.5870 0.6787 0.7015 0.8630 0.5759 1.0000 0.6708 0.5742 0.3318
0.5512 0.7482 0.7285 0.6564 0.6152 0.6708 1.0000 0.68559 0.3476
0.5344 0.7083 0.7076 0.6013 0.86214 0.5742 0.6559 1.0000 0.4384
0.3521 0.4600 0.4371 0.4152 0.4766 0.3319 0.347a 0.4384 1.0000

Tabla 4.19: Coeficientes de correlacién, base de datos breast_cancer

En los resultados anteriores se muestra un elevado grado de correlacion entre los test. A
continuacion se analizaran los resultados eligiendo un menor nimero de ellos. Para ello, se
elegiran los test que estén muy correlados con los demas pero a su vez los menos incorrelados
entre ellos. Tras varias pruebas se ha llegado a la conclusion de que lo 6ptimo seria utilizar los
test 3, 4 y 6. Con ellos se obtienen los siguientes resultados

Clase 1: Benignos
a, 0.5101
My 1.1953 1.0569 1.0436
Z4 0.2938 0.0213 -0.0101
0.0213 0.1353 -0.0007
-0.0101 -0.0007 0.1043
Clase 2: Malignos
a, 0.4890
Uz 5.3405 4.6666 6.1670
3, 9.4241 4,3524 4,8861
4.3524  10.3218 4.8458
4.8861 4.8458  13.6307

Tabla 4.20: Resultados mediante el algoritmo EM, =2, D=3, base de datos breast_cancer

Y desde el punto de vista de clasificacion se obtiene

NUmero de Porcentaje p p
pacientes (%) d Iz
VP 239 34,99%
! 0, 0
FP %4 13,76% 100% 21,17%
FN 0 0%
VN 350 51,24%

Tabla 4.21: Resultados clasificacién algoritmo EM, D=3, base de datos breast_cancer

Desde el punto de vista de clasificacion, la P; sigue siendo del 100% aunque parezca dificil de
creer, sin embargo, la Pr, ha aumentado. Estos resultados tienen una gran utilidad, ya que a la
hora de hacer los test a las muestras de los tejidos, podrian realizarse en primer lugar
Gnicamente los test 3, 4 y 6. Esto permitiria (para esta base de datos) ahorrar tiempo y dinero
realizando una primera clasificacion para detectar el nimero maximo de tumores benignos. Por
otro lado hay que tener en cuenta que por medio del modelo de mezclas Gaussianas, se puede
calcular la probabilidad de pertenencia de cada observacion a cada clase. Tras esa primera fase
con los test 3,4 y 6 se podrian realizar los test que se crean convenientes a los pacientes en los
gue haya una cierta incertidumbre de tener un tumor maligno o benigno. En los casos en los que
la probabilidad de tener un tumor maligno sea muy cercana a 1, se podria asegurar casi con
certeza que ese paciente tiene un tumor maligno, sin embargo en los casos en los que la
probabilidad de pertenecer a una u otra clase no sea muy decisiva, seria conveniente realizar
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otros test posteriores. Otra opcidn seria realizar un clistering suponiendo 3 clases I = 3, una
clase para los malignos, otra para los benignos y la tercera para pacientes dudosos (pacientes en
los que no estd muy claro el tipo de tumor). En este caso se introduciria una nueva hipotesis
H,:Tumores dudosos. Al realizar una clasificacién utilizando todos los test se obtiene

Hipotesis
Hy| H, | H,|
5 | IHo 359 8 77
1 H, 0 127 112

Tabla 4.22: Resultados clasificacién algoritmo EM, 1=3, base de datos breast_cancer

En la tabla anterior se muestra para cada tipo de tumor etiquetado la clasificacion obtenida en
diferentes hipotesis. Es decir de los 444 pacientes con tumor benigno, 359 se han clasificado
como benignos, 8 como malignos y 77 como tumores dudosos.

Los resultados tienen un gran interés, se detectan 359 VN, 127 VP y 0 FN. Por tanto, los
pacientes clasificados con un tumor dudoso podrian someterse a otros test o analisis
posteriormente.

Si se realiza la clasificacion utilizando Unicamente los test 3,4 y 6 se obtiene

Hipotesis
Hy| H, | H,|
5 | IHo 304 43 97
o\ H, 0 236 3

Tabla 4.23: Resultados clasificacion algoritmo EM, 1=3, D=3, base de datos breast_cancer

Se detectan 304 VN, 236 VP y 0 FN. Tras los resultados mostrados se diferencian dos
posibilidades. La primera es realizar todos los test a todos los pacientes para tener una mayor
fiabilidad en general y la segunda es realizar menos test en una primera fase y posteriormente
otros test a los que queden clasificados como dudosos o malignos.

4.6.2 K-means
En el caso de la utilizacién del algoritmo K-means, en los resultados directamente se obtendra a
qué clase clasifica cada paciente. En el caso de utilizar los 9 test se obtiene

NUmero de Porcentaje p p
pacientes (%) d fa
VP 222 32,50%
i) o 0
= 8 117% 92,89% 1,80%
FN 17 2,49%%
VN 436 63,84%

Tabla 4.24: Resultados clasificacion algoritmo K-means, base de datos breast_cancer
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Se obtiene en este problema una Pr, inferior respecto a la obtenida con el algoritmo EM, sin
embargo, la P, es inferior. Ese tipo de error es intolerable. En el caso de quitar otros tests, tras
varias pruebas se ha llegado a la conclusion de que no es conveniente ya que los resultados que

se obtienen empeoran la P,;. En el caso de utilizar Gnicamente los test 3, 4 y 6 como en el caso
del algoritmo EM, los resultados son

Numero de Porcentaje p p
pacientes (%) d fa
VP 207 30,31% o .
EP 9 1.32% 86,61% 2,02%
FN 32 4,69%
VN 435 63,69%

Tabla 4.25: Resultados clasificacidn algoritmo K-means D=3, base de datos breast_cancer

La P, disminuye y la Pr, aumenta respecto al caso de utilizar todos los test. Al utilizar I = 3
clases (malignos, benignos, dudosos) se obtienen los siguientes resultados

Hipotesis
Hl | Hil | Hl
5 | I 433 0 11
1 H, 7 135 97

Tabla 4.26: Resultados clasificacion algoritmo K-means 1=3, base de datos breast_cancer

Se muestra una mejora en los resultados, en este caso se reducen los FN y se detectan 0 FP. Al
introducir la clase de tumores dudosos, se consigue incluir en ella los FP y disminuir el nimero
de FN. En el caso de utilizar Unicamente los test 3, 4 y 6 se obtiene

Hipotesis
Hol | Hil | Hl
5 | I 431 6 7
1 H, 17 163 59

Tabla 4.27: Resultados clasificacién algoritmo K-means 1=3, D=3, base de datos
breast_cancer

En este caso los resultados empeoran, aumenta el nimero de FN y FP.
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Capitulo 5: Conclusiones y lineas
futuras

En este trabajo se presentan algoritmos batch y algoritmos online para la estima de maxima
verosimilitud de modelos de mezclas Gaussianas. En concreto se presenta un algoritmo batch
basado en el algoritmo EM y uno online basado en el algoritmo SGD. Estos algoritmos son muy
flexibles, tienen la ventaja de ser aplicados a una gran variedad de problemas préacticos: se han
utilizado para el modelado de ruido impulsivo, modelado de distribuciones de variables y
vectores aleatorios, problemas de clUstering, segmentacion de imagenes, compresion vy
reconstruccion de datos e incluso en una base de datos real de &mbito clinico.

Por otro lado se ha explicado y utilizado otro algoritmo batch, el algoritmo K-means. Este
algoritmo resuelve un problema geométrico, no tiene por objetivo la estima de maxima
verosimilitud de modelos de mezclas Gaussianas. Se ha utilizado a modo de comparacién en las
diversas aplicaciones mostradas en el trabajo. Por ejemplo, en la aplicacion de segmentacion de
imagenes (Apartado 4.4) y en el Ejemplo 2 del apartado de clstering (Apartado 4.3) es
preferible la utilizacion del algoritmo K-means. Sin embargo, se han mostrado ejemplos en los
gue la utilizacién del modelo de mezclas Gaussianas obtiene mejores resultados como en el caso
del modelado de ruido impulsivo (Apartado 4.1), Ejemplo 1 del apartado de clustering y en la
base de datos breast_cancer (Apartado 4.6). La conclusién que se obtiene de lo anterior es que
no siempre es preferible la utilizacion de un mismo algoritmo para resolver cualquier problema,
en funcion del problema y del tipo de datos el algoritmo 6ptimo a utilizar sera diferente.

El algoritmo EM presentado en el trabajo sirve para un nimero arbitrario de dimensiones D. En
el caso del algoritmo online SGD (tanto la version convencional como la mini-batch) la
transformacion de parametros planteada sirve para el caso de D = 1 y su generalizaciéon a D
dimensiones con matrices de covarianza diagonales (dimensiones independientes entre si). En
una linea futura se buscaria una transformacién de parametros para el caso de un nimero
arbitrario de dimensiones en el que las dimensiones no tengan por qué ser independientes entre
si. También resultaria interesante la aplicacion del modelo de mezclas Gaussianas a problemas
de otro &mbito o incluso la utilizacion de un modelo de mezclas distinto.
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Capitulo 6: Apéndices

6.1 Apéndice I: Desarrollo Paso E algoritmo EM aplicado al modelo de

mezclas Gaussianas
El paso esperanza (paso E) consiste en obtener el valor esperado de la funcion verosimilitud
para los datos completos. Dicho valor esperado puede ser calculado de la siguiente forma

I

]
E, [loch(0)|‘y, 'H\gn)] =E, ZZZ” log (n) + logN(y]|C =i, ﬁ(n))] (A1)

j=11i=1

El término Z§=1Z [log( (")) +logp (yj|C =i, BE”))] no depende de Z por lo que se puede
sacar fuera

E, [logL.(6)|Y,8"|

”TM~

1
Zlog 2™) +10gN (y)|c = i, B) B, [ zly. 8] (A2)
1

Observando el término E, [zij|y, 'ég")], solo hay una muestra j para la cual z;; = 1, por tanto se
puede expresar como

Ez[zijly' 91@] = Ez[zij|yj,§§”)] (A3)
Por otro lado

E, [ 21y, 8] = N (z = 0|y, B™) -0+ -+ N (7 = 1]y, B™) -1
= N (z = 1|y, ) (A4)

Aplicando el teorema de Bayes
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N 1 1 ~m) g1 -~ A5
T O R zl-l“(y,-—u%“))) o

6.2 Apéndice II: Obtencion estimadores de los parametros de un

modelo de mezclas Gaussianas para el algoritmo EM y D=1
Optimizacion con respecto a a;

() d
dai _dai

1
Z [log (") +logN(y |C =i, ﬁ(n))] E, [zuly],e(")]

J
=1i=1 (A6)

J

El término log N (y]|C =1, [3( puede desarrollarse como

/ —(yj—ﬁgn))z \
(n) 2&-2(n) 1
logN(yJ|C—lﬁ =logk i

2n52(") ) e 237 ™
(A7)
(Az(n)) N (y,- ~ ﬁgn))z

252"

- A(n))z
log(Zn) - —log

Aplicando los multiplicadores de Lagrange como indica Mortiz Blume [1] y teniendo en cuenta
(A.2) se obtiene

A(n+1) (n)
ZIE [ 21y, 8" (A8)

Maximizacidn con respecto y;




1
dh(0) d z z ™ 1 2
= 1 a; —=log(2m) — =1
du; dp\ ada| B (&) - 7108(2m) Og( )
z Zijle:agn)]

/ ~(n)
N (20— ]E[ | (n)]
- 252M Z2ijlyj Y
(o}

1
]
zl(n)z (yf - ﬁl(n)) z [Zijb"j;al(n)] =0

~

i) E, [ 71y, 8

J J

1
=— A(n) A(n) (n) _
i

=1

-

j=1

J
Z)’j]Ez [Zijlyj,agn) = Z A(n)IE zU|yJ,0(")]
j=1 7

~

Finalmente se obtiene

NGEEY =Z§ 1Y E [Zijly]-,éﬁn)]
‘ )y | 217,87

Maximizacion con respecto g?

] 1
dh(0 1
—( ) zz log (n) Elog(Zn)— log(“z(n))
~(n)
(yj_lli ) )
— 2| E, | z;ly;, 0
26i2(n) Z[lely] i ]
] A~
— 1 (3’1 z(n)) E [ 3 "g\(n)]_
- ,\Z(n) ,\z(n) 62(71) z lelyj’ i =

j=1 i
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(A9)

(A10)

(A11)

(A12)
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~p(n) )
267 = 2
~(n))?
(=) 5
=Z 1 B 2, 807 (A13)
j=1 i

1 4 2 J
Az(")z (yj _ﬁgn)) E, [Zi]-|y]-,§§")] - ZIEZ [Zijb’j'agn)]

i j=1 =

Despejando o se obtiene:

~p(n+1) 2;:1 (yj - ﬁ§n+1))2 IEz [lely]’ agn)] A.14
A POl (A1)
j=1"z | ZijlYVj, Yy
donde
N(ylc =iBM)-a™

Lia™ N (y]c=18") (A15)

E, [Zij|Yj,§En)] =
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