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mejoro como persona. Sólo espero que el viaje que compartimos no termine nunca.
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1.2. Ciruǵıa para el cáncer de mama . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2.1. Métodos más comunes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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Caṕıtulo 1

Introducción. Motivación y
Objetivos

”Los ingenieros operan en la interfaz entre la ciencia y la sociedad. ”
— Gordon S. Brown

Figura 1.1: Generación,
proliferación y metástasis del

cáncer [Hesketh, 1, 2008].

El oficio de ingeniero existe con un propósito
más allá de meros ejercicios académicos; un verda-
dero ingeniero dedica amplio tiempo a estudiar y
desarrollar sistemas y máquinas con el propósito
de que éstos sean útiles para la sociedad que los ha
formado y apoyado. Por tanto, es lógico comenzar
el Trabajo de Fin de Grado con el problema que
tratamos de resolver.

1.1. Cáncer.
Fundamentos básicos.

Podemos llamar cáncer a todos los procesos de
crecimiento, desarrollo y/o reproducción celular
que son producto de mutaciones genéticas en un
subconjunto de células.

Hoy d́ıa, gracias al avance de la genética ce-
lular, podemos asociar algunos tipos de cáncer a
mutaciones o grupos de mutaciones espećıficas. Es
conocida la firma genética de varios sub-grupos
de cáncer, aśı como las secuencias de mutaciones
que llevan al desarrollo de tumores y procesos de
metástasis.

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN. MOTIVACIÓN Y OBJETIVOS

Para que se produzca la aparición de un tumor, un conjunto de células deberá sufrir
una serie de cambios fenot́ıpicos tales que se garantice su supervivencia en el entorno
donde están. Por ejemplo, pueden omitir las señalizaciones de control del crecimiento,
evitar la muerte celular (o el suicidio celular), o bien adquirir un metabolismo diferente al
de su entorno, entre otras cosas. Si unas cuantas células sufren una secuencia de cambios
adecuada, nos encontramos ante un tumor.

En la Figura 1.1 encontrará las ocho mutaciones más comunes que definen un cáncer [1]:
(1) Las células terminan dependiendo menos de las señales de crecimiento externas a
las mismas, y además (2) ignoran aquéllas señales que limitan su crecimiento. A partir
de cierto instante (3,4), el ADN de las células queda modificado de forma que evitan
el suicidio celular, creciendo indefinidamente. Posteriormente, (5,6,7) las células son
capaces de producir inflamación, modificar su metabolismo y lograr adquirir sus propios
subsistemas vasculares de alimentación. Finalmente, (8) transportándose a través del
sistema vascular, logran diseminarse a otras áreas del cuerpo. El primer problema que
nos encontramos es que la frontera entre lo que constituye un tumor maligno y uno
benigno no está totalmente definida; ambos comparten, a veces, las mismas mutaciones.
Sin embargo, uno es letal, y el otro no.

El cáncer puede dividirse en dos clases fundamentales: tumores sólidos y ĺıquidos.
El primero es el más común, compuesto por carcinomas (tumores malignos de tejido
epitelial) y adenocarcinomas (de tejido glandular epitelial). Los carcinomas tienen una
etapa previa a la invasiva – es la etapa in situ, en la cual las células que lo componen se
multiplican de forma anormal (hiperplasia). El resto de cánceres son la mayoŕıa sarcomas
(11 %) – tumores de tejido conectivo, hueso, cart́ılago, músculo, grasa, sistema circulatorio
– y leucemias y linfomas (3 %) [1].

1.1.1. Morbilidad y mortalidad.

Incidencia mundial. Una forma de analizar la incidencia del cáncer es a partir de
estudios anuales. Según la IARC (International Agency for Research on Cancer), 12.7
millones de nuevos casos de cáncer ocurrieron en 2008 en todo el planeta (5.6 millones en
páıses desarrollados, 7.1 millones en páıses en desarrollo), y 7.6 millones de muertes en
ese mismo año (2.8 millones y 4.8 millones, respectivamente). Estas cifras podŕıan ser
mayores, ya que el muestreo en páıses en desarrollo es mucho más complicado [1, 2]. En
las Figuras 1.2 y 2.4 se pueden contemplar estas estad́ısticas.

El cáncer es la segunda causa de mortalidad en el planeta, sólo superada por enfer-
medades de tipo cardiovascular, las cuales producen 13.5 millones de muertes al año
(24 % de las muertes anuales). Éstas agrupan en un mismo conjunto enfermedades como
isquemia de corazón, problemas cerebrovasculares e hipertensión.

Factores de riesgo. Prevención. Se estima que más de la mitad de los casos de
cáncer y de las muertes que producen son potencialmente evitables. Aquéllos cánceres
relacionados con el uso de tabaco, alcohol y problemas de nutrición son fáciles de prevenir,

2



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN. MOTIVACIÓN Y OBJETIVOS

Figura 1.2: Incidencia anual mundial del cáncer
[R. Hesketh, 1, 2008]

si se toman medidas sociales adecuadas – especialmente, educando a la población sobre
las consecuencias de consumir estas sustancias. Algunos cánceres relacionados con agentes
infecciosos, como la Heptatitis B, el virus de inmunodeficiencia humana (VIH) o el
papilomavirus humano (HPV), son fáciles de prevenir a través de métodos conocidos,
como los ya existentes protocolos de vacunación, o el uso de anticonceptivos. Otros, como
el cáncer colorrectal y el cáncer cervical, muestran lesiones precancerosas fácilmente
detectables y eliminables antes de que la situación empeore.

Los tipos de cáncer más prevenibles son: cáncer de mama, cervical, colorrectal, de
próstata, oral, y de piel. Sin embargo, la prevención mediante revisiones periódicas sólo se
ha demostrado efectiva para el cáncer de mama, el cáncer cervical y el cáncer colorrectal.
Para lograr una prevención adecuada, la Organización Mundial de la Salud propone
cuatro protocolos a considerar en todos los páıses [2]:

Prevención primaria, o reducción de la exposición de la población a entornos o
sustancias que produzcan cáncer, mediante métodos de inmunización, control del
consumo de sustancias canceŕıgenas y concienciación y educación social sobre los
fenómenos que producen cáncer.

Detección temprana y prevención secundaria. Este protocolo sólo es válido
si la detección temprana permite un tratamiento mucho más efectivo. Grosso modo,
es recomendable realizar análisis esporádicos, o análisis planificados por edad, a la
población en riesgo.

3



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN. MOTIVACIÓN Y OBJETIVOS

Figura 1.3: Muertes anuales producidas por el cáncer
[R. Hesketh, 1, 2008]

Diagnóstico y tratamiento. Deberá hallarse un estándar de sistemas de diagnósti-
co fiables, y también protocolos de ciruǵıa, quimioterapia, y radioterapia.

Cuidado paliativo. Para los casos en los que la etapa del cáncer sea avanzada, de-
berá existir una metodoloǵıa de tratamiento del dolor, en función de las necesidades
del paciente.

Tasa de supervivencia. Para reconocer qué porcentaje de individuos sobreviven al
cáncer, se cuentan los individuos que sobreviven a la enfermedad tras cinco años del
diagnóstico inicial. Lo que más modifica esta tasa de supervivencia es el tipo de cáncer,
la etapa a la que se diagnostica, y si hay tratamiento disponible [2]. Para aquellos tipos
de cáncer donde se llevan a cabo protocolos de revisión, existen diferencias notables entre
páıses desarrollados y páıses en desarrollo (por ejemplo, para el caso del cáncer de mama,
la tasa de supervivencia en España es del 80.3 %, mientras que la de Algeria está en torno
al 39 %).

1.1.2. Cáncer de mama: Nociones básicas

Nos interesa el cáncer de mama en particular ya que, como veremos más adelante,
las muestras con las que trabajamos son muestras de pecho. El cáncer de mama tiene
la segunda posición en incidencia mundial, y la cuarta en mortalidad [1–3], si bien la
tasa de supervivencia es aproximadamente un 80 % en la mayoŕıa de páıses desarrollados
(80.3 % en España, 1995-1999).

4



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN. MOTIVACIÓN Y OBJETIVOS

Sintomatoloǵıa. En general, este tipo de cáncer no produce śıntomas particulares en
su estado inicial. Una vez éste se desarrolla, es palpable y localizable en forma de masa
indolora. Existen algunos śıntomas secundarios (dolor de pecho, inflamación, irritación
de la piel, cambios en la forma, consistencia y densidad del tejido mamario, aśı como
supuración de fluidos en la areola), pero son menos comunes.

(a) Segmentos del pecho: Vista
anteroposterior.

(b) Diagrama anatómico lateral: (1) caja
torácica, (2) músculos pectorales, (3)

lóbulos, (4) pezón, (5) areola mamaria, (6)
conductos galactóforos, (7) tejido adiposo,

(8) capa de piel externa

Figura 1.4: Segmentos y anatomı́a del
pecho [A. Fitoussi et al., 5]. Imagen (b) de

Patrick J. Lynch, ilustrador médico.

Mutaciones. Factores de riesgo. Las mu-
taciones más comunes son aquéllas en los ge-
nes BRCA1 y BRCA2, aśı como en el gen P53
(que también muta en el caso de tumores benig-
nos [1]). El factor que más afecta el riesgo de
contraer cáncer de mama es la edad: aquellos
individuos con historial familiar de cáncer de
mama tienen más riesgo de adquirirlo a medida
que pasen los años.

Otros factores primarios son hormonales
(menopausia, y terapias hormonales usadas en
estos contextos), la obesidad del paciente a la
hora de alcanzar la menopausia y después de la
misma, y el consumo diario de bebidas alcohóli-
cas.

Prevención y deteción temprana. Por lo
general, se recomienda mantener un conjunto
de hábitos saludables t́ıpicos: mantener un peso
saludable, alimentación adecuada y variada, y
reducir el consumo de alcohol. En el caso de
páıses con infraestructuras sanitarias suficiente-
mente fuertes, son recomendables las revisiones
periódicas (mamograf́ıas) en los colectivos de
mayor riesgo.

Tratamiento. El tipo de tratamiento depen-
de principalmente del tamaño del tumor, y de
las preferencias del paciente. Por lo general,
son comunes: (1) procedimientos de tumorec-
tomı́a (en el caso de existir márgenes claros) y
mastectomı́a (para los casos más radicales); (2)
quimioterapia y radioterapia (previa o posterior
a la ciruǵıa); (3) terapias hormonales o biológi-
cas. Se suelen combinar estos tratamientos para
garantizar la supervivencia del paciente.

5



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN. MOTIVACIÓN Y OBJETIVOS

Tasas de supervivencia. La tasa de supervivencia tras cinco años es alta siempre y
cuando se lleven a cabo los protocolos de detección temprana. En EEUU, la tasa de

(a) Inyección del colorante
posterior a la anestesia.

(b) Incisión en la axila.

(c) Localización de ganglios
linfáticos.

(d) Dos ganglios linfáticos
centinela (canceŕıgenos): (1)
detectado por colorante, (2)

detectado por radiación.

Figura 1.5: Localización
de ganglios con cáncer en

BCT [A. Fitoussi et al., 5].

supervivencia tras cinco años en mujeres de más de 15
años es del 89 %; en Suiza, del 82 %, y en España, del 80 %.
Es mucho más trágica la tasa de supervivencia en páıses
en desarrollo, donde los métodos de detección temprana
(como el uso de mamograf́ıas de forma regular) resultan
costosos: 38.8 % en Algeria, 36.6 % en Brasil, y 12 % en
Gambia [2].

Etapas del cáncer de mama. La etapa del cáncer
se establece en función del tamaño del tumor, de su
invasividad y de si ha alcanzado o no los nodos linfáticos
axilares.

Existen clasificaciones exhaustivas, con el propósito de
situar al paciente en un contexto cĺınico adecuado. Hay un
total de cinco etapas: Etapas 0 (cáncer in situ), I (cáncer
invasivo de pequeñas dimensiones), II (cáncer diseminado
a parte del sistema linfático axilar), III (invasión del sis-
tema linfático axilar y eventos de inflamación y aparición
de úlceras), IV (cáncer con metástasis fuera del pecho),
con subetapas que especifican distintas configuraciones
de tumores, con diferentes tamaños.

Anatomı́a del pecho.

Las glándulas mamarias se sitúan en el tórax anterior,
y son por definición bilaterales y simétricas. Su forma,
volumen y contenidos vaŕıan según la edad, haciendo dif́ıcil
su caracterización precisa. El pecho es primeramente una
glándula secretora, con lóbulos que producen leche para
las etapas de lactancia y conductos que parten de los
lóbulos y terminan en la areola y el pezón.

Esta glándula se une a la piel circundante a través de
un tejido fibroso, denominado crestas de Duret, y está ro-
deada de tejido conectivo cuya densidad – y, con ésta, la
consistencia y dificultad de mamografiar el espécimen –
vaŕıa de forma inversamente proporcional a la edad.

Su posición anatómica se define por cuatro segmentos
diferenciados (Figura 1.4): Los segmentos I-II se corres-
ponden con la sección entre la clav́ıcula y el Complejo
Areola-Pezón (NAC), mientras que los segmentos III y IV
definen la posición del pliegue inframamario y la posición
respectiva entre el pecho y el margen costal [3, 5].
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Variantes del cáncer de mama.

(a) Incisión areaolar.

(b) Elevación de la piel
cortando la capa subdermal.

(c) Tumor. Se insertan los
hilos de orientación.

(d) Retracción por tres
puntos y extracción del

tumor.

Figura 1.6: Segunda parte
del procedimiento BCT:

Mastectomı́a segmental. [A.
Fitoussi et al., 5].

El cáncer de mama se desarrolla, por lo general, en
la unión lóbulo-ductal. Las causas exactas de origen de
estos tipos de cáncer sigue siendo desconocido, aśı como
la razón por la cual algunos tumores se hacen lobulares,
mientras que otros se hacen ductales [3].

Si se localiza un cáncer, lo más fundamental es de-
terminar si ha ocurrido la metástasis, o diseminación del
cáncer más allá de los conductos galactóforos o de los
lóbulos. Si es aśı, se dice que el cáncer está en una etapa
invasiva, y en caso contrario, el cáncer se define como in
situ. Se presentan a continuación los tipos de cáncer de
mama más comunes [4]:

CDIS,CLIS (Carcinoma Ductal/Lobular in situ).
Son un tipo de cáncer no invasivo. El CDIS se desarrolla
en los conductos galactóforos, mientras que el CLIS crece
en la zona lobular. Este último no es un cáncer realmente,
pero śı un precursor de un cáncer futuro.

CDI/CLI (Carcinoma Ductal/Lobular Invasivo).
Este cáncer aparece en los conductos/lóbulos y se ha
abierto paso hasta llegar a tejido normal. El ductal es el
tipo el tipo de cáncer más común.

1.2. Ciruǵıa para el cáncer de mama

En aquellos casos donde se localice un tumor o tejido,
mediante métodos comunes de detección o revisión, y sea
diagnosticado como canceŕıgeno (antes o después de una
biopsia) parte del tratamiento consiste en la excisión del
tejido peligroso. Es en este paradigma donde se sitúan las
contribuciones de este Trabajo de Fin de Grado.

1.2.1. Métodos más comunes.

El tipo de ciruǵıa que se aplica a cada espécimen
depende de la localización y dimensiones del tumor. Si éste
tiene dimensiones reducidas, el tratamiento más común es
la ciruǵıa con conservación del seno (Breast Conserving
Treatment). Esta técnica garantiza una tasa de recurrencia
del 1 al 4 %, y es equivalente en tratamiento a una mastectomı́a, si se hace en las etapas
tempranas (I-II). En aquellos casos donde la ciruǵıa con conservación del seno no es
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una buena técnica, se termina recurriendo a una mastectomı́a, parcial o radical. Es un
procedimiento quirúrgico considerado de bajo riesgo, y comúnmente se lleva a cabo bajo
anestesia general.

1.2.2. Márgenes quirúrgicos en BCT.

Existen al menos tres técnicas populares de ciruǵıa: La cuadrantectomı́a (extracción
de un cuarto de la mama), la resección sectorial (menos invasiva que la anterior) y la
tumorectomı́a – esta última la menos invasiva y la más peligrosa [6].

En las Figuras 1.5 y 1.6 se muestran los sucesivos pasos llevados a cabo en una
intervención quirúrgica con conservación de pecho (en este caso, una tumorectomı́a).
Primero, se inyectan al paciente tintes e isótopos radiactivos que se adhieren a ciertos
tejidos canceŕıgenos; se buscan los ganglios linfáticos más próximos al tumor y se verifica
si tienen cáncer – si es aśı, se extraen. En los siguientes pasos se procede a la extracción
del tumor. La incisión deberá hacerse directamente encima del mismo, siempre que sea
posible, maximizando la exposición del tejido maligno. La masa tumoral se extrae y se
termina cauterizando la cavidad resultante [3, 5, 6].

Figura 1.7: Cavidad cauterizada y espécimen orientado
con suturas (1 y 2) [A. Fitoussi et al., 5].

Existe una problemática a la hora de extirpar un cáncer de mama: En un seno, no hay
órganos o partes claramente diferenciadas, aśı que el cirujano sólo puede apoyarse en la
existencia de tejido sano uniformemente dispuesto alrededor del tumor recién extráıdo [6].
Llamamos margen quirúrgico al margen de tejido sano que queda en la muestra tras ser
extráıda. El margen posee diversas clasificaciones: puede ser negativo/limpio, positivo,
o próximo. Si el margen es negativo, las células cancerosas extráıdas están rodeadas
de tejido sano (normal). Si el margen es positivo, existen células cancerosas en el
borde; si éste es próximo, las habrá muy cerca del borde. En esos dos últimos casos, se
requerirá continuar con la excisión, o planificar otra en el futuro [1, 4, 5].

Es importante destacar que la prognosis del paciente depende del tipo de margen
quirúrgico obtenido durante la extracción. Existe un compromiso entre la cantidad de
tejido sano que se extrae y el riesgo de recurrencia del cáncer. Por lo general, se suele
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establecer como regla de oro superar un margen de 2 miĺımetros, aunque otros estudios
sugieren utilizar márgenes de 5 miĺımetros o más [6, 9].

Sin embargo, es dif́ıcil hallar dichos márgenes durante el procedimiento quirúrgico
dada la casúıstica de la operación; los márgenes pueden estar entintados, pintados o
cauterizados, dificultando su distinción. Como consecuencia, las muestras extráıdas son
analizadas mediante métodos histológicos o citológicos, que o bien requieren de un tiempo
de preparación y finalización del orden de horas (por lo cual, la prognosis se descubre
tras finalizar la operación), o bien su sensibilidad y especificidad vaŕıan notablemente
entre paciente y paciente. Este paradigma trae, como consecuencia frecuente, que entre
el 20 y el 40 % de los pacientes tengan que volver a entrar a quirófano debido a márgenes
próximos o positivos, a las 36 horas de la primera operación. La prognosis del paciente
medio mejoraŕıa significativamente de hallar un método rápido y fiable de
evaluación de los márgenes quirúrgicos del tumor extráıdo y de la cavidad
durante la operación, evitando tener que repetirla. [7].

1.3. Objetivo del Trabajo de Fin de Grado

El objetivo del Trabajo de Fin de Grado es ahora evidente: En aquellos casos donde se
pueda llevar a cabo una ciruǵıa con conservación del seno, se pretende hallar un sistema
o método que facilite al cirujano la determinación de los márgenes del tumor, tanto sobre
el espécimen como en el interior de la cavidad que ocupaba, durante la operación, y de
forma rápida y fiable. Para ello, no utilizaremos sistemas electromagnéticos (MRI) ni de
Rayos-X (CT-scan) por razones evidentes; buscaremos amparo en la fotónica, rama de la
ciencia y la tecnoloǵıa encargada de generar, controlar y detectar fotones – part́ıculas de
luz. En particular, el foco de análisis de este trabajo es el del procesado de la reflectancia
simple retroesparcida, y en particular los temas de :

Reconstrucción espectral: Obtención de imágenes en color a partir de los espec-
tros disponibles.

Realce multiespectral: Lograr replicar métodos que añaden colores en mitad del
proceso de reconstrucción para vislumbrar uno o varios parámetros de reflectancia.

Clasificación multiespectral: Seŕıa ideal hallar un modelo generalista, práctico
y útil para el caso que nos concierne y para otros casos similares, que bien puede
combinarse a los métodos anteriores si esto facilita el trabajo del cirujano.

1.4. Estructura del documento

El documento se organiza de forma sencilla y modular. Cada caṕıtulo trata de ser lo
más autosuficiente posible, conteniendo toda la información necesaria para explicar y
discutir cada tema apropiadamente. Se ha elegido la siguiente estructura:
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En el primer caṕıtulo, se introducen nociones sobre el origen del dataset multies-
pectral, las interacciones luz-medios turbios y la generación de color RGB a partir
de espectro.

En el segundo caṕıtulo, se explica la Descomposición en Valores Singulares de una
matriz, y los métodos de realce multiespectral que hemos decidido modificar. Se
explican con detalle las razones por las cuales se llevan a cabo dichos cambios.

El tercer caṕıtulo está dedicado a un nuevo sistema, que se ha decidido llamar
Clasificador de Direccionalidad Espectral. Este sistema trabaja con una serie de
conceptos que se exponen paso a paso.

Finalmente, los dos últimos caṕıtulos exponen los resultados (cualitativos) de
los métodos de realce replicados y modificados, y los resultados cualitativos y
cuantitativos del Clasificador de Direccionalidad Espectral, aśı como las conclusiones
obtenidas a lo largo del desarrollo del Trabajo.

Además, se anexiona a este documento un conjunto de 29 gráficas, correspondiente a
las 29 muestras utilizadas. En cada gráfica, se muestran los resultados de todas y cada
una de las técnicas indicadas a lo largo del Trabajo.
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Caṕıtulo 2

Contexto y fundamentación.

”Engineers like to solve problems.
If there are no problems handily available, they will create their own problems. ”

— Scott Adams

2.1. Fenómenos de interacción luz-materia en medios tur-
bios

Conocido el dispositivo de medida, es buena idea analizar la escala de los objetos
que se analizan, y cuáles son los modelos de interacción entre luz y materia para estas
dimensiones, y en este contexto. De esta forma, sólo nos quedará comprender los métodos
de procesado de señales de reflectancia.

2.1.1. Reflexión, absorción y esparcimiento

Fundamentalmente, hay que establecer que existen tres interacciones entre la luz y
los materiales. Son los fenómenos de absorción, reflexión y esparcimiento, y ocurren en
todos los medios por igual, pero en diferentes proporciones.

Reflexión. Se dice que existe reflexión de la luz sobre una superficie cuando, dado un
rayo de luz con ángulo de incidencia θi respecto de la normal de la superficie, ésta es
reflejada con el mismo ángulo respecto de la normal: θr. Los fenómenos de reflexión se
suelen explicar modelando la luz como un campo electromagnético, con las expresiones
de los coeficientes de reflectancia de Fresnel y la ley de Snell. Por ejemplo, para una onda
polarizada en s, el coeficiente de reflexión del campo eléctrico incidente sobre un cambio
de medio puede expresarse mediante

Γs =
E−s
E+
s

=

∣∣∣∣n1 cos(θi)− n2 cos(θt)

n1 cos(θi) + n2 cos(θt)

∣∣∣∣ ,
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donde θt es el ángulo con el que la luz se transmite al segundo medio, n1, n2 son los
ı́ndices de refracción del medio de partida y del medio de llegada, respectivamente, y

n1 sin(θi) = n2 sin(θt).

Absorción. Los fenómenos de absorción se producen cuando la enerǵıa contenida en
un fotón es absorbida por un electrón, resultando en una transición a un estado excitado.
La luz puede interaccionar con moléculas y átomos de los diferentes materiales con los
que se encuentra. Esta interacción es dependiente de la frecuencia de los fotones y de
las caracteŕısticas energéticas del medio sobre el que inciden, por lo que sólo existen un
conjunto finito de transiciones permitidas. Para el caso de medios no puros, establecer
modelos de niveles energéticos o elásticos de absorción, fluorescencia y fosforescencia es
tarea imposible.

La absorción suele modelarse mediante el coeficiente de absorción, que se suele escribir
como µa(λ), en unidades de [1/cm]. Este coeficiente es una probabilidad de interacción:
la probabilidad de que un fotón con longitud de onda λ0 sea absorbida en un diferencial
de distancia ds es µa(λ0) · ds. El camino medio antes de que un fotón sea absorbido es,
por tanto, su rećıproco: 1/µa(λ) [8].

Esparcimiento. El esparcimiento de la luz es un fenómeno por el cual los fotones que
inciden sobre el material toman múltiples trayectorias diferentes. Su modelado requiere
la introducción del coeficiente de esparcimiento/scattering, µs(λ), y puede entenderse
como la probabilidad de ocurrir dispersión por unidad de espacio, aśı como el número
medio de eventos de dispersión (cambios de trayectoria) que un fotón puede sufrir por
unidad de longitud.

Para modelar los cambios de dirección de un fotón, se introducen funciones de fase
p(~̂s, ~̂s′) que establecen la probabilidad (por estereorradián) de que un fotón que parte de
una dirección ~̂s termine propagándose en la dirección ~̂s′, y funciones de retardo temporal
(puesto que el fotón pasa un tiempo cambiando de dirección hasta propagarse en la otra
dirección).

Estas funciones de fase se modelan como distribuciones de probabilidad angular para
todas las posibles direcciones de apuntamiento de luz (θ, φ), aunque en muchos casos
sólo se estudia la dispersión en función del ángulo de incidencia θ. Para estos casos, se
suele definir el parámetro de anisotroṕıa, que indica la tendencia del material a exhibir
dispersión en el sentido del frente de onda incidente:

g =

∫
p(~̂s, ~̂s′) cos(θ)dω′.

Valores nulos de g definen materiales que dispersan la luz de forma isotrópica, mientras
que valores próximos a 1 definen una fuerte dispersión hacia delante. La densidad de
probabilidad p(~̂s, ~̂s′) puede ser cualquiera, con tal de que cumpla las caracteŕısticas de
una función de densidad de probabilidad (FDP):
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CAPÍTULO 2. CONTEXTO Y FUNDAMENTACIÓN.

∫
4π
p(~̂s, ~̂s′)dω′ = 2π

∫ π

0
p(θ) sin(θ)dθ = 1.

Para nuestra desgracia, se hace muy complicado elegir una función de fase para
materiales con variaciones de ı́ndice de refracción y diferentes distribuciones espaciales
de part́ıculas de distintos tamaños.

El efecto combinado de absorción y esparcimiento se suele llamar atenuación, y
su coeficiente asociado µtotal es la probabilidad total de que un fotón sea absorbido o
esparcido.

Ley de Beer-Lambert-Bouguer. Para un caso de luz coherente que incide sobre
un material isótropo y homogéneo en la dirección de las z positivas, la expresión de la
fracción irradiancia que atraviesa el material sin llegar a ser esparcida ni absorbida es
modelable mediante la expresión

I(z) = I0e
−(µa+µs)z = I0e

−µtotalz,

donde I0 es la irradiancia transmitida (la porción de luz que ha sobrevivido a la reflexión
especular y ya está en el medio a analizar), y z es la dirección de propagación (o la
profundidad).

Por lo general, para aquellos casos donde exista una mezcla de sustancias, podemos
establecer el coeficiente de absorción total de un tejido como la suma de las contribuciones
de cada uno de los coeficientes de absorción, es decir:

µa(λ) ≈
N∑
i=1

εi(λ) · ci, (2.1)

donde µa(λ) es el coeficiente de absorción total para una radiación electromagnética
de longitud de onda λ, εi(λ) es el coeficiente de extinción molar espectral, y ci es la
concentración de dicha sustancia en el medio.

2.1.2. Reflectancia retroesparcida. Esparcimiento elástico de Mie

La mayoŕıa de los medios a analizar se definen como medios turbios. Un medio
turbio es cualquier medio donde no existe uniformidad en sus caracteŕısticas ópticas
(es un medio no homogéneo), ante lo cual la interacción entre la luz y un medio turbio
produce cambios en la dirección de propagación de la luz – debido a variaciones del ı́ndice
de refracción n –, aśı como eventos de esparcimiento y absorción diferentes en función de
la posición donde incide la luz.

Ya se ha mencionado que encontrar un modelo de distribución de fase que realmente
se ajuste a medios turbios es tarea casi imposible. Como ventaja, cabe destacar que el
hecho de trabajar en longitudes de onda del infrarrojo cercano (NIR) implica que el
sistema está trabajando en frecuencias de luz donde el fenómeno predominante es el
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llamado esparcimiento elástico. Por suerte, existen modelos de esparcimiento elástico,
aśı como curvas que aproximan los resultados teóricos, para casos, como el nuestro, en
los que no es posible tampoco derivar un modelo teórico.

En particular, ya que este sistema opera en el infarrojo cercano (500− 1000nm), y
que las dimensiones de los orgánulos de la célula epitelial humana están en el entorno
del micrómetro, hay que utilizar modelos de esparcimiento donde las part́ıculas tengan
dimensiones similares a la longitud de onda del espectro NIR.

Curva emṕırica de ajuste basada en el modelo de Mie.

Gustav Mie describe, en una de sus publicaciones más conocidas [14], un modelo
para explicar el esparcimiento de la luz, a partir de un medio compuesto por esferas de
diámetro comparable a la longitud de onda de la radiación incidente. En primer lugar,
Mie define la solución a las Ecuaciones de Maxwell en coordenadas esféricas y para un
campo incidente sobre una esfera de radio variable. Posteriormente, define el campo
esparcido total por un conjunto de esferas radiantes. Por desgracia, para medios turbios,
aún no existe un modelo teórico completo que defina perfectamente la interacción entre
la luz y un medio con múltiples tipos de part́ıculas reflectantes.

Como alternativa, existen curvas emṕıricas de ajuste [10,13] que aproximan el modelo
de Mie para la emulsión Intraĺıpido 10 % (un tipo de nutriente intravenoso que se utiliza
como tejido de prueba (phantom) en sistemas ópticos de análisis tisular) y que son
utilizadas con frecuencia. En particular, para el sistema utilizado, se emplea la expresión

R(λ) = Aλ−be−µtissueD, (2.2)

donde A y b reciben el nombre de amplitud de esparcimiento y potencia de esparcimiento,
respectivamente; D es la longitud media a recorrer por la luz, y µtissue es el coeficiente
de atenuación de los cromóforos más relevantes presentes en el tejido, definida por

µtissue = cHbT (fStO2εHbO2(λ) + (1− fStO2) εHb(λ)) , (2.3)

siendo cHbT la concentración de hemoglobina, εHbO2 y εHb los coeficientes de extinción
molar de la hemoglobina oxigenada y desoxigenada, respectivamente, y fStO2 el factor de
saturación de ox́ıgeno, definido como la fracción de hemoglobina oxigenada respecto del
total:

fStO2 =
cHbO2

cHbT
.
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2.2. El sistema de medida

Figura 2.1: Sistema confocal de medida.
L1,L3: Dos lentes acromáticas idénticas.
L2: Lente objetivo. BS: Divisor de haz.

F1,F2: Fibras de iluminación y de
detección. SPEC: Espectrómetro basado

en tecnoloǵıa CCD. XY: Desplazador
raster-scan.

Los datos de reflectancia difusa R(λ)
se han obtenido del sistema confocal re-
presentado en la Figura 2.1. Este aparato,
desarrollado por la Thayer School of En-
gineering del Dartmouth College [10–12],
consta de un subsistema mecánico de orien-
tación del espécimen y de escaneado ĺınea a
ĺınea (raster-scanning), y de un subsistema
óptico que recoge la luz retroesparcida.

En primer lugar, una fuente de luz blan-
ca de tungsteno-halógeno (HL) se acopla a
una fibra de 50 µm (F1), y ésta se apunta a
una fuente acromática (L1) para dirigir la
luz blanca al espécimen. La segunda lente
(L2) se encarga de focalizar la luz sobre el
plano de muestra, de forma que el ancho
del haz que alcanza la muestra siempre re-
sulta ser menor de 100 µm para todas las
longitudes de onda de operación.

Posteriormente, la luz retroesparcida se
recoge a través de la misma lente, para
luego atravesar un divisor de haz (BS) y
una lente acromática (L3) que proyecta el
haz en la cara proximal de una fibra de 100µm, que actúa también como el agujero de una
cámara estenopeica. El sistema de detección lumı́nica proporcionaba una magnificación
de aproximadamente 2.5, por lo cual el sistema es capaz de recoger luz en una región
circular de 40 µm en el plano de la muestra.

Por último, el espectrómetro basado en CCD fue calibrado en el rango de los 510 a
los 785 nanómetros, con una resolución espectral de 1 nm [12]. Un computador (COMP)
controla el posicionamiento del sistema XY y recoge las medidas del espectrómetro basado
en CCD (SPEC). Éste está configurado de forma que se toma un total de 512 valores
uniformemente distribuidos de reflectancia en el rango estipulado, para cada ṕıxel medido.
Las imágenes multiespectrales tienen una resolución del orden de los 100× 100 ṕıxeles
(vaŕıan según el espécimen).

2.2.1. Métodos de calibración

Para el caso de incidencia normal, la interfaz de cristal (XY) proporcionará reflexión
de tipo Fresnel sobre el sistema de medida, por lo cual este sistema se orienta a 45◦

respecto del eje óptico; sin embargo, el divisor de haz también proporcionaba reflexión
directa a través de algunas de sus caras. Se cumple que, para todo objeto medido,
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Imeas(λ) = Iobj(λ) ·Hsys(λ) + Ibg(λ), (2.4)

donde Imeas(λ) es el espectro medido, Ibg(λ) es el espectro que se obtiene cuando no hay
espécimen en el sistema, Iobj(λ) = R(λ) · Isource(λ) es la luz retrodispersada por el objeto
y Hsys(λ) la respuesta espectral del sistema de medida (que no es ideal).

Ya que nuestro objetivo es obtener la luz retrodispersada por los tumores, un material
de reflectancia unitaria y uniforme (en este caso, una resina termoplástica) es elegido
como material de referencia para calibrar. Tras tomar medidas de su reflectancia, se quita
el material de referencia del dispositivo y se dispone en su lugar un tumor. Entonces,
se mide la luz que éste devuelve, Imeas(λ). Tras estas medidas, la reflectancia de dicho
tumor puede obtenerse mediante

R(λ) =
Imeas(λ)− Ibg(λ)

Iref (λ)− Ibg(λ)
, (2.5)

y aqúı
Iref (λ) = Rref (λ) · Isource(λ) ≈ Isource(λ), ∀λ ∈ [λinicio, λfin]

es la luz recibida al medir el material de referencia, ya que éste es de reflectancia
aproximadamente igual a la unidad para todo el rango de longitudes de onda a analizar.
De esta forma, la respuesta espectral de los instrumentos de medida es eliminada,
obteniendo una magnitud de la reflectancia retroesparcida.

Cuando se toman medidas ĺınea a ĺınea en una región rectangular (lo que se conoce
como raster-scanning) moviendo la plataforma XY, el resultado es la imagen multiespectral
de lo que sea que esté sobre la plataforma. Dicho de otra forma, este montaje genera
imágenes multiespectrales de las muestras y de sus márgenes.

2.2.2. Espećımenes. Etiquetas sobre el tejido. Regions of Interest (ROIs).

En total, se analizaron 29 espećımenes de tejido tumoral, proporcionados por el
Departamento de Patoloǵıa en el Centro Médico Dartmouth-Hitchcock. Los tumores
tienen dimensiones de entre 1 y 2 cent́ımetros cuadrados, con un grosor de entre 3 y 5
miĺımetros [10].

Estos espećımenes se llevaron al sistema de medida nada más ser extráıdos y se
tomaron las medidas de reflectancia en el sistema confocal de medida, sobre la plataforma
XY. Inmediatamente después, se llevó a cabo el procedimiento estándar de tratamiento
histológico de tejidos y se determinaron los tipos de tejidos existentes en las muestras.

Un equipo de patólogos posteriormente utilizó este análisis histológico para estipular
un diagnóstico, dibujado sobre las imágenes mutiespectrales generadas por el sistema de
medida (no sobre la imagen histológica). Éstas se adjuntan, a cada muestra, como ROIs
o regiones de interés.

Una Región De Interés es un mapa de bits con una etiqueta. Las dimensiones espaciales
del mapa de bits son las mismas que las de la imagen multiespectral. En total, los patólogos
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definieron siete ROIs importantes: (1) Normal, (2) Tumor benigno, (3) Carcinoma Ductal
In Situ (DCIS), (4) Carcinoma Ductal Invasivo (IDC), (5) Carcinoma Lobular Invasivo
(ILC), (6) Inflamación y (7) Tejido adiposo. Estas regiones son circulares y no definen la
forma exacta de los tejidos, pero el patólogo nos asegura con certeza experta que dichas
áreas etiquetadas en la imagen multiespectral son de un tipo de tejido espećıfico.

En la Figura 2.2 encontrará un diagrama que representa la reflectancia media de
todos los tejidos. Éstos exhiben, como se hipotetizó inicialente [12], diferentes valores de
amplitud y potencia de esparcimiento (A, b), las cuales describen la forma y distribución
de las part́ıculas difusoras, y su densidad. El problema aqúı está en que las desviaciones
t́ıpicas son muy anchas, y algunos tejidos normales pueden incluso ser confundidos con
tejido benigno, o hasta cáncer. Si se consigue tener en cuenta la firma espectral media de
cada tipo de tejido, resulta más fácil establecer mayores diferenciaciones que las definidas
por el esparcimiento (que también van incluidas, impĺıcitamente, en los datos).

Figura 2.2: Reflectancia media y desviación t́ıpica de los
siete tipos de datos etiquetados.

Dimensiones del problema.

Conviene hacer una revisión de lo hasta ahora mencionado. El sistema de medida
posee un spot o diámetro de focalización de la luz es de unos 40 µm sobre el material a
analizar. Las pequeñas dimensiones del foco nos permite simplificar todo el problema
a un modelo de retroesparcimiento simple, es decir, la fracción de luz que alcanza el
espectrómetro se debe fundamentalmente a la radiación retroesparcida (~s′ = −~s).

La luz incide sobre células de tejido mamario, cuyas dimensiones (hablando de tejido
mamario epitelial sano) son del orden de los 50 µm. Podemos aducir con seguridad, dadas
las circunstancias del problema, que los tejidos biológicos a analizar son medios turbios.
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Incluso en el caso de impactar luz directamente en el centro de la célula, ésta se compone
de múltiples orgánulos y éstos terminan siendo los elementos radiantes.

En el entorno del micrómetro, algunos orgánulos como las mitocondrias, de diámetros
entre los 0,5µm y los 10µm, serán los encargados de rerradiar la luz infrarroja incidente.
Las variaciones en tamaño, composición y densidad de cada célula en cada tipo de
tejido es la razón por la que, en teoŕıa, unos tejidos exhibirán diferentes patrones de
esparcimiento que otros.

2.3. Nociones de colorimetŕıa

El paso fundamental que se lleva a cabo en todo procedimiento de reconstrucción
espectral es la conversión del espectro a lo que se conoce como triest́ımulo XYZ, espacio
de color que el humano promedio percibe cuando contempla un espectro en particular.
Este valor triest́ımulo puede convertirse a RGB y mostrarse en cualquier pantalla – y
éste es nuestro propósito final.

2.3.1. Color Matching Functions

A diferencia de lo que el sentido común podŕıa dictar, los objetos no tienen un color
en función del espectro que reflejan – el color es una percepción estrictamente humana
y depende de cómo cada individuo recolecta el espectro reflejado por el objeto y lo
interpreta como color.

A lo largo del último siglo han aparecido varios modelos que tratan de estimar el
color percibido por el humano medio dado un espectro espećıfico incidiendo en su retina.
Allá por 1931, y basándose en unos informes sobre colorimetŕıa creados por la Optical
Society of America en 1992, la Comisión Internacional de Iluminación (en francés, la
Commission Internationale de l’Éclairage, CIE) determinó, en una reunión internacional,
un modelo a tomar como referencia. Es el Observador Estándar CIE, y se fundamenta
en los siguientes principios emṕıricos:

1. Para identificar un color, sólo se necesitan tres variables independientes, conocido
como valor triest́ımulo.

2. Dada una mezcla aditiva de colores, sus valores triest́ımulo son suficientes para
explicar dicha mezcla – no son necesarios sus espectros.

3. Para toda mezcla aditiva de colores, si uno o varios componentes de la mezcla vaŕıan
gradualmente, el valor triest́ımulo de la mezcla también cambia gradualmente.

El trabajo de la CIE para estandarizar el observador estándar se fundamentó en
resultados emṕıricos de 1920 llevados a cabo con múltiples sujetos. Éstos eran sometidos
a una serie de est́ımulos lumı́nicos, los cuales se sentaban ante montajes que garantizaban
siempre la visión foveal del color – es decir, sólo sus fóveas (zona del ojo con alta densidad
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CAPÍTULO 2. CONTEXTO Y FUNDAMENTACIÓN.

de conos y bastones sensibles a diferentes longitudes de onda) eran iluminadas con
diferentes colores.

Figura 2.3: Retina del ojo humano, con especificaciones de
las regiones más relevantes [https://www.flickr.com/

photos/13316988@N00/ 2607304048/]

Bajo el estándar CIE 1931, la percepción del color se define con la siguiente expresión:

[C] ≡ R[R] +G[G] +B[B], (2.6)

donde [C] es el est́ımulo desconocido, el śımbolo ”≡” significa ”coincidencia de color”,
[R], [G], [B] son las unidades en las que escribimos el est́ımulo y R,G,B son las cantidades
de cada est́ımulo básico a utilizar. En los experimentos del estándar, cada sujeto era
expuesto a un color [C] y éstos intentaban luego construir el mismo color disponiendo
diferentes cantidades de [R], [G] y [B] a su disposición; este procedimiento recibe el
nombre inglés de ”color match”. Hay que denotar que, aunque se utilicen las letras R,G
y B en la expresión, ello no implica que se traten de los colores rojo, verde y azul – son
tres est́ımulos lumı́nicos en cantidades espećıficas.

El siguiente paso consiste en hallar la respuesta espectral de cada uno de los valores
triest́ımulo. Esto se consigue con la pregunta siguiente: Dada una luz monocromática,
¿qué proporciones de valores triest́ımulo son necesarias para conseguir que el color
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se corresponda con ese espectro monocromático? Si lleva a cabo pruebas emṕıricas,
desarrollará lo que se conoce como Funciones de Correspondencia de Color (Color
Matching Functions). Las CMF r̄, ḡ, b̄ representan las cantidades necesarias de valores
triest́ımulo para lograr una correspondencia con el color de esa longitud de onda. Esas
cantidades son función del color monocromático a corresponder y, por tanto, funciones
de la longitud de onda: r̄(λ), ḡ(λ), b̄(λ).

Al final, la ecuación de correspondencia de un color [C] puede escribirse como

[C] = IR[R] + IG[G] + IB[B], (2.7)

y los valores IR, IG e IB se corresponden con

IR =

∫ 780 nm

380 nm
r̄(λ)P (λ)dλ, (2.8)

IG =

∫ 780 nm

380 nm
ḡ(λ)P (λ)dλ, (2.9)

IB =

∫ 780 nm

380 nm
ḡ(λ)P (λ)dλ, (2.10)

y P (λ) es el color no monocromático que cada sujeto intenta corresponder con la suma de
tres est́ımulos básicos. Estas integrales se llaman valores triest́ımulo. Por lo visto, utilizar
CMFs con valores negativos en algunos cálculos colorimétricos resulta un problema,
aśı que se intentó encontrar un espacio de color basado en tres est́ımulos X,Y y Z, tales
que sus CMFs fuesen positivas para todas las longitudes de onda del espectro visible.
Este es el modelo CIEXYZ. Para lograr corresponder un color espećıfico a partir de tres
est́ımulos, la percepción humana se modela con la suma ponderada

[C] = X[X] + Y [Y ] + Z[Z], (2.11)

donde los valores triest́ımulos están definidos con las integrales

X = k

∫ 780 nm

380 nm
φλ(λ)x̄(λ)dλ, (2.12)

Y = k

∫ 780 nm

380 nm
φλ(λ)ȳ(λ)dλ, (2.13)

Z = k

∫ 780 nm

380 nm
φλ(λ)z̄(λ)dλ, (2.14)

k representa una constante a ponderar, φ(λ) es el est́ımulo colorimétrico (luz) visto
por el observador, y x̄(λ), ȳ(λ), z̄(λ) son las funciones de correspondencia de color del
Observador Estándar CIE 1931.
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Figura 2.4: Funciones de Correspondencia de Color del
Observador Estándar CIE 1931 [Noboru Ohta, 17, 2006]

Es frecuente que el espectro sea muestreado con una resolución espećıfica, con lo cual
realmente sólo disponemos de datos discretos del espectro del material. El estándar CIE
establece que las integrales pueden aproximarse mediante sumas de Riemann:

X ≈ k
∑
λ

φλ(λ) · x̄(λ) ∆λ, (2.15)

Y ≈ k
∑
λ

φλ(λ) · ȳ(λ) ∆λ, (2.16)

Z ≈ k
∑
λ

φλ(λ) · z̄(λ) ∆λ. (2.17)

Existen varios tipos de est́ımulos colorimétricos, clasificados en función del origen de
la luz que permite visualizar color. Según el tipo de est́ımulo, φλ(λ) tiene un significado
f́ısico diferente. En general, el estándar considera dos tipos de est́ımulos colorimétricos:

Objetos iluminantes. El objeto es una fuente de luz por śı sola; por ejemplo, lo
son el sol, una lámpara, un monitor...

Objetos iluminados. La luz que observamos de ese objeto es fruto de la reflexión
de luz que incide sobre el objeto y retorna indirectamente al observador.

Objetos iluminantes. Al trabajar con un objeto que emite luz, las magnitudes más
importantes a tener en cuenta son su función de eficiencia espectral V (λ), su radiancia
espectral φe,λ y su valor máximo de eficacia lumı́nica Km = 683 lm/W ; con estas
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magnitudes es posible calcular la expresión del est́ımulo fotométrico a partir del est́ımulo
radiométrico mediante la expresión

φv = Km

∫ ∞
0

φe,λ · V (λ)dλ.

Si se iguala Km = k, obtenemos Y en unidades fotométricas.

Objetos reflectantes iluminados. En colorimetŕıa, los objetos reflectantes se llaman
fuentes de luz secundarias. Si la luz original – de densidad espectral de potencia S(λ) –
incide sobre un material reflectante, la fracción de luz que se refleja termina incidiendo en
parte sobre el observador. Es la parte reflejada la que hay que introducir en las expresiones
colorimétricas; ésta se suele expresar en función del factor de reflectancia espectral R(λ).
De este modo, el est́ımulo de color relativo φ(λ) se expresa a partir de

φ(λ) = R(λ) · S(λ), (2.18)

donde R(λ) es el factor de reflectancia espectra del objeto iluminado, y S(λ) es la densidad
espectral de potencia del iluminante. Por lo general, la constante k se elige de forma que
Y = 100 para los materiales ideales de reflectancia plana (R(λ) = 1,∀λ). Entonces, k es
la constante de normalización

k =
100∑

λ S(λ) · ȳ(λ)∆λ
. (2.19)

Figura 2.5: Densidad Espectral de Potencia relativa de los
iluminantes más utilizados [Konica Minolta Ltd.]

A la hora de llevar a cabo un procedimiento colorimétrico, la fuente de luz primaria
que se dispone sobre la muestra analizada se conoce como iluminante. De disponer datos
espectrales para todo el rango visible, por lo general, se intenta utilizar el iluminante
con temperaturas equivalentes a las de la fuente. Sin embargo, ya que los datos sólo
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abarcan una fracción del visible y el infrarrojo, se utiliza un iluminante que proporcione
la representación más clara de los tejidos tras la conversión – en este caso, se utiliza el
iluminante estándar D65, que modela el color de la luz diurna (Figura 2.5).

2.3.2. Transformación XYZ a sRGB

Aunque la colorimetŕıa ilustra vivamente la respuesta de los tres diferentes tipos
de conos que encontramos en la fóvea, al final los colores se exponen en ordenadores
y pantallas que sólo entienden RGB. Necesitamos una forma de convertir los valores
triest́ımulo XYZ en valores que un computador pueda entender.

Como la relación entre XYZ y RGB es lineal, para un ṕıxel con los valores triest́ımulo
vXY Z = (vX , vY , vZ)T , la conversión se lleva a cabo mediante el producto

vRGB = M−1 vXY Z =

 vR
vG
vB

 .

Aunque la relación es lineal, la matriz de conversión depende del iluminante. Para el
Iluminante D65 indicado anteriormente, la matriz de la transformación es la siguiente:

M−1 =

 3,2404542 −1,5371385 −0,4985314
−0,9692660 1,8760108 0,0415560
0,0556434 −0,2040259 1,0572252

 (2.20)

Esta conversión se denomina conversión de XYZ a RGB lineal. Sobre estos valores se
lleva a cabo una operación no lineal, en función del estándar a utilizar. Como sRGB es uno
de los estándares más comunes, obtenemos el triest́ımulo sRGB vsRGB = (vsR, vsG, vsB)T

vsk =

{
12,92vsk vsk ≤ 0,0031308

1,055v
1
2,4

sk − 0,055 vsk > 0,0031308
, (2.21)

para k = R,G,B de cada ṕıxel.

Con estos dos primeros temas, queda definido lo que ocurre durante un proceso de
ciruǵıa con conservación del pecho, y presentado el dispositivo cuyas medidas utilizamos
para hacer cálculos. También, se han revisado los procedimientos t́ıpicos para disponer
magnitudes espectrales directamente sobre una pantalla en color verdadero. Ahora bien,
¿qué podemos hacer con los valores de reflectancia?
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Caṕıtulo 3

Realce y reconstrucción
multiespectral

”El color es un poder que influye directamente en el alma.”
— Wassily Kandinsky

Las técnicas de realce y reconstrucción multiespectral se centran en tomar carac-
teŕısticas de las medidas obtenidas y utilizarlas para generar imágenes cuyas propiedades
visuales guardan alguna relación con las caracteŕısticas que nos interesan.

3.1. Álgebra Lineal e Imagen Multiespectral.

En todo procedimiento de Imagen Multiespectral, cierta magnitud óptica (por ejemplo,
reflectancia, dispersión, transmitancia, fluorescencia) es medida en diferentes puntos en
el espacio y para diferentes longitudes de onda. En esas situaciones, la resolución viene
limitada por el sistema utilizado para hacer las medidas.

En todo caso, se llama imagen multiespectral a un tensor M∈ Rp×q×n. Sus primeras
dos dimensiones especifican posición (coordenadas x e y en una región bidimensional),
mientras que la tercera dimensión indica la longitud de onda a la que se ha hecho la
medida. Por tanto, el elemento mijk ∈ M representa dicha magnitud medida en la
posición (i, j) de un material, en la longitud de onda k-ésima.

Con esta idea en mente, todo vector n-dimensional recibirá el nombre de ṕıxel
multiespectral

mij ,

 mij1
...

mijn

 ,

y éste representa la magnitud medida para ese ṕıxel en todas las longitudes de onda.
Sean ∆x,∆y la resolución espacial del sistema de medida, y ∆λ la resolución en longitud
de onda. Entonces, se puede escribir
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mijk = R(x0 + i∆x, y0 + j∆y, λ0 + k∆λ),

donde R(x, y, λ) es una función real que modela la magnitud óptica a medir. En nuestro
caso, se representa mediante la letra R ya que la magnitud que mide nuestro dispositivo
es la reflectancia retroesparcida por el espécimen.

Nuestro interés es utilizar principios y conceptos de Álgebra Lineal para extraer
caracteŕısticas espectrales de interés en la imagen multiespectral. Ya que sólo es de interés
el espectro de cada ṕıxel, cada ṕıxel multiespectral se tiene en cuenta como un vector,
y no tendremos en cuenta su posición ni las caracteŕısticas de los ṕıxeles que hay a su
alrededor.

Puede que no toda la imagen sea de interés; en el caso de analizar tumores, no
son interesantes las caracteŕısticas espectrales del fondo de la foto del espécimen. Con
esto en mente, los ṕıxeles – vectores columna n-dimensionales – del tensor M que
posean información de interés deberán ser indexados. Tras este indexado, deberán ser
dispuestos por columnas en una matriz, procesados como nos interese y retornados a su
posición original en una nueva imagen multiespectral a partir de los ı́ndices anteriormente
guardados. Este procedimiento se suele denominar matrización. La matrización del tensor
M en su tercer modo (en longitud de onda) se expresa de la siguiente forma:

A =M(3) =


∣∣∣ ∣∣∣ ∣∣∣ ∣∣∣ ∣∣∣ ∣∣∣

m11 m12 . . . m1q m21 m22 . . . mpq∣∣∣ ∣∣∣ ∣∣∣ ∣∣∣ ∣∣∣ ∣∣∣
 =


∣∣∣ ∣∣∣
a1 . . . am∣∣∣ ∣∣∣

 ,

donde m = pq. Hay que considerar también el tensor de ı́ndices/posiciones de cada ṕıxel
en la matriz, que se llamará E ∈ Rp×q×2:

E =

 (1, 1) . . . (1, q)
...

. . .
...

(p, 1) . . . (p, q)

 ,

convertido en una matriz de ı́ndices E = E(3)

E = E(3) =

(
1 1 . . . 1 2 2 . . . p
1 2 . . . q 1 2 . . . q

)
=


∣∣ ∣∣
e1 . . . em∣∣ ∣∣


Sea la matriz de ṕıxeles relevantes G ∈ Rn×m una matriz formada por las columnas

de A distintas de 0

G =


∣∣∣ ∣∣∣
g1 . . . gt∣∣∣ ∣∣∣

 , {gi} = {ai 6= 0} , t = # {ai 6= 0} .
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con t ≤ m, y sea H la matriz de posición de ṕıxeles la que indica la posición de las
columnas de G en el tensor M

H =

 | |
h1 . . . ht
| |

 , {hi} = {ei : ai 6= 0} .

Los datos proporcionados por el fondo no deberán ser tenidos en cuenta, puesto que
no son necesarios en ningún procedimiento de extracción de caracteŕısticas espectrales,
ni tampoco durante la reconstrucción de imagen (puesto que el fondo es negro). Los
vectores nulos son omitidos en nuestro análisis simplemente porque R(x, y, λ) = 0 para
todo (x, y) fuera de la región de análisis (esto es, fuera del contorno del espécimen).

Una vez tenemos los ṕıxeles que nos interesan preparados en la matriz G, debemos
llevar a cabo las operaciones que nos interesen. Tras modificar G de una u otra forma,
obtendremos una versión realzada o modificada, a la que llamaremos Ge.

Finalmente, deberá existir un algoritmo capaz de reconstruir M a partir de la matriz
de ṕıxeles modificados Ge y de sus posiciones en el tensor original (matriz H). En nuestro
caso, generamos un tensor Me tal que me,ijk = 0, ∀i, j, k, y luego lo vamos rellenando
con vectores columna de Ge en la posición que ocupaban en el tensor original M (con
los ı́ndices definidos según H).

3.2. Extracción de caracteŕısticas mediante métodos de re-
ducción de dimensionalidad.

Trabajar con tensores y ṕıxeles multiespectrales con gran cantidad de dimensiones
resulta problemático, según el tipo de operaciones que se vayan a llevar a cabo sobre los
ṕıxeles. Para evitar la maldición de la dimensionalidad, se presentan aqúı técnicas que
permiten expresar estos enormes vectores a partir de unas pocas coordenadas.

3.2.1. La Descomposición en Valores Singulares (SVD).

El Teorema Fundamental del Álgebra Lineal, en su última parte, trata de la creación
de bases ortonormales para los cuatro subespacios fundamentales de toda matriz A de
rango r y dimensiones M ×N (los subespacios de columnas y los subespacios nulos de A
y AT ). Del mismo nace el siguiente teorema:

Teorema 1 (Descomposición en Valores Singulares). Sea A ∈ Rm×n una
matriz arbitraria tal que m ≥ n. Entonces, podemos escribir

A = UΣV T , (3.1)

donde U es una matriz M ×N que satisface UTU = I, V es m× n y también satisface
V TV = I, y Σ = diag(σ1, . . . , σN ), donde σ1 ≥ · · · ≥ σn ≥ 0. Las columnas u1, . . . ,un
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de U reciben el nombre de vectores singulares por la izquierda. Las columnas v1, . . . ,vn
de V se llaman vectores singulares por la derecha. Los σi se denominan valores singulares.
Si m < n, la SVD se define considerando AT .

Toda matriz A de dimensiones m×n es una aplicación de un vector x ∈ Rn al espacio
de columnas de A, esto es, los vectores de la forma y = Ax ∈ Rm. La SVD encuentra
las bases ortonormales que definen los espacios Rn y Rm de forma que A sea diagonal
para dichas bases, es decir, que sea una aplicación que tome un vector x =

∑n
i=1 βivi

y lo lleve al espacio de columnas mediante y = Ax =
∑n

i=1 σiβiui [20, 21]. Del mismo
modo que el cálculo de autovalores lleva a la diagonalización AS = SΛ, las ecuaciones
Avi = σiui llevan a la expresión AV = UΣ:

A

 v1 . . . vr . . . vn

 =

 u1 . . . ur . . . um




σ1

. . .

σr
. . .

σn

 ,

y ya que V es una matriz ortogonal, podemos multiplicar ambos lados de la igualdad por
su transpuesta, obteniendo la expresión de la Ecuación 3.1. La SVD tiene una serie de
propiedades de interés. Se pueden demostrar las siguientes [20]:

Teorema 2. Sea A = UΣV T la SVD de una matriz A M × N , donde M > N .
Entonces, se cumplen las siguientes propiedades:

1. Supongamos que A es simétrica, con autovalores σi y autovectores ortonormales
ui. En otras palabras, A = UΛUT es una descomposición en autovalores de A, con
Λ = diag(λ1, . . . , λn), U = (u1, . . . ,un) y UUT = I. Entonces, la SVD de A es
A = UΣV T , donde σi = |λi| y vi = sign(λi)ui, donde sign(0) = 1.

2. Los autovalores de la matriz simétrica ATA son σ2
i . Los vectores singulares por la

derecha vi son los autovectores ortonormales que le corresponden.

3. Los autovalores de la matriz simétrica AAT son σ2
i y m − n zeros. Los vectores

singulares por la izquierda ui son sus autovectores ortonormales para los autovalores
σ2
i . Podremos elegir otros m− n vectores ortonormales para el autovalor 0.

4. Sea H =

[
0 AT

A 0

]
, donde A es cuadrada y A = UΣV T es la SVD de A. Sea

Σ = diag(σ1, . . . , σN ), U = (u1, . . . ,uN ) y V = (v1, . . . ,vN ). Entonces, los 2n au-
tovalores de H son ±σi, con correspondientes autovectores unitarios 1√

2

[
vi ± ui

]
.

5. Si A es de rango completo, la solución de mı́n(‖Ax− b‖2) es x = V Σ−1UTb.

6. ‖A|‖2 = σ1. Si A es cuadrada y no singular, entonces ‖A−1‖−1
2 = σN y ‖A‖2 ·

‖A−1‖2 = σ1
σN

.
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7. Supongamos que los valores singulares cumplen σ1 ≥ · · · ≥ σr > σr+1 = · · · = σn =
0. Entonces, el rango de A es r. El espacio nulo de A, N(A) (el subespacio de los
vectores v que cumplen que Av = 0), es el espacio generado por las r+1, r+2, . . . , n
columnas de V : N(A) = span(vr+1, . . . ,vn). El espacio de columnas de A, C(A)
(el subespacio de vectores de la forma Ax para todo x, es el espacio generado por
las r primeras columnas de U : C(A) = span(u1, . . . ,ur).

8. Sea Sn−1 la esfera de radio unidad en Rn: Sn−1 = {x ∈ Rn : ‖x‖2 = 1}. Sea A·Sn−1

la aplicación de A sobre la esfera Sn−1: A · Sn−1 = {Ax : x ∈ Rn, ‖x‖2 = 1}.
Entonces, A ·Sn−1 es un elipsoide centrado en el origen de Rm, con ejes principales
σiui.

9. Podemos reescribir, dados U = (u1, . . . , uN ) y V = (v1, . . . , vN ), la descomposición
en valores singulares como

A = UΣV T =

n∑
i=1

σiuiv
T
i ,

es decir, como suma de matrices de rango uno. Entonces, una matriz de rango k < n
cercana a A – midiendo con la norma ‖.‖2 es Ak =

∑k
i=1 σiuiv

T
i , y ‖A−Ak‖2 =

σk+1. También podemos escribir Ak = UΣkV
T , con Σk = diag(σ1, . . . , σk, 0, . . . , 0).

La novena y última propiedad es la más interesante: si los primeros l valores singulares
son mucho mayores que los demás, la matriz A puede aproximarse únicamente con los
primeros l vectores singulares y sus valores singulares asociados. Efectivamente, se puede
escribir la SVD de A como suma de matrices de rango uno:

A = E1 + E2 + · · ·+ Er,

donde r = rank(A), y

Ei = σiuiv
T
i , EjEk = 0, ∀i 6= j.

La diagonal de Σ contiene los valores singulares y está ordenada en orden decreciente.
La norma de cada matriz de rango uno es su valor singular correspondiente, por lo que
cada Ei hará una contribución más importante a la hora de formar A si su valor singular
es mayor. Si truncamos la suma a los primeros L < r términos, obtenemos

ÃL = E1 + E2 + · · ·+ EL,

conocida como la aproximación de rango L (closest rank L approximation) de la matriz
A. El error de aproximación viene definido por la norma de Frobenius de la diferencia

‖A− ÃL‖2 = σL+1.

Por tanto, la precisión de esta aproximación mejora a medida que L aumenta [19,20].
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Es posible establecer dos principios prácticos:

1. Si los primeros L valores singulares son mucho mayores que los demás, podemos
asumir que las caracteŕısticas más relevantes de los datos vendrán definidas por los
primeros L vectores singulares.

2. Los vectores singulares y valores singulares que siguen a los L primeros representan
lo que falta para que la aproximación ÃL se convierta en A. Éstos contiene la
información residual, información más detallada de cada vector fila / columna de
A.

Puede que sean interesantes los vectores singulares más altos, o los que siguen a los
más altos. En el primer caso, es de interés la información que más generalmente define
a todas las filas de A. En el segundo, se busca la información que más particularmente
define a cada fila de A.

3.2.2. Análisis de Componentes Principales (PCA).

En estad́ıstica, existe un procedimiento por el cual la dimensionalidad de un conjunto
de datos con muchas componentes es reducida, tratando de retener en la medida de
lo posible las variaciones de cada dato en todas sus dimensiones. Este procedimiento
se conoce como Análisis de Componentes Principales (en inglés, Principal Component
Analysis (PCA)). El objetivo de este apartado es definir qué es PCA, y demostrar que se
trata de una interpretación estad́ıstica de la SVD; antes de nada, sin embargo, conviene
definir algunas cosas.

Correlación de vectores aleatorios. Antes de empezar, es necesario definir qué es
correlación en estad́ıstica, y su significado desde el punto de vista del Álgebra Lineal.
Entendemos por vector aleatorio un vector cuyas componentes son variables aleatorias.
Es equivalente escribir un vector aleatorio de las siguientes formas:

Vector aleatorio:
x[i] = Xi, i = 1 : n

x = (X1, . . . , Xn)T

Y cada variable aleatoria Xi tiene su espacio de probabilidad (Ωi,Fi, Pi) y un espacio
medible (E, E). Dado un vector aleatorio x, su matriz de covarianza se define como

C = E [(x− E [x]) (x− E [x])] , (3.2)

teniendo en cuenta que E[.] es el operador esperanza matemática. Los elementos cij ∈ C
vienen definidos de la siguiente forma:

{cij} = E [(Xi − µi) (Xj − µj)] , (3.3)

donde µi = E[Xi]. Dicho de otro modo, los elementos cii en la diagonal principal describen
la varianza de la variable aleatoria i-ésima Xi, mientras que los elementos cij definen la
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covarianza entre la variable aleatoria Xi y la variable aleatoria Xj . Cuando esta matriz
de covarianza es desconocida, se suele calcular, a partir de los datos de partida, la matriz
de covarianza estimada

S =
1

t− 1
XTX, (3.4)

y aqúı X ∈ Rt×n es la matriz de variaciones de cada realización de x respecto de la
media,

X =


(x1 − xavg)T

(x2 − xavg)T
...

(xt − xavg)T

 , (3.5)

donde x1, . . . ,xt ∈ Rn son las t realizaciones del vector aleatorio x, y

xavg =
1

t

t∑
k=1

xk.

El objetivo de PCA es tratar de explicar las n variables aleatorias del vector x a
partir de un vector de coordenadas de la forma z = (z1, . . . , zL)T , tal que su dimensión
sea significativamente menor (L << n). La única forma imaginable de lograr esto es
proyectando las realizaciones del vector x sobre una base ortonormal de cardinalidad
menor que n que cumpla unas caracteŕısticas espećıficas; las componentes principales
serán las coordenadas de las realizaciones en esta base ortonormal:

Componentes Principales: zk = αTk x, k = 1, . . . , L; L < n. (3.6)

Los elementos αk que conforman la base ortonormal de menor dimensión se conocen
como loadings, y la proyección z de cada realización sobre la base de los αk suele
definirse como el vector de scores; estas definiciones, sin embargo, sólo oscurecen
la interpretación del problema. El primer loading α1 es el primer vector de la base
ortonormal, y trata de optimizar la varianza de la proyección de los datos x sobre α1:

Primer ”loading”:
maximize V ar[αT1 x] = αT1 Cα1

subject to ‖α1‖ = 1,
(3.7)

mientras que los demás satisfacen la propiedad similar

Resto de ”loadings”:

maximize αTkCαk

subject to
‖αk‖ = 1
αk ⊥ αi,

∀i = 1, . . . , k − 1.

(3.8)
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Se puede demostrar [22] que los vectores que satisfacen estas condiciones (maximizar
la varianza de las realizaciones respecto de cada vector de la base ortonormal) son los
autovectores de la matriz de covarianza C. Merece la pena encontrar el primero,
aunque sólo sea como ejercicio ilustrativo: para maximizar αT1 Cα1 sujeto a la condición
de norma unitaria αT1α1 = 1, se toma un multiplicador lagrangiano, obteniendo

maximize αT1 Cα1 − λ
(
αT1α1 − 1

)
, (3.9)

donde λ es el multiplicador de Lagrange. Si se obtiene la derivada respecto de α1,
obtenemos

Cα1 − λα1 = 0,

o, lo que es lo mismo,
(C − λI)α1 = 0. (3.10)

Es decir, λ es un autovalor de C y α1 es su correspondiente autovector. Es más, es el
autovector de autovalor más grande, puesto que buscamos maximizar el valor de λ. Para
el caso general, podemos decir que la componente principal zk = αTk x tiene asociado
un loading tal que αTkCαk = λk es el k-ésimo autovalor más grande de C, y αk es su
autovector asociado.

Cuando la matriz de covarianza C sea desconocida, se utilizará la estimación de la
matriz de covarianza (denotada por S) a partir de los datos conocidos. Aqúı es donde la
SVD toma protagonismo: En X encontramos, en la fila k-ésima, la realización k-ésima
transpuesta menos la realización media transpuesta: (xk − xavg)T . Teniendo en cuenta
las Propiedades 2 y 3 de la SVD, y suponiendo que llevamos a cabo la descomposición en
valores singulares de X ∈ Rt×n, se puede escribir

X = UΣV T ,

la SVD de X. Atendiendo a la Propiedad 2, es posible establecer las siguientes igualdades,
suponiendo que rank(X) = r:

1. Los autovalores de la matriz simétrica XTX son los elementos de la diagonal de Σ
elevados al cuadrado, esto es, σ2

1, . . . , σ
2
r . Sin olvidar la constante de multiplicación

de la aproximación de la varianza, resulta que los autovalores de la matriz de
covarianza son la varianza de las proyecciones αTk x:

λk =
σ2
k

t− 1
.

2. La matriz de vectores singulares por la derecha V contiene en sus columnas los
autovectores de la matriz de covarianza S ordenados en orden decreciente de valor
singular. Hay que recordar que, al multiplicar una matriz por una constante como
1/(t− 1), sus autovectores no vaŕıan (śı sus autovalores).
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3. Finalmente, el producto
Z = UΣ

contiene, en cada fila, los scores o coordenadas de cada realización en la base de los
loadings.

En definitiva, PCA no es sino la SVD interpretada desde la perspectiva de
los autovalores y autovectores de la matriz de covarianza de un vector alea-
torio, estimada a partir de realizaciones centradas del mismo. Ambos métodos
tienen como aplicación fundamental representar datos de gran dimensionalidad con sus
coordenadas en una base formada por menos vectores que la base original, tratando de
conservar la información contenida en los datos.

Para expresar la calidad de la aproximación, en lugar de utilizar el error de aproxi-
mación, se utiliza lo que en estad́ıstica se conoce como varianza explicada. Ésta no es
sino la razón entre el cuadrado de la norma de Frobenius de la matriz aproximada con L
vectores singulares X̃L y el cuadrado de la norma de Frobenius de la matriz original X:

σaccum ,
‖X̃L‖2F
‖X‖2F

=

∑L
i=1 σ

2
i∑r

i=1 σ
2
i

. (3.11)

Ciertamente, la norma de Frobenius de la matriz X expresa el ”contenido” de la
misma, y cuanto más se parezca la aproximación X̃L a la matriz original, la relación
entre sus respectivas normas de Frobenius será igual a 1. Como regla de oro práctica, se
ha decidido que la primera constante natural L que garantice una relación σaccum ≥ 0,95
es suficiente para llevar a cabo las aproximaciones.

Otro método muy frecuente es utilizar la fracción de norma de Frobenius al cuadrado
con la que contribuye el vector singular k-ésimo:

σcontrib(k) =

∑k
i=1 σ

2
i −

∑k−1
i=1 σ

2
i∑k−1

i=1 σ
2
i

(3.12)

y elegir un L tal que σcontrib(L) < 0,01 [10], por ejemplo (contribución respecto del total
menor al uno por ciento).

3.2.3. Reducción de dimensionalidad en los datos.

En esta pequeña sección se expresan los conceptos recién explicados en la notación
inicial. Al principio, la matriz de ṕıxeles era G, y cada columna de G era un ṕıxel
multiespectral. Ahora, considere la siguiente operación sobre G:

X =


(g1 − gavg)T

(g2 − gavg)T
...

(gt − gavg)T

 =


x1

x2
...
xt

 = GT −GTavg, (3.13)
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donde gk ∈ RN , xi es el i-ésimo vector fila de X, y GTavg tiene en todas sus filas el
vector espectro medio gavg. Con este procedimiento, a cada espectro se le ha restado
el espectro medio. El rango de X ∈ Rt×n es r (y r = n si X es de rango completo). Su
descomposición es la siguiente:

GT −GTavg = X = E1 + E2 + ...+ Er =

= σ1


u11 (v11, ..., vn1)
u21 (v11, ..., vn1)

...
ut1 (v12, ..., vn2)

+ σ2


u12 (v12, ..., vn2)
u22 (v12, ..., vn2)

...
ut2 (v11, ..., vn1)

+ · · ·+ σr


u1r (v1r, ..., vNr)
u2r (v1r, ..., vnr)

...
utr (v1r, ..., vnr)

 .

Esta descomposición se traduce a que cada fila de GT (cada ṕıxel) puede exprsarse
como la combinación lineal

gk − gavg = xTk = σ1uk1

 v11
...
vn1

+ σ2uk2

 v12
...
vn2

+ ...+ σrukr

 v1r
...
vnr

 ,

aśı que las columnas de V forman B, una base ortonormal en Rr ⊆ Rn ( y r = n si X es
de rango completo), y las filas de la matriz Z = UΣ son las coordenadas de cada ṕıxel
centrado (vector n-dimensional gm − gavg) en el subespacio generado por span(B).

La descomposición puede truncarse, efectivamente, a los primeros L términos

g̃k,s − gavg = σ1uk1

 v11
...
vn1

+ σ2uk2

 v12
...
vn2

+ ...+ σLukL

 v1L
...
vnL

 ,

o bien se pueden omitir los L primeros términos y la media, con lo que se obtiene el
residuo de cada ṕıxel

xTk,res,L =

 xk1,res,L
...

xkn,res,L

 = σL+1uk,L+1

 v1,L+1
...

vn,L+1

+ · · ·+ σruk,r

 v1,r
...

vn,r

 .

De esta forma,
G = (X̃L)T +XT

res,L +Gavg (3.14)

y
G̃L = (X̃L)T +Gavg (3.15)
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es la L-rank approximation de G; Xres,L tiene en sus filas lo que le falta a cada columna
de G̃L para ser las columnas de G.

Ahora que los conceptos recién explicados están en la notación inicial, se pueden
describir los métodos de realce multiespectral implementados, aśı como sus caracteŕısticas
internas, ventajas e inconvenientes.

3.3. Técnicas de realce espectral basadas en PCA

Las técnicas que se explican a continuación llevan a cabo una transformación lineal
sobre la matriz residual Gres,L, amplificando sus caracteŕısticas, y sumándolas a la matriz
original G. Los métodos de Mitsui y Hashimoto [24] que se van a analizar utilizan PCA
para encontrar la aproximación de rango L de la matriz de ṕıxeles

G = (X̃L)T +XT
res,L +Gavg

y el realce multiespectral se lleva a cabo sobre la matriz mediante

Ge = W (G− G̃L) +G = WXT
res,L +G, (3.16)

W =

 w11 . . . w1n
...

. . .
...

wn1 . . . wnn

 =


∣∣∣ ∣∣∣
w1 . . . wn∣∣∣ ∣∣∣

 . (3.17)

donde W ∈ Rn×n suele denominarse la matriz de transformación. Después de llevarse a
cabo la transformación, las columnas de Ge se resitúan sobre el tensor en las posiciones
que le corresponden, y un procedimiento de colorimetŕıa permitirá vislumbrar en RGB
los cambios producidos sobre el espectro.

En definitiva, los métodos de realce multiespectral de Mitsui y Hashimo-
to tratan de hacer visible en color RGB las variaciones de cada ṕıxel que
son diferentes de las variaciones más comunes. Dichas variaciones comunes están
definidas por los primeros vectores singulares por la derecha, v1, . . . ,vL.

3.4. Método de Mitsui

Matriz de transformación. Mitsui define los elementos de W como

wij =

{
K ∈ R, i = j = a
0, otherwise

, (3.18)

donde a ∈ N, a ∈ [1, N ] es el ı́ndice natural que selecciona la longitud de onda (a ·∆λ) que
queremos hacer destacable. K > 0 es una constante positiva, representando ganancia de
la amplificación. Dicho de otra forma, W = diag(0, . . . , 0,K, 0 . . . , 0), y el único elemento
no nulo de la diagonal es el a-ésimo.
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Figura 3.1: Los tres espectros a utilizar en el ejemplo, con
sus correspondientes porcentajes. La ĺınea punteada

representa el espectro original sobre el que se han creado estas
variaciones.

Figura 3.2: Datos de partida (con ruido
incluido). Los vectores ”Tipo 4” están

indicados por la flecha.

Para hacer esta operación compren-
sible, conviene construir un ejemplo
que, paso a paso, ilustre lo que Mitsui
trata de llevar a cabo con esta mul-
tiplicación. El problema ”de mentira”
comienza en la Figura 3.1: considere
que se lleva a cabo una ”fotograf́ıa mul-
tiespectral” a un material de interés,
y éste muestra cuatro tipos de espec-
tros diferentes. En total, se toman 50
espectros/muestras de este material, y
supondremos que es de interés conocer
las variaciones ”ocultas” del espectro
en los 575 nanómetros.

No todos los espectros ocupan la
misma superficie, aśı que se obtendrán

más ṕıxeles de algunos tipos de espectro que de los demás. Conviene destacar, sin embargo,
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en que los espectros tipo 1 y 2 (64 % de los datos) poseen medidas de la magnitud R(λ)
menores que la media en las primeras longitudes de onda. Asimismo, los tipos 2, 3, y
4 (el 70 % de los datos) presentan una menor reflectancia respecto de la media en las
longitudes de onda en el intervalo de los 640− 680 nanómetros. Esta forma está hecha a
propósito: sólo cinco ṕıxeles (los de Tipo 4) poseen fluctuaciones respecto de la media
”distintas” a todas las demás fluctuaciones.
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Figura 3.3: Resultado de restar el
espectro medio a todos los ṕıxeles.

El primer paso que PCA lleva a ca-
bo es centrar los datos. Esto equivale a
realizar la operación sobre los vectores
fila xk de X, que llamaremos ṕıxeles
centrados:

xTk = gk − gavg,

resultado que se muestra en la Figu-
ra 3.3. Posteriormente, se procede a
realizar la SVD de X, cuyas filas son
los xk, para obtener sus vectores sin-
gulares por la derecha – esto es, las
columnas de V en X = UΣV T . El re-
sultado de esta operación es la Figura
3.4.

Se puede contemplar que los vectores singulares por la derecha se ordenan por orden
decreciente de valor singular asociado. En la Figura 3.4 los dos primeros vectores
singulares definen las fluctuaciones más comunes de los datos respecto del espectro medio.
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ó
n
re
sp
ec
to

d
e
la

m
ed
ia

Primeros vectores singulares de X

 

 
v5
v4
v3
v2
v1

Figura 3.4: Los primeros cinco vectores singulares por la
derecha. Los tres primeros definen el 95 % de la varianza.
σ1 = 1,5644, σ2 = 0,8644, σ3 = 0,2390, σ4 = 0,0931.

36
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Figura 3.5: Razón entre normas de
Frobenius (o, dicho de otro modo, varianza

conservada en la aproximación) del
ejemplo.

Es posible relacionar los vectores ob-
tenidos en la Figura 3.4 con la forma y
frecuencia, i.e. número de veces que se re-
pite cada una, de las variaciones de cada
espectro respecto del espectro medio de la
Figura 3.3. Las variaciones más comunes
de los espectros son, como bien se puede
intuir, aquéllas que se repiten más. En
el ejemplo, las dos más comunes son las
cáıdas respecto de la media en 500 y en
650 nanómetros. Por tanto, una aproxi-
mación de rango L = 1, o bien L = 2,
utilizará una base de vectores singulares
que expresen solamente esas variaciones
más comunes. Esto se debe a que la orde-
nación de los vectores llevada a cabo por
la SVD hace descender ‖X − X̃L‖F a medida que L incrementa.
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Figura 3.6: Aspecto del residuo a amplificar. Izquierda:
Residuo al restar la aproximación con L = 1. Derecha: Lo

mismo, pero al restar a X la aproximación con L = 2.

Sin embargo, al truncar la aproximación en dichos primeros valores de L, quedan sin
explicar las variaciones menos comunes. Estas variaciones se suelen llamar variaciones
residuales (o, simplemente, residuo), y son las variaciones que interesa amplificar. El
problema a tener en cuenta aqúı es la relación entre el valor de L para la aproximación y
el residuo que queda, que es lo que determinará qué ṕıxeles se amplifican.

Si se eligen valores de L muy pequeños, entonces cualquier variación diferente de
aquéllas descritas por los primeros vectores singulares será realzada. Esas variaciones serán
muy comunes, y pueden no mostrar el resultado deseado. En cambio, si se escogen valores
de L muy grandes, tales que el rango de X es del orden de L, amplificaremos variaciones
respecto de la media muy pequeñas, las cuales probablemente tendrán más relación con el
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ruido térmico del equipamiento de medida, o con insignificantes perturbaciones numéricas
(si se dan las condiciones adecuadas).

En la Figura 3.6 puede observar las variaciones de las filas de X que no se pueden
explicar con un vector singular, y con dos vectores singulares. Todas las variaciones menos
el ruido quedan explicadas con s = 3, aśı que una imagen del residuo para ese caso (y los
siguientes) es sólo ruido. Queda más claro ahora lo que es el residuo: se trata de aquellas
caracteŕısticas de cada vector no explicadas con los vectores que explican la mayoŕıa de
las caracteŕısticas de todos los vectores. La operación indicada por la Ecuación 3.16, para
el caso de la matriz de Mitsui, se convierte (en cada ṕıxel) en

WxTk,res,L + gk = K ·



0
...
0

xka,res,L
0
...
0


+



g1k
...

ga−1,k

ga,k
ga+1,k

...
gnk


=



g1k
...

ga−1,k

K · xka,res,L + ga,k
ga+1,k

...
gnk


esto es, las variaciones residuales (positivas o negativas respecto a la media) de
cada espectro en una o varias longitudes asociadas serán sumadas al espectro
original. El resultado, por ejemplo, eliminando las variaciones definidas por los dos
primeros vectores singulares, y amplificando el residuo a 575 nanómetros, es el que está en
la Figura 3.7).
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Figura 3.7: Operación final del método de Mitsui.
Izquierda: Residuo elegido para amplificar (L = 2) a 575 nm.
Dicho residuo es positivo en algunos espectros, y negativo en
otros. Derecha: Amplificación de dicho residuo con ganancia
K = 10. Sólo los vectores ”Tipo 4” son amplificados. Nótese

que las variaciones residuales por debajo de la media se
”contra-amplifican” (puesto que el residuo es negativo),

restándose al espectro.
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CAPÍTULO 3. REALCE Y RECONSTRUCCIÓN MULTIESPECTRAL

Resultado final de la amplificación. En la Figura 3.8 se presenta el resultado de
traducir la amplificación de ejemplo al visible con las CMF explicadas en la sección
anterior. Como se puede observar, los colores no vaŕıan significativamente ya que, durante
la generación del color, el ”pico” generado por la amplificación es demasiado estrecho
como para contribuir significativamente a la integral de cambio de color.

Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3 Tipo 4

Cambio en el color (post-CMF)

Figura 3.8: Resultado de aplicar las CMFs a los cuatro tipos
de espectro, después de ser realzados. Dicho realce no funciona
como se esperaba para casos con notable resolución espectral.

Si, en cambio, múltiples longitudes de onda son seleccionadas a la vez, obtenemos
cambios más importantes en el color. Cabe decir que, incluso, dichos cambios pueden ser
insuficientes. La selección de múltiples longitudes de onda (contiguas, o no) no es más
complicado que amplificar una longitud de onda; sólo hace que la matriz se convierta en

W = diag(0, . . . , 0,Kq, . . . ,Kq+Q, 0, . . . , 0),

con algún q,Q > 1. Por ejemplo, para un caso contiguo en el que se desea analizar un
intervalo de longitudes de onda donde puede haber reflectancias espurias, el producto se
lleva a cabo de forma idéntica; en la Figura 3.9 tenemos dicho ejemplo.
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Figura 3.9: Aqúı, se han amplificado todas las longitudes de
onda de 570 a 590 nanómetros. Las diferencias son más
visibles, pero quizá no suficientes si hay variaciones de

intensidad en la imagen. Nótese que también el ruido es
amplificado, en parte notable, debido a la ganancia de la
amplificación (K=50 en todas las longitudes de onda).
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3.5. Método de Hashimoto

Matriz de transformación. Hashimoto modifica la matriz W , quedando con la forma

W =

 0 . . . 0 K(gd − gavg) 0 . . . 0

 . (3.19)

W no es sino una matriz llena de ceros, salvo por la columna a-ésima. En este ca-
so, gd representa el color (o espectro) con el que se quiere llevar a cabo la
amplificación, y

gavg =
1

t

t∑
i=1

gi

es el espectro (o color) medio de la imagen.
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Figura 3.10: Realce espectral de Hashimoto
para el mismo problema. Se realzan los 575

nanómetros con una gaussiana de σ2 = 50nm
centrada en 545 nanómetros (colores amarillos
y verdes) (K=30). Figura girada sobre el eje z

180 grados.

Repitamos a continuación el mismo
ejemplo, pero esta vez sólo para interpre-
tar la operación final. Mientras que Mitsui
amplifica el residuo en la longitud de onda
a ·∆λ (elemento a-ésimo de cada vector
fila de X), el método de Hashimoto per-
mite que dicha amplificación se realice en
otro color, diferente al seleccionado para
amplificar. Aśı, a todo ṕıxel que tenga un
residuo positivo se le añadirá un color con
una intensidad proporcional a la ganan-
cia, y a todo ṕıxel que muestre un residuo
negativo, se le restará ese mismo color.

La operación que se lleva a cabo es la
siguiente. Dado un ṕıxel gk, cuyo residuo
es xTk,res,L, generamos el ṕıxel realzado
ge,k mediante

ge,k = WxTk,res,L + gk = gk +K(gd − gavg) · xka,res,L,

y aqúı xka,res,L es el elemento a-ésimo del vector del residuo, xTk,res,L. El único
problema que hay que tener en cuenta aqúı es la resta del elemento Kgavg al espectro
original – si K toma un valor muy alto, se terminan obteniendo espectros negativos, ¡algo
imposible!

Por lo general, cualquier valor de espectro inferior a cero será asignado como nulo,
para no afectar a las integrales de las CMF. Hay que recordar que, una vez se ejecuta el
realce, eliminamos las cualidades f́ısicas de los espectros, y simplemente estamos pintando
de un color. En el ejemplo, hemos tomado el mismo espectro, y hemos utilizado una
gaussiana centrada en un color amarillo-verdoso (540 nanómetros) como color a amplificar
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según la reflectancia de los espectros en 575 nanómetros. De nuevo, los espectros Tipo 4
son los más modificados, y adquieren una tonalidad verde.

Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3 Tipo 4

Cambio en el color (post-CMF)

Figura 3.11: Cambio de color en los cuatro tipos al colorear
según la Figura 3.10. ¡Las tonalidades verdes se aprecian

ampliamente en los tejidos de Tipo 4!

Quedan tres cuestiones por indicar:

Cómo hacer el cálculo en una sola ĺınea. Si interesa hacer el cálculo de estas
operaciones de una sola vez, Hashimoto [24] da como solución una operación que es más
que válida. Para ello, considere la Ecuación 3.16:

Ge = W (G− G̃L) +G,

y considere la matriz

VL =

 v1 . . . vL 0 . . . 0

 , (3.20)

que contiene los primeros L vectores singulares por la derecha de X = (G−Gavg)T en
sus primeras L columnas, y ceros en las demás. En dicho caso, podemos escribir

Ge = W (G− G̃L) +G = W
(
G− VLV T

L (G−Gavg) +Gavg
)

+G,

y, reordenando, se obtiene una expresión en la que no hay que obtener el residuo:

Ge =
(
W
(
I − VLV T

L

)
+ I
)
G−W

(
I − VLV T

L

)
Gavg, (3.21)

siendo I la matriz identidad n× n.

Cómo colorear fuera de la longitud de onda. También es posible sumar colores
de espectro que excede las longitudes de onda de los datos de partida. Para no arruinar
la SVD, primero hay que llevarla a cabo sin modificar los datos de partida, y luego
reconstruir los vectores añadiendo ceros, como se expone a continuación:

1. Obtenga X y calcule su SVD, cuyos resultados son V , Xres,L y L.
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2. Definiendo un vector de longitudes de onda que incluya c longitudes de onda más,

λ2 =
(
λextra,1 . . . λextra,c λ1 . . . λn

)T
con λ = (λ1, . . . , λn)T el vector de longitudes de onda original, y cumpliéndose que
λextra,1 < . . . λextra,c < λ1 < . . . < λn.

3. Añadiendo c ceros a los vectores de cada ṕıxel de G, V y Xres,L de la siguiente
forma:

vk =



0
...
0
v1k
...
vnk


, gk =



0
...
0
g1k
...
gnk


, xk,res,L =



0
...
0

xk1,res,L
...

xkn,res,L


,

4. Definiendo W mediante un espectro gd definido sobre el vector de longitudes de
onda λ2 y obteniendo ga a partir de los vectores gk montados en el Paso 3. Ahora,
W ∈ R(n+c)×(n+c).

5. Llevar a cabo el procedimiento de Hashimoto usando la matriz VL como se indica
en la Ecuación 3.21.

Esto puede permitir, en los casos donde los materiales carezcan de algunos colores, de-
volver colores artificiales mucho más fáciles de visualizar. En la Figura 3.12 encontrará un
ejemplo vistoso de este efecto.
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Figura 3.12: Hashimoto extendido a otras longitudes de
onda. Izquierda: Colores obtenidos con el método de

Hashimoto original (mejora de 575 nm a color de 450 nm con
una gaussiana de varianza σ2 = 250 centrada en 450 nm).

K = 30. Derecha: Colores obtenidos.
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Cómo amplificar con el color complementario. En general, se utiliza el color
complementario al color medio gavg para efectuar el realce, como indica Hashimoto en
el Método III de obtención de gd. Esto se logra transformando el espectro de XYZ a
CIELAB, otro estándar colorimétrico. En ese espacio, el complementario de un color
C1 = (L1, a1, b1) en espectro es el color Ccomp = (L1,−a1,−b1). Los pasos a llevar a cabo
son los siguientes:

1. Obtenga el color medio gavg.

2. Transforme ese espectro a XYZ, obteniendo el vector gavg,XY Z .

3. Obtenga el mismo espectro en LAB, ga,Lab = (L, a, b), utilizando las siguientes
expresiones del estándar CIELAB:

L = 116fy − 16, a = 500(fx − fy), b = 200(fy − fz), (3.22)

donde

fx =

{
3
√
xr, xr > ε

κxr+16
116 , xr ≤ ε

, fy =

{
3
√
yr, yr > ε

κyr+16
116 , yr ≤ ε

,

fz =

{
3
√
zr, zr > ε

κzr+16
116 , zr ≤ ε

(3.23)

xr =
X

Xr
, yr =

Y

Yr
, , zr =

Z

Zr
, ε = 0,008856, κ = 903,3. (3.24)

y donde Xr, Yr, Zr representan el color blanco de referencia (en nuestro caso, el
D65)

Xr = 0,95047, Yr = 1, Zr = 1,0883. (3.25)

4. El color complementario es gd,Lab = (L,−a,−b)T .

5. Retorne a XYZ utilizando las expresiones inversas despejadas a través de las
ecuaciones del Paso 3, y obtenga de esta forma el color gd,XY Z .

6. El color en XYZ depende de las CMF, y las medidas de nuestro sistema están
calibradas para reflectancia (por lo que se supondrá que el sistema no modifica el
espectro). Por tanto, la transición de espectro a CMF es lineal:

P gd = gd,XY Z , (3.26)

donde la matriz P ,

P , k∆λ

 φX
φY
φZ

 ,

contiene en sus filas los tres espectros est́ımulo – las CMF del estándar CIE XYZ,
cada una multiplicada por el iluminante D65, como se explica en el primer caṕıtulo.
Si desea obtener la mejor solución de espectro posible, la única opción que nos
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queda es hallar la pseudoinversa de P para obtener el espectro complementario que
ha generado ese triest́ımulo XYZ:

gd = P+gd,XY Z . (3.27)

3.6. Modificación de los métodos

Existen algunos inconvenientes de estos métodos, los cuales pueden subsanarse con
pequeñas modificaciones. Las preguntas que interesa responder son éstas:

¿Y si nos interesa amplificar cualquier tipo de residuo? Mitsui y Hashimoto
hacen que aquellos residuos positivos sean amplificados, mientras que los negativos
son atenuados. ¿Habrá alguna forma de llevar a cabo la operación de forma que
cualquier residuo sea amplificado positivamente?

Quizá nos interesan las aproximaciones con L vectores singulares. ¿Y si
simplemente es interesante colorear las zonas de mayor reflectancia para una longitud
de onda espećıfica? Puede que el residuo no tenga ningún tipo de información de
interés. En ese caso, ¿qué operaciones son interesantes?

3.6.1. Amplificando el residuo en valor absoluto

Una de las opciones es forzar a que la amplificación de cualquier residuo, sea por
encima o por debajo de la media, sea amplificado como residuo relevante. Esto se consigue
tomando la Ecuación 3.16 y escribiendo

Ge = WD +G, (3.28)

y esta nueva matriz sólo se puede definir adecuadamente elemento a elemento:

{dij} = |fij | ,

donde, como es de imaginar, esta matriz es la diferencia originalmente definida

F =
(
G− VLV T

L (G−Gavg) +Gavg
)
.

Debajo de este párrafo, se ha duplicado el diagrama de colores de la Figura 3.11 –
donde fue utilizado el método de Hashimoto para realzar variaciones en 575 nanómetros
en un color de 550 nanómetros – junto al nuevo resultado, utilizando la misma mejora,
con el mismo color a realzar.
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CAPÍTULO 3. REALCE Y RECONSTRUCCIÓN MULTIESPECTRAL

Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3 Tipo 4

Cambio en el color (post-CMF)

Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3 Tipo 4

Cambio en el color (post-CMF)

Figura 3.13: Comparativa. Izquierda: Colores obtenidos
con el método de Hashimoto original (mejora de 575 nm a
color definido por gaussiana de σ2 = 50 y centrada en 545

nm). K = 30. Derecha: Colores obtenidos con el valor
absoluto del residuo y la matriz de Hashimoto bajo las

mismas condiciones.

La diferencia clave está en los espectros de Tipo 3 (las muestras 32 a 45). El espectro
Tipo 3 es interpretado, al calcular el espectro medio, como un espectro que toma valores
ligeramente menores que la media en el entorno de los 575 nanómetros (Figura 3.7,
Izquierda). Sin embargo, al tener un residuo negativo, en el método original sufren un
”contra-realce” (el residuo se multiplica por una constante y se suma al ṕıxel, tenga el
signo que tenga), y no constan como verdes, sino como aún menos verdes. En verdad,
en estos ṕıxeles existe un residuo no explicado por los primeros L vectores
singulares, y se está omitiendo en los métodos originales.

Por tanto, si nos interesa evaluar la existencia de residuo, independientemente de
si éste está por encima o por debajo de la media, utilizar el valor absoluto del residuo
proporciona una visualización más fiel de las variaciones remanentes en cada ṕıxel.
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Figura 3.14: Realce con el valor absoluto.
Izquierda: Valor absoluto del residuo para L = 2.

Derecha: Resultado del realce multiespectral usando la
matriz de Hashimoto y el valor absoluto del residuo.
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3.6.2. Tomando todas las longitudes de onda

Quizá, en lugar de interesar las variaciones menos frecuentes, es interesante estudiar
las más frecuentes. Esto suele ser aśı en el análisis de tejidos, puesto que las caracteŕısticas
espectrales de los tejidos vienen indicadas en los primeros vectores singulares. En ese
caso, en lugar de restar, directamente multiplicamos la matriz de transformación W
sobre la aproximación de las columnas de G sin la media (esto es, X̃T

L ), obteniendo una
representación fidedigna, con menos ruido, de los espectros y de sus reflectancias:

Ge = WX̃T
L +G. (3.29)

Eligiendo un buen criterio de selección del valor L como el de la razón de normas
de Frobenius (también llamado fracción de varianza explicada), se logrará conservar un
porcentaje de las variaciones. Esta operación puede llevarse a cabo sin necesitar calcular
el residuo directamente, mediante

Ge = W
(
VLV

T
L

)
(G−Gavg) +G. (3.30)

En el ejemplo expuesto abajo, nuestro objetivo es analizar qué ocurre con variaciones
comunes, no residuales: lo importante es discernir los espectros que tengan variaciones
positivas respecto de la media en el entorno de los 650 nanómetros, y éstos se pintarán
de verde.

Si se resta el espectro medio (que no tiene esa mayor reflectancia en esa longitud de
onda, puesto que la mayoŕıa no es Tipo 1), resulta que hay dos variaciones considerables
a tener en cuenta. Ambas son positivas – existe una variación muy común en los espectros
Tipo 3 y 4 en los 500 nm, y otra común en los Tipo 1 en los 600 nanómetros. Como
se amplifica a los 600 nm, los espectros Tipo 1 se tornan verdes. Los demás se tornan
levemente menos verdes; este método no tiene en cuenta las variaciones absolutas (que se
pueden hallar fácilmente, calculando el valor absoluto de los elementos de X̃L).
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Figura 3.15: Efecto de filtrado al aproximar X. Izquierda:
Restamos a cada espectro el espectro medio.
Derecha: Aproximación X̃L con L = 2.
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Figura 3.16: Realce multiespectral. Izquierda: Aspecto de
los espectros. El realce de los 650 nm se pinta con un color
definido por una gaussiana centrada en 450 nm, de varianza
50 nm. Derecha: Resultado colorimétrico: Los espectros Tipo

1 quedan destacados en verde.

3.6.3. Eligiendo el residuo por encima del ruido

Si resulta que r toma un valor muy pequeño, nos encontraremos en una situación
en la que casi todos los vectores son muy parecidos, y existirán unos pocos vectores
singulares (dos, cinco, diez...) que basten para acercarse a la matriz X original con alta
fidelidad. En una situación como la presentada, se puede tomar la siguiente decisión:

En primer lugar, hay que encontrar el L (un número pequeño, L << n) que permita
aproximar X con notable calidad.

Posteriormente, se elegirá un número entero J ≤ L y se llevará a cabo cualquiera
de los métodos explicados, utilizando únicamente el residuo restante de aproximar
X con los J primeros vectores singulares, o bien realzando los J primeros vectores
singulares.

De esta forma, es posible saber cuántos vectores singulares por la derecha son
suficientemente importantes en las fluctuaciones de los datos, y se puede seleccionar un
valor J < L, de modo que los métodos realcen las variaciones de los espectros explicadas
por los r − J vectores singulares que siguen a los J primeros, pero que aún muestran
variaciones de interés. En esos casos, para J < L, y para vectores singulares despreciables
para valores mayores de L, los métodos de mejora pueden hacerse con la expresión

Ge = W (XT
res,J) +G. (3.31)

Este criterio de selección de las componentes principales y del residuo es el utilizado
en los resultados experimentales para todos los métodos que amplifican residuos (Mitsui
y Hashimoto originales y métodos que usan el valor absoluto: las columnas 2 y 3 de
resultados). Si se puede obtener una aproximación suficientemente buena de X con L
vectores singulares, el residuo a amplificar será aquél explicado por los L/2, L/2 + 1, . . . , r
últimos vectores singulares más importantes. De utilizar los L+ 1, . . . , r, se amplificaŕıan
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caracteŕısticas insignificantes de los datos (ruido); se ha comprobado emṕıricamente que
amplificar el ruido no proporciona un realce entre tejidos diferentes.
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Caṕıtulo 4

El Clasificador de Direccionalidad
Espectral

”Creativity is not a talent. It is not a talent, it is a way of operating.”
— John Cleese

Aunque los sistemas colorimétricos son capaces de proporcionar información intere-
sante sobre algunas caracteŕısticas espectrales particulares, éstos no proporcionan control
alguno sobre la SVD ni sobre cuáles son esas caracteŕısticas espectrales.

Figura 4.1: Conceptualización del
sistema que determina los

márgenes.

Durante el proceso de determinación de los
márgenes quirúrgicos, el cirujano tiene conocimien-
to de las caracteŕısticas fisiológicas del tejido sano
y del tejido canceroso (por algo, hasta la fecha, la
delimitación de las regiones se ha hecho mediante
observación directa), por lo que tiene suficiente co-
nocimiento como para discernir entre una región
claramente maligna (el interior del tejido extráıdo)
y otra benigna (el tejido que rodea al tumor). El
propósito de este caṕıtulo es dar una herramienta
de precisión con la que deliminar los márgenes – los
cuales no están siempre claros – entre tejido sano y
tejido maligno.

La solución propuesta se visualizaŕıa de forma
parecida a la Figura 4.1. Dada una imagen multies-
pectral, el cirujano podŕıa definir áreas claramente
malignas y benignas, y luego este sistema podŕıa
determinar cuáles son las zonas benignas y cuáles
son las malignas en aquellas zonas fuera del rango
especificado por el cirujano, ayudando a diagnosti-
car zonas de tejido donde el diagnóstico no está tan
claro. La medida en miĺımetros del margen podŕıa
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hacerse conociendo los parámetros y orientación del montaje. Este caṕıtulo se centra en
el desarrollo de un sistema que permita llevar esta operación a cabo.

4.1. Condicionamiento de los datos espectrales

Los datos de partida son vectores, y es de nuestro interés evaluar algunas de sus
caracteŕısticas. Otras caracteŕısticas, en cambio, son totalmente irrelevantes. Interesa
establecer las diferentes respuestas espectrales existentes en el material de análisis pero,
sin embargo, no aśı su concentración, puesto que ésta es desconocida y, dadas las
caracteŕısticas complej́ısimas de los tejidos (material turbio), es dif́ıcil de obtener con
total exactitud.

Algunas de las muestras habrán recibido más o menos tintado, habrán sufrido algún
tipo de cauterización, o bien las variaciones de oxigenación de la hemoglobina pueden
variar según la localización del tumor, algo posiblemente dependiente de la situación de
la operación o la temporización de la misma (aśı como los intervalos de tiempo pasados
entre operación y posicionamiento de la muestra en el dispositivo de análisis). Existen,
como se puede imaginar, un montón de variables adicionales que no se pueden conocer
completamente.

Ante esta ignorancia de partida –que, quizá, es estrictamente personal– sólo se puede
intentar ordenar los datos de alguna forma y tratar de ver si éstos realmente muestran
caracteŕısticas diferenciables. Éstos son algunos de los métodos posibles:

Centrado de los datos. Aunque PCA lo hace previamente, en esta sección se
describe un método nuevo, y en éste se ha decidido utilizar la SVD en los pasos
sucesivos para obtener X y eliminar la notación complicada de la sección anterior.
Aśı, una forma de pretratar los datos es restando la media muestral, gavg ∈ Rn, a
los espectros de partida, como se ha hecho en casos anteriores.

X =


(g1 − gavg)T

(g2 − gavg)T
...

(gt − gavg)T

,

 , gavg =
1

t

t∑
i=1

gi. (4.1)

Standard Normal Variate (SNV). Este es un método utilizado con frecuencia
en medidas de espectroscoṕıa de reflectancia difusa, y es el que mejor resultados da
en la base de datos de tumores [25, 26]. A cada vector de reflectancia se le resta la
media de sus elementos y se divide por la desviación t́ıpica de sus elementos. Esto
permite normalizar la enerǵıa (varianza) de cada espectro particular, de forma que
todos los espectros tienen media cero y varianza unidad. Si gk = (g1k, . . . , gnk)T , la
SNV del vector (también llamada z-score sobre los vectores) se calcula aśı:

g′k =
gk − µk
σk

, µk =
1

n

n∑
i=1

gik, σk =
1

n

n∑
i=1

(gik − µk)2
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No hacer nada. Esto puede proporcionar algunos problemas en los pasos sucesivos.
Sin embargo, se ha probado que el sistema funciona también si no se realiza ningún
tipo de procedimiento de normalización.

En la Figura 3.3 encontrará un ejemplo de centrado de los datos. Esta operación es
más fácil de visualizar cuando se haya llevado a cabo el siguiente paso. En este TFG,
se utiliza la transformación SNV sobre los datos como preprocesado, ya que
proporciona los mejores resultados.

El sistema multiespectral que hace las medidas nos da tremendos vectores de 512
coordenadas cada uno. En primer lugar, hay que encontrar alguna forma de expresar
estos vectores como la combinación lineal de algunos vectores frecuentes; como el lector
puede intuir, la SVD vuelve a tomar protagonismo.

4.2. Espacio de señales discretas

Tanto si se utiliza un método de normalización como si no, necesitamos expresar todo
espectro muestreado g con un número reducido de números, para facilitar los cálculos
que luego se lleven a cabo.

Sean g1, . . . , gk ∈ Rn los vectores espectro (normalizados o no) de un espécimen
particular. A continuación, se disponen en la matriz X del siguiente modo:

X =


gT1
gT2
...
gTt

,

 (4.2)

y luego llevamos a cabo su descomposición en valores singulares X = UΣV T , en las
columnas de V se encuentra una base ortonormal de las filas de X, mientras que en
T = UΣ están las coordenadas de cada fila de X en la base ortonormal definida por las
columnas de V .

Si se eligen las L primeras columnas de V , siguiendo criterios como el indicado por la
Ecuación 3.11, es posible obtener una aproximación X̃L cercana a X lo suficiente como
para expresar cada fila de X con L números – sus coordenadas en el espacio definido por
los L primeros vectores singulares por la derecha. Esto suele llamarse, en Teoŕıa de la
Señal, representación de señales en un espacio de señal. En este caso, las señales están
discretizadas en un intervalo Iλ = [λ0, λ1] , y con una resolución de (λ1 − λ0)/n, siendo
λ1, λ0 las longitudes de onda de medida máxima y mı́nima, respectivamente.

4.3. Sólo importa la dirección: Proyección sobre la n-esfera
de radio unidad

Cuando cada vector dato queda indicado como combinación lineal de unos vectores
base, se puede decir que cada vector tiene ciertas caracteŕısticas en sus elementos porque
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es una suma ponderada de esos vectores en una proporción espećıfica. Por tanto, la
expresión

gk = a1v1 + a2v2 + · · ·+ aLvL

queda explicitada al trabajar con las coordenadas de gk en el subespacio definido por los
v1, . . . ,vL, pudiendo escribirse

ak =

 a1
...
aL

 . (4.3)

Todos los vectores que guardan esa misma proporción (vectores proporcionales, todos
los bk = β · ak, β ∈ R) poseen la misma dirección y distinto módulo, con lo cual están
alineados en una misma recta. Dicha recta se define a través de la dirección del vector
ak, con lo cual la normalización de los datos

a′k =
ak
‖ak‖

(4.4)

hace que todos los vectores proporcionales sean iguales. Desde un punto de vista f́ısico,
vectores proporcionales representan la misma firma espectral multiplicada por constantes
diferentes, mientras que dos vectores con diferente dirección representan dos firmas
espectrales diferentes.

Por tanto, definiendo X como en la Ecuación 4.2, es posible decir que la firma
espectral de un material espećıfico incluido en las filas de X, con mayor o
menor ganancia, queda representada por una recta en el espacio definido por
los L primeros vectores singulares por la derecha de X.

Si, en cambio, elegimos restar el espectro medio a todos los espectros, como en
la Ecuación 4.1, cada tipo de variación respecto de la firma espectral media queda
representada por una recta en el espacio definido por los L primeros vectores singulares
por la derecha de X.

Llamaremos dirección espectral de un espectro a la dirección de la recta asociada
a su firma espectral. Veamos una representación de este concepto. En la Figura 4.2 se
representa una base ortonormal, en la cual están expresados unos puntos. Estos puntos
están dibujados en la Figura 4.3. Nótese que todos los vectores alineados en la misma
recta, al ser linealmente proporcionales, representan señales proporcionales. Sin embargo,
el arco que une los dos segmentos dibujados representa señales que no cumplen esta
propiedad. El objetivo es, entonces, encontrar las direcciones que representan
espectros malignos y benignos.
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Figura 4.2: Base de un espacio de señal.
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Figura 4.3: Representación de algunos espectros en el
espacio de señal creado por ψ1, ψ2, ψ3.

4.4. El Estimador Kernel Multivariable de Densidad Di-
reccional

Una vez disponemos de los datos en un espacio de menor dimensión, el siguiente paso
consiste en encontrar un método que permita clasificar las diferentes firmas espectrales
en función de la dirección de las mismas en dicho espacio.

Un método muy frecuente es el conocido como Spectral Angle Mapper. La técnica
SAM es sencilla: conocida una dirección espectral a priori, es posible evaluar la similitud
de otros espectros con éste calculando el ángulo que hay entre sus direcciones espectrales
y la dirección espectral a priori. Dada una dirección de referencia r y un dato a evaluar
d, el ángulo espectral se define como

θ = arc cos

(
rTd

‖r‖ · ‖d‖

)
. (4.5)

53
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Para el caso de tejidos tumorales, no existe de una firma espectral de referencia clara,
puesto que las concentraciones relativas exactas de los cromóforos existentes en cada
tejido son desconocidas. Tampoco se conoce con precisión, durante la operación, el tipo
exacto de cáncer que estamos operando. En consecuencia, resulta dif́ıcil hallar un vector
de referencia exacto para cada situación.

Si, en cambio, se permite al cirujano indicar al programa una pequeña región donde
esté seguro de que se trata de tejido benigno/maligno, podemos estimar aproxi-
madamente cuáles son las direcciones espectrales que describen los tejidos
señalados.

La función que define la probabilidad de que un intervalo de direcciones se corres-
ponda con una hipótesis o condición se denomina función de densidad de probabilidad
condicionada (probability density function, PDF), y se escribe f(x|Hk), donde x es la
variable independiente (un vector) y Hk es la hipótesis que condiciona la distribución.
En el contexto que se propone, el objetivo es diferenciar dos tejidos, por lo que hay dos
hipótesis posibles:

HA := ”El tejido es de tipo A”,

HB := ”El tejido es de tipo B”.

El problema es que, al igual que ocurre con el espectro de referencia en el SAM, las
funciones de densidad de probabilidad condicionada son desconocidas. Para
tratar de subsanar este problema, se utilizará un Estimador Kernel Multivariable de
Densidad Direccional para estimar dichas funciones de densidad de probabilidad. Éste
aproxima la PDF en un punto x ∈ RL a partir de un conjunto de datos direccionales
etiquetados con la hipótesis k-ésima, que denotaremos con {X1,k, . . . ,Xn,k} ∈ RL,
mediante la expresión siguiente [27–30]:

f̂h(x|Hk) =
ch,L(K)

n

n∑
i=1

K

(
1− xTXi,k

h2

)
, x ∈ SL−1, (4.6)

donde K(.) se conoce como kernel direccional, h > 0 es una constante conocida como
ancho de banda y ch,L(K) es una constante de normalización que depende del tipo de
kernel K utilizado, el ancho de banda h y la dimensión de los vectores L.

El kernel debe ser una función no negativa definida en R+ = [0,∞), que debe satisfacer

0 ≤
∫ ∞

0
K(ν)ν(k−3)/2dν <∞

para que la estimación de la PDF sea realmente una distribución de probabilidad, y
ch,L(K) debe ser una constante positiva tal que

hL−1

ch,L(K)
=

∫
Ω
K

(
1− xT y
h2

)
dω(y).
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El kernel más común es
K(r) = e−r, r ≥ 0, (4.7)

conocido como el kernel von Mises, en honor a Richard von Mises, y por la distribución
von Mises-Fisher en una esfera de dimensión L:

fvM (x;µ, κ) = CL(κ)eκx
Tµ, CL(κ) =

κ
L−1
2

(2π)
L+1
2 IL−1

2
(κ)

, (4.8)

donde Iν(z) es la función de Bessel modificada de orden ν

Iν(z) =

(
z
2

)ν
π1/2Γ

(
ν + 1

2

) ∫ 1

−1
(1− t2)ν−

1
2 eztdt.

La distribución von Mises-Fisher es de interés en un estimador direccional, puesto
que tiende a su valor máximo (CL(κ)eκ) cuando x tiende a la constante de orientación
media µ, y tiende a cero a medida que estos vectores son ortogonales. Bajo esta elección
de kernel, la constante de normalización ch,L(K)−1 es igual a

ch,L(K) = CL

(
1

h2

)
e

1
h2 (4.9)

Por tanto, al elegir el kernel von Mises, y al sustituir estas constantes en el estimador
de la Ecuación 4.6, obtenemos

f̂h(x|Hk) = CL

(
1

h2

)
e

1
h2

1

n

n∑
i=1

e−
1−xTXi,k

h2 =
1

n

n∑
i=1

CL

(
1

h2

)
e

xTXi,k

h2 , (4.10)

lo que quiere decir que el estimador kernel multivariable de densidad direccional es
interpretable como una mezcla de densidades de probabilidad de von Mises-Fisher [30]:

f̂h(x) =
1

n

n∑
i=1

fvM

(
x;Xi,

1

h2

)
. (4.11)

De esta forma, la PDF evaluada en la posición x toma valores más altos en esa
posición cuantas más muestras Xi haya orientadas hacia direcciones próximas a x. La
proximidad con la que deben estar las muestras para ser tenidas en cuenta es h, el ancho
de banda del estimador. Éste debe ser tal que la distancia L2 (error cuadrático medio)
entre la PDF estimada f̂h y la PDF real f sea mı́nima. Dicho error es una variable
aleatoria que depende de n y del tipo de muestras obtenidas, aśı que la medida del error a
minimizar se conoce como el error al cuadrado integrado medio (Mean Integrated Squared
Error, MISE) [27–30]:

MISE(h) = E

[∫
Ωq

(
f̂h(x)− f(x)

)2
ωq(dx)

]
. (4.12)
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Eduardo Garćıa-Portugués ofrece en numerosas publicaciones una regla de oro que
define un ancho de banda de selección capaz de minimizar el MISE, si se utiliza el kernel
von Mises [30,31]:

hROT =



(
4π

1
2 I0(κ̂)2

κ̂n(2I1(2κ̂)+3κ̂I2(2κ̂))

) 1
5

, L = 1,(
8 sinh2(κ̂)

κ̂n((1+4κ̂2) sinh(2κ̂)−2κ̂ cosh(2κ̂))

) 1
6
, L = 2, 4π

1
2 IL−1

2
(κ̂)2

κ̂
L+1
2 n

(
2LIL+1

2
(2κ̂)+(2+L)κ̂IL+3

2
(2κ̂)

)
 1

4+L

, L ≥ 3.

(4.13)

En este estimador, κ̂ es una estimación de la constante κ, conocida como parámetro
de acumulación. Este parámetro se debe estimar por máxima verosimilitud pero, en 2003,
Inderjit Dhillon y Suvrit Sra [32] definieron una aproximación del κ̂ que se obtiene por
máxima verosimilitud con un error ignorable, de forma que

κ̂ ≈ R̄L− R̄3

1− R̄2
, (4.14)

siendo

R ,
‖
∑n

i=1 xi‖
n

(4.15)

la norma del vector medio. Con estas aproximaciones, es posible establecer la PDF
estimada para las dos hipótesis:

f̂hROT
(x|HA) =

1

nA

nA∑
i=1

CL

(
1

h2
ROT,A

)
e

xTXi,A

h2
ROT,A , (4.16)

f̂hROT
(x|HB) =

1

nB

nB∑
i=1

CL

(
1

h2
ROT,B

)
e

xTXi,B

h2
ROT,B , (4.17)

donde nA, nB es el número de muestras etiquetadas como Tipo A y Tipo B, y
hROT,A, hROT,B son los anchos de banda estimados según las expresiones de Garćıa-
Portugués, Dhillon y Sra. Cada ṕıxel que no se use en la estimación ocupará la posición
de x, obteniendo la evaluación de la PDF estimada en cada uno de los ṕıxeles de la
imagen. Los ṕıxeles etiquetados usados en la estimación pueden pasarse también, pero
evidentemente darán el valor máximo en sus respectivas clasificaciones.

En la implementación de MATLAB utilizada, las funciones de Bessel dan algunos
problemas de precisión durante la conversión simbólica a numérica, aśı que el estimador
se construye con la Ecuación 4.6 y la aproximación de la constante ch,L(K) definida por
Garćıa-Portugués [30] obtenida a partir de la expansión en serie de Taylor de la función
de Bessel modificada:

ch,L(K) = (2π)
L
2 hL +O(hL+2), (4.18)

con la h que minimiza el MISE.
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4.5. Criterio MAP para hipótesis equiprobables.

El proceso de clasificación podŕıa ser más complejo; sin embargo, se ha elegido una
aproximación Máximo A Posteriori (MAP) como criterio de decisión:

Λ(x) =
f̂(x|HA)

f̂(x|HB)

HA

>
<
HB

P (x = B)

P (x = A)
= γ (4.19)

Calculando la función logaritmo a ambos lados, podemos establecer la expresión equiva-
lente

log
(
f̂(x|HA)

)
− log

(
f̂(x|HB)

) HA

>
<
HB

log (γ) . (4.20)

Ya que las probabilidades de que un ṕıxel sea de tipo A o B son desconocidas, se
asumirá que ambos eventos son equiprobables, transformando el criterio MAP en el de
Máxima Verosimilitud (Maximum Likelihood Ratio):

Λ(x) =
f̂(x|HA)

f̂(x|HB)

HA

>
<
HB

1 =⇒ f̂(x|HA)− f̂(x|HB)

HA

>
<
HB

0. (4.21)

Posteriormente, será posible tomar el criterio MAP de la Ecuación 4.20 y dar valores a γ.
Es entonces cuando podemos generar la Caracteŕıstica de Operación del Receptor (Receiver
Operating Characteristic, ROC) para valorar si γ puede mostrar alguna caracteŕıstica tal
que la incidencia de ambas hipótesis no sea equiprobable.

La calidad del criterio seleccionado se analiza de forma emṕırica. Ya que en cada
muestra se dispone de subconjuntos de vectores etiquetados, tomaremos de forma aleatoria
una fracción de los mismos, y probaremos el clasificador en todos los demás vectores
etiquetados no utilizados. Aśı, se pueden obtener los parámetros que definen la bondad
del clasificador. A continuación, se indica cómo.
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4.6. Post-procesado y reconstrucción

Al final de todo este procedimiento, se puede reconstruir la imagen y proporcionar
datos sobre la misma. Quedan expuestos a continuación los dos métodos a utilizar.

4.6.1. Uso de un overlay

Tras clasificar utilizando los criterios MAP/ML se obtendrá, para cada ṕıxel, un
número binario de decisión, d̂k. Este número binario, por ejemplo, será igual a 1 cuando
lo hayamos asignado a tipo A (si los A son los positivos), e igual a 0 cuando esté asignado
a tipo B (si los B son los negativos). Se asumirá a partir de aqúı que HA ≡ H1 es la
hipótesis positiva (correspondiente a cáncer) y HB ≡ H0 es la hipótesis negativa (no
cáncer) para hacer las operaciones indicadas más abajo.

A continuación, es inmediato reordenar estos números y utilizarlos como una máscara
ṕıxel a ṕıxel, pudiendo dibujar, encima de la imagen ya reconstruida mediante los métodos
del Caṕıtulo 2, la clasificación de cada ṕıxel.

4.6.2. Evaluación del clasificador. Receiver Operating Characteristic

Es necesario establecer una regla o control mediante la cual sea posible conocer la
bondad del clasificador. Para ello, cada vez que se aplica a un espécimen, se fabrica una
matriz de confusión a partir de los datos etiquetados no utilizados en el estimador. Una
matriz de confusión se compone de cuatro números, los cuales representan el número de
aciertos y fallos de clasificación sobre los datos etiquetados. Son los siguientes:

True Positives (TP): número de datos que, estando etiquetados como positivos,
son clasificados como positivos.

True Negatives (TN): número de datos que, estando etiquetados como negativos,
son clasificados como negativos.

False Positives (FP): número de datos que, estando etiquetados como negativos,
son clasificados como positivos. Este error se conoce también como falsa alarma, o
error de Tipo I.

False Negatives (FN): número de datos que, estando etiquetados como positivos,
son clasificados como negativos. También suele recibir el nombre de error de Tipo
II.

A partir de estos parámetros, se pueden calcular otros que arrojan más luz sobre la
calidad del clasificador para clasificar datos etiquetados. Los que se han obtenido en este
documento son los siguientes:

Sensibilidad: Expresa la proporción de datos etiquetados como positivos que son
clasificados como positivos. También suele definirse como True Positive Rate, o
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Tasa de Valores Positivos. Se calcula mediante

SEN = Sensitivity ≡ TPR =
TP

TP + FN
.

Especificidad: La especificidad expresa la cantidad de datos etiquetados como
negativos que son correctamente clasificados como negativos. Se obtiene con la
expresión

SPC = Specificity =
TN

TN + FP
.

FPR (False Positive Rate): o Tasa de Falsos Positivos, representa la probabilidad
de clasificar como positivo un dato etiquetado como negativo. También puede
interpretarse como una aproximación de la probabilidad de falsa alarma:

FPR = 1− SPC.

Accuracy: Suele traducirse como ”precisión” en estos contextos. Es el número de
datos correctamente clasificados:

Accuracy = ACC =
TP + TN

TP + FP + TN + FN
.

En Medicina Basada en la Evidencia, suelen establecerse tres parámetros que utilizan
la sensibilidad y la especificidad para estipular si el hecho de que el clasificador dé po-
sitivo o negativo realmente se relaciona con que la condición sea positivo o negativo,
respectivamente.

Positive Likelihood Ratio (LR+): Es la probabilidad de que un dato etiquetado
como positivo sea clasificado como positivo dividida entre la probabilidad de que
un dato etiquetado como negativo sea clasificado como positivo. Un LR+ mayor de
la unidad indica que el resultado está asociado con que los datos sean positivos.

LR+ =
P (d̂ = 1|H1)

P (d̂ = 1|H0)
=

SEN

1− SPC

Negative Likelihood Ratio (LR-): Probabilidad de que un dato etiquetado
como positivo sea clasificado como negativo dividida entre la probabilidad de que
un dato etiquetado como negativo sea clasificado como negativo. Cuanto más tienda
a cero, mejor será el clasificador, puesto que éste tendrá una mayor probabilidad
de obtener un True Negative que un False Negative.

LR− =
P (d̂ = 0|H1)

P (d̂ = 0|H0)
=

1− SEN
SPC

Diagnostic Odds Ratio (DOR): Es la razón entre la probabilidad de que la
clasificación sea positiva para datos positivos y la probabilidad de que la clasificación
sea positiva para datos negativos.

DOR =
TP/FP

FN/TN
=
LR+

LR−

59
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(a) Curvas ROC ejemplo. (A) Clasificador ideal; (B) es
mejor estimador que (C); (D) corresponde con una

clasificación aleatoria; (E) es un buen clasificador, con las
hipótesis elegidas al revés.

(b) Resta TPR− FPR en función de log(γ). El máximo
está, en este caso, en γ = 1.

Figura 4.4: Ejemplos de ROC y un
ejemplo de restar TPR al FPR conocido el

valor de γ asociado de cada par.

Caracteŕıstica de Operación del
Receptor. La calidad o bondad de
un sensor o sistema detector puede eva-
luarse representando en una gráfica la
tasa de acierto como función de la tasa
de fallo. En un clasificador que sigue
una expresión como la de la Ecuación
4.20, los diferentes valores de FPR y
TPR se obtienen dando diferentes va-
lores a γ, que también se suele conocer
como valor umbral (threshold).

Atendiendo a esta ecuación, si el
umbral toma valores positivos (mayo-
res que cero) muy altos, la clasificación
de un ṕıxel como H1 (positivo) será me-
nos probable, siendo más fácil que éste
sea clasificado como H0 (negativo). Del
mismo modo, si éste toma valores bajos
(menores que cero), la clasificación del
mismo como H0 será menos probable,
a cambio de que la clasificación del mis-
mo ṕıxel como H1 sea más probable.

En definitiva, dando diferentes va-
lores a γ podemos obtener diferentes
valores de TPR y FPR. Si se represen-
tan estos puntos como TPR(FPR), se
obtiene lo que se suele llamar Receiver
Operating Characteristic. En la Figura
4.4(a) encontrará ejemplos de curvas
ROC. Si la función representada tiende
a TPR = FPR, el clasificador es con-
siderado como incapaz de clasificar (la
probabilidad de acertar y de fallar son
la misma para cualquier valor umbral).
El clasificador es mejor si el área bajo
la curva ROC es máxima o, lo que es
lo mismo, si la función pasa por la esquina superior izquierda: para valores bajos de tasa
de fallo, la tasa de acierto seŕıa grande, y ésta tendeŕıa a 1 a medida que la tasa de fallo
incrementa. Un clasificador con ROC que pase por la esquina inferior derecha es también
óptimo, pero las hipótesis deben invertirse: si intercambiamos H0 por H1 y H1 por H0,
el clasificador seŕıa ideal.
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Suponiendo que la ROC es una función monótonamente creciente, para obtener el γ
adecuado, podemos dibujar TPR(γ)− FPR(γ) para un conjunto de valores de γ en un
intervalo espećıfico; bajo la hipótesis de que la ROC crece monótonamente, el máximo de
la expresión TPR− FPR representará el γ que maximiza la tasa de acierto y minimiza
la tasa de fallo.

4.6.3. Inclusión en el realce multiespectral.

En lugar de llevar a cabo un procedimiento de clasificación, se puede dejar esa decisión
al cirujano y pintar en dos colores que contrasten apropiadamente las PDF estimadas.
Como tenemos la PDF evaluada para cada ṕıxel, podemos generar dos espectros de color
ψA,ψB y sumar, a cada ṕıxel, los espectros ponderados según los valores de las PDFs en
ese punto:

gk,enhanced = gk +K
(
f̂
(
a′k|HA

)
·ψA + f̂

(
a′k|HB

)
·ψB

)
. (4.22)

Otras transformaciones también son válidas. El punto clave está aqúı en codificar las
PDF en color, de forma que sea el cirujano el que decida, con más libertad, hasta dónde
llega lo benigno y hasta dónde llega lo maligno en la imagen.

Con este caṕıtulo, quedan explicados todos los métodos llevados a cabo para determinar
los márgenes. Sólo queda observar sus resultados; en la primera página del Anexo, se
ofrece un pequeño diagrama con las operaciones que hemos descrito hasta aqúı.
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Caṕıtulo 5

Resultados experimentales

”Por muy bella que sea tu estrategia, debeŕıas mirar ocasionalmente sus resultados.”
— Winston Churchill

5.1. Métodos de realce multiespectral

Los métodos de realce multiespectral poseen una respuesta cualitativa, por lo cual
sólo es posible llegar a conclusiones analizando casos particulares de interés, y verificando
los resultados obtenidos en cada método. Estas imágenes están disponibles para todos
los espećımenes en el Anexo.

5.1.1. Algunos ejemplos ilustrativos

Realce multiespectral en los picos de absorción de la hemoglobina. Al utilizar
los métodos originales de Hashimoto y Mitsui, la amplificación es tan pequeña que resulta
poco perceptible, aśı que se han elegido pequeñas sub-bandas de absorción en torno a los
545 y los 575 nanómetros, con un ancho de unos 10 nanómetros.

Realce multiespectral en los máximos de reflectancia de la hemoglobina. Pa-
rece lógico probar también a realzar alĺı donde la reflectancia (magnitud léıda por el
sistema de medida) sea máxima para un cromóforo omnipresente como puede ser la
hemoglobina.

Realce multiespectral en la longitud de onda más baja. Ya que, según el modelo
emṕırico, los espectros siguen una forma exponencial del tipo Aλ−b, parece lógico tratar
de amplificar lo que ocurre donde la diferencia entre valores de A, b es mayor – esto es,
en los primeros datos de reflectancia.

En estos casos, se muestran los resultados directos, no la imagen original. Para una
visualización del color original (fotograf́ıa y espectro reconstruido) de cada una de las
muestras, se recomienda revisar cada perfil del Anexo. Si la resolución no es suficiente,
utilice como referencia la imagen superior derecha de cada figura: como verá más adelante,
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el método ”Mitsui Abs” apenas realiza ninguna modificación, y puede considerarse como
imagen de referencia.

Ya que se pueden aproximar los datos con alta calidad con L componentes principales,
se ha decidido que el residuo a amplificar son los datos explicados por los L/2, L/2+1, . . . , r
últimos vectores singulares. Siguiendo la notación de la Sección 3.6.3, estamos tomando
un J igual a round(L/2). Dicha selección de J es elegida con un propósito ilustrativo,
puesto que de mostrar todos los posibles valores de J desde 1 hasta L no entraŕıan en una
página. En los t́ıtulos de cada imagen, se indica el número de componentes principales
usadas en el método. En las columnas segunda y tercera, el número que se indica es J .

Picos de absorción de hemoglobina (545, 575 nm)

La relación de amplificación de cada tejido depende estrictamente de su posición en
la Figura 2.2. Los distintos tipos de tejido van ordenados, de mayor a menor reflectancia
media, como sigue: (1) Normal, (2) Tumor benigno, (3) Carcinoma Ductal in Situ (DCIS),
(4) Carcinoma Ductal Invasivo (IDC), (5) Carcinoma Lobular Invasivo (ILC), (6) Tejido
adiposo, (7) Tejido inflamado.

Mitsui. Amplif. primeras L=5

ILC

Adipose

Hashimoto. Amplif. primeras L=5

Mitsui Original. L=3

Hashimoto Original. L=3

Mitsui Abs, L=3

Hashimoto Abs, L=3

Figura 5.1: Realce de una muestra de ILC+Adiposo
(Muestra 23). KMitsui = 50, KHashimoto = 20.

Considere la Figura 5.1. En la primera de las imágenes, se disponen las Regiones
de Interés estipuladas por el patólogo. Son estas áreas de la imagen las que deberemos
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analizar apropiadamente. Las figuras de la primera columna amplifican las componentes
principales, y éstas poseen una zona de alta reflectancia respecto de la media en estas
longitudes de onda (al menos, mayor que Adiposo – ver Figura 2.2). La segunda y tercera
columna realzan los residuos. Como se puede contemplar, las componentes residuales
muestran reflectancia superior en las zonas donde debeŕıa haber más contenido de
hemoglobina – a los alrededores de un tumor invasivo, en el tejido normal.

El siguiente ejemplo explica la jerarqúıa de reflectancia media. En la Figura 5.2, se
amplifica en las mismas longitudes de onda una imagen con tejido normal (sano), y un
Cáncer Ductal Invasivo. El tejido normal es mucho más reflectante que el CDI (al menos,
de media) y es éste el amplificado en la primera columna.

Mitsui. Amplif. primeras L=4

Normal

DCIS

IDC

Hashimoto. Amplif. primeras L=4

Mitsui Original. L=2

Hashimoto Original. L=2

Mitsui Abs, L=2

Hashimoto Abs, L=2

Figura 5.2: Realce de una muestra de Normal+DCIS+IDC
(Muestra 24). KMitsui = 50, KHashimoto = 20

Si eliminamos las componentes espectrales más frecuentes, y seguimos el método
tradicional (segunda columna), amplificamos las variaciones espectrales por encima de la
media en esas frecuencias. Hashimoto permite ver qué se amplifica (la zona de Adiposo),
y Mitsui muestra un efecto peculiar: ya que se amplifican las zonas con bajo contenido
en hemoglobina (con reflectancia en el residuo por encima de la media), al integrar los
espectros amplificados en 540 y 575 nanómetros la constante de normalización de la
CMF, que se obtiene integrando el est́ımulo ȳ(λ), da una tonalidad más roja a los tejidos
menos amplificados. Esto se debe a que los tejidos con valores más altos de reflectancia
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en los 550 nanómetros tienen una constante de normalización de la luminosidad k (ver:
Ecuación 2,19) mucho menor, y al multiplicarse ésta por la coordenada X da valores de
rojo más bajos. Este efecto es realmente interesante si hay presencia de hemoglobina en
los tejidos, pero aun aśı es dependiente de la imagen.

Mitsui. Amplif. primeras L=3

IDC

Adipose

Hashimoto. Amplif. primeras L=3

Mitsui Original. L=2

Hashimoto Original. L=2

Mitsui Abs, L=2

Hashimoto Abs, L=2

Figura 5.3: Realce de una muestra de IDC+Adiposo.
(Muestra 27). KMitsui = 50, KHashimoto = 20

Si comparamos las Figuras 5.1 y 5.3, encontramos que, incluso cuando el tejido benigno
es menos reflectante que el maligno, todas las amplificaciones basadas en Hashimoto
nunca amplifican lo mismo. En la Muestra 23, las zonas de adiposo que rodean al tumor
son las destacadas; en cambio, en la Muestra 27, todo el tejido adiposo es amplificado.
Como ventaja, merece la pena destacar el gran contraste de las imágenes que amplifican
las primeras componentes.

La irregularidad inherente a PCA para establecer siempre el mismo proviene de un
concepto sencillo: la SVD de una matriz es única para cada matriz y, por tanto, los
diferentes espectros pueden venir en mayor o menor cantidad y modificar el resultado de
PCA, haciendo de estos métodos un sistema poco práctico para diagnosticar.

Desde un punto de vista práctico, el método de Mitsui original parece ser el
único capaz de destacar las zonas con mı́nimos de hemoglobina, y al mismo
tiempo realzarlas con un color rojizo, debido a la constante de normalización de las
CMF y su influencia al obtener cada ṕıxel en coordenadas XYZ. En la Figura 5.4 tenemos
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otro ejemplo, aunque más sutil; en la última figura (Fig. 5.5) podemos contemplar el
realce producido por Mitsui en una muestra con sangre.

Mitsui. Amplif. primeras L=5

IDC

Adipose

Hashimoto. Amplif. primeras L=5

Mitsui Original. L=3

Hashimoto Original. L=3

Mitsui Abs, L=3

Hashimoto Abs, L=3

Figura 5.4: Realce de una muestra de IDC+Adiposo.
(Muestra 29). KMitsui = 50, KHashimoto = 20

Mitsui. Amplif. primeras L=4

Normal

Hashimoto. Amplif. primeras L=4

Mitsui Original. L=2

Hashimoto Original. L=2

Mitsui Abs, L=2

Hashimoto Abs, L=2

Figura 5.5: Realce de la sangre de tejido normal (Muestra
20). KMitsui = 50, KHashimoto = 20
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Máximo de hemoglobina (620 nm)

Si analizar los picos de absorción de la hemoglobina con Mitsui enrojece los objetos
menos rojos, quizá analizar los picos de reflectancia proporcionará un resultado simétrico.
En cierto modo, aśı es: mientras que los métodos de Mitsui no son capaces de destacar
o realzar nada en particular, el método de Hashimoto original (y el de valor absoluto)
realzan lo que realzaba Mitsui en los casos anteriores.

Mitsui. Amplif. primeras L=5

ILC

Adipose

Hashimoto. Amplif. primeras L=5

Mitsui Original. L=3

Hashimoto Original. L=3

Mitsui Abs, L=3

Hashimoto Abs, L=3

Figura 5.6: Realce de de reflectancia máxima de
hemoglobina (620 nm) en una muestra de ILC+Adiposo.

(Muestra 23). KMitsui = 50, KHashimoto = 100

Aqúı, el método original de Hashimoto colorea muy débilmente de azul las zonas
con residuos de reflectancia levemente superior, y coinciden con las regiones que antes
amplificaba Mitsui – sólo que ahora de un color azul. Este resultado es considerablemente
menos grato que el anterior, pero no por ello menos importante.

Se puede decir, dados estos resultados, que Mitsui puede utilizarse para de-
terminar las longitudes de onda de absorción de la hemoglobina, mientras
que Hashimoto debe utilizarse en zonas de reflectancia superior a la media.
Además, los métodos que amplifican los primeros vectores singulares propor-
cionan mejor contraste cuando hay tejidos diferentes.
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Mitsui. Amplif. primeras L=3

IDC

Adipose

Hashimoto. Amplif. primeras L=3

Mitsui Original. L=2

Hashimoto Original. L=2

Mitsui Abs, L=2

Hashimoto Abs, L=2

Figura 5.7: Realce de reflectancia máxima de la hemoglobina
(620 nm) en la Muestra 27. KMitsui = 50, KHashimoto = 100

Primeras longitudes de onda (520 nm)

Mitsui. Amplif. primeras L=5

ILC

Adipose

Hashimoto. Amplif. primeras L=5

Mitsui Original. L=3

Hashimoto Original. L=3

Mitsui Abs, L=3

Hashimoto Abs, L=3

Figura 5.8: Realce de reflectancia(520 nm) en la Muestra 23.
KMitsui = 100, KHashimoto = 50
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En las primeras longitudes de onda, la diferencia entre reflectancias de tejidos diferentes
es máxima, ya que todas las reflectancias exhiben una forma exponencial negativa
respecto de la longitud de onda (modelo de esparcimiento de Mie y absorción espectral
en reflectancia difusa). Bajo estas condiciones, siempre que se conozca de qué dos tejidos
se compone un espécimen, podemos distinguir benigno de maligno sólo observando su
reflectancia respecto de la media. Dejamos aqúı las muestras 23, 24 y 27.

Figura 5.9: Realce de reflectancia(520 nm) en la Muestra 24.
KMitsui = 100, KHashimoto = 50

Mitsui. Amplif. primeras L=3

IDC

Adipose

Hashimoto. Amplif. primeras L=3

Mitsui Original. L=2

Hashimoto Original. L=2

Mitsui Abs, L=2

Hashimoto Abs, L=2

Figura 5.10: Realce de reflectancia(520 nm) en la Muestra
27. KMitsui = 100, KHashimoto = 50
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5.2. Clasificador de direccionalidad espectral

5.2.1. Metodoloǵıa de obtención de resultados.

Para determinar la calidad de un clasificador, a diferencia de las técnicas anteriores,
necesitamos llevar a cabo una prueba de su capacidad de distinguir entre clases. Seguimos
un procedimiento espécimen a espécimen; las estimaciones de la PDF en cada espécimen
se utilizan únicamente en dicho espécimen (y no en otros, ni siguiendo un procedimiento
Leave-One-Out).

Se toma una muestra individual y se selecciona el 15 % de los datos etiquetados en
ella de forma aleatoria.

Se estima una PDF con los datos obtenidos de dicha muestra.

Se evalúa la PDF con los demás ṕıxeles de dicha muestra y se clasifican siguiento
la regla de clasificación ML.

Se calcula la matriz de confusión TP/TN/FP/FN y demás parámetros; dichos
valores obtenidos se guardan en una categoŕıa según el tipo de tejido clasificado.

Estos pasos (tomar el 15 % de los datos, estimar la PDF, evaluarla, calcular la
bondad del estimador y guardar los parámetros que definen dicha bondad en la
categoŕıa que corresponde) se repiten un número de veces M para cada espécimen,
puesto que la selección de los puntos es aleatoria. Aśı, se comprueba que los
resultados positivos no se deben estrictamente al posicionamiento de los ṕıxeles en
la selección, al hacer el cálculo final:

Al finalizar todos los espećımenes, se calculan los resultados medios en cada categoŕıa.
La única condición aqúı es que el número de veces que se han calculado los
parámetros de bondad del clasificador para cada espećımen debe ser el mismo para
todos los espećımenes; en caso contrario, no obtendŕıamos los resultados medios.

5.2.2. Resultados globales.

Es preferible primero definir las propiedades del clasificador para llevar diagnósticos
a cabo, y posteriormente explicitar cómo hemos obtenido estos resultados. Ilustramos,
aśı, la capacidad del sistema para tomar decisiones.

Los resultados de clasificación son considerablemente buenos; cabe destacar que el
único tejido que no se ha clasificado bien (DCIS), como bien se puede ver en el Anexo, sólo
está formado por un único espécimen, con una ROI compuesta por unos cincuenta ṕıxeles
en total, haciendo la distinción con cinco ṕıxeles aproximadamente (15 %) notablemente
dif́ıcil.

Asimismo, es fundamental indicar que los valores de LR+, LR- y DOR se corresponden
con los valores medios de aquellas clasificaciones que no hayan dado valores LR+ =∞,
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puesto que obtener la media de una lista con elementos de valor infinito no tendŕıa
sentido. Dada la frecuencia de estos valores infinitos en los resultados, es muy importante
considerar que los parámetros LR+ y DOR escritos son inferiores a los reales.

Maligno Normal DCIS IDC ILC Inflam. Adip.

FPR 0.0180 0.0431 0.1579 0.0250 0.0080 0.0051 0.0121

Sensibilidad 0.9478 0.9780 0.3891 0.9819 0.9864 0.9991 0.9886

Especificidad 0.9820 0.9569 0.8421 0.9750 0.9920 0.9949 0.9879

Precisión 0.9622 0.9648 0.8020 0.9810 0.9907 0.9955 0.9903

LR+/105 0.0012 0.0008 0.0002 0.0008 0.0026 0.0021 0.0016

LR- 0.0536 0.0238 0.6528 0.0191 0.0137 0.0009 0.0115

DOR/105 0.2913 0.1834 0.0002 0.1379 0.1978 1.0374 0.2319

Cuadro 5.1: Tabla de resultados para L = 10 constante. Cada
columna representa la capacidad de distinción del tejido

etiquetado con respecto a todos los demás.

Maligno Normal DCIS IDC ILC Inflam. Adip.

FPR 0.0291 0.0179 0.3234 0.0432 0.0068 0.0042 0.0138

Sensibilidad 0.9810 0.9706 0.6273 0.9896 0.9832 0.9961 0.9872

Especificidad 0.9709 0.9821 0.6766 0.9568 0.9932 0.9958 0.9862

Precisión 0.9792 0.9784 0.6717 0.9772 0.9910 0.9958 0.9896

LR+/104 0.0128 0.0090 0.0002 0.0108 0.0161 0.0267 0.0319

LR- 0.0205 0.0306 0.4890 0.0118 0.0169 0.0039 0.0129

DOR/104 3.0622 2.2628 0.0004 3.2554 1.0704 5.3492 2.6547

Cuadro 5.2: Tabla de resultados para L dinámico.
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5.2.3. Receiver Operating Characteristic. Elección del parámetro γ.

Se pueden tomar ciertas decisiones respecto al funcionamiento del clasificador. Una
de ellas es la selección de L (que especifica la dimensión del problema direcionall), y
la otra es γ, el parámetro que elegimos en la clasificación. Han aparecido dos métodos
estables a lo largo del desarrollo de este TFG:

Tomar un L constante, suficientemente grande como para definir la mayoŕıa de las
muestras. La gran mayoŕıa se definen con entre 3 y 5 vectores singulares, aśı que
una cifra como L = 10 es suficiente.

El método propuesto por Alma Eguizábal en PCA [10], que es el que corresponde
con la Ecuación 3.12, pero desde el punto de vista de la SVD y la norma de
Frobenius.

Definiendo un L constante. En análisis previos, se ha demostrado [10] que en la
mayoŕıa de los casos apenas se necesitan más de cinco o seis vectores singulares. Por
tanto, definimos en primer lugar un L fijo. Las ROC para este caso son las de la Figura
5.11. Asimismo, podemos estimar dónde está el máximo de dicha ROC restando el True
Positive Rate al False Positive Rate, obteniendo una Figura como la 5.12. El clasificador
óptimo es aquél tal que γ = 1 (Clasificador de Máxima Verosimilitud) como
imaginábamos inicialmente.
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Figura 5.11: Caracteŕıstica de Operación del Receptor
(ROC) para el clasificador de dimensión constante L = 10. La

ROC es muy próxima a la de un clasificador ideal.
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Figura 5.12: Valor de γ que maximiza la posición del
sistema en la ROC (L = 10 constante). γ = 1 es una

constante suficientemente buena.

Eligiendo un L dinámicamente. En este caso, γ = 1 sigue siendo el valor que
maximiza la True Positive Rate y minimiza la False Positive Rate.
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Figura 5.13: Caracteŕıstica de Operación del Receptor
(ROC) para el clasificador de dimensión dinámica.

73
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Figura 5.14: Valor de γ que nos deja en la esquina superior
izquierda de la ROC (L = 10 constante). γ = 1 es óptima.

5.2.4. Algunos ejemplos ilustrativos

En primer lugar, es buena idea mostrar, paso a paso, cada una de las acciones que
se llevan a cabo durante el proceso de realce. Para ello, es buen ejemplo la Muestra 23,
que posee un Carcinoma Ductal Invasivo rodeado de tejido adiposo. Suponga, como paso
preliminar, que ya se ha llevado a cabo la matrización. El primer paso es el de la Figura
5.15; las señales de reflectancia se normalizan mediante la SNV. El procedimiento centra
los espectros y los divide por la varianza de cada espectro. Los vectores ya no son valores
de reflectancia desde un punto de vista f́ısico, pero éstos quedan mejor ordenados.
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Figura 5.15: Resultado de realizar la operación Standard
Normal Variate sobre cada vector por separado.
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El siguiente paso es encontrar los primeros L vectores singulares que definen la mayoŕıa
de los datos. Éstos son los que se han representado en la Figura 5.16. Con estos vectores,
utilizando el criterio de Alma Eguizábal, las siguientes contribuciones a la varianza son
del orden de un 1 % respecto de las contribuciones ya utilizadas.
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Figura 5.16: Con estos cuatro vectores singulares se puede
explicar la mayoŕıa de los espectros.

En el espacio definido por estos vectores, podemos representar cada espectro con
cuatro coordenadas. Las primeras 3 dimensiones del espacio de cuatro dimensiones se
pueden dibujar como una nube de puntos (Figura 5.17, Izquierda). Cada punto representa
un vector que parte del origen y termina en ese punto; una representación de los vectores
seŕıa mucho menos visual.
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Figura 5.17: Izquierda: Puntos representados en las
primeras tres dimensiones de un espacio de señal. Derecha:
Resultado de normalizar. El color es el valor de la coordenada

Z, para poder visualizar la forma esférica de los datos.

Un resultado peculiar de la SNV es que, al forzar que cada vector tenga varianza
unidad, las coordenadas de cada espectro quedan en una esfera de radio constante. Hay
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que destacar que esto no ocurre si se resta la media, o si se hace la SVD de los datos sin
preprocesar; eso śı, los resultados de estos procedimientos son peores, aunque similares.
El paso siguiente es normalizar; la división por la norma de cada vector deja la nube de
puntos dispuesta sobre una esfera de radio unidad (Figura 5.17, Derecha).

A continuación, se selecciona el 15 % de los puntos de las ROIs de forma aleatoria.
Los elegidos en la vez que se ha ejecutado el método para mostrarlo aqúı son los de la
Figura 5.18. Estas ROIs se corresponden con la segunda imagen (con la etiqueta ’Regions
Of Interest’) por la izquierda de la Figura 5.19. En este caso, los puntos blancos son los
que se corresponden con un ’1’ en cada máscara binaria (hay dos, la amarilla (adiposo) y
la roja (ILC)). El cáncer se establece siempre como hipótesis positiva (H1) y todo lo que
no sea cáncer se define como hipótesis negativa (H0).

ROI original: Adiposo Entrenamiento: Adiposo Evaluación: Adiposo

ROI original: ILC Entrenamiento: ILC Evaluación: ILC

Figura 5.18: Columna izquierda: ROIs recién extráıdas
de la base de datos. Centro: Selección aleatoria del 15 % de

esos ṕıxeles. Columna derecha: El resto de ṕıxeles son
utilizados en el cálculo de las TP/TN/FP/FN y sucesivos

parámetros.

Sample #23 Regions Of Interest

ILC

Adipose

Simulation constraints:
Enhancing noise and the last J = L/2
relevant PCs in methods 2 and 3.
Enhancing the first L PCs in method 1.
KMitsui = 50
KHashimoto = 20
λ = Hemo absorption @ 545,575 nm

Histological Analysis

Figura 5.19: Imagen en blanco, ROIs de interés y análisis
histológico de la Muestra 23.
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Este 15 % de puntos son los utilizados en el Estimador Kernel Direccional. Para
representar estos puntos y diferenciarlos de los demás, los hemos rodeado de ćırculos
negros en la Figura 5.20. En esta figura podrá contemplar, en color, el valor de las
PDF evaluadas en cada uno de los puntos. Los puntos usados para entrenar tienen a su
alrededor una circunferencia que permite su localización y, al mismo tiempo, ver el color
de los demás puntos. En el caso de los puntos del tumor, éstos están tan concentrados en
una posición (nube de puntos abajo a la izquierda) que es dif́ıcil ver los altos valores que
toma la pdf en el resto de ṕıxeles donde hay tumor.
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Figura 5.20: Valor de las PDFs de ambas hipótesis en los
demás ṕıxeles a partir de los datos de entrenamiento.

La clasificación ML se hace a partir de la diferencia f1 − f0, siguiendo el criterio de
la Ecuación 4.20. Esta clasificación se puede dibujar como en la Figura 5.21. Aqúı, los
puntos de color rojo dan positivos para el criterio de máxima verosimilitud, mientras que
los demás dan negativos.
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Figura 5.21: Izquierda: Diferencia de PDFs. Derecha:
Clasificación final.
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Reordenando la matriz obtenida mediante matrización en un tensor, se puede tomar
éste y se llevarse a cabo un procedimiento de reconstrucción espectral a RGB como
el especificado en el Caṕıtulo 2 (Figura 5.22, Imagen central). Asimismo, es posible
sumar a cada ṕıxel dos colores (aqúı se han elegido rojo y verde), cuyas intensidades
son dependientes de sus resultados al evaluar ambas PDFs, y entonces llevar a cabo el
procedimiento de reconstrucción espectral. Los colores brillantes de rojo y verde resaltarán,
con útil contraste, los valores de probabilidad de ser tumor o no tumor estimados.

Figura 5.22: Muestra 23 (ILC+Adiposo).

Podemos destacar especialmente que, en ocasiones, el clasificador elimina información
muy interesante que el realce espectral basado en los estimadores no elimina. En este
caso, las zonas rojizas (pero no rojas) sugieren que existe tejido maligno debajo de la
capa superficial. El rayo de luz del sistema confocal tiene una profundidad de penetración
finita, no es sólo superficial. La reflectancia retroesparcida simple puede devolver un
espectro ”mezcla” de todos los que hay a cierta distancia del eje óptico, obteniendo este
efecto. Observando la Figura 5.24, queda confirmado que realmente existe tejido maligno
debajo de esos bordes benignos.

Otro ejemplo que ilustra la capacidad de clasificación del sistema es la Muestra 24
(Figura 5.23). La forma obtenida por el clasificador es exactamente la de la Figura 5.24.
Sólo hacen falta L = 2 dimensiones para clasificar (el mı́nimo para que hablemos de
direccionalidad), aśı que el lugar de los puntos en dos dimensiones de radio unidad donde
pueden estar los datos es la circunferencia de radio unidad que se visualiza a la izquierda.
Con estas dos dimensiones es suficiente para obtener el contorno exacto del tumor
ILC en el análisis histológico. El único defecto, como se puede observar, es el área
marcada como DCIS. Su superficie en ṕıxeles es tan pequeña que con un 15 % (cinco, diez
ṕıxeles) la clasificación no obtiene los resultados esperados. Para conocer la capacidad
de clasificación de DCIS en este sistema, es necesario obtener más muestras donde éste
aparezca.
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CAPÍTULO 5. RESULTADOS EXPERIMENTALES

Una última nota: En los casos del Anexo donde encuentre una imagen con sólo
Adiposo y Normal, se ha establecido ’Normal’ como ’Hipótesis 1’ y ’Adiposo’ como
’Hipótesis 0’. Esto se ha hecho aśı con la intención de mostrar también la bondad del
clasificador entre tejidos no malignos (y, ya que hay dos tipos de tejido, mejor mostrar
una clasificación que un montón de tejido benigno pintado de verde).

Figura 5.23: Muestra 24. La forma resaltada en clasificación
se asemeja con notable precisión al contorno del tumor en el

análisis histológico.

Sample #23 Sample #24

Figura 5.24: Resultados histológicos de las muestras 23 y 24.
La forma oculta bajo la superficie de la Muestra 23 y la forma

del tumor de la Muestra 24 muestran la capacidad de
precisión y penetración del sistema de clasificación.

Se muestran, a continuación, algunos de los resultados del Anexo; en particular,
algunos resultados que merecen ser comentados o son interesantes por alguna razón
particular. Como en este caso el programa simplemente lleva a cabo una clasificación, no
hay que establecer ningún planteamiento en particular.
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Figura 5.25: Muestra 21 (IDC+Adiposo). En el interior de
la sección adiposa aparecen pequeñas porciones de tejido

aparentemente maligno.

Figura 5.26: Muestra 25. El resultado interesante aqúı es
que el tejido inflamado, el IDC y el tejido normal existente en

la foto son distinguibles entre śı.

Figura 5.27: Muestra 27. Mientras que en el overlay se
obtienen bordes precisos para el tejido especificado por la

ROI, el procedimiento de realce multiespectral proporciona
las probabilidades de que cada ṕıxel sea de un tipo u otro.
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Figura 5.28: Clasificación de la Muestra 4 (IDC+Adiposo).
Los espectros de adiposo tienen fuertes variaciones respecto a

la reflectancia media.

La Muestra 29 merece un párrafo que detalle lo que en ésta ocurre. Dicha muestra
expone la desventaja de utilizar este método cuando se utilizan pocos ṕıxeles, o los
ṕıxeles erróneos, para detectar. En esta muestra el resultado no es tan positivo como
en los demás – existen variaciones en el tejido canceroso y éstas no entran en la ROI,
aśı que tampoco entran en el clasificador, quedando visible un hueco de incertidumbre
en el resultado de mejora multiespectral. La ROI se llena en el clasificador, pero en una
situación cĺınica quizá convendŕıa especificar más puntos de análisis (Figura 5.29). Aun
aśı, las zonas marcadas son clasificadas correctamente.

Figura 5.29: Muestra 29 (IDC + Adiposo).
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

”Electrical science has revealed to us the true nature of light,
has provided us with innumerable appliances and instruments of precision,

and has thereby vastly added to the exactness of our knowledge.”
— Nikola Tesla

6.1. Resumen

Este trabajo ha comenzado estableciendo el contexto fundamental de todo procedi-
miento de ciruǵıa con conservación de pecho. En estos métodos, la determinación de
los márgenes queda dificultada ante la ausencia de partes diferenciables en todo tejido
mamario. Establecer procedimientos capaces de diagnosticar o de identificar con fidelidad
las diferencias entre tejidos tan difusos durante la operación tendŕıa consecuencias
muy positivas en las tasas de morbilidad y reaparición del cáncer de mama en ciruǵıa
BCT [3–6].

Con el propósito de contemplar las propiedades particulares del tejido conectivo/epi-
telial mamario, el Thayer School of Engineering desarrolló un sistema espectroscópico
confocal, con el propósito de generar una amplia base de datos de espećımenes, mediante
la cual poder encontrar caracteŕısticas ópticas diferenciadoras [12]. Existen numerosos
art́ıculos en los que caracteŕısticas como la dispersión difusa y la reflectancia difusa
simple es estudiada, permitiendo diseñar sistemas de sensibilidad y especificidad circa el
90-95 % [10, 12, 13], utilizando métodos como PCA+ICA, o clasificadores de k nearest
neighbors (kNN).

Haciendo uso de la base de datos, se han expuesto dos trabajos principales. En el
primero, la implementación de los métodos lineales propuestos originalmente por Mitsui y
Hashimoto [24] llevó a la conclusión de que éstos poseen una baja capacidad de contraste.
En su lugar, se han introducido nuevos métodos que no amplifican el residuo, sino las
caracteŕısticas más frecuentes e importantes disponibles en los datos: las caracteŕısticas
espectrales de las primeras componentes principales, que guardan relación con la respuesta
espectral de los cromóforos presentes en el tejido. Con estos métodos nuevos, queda
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a mano del cirujano saber si el tejido que más se amplifica es tejido normal, graso o
tumoral, y deberá comprender lo que ocurre en PCA. De ser aśı, es posible determinar
los márgenes con magńıfico contraste, de forma totalmente ciega y sin entrenamiento,
pero su aplicación cĺınica puede hacerse complicada, puesto que no tienen capacidad de
diagnóstico.

El segundo trabajo principal trata sobre hallar un sistema capaz de clasificar o
diagnosticar los tejidos presentes en la muestra. Tras reducir la dimensionalidad del
problema utilizando la SVD de la matriz de datos, se utilizan unos pocos ṕıxeles en un
Estimador Kernel de Densidad Direccional para estimar las PDFs de las direcciones de
los tejidos malignos y no malignos, para luego evaluar dichas PDFs el resto de ṕıxeles
de la imagen. Los resultados de precisión (accuracy), sensibilidad y especificidad son
del 98 % en los tres casos, con un Diagnostic Odds Ratio de 30622 – algo muy positivo,
teniendo en cuenta que un DOR > 1 ya relaciona positivamente un test de clasificación
con la verdadera clase de los datos.

Todos los métodos quedan indicados, de forma simplificada, en el diagrama de la
Figura 6.1 (siguiente página), aśı como los pasos en orden llevados a cabo desde los datos
de partida hasta la imagen final. Es aqúı donde se contempla la verdadera ordenación
de los procedimientos explicados en el sistema final; de haber utilizado este orden
para explicar cada subsistema, este documento habŕıa resultado mucho más árido. Por
lo general, en primer lugar se llevan a cabo las tareas de preprocesado y filtrado de
los datos. Posteriormente, un método de reducción de dimensionalidad permite conocer
caracteŕısticas relevantes de los mismos, ayudando a la introducción de cada procedimiento
de realce o clasificación. Una vez los procedimientos principales han finalizado, se utilizan
técnicas de reconstrucción multiespectral para mostrar en una pantalla el espectro
realzado.
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Como conclusiones finales, podemos establecer las siguientes:

Los métodos de realce multiespectral de Mitsui y Hashimoto pueden modificarse
para obtener nuevas caracteŕısticas espectrales de forma cualitativa.

Sin embargo, todo método de realce multiespectral está limitado al contexto de cada
imagen; si desconocemos qué tejido es el presente en la imagen, la determinación de
los márgenes mediante técnicas de realce multiespectral se torna más complicada.

Los sistemas de clasificación de la direccionalidad de señales espectroscópicas tienen
una muy alta capacidad de diagnóstico en el análisis tisular epitelial mamario. En
el caso presentado, está garantizada una sensibilidad y especificidad del 98 % a la
hora de diferenciar tejido maligno de tejido no maligno.

La cantidad de datos de entrenamiento necesarios para lograr buenas estimaciones
de PDFs no es grande para el caso del Estimador Kernel de Densidad Direccional,
haciendo posible construir una estima decente apuntando a reducidas regiones en
la pantalla.

Un clasificador ML es buen clasificador para el análisis de espectros de tejido
mamario, bajo el montaje establecido.

Ĺıneas futuras de desarrollo. El sistema está lejos de estar terminado, ya que existen
multitud de metodoloǵıas que pueden mejorar sus resultados. Algunos de ellos son los
siguientes:

La estandarización de los datos con la SNV tiene buenos resultados en sistemas de
medida de reflectancia difusa; sin embargo, existen procedimientos de estandariza-
ción basados en wavelets que quizá puedan hacer dicho procedimiento de forma
eficiente, sin necesitar eliminar la media [25].

En todos los procedimientos hemos utilizado la SVD/PCA, puesto que sólo se
analizan las caracteŕısticas espectrales de cada ṕıxel (y, por tanto, sólo es interesante
analizar cada vector por separado). En cambio, la utilización de métodos de
Descomposición en Valores Singulares de Mayor Orden (Higher-Order Singular
Value Decomposition), o MPCA, haŕıan posible realizar una descomposición en
valores singulares directamente sobre el tensor, sin que sea necesario efectuar su
matrización. Incluso, podŕıa proporcionar mayor información sobre el tumor y su
fisioloǵıa.
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Aportaciones de este trabajo. Los resultados de este Trabajo de Fin de Grado
han sido incorporados en los trabajos siguientes, aceptados por la comunidad cient́ıfica
nacional e internacional:

1. Olga M. Conde, E. Real, A. Pardo, J. M. López-Higuera, ”Fiber-optic technologies
for tissue diagnosis in cardiovascular and oncology applications”, 14th International
Conference on Optical Communications and Networks (ICOCN 2015). Ponencia
invitada de Olga M. Conde, los d́ıas 3-5 de Julio de 2015, en Nanjing, China.

2. A. Pardo, E. Real, Brian W. Pogue, José M. López-Higuera, Olga M. Conde,
”Realce multiespectral de tejidos tumorales”, en la XI Reunión Nacional de Óptica.
Ponencia oral de A. Pardo, a exponer el 1-4 de Septiembre de 2015 en Salamanca,
España. Esta ponencia, que trata del Clasificador de Direccionalidad Espectral, ha
sido seleccionada como ”Outstanding contribution of a young researcher to the XI
RNO”.
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Anexo 1.
Resultados completos

En las siguientes páginas, se ofrece el análisis exhaustivo de cada espécimen y los
resultados de llevar a cabo todas las diferentes simulaciones. El propósito de este anexo
es servir de referencia a todo aquél que quiera replicar los resultados – algo que siempre
se agradece.
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Todas las muestras y ROIs.
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Mitsui Original. J=3

Hashimoto Original. J=3

Mitsui Abs, J=3

Hashimoto Abs, J=3

4
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APÉNDICE . ANEXO 1.
RESULTADOS COMPLETOS

Sample #19 Regions Of Interest

Benign

Simulation constraints:
Enhancing noise and the last J = L/2
relevant PCs in methods 2 and 3.
Enhancing the first L PCs in method 1.
KMitsui = 50
KHashimoto = 20
λ = Hemo absorption @ 545,575 nm

Histological Analysis

Mitsui. Amplif. primeras L=3

Benign

Hashimoto. Amplif. primeras L=3

Mitsui Original. J=2

Hashimoto Original. J=2

Mitsui Abs, J=2

Hashimoto Abs, J=2

22
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APÉNDICE . ANEXO 1.
RESULTADOS COMPLETOS

Sample #26 Regions Of Interest

Normal

Simulation constraints:
Enhancing noise and the last J = L/2
relevant PCs in methods 2 and 3.
Enhancing the first L PCs in method 1.
KMitsui = 50
KHashimoto = 20
λ = Hemo absorption @ 545,575 nm

Histological Analysis

Mitsui. Amplif. primeras L=4

Normal

Hashimoto. Amplif. primeras L=4

Mitsui Original. J=2

Hashimoto Original. J=2

Mitsui Abs, J=2

Hashimoto Abs, J=2

29
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Sample #28 Regions Of Interest

IDC
Simulation constraints:
Enhancing noise and the last J = L/2
relevant PCs in methods 2 and 3.
Enhancing the first L PCs in method 1.
KMitsui = 50
KHashimoto = 20
λ = Hemo absorption @ 545,575 nm

Histological Analysis

Mitsui. Amplif. primeras L=4

IDC

Hashimoto. Amplif. primeras L=4

Mitsui Original. J=2

Hashimoto Original. J=2

Mitsui Abs, J=2

Hashimoto Abs, J=2
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Sample #29 Regions Of Interest

IDC

Adipose

Simulation constraints:
Enhancing noise and the last J = L/2
relevant PCs in methods 2 and 3.
Enhancing the first L PCs in method 1.
KMitsui = 50
KHashimoto = 20
λ = Hemo absorption @ 545,575 nm

Histological Analysis

Mitsui. Amplif. primeras L=5

IDC

Adipose

Hashimoto. Amplif. primeras L=5

Mitsui Original. J=3

Hashimoto Original. J=3

Mitsui Abs, J=3

Hashimoto Abs, J=3
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