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Estimacién del espectro de potencias del fondo c6smico de microondas con el método QML
Resumen de la memoria

El espectro de potencias de la radiacién del Fondo Césmico de Microondas (FCM) viene determinado por los
pardmetros del modelo cosmolégico que describe nuestro universo. Por tanto, una estimacion 6ptima del mismo
es un paso fundamental para extraer toda la valiosa informacién contenida en dicha radiacién. En este proyecto
se implementa una aproximacién cuadrética al estimador de maxima verosimilitud, QML, del espectro de po-
tencias del FCM, se analizan las condiciones en las que la matriz de correlacién de los mapas de temperatura
del FCM resulta 6ptima para los célculos, la carga computacional y velocidad a la que se realizan, y se testa el
método con simulaciones realistas del FCM, incluyendo madscara y ruido, y con productos de la colaboracién
Planck. Para que el método funcione, la matriz de correlacién debe ser regular, y se ha encontrado que esta
propiedad depende en el plano tedrico del nimero de armonicos esféricos que se incluyan en su desarrollo y
de la simetria de los puntos con los que se trabaje, pero en la practica los errores numéricos hacen que el rango
sea menor de lo esperado. En este trabajo se proporcionan técnicas para analizar y controlar este fenémeno. Se
ha comprobado que el método produce buenas estimaciones del espectro de potencias en condiciones diversas,
sobre toda la esfera, con mdscara y con ruido. Aplicado a los productos de la colaboracién Planck de la ESA, se

han recuperado resultados completamente consistentes con los publicados por dicha colaboracién.

Palabras clave: cosmologfa, fondo césmico de microondas, analisis de datos, estimacion del espectro de poten-

cias, matriz de correlacion

Cosmic microwave background power spectrum estimation using QML method
Abstract

The Cosmic Microwave Background radiation (CMB) power spectrum is determined by the parameters of the
cosmological model which describes our universe. Therefore, an optimal estimation of the spectrum is key to
extract all the valuable information contained in this radiation. In this project a quadratic maximum likelihood
estimator, QML, of the CMB power spectrum is implemented, the conditions for which the correlation matrix
of the CMB temperature maps is optimal for the calculations are analyzed, the computational load and rate at
which they are performed are also considered, and the method is tested through realistic simulations of CMB,
including mask and noise, and products of the Planck collaboration. For the method to work, the correlation
matrix must be regular, but it has been found that this depends, from the theoretical point of view, on the
number of spherical harmonics to be included in its expansion and on the symmetry of the points with which
we work, while in practice numerical errors make the matrix rank lower than expected. In the present work we
provide techniques to analyze and control this phenomenon. It has been assesed that the method gives good
estimates of the power spectrum under various conditions: on the whole sphere but also working with mask
and with noise. Applied to products of ESA’s Planck collaboration, the method has produced fully consistent
results with those published by this collaboration.

Key words: cosmology, cosmic microwave background, data analysis, power spectrum estimation, correlation

matrix
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CApriTULO 1

INTRODUCCION

1.1. EL UNIVERSO EN EXPANSION

En la primera mitad del siglo XX qued¢ establecido como un hecho cientifico que nuestra galaxia es
una mas entre otras muchas en el universo y que no ocupa ninguna posicioén central especial. Visto
desde nuestra posicién, las galaxias se alejan de acuerdo a una relacion especifica entre velocidades
y distancias que conduce a que un observador que se situara en cualquier otro punto del universo
conocido apreciaria distintos detalles para cada galaxia, pero el mismo efecto global y la misma
relacion.

Ante el hecho de un universo en expansion surgieron dos puntos de vista opuestos. Segtin el modelo
del estado estable, el universo ha sido siempre méas o menos igual a como es ahora, y a medida que se
expande, se crea nueva materia que llena los vacios entre las galaxias. Segtin otro punto de vista, la
teorfa del Big Bang, el universo cambia con el tiempo. Si las galaxias se estdn separando, en el pasado
han debido estar mds proximas, y si se proyecta hacia atrds suficientemente, se llega a cierto instante
inicial en el que todo lo observable estaba concentrado en un volumen extremadamente pequeno. Lo
que observamos en el presente es una etapa en la evolucién del universo y este tiene un origen.

1.2. EL FONDO COSMICO DE MICROONDAS

Un volumen de universo en el presente contiene cierta cantidad de materia y energia, a la que se
podra asignar determinada temperatura. De acuerdo a la teoria del Big Bang, en un tiempo pasado la
misma cantidad de materia y energia ocupaba un volumen menor, y se encontraba a una temperatura
mas alta. Cuanto mds se reduce el volumen, mds aumenta la densidad y la temperatura, llegando en
determinado instante a una situacién que se encuentra en el limite de lo que las teorfas actuales
de la fisica pueden describir con suficiente seguridad. De acuerdo al conocimiento en el presente,
podemos retroceder en el tiempo desde el instante actual hasta al menos 10712 segundos después
del Big Bang y los fenémenos correspondientes a cada instante y temperatura estarfan gobernados
por leyes fisicas bien conocidas y suficientemente contrastadas experimentalmente.

Unos doscientos segundos después del Big Bang el universo se ha expandido y enfriado lo suficien-
te como para que se haya roto la simetria entre materia y antimateria, establecido las proporciones
actuales entre fotones, neutrinos, electrones y bariones, y la interaccion fuerte es lo suficientemente
intensa respecto del medio como para que se formen algunos nticleos de los elementos ligeros (H,
He, Li). Todo se encuentra en un estado de plasma en el que los fotones y las particulas cargadas
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se acoplan intensamente y alcanzan localmente el equilibrio térmico, de modo que la radiacién pre-
senta un espectro de cuerpo negro. El plasma es practicamente homogéneo, pero presenta pequefias
desviaciones de densidad que tienden a aumentar por efecto gravitatorio, a su vez, en los lugares en
los que se da mayor concentraciéon de materia también hay mayor densidad de fotones en interaccién
y, por lo tanto, mayor presién de radiacién, que tiende a disiparla. Estos dos efectos contrapuestos
producen oscilaciones en las desviaciones de densidad, que se propagan por el plasma como ondas
de sonido. El universo contintia expandiéndose y enfridndose, y unos 380000 afios después del Big
Bang la temperatura del plasma ha disminuido lo suficiente como para que la energia de los fotones
no alcance a impedir que los electrones acaben capturados por los nticleos atémicos. A partir de ese
momento la radiacion solo se acopla con la materia si tiene la energia de las transiciones atémicas,
y el recorrido libre medio de los fotones alcanza dimensiones c6ésmicas; el universo se vuelve trans-
parente. De ahi en adelante los fotones viajan libremente por el espacio! y, con el paso del tiempo,
a medida que el universo se expande, la densidad y su energia va disminuyendo, manteniendo el
espectro de cuerpo negro. De modo que la teoria predice la existencia del Fondo Césmico de Mi-
croondas, FCM, una radiaciéon con espectro de cuerpo negro, a una temperatura en la actualidad en
torno a Ty = 2,725 K, practicamente is6tropa.

1.3. ANISOTROPIAS EN EL FCM

Durante unos 380 000 afios, como se comenta anteriormente, mientras continuaba la expansion y la
temperatura disminuia, la densidad del plasma oscilaba por efecto del tirén gravitatorio y la presién
de radiacion; hasta el momento del desacoplo, en el que la materia queda solo expuesta a la gravedad.
El estado de las oscilaciones y la diferente densidad y temperatura de los fotones en cada punto
quedo6 congelada en la radiacién. Asi que es de esperar que el FCM presente anisotropias que reflejen
el estado de oscilacién del plasma en el instante del desacoplo. En cada direccién del espacio se
encontrard una temperatura 7'(6, ¢) que se desviara ligeramente de la temperatura promedio sobre
todas las direcciones, indicando la desviacién de la densidad en un punto situado en esa direccién a
la distancia que ha recorrido la luz desde el instante del desacoplo hasta el presente. En la figura 1.1
se muestra el mapa de temperaturas del FCM obtenido por el satélite Planck.

Se puede definir la fraccién de la desviacién de la temperatura del FCM en cada direccién del espacio
respecto de la temperatura media:

AT _T(0,6) - Ty

700 === D

Igualmente interesante que la medida de la anisotropia en cada punto es la intensidad a la que se
produce a diferentes escalas angulares, que se puede encontrar desarrollando los valores de AT/T
en la superficie de la esfera en funcién de los armoénicos esféricos:

A o 4
T 0.6) =3 3 amYin(0.). 12)
=0 m=—¢

De modo que la informacién que antes se tenia punto a punto en AT'/T ahora estd expresada en
funcién de escalas y orientaciones a través de los coeficientes a;,.

1Varios millones de afios después, con la aparicién de las primeras estrellas, parte del hidrégeno en el medio interestelar
paso6 a estar ionizado. Desde entonces, algunos fotones del FCM interaccionan con los electrones libres.
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-300. I I +300.

Figura 1.1: Mapa de temperatura del FCM obtenido con el método SEVEM, uno de los productos de la
misién Planck[1][3]. Unidades en p /. La anomalia debida a las altas temperaturas en el centro
de la figura es debida a la contaminacién de radiacién que procede de nuestra galaxia.

Los coeficientes ay,, correspondientes se calculan mediante la transformacién inversa:

2w pm AT ) .
Gem = /0 /0 S0, 0)(6,0) sin 60, (1.3)

1.4. EL ESPECTRO ANGULAR DE POTENCIAS

Desde el punto de vista tedrico solo se pueden hacer predicciones de tipo estadistico sobre las pro-
piedades de las anisotropias. Por ejemplo, no se puede adelantar qué temperatura habra en un punto
concreto del cielo, pero si se puede sefialar qué potencia tendra cierta escala en las anisotropias, en
funcién de determinado modelo cosmolégico y eleccién de parametros; de modo que lo interesante
son las propiedades estadisticas de los coeficientes asy,,. Ademads, independientemente de que se con-
templen desviaciones de temperatura punto a punto, desde el punto de vista tedrico, y asumiendo el
Principio Cosmolégico, el FCM sigue siendo is6tropo en cuanto a que no hay direcciones privilegia-
das en las que deban estar orientadas las anisotropias. Esto lleva a que en diferentes realizaciones de
universos compatibles con el modelo, los coeficientes ay,, promedian cero para cada par (¢, m). Para
registrar estadisticamente la potencia en las anisotropias se necesita recurrir a las varianzas de los
coeficientes. Se define el espectro angular de potencias como la coleccién de pardmetros C;:

Cg = (agmazm). (1.4)

Este promedio se realiza sobre los a¢,, correspondientes a una coleccién de universos compatibles
con el modelo. Pero solo tenemos un universo, en el que se ha materializado una realizacién de las
diversas que permiten las leyes fisicas, y solo disponemos de la muestra de un fondo césmico de
entre los muchos que podian haber sido. Se puede estimar el espectro de potencias con los tnicos
datos que tenemos, los correspondientes a nuestro universo, como:

4

1 *
Ce=571 m;Zaemam. 0

Y al sumar en m desaparece la informacién relativa a la orientacién de las anisotropias y solo queda
la informacién relevante de las escalas. Se puede demostrar que en el caso de disponer de un cielo



1 Introduccién

Espectro de potencias del FCM
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Figura 1.2: Espectro de potencias del FCM obtenido en la colaboracién Planck. Los picos en la gréfica indi-
can los picos de potencia de las oscilaciones actisticas mencionadas en el apartado anterior.

completo y sin incertidumbres en la medida, este estimador es optimo, en el sentido de la maxi-
ma verosimilitud. En la figura 1.2 se muestra el espectro de potencias resultado de la colaboracién
Planck.

Lo limitado del tamafio de la muestra de coeficientes introduce un error estadistico en el calculo del
espectro de potencias. Ademads, dado que la temperatura es una variable real y que los coeficientes
asm son valores complejos, que se calculan de acuerdo a la expresion 1.3, para cada ¢ realmente solo
se dispone de la mitad de cantidad de informacién de la que se corresponde con 2¢ 4 1 coeficientes
complejos. Se denomina varianza césmica a la incertidumbre estadistica introducida en el célculo de
los coeficientes del espectro de potencias, y se calcula de acuerdo a la siguiente expresién:

AC, 1

. J@rr1)2 (16)

1.5. PIXELIZACION

Al realizar célculos numéricos sobre la superficie de la esfera, como por ejemplo la integral de la
expresién 1.3 a partir de mapas de temperatura formados por colecciones discretas de datos, se ne-
cesita establecer un método que permita dividirla en secciones, asignar a cada una de las secciones
un punto que las represente y cierto factor que dé cuenta del valor medio de los armoénicos esféricos
sobre las secciones.

De las pixelizaciones desarrolladas, la mds utilizada en la actualidad es HEALPIx (Hierarchical,
Equal Area, and iso-Latitude Pixelation of the sphere)[2]. La divisién base consta de doce zonas
de igual area, que a su vez se subdividen segtn el grado de resoluciéon que se requiera. Cada una
de las areas resultantes se representa mediante un punto o pixel situado en su centro. El pardmetro
que mide el grado de resolucién se conoce como Nj;4e y toma como valores potencias de dos; el nu-

mero de puntos o pixeles viene dado por 12 N2, . En la figura 1.3 se muestran las cuatro primeras

side*

resoluciones.

Una vez establecida la pixelizacién, se puede definir un mapa de temperatura x como una coleccién
de datos ordenados T'(r;) o AT /Ty(T;), donde los vectores unitarios r; sefialan las direcciones de los
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Figura 1.3: Cuatro primeras resoluciones de HEALPix, con parametros Niqe: 1,2,4y 8, den: 12,48,192y
768 pixeles, respectivamente.

pixeles.

HEALPix no solo es una pixelizacién de la esfera, sino que incluye todo un paquete de software que
permite simular mapas de temperatura, degradarlos, suavizarlos, visualizarlos, analizarlos, calcular
el espectro de potencias, etc.






CAPITULO 2

EL METODO QML

Este proyecto tiene como objetivo implementar una aproximacién cuadrética al estimador de ma-
xima verosimilitud (QML, de sus siglas en inglés) del espectro de potencias del FCM a partir de
mapas de temperatura. Las ideas fundamentales que se desarrollan en este capitulo estdn extraidas
de [5].

2.1. OBJETIVO

Se pretende desarrollar un método que permita estimar el espectro de potencias del FCM simple,
insesgado, de varianza minima, aplicable a cualquier tipo de geometria de los datos y que opere
de forma cuadratica sobre estos. Al ser cuadratico, se establece una conexién directa con la matriz
de correlaciéon de los mapas. Por ser aplicable a cualquier clase de geometria en los datos, permite
trabajar con mapas enmascarados. Por ser insesgado y de varianza minima, se trata de un método
optimo, que permite la estimacién de los pardmetros con el minimo error posible.

2.2. DESARROLLO

Refiriéndonos al mapa del FCM mediante la variable x, el método pretende encontrar una estimacién
del espectro de potencias C; de la siguiente forma:

Cy = x"E'x — by, 2.1)

donde Ef es una matriz simétrica y be cierta constante, ambas por determinar.

Sea C la matriz de correlacién del mapa del FCM. Dicha matriz se puede escribir en funcién del
espectro de potencias':

C=(xx') =N+> P'C, 2.2)
4

donde N representa la matriz de covarianza del ruido y las matrices P estan definidas como

204+1

P! = Py(T; - Tj). (2.3)

Y Ar
Py representa el polinomio de Legendre y T; es un vector unitario que apunta en la direccion del
espacio en la que se encuentra el punto i.

1Esta expresion se demuestra en el capitulo 3 de la pagina 13
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La expresion 2.1 se puede reescribir como Cy = > E{,(xx");; — by, y tomando promedios se puede
conectar con 2.2. Considerando que las matrices son simétricas, se obtiene:
(Co) = D BN+ PiCe) —be=) Y E[PjCo+ ) E;Nji—be
ij o o ij ij
= > wEPCy+trNE —b. (2.4)
el

Definiendo b, = tr NE, eliminamos el ruido, y queda un estimador insesgado:

(Co) = ZWM'CZ’- (2.5)
I

., / . 2z L3 P
La expresion Wy, = tr E‘P* se denomina Funcién Ventana, y da la medida de cémo se mezclan los
coeficientes reales en los estimados.

El siguiente paso es encontrar el estimador de C; con varianza minima. Si se elige la condicién de
normalizacion Wy, = 1, suponiendo gaussianidad en las anisotropias, y minimizando la matriz de
covarianza V= (C,Cy) — (C)(Cy), se llega a la expresion de E*:

1

L __ —1pl—1
B = ;5 C'PCT (2.6)

donde F es la matriz de informacién de Fisher, dada por Fy, = tr [C™1P‘C~1P*]/2.

Por dltimo, se demuestra que el estimador encontrado produce las barras de error més pequefias
posibles para un estimador insesgado, de acuerdo a la desigualdad de Fisher-Cramer-Rao.

2.3. LA FUNCION VENTANA EN EL CASO REAL

Para adaptar el método a condiciones reales de uso resulta necesario introducir algunas modifica-
ciones. El mapa de temperatura consiste en una sefial pixelizada en el que cada dato es el promedio
sobre determinada porcién de la superficie de la esfera de la sefial subyacente, y las temperaturas
se obtienen mediante instrumentos de medida que convolucionan la sefial incidente con su funcién
respuesta. De los dos aspectos anteriores se da cuenta introduciendo los factores B? que se describen
en [6].

Por otro lado, en ciertas direcciones del cielo, hacia el disco de nuestra galaxia y determinados objetos
puntuales, se produce emisién en microondas que se mezcla con la sefial de FCM, y lo contamina
hasta tal extremo que hace conveniente descartar la sefial de esos puntos; en ese caso se dice que
se aplica una mdscara (figura 2.1). Esta es una de las ventajas del método frente a otros estimadores
mas répidos que trabajan en el espacio de los arménicos esféricos: al trabajar en el espacio directo, la
adaptacién a la presencia de la mascara también es directa.

Definiendo a partir del espectro de potencias unos nuevos coeficientes con mds interés practico,
Dy = (¢ + 1)Cy/27, se puede escribir C como:

C=(xx') =N+> P‘D,, (2.7)
J4

donde en P ¢ se ha incluido el efecto de la pixelizacion y el beam gaussiano a través de fi:

138 = ,LLZP[,
By
o= —— .
Ll+1)/2n
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Figura 2.1: Médscara SEVEM en la pixelizacién HEALPix a resolucion Nyqe = 2048. Los puntos de color
azul se descartan por exceso de contaminacién de la sefial en esa direccién del espacio. La zona

central eliminada se corresponde con el plano de nuestra galaxia, el resto con fuentes puntuales.

Como se hizo en el apartado anterior, se obtiene un estimador insesgado y con varianza minima con
(D¢) = >, WDy, donde ahora la funcién ventana es:
~ ~ ’
Wi = NeFop = Nopgpptr PEC™IPYC L

Imponiendo una condicién de normalizacion que permita mezcla de los coeficientes, ), Wy =1,
se encuentra:

=~ N,
Dy = L’; fxtCIPICx, (2.8)
donde .
N, = Z Foo 29)
gl
La covarianza de los coeficientes viene dada por:
(D¢Dp) = (D)(Dpr) = NeNpFopr. (2.10)

Los elementos diagonales de la matriz definida en la expresién anterior, los casos ¢/ = ¢, nos indican
el error en D,.

Por tltimo, desde el punto de vista estadistico, ademds de un error en Dy, también hay cierto error en
la propia £. Como los coeficientes estimados se calculan mediante la expresion (Dg) = 3, Wy Dy,
el valor de ¢ en el que se calcula Dy se ve desplazado a cierta £*, ¢* =", W ¢, y tendrd un error

AL =[{%) e = () l)e.

2.4. ORDEN DE MAGNITUD EN EL NUMERO DE CALCULOS

La operacién mas costosa computacionalmente que aparece en el método es la multiplicaciéon de

3

matrices, que escala como n° en el niimero de operaciones, siendo n el tamafo de la matriz, que en
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nuestro caso se corresponde con el niimero de pixeles con los que se trabaja. Sin embargo, se pueden
ordenar adecuadamente los calculos para convertirlo en un método de orden n?.

Observando la parte x!C~'P‘C~!x de la expresién 2.8, se en encuentra que solo se necesita calcular
una vez y = C~'x, y para cada ¢ basta con hacer y'P*y.

El factor de normalizacién es un poco mas complicado, pero también se puede convertir en un célculo
n2. Utilizando el teorema de la suma de los arménicos esféricos, si #; es un vector unitario que apunta
en la direccion del espacio dada por los angulos (6;, ¢;), entonces:

14

. 4 v /a .
Pe(iits) = 557 D Ye(Fi)Yem (7). (211)

m=—{
Se puede sustituir la multiplicacién de matrices utilizando el teorema citado y el hecho de que C es
simétrica, para convertirla en un calculo en el que lo méximo que hay que hacer es multiplicar un
vector por una matriz:

tr PCc PV C ! ZZZZP eot
= N Y (7)Y (75) Cl Vit (7)) Yorme () Cf

ijku m m/

= Z Z Z }//’ TU 1Yl'm(rl)}/ﬁm (TJ)C;kl Y?;m’ (Fk)

ijku m  m/

:ZZZYe'm’(Fu)C;}Y%( )}/é’m’( )C;]:Y;Zm(f})

ijku m  m/

=3 N Yo (P C Y5 (7)Y (7)o Yem (75)

ijku m m/

=3 D Yo () Co Y5 (7) (Yo (76) C Vi (7))

ijku m m/
= ZZ |Yz’m’c_1YZm|2' (212)
m  m/
Y en la expresion resultante se pueden calcular iterativamente los armoénicos esféricos y organizar
los sumatorios de modo que puedan almacenar resultados intermedios para ahorrar célculos, sin
necesidad de una cantidad excesiva de memoria.

Como ejemplo de la reduccién del tiempo de calculo, se sefiala un caso. En la resoluciéon Ny;q. = 32 se
trabaja con matrices de rango n = 12288. Calculando en el supercomputador Altamira, en paralelo
con 64 procesadores, se encuentra que el método n? tarda 30" en calcular 47 coeficientes Cy y el
método n? tarda solo 6”. El primer tiempo es 301 veces mayor que el segundo, muy lejos de las
12288 veces esperadas, que es la dimensién del problema. Como se esté calculando en paralelo, si
se multiplica esa diferencia por el ntiimero de procesadores, 64, se obtiene un valor de 19626, del
orden de la diferencia esperada. Al calcular en paralelo, cada procesador hace menos tareas que en
un calculo con un solo procesador, pero el ntimero total de tareas aumenta, dado que ademés de
las propias del cdlculo hay que sumar entre otras las de comunicacién, y contar con los retrasos
asociados a esta.

2.5. SOBRE LOS COEFICIENTES QUE SE INTRODUCEN EN EL CALCULO DE C

Como se habra observado, en el método QML se necesita introducir en el cdlculo de C unos valores
de Cy (0 Dy) para obtener la estimaciéon de esos mismos coeficientes a partir de los mapas. Tipica-
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2.5 Sobre los coeficientes que se introducen en el cdlculo de C

mente, se introducen valores que, a priori, se consideran representativos del valor real. En cualquier
caso, se demuestra que la introduccién de un valor alejado del verdadero no introduce sesgo en la
estimacion; tan solo hace que la varianza no sea minima. En todo caso, se puede dar un enfoque
iterativo al método, aplicindolo varias veces seguidas sobre los mismos mapas, retroalimentdndo-
lo con los coeficientes que devuelva en cada paso, hasta alcanzar convergencia en la varianza del
estimador.

11






CAPITULO 3

ESTUDIO DE LA MATRIZ DE CORRELACION

Como ya se ha indicado, y se demuestra en este capitulo, la matriz de correlacién se puede escribir
como la suma de infinitos términos, cada uno de ellos asociado a un coeficiente del espectro de
potencias y a una escala de variacién de las anisotropias de temperatura. Como en la préctica se
trabaja con resoluciones finitas de la superficie de la esfera, que tienen un tamafio minimo de pixel,
no tiene sentido sumar en escalas de variacién menores que la limite en cada caso. Por ello se trunca
el sumatorio en el desarrollo de C, lo que conduce a que, en principio, ya no se tengan garantias
sobre si la matriz es invertible. Ademas, en algunos casos resulta invertible, pero estd tan cerca de no
serlo, que los inevitables errores numéricos en los célculos producen muy malos resultados. En este
capitulo se estudia qué requisitos se han de dar para que la matriz sea invertible.

3.1. SOBRE EL NUMERO DE SUMANDOS EN EL DESARROLLO DE C

Como se explico en el capitulo 1 de la pdgina 1, la anisotropia de la temperatura en una direccién del
espacio se desarrolla en funcién de los arménicos esféricos (sin introducir el término ¢ = 0, dado que
(AT/T,) = 0) de acuerdo a la expresion:

AT (9 (;5) ( Z Z ale'lm 9 ¢ (31)

=1 m=-1
Si se define un vector mapa de temperatura x de modo que x; = AT/T,(6;, ¢:), la matriz de correla-
cién C sera:

C

—~

xx)
[e o]

4
= <Z Z aémnm Z Z a(’m’n’m 0/ ¢/)>

=1 m=—¢ =1m'=—¢
Y4 A

= ZZ Z Z (lgmaZ/m/>ng(07¢)}/;m/(9/,(]5/)

(=10=1m=—Lm'=—{'

> CobutrSmm Yem (0, )Y (0, 0')

{=1m=—¢
[eS) 4

= 0 S Vin(0.0)Yi(0,8). (3.2)
(=1 m=—/{
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3 Estudio de la matriz de correlacion

Donde al hacer los promedios se ha utilizado que los arménicos esféricos se calculan en los mismos
puntos para todos los mapas y se ha utilizado que la invarianza rotacional del fondo c6smico conduce
a que los coeficientes ay,,, estdn descorrelacionados para valores diferentes de ¢ y m: (apma},,,) =

Cd00' Ormmy -

Utilizando el teorema de la suma de los arménicos esféricos (expresion 2.11), siendo #; = #(6;, ¢;) el
vector unitario que apunta en la direccién (6;, ¢;), se llega a:

Cij=). = CePuliit). (3.3)

En un caso realista, la suma en ¢ no se extiende hasta oo, sino que se llega hasta cierto /,,,4,, y N0
empieza necesariamente en ¢ = 1, sino en cierto Loninl.

En las tablas 3.1, 3.2 y 3.3 se muestran los rangos de la matriz C en diferentes resoluciones sumando

desde ¢ = 2 hasta el ¢,,,,,, de cada columna, calculados numéricamente?.

Umac 2 3 4 5
Rango 5 11 12 12

Tabla 3.1: Rangos en funcién de £qz €n Ngige = 1. La dimensién de la matriz es n = 12N fide =12.

Lrnaz 2 3 4 5 6 7 8
Rango 5 12 21 32 42 48 48

Tabla 3.2: Rangos en funcién de £z en Nsige = 2. La dimension de la matrizesn = 12 - 2% = 48.

lrnaz 2 3 4 5 6 7 8 9 100 11 12 13 14 15 16
Rango 5 12 21 32 45 60 77 96 117 140 165 186 192 192 192

Tabla 3.3: Rangos en funcién de laz en Nyige = 4. La dimension de la matrizesn =12 - 42 = 192.

En este capitulo se tratard de dar explicaciéon a la secuencia de rangos de las tablas anteriores y de
encontrar una expresién que permita relacionar el rango y £,,,q5 , en cualquier resolucién, con o sin
madscara. En la parte final se comparan las expresiones tedricas obtenidas con el rango resultante en
matrices calculadas numéricamente.

Teniendo en cuenta los nuevos limites de la suma, la expresién 3.2 sera ahora:

lmax

¢
C=(x')= Y Co D Yiul0,9)Y5, (0, ¢). (3.4)

t=Lpin  m=—L
En una pixelizacién de la esfera se trabaja con una serie de puntos #;, ¢ = 1...n, de coordena-
das angulares (6;, ¢;). Por otro lado, los arménicos esféricos, Yz, estan definidos por dos indices
que se pueden englobar en uno solo, p, haciendo la identificacién (¢,m) < p del siguiente mo-
do: (bmin, —lmin) < p = 1, (bmin, ~lmin + 1) < = 2, .o, (Upins bnin) < 1 = 2lpin + 1,

1Ademds de ¢ = 0, tampoco se suele introducir el término £ = 1, el dipolo. En la préctica no da cuenta de una propiedad
intrinseca del FCM, sino del efecto Doppler que se introduce al observarlo debido a nuestro movimiento respecto a este.
2En la seccién 3.3 se explica cémo se obtiene el rango y otros aspectos a tener en cuenta.
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3.1 Sobre el niimero de sumandos en el desarrollo de C

(i + 1, —Lppin, — 1) <> pp = 2L, + 2, etc. Como en los armonicos esféricos a cada ¢ le corresponden
varios m y los coeficientes del espectro de potencias solo dependen de /, con el cambio de indices se
tendrd, con £,5n, = 2, Cpi=1 = Cy=3, Cy—2 = Cy—o, ..., C=5 = Cy=2, C),—¢ = Cy—3, etc. En general,

C,=0Cy,,, cuandop=1,2,...,24p;, +1,C, = Cy,,.+1, cuando p = 2lyin + 2, . . ., 4 i, + 4, etc.
Asfi se puede escribir:
Yo (8i, i) = Y, (05, i) = Y, (3.5)
Lmax L
Cij= Y. Co > Yom(0i,00)Y5(05,05) = > Cu¥ui¥y, (3.6)
£=Llmin m=—{ Iz

donde (1 hace referencia a los indices del armoénico esférico e ¢ y j a los puntos en los que se calcu-
la.

Con esta notacioén la columna j-ésima de C, seréa:

Y1
Y2
C=> G| . |V (37)
P :
Yin
y la matriz C:
Yu,l Yu,l }/;5,1
C= Zu Cu : Y4 >, C : Yio .. >5Cs : Y(;*n . (3.8)
Yu,n Yu,n Yé,n

Como se han escrito las columnas de C como la suma de cierto nimero de columnas, el determinan-
te de C se puede desarrollar como suma de determinantes. Por ejemplo, desarrollando la primera
columna:

Y1 Y1 Y51
det(C) = C, det CoYE SO | Y o G| | Y,
K }/mn Yy,n Y6,n

Y desarrollando todas las columnas:

Y,u,l }/1/,1 Yé,l
det(C) = "> .Y CuC,...Cs det D D S D S
mevo Yin Yo Yin
entonces:

Yo Yo ... Ysi

Yo Yo ... Yso

det(C) =333 CuC, .. CsY Yy Y det ‘: : T (3.9)
w v § . . .
Yu,n Yz/,n ce Y&,n

De modo que el que se anule det(C) depende, en primera instancia, de lo que valgan los determi-
nantes genéricos del sumatorio:

Y1 Y1 ... Y5
Yoo Yio ... Yio

det | 77 2 (3.10)
Yin Yo ... Y5,
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3 Estudio de la matriz de correlacion

Si se calcula C sobre n puntos y se desarrolla x utilizando N arménicos esféricos, el nimero de
sumandos en los sumatorios anidados, combinaciones con repeticién de N elementos tomados de n
en n, es de N". La mayoria de los sumandos valdrén cero, puesto que habra muchos determinantes
en ese desarrollo con al menos dos columnas iguales, cosa que sucedera cuando haya dos indices
de entre 4, v, §, ... que tomen el mismo valor. Y, al contrario, solo podran ser distintos de cero los
determinantes que tengan todas las columnas distintas, para lo que se necesita que haya al menos
tantos valores de N como de n, es decir, es necesario sumar tantos armoénicos esféricos distintos como
el nimero de puntos con el que se trabaje.

Para ilustrar lo anterior, habra varios sumandos en los que u = 1y v = 1, se tendra:

Yl,l Yl,l A Yg,l
Y172 Y1,2 R Yg,g

det | _ A (3.11)
Yin Yinp ... Y5,

y ese determinante es cero, porque la primera y segunda columnas son iguales.

Sin embargo, si hay suficientes arménicos esféricos, el determinante con p = 1, v = 2, ..., 6 =

n:
Yl,l Y2,1 le
YLQ Y2,2 . Yn;)
det | . . , (3.12)
Yin Yan ... Yo,

puede ser distinto de cero, porque consta de n columnas distintas, ya que cada una de ellas se obtiene
con un armonico esférico distinto calculado sobre los n mismos puntos. Una matriz como esta consta
de n filas distintas, que consisten en los mismos n arménicos esféricos calculados sobre distintos
puntos, y las mencionadas n columnas distintas. Como las filas y las columnas son distintas entre
si, dentro de cada perspectiva de los elementos de la matriz, se cumple una condicién necesaria
para que su determinante no sea cero. Sin embargo pueden darse ciertas simetrias entre los puntos
y los armonicos esféricos que den lugar que haya combinaciones lineales entre ellas. Entonces, la
condicién necesaria (y no se puede afirmar que suficiente) para que la matriz C pueda ser invertible
es que haya al menos tantos armonicos esféricos en la suma de la expresién 3.4 como sea la dimensién
la matriz:

lmaz
> 20+ 1= 1+ lmaz + Lmin) (1 + Lmaz — bmin) = Crgy — Lo + 2lmaz +1 > 1. (3.13)

I=lmin

Como el rango de una matriz estd limitado por el nimero de filas y columnas linealmente indepen-
dientes, segiin hasta qué ¢,,,,, se sume en calculo de C, el rango de la matriz de correlacién con n
puntos estard acotado por la expresién:

Rango(lmaex) < min(n, 02, — 02, 4 2mae + 1). (3.14)

»Ymax min

Por ejemplo, en el caso Ny;q. = 4 de HEALPix, la expresion anterior predice los rangos que se mues-
tran en la tabla 3.4. Se observa que coinciden todas las columnas con las de la tabla 3.3, calculadas
numéricamente, excepto la correspondiente a ¢,,,,, = 13; esta excepcion se debe a la simetria de los
puntos de HEALPix.

Antes de pasar a estudiar el efecto de la simetria en los puntos se analiza el efecto del hecho de que
si hay algtin determinante no nulo en el desarrollo, habra otros n! — 1 no nulos.
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3.1 Sobre el niimero de sumandos en el desarrollo de C

Loz 2 3 4 5 6 7 8 9 100 11 12 13 14 15 16
Rango 5 12 21 32 45 60 77 96 117 140 165 192 192 192 192

Tabla 3.4: Rangos méximos en funcién de ¢pqz en Nsige = 4, de acuerdo a la expresion 3.13.

3.1.1. LA SUMA DE LAS CONTRIBUCIONES NO NULAS NO SE ANULA

Suponiendo que hay una combinacién concreta de valores para los indices p, v, ..., §, tales que
i # v #...#0,de modo que se tenga un determinante como el de la expresion 3.10, en cuya matriz
cada columna esté calculada en un armoénico esférico distinto y pueda no anularse, tampoco lo hardn
todos los determinantes de las matrices que se obtengan por permutacién de las columnas de este,
que tendran el mismo valor o su opuesto, dependiendo de que la permutacién sea par o impar. Por
lo tanto, por cada término no nulo habra otros que tampoco lo serdn, y la suma de todos estos, en
principio, puede anularse. En lo que sigue, se demuestra que no se anulan y se calcula la suma.

Se define e = (p, v, ..., d) como una eleccion concreta de n indices sin repeticién de entre N posibles,
y se introduce un cambio en el primer indice de los elementos de matriz Y,, ;, asociando a 1 el par
(I, m) que venia asociado a p, a 2 el par antes asociado a v, etc. De modo que, en definitiva, se cambia
pporl, vpor?2,...,y dado que los indices , v, ..., ¢ son distintos, § por n. Con lo anterior, siendo
P, el conjunto de todas las permutaciones de {1,2,...,n} y P; la forma candnica, se pueden definir
D¢ e Y, de la siguiente forma:

}/le Y,,’]_ e Y(5,1
YH-,Q YV,Q e Y(5,2
=det(Y®) = det ) : : (3.13)
Yp,,n Yu,n s Y‘s»" {m,v,...,6}
Yl,l Y271 . Yn,l
YLQ Y272 e Yn’Q
= det . . . (3.16)
Yl,n YQ,n s Y%" {1,2,...,n}

donde las llaves a la derecha de las matrices reflejan el sistema de indices en el que estdn indicados
sus componentes.

Con esta notacién se puede calcular con facilidad la contribucién S, del conjunto de los n! sumandos
correspondientes a las permutaciones de una eleccién e de n columnas de entre las N disponibles.
De acuerdo a la expresién 3.9, seré:

Se = Y (H Ci) (H vy )det YY)
oceP, \i=1
= (HC) Z (H ) Paridad(o)D
i=1 oEP, 1
= D° <H C’7> (H Yy > Paridad(o).
=1 Py,
Pero la expresién ) . p ([T, Y ;) Paridad(c) es la del determinante de una matriz de elementos

Yz*j Deshaciendo el cambio de 1nd1ces anterior, se tiene que los elementos de esa matriz son los
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3 Estudio de la matriz de correlacion

conjugados de la matriz Y*¢, utilizando que las operaciones determinante y conjugacién conmutan,
se tiene:

S. = D¢ <f[ c> det((Y*)®) = (Hc) det(Y®)* = D¢ (Hc) )* (3.17)

i=1 =1

= (ﬁ Ci> |D¢|?. (3.18)
i=1

Teniendo en cuenta que los términos del espectro de potencias (C; con los indices de la expresién
3.18, C; en general) son positivos, se encuentra que la contribucién de cada familia de n columnas al
determinante de C es cero, si son combinacién lineal, y real y positiva, si no lo son.

De modo que, cuando se cuenta con suficientes armoénicos esféricos, se pueden conseguir ciertas
colecciones de columnas linealmente independientes y cada una de las colecciones conduce a n!
sumandos en det(C) que dan lugar a un ndmero real positivo.

Por dltimo, el determinante de C se puede calcular como la suma de las todas contribuciones S, posi-
bles que se obtengan tomando n columnas distintas de entre N posibles, por lo tanto, siendo Cx, el
conjunto de las combinaciones de N elementos tomados de n en n sin repeticién, se cumplira:

det(C)=> S.= Y (]ﬁ[cm) |D7 2. (3.19)

oc€Cn,n \i=1

3.1.2. EL RANGO CUANDO HAY SIMETRIA EN LOS PUNTOS

Si los puntos en los que se calcula C tienen algtn tipo de simetria, es posible que se pierdan algunos
rangos, como ya se ha visto al comparar las tablas 3.3 y 3.4.

SienY ., (0, ¢) se hace el cambio de variable cos § = z, se obtiene Y ,,(z, ¢), y la funcién tiene simetria
par o impar segun sea el valor de £ cuando se cambia un punto de coordenadas (z, ¢) por su simétrico

(_Za¢ + ﬂ—):

)/Z,m(_zy ¢ + TI') = )/Z,m(zv d))v 14 par
n,m(_za (b + ﬂ—) = —Yé,m(za ¢)7 e impar (320)

En el caso de una matriz como la que aparece en la expresién 3.12, pero no cuadrada, por ejemplo
con solo ¢ = 1 y cuatro puntos, se tiene:

Yiim) Y)Y
Yi (i) YP(7) Yi() (3.21)
Yi i) YP(%) Yi() | '
Y)Y V()
Si los puntos son opuestos dos a dos, 7’3 = —7} y i’y = —7%, se encuentra que la matriz anterior es de
rangos dos:
yiim) o YP(m) o YR
1 1(7?2) Y10 (772) Yll (F2) (3 22)
—Yri ) YRR YR '
=Y (R) —YP(R) -V
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3.1 Sobre el niimero de sumandos en el desarrollo de C

Por ejemplo, en el caso Nyiq. = 1 de la pixelizacién Healpix se trabaja con 12 puntos simétricos dos

a dos. Segtin la expresién 3.13 del primer apartado, bastaria con sumar en C los arménicos esféricos

con ¢ = 2y { = 3 puesto que se tendrian desde -2 hasta 2 y desde -3 hasta 3, 5+ 7 = 12 columnas; con

eso se tendria una matriz 12 x 12, 12 filas porque se calcula sobre 12 puntos, y 12 columnas porque

se trabaja con 12 arménicos esféricos distintos.

Para escribir expresiones més manejables, definiendo ® como:

—2

Yy 2 ()

2,5

7 Y2_2(7;2)

Ym® : — Y2 (T3)
? S YRR
"6 Y, (i)

Y, 2 (7%)

se tiene que la matriz con 12 puntos y los arménicos esféricos con £ =2y £

Y2’nl ®

Y@

—

T

—

T12

R

6x5

—

(™) Y3(™)
(72) Y3 (72)
(73) Y3 (73)
(T1)  Y3(Fa)
(75) Y3 (75)
(76) Y3 (76)

it ®

Y ®

T12

Y5 (71)
Y5 (72)
Y5 (73)
Y5 ()
Y5 (75)
Y5 (76)

6x7

il

o

, (3.23)

!

oL

—~ o~~~ —~ —~
3 3y

w
NN NS NN N

S5 SR SR B O
putl

(3.24)

Considerando la simetria de los puntos dos a dos, ordendndolos de tal modo que se cumpla 716 =

—75, i = 1...6,la matriz anterior se convierte en:

Yo"t ®

Y@

! B~

-

6x5

6x5

_}gﬂ(g

—

T6

6x7

(3.25)

Sustituyendo la primera fila por una combinacién de la primera y la séptima: f; < 3(f1 + f7), y
en general f; + %( fi + fite), @ = 1...6 y haciendo el cambio, para la segunda mitad de las filas,

fi %( fi—e — fi), i =7...12,la matriz anterior se convierte en:

v

—

8]

—

T6

06X5

6Xx5

Y ®

Opx7

6x7

(3.26)

Y la matriz queda dividida en dos subespacios disjuntos, de modo que su rango serd la suma de los

de cada uno de ellos. En el primero est4 limitado por el niimero de columnas y en el segundo por el

ndmero de puntos. El rango de la matrizes 5 + 6 = 11.
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3 Estudio de la matriz de correlacion

En un caso general con n puntos y n arménicos esféricos, colocando los de ¢ par en las primeras
columnas y los impares en las columnas de la derecha, combinando y sustituyendo las filas segtin el
mismo esquema del ejemplo anterior, se obtendra de nuevo una matriz formada por cuatro bloques,
dos de ceros y otros dos cuyos elementos son los arménicos esféricos, pares o impares segiin el
bloque, calculados solo en la primera mitad de los puntos. El rango de cada bloque no puede pasar
de n/2 porque ese es el numero de filas, pero puede que no llegue a n/2 si no tiene suficientes
columnas diferentes, de modo que el rango de la matriz sera:

bmazs Lmagx

Rango(Uimaz) < min Z 20+ 1,n/2 | + min Z 20+ 1,n/2 (3.27)
=2 =2
£ par £ impar

Y esta expresion reproduce los rangos de las tablas 3.1, 3.2 y 3.3.

3.1.3. EL RANGO CUANDO SE APLICA MASCARA

Al utilizar una méscara se descartan ciertos puntos de la pixelizacién, de modo que, a una resolucién
dada, con méscara se trabaja con menos puntos que sin ella, entonces, las matrices son menores y se
necesita sumar hasta un ¢,,,,, menor, dado que el rango que se ha de alcanzar es mas pequefio.

Si se trabaja en el marco de la pixelizacion HEALPix, algunos de los puntos que pasen el filtro de la
mascara quedaran desparejados, de modo que ya no es aplicable directamente la expresién 3.27. Su-
pongamos que se trabaja a cierta resolucién y que se ha aplicado una maéscara. Se estara calculando
C en base a n puntos, de los cuales n. tienen su pareja simétrica y nq estin desparejados. Segtin lo
expuesto en el apartado 3.1, se necesita sumar al menos hasta cierto ¢,,,, que cumpla la condicién
3.13, con n = n. + ng. Dada la simetria de los n. puntos, se pueden hacer las mismas combinaciones
lineales que se describen en el apartado anterior sobre las filas correspondientes a los puntos simé-
tricos y obtener algunos ceros en esas filas. Si se suma hasta cierto ¢4, los nimeros de arménicos
esféricos con ¢ par, 47, e impar, 5%, disponibles seran:

Lmaz lmaz

Stisr =N "20+1, ST =N 20+, (3.28)
£=2 £=2
£ par £ impar

y, en general, si se suma hasta un ¢,,,,, suficiente, se tendré Sg“” + S;iisp > ne + ny. Por ejemplo, en
la pixelizacion HEALPix a Ny;q4. = 32 se trabaja con 12 N, 2

side

= 12288 pixeles y a esa resolucion la
mascara SEVEM? descarta 3015 pixeles y utiliza 9273, de entre los cuales hay 4425 pares de puntos
simétricos y 423 desparejados. Si se suma hasta ¢,,,, = 95, se obtiene Sgis? = 4559, Sf“p = 4653y
Sdisp 4 5457 — 9212, Como hay menos arménicos esféricos que puntos en la matriz, no sera regular.
Si se suma hasta {,,q, = 96, S*P = 4752, S — 4653 y Sdisp 4 S0P — 9405 > 9273, y ya es posible
que la matriz sea regular, salvo que las simetrias adicionales en los puntos introduzcan pérdida de
rangos.

Suponiendo que se ha sumado hasta ¢,,,,, suficientemente grande, tal que Sz‘f“” + S;iisz: > ne + ny,
se toma ahora una coleccién de arménicos, con cierto nimero de ellos con ¢ par, S, < Sg“p, y cierto
ntmero impar, S; < S{**”, y se construye una matriz cuadrada, de modo que S, + S; = n. + ng. Si se
realizan las mismas combinaciones lineales que en caso anterior con las filas correspondientes a los

3En la figura 2.1 se puede apreciar la méascara SEVEM a una resolucién mayor
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3.1 Sobre el niimero de sumandos en el desarrollo de C
puntos simétricos emparejados de la matriz resultante, quedaré:
par
(ne/2XSp) O(n./2x5:)

Om.s2xs,)  Yntaxsy |- (3:29)

par impar

(naxSp) Y(ndXSi)

donde, por ejemplo, Y(p::: J2xs,) Tepresenta un bloque de n./2 filas y S, columnas cuyos elementos
son los arménicos esféricos de ¢ par calculados sobre la mitad independiente de los puntos simétri-
cos. S5i S, < ne/2, cada una de las primeras n. /2 filas de la matriz tiene menos elementos no nulos,
Sy, que filas hay en el bloque, de modo que han de ser combinacién lineal entre si y el determinante
de la matriz global es cero. El mismo razonamiento se puede aplicar a las filas a las que pertenece el
bloque Yz;’ﬁ‘;’; s,)- Por lo tanto, para que la matriz de la expresién 3.29 pueda ser invertible se ha de
cumplir:

Sp >ne/2, Si>ne/2, (3.30)

a cuenta de la simetria en los puntos, y
Sp+5; = ne + na, (3.31)

con cardcter general, para que haya tantos arménicos esféricos distintos como el tamafio de la ma-
triz.

Las expresiones anteriores establecen las condiciones que nos permiten encontrar el valor de £,,,q4
minimo necesario para que la matriz sea regular en un caso con simetrfa y con mascara.

Por ultimo, se puede afrontar el célculo del rango de la matriz, dados su tamafio, el nidmero de
puntos simétricos, el de puntos sin pareja simétrica y el ¢,,,, elegido. Una vez que se han hecho
las combinaciones lineales oportunas ya mencionadas anteriormente sobre las filas correspondientes
a puntos con pareja simétrica (dando como resultado una matriz como la de la expresién 3.29), se
puede calcular una cota superior del rango de la matriz sumando el rango de cada uno de los tres
bloques en los que queda dividida. El superior, formado por n./2 filas, con un maximo de S, ele-
mentos no nulos en cada una, tiene rango maximo min(n./2, S,); el bloque central, con las mismas
filas que la anterior y maximo de S; elementos no nulos, de rango méaximo min(n. /2, S;). El tercer
bloque esta formado por ng filas, y como esas filas no participan de las combinaciones lineales con
las que se construyen los bloques de ceros en las zonas de arménicos esféricos pares e impares en
las filas correspondientes a puntos con pareja simétrica, se puede estudiar su contribucién al rango
desde la perspectiva de la matriz inicial, antes de las combinaciones lineales. Si se tiene en cuenta que
la primera condicién para que la matriz sea regular es que haya al menos tantos arménicos esféricos
distintos como puntos en la matriz, y que, por lo tanto, se puede calcular la contribucién al rango
de las ultimas filas en términos de cudntos armoénicos distintos no usados les quedan disponibles, se
puede concluir que el rango de la tercera parte de la matriz serd min(ng, L), siendo L el nimero de
armoncios libres, L = max(0, Sgi”’ —n¢/2) + méx(0, S;“sp —n¢/2). Por lo tanto, sumando hasta ¢,,,4,,
y con una matriz con n. y nq puntos, el rango serd como maximo:

Rango(pay) < min(n./2, Sz“p) + min(n./2, Sidi’Sp) + min(ng, L) (3.32)

con Sgisp y Sf“”, los de la expresion 3.28. Por ejemplo, de nuevo con la mascara SEVEM, con {0, =
96, como SisP = 4752, 5450 — 4653y ng/2 = 4425, quedan libres 327 armoénicos esféricos pares y 228
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3 Estudio de la matriz de correlacion

impares, de modo que hay colocar en arménicos pares entre un minimo de 195 puntos desparejados
por la médscara y un maximo de 327.

La expresion 3.32 generaliza las expresiones 3.14 y 3.27. Se comprueba en un caso sencillo, con 32
puntos y £e; = 5. Con esa £y,4,, Sz‘)ﬁsl' =14y 5;12'517 = 18. Si a partir de los 192 puntos de la
resolucién Ny;qe = 4 de HEALPix se toman los 16 primeros y se afiaden esos mismos 16 puntos
con todos los signos de sus componentes cambiados, se tienen 32 puntos simétricos dos a dos. La
expresion 3.32 predice que el rango es 30 y, efectivamente, al comprobarlo se encuentra que es 30.
El rango es 30 porque hay 16 puntos independientes, 18 arménicos impares y 14 pares: todos los
puntos estdn cubiertos por los arménicos impares, pero no hay suficientes pares, 16 + 14 = 30. Si se
toman los 17 primeros puntos y se afiaden los opuestos de los 15 primeros, se tienen 32 puntos, con
15 parejas y dos desparejados. El rango teérico es 31, y coincide con el que se encuentra al calcularlo.
La contribucién de la zona par de la matriz es 14, la de la impar es 15 y la de las dos filas de puntos
desparejados es 2. Si se toman los 18 primeros puntos y se afiaden los inversos de los 14 primeros, se
tienen 32 puntos con 14 parejas. El rango tedrico es 32, 14 de la zona par, 14 de la impar y 4 de las 4
ultimas filas, y coincide con el calculado.

3.2. EL RUIDO EN C REGULARIZA LA MATRIZ

Si se considera que la medida de los mapas de temperatura reales, la sefial, s, viene acompariada de
un ruido, n, obtenemos el mapa de temperatura medido: x = s + n, con x de media cero. La matriz
de correlacion sera:

C = (xx') = ((s +n)(s + n)") = (ss') + (sn’) + (ns’) + (nn"). (3.33)

En el caso mds usual se dan ciertas condiciones que simplifican notablemente la expresién anterior:
si el ruido estd descorrelacionado con la sefial, los términos cruzados promedian cero; ademads, si el
ruido no estd correlacionado punto a punto, la matriz correspondiente al tltimo elemento, (nn*), es
diagonal, con la varianza del ruido en cada pixel en los elementos no nulos. Sumando desde /s,
hasta cierto £,,4, la expresion 3.3 se convierte en:

o
mes 991 B
Cy =Cj+Ny= g CePu(Firs) + 0y, (3.34)
=lin

donde C? es la matriz de correlacion de la sefial, y N, con N;; = o? di;, es la matriz del ruido.

Como cada una de las columnas de la matriz C es la suma de dos columnas, si se desarrolla por
columnas su determinante, como se hizo en el apartado anterior, se llega a una expresién en la que
aparece la suma de 2" determinantes. Uno de ellos tendré solo las columnas de C?, y serd nulo o
positivo en funcién de hasta dénde se haya sumado en ¢; otro tendra solo las columnas de N, y
serd el determinante del ruido, que es positivo. El resto seran determinantes de matrices formadas
en parte por columnas de C* y en parte por columnas de N, que se pueden reordenar llevando los
términos del ruido a las primeras filas y columnas, y calcular desarrolldndolos por los adjuntos de
las columnas. La contribucién al determinante de la parte correspondiente al ruido es el producto
de las varianzas en la diagonal, y resulta positiva; y la de la parte correspondiente a C® es la de
una matriz anéloga a la propia C?, pero calculada sobre un subconjunto de puntos, de modo que su
determinante es, de nuevo, cero o positivo. Asi que se tiene que los sumandos de los determinantes
del desarrollo son nulos o positivos, y hay al menos uno (el del ruido) no nulo. Por lo tanto, si se
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3.3 Comparacién entre resultados teéricos y numéricos

introduce ruido, el determinante de C es positivo y mayor que el de C°. El ruido regulariza la matriz
C?, si esta no lo es, y la hace mds regular, si cabe, si ya lo es.

En la préctica, el ruido instrumental que se introduce en la medida de la temperatura de FCM es des-
preciable. Sin embargo, se puede utilizar lo estudiado anteriormente para introducir ruido artificial
en el mapa que ayude a regularizar el problema. En este sentido, es necesario encontrar el nivel de
ruido minimo con el que se consigue este efecto numéricamente, porque no se quiere introducir mas
del necesario, ya que degrada los datos.

3.3. COMPARACION ENTRE RESULTADOS TEORICOS Y NUMERICOS

En este apartado se contrastan los rangos que predicen las expresiones teéricas deducidas anterior-
mente con los encontrados en matrices calculadas numéricamente. Se utiliza un programa de calculo
simbolico, Mathematica en este caso, que permite determinar el rango de una matriz mediante la
funcién MatrixRank. Como se verd a lo largo del apartado, los errores numéricos originados por los
calculos en coma flotante conducen en determinadas circunstancias a que se determinen rangos infe-
riores a los reales de las matrices. Para analizar esta cuestion, se recurre también al calculo simbélico,
dado que permite trabajar con expresiones exactas. En los casos en los que los célculos con expresio-
nes de ese tipo se vuelven imposibles, se las puede transformar en valores numéricos con el niimero
de decimales exactos que se desee, calcular con diferentes precisiones y estudiar de este modo el efec-
to de los errores numéricos. Por otro lado, aunque a efectos practicos el espectro de potencias juega
un papel fundamental en el célculo de C, el que la matriz sea regular no depende de este —salvo que
que los coeficientes sean cero— como se observa en las expresiones del determinante, 3.9 y 3.19, y
en las que acotan el rango méximo de la matriz. Por esta razén, los célculos directos del rango con
Mathematica se realizardn con un espectro de potencias en C, Cy = 1, para todos los valores de ¢. Este
no es el caso de mds interés cosmolégico, pero es la forma de centrar el andlisis de la regularidad de
C en el tinico aspecto del que tedricamente depende, ¢, , dando, ademas, el mismo peso a todos
los armoénicos esféricos en el desarrollo de C.

Para completar el enfoque anterior, se estudiara con el lenguaje de programacién Fortran como afec-
tan al rango /.4, y €l ruido introducido a la matriz C, calculandola en el caso realista, con los coe-
ficientes B} que se introducen en el apartado 2.3, utilizando para el espectro de potencias el oficial
de la misién Planck?. Una vez que se tiene C, con llamadas a subrutinas de librerias de calculo al-
gebraico, se calcula C~! y |CC™1|. Se caracterizara lo regular que resulte C por la medida en que el
determinante se diferencie de 1.

En el resto del apartado se muestran los resultados obtenidos con esas técnicas. Con el programa
escrito en Fortran, en el que se utilizan subrutinas de la libreria ScaLAPACK para los calculos matri-
ciales, ejecutado en el supercomputador Altamira, y con Mathematica, sobre un ordenador personal.
Se estudia en qué medida la inversa de C estd bien estimada, y directamente el rango de C con la
funcién MatrixRank de Mathematica.

4El espectro de potencias utilizado se puede observar en toda una serie de graficas en el capitulo siguiente, como por ejemplo
la de la figura 4.3. A diferencia del mostrado en 1.2, en este trabajo solo se utiliza hasta £,,a = 128, correspondiente al
maximo £ a la resolucion Ny;q. = 32, que es, a su vez, la mdxima a la que se calcula en este proyecto (matrices de 12288
filas).
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3 Estudio de la matriz de correlacion

3.3.1. CASO EN EL QUE NO HAY SIMETRIiA EN LOS PUNTOS

Por ejemplo, tomando una coleccién de 192 puntos aleatorios sobre la esfera y calculando C con
coeficientes Cy, sumando desde ¢ = 2 hasta cierto ¢4, se encuentran los rangos que aparecen en la
tabla 3.5. Se observa que los célculos en coma flotante a la precisiéon por defecto de la maquina (16
decimales) producen resultados incorrectos. Si se aumenta la precisiéon en los valores numéricos de
partida (20, 30 y 40 decimales), los rangos de C se acercan a los tedricos.

. | 23 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Rango Teoria | |5 12 21 32 45 60 77 9 117 140 165 192

Maquina | 5 12 21 32 45 57 68 78 89 99 109 117
Rango 20 |5 12 21 32 45 58 68 78 93 103 110 124
segiin 30 |5 12 21 32 45 60 77 9 117 133 147 164
decimales 40 |5 12 21 32 45 60 77 96 117 140 165 192

Tabla 3.5: Rango de la matriz de correlacién en funcién de £,4. en el caso de 192 puntos sin simetria.
Se observa que los valores numéricos se acercan a los teéricos descritos por la expresién 3.13 a
medida que aumenta la precisién de los célculos en coma flotante

3.3.2. PUNTOS CON LA SIMETRiA DE HEALPIX

Los puntos de HEALPix son simétricos dos a dos. Para un ntimero dado de puntos, es necesario
sumar maés lejos en £,,,,, que en el caso en el que no hay simetrfa. El valor de /,,,, necesario se puede
encontrar, dado n, con la expresién 3.27. En los siguientes apartados se estudia la concordancia entre
los valores obtenidos en la préctica y los predichos por esa expresion.

Caso N4 = 4

A esa resolucién la matriz tiene un tamafio 192 x 192 y de acuerdo a la expresién 3.27 es necesario
sumar hasta ¢ = 14. Si se prueba sumando hasta un valor de /,,,, inferior al que en teoria se necesita,
por ejemplo, ¢,,,, = 13, se encuentra, llamando, para abreviar, d = det(CC™1), d = co. En el caso en
el que se calcula C sumando hasta 14, se obtiene d = 0,999999999991914. De modo que en este caso
se cumple la expresién y no hay desviaciones debidas a errores numéricos.

Caso Niq. = 8
En este caso hay que sumar hasta ¢ = 28. Si se prueba sumando hasta 27, se encuentra d = oo, y

sumando hasta 28, d = 0,999998495721473. Un resultado correcto, pero mas alejado de 1 que en el
Nyiqe anterior.

Caso N4 = 16

A esta resolucion se observan aparentes discrepancias entre los valores tedricos y los numéricos. En
la tabla 3.6 se muestran los datos en la zona en la que la matriz se vuelve regular. En la segunda fila
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3.3 Comparacion entre resultados tedricos y numéricos

aparece el rango de C para cada ¢,,q, de acuerdo a la expresién 3.27, en la tercera, el rango encontra-
do por Mathematica cuando se calcula C con la precisién de la maquina. El error numérico hace que
los dltimos sumandos no incrementen el rango de la forma esperada y es necesario sumar un poco
mas lejos para que la matriz sea regular; ademds, sorprendentemente produce rangos numéricos mas
altos que los tedricos en las seis primeras columnas. En la figura 3.1 se muestran los rangos teéricos
y numéricos para valores de ¢,,,, hasta 64.

lrnaz 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55
Rango teoria 2112 2205 2300 2397 2496 2597 2700 2805 2912 3018 3072
Rango Mathematica 2116 2209 2304 2401 2500 2600 2700 2798 2876 2929 2791

Tabla 3.6: Rangos tedricos y numéricos a la precision de la maquina (16 decimales) en el caso Ngige = 16

en la zona limite en la que la matriz se hace regular.

Rangos a Ngjge= 16

3072

2500

2000

Tedrico
1500 -

Rango

Numérico

1000 -

500 -

L L L L L P
2 10 20 30 40 50 60 64

Figura 3.1: Rangos te6ricos y numéricos, calculados con la precision estandar, en el caso Nsiqe = 16 en

funcién de limaz -

Se puede comprobar que las discrepancias en los rangos son un efecto numérico. En el caso de las
seis primeras columnas de la tabla, repitiendo los célculos con una precisién de cien decimales, se
recuperan los rangos tedricos. Calculando C sumando hasta 55 con una precisién de hasta cien deci-
males, se encuentra un rango 3066; y sumando hasta 56, ya se alcanza el rango 3072 a esa precision.
Es de esperar que si se calcula con mas precision se obtenga el rango méaximo con £, = 55.

Como lo que interesa con fines précticos es calcular con Fortran, se estudia este caso con ese lenguaje.
En la tabla 3.7 se muestran los valores del determinante en funcién de ¢,,,, . Se observa que es
necesario sumar al menos hasta { = 61. Ademads, se aprecia como en general el determinante se
acerca mas a 1 cuanto mas lejos se sume en /.

lmaz 55 56 57 58 59 60 61
d 0 0 0 0 216107%% —1,1110% 0.99998929547683
lmaz 62 63 64
d 1.00000001629208  1.00000000000143  0.99999999999104

Tabla 3.7: Prueba de regularidad de C en el caso Ng;qe = 16 para diferentes valores de ;4. realizada con
Fortran.
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3 Estudio de la matriz de correlacion

3.3.3. PUNTOS CON LA SIMETRIiA DE HEALPIX Y CON MASCARA

En el caso N;qe = 8la pixelizacion consta de 768 puntos. La mascara SEVEM elimina 154 y se trabaja
con 614, de los cuales 590 forman 295 parejas de puntos simétricos y 24 son puntos sin compafiero
simétrico. En la tabla 3.8 se muestran los rangos en funcién de ¢,,,q,. En todos los casos coincide
el rango segtin la expresién 3.32 y el encontrado por Mathematica calculando con la precisiéon de la
maéquina.

lrmac 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Rango 5 12 21 32 45 60 77 9 117 140 165

lmaz 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
Rango 192 221 253 285 329 357 396 437 480 525 572 614

Tabla 3.8: Rango de la matriz C con la madscara SEVEM a Ni4. = 8 en funcién de #p,q.. Solo aparece una
fila de rangos porque el rango teérico y el numérico coincide en todos los casos.

En el caso Ng;qe = 16, la méscara selecciona 2452 puntos. Hay 2364 puntos en 1182 parejas de puntos
simétricos, y 88 desparejados. Ahora los errores numéricos introducen pérdida de rangos, como se
muestra en los resultados de la tabla 3.9, en la que se han calculado los rangos con la precisién de la

maéquina.

lUmaz 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
Rango tedrico 1677 1760 1845 1932 2021 2112 2205 2300 2397 2452 2452
Rango Mathematica 1677 1760 1845 1932 2021 2112 2202 2280 2339 2381 2413

Tabla 3.9: Rango de la matriz C con la mdscara SEVEM a Nyijse = 16 en funcién de £yq.. Los célculos
numéricos estan hechos con la precision de la maquina. Los resultados segtin la teoria y los
encontrados numéricamente no coinciden en varias £,,q,, se debe a los errores en el célculo

numeérico.

Para comprobar si la discrepancia en los rangos en las tltimas columnas de la tabla 3.9 se debe a un
fallo en la expresién 3.32 o a errores numéricos, se ha calculado C numéricamente con una precisién
de 100 decimales y buscado su rango en los casos en los que se suma hasta 48 y hasta 49, se han
encontrado los rangos 2397 y 2452, respectivamente; de modo que parece que las discrepancias se

deben a errores numeéricos.

3.3.4. RUIDO EN LA DIAGONAL DE C

De acuerdo a lo desarrollado en la seccién 3.2, el ruido regulariza la matriz, pero como se ha visto
en apartados anteriores, los errores numéricos introducen desviaciones respecto de la teoria. Es de
esperar que en este caso el ruido a partir de cierto nivel regularice la matriz, y que por debajo de
cierto valor, esa propiedad quede borrada por los errores de célculo.

A la resolucién Ng;q. = 1 la matriz C es lo bastante pequefia como para que se pueda calcular de
forma exacta su determinante. Si se calcula sumando hasta ¢ = 3, el determinante es cero y el rango
11. Al afadir a esa matriz C una matriz de ruido con o2 en la diagonal principal y cero en el resto
de los elementos y calcular el determinante de la suma, se encuentra un polinomio de grado 24 con
todos los coeficientes positivos, con solo potencias pares de ¢ y sin término independiente. Como
a2 > 0, el determinante no es cero.
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3.3 Comparacion entre resultados tedricos y numéricos

Sumando hasta ¢ = 4 y afiadiendo ruido de la misma forma, el determinante es un polinomio como
el anterior, pero con término independiente. No es nulo, independientemente del valor del ruido, y

mayor cuanto mayor es el ruido.

Como el comportamiento anterior es independiente del tamarfio de la matriz, es de esperar que suce-
da lo mismo en todas la resoluciones, y la tinica cuestion es el valor del ruido minimo necesario para
que no sea disuelto por los errores numéricos en los célculos en coma flotante.

En la figura 3.2 se muestra en el eje de ordenadas el resultado de la expresién —log |(1 — |C,,C, ||,
que da la medida del orden de la cifra decimal en la que el determinante de C,,C,, ! se diferencia de 1,
calculado con un programa escrito en Fortran para diferentes N,;q4. y diferentes ruidos. En todos los
Njiqe se ha calculado C sumando hasta £, = 3Nsqe, que estd por debajo del 4,4, que tedricamente
hace regular la matriz. Se ha afiadido un ruido a C, sumando a los elementos de su diagonal un
término proporcional a su propio valor, medido mediante una potencia de diez, de exponente f,,
factor ruido; es decir, se ha construido C,, = C + diag(109Cy;). En el eje de abscisas se muestra el
coeficiente del ruido, f,, de signo negativo.

Efecto del ruido en C

o
T

—log|1-IC.C, 7'l

o
T

- 32

L L L L I

. .
-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0

Exponenente Factor ruido

Figura 3.2: Medida de la cifra decimal en la que aparece la diferencia entre el determinante del producto
C,C;! y 1 para diferentes N;qe en funcién del ruido introducido en la diagonal. Los ntiimeros
4, 8, 16, 32 de la leyenda indican los Nsiqe para los que se ha calculado. Para cada N;ae, la
linea comienza en el ruido a partir del que el programa obtiene un valor numérico para el

determinante.

En el caso N4 = 32 se obtuvo el valor Infinity para el determinante cuando f, = —12; lo mismo
sucedi6 en Ng;q. = 16, pero con f,. = —13; en el caso Ny;q. = 8 sucedi6 para f, = —14. En Ngiqe = 4,
con f, = —14, se obtuvo un valor numérico 0.960630068193522. De modo que se encuentra que segin
el Nsi4e hay un valor minimo del factor ruido a partir del cual se pueden hacer calculos y crece con
el tamafio de la matriz. En la gréfica se observa cémo disminuye con el ruido la discrepancia entre el
valor tedrico del determinante y el valor obtenido en el cdlculo. Ademads se observa que en términos
generales cuanto méas pequefo es el N4, la linea va un poco mas alta, lo que significa que se calcula
mejor. Al ajustar a una recta cada linea, se obtuvieron los valores de la ordenada en el origen: 15.2,
14.5,14.3 y 13.7 para los N;qc 4, 8, 16 y 32, respectivamente.

En la figura 3.3 se muestran resultados andlogos a los del caso anterior, pero esta vez habiendo calcu-
lado C sumando en cada N;q4. hasta el l,,,, minimo para que de acuerdo a la expresién 3.27 resulte
regular; £,,q, =14, 28,55y 111 para los Nyq. = 4, 8, 16 y 32, respectivamente.

En la gréfica se observa que en el caso Ns;q. = 4 el ruido afecta muy poco al valor del determinante,
se debe a que sumando hasta ¢ = 14 a esa resolucion la matriz también es regular incluso en el calculo
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Efecto del ruido en C

—a

-8

-log|1-|C,C, ™|

- 32

L e S S S RS S

-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0

Exponente Factor ruido

Figura 3.3: Cifra decimal en la desviacién del determinante en el caso en que se calcula C sumando en /
hasta el valor minimo para que sea regular de acuerdo a la expresién 3.27 para diferentes N;qe.
Los ejes y las leyendas representan los mismos conceptos que los de la figura 3.2.

numérico. En los otros Nj;4.e €l ruido sigue siendo importante y determina de forma significativa la
cifra decimal en el error. Se debe a que se estd trabajando en un caso tan limite en ¢,,,, que los errores
numéricos hacen la matriz singular.

En las gréficas de la figura 3.4 se muestra para cada N4 la comparicién del efecto del ruido en los

dos ¢,,., anteriores.

Efecto del ruido en C - Ngjge= 4 Efecto del ruido en C - Ngjge= 8
15 14
= = 12
T T
S 10 g 10
S — 12 o 8 — 24
- - 6
l_g) 5 — 14 g 4 - 28
[ [ 2
0 0
-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0
Exponente Factor ruido Exponente Factor ruido

Efecto del ruido en C - Ngigo= 16

Efecto del ruido en C — Ngjge= 32

14
12

T T

g " Q

g 8 —— 48 g — 06
< 6 -

S 4 —— 55 E — 111
[ 2 ]

0 0
-2 -10 -8 -6 -4 -2 0 -2 -10 -8 -6 -4 -2 0
Exponente Factor ruido Exponente Factor ruido

Figura 3.4: Resultado del determinante en cuatro resoluciones y dos /.4 en cada resolucién.

En las dos primeras resoluciones se observa cémo claramente la linea en la que se ha sumado mas
lejos va por encima de la otra, de modo que a mismo ruido introducido, el valor del determinante
es mejor si £y,q, €s mayor. Sin embargo, en las gréficas correspondientes a las dos resoluciones mas
altas se aprecian lineas que se cruzan y superponen, como el efecto del ruido es semejante, pese a
que dentro de cada resolucién estan calculadas con distinto ¢, , las matrices han de ser semejantes.
Eso significa que antes de introducir el ruido todavia estdn algo lejos de ser regulares.

En la figura 3.5 se muestra en el caso de la resolucién Ny;q. = 16 con mas detalle el efecto de la com-
binacién ruido y ¢4, . Se observa que las matrices producen mejores resultados cuanto mds lejos
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3.3 Comparacion entre resultados tedricos y numéricos

se haya sumado en ¢. Los resultados también mejoran al introducir ruido, pero si se ha sumado lo
bastante lejos, el ruido pierde relevancia. Las matrices en las que se ha sumado hasta 62 y 64 son
regulares sin necesidad de introducirlo, pero tiene mds efecto en la primera, de la que se puede decir
que es regular menos robustamente. Las otras tres matrices, sumando hasta 48, 55 y 60, no son regu-
lares sin ruido y son mds sensibles a este. En definitiva, se observa que la cuestiéon de la regularidad
de una matriz, que en el plano tedrico es cualitativa, al resolverla con célculos numéricos se trans-
forma en un aspecto cuantitativo, y se alcanza gradualmente. En un caso practico se puede medir
la regularidad de la matriz, por ejemplo, con la técnica del determinante y al utilizarla para hacer
célculos de interés, dado que no se puede trabajar en términos de si o no al hablar de regularidad,
imponer cierta cota minima de error en el criterio de decisién para cuantificar lo cualitativo, que se

podra alcanzar con varias combinaciones de ¢,,,, minima y ruido.

Efecto del ruido en C
T T

60

~log|1-IC,C, |

L e e e e S s B e

-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0

Exponente Factor Ruido

Figura 3.5: Efecto del ruido en el caso Ny;qe = 16 en matrices calculadas con diferentes ¢,,q -
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CAPITULO 4

VALIDACION DEL METODO QML

En este capitulo se somete a prueba el método en diferentes situaciones, aplicdindolo sobre una colec-
cién de mapas simulados de espectro de potencias conocido. Se probara en casos con y sin méascara,
con y sin ruido, y con mdscara y ruido combinados. En cada prueba se obtienen varios elementos
de andlisis: la colecciéon de valores medios de los coeficientes del espectro de potencias, que QML
encuentra aplicado en cada uno de los mapas y que se puede comparar con el espectro utilizado
para simularlos; dos formas de los errores en los coeficientes, desviacion estdndar sobre los valores
encontrados y covarianza tedrica (expresion 2.10), que en los casos en los que se calcula sobre todo el
cielo se comparan con la varianza césmica y, en su caso, con la desviacién estandar de los coeficientes
correspondientes al pseudo-espectro estimado por HEALPix; la lista de escalares x*C~'x, calculados
sobre cada uno de los mapas x, que se compara con una distribucién x?; el valor de |C~1C] y, por
altimo, la funcién ventana y la mezcla de coeficientes reales en coeficientes estimados, que permite
analizar el efecto de la méscara y encontrar el £ limite hasta el que se puede calcular.

Los mapas se simulan con HEALPix, que puede generar mapas de temperatura a partir de un espec-
tro de potencias. Dados los coeficientes Cy, genera aleatoriamente coeficientes ay,, gaussianos y de
media cero, y a partir de estos, el mapa con el que se corresponden de acuerdo a la expresién 1.2. La
pixelizacién de la esfera introduce una limitacién en la simulacién de mapas: a cada resolucién hay
una distancia angular minima entre los pixeles (la que se da entre los vecinos més cercanos), por lo
tanto, hay un limite en la escala de variacion angular minima que puede registrar la pixelizacién a
cada Nj;q4e. En HEALPix se recomienda no simular mapas con términos en el espectro de potencias
con ¢ > 3Ng;q.. Aunque puede hacerse, sabiendo que no se generardn mapas que se ajusten del todo
al espectro de potencias simulado en los £ altos.

De acuerdo a la teoria, la lista de valores x!C~!x sigue la distribucién x? con tantos grados de libertad
como la dimensién del problema (ntimero de pixeles). Este criterio y el de |C~1C| no nos hablan del
método QML exactamente, sino de la calidad de C y los cédlculos, el segundo, y sobre la consistencia
entre los mapas y la matriz C tal como se ha calculado, el primero.
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4 Validacién del Método QML

4.1. CASO SIN MASCARA Y SIN RUIDO
La primera prueba se realiza a la resolucién N;4. = 16, sin mdscara, sobre 2000 mapas simulados
utilizando HEALPix, sin ruido. Los mapas y C se simulan y calcula con l;,,q, = 64, un valor mds alto

que el recomendado por HEALPix a esta resolucién, pero necesario para que C sea regular y el test
x? pueda resultar positivo. Se obtiene |CC™!| = 1,00058055671168.

En la figura 4.1a se muestra el histograma de x'C~'x, que se espera se corresponda con el de una
distribucion x? con un namero de grados de libertad igual a la dimension del problema, 3072. El test
de Kolmogorov-Smirnov sobre esta cuestién da como resultado que no se debe rechazar la hipotesis
de que los valores corresponden a esa distribucién®. En la figura 4.1b se muestra la funcién ventana
para diferentes valores de /. Como no hay méscara, el andlisis se hace sobre toda la esfera, y no hay
mezcla de coeficientes en las escalas grandes. A medida que ¢ se hace mayor, la escala de andlisis es
maés pequefia, como el grado de pixelizacién elegido no permite analizar con precisién por debajo de
ciertas escalas, los coeficientes correspondientes a ¢ grande resultan mezclados, como se observa en
los pesos de los Dy sobre (Dy) en los casos £ = 50y £ = 602, debido al aliasing.

Test x2 - Sin mascara

Funcién ventana - Sin mascara
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(a) Histograma de los resultados del célculo
x'C~!x sobre los 2000 mapas simulados. El
test de probabilidad indica que se debe acep-
tar la hip6tesis de que esos datos pueden cons-

(b) Varias Funciones Ventana en un caso sin mas-
cara sumando en C hasta ¢,,.. = 64. Se mues-
tra la funcién para los siete valores de £ dados
en la leyenda.

tituir una muestra de 2000 elementos produci-
dos por una distribucién x* de 3072 grados de
libertad.

Figura 4.1: Histograma y funcién ventana

En la figura 4.5a se muestran los resultados encontrados por HEALPix a partir de los coeficientes a,
calculados por el método de la transformada, expresién 1.3. Se observa que se recuperan con mucha
precision los coeficientes a ¢ bajo, pero introduce mucho error a partir de ¢ 2 30.

En la figura 4.2 se muestra la gréafica de cuatro formas del error en el espectro de potencias: varianza
coésmica, error tedrico en QML de acuerdo a la expresion 2.10, desviacion estandar sobre los 2000
coeficientes de QML y desviacion estindar de HEALPix. De nuevo se observa concordancia a ¢ bajo,
HEALPix se desvia primero, los errores del método QML se mantienen en el limite impuesto por la
varianza césmica hasta casi £ = 50 y en todos los / el error encontrado en la simulacién coincide con
el error tedrico predicho por el método.

IPara que el test dé un resultado positivo se necesita que la matriz C sea lo bastante robusta como para que resulte regular
en el calculo numérico y que los mapas y la matriz estén simulados y calculados con el mismo espectro de potencias. En
caso de introducir ruido, tiene que ser el mismo en C y en los mapas.

2Ver secci6én 2.3
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4.1 Caso sin mdscara y sin ruido

Errores relativos - Sin méascara
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Figura 4.2: Comparativa de errores en la estimacién del espectro de potencias: desviaciones estdndar de
los coeficientes resultantes a partir de 2000 simulaciones, prediccion teérica del método QML y
limite de la varianza césmica.

En la figura 4.3 se muestran los resultados del QML hasta { = 64. Se observa un alto grado de
concordancia y que los errores en los coeficientes estdn dentro del limite impuesto por la varianza
césmica hasta casi ¢ = 50. Ademads, como en este caso se ha calculado con informacion obtenida sobre
la esfera completa, la desviacién y el error en £ es pequerio hasta ¢ = 40, a partir de ahi las posiciones
horizontales de los coeficientes del espectro de potencias se empiezan a confundir. A partir de £ = 50
el error en los coeficientes supera los limites de la varianza césmica. El exceso de error se debe a
que no hay suficiente informacién en los mapas a £ > 3N,;q4. por el problema del limite en la escala
de variacién minima que admite una pixelizacién, este fenémeno también afecta a los resultados de
HEALPix, figura 4.5a, apareciendo antes.

Resultados QML - Sin mascara
T T T

2000

1500

D, (uK?)
4

1000

500 - - B

Figura 4.3: Resultados QML en el caso sin mdscara y sin ruido. Los puntos azules representan los coeficien-
tes del espectro de potencias encontrados por QML; las barras de error verticales, la dispersién
en los coeficientes sobre los 2000 mapas; las barras horizontales, el error en la determinacién de
£ en cada coeficiente. La linea de color rojo representa el espectro de potencias que se ha simu-
lado en los mapas. Las lineas naranjas muestran los limites en el error a causa de la varianza
cOsmica.
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4 Validacién del Método QML

4.2. CASO CON MASCARA ECUATORIAL

La siguiente prueba se realiza a la misma resolucién que en el caso anterior, sin ruido y aplicando
una maéscara de 30° respecto a la zona ecuatorial, descartando todos los puntos de la pixelizacion
que estdn a una distancia inferior a 15° del ecuador. En un caso préictico una mascara de este estilo
puede ser ttil para quitar la contaminacién en el plano de la galaxia. A la resolucién de trabajo,
Ngige = 16, hay 3072 puntos en la pixelizacién. Al aplicar la méscara el nimero de puntos ttiles
se reduce a 2240. Como hay que alcanzar un rango menor que en el caso sin mdscara, se puede
sumar hasta un valor menor de ¢. De acuerdo a la expresién 3.27, basta con sumar hasta 47, pero
para mantener un margen de seguridad frente a los errores numéricos se sumara hasta 55; se obtiene
|CC!| = 1,00017417099141.

El test estadistico sobre x*C~!x confirma que se corresponde con una distribucion x? de 2240 grados
de libertad. En la figura 4.4a se muestra la funcién ventana. Al aplicar la mdscara se mezclan los
coeficientes en todas las escalas, como se puede observar en los pesos en todas las ¢ representadas.
En la figura 4.4b se muestran los errores calculados con las mismas cuatro técnicas del caso anterior.
El error producido por QML sigue siendo el esperado teéricamente, igual que en el caso anterior;
pero se separa de la varianza césmica un poco antes. Los errores de HEALPix son peores.

Funcién ventana - Mascara ecuatorial Errores relativos - Mascara ecuatorial
1.0 0.8 11
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g4 g N, teeteed
5 — 30 Tean,, Desviacion Estandar QML
0.2 Soes,,
0.2 — 40 “*%%esaes, ® Desviacion Estandar HEALPix
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10 20 30 40 50 10 20 30 40 50

r ¢
(a) Funciones Ventana con mdscara ecuatorial de 30° su- (b) Comparativa de errores en funcién de ¢

mando en C hasta £,,,,,, = 55. Se muestra la funcién en cuatro casos.
para los seis valores de ¢ de la leyenda.

Figura 4.4: Histograma y funcién ventana

En la figura 4.5b se muestran los resultados obtenidos por HEALPix. Al aplicar una mdscara se
descartan puntos, y ya no se calcula la transformada sobre toda la superficie de la esfera, con lo que
se destruye la propiedad de ortogonalidad de los arménicos esféricos, y se introducen correlaciones.
Por otro lado, la presencia de la mdscara introduce cambios abruptos en la sefial y hace que se traslade
potencia de las escalas grandes a las pequefias. Para seguir utilizando la técnica de la transformada
es necesario aplicar métodos sofisticados para corregir su efecto en los D, estimados.

Por ultimo, en la figura 4.6 se muestran los resultados completos obtenidos con el método QML:
estimacion de los coeficientes D, error en el coeficiente y error en la propia determinacién del valor
de ¢ originado por la mezcla de coeficientes.
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Resultados HEALPix - Sin méascara
2000

500

(a) Resultados obtenidos por HEALPix en una si-
mulacién de 2000 mapas calculados con el mé-
todo de la transformada sobre la superficie de
la esfera. La linea de color rojo muestra el es-
pectro de potencias utilizado para simular los
mapas; la barras verticales, la desviacién estan-
dar de los coeficientes.

4.3 Caso con la mascara SEVEM

Resultados HEALPix - Méascara ecuatorial
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(b) Resultados obtenidos por HEALPix en una si-
mulacién de 2000 mapas calculados con el mé-
todo de la transformada en una situacién con
madscara. La presencia de la méscara destruye
las propiedades de ortogonalidad de los armé-
nicos esféricos y traslada potencia a las escalas
pequenas.

Figura 4.5: Resultados de HEALPix sin mdscara, y con mdscara ecuatorial de 30°

Resultados QML - Mascara ecuatorial
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Figura 4.6: Resultados finales QML considerando los errores en los D, estimados y en la propia determi-

nacién de /¢

4.3.

CASO CON LA MASCARA SEVEM

La siguiente prueba se realiza en las mismas condiciones que el caso anterior, pero aplicando la
méscara SEVEM®. En el apartado 3.3.3 de la pagina 26 se estudi6 hasta dénde es necesario sumar en
este caso y se encontré que teéricamente basta con sumar hasta 50, pero se comprobé que calculando

a la precisién de la mdquina no se alcanzaba

el rango maximo con ese {,,,q, . Para ganar margen, se

simulan los mapas y se calcula C sumando hasta 60, se obtiene |CC~!| = 0,999999834407007. El test
estadistico confirma que se corresponde con una distribucién x? de 2452 grados de libertad. Como el

método del pseudo-espectro no funciona correctamente en casos con mdscara, en este apartado solo

se muestran los resultados del QML.

En la figura 4.7a se muestra la funcién ventana en siete casos. Se observa que hay mezcla de coe-

3Enla figura 2.1 se muestra la mascara SEVEM a resolucion N;qe = 2048.
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4 Validacién del Método QML

ficientes en todas las escalas. A su derecha, figura 4.7b se muestran los errores. En la figura 4.8, la
gréfica de los coeficientes estimados por QML.

Funcién ventana - Mascara SEVEM

Errores relativos — Méascara SEVEN
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(a) Funciones Ventana con la mdscara SEVEM a Ng;qe = (b) Errores en D,.
16. Se muestra la funcién para los seis valores de £ de

la leyenda.

Figura 4.7: Funcién ventana y errores.

Resultados QML - Mascara SEVEM
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Figura 4.8: Resultados finales QML considerando los errores en los D, estimados y en la propia determi-
nacion de £

Si se comparan los resultados de la estimacién de los coeficientes en este caso y en el anterior con
madscara ecuatorial, se observa que en los tiltimos coeficientes los errores en la estimacién y los errores
en ¢ son bastante mayores. Este efecto aparece de manera notable en los tltimos cinco valores de ¢,
desde 51 hasta 60. La diferencia se debe a que con la médscara SEVEM se trabaja con mds puntos que
con la mdscara ecuatorial del caso anterior. Ha sido necesario sumar maés lejos en el cdlculo de C, si se
quiere evitar introducir ruido para regularizar la matriz, y cabe calcular en mds valores de ¢; y cuanto
mas alto es el valor, peor es el resultado, por el problema de la falta de resolucién de la pixelizacion
a escalas angulares tan pequefias como exigen esos valores de /. Si observamos las dos graficas hasta
£ = 50, son préacticamente iguales.

4.4. CASO CON RUIDO Y SIN MASCARA

En este caso se estudia el efecto del ruido en una situaciéon sin mdscara, de nuevo en N4, = 16.
Como se estudi6 en el apartado anterior, el ruido regulariza la matriz de correlacién, de modo que
no es necesario sumar hasta un £ muy elevado. Sumando en C hasta ¢ = 48 e introduciendo ruido
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4.4 Caso con ruido y sin mdscara
en la diagonal como se hizo en el apartado anterior en un factor f,. = 107%, se encuentra [CC™!| =
0,999998161359731. El método se aplica sobre 2000 mapas simulados dentro del limite de HEALPix,
lmaz = 48,y se les aflade ruido gaussiano de media cero de la misma intensidad del introducido en
la diagonal de C. El test x? con 3072 grados de libertad resulta positivo.

En las figuras 4.9a y 4.9b se muestran las gréficas de la funcion ventana y los errores. Ahora la funcién
ventana es una delta de Kronecker en todas las ¢.

Funcién ventana - Ruido Errores relativos - Ruido
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(a) Funcién ventana sobre toda la esfera con ruido. (b) Errores en el caso con ruido.

Figura 4.9: Funcién ventana y errores.

En la figura 4.10 se muestran los resultados del QML en este caso. Se observa muy buena corres-
pondencia entre el espectro de potencias simulado y el obtenido, y entre los errores encontrados
y el limite teérico minimo. Como el ruido introducido, tanto en los mapas como en la matriz de
correlacion, tiene un nivel muy bajo (una relacién 1078 : 1 en la diagonal de C), no degrada los
resultados.
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Figura 4.10: Resultados finales QML considerando los errores en los D, estimados y en la propia determi-

nacién de /.
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4 Validacién del Método QML
4.5. CASO CON RUIDO Y CON MASCARA

Termina esta serie de pruebas combinando ruido y la mascara SEVEM en la resolucién Ng;q. = 16,
sumando hasta ¢ = 48 y con factor ruido f, = 10719, se obtiene |[CC~}| = 0,999998947367773. De
nuevo se simulan 2000 mapas y se afiade ruido gaussiano. El test y? también resulta positivo.

En las figuras 4.11a y 4.11b se muestran las gréficas de la funcién ventana y los errores. La funcién
ventana se ha alejado un poco de las delta de Kronecker del caso anterior, pero atn asi el ruido
contrarresta bastante el efecto de la mdscara.

Funcién ventana - Ruido + méascara Errorgs relatlvps - Rmc}o u Masf:ara
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(a) Funcién ventana con las méscara SEVEM y ruido. (b) Errores.

Figura 4.11: Funcién ventana y errores.

En la figura 4.12 se muestran los resultados del QML en este caso. Se observa una muy buena corres-
pondencia entre el espectro de potencias simulado y el obtenido y entre los errores encontrados y el

limite te6rico minimo.

Resultados QML - Ruido + méascara
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Figura 4.12: Resultados finales QML considerando los errores en los D, estimados y en la propia determi-
nacién de £.

4.6. EFECTOS EN / DE LA MASCARA Y EL RUIDO

En la seccién 2.3 de la pégina 8 se defini6 la funcién ventana como la medida de los pesos que
hay que asignar a los términos del espectro de potencia real en el promedio con el que se calcula
el espectro estimado, (Dg) = 3 s Wi Dy, Al calcular el promedio se mezclan varios ¢ en cada /,
lo que hace que el ¢ objetivo se traslade a otro valor, que vamos a denominar ¢*. Se puede escribir
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4.6 Efectos en { de la mdscara y el ruido

<ﬁg> = Wy Dy, con la funcién ¢*(¢) = Yoo Wt En la figura 4.13 se muestran los valores
de las diferencias extremas entre £ y ¢*, * + Al* — Ly £* — Al* — ¢, para cada £ en los cinco casos
anteriores. Se observan como afectan a las diferencias entre ambas ¢ la mdscara y el ruido a diferentes

escalas.

Mérgenes en las discrepancias entre ( y *

il /—’7 === Sin mascara
0 /-"_ :< Mascara ecuatorial

~= Méscara SEVEM
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= Ruido

af ] = Mascara SEVEM + Ruido
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Figura 4.13: Discrepancias entre £ y £* en los cinco casos.
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CAPITULO 5

APLICACION A PRODUCTOS DE LA COLABORACION
PLANCK

La colaboracién Planck ofrece una amplia coleccién de resultados ptiblicos, entre los que se encuen-
tran varios mapas de anisotropias de la temperatura del FCM (SMICA, NILC, SEVEM y COMMAN-
DER) obtenidos con distintas técnicas de combinacién de los canales de observacion y eliminacién
de contaminantes, y el mejor ajuste del espectro de potencias del FCM. En esta seccién se aplica el
método QML al mapa obtenido con el método SEVEM y se comparan los resultados con los del mejor
ajuste. [1][3]

En la figura 1.1 de la pégina 3 se muestra el mapa SEVEM a una resolucién Ny;qe = 2048. Tras
suavizarlo, degradarlo hasta Ny;q. = 32 (12280 puntos), aplicarle la médscara

asociada a esta elaboracién del mapa de anisotropias, que deja 9273 puntos Ttiles, y aplicarle el
método QML con una matriz C construida sumando en ¢ hasta 128 y afiadiendo el ruido anisétropo
asociado a la versién SEVEM del mapa de anisotropias, se encuentra el espectro de potencias que se
muestra y compara con el oficial de la misién en la figura 5.1.

Se observa muy buena concordancia entre los resultados del QML y los oficiales de Planck. Las dos
lineas siguen la misma estructura de picos y estos tienen mds o menos la misma intensidad. Las
diferencias se deben a que lo representado se corresponde con el resultado de dos analisis diferentes
de mapas no exactamente iguales, con diferentes técnicas de anélisis y diferentes mascaras. Por otro
lado, hasta ¢ = 50 hay 11 coeficientes que caen fuera de los limites de la varianza césmica, eso
significa que el 71 % cae dentro, muy cercano al 68 % que abarca el margen 1o en una gaussiana, que
es lo que representa la varianza c6smica.

En la figura 5.2 se muestran superpuestos los resultados obtenidos con QML aplicado sobre el mapa
SEVEM filtrado con la médscara SEVEM superpuestos sobre los publicados en [4] (figura 34), ob-
tenidos mediante la aplicacién del método QML sobre los diferentes mapas que se indican en la
grafica.
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5 Aplicacién a productos de la colaboracién Planck

QML mapa SEVEM frente a resultados de Planck

2000 -

1500 -

Dy (uK?)

1000 -

Figura 5.1: Resultados del método QML, en color rojo, al aplicarlo al mapa SEVEM a la resolucién Ngiqe =
32 con méscara y ruido anisétropo, frente a los de la colaboracién PLANCK, en azul. La linea en
color naranja muestra los D, utilizados para construir C; en color verde, los limites en el error
segtin la varianza césmica.

QML mapa SEVEM frente a resultados QML de Planck
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Figura 5.2: Resultados QML sobre mapa SEVEM superpuestos sobre los publicados en el articulo [4] (figura
34.). La linea en color negro representa el mejor ajuste del espectro de potencias; la banda gris,
el error en la estimacion.

Se observa que la linea correspondiente a los resultados desarrollados en este trabajo practicamente
cae sobre la linea verde de los resultados del articulo (la que se corresponde con el andlisis del mapa
SEVEM). Hay algunas pequeias diferencias que se pueden atribuir a diferencias en la implementa-
cién especifica del método y la mdscara utilizada.
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CAPITULO 6

CONCLUSIONES

En este proyecto se ha desarrollado el método cuadrético de méxima verosimilitud (QML) para la
estimacion del espectro de potencias del fondo césmico de microondas a partir de mapas de tempe-
ratura. Se ha estudiado la matriz de covarianza de temperaturas, uno de los aspectos esenciales del
método; en particular, las condiciones que se han de dar, en cuanto al niimero de sumandos que se
necesitan en su desarrollo o al ruido que se introduce, para que resulte regularizada e invertible. Se
han encontrado una serie de expresiones que establecen la condicién necesaria que ha de darse en
cuanto al nimero de sumandos para que sin la ayuda de ruido la matriz sea regular.

= Si se trabaja con n puntos sobre la superficie de la esfera sin ninguna simetria especial entre
ellos. Siendo ¢, €l ¢ mds alto hasta el que se suma en el desarrollo de C, se verifica:
Rango(Umaz) < min(n, 02, — 02in + 2lmaz + 1)

= Si se trabaja con n puntos pares y se cumple que para cada punto hay otro en el conjunto que
apunta en la misma direccién del espacio, pero en sentido contrario, se cumple:

Imaa Lmaz

Rango(lqz) < min Z 20+ 1,n/2 | +min Z 20+ 1,n/2

=2 =2
£ par £ impar

» Si se trabaja con n puntos sobre la superficie de la esfera, entre los que hay n, puntos con la
simetria del caso anterior y nq es el nimero de puntos sin esa propiedad, n = n.+ng4, se cumple
la expresién, que contiene a las dos anteriores:

Rango(bimas) < min(n./2, Sgis”) + min(n./2, S;i“p) + min(ng, L),

siendo
brmaz Lmax
shir = S org1, 55— S 201,
=2 =2
£ par £ impar

L = méx(0, ST*P — n/2) + max(0, S{**F — ne/2).

Se ha establecido que el menor o igual de las expresiones anteriores se debe a que puede darse el caso
de que los puntos con los que se trabaje tengan una disposicion tal que dé lugar a filas linealmente
dependientes, aun cuando se haya sumado hasta un ¢ suficientemente alto, y/o a que los errores
numéricos, inevitables al trabajar en coma flotante, introduzcan pérdida de rangos.
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6 Conclusiones

También se ha demostrado teéricamente que la introduccién de ruido en la matriz de correlacién
la regulariza, y se ha analizado cémo esa propiedad tedrica se materializa en el calculo numérico a
diferentes resoluciones y con diferente niimero de sumandos en C. La tabla siguiente puede servir
como referencia: se muestra, para cuatro resoluciones, la cifra decimal en la que el determinante del
producto de la matriz de correlaciéon con ruido, C,,, por su inversa se diferencia de 1, en funcién del
ruido introducido en la diagonal, en el caso en que se calcula C sumando hasta 3Ny;4.. El pardmetro
que da la medida del ruido introducido, f,, tiene el significado que se explica en el apartado 3.3.4 de
la pagina 26, C,, = C + diag(10/-C;;), donde C es la matriz antes de introducirle ruido.

Tabla 6.1: Efecto del ruido en la cifra decimal en la que |C;, ' C,,| se diferencia de 1
fr -4 -13 -12 -1 -10 9 8 -7 6 -5 4 3 -2 -1 0
Nsige : 4 1 2 3 5 5 7 7 8 9 10 11 13 14 14 14
Nside : NaN 1 3 4 5 6 7 8 9 11 12 13 13 14
Ngige : 16 NaN  NaN 3 3 4 5 8 7 10 10 12 13 13 14
Ngige : 32 NaN NaN NaN 3 4 5 6 7 9 10 11 12 13 13

o
x® O O

Caso en el que C estd calculada sumando hasta 3Ng;q¢

NaN: no se obtuvo un resultado numérico al calcular el determinante

Se han analizado los resultados que se obtienen con método QML al aplicarlo a mapas simulados
con HEALPix; en casos con mdscara y sin mdscara, con ruido y sin ruido, y con mascara y ruido
combinados. Se ha comprobado que en todos los casos se encuentra una estimacién del espectro de
potencias en muy buena concordancia con el introducido en las simulaciones, y unos errores dentro
de los mdrgenes tedricos esperados. El método funciona adecuadamente tanto a cielo completo como

con méscara, y con y sin ruido.

Por ultimo, se ha aplicado el método a uno de los productos de la misién Planck, una de las co-
lecciones de datos de la temperatura del fondo cédsmico de microondas més precisas de las que se
dispone en la actualidad; en concreto, al mapa de temperatura obtenido mediante el método SE-
VEM. Se encuentra una estimacion concordante con los resultados oficiales de la misién, con ligeras
diferencias atribuibles a corresponderse con resultados obtenidos con diferentes técnicas y sobre di-
ferentes mapas limpios de un mismo fondo c6smico medido. También se ha hecho una comparacién
mds comprometida con la estimacién obtenida dentro de la misién Planck utilizando también el mé-
todo QML sobre los mapas oficiales de la colaboracién. Se encuentra un resultado que concuerda
incluso mejor que el del caso anterior; las discrepancias entre ambas estimaciones son menores y, en
particular, entre la obtenidas en este proyecto a partir del mapa SEVEM y por la colaboracién Planck

sobre el mismo mapa.
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