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Abstract

Gear transmissions can be found in the majority of power transformation
machinery. Despite the high degree of evolution in this field, the demand for
increasingly efficient and reliable designs and the need for condition
maintenance tools requires a better knowledge of these systems. In response
to this need for knowledge on gear transmissions, the computational

modeling has emerged as a major research line.

Among the variety of existing transmissions, planetary gears stand out for
their compactness and lightness and a number of additional features such as
coaxiality, variable gear ratio and symmetry of forces in the central
members. Being widely used in all kinds of applications, planetary
transmissions have been given special attention in the modeling research line.

In this Thesis a dynamic model of spur gear planetary transmission is
developed, with some enhanced capabilities over the existing models. The
model can be used with any geometry of involute gear, including corrected
wheels or profiles with tip or bottom relief. Moreover, the model manages
multiple contacts in both directions, in and out of the line of action.

The algorithm used for the calculation of contact forces is based on a hybrid
method that combines finite element models and analytical formulations, the
latter used for calculation of local deformation. The model takes into account
the coupling of the deformation through the flexibility of the wheel bodies,
solving all the individual meshes in the planetary transmission jointly. It is
also presented a model for the calculation of bearings contact forces, which
includes the ability to use ball and roller elements.

All modeling elements have been integrated into a complete planetary
transmission model of lumped parameters with dynamic capabilities. The
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introduction of dissipative forces is also considered, friction as well as
damping due to the lubricant and body deformation.

The usefulness of the developed model is validated through the static and
dynamic simulation of a transmission example. Positioning and eccentricity
errors in the planets have been also implemented in the model, and different
configurations with fixed or floating central bodies has been considered, in
order to evaluate their impact in terms of load sharing ratio between the
different paths.
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Resumen

Los sistemas de transmisién de potencia mediante engranajes forman parte
de la gran mayorfa de maquinas en las que se realiza una transformacién de
energia. Pese al alto grado de evolucién que presentan las transmisiones
mediante engranajes, la demanda de disenos cada vez mds eficientes y
fiables, asi como la necesidad de disponer de herramientas de mantenimiento
en condicién, exigen una mejora del conocimiento de dichos sistemas. Como
respuesta a esta necesidad, una via de investigacién en auge es el modelizado

computacional de las mismas.

Entre la gran variedad de transmisiones existentes, los engranajes planetarios
destacan como el tipo que presenta una mayor compacidad y ligereza, con
una serie de caracteristicas adicionales como la coaxialidad, variabilidad de
la relacién de transmisiéon y simetria de fuerzas en los miembros centrales.
Ademds, las transmisiones planetarias, por ser de uso extendido en multitud
de aplicaciones, han sido objeto de especial atencién en el mencionado campo
de modelizado computacional.

En esta Tesis se ha desarrollado un modelo dindmico plano de transmisién
planetaria de dientes rectos, con algunas capacidades mejoradas sobre los
modelos actualmente existentes. El modelo desarrollado permite el empleo de
cualquier tipo de engranajes con perfil de evolvente, incluyendo ruedas
corregidas, tanto en profundidad de tallado como de perfil. Ademsds, el
modelo gestiona contactos miltiples, en contraflanco y fuera de la linea de

accion.

El algoritmo empleado para el cdlculo de las fuerzas de contacto en los
engranes se apoya en un método hibrido, que utiliza la superposicién de
modelos de elementos finitos y formulaciones analiticas. El modelo considera
el acoplamiento de las deformaciones a través de la flexibilidad de los cuerpos
de las ruedas, resolviendo el problema del engrane planetario en su conjunto,



mediante una matriz de rigidez no diagonal. Se presenta asimismo un modelo
de calculo de fuerzas de contacto en rodamientos, que incluye la posibilidad
de uso de rodamientos con elementos rodantes tanto esféricos como
cilindricos.

Todos los elementos de modelizado se han integrado en un modelo completo
de transmisién planetaria de pardametros concentrados, con capacidades
dindmicas. Se incluye en el mismo el cdlculo de fuerzas disipativas, tanto las
debidas al rozamiento como aquellas propias del amortiguamiento
introducido por el lubricante y la deformacion de los dientes.

La utilidad del modelo desarrollado se ha validado mediante la simulacién
del comportamiento de una transmisién ejemplo, tanto en régimen estdtico
como dindmico. También se han implementado en el modelo de transmisién
planetaria errores de posicionamiento y de excentricidad en los planetas, asi
como la utilizacién de configuraciones con cuerpos centrales fijos o flotantes,
evaluando sus efectos con especial atencién al reparto de carga entre los
distintos planetas.
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Capitulo 1

Introducciéon

1.1. MOTIVACION

Los sistemas de transmisién de potencia mediante engranajes forman parte
de la gran mayoria de médquinas en las que se realiza una transformacién de
energia. Como consecuencia, las sucesivas innovaciones y evoluciones
introducidas en estos sistemas han tenido un enorme impacto a lo largo de la
historia, mejorando el funcionamiento de innumerables dispositivos. Por todo
ello, las transmisiones mediante engranajes forman parte de un grupo de
sistemas mecdnicos altamente desarrollados.

Sin embargo, la incesante exigencia en la mejora de prestaciones, en términos
de par, velocidad, compacidad y coste de produccién, supone una demanda
constante de rediseno y estudio en profundidad de las transmisiones.
Ademds, a estos componentes se pueden imputar el mayor nimero de averias
y fallos inesperados en muchas méaquinas, lo cual anade un componente
econémico de gran impacto. En consecuencia, el mercado de transmisiones
actia en dos direcciones: por un lado exigiendo transmisiones mds duraderas
y fiables, y por otro lado demandando herramientas que faciliten el
mantenimiento basado en la condicién de las instalaciones, minimizando las

paradas y aumentando la disponibilidad y productividad.

Se plantea por lo tanto, pese al alto grado de evolucién de las transmisiones,
la necesidad permanente de mejora en el conocimiento de las mismas,

enfocado hacia la obtencién de disenos cada vez méds eficientes y fiables, asf
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como hacia el desarrollo de herramientas de mantenimiento, capaces de
describir el estado de la maquinaria y proporcionar previsiones de fallo.

Como respuesta a esta demanda, dos lineas paralelas han liderado la
investigacion en este campo. En primer lugar las transmisiones mecdnicas
han sido sometidas a exhaustivos controles y campanas de medida, con el
objeto de obtener relaciones entre diseno y comportamiento. Como
consecuencia, han aparecido valiosas herramientas de mantenimiento,
apoyadas en este conocimiento y en el tratamiento de la senal vibratoria de
las transmisiones. En cuanto a la segunda linea de investigacién para la
mejora del conocimiento de transmisiones, se encuentra el modelizado de las
mismas, tanto analftico como computacional o hibrido.

Mientras que el primero de los planteamientos (campanas experimentales y
mediciones) se apoya tnicamente en las consecuencias de un disefio sobre el
comportamiento, el segundo (modelizado) trata de dar respuesta a las causas
que provocan el comportamiento de la transmisién, simulando el mismo e
intentando reproducir los fenémenos subyacentes. Por lo tanto, parece
razonable afirmar que, si bien ambos procederes son valiosos y aportan
informacién complementaria, el modelizado de transmisiones responde de
manera mas adecuada al por qué de de su comportamiento. De manera
adicional, la mejora en la capacidad computacional de las herramientas a
disposicién de los investigadores ha contribuido a potenciar el interés reciente
en el modelizado, al hacer posible la construccién de modelos cada vez m&s
complejos y con un mayor nimero de caracteristicas.

Este trabajo de Tesis Doctoral se enmarca dentro de una linea de
investigacién desarrollada en los tltimos anos por el Grupo de Ingenieria
Mecédnica de la Universidad de Cantabria sobre modelizado de transmisiones,
con resultados publicados en [Ferndndez, 2010], [Ferndndez, 2013a] y
[Fernandez, 2013b]. Dentro de las lineas futuras de trabajo propuestas en la
Tesis Doctoral de Fernandez del Rincén, precursora de la investigacién que
se presenta en esta memoria, figuran entre otras la extensién del
procedimiento de modelizado a ruedas interiores, as{ como la implementacién
de transmisiones mediante engranajes de tipo no ordinario, como los trenes
planetarios. Asumiendo dicha propuesta, la presente Tesis aborda tales
cuestiones, con los objetivos parciales que se detallan a continuacién.
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1.2. OBJETIVOS

Como objetivo primero y esencial, resumen de la propuesta de investigacién

inicial sobre la que se fundamenté este trabajo de Tesis, figura la mejora del

conocimiento en transmisiones planetarias por medio del modelizado de las

mismas. El desarrollo del modelo constituye ademés un objetivo en si mismo,

dado que la generacién de nuevo conocimiento vendrd ligada no sélo al

proceso razonado de planteamiento del modelo, sino también al futuro uso

que se haga del mismo como herramienta de diseno y simulacién.

Como posibles tareas a acometer durante el proceso se plantearon los

siguientes objetivos parciales:

Confecciéon de una herramienta para la generacion de perfiles de
engranajes interiores, con capacidad de trazado de la trocoide de
enlace del diente. Dicha herramienta ha de presentar la posibilidad
de introducir correcciones de tallado, a fin de dotar al modelo de la
méaxima flexibilidad de simulacién en cuanto a las ruedas a emplear.

Elaboracién de una herramienta de analisis del problema geométrico
de contacto en engranes interiores, con la posibilidad de
identificacién de puntos potenciales y cédlculo de las distancias de
contacto simultdneamente en un nimero indeterminado de parejas,

tanto en contacto directo como inverso.

Integraciéon de las herramientas geométricas anteriores en un modelo
de célculo de las fuerzas de contacto en engranajes, introduciendo la
capacidad de acoplamiento entre deformaciones de la transmision
planetaria y resolviendo un dnico sistema de ecuaciones
interdependientes para todos los engranes, tanto exteriores como
interiores.

Ampliacién y mejora del modelo de cédlculo de fuerzas de contacto de
rodamientos presentado en [Ferndndez, 2010], incluyendo elementos
con contacto lineal.

Formulacién de wun modelo de transmisién planetaria con
capacidades dindmicas, que recoja e integre las herramientas
anteriores junto con dos modelos de cédlculo de fuerzas de rozamiento
y amortiguamiento, ampliados y extendidos para su uso en ruedas
interiores.
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e Incorporacién de defectos propios de las transmisiones planetarias:
errores de posicionamiento de planetas y excentricidad, asi como la
inclusién de correcciones de perfil.

Ademsds de los objetivos anteriores, de cardcter meramente constructivo, se
plantearon también como posibles metas la verificacién y validacién del
funcionamiento del modelo por dos vias diferentes:

e Anilisis razonado de resultados del modelo de transmisién.
Simulaciones en régimen estdtico y dindmico. Comparativa con
bibliografia.

e Verificacién experimental mediante banco de ensayos.

Tal como se presenta a lo largo de esta memoria, una inmensa mayoria de
los objetivos propuestos fueron cumplimentados satisfactoriamente. En
cuanto al tltimo de los mismos (la verificacién experimental), si bien sus
fases iniciales se han comenzado en paralelo con la etapa final de este
trabajo, qued6 definitivamente fuera del alcance de la Tesis y se incluye
como propuesta de trabajo futuro con la que continuar la linea de

investigacion.

1.3. ESTRUCTURA DE LA MEMORIA

Esta memoria de Tesis se estructura en 5 partes, la primera y ultima de las
cuales contextualizan el trabajo y resumen los resultados y aportaciones,
siendo el bloque central formado por las partes II, IIT y IV el que configura el

grueso de la labor desarrollada.

La Parte I se subdivide en dos capitulos en los que se explica el fundamento
del trabajo. En el presente Capitulo I: Introduccion, se describe la
motivacién, los objetivos y la estructura de la memoria. En el Capitulo II:
Antecedentes se presentan las transmisiones planetarias, objeto de la
investigacion, justificando el interés que despierta su investigacion.
Posteriormente se presenta a modo de contexto un resumen detallado del
estado de conocimiento actual en modelizado de transmisiones mediante
engranajes, tanto desde un punto de vista inespecifico como desde la
concreciéon del modelizado de trenes planetarios. Como conclusién del
Capitulo II, se justifica la metodologia de modelizado adoptada en este
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trabajo, mediante un apoyo razonado en el estado del arte expuesto
anteriormente.

La Parte II expone y desarrolla los distintos elementos de modelizado
empleados. En el Capitulo III: Geometria del problema de una transmision
mediante engranajes, tal como su titulo sugiere, se aborda la geometria del
contacto entre perfiles de diente. Sirve como base fundamental para lo
expuesto en el Capitulo IV: Procedimiento para el cdlculo de las fuerzas de
contacto en engranaje y rodamientos, donde se detalla el modelo adoptado
para la formulacién de los esfuerzos de contacto, tanto para el caso de
engranajes como de rodamientos.

Los capitulos V Validacion e integracion y VI Comportamiento en presencia
de defectos conforman la Parte III, en la que se realiza una validacién del
modelo por medio de andlisis cuasiestdticos, para posteriormente presentar el
efecto sobre el reparto de carga de los dos tipos m&ds comunes de error en
transmisiones planetarias.

La Parte IV incluye el Capitulo VII, Modelo dindmico de transmision
planetaria, en el que se integran todos los elementos de modelizado para
conformar un modelo dindmico de transmisién, introduciendo las
consideraciones adicionales necesarias (amortiguamiento y rozamiento). Para
finalizar, se presentan una serie de resultados dindmicos escogidos como més

representativos de la capacidad de simulacién del modelo desarrollado.

Como cierre de la memoria de Tesis, en la Parte V se incluye el capitulo de
conclusiones, con la relacién de las aportaciones més significativas realizadas
en el transcurso del trabajo de investigacién, asi como un tltimo capitulo en
el que se recoge la bibliografia referenciada a lo largo de todo el documento.

NOTA ACLARATORIA: La Universidad de Cantabria, en la cual se deposita
esta Tesis Doctoral, recoge en los articulos 37 y 38 (CG 26/9/11) de su
Normativa de Estudios de Doctorado los Requisitos para la Mencién
Internacional en doctorados regidos por reales decretos anteriores al RD
99/2011. Dicta como requisito que “parte de la tesis doctoral, al menos el
resumen y las conclusiones, se haya redactado y sea presentado en una de las
lenguas habituales para la comunicacion cientifica en su campo de
conocimiento, distinta a cualquiera de las lenguas oficiales en Espana”. Por
ello, tanto el resumen como las conclusiones presentadas en esta Tesis se

encuentran escritos en inglés, con su correspondiente traduccién al espanol.
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Antecedentes

2.1. INTRODUCCION

Los engranajes planetarios, también llamados engranajes epicicloidales, son
un tipo de transmisiones mecdnicas de uso muy extendido, consistente en un
cierto nimero de engranajes externos que rotan engranando alrededor de
otro engranaje externo central. A esta rueda central se la denomina sol,
estableciendo una analogfa en la que las ruedas que rotan alrededor de la
primera reciben el nombre de planetas. Los planetas se encuentran por lo
general unidos entre si mediante un bastidor comtn denominado
portaplanetas, que tiene la capacidad de rotar a su vez respecto al centro del
sistema, permitiendo a los planetas realizar una ¢rbita. En su configuracién
habitual, las transmisiones planetarias incluyen una tercera rueda, que
engrana internamente con los planetas y envuelve al conjunto. A lo largo de
la memoria, al portaplanetas se le denominard de manera indistinta como

porta, portaplanetas o portasatélites.

Una de las ventajas fundamentales que las transmisiones planetarias
presentan frente a las alternativas mads convencionales es su compacidad.
Para elevados niveles de par, una posibilidad de disefio de transmisiéon
mecdnica mediante engranajes es el aumento del tamano de las ruedas,
ensanchdndolas y ampliando por lo tanto su capacidad de carga. Esto no
siempre es préactico o posible, y una mejor solucién plantea la posibilidad de
dividir la carga en un cierto nimero de ramas o vias, repartiendo asi la

potencia entre varios pinones. De esta manera, la carga por unidad de ancho
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de diente permanece contante, mientras que el par total transmitido se
multiplica. Las transmisiones planetarias (Figura 1) surgen de este
planteamiento, logrando ser uno de los tipos de transmisién mdas compactos y
ligeros de transmisiones mediante engranajes [Smith, 1999).

Figura 1. Montaje de componentes de una transmision planetaria

Los engranajes planetarios, por su configuracién, permiten ademds que la
entrada y salida de la potencia se realice de manera coaxial, lo que aporta
alin mayor grado de compacidad, especialmente cuando es necesario conectar
varias etapas de reduccién o multiplicacién sucesivas. Otra de las ventajas
que presentan los engranajes planetarios es que se pueden obtener diferentes
relaciones de transmisién de la misma caja, simplemente intercambiando los

elementos de entrada, salida y elemento fijo.

Por otra parte, los engranajes planetarios se disenan con simetria axial, con
planetas equiespaciados angularmente. Esta combinacién de factores resulta
en que las componentes radiales de las fuerzas de engrane sobre los elementos
centrales (portasatélites, sol y anillo) se anulan entre si, teniendo como
consecuencia final que los esfuerzos sobre los apoyos son tedricamente
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inexistentes, y en cualquier caso mucho menores que en una transmisién
ordinaria. Esto permite ademds que dichos elementos centrales puedan
prescindir de soporte radial, flotando libremente alrededor de su posicién de
montaje y absorbiendo con este desplazamiento parte de las consecuencias
que los errores y defectos en la fabricacion y montaje pueden tener sobre la
transmision.

Debido a las ventajas mencionadas, pueden encontrarse aplicaciones de
engranajes planetarios en todo el espectro tecnolégico. Como campo de
aplicacién de mds impacto, se encuentra la industria automovilistica, donde
los engranajes planetarios estdn presentes en todas las tipologias de vehiculos
con caja de cambio automaética. Cualquiera de estos vehiculos puede contener
de 2 a 4 transmisiones planetarias, simples o compuestas. Con la
introduccién en los ultimos anos de la electricidad como fuente de energia en
muchos vehiculos, las modificaciones introducidas en la mecdnica de los
automéviles no han supuesto la eliminacién del engranaje planetario, sino
que le han proporcionado un papel si cabe atin mds importante, al emplearse
como dispositivo repartidor de potencia en los vehiculos hibridos [Meisel,
2006].

Fuera del dmbito automovilistico, los engranajes planetarios se emplean de
manera habitual como elemento de reduccién final de la transmisién en
tractores y maquinaria agricola. En la campo aeroespacial, las naves con
motor de tipo turbohélice incluyen también reductoras planetarias, asi como
la inmensa mayorfa de helicépteros (turboejes).

Con el auge de la generacién de energia edlica durante las ultimas décadas,
las cajas de engranajes planetarios han tenido un papel muy relevante como
elemento critico de los aerogeneradores (en este caso como elemento
multiplicador). Los engranajes planetarios se encuentran también
regularmente en equipamiento minero as{ como en otras aplicaciones
industriales.

En vista de todo lo anterior, parece légico que las transmisiones planetarias
hayan despertado un especial interés durante las ultimas décadas. Como
consecuencia, una fraccién importante de la investigacién en transmisiones
mediante engranajes se ha dedicado al estudio y mejora del conocimiento de
las transmisiones planetarias.
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2.2. INTERES DE LA INVESTIGACION SOBRE TRANSMISIONES PLANETARIAS:

TENDENCIA AL MODELIZADO

A pesar de todas sus ventajas, las transmisiones planetarias no son ajenas a
las dificultades propias del funcionamiento de estos sistemas mecdnicos.
Presentan comportamientos de fallo similares al resto de transmisiones
mediante engranajes, pero incluyen ademds problemas singulares debidos a
su especial configuracion.

Los fallos en engranajes planetarios suelen estar asociados a fatiga de los
dientes por flexién y fatiga en la corona (especialmente cuando ésta se disena
con baja rigidez). También presentan fallos por picaduras debido a la fatiga
superficial de contacto y diversos problemas relacionados con los rodamientos
de los planetas [Ligata, 2007]. Estos problemas en ocasiones se ven agravados
debido a que los engranajes montados en transmisiones planetarias a menudo
han sido disenados utilizando criterios propios de engranajes externos de
transmisiones  ordinarias, obviando las condiciones especiales de
funcionamiento de los planetarios. Las transmisiones planetarias presentan
un comportamiento dindmico distinto del asociado a las transmisiones
ordinarias. De esta manera, las tensiones y los factores de amplificacién
dindmica a utilizar en el diseno de los engranajes para transmisiones
planetarias han de diferir de aquellos empleados en el diseno de
transmisiones ordinarias.

La investigacién en engranajes planetarios se ha centrado desde sus origenes
en las acciones experimentales de medida de las senales vibratorias [Hidaka,
1979], asf como en el desarrollo de modelos que sean capaces de proporcionar
informacién sobre el comportamiento sin necesidad de medicién. La
existencia y mejora progresiva de herramientas capaces de modelar y simular
el comportamiento dindmico de dichas transmisiones [Ozgiiven, 1988a], tiene
el potencial de permitir un proceso de diseno mads rapido y seguro, ahorrando
en costes de prototipado y ensayo, llegando a la solucién éptima en un menor
nimero de etapas.

Como el resto de subsistemas mecdnicos, una transmisién planetaria ha de
alcanzar unos umbrales de fiabilidad y durabilidad satisfactorios, m&s o
menos criticos en funcién del tipo de aplicacién. La consecucién de estos
umbrales de fiabilidad y durabilidad viene determinada tanto por los
procesos de diseno y fabricacion empleados, como por las acciones de
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mantenimiento ejecutadas durante el funcionamiento en servicio [Jardine,
2005]. En el caso de las transmisiones por engranajes, las distintas estrategias
de mantenimiento han evolucionado desde el mantenimiento correctivo al
mantenimiento enfocado a la prediccién, hasta llegar en la actualidad al cada
vez més extendido uso del mantenimiento en condicién [Heng, 2009].

Como se ha presentado anteriormente, varias de las aplicaciones de los
engranajes planetarios son criticas dentro del sistema en el que se
encuentran. Criticas desde el punto de vista de la seguridad de las personas,
en el caso de las aeronaves y helicépteros, y criticas desde un punto de vista
econdémico, en aplicaciones tales como la aerogeneraciéon eléctrica. En el
primer caso, se ha constatado que aproximadamente un 15% de los
accidentes de helicéptero tiene su origen en algin tipo de fallo mecédnico
vinculado con la transmisién [Liptak, 2005]. Este hecho ha motivado la
implantacion de sistemas de monitorizado de la senal vibratoria que
diagnostiquen y pronostiquen el estado en condicién de los engranajes en las
flotas de helicépteros [Antolick, 2010], detectando por ejemplo grietas en los
dientes o en los portaplanetas [Blunt, 2006]. En el caso de las turbinas
edlicas, la caja multiplicadora (con una o varias etapas planetarias) es
responsable del 25% del tiempo de parada por mantenimiento [Ribrant,
2005]. La magnitud de las pérdidas ha llevado a las entidades aseguradoras
de este tipo de instalaciones a exigir la implementacién de sistemas de
mantenimiento en condicién, que deben ser certificados por alguna entidad
externa. Fste aspecto relativo a la importancia de la fiabilidad en las
aplicaciones méds criticas de las transmisiones planetarias ha supuesto un
aumento en la presién sobre la investigacién y desarrollo del conocimiento de
las mismas.

Dentro de las técnicas de mantenimiento en condicién se encuentra el andlisis
de la senal vibratoria [Meltzer, 2003a; Barszcz, 2009], particularmente
interesante en el caso de las transmisiones mediante engranajes planetarios.
La aplicacién de estas herramientas de mantenimiento en condicién suponen
la ejecucion de tres fases diferenciadas: deteccién, diagnéstico y prondstico.
El primer cometido de un sistema de mantenimiento en condicién consiste en
detectar la existencia de un problema. Esta deteccién suele producirse de
forma automdtica mediante el establecimiento de unos niveles de alarma en
los indicadores vinculados con el funcionamiento de la transmisién. Una vez

detectada la posible presencia de un defecto, la siguiente fase requiere la
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identificacién del tipo de fallo y el elemento afectado, cuantificando la
importancia desde el punto de vista de la seguridad y de las consecuencias
que el fallo puede tener en la integridad de la méquina. Por tltimo, es
preciso decidir cudles son las acciones a adoptar para corregir el defecto, y
para ello es preciso disponer de una estimacion del tiempo de funcionamiento
que resta antes de que la evolucion del defecto dé lugar a un fallo no deseado
del sistema, cuyo coste en términos econémicos o de seguridad no pueda ser

asumido.

Las tareas de deteccién/diagnéstico en transmisiones planetarias han recibido
atencién por parte de un gran nimero de investigadores [Zhi-Ling, 2012;
Bartelmus, 2009; Meltzer, 2003b; Chen, 2012], habiéndose desarrollado
diversos procedimientos y técnicas de diagnéstico automatizadas basadas en
aplicaciones de diverso tipo (sistemas expertos, logica fuzzy, redes
neuronales, etc.). Sin embargo, la capacidad de estos métodos para
reconocer, localizar y cuantificar el defecto, queda en ocasiones supeditada a
la existencia de datos previos, puesto que esta tarea no es posible si no se
dispone de un patrén del comportamiento de dicho defecto, proporcionado
por un significativo nimero de observaciones experimentales previas. Se
supedita por lo tanto el conocimiento de la transmisién a la existencia de
informacién previa, por carecer de modelos fisicos lo suficientemente fiables

como para prescindir de la experiencia real.

Con respecto a la fase de prondstico, habitualmente se emplean métodos
estadisticos de prediccién, también apoyados en datos previos [Heng, 2009;
Heyns, 2012]. El sistema trata de generar modelos de prediccién basados en
observaciones previas, aplicando posteriormente métodos de redes neuronales
o l6gica difusa [Fagang, 2009]. Al igual que sucede con el diagnéstico, estos
métodos de prognosis tienen el inconveniente de requerir un gran volumen de
datos de sistemas reales en funcionamiento para poder comenzar a realizar
pronésticos fiables, con la incertidumbre anadida ante cambios o
modificaciones para las que el sistema no estd entrenado.

Bien sea empujados por la necesidad de mejorar la etapa de diseno de las
transmisiones planetarias en busqueda de una reduccién de costes y una
mejora del producto, o bien con el fin de disponer de herramientas de
mantenimiento en condicién mé&s precisas, el grueso de investigaciones en
transmisiones planetarias coinciden en el desarrollo y utilizacién de modelos
fisicos, con los que profundizar y ampliar el conocimiento existente. Asi, la



Antecedentes 15

tendencia investigadora trata de evitar en la medida de lo posible que el
conocimiento sobre transmisiones planetarias se base tnicamente en
mediciones. Si bien contindan realizdndose trabajos de medida experimental,
el tratamiento de “caja negra” de las transmisiones planetarias va quedando
atrds, debido a la escalada en la capacidad de computacién de los equipos,
que permite una progresiva mejora en la complejidad y fidelidad de los
modelos fisicos. Los trabajos experimentales en medida se van enfocando por
tanto cada vez méds hacia la validaciéon de estos modelos, por encima de su
empleo directo en el desarrollo de herramientas puramente estadisticas, no

fundamentadas en el comportamiento real de la transmision.

2.3. ESTADO DEL ARTE EN MODELIZACION DE TRANSMISIONES MEDIANTE

ENGRANAJES

En este punto no tendria sentido presentar un estudio del estado del arte en
modelizacién de transmisiones planetarias obviando la investigacién en
modelos generales de transmisiones mediante engranajes. Dado que todos los
modelos de transmisiones planetarias se construyen incorporando las
caracteristicas singulares de este tipo de trenes de engranajes a modelos ya
existentes de transmisiones ordinarias, a continuacién se va a presentar un
resumen de las distintas alternativas y técnicas de modelizacién mads
extendidas, atendiendo a dos aspectos fundamentales: la descripcién

geométrica de las ruedas y la determinacién de los esfuerzos de contacto.

2.3.1  Descripcién de la geometria de las ruedas y determinacién de los

puntos o areas de contacto

El primer problema que se plantea en el modelizado de transmisiones por
engranajes es la adecuada descripcién de la forma de las ruedas, tanto en
cuanto a los flancos tedricos de contacto (perfiles de evolvente) de los
dientes, como del resto del cuerpo de la rueda: redondeos de punta, raiz del
diente (trocoide), orificio del eje, etc. Esta descripcién de la geometria de los
elementos tiene una importancia critica en la determinacién de la flexibilidad
de los dientes, teniendo como consecuencia un gran impacto sobre cualquier
resultado que se quiera reproducir con el modelo: fuerzas de contacto, error

de transmision, etc.
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Tanto la descripcién geométrica de las ruedas como la localizacién de los
puntos o dreas de contacto podrian enmarcarse dentro de la disciplina
cominmente conocida como teorfa de engrane [Litvin, 2004], entendiendo
ésta como la rama de la ciencia relacionada con la geometria diferencial, la
fabricacion, diseno y metrologia de engranajes.

En definitiva se trata de determinar la geometria de los perfiles de los
dientes, asi como la elaboracién de las herramientas y los procedimientos
para su fabricacién y verificacién. Actualmente el procedimiento de
construccién de los perfiles de los dientes empleado por la mayoria de los
investigadores se basa en la propuesta de Litvin [2004]. Este procedimiento
se basa en la definicién de la geometria de la herramienta de corte del
engranaje, que mediante transformaciones matemaéticas posteriores
(transformaciones de coordenadas e imposicién de condiciones de engrane) se
emplea para simular el proceso de tallado, obteniendo como resultado la
geometria de las ruedas. Una de las ventajas de este método es la definicién
directa de la trocoide de enlace entre el perfil de evolvente y la circunferencia
de fondo, que mediante otros enfoques no siempre es posible determinar. Este
procedimiento permite ademds una gran versatilidad, pudiendo definirse
engranajes con correcciones, ademds de contemplar de manera natural
cuestiones como el socavamiento o las interferencias de tallado en general. Se
anade ademds un redondeo en la punta de los dientes, para evitar la
singularidad de un contacto en arista. Se han publicado propuestas que
tratan de evitar la utilizacién de las operaciones de transformacién de
coordenadas [di Puccio, 2005, 2006], pero el enfoque de Litvin contintia
siendo de uso mayoritario en los modelos con una mejor definicién
geométrica.

La determinacién de los puntos o dreas de contacto entre perfiles ha sido un
problema también abordado por Litvin para engranajes tanto cilindricos
como cénicos [Litvin, 1987]. Siguiendo de nuevo un planteamiento geométrico
se impone la condicién de tangencia entre perfiles, y teniendo en cuenta la
curvatura de las superficies (conocidas a partir del proceso de generacién), se
determinan las elipses de contacto mediante la aplicacién de la teorfa de
Hertz. Esta metodologia se ha aplicado de forma extensa por distintos
investigadores con el objetivo de analizar el camino o trayectoria de
contacto, y para definir ajustes de fabricacién que proporcionen
transmisiones con bajo nivel de ruido y vibracién, conociéndose bajo la
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denominacién de andlisis de contacto del diente (o bien TCA del inglés tooth
contact analysis).

Inicialmente los procedimientos de determinacién de las dreas de contacto
entre dientes de engranajes se limitaban al andlisis de la transmisién sin
considerar el efecto de la carga, centrandose el interés en el disenio cinemédtico
de los perfiles para minimizar los efectos del ruido y la vibracién. Estos
planteamientos de anélisis del contacto se centran en el desarrollo de
herramientas de disefio o sintesis, de forma que sea posible establecer los
ajustes en el procedimiento de tallado que permitan conseguir una secuencia
de contacto determinada. Este enfoque ha sido abordado en el caso de
engranajes conicos espirales [Argyris, 2002], hipoidales [Zhang, 2007] y
engranajes de tornillo sin fin [Seol, 1996]. En estos casos el principal objetivo
es conseguir un contacto de tipo puntual, evitando las aristas. La aplicacién
de esta metodologia conduce a la obtencién de un sistema de ecuaciones no
lineales que requiere un procedimiento de resolucién de tipo numérico. De
esta forma se obtienen las coordenadas paramétricas de los puntos de
contacto correspondientes a cada rueda, asi como el giro que una de las
ruedas debe experimentar para garantizar el mismo. Algunos autores
recurren a otras alternativas, como la obtencién de la minima distancia entre
una rejilla de puntos localizados en la superficie de cada diente [Sheveleva,
2007; MacLennan, 2002], de modo que sea posible incorporar el efecto que los
errores de construccién del perfil tienen en la ubicacién de los contactos
[Wink, 2005, 2007]. La influencia en el perfil teérico del diente como
consecuencia del desgaste también ha sido considerada proponiendo un
procedimiento geométrico especifico para el caso de los engranajes cilindricos
de dientes rectos [Wojnarowski, 2003].

La eleccién del procedimiento para la localizacién de los puntos de contacto
en cada modelo estd fuertemente condicionada por el propdésito final de dicho
modelo. Cuando el objetivo es la realizacién de simulaciones dindmicas,
muchos de los métodos descritos para el andlisis del contacto implican un
coste computacional inasumible dentro del conjunto del modelo, por lo que es
necesario recurrir a simplificaciones apoyadas en la cinemédtica ideal de la
transmisién, que limitan la existencia de los contactos a la linea o plano de
engrane [Velex, 1996a; Blankenship, 1995a, 1995b]. En otros casos, se utiliza
un andlisis de contacto previo para conocer la posicién y orientaciéon de los
esfuerzos resultantes. Un ejemplo de este tipo de enfoque es la aplicacién
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desarrollada por Cheng [2001] en el caso de engranajes cénicos hipoidales.
Otra posibilidad de simplificacién consiste en discretizar los perfiles de los
dientes y definir un algoritmo de biisqueda de la minima distancia [Kasuba,
1981; Vijayakar, 1991].

2.3.2 Definicién de los esfuerzos de contacto

De manera andloga a lo presentado para los algoritmos de busqueda de los
puntos y zonas de contacto, el uso final que se vaya a dar al modelo
condiciona la eleccién del proceso de determinaciéon de los esfuerzos de
contacto. En algunos casos con el modelo se pretende estudiar de manera
detallada los fenémenos locales a nivel del contacto: distribuciones de carga,
influencia de la forma de los dientes en dicha distribucién, nivel tensional,
etc. Cuando se requiere este alto nivel de grado de detalle en el campo local,
el planteamiento de definicion de los esfuerzos de contacto obliga al
mantenimiento de un régimen cuasiestdtico. Por otra parte, hay modelos que
se plantean con el objetivo de conocer la interaccién entre los distintos
elementos de la transmisién: engranajes, rodamientos, ejes, soportes,
lubricacién, etc., estudiando el comportamiento dindmico del sistema en su
conjunto. En estos casos es preciso alcanzar un compromiso entre la precisiéon
y el esfuerzo computacional, para que la resolucién dindmica sea abordable
de forma préctica, obligando en definitiva a la adopciéon de enfoques méds
globales y con menor grado de precisién acerca del contacto.

A continuacién se van a describir los enfoques mds habituales dentro de cada
una de las dos categorias, prestando especial atencién a la estimacién de las
fuerzas de contacto en el caso de modelos de tipo dindmico, que son los que
se ajustan al objetivo de este trabajo de Tesis Doctoral.

2.3.2.1 Esfuerzos de contacto en modelos cuasiestaticos

Dentro del primer grupo de modelos enfocados a la extraccién de resultados
en condiciones cuasiestdticas, con especial atencién en los fenémenos locales
y aspectos relacionados con la distribucién de la carga, se encuentran
aquellos trabajos basados en la aplicacién del Método de los Elementos
Finitos. Estos modelos contemplan la construccién completa de una malla
que represente cada una de las ruedas. Aspectos como los nodos de interés
del mallado y las diferentes posiciones de las zonas de contacto se
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determinan en funcién de un andlisis previo del proceso de contacto (TCA).
El modelo de elementos finitos resultante se puede resolver mediante un
programa de propdésito general, empleando las herramientas disponibles para
abordar el problema de contacto. Argyris [2002] propuso la construccién de
linicamente una porcién de los dientes de la rueda y el pinén, considerando
empotrado el contorno de la rueda mientras que los dientes del pinén se
situaban en superficies rigidas indeformables. Dicho planteamiento fue
aplicado inicialmente al caso de engranajes conicos espirales y posteriormente
extendido a otros tipos de engranajes como cilindricos helicoidales con perfil
de evolvente [Litvin, 2003], ruedas de cara con pinén de dientes rectos
[Litvin, 2002] o transmisiones mediante tornillo sin fin [Litvin, 2006].

Otros autores han descrito con mayor detalle el proceso de construccién del
modelo de elementos finitos, prestando especial atencién a la resolucién del
problema de contacto mediante la utilizacién de un mallado més denso en las
zonas de contacto. Li [2007] presenta un modelo 3D en el que elabora un
mallado con mayor densidad en las proximidades a los puntos de contacto.
Describe también cémo aborda el problema de contacto mediante la
utilizacién de un algoritmo basado en el método Simplex. Una propuesta
similar pero en este caso empleando una aplicacién comercial se puede
encontrar en los trabajos de Sirichai [1999], exclusivamente para 2D, y de
Wang [2003] para 2D y 3D. En ambos casos los autores recurren a la
utilizacién de herramientas automadticas de refinado de la malla mediante el
denominado método P para mejorar los resultados.

Brauer presenta en una serie de articulos el procedimiento de construccién de
un modelo MEF de rueda cénica [Brauer 2002, 2004], asi como su aplicacién
en el andlisis de transmisiones con contacto en ambos flancos. El modelo
desarrollado presenta una mayor densidad en las zonas de contacto, de forma
que al menos dos elementos se encuentren involucrados. Dicho modelo ha
sido extendido por el propio autor a tres dimensiones empleando un
procedimiento similar [Brauer, 2005].

En todos estos casos se recurre a la simulacién conjunta de la pareja de
ruedas que constituyen la transmision. Este planteamiento exige la resolucién
de un sistema de ecuaciones de gran tamano en presencia de no linealidades,
requiriendo un elevado esfuerzo computacional. Es por este motivo que la
aplicabilidad de dicho enfoque en modelos sea muy limitada por el momento,
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especialmente en los casos en los que se busca estudiar la transmisién en su

conjunto o la realizacién de simulaciones dindmicas.

2.3.2.2  Esfuerzos de contacto normal en modelos dindmicos (rigidez de

contacto)

El coste adicional que supone la integracién de las ecuaciones dindmicas
conlleva por lo tanto una necesaria simplificacién de los modelos de contacto.
Este afdn por reducir el peso computacional de los modelos ha derivado en la
construccién de modelos de pardmetros concentrados con un limitado nimero
de grados de libertad, o bien de tipo multicuerpo [Viadero, 2013], con un
mayor o menor nivel de flexibilidad en los distintos elementos. En estos
casos, los esfuerzos de contacto se obtienen a partir de la profundidad de
penetracién, calculada mediante procedimientos geométricos a partir de las
posiciones de las ruedas y las propiedades de los perfiles, multiplicada por la
correspondiente rigidez de engrane. El valor de esta rigidez se obtiene a
partir de un andlisis (siempre con un cierto grado de precdlculo) de la
deformaciéon del diente como consecuencia de la aplicacién de una carga.
Existen diversas propuestas de tipo analitico, semi-analitico y numeérico.

El modelo de rigidez més simple tinicamente considera un valor constante
igual al valor promedio de la rigidez en un ciclo de engrane [Kharaman,
1993]. Esta alternativa ha sido adoptada en numerosos modelos dindmicos,
especialmente cuando el objetivo de los mismos es la estimaciéon de los modos
y frecuencias naturales de la transmisiéon. En otros casos se tiene en cuenta la
forma ciclica que adoptaré la rigidez como consecuencia de la variacién en el
nimero de parejas en contacto, asimilando la rigidez a una onda cuadrada en
el caso de engranajes rectos [Lin, 2002a, b], o al sumatorio de una serie de
funciones armonicas, tanto en engranajes rectos como en helicoidales
[Kasuba, 1981; Theodossiades, 2001]. Aunque este enfoque puede ser de
utilidad en determinados casos (andlisis de modos y frecuencias), resulta
demasiado inespecifico si lo que se desea es profundizar en el conocimiento

del comportamiento dindmico de la transmisién.

Fue Lewis en 1892 quién aporté la primera formulacién de tipo analitico para
la obtencién de los esfuerzos de contacto en engranajes, relacionando la carga
en un diente con la tensién en la base del mismo. Para ello, considerd el
diente como una viga empotrada en un extremo, dando lugar a la conocida
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férmula de Lewis, que con diversas correcciones continia siendo una
herramienta de disefio en la que se fundamentan diversas normas todavia
vigentes. A partir de este planteamiento y reduciendo el problema al caso
bidimensional, se han desarrollado diversas propuestas de tipo analitico.
Weber [1949] obtuvo la deformacién en un punto del diente mediante el
calculo de la energia de deformacion, considerando los esfuerzos de flexidn,
axiales y de cortante, asi como las deformaciones locales de tipo Hertziano.
El modelo de Weber fue ampliado por Attia [1959] mediante la inclusién de
la deformacién debida al cuerpo del engranaje y el efecto de los dientes
adyacentes. Cornell incorporé diversas formas de acuerdo en el entronque del
diente con el cuerpo de la rueda [Pintz, 1983].

Yang [1985] por su parte sélo consideré la rigidez de contacto de cardcter
Hertziano, que posteriormente amplié incluyendo los esfuerzos de flexién y
axiales [Yang, 1987]. Umezawa [1984] prest6 especial atencién a la transicién
en la rigidez cuando se produce un cambio en el nimero de parejas de
dientes en contacto, planteando diversas funciones para representarlo. En
estas propuestas la deformacién debida a los esfuerzos de flexion, cortante y
axil se obtiene dividiendo el diente en diversas secciones axiales (rebanadas),
de forma que la deformacién correspondiente a un determinado corte se
obtiene sumando las deformaciones de las secciones anteriores. A esta
deformaciéon hay que anadir la debida al contacto, la correspondiente a la
rotacién del cuerpo de la rueda y el efecto del entronque diente-llanta [Pintz,
1983; Lin, 1988]. Sainsot [2004] propuso un modelo para la inclusién de la
deformaciéon del cuerpo de la rueda, indicando la obtencién de resultados

préximos a los obtenidos mediante la aplicacién del MEF.

A partir de los planteamientos anteriores, diversos autores han tratado de
conseguir expresiones en forma cerrada que permitan su implementacién en
modelos dindmicos. Cai [1994] aproxim¢ la rigidez de cada pareja de dientes
mediante una pardbola, empleando como pardmetro un valor promedio K,
cuya determinacién puede llevarse a cabo a partir de la rigidez médxima
proporcionada por la norma ISO/DIS 6336-1.2-1990, recientemente
actualizada por ISO 6336-2006. Esta expresion solamente proporciona la
rigidez de una pareja de dientes, por lo que en el caso de miiltiples parejas en
contacto éstas serdn combinadas como resortes en paralelo, obteniendo la
rigidez del conjunto. Esta combinacién se lleva a cabo a partir de
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planteamientos estrictamente cinemadticos, por lo que las zonas de transicién

presentan fuertes discontinuidades.

Otros autores han abordado el problema desde el punto de vista numérico,
ajustando los valores resultantes mediante expresiones relativamente simples
para su implementacién directa en ordenador. Un ejemplo de aplicacién de
esta alternativa es el caso de Kuang [1992], quien a partir de diversos anélisis
empleando un modelo plano de elementos finitos, propone una formulacién
simplificada para el caso de engranajes de dientes rectos. Su modelo tiene en
cuenta el médulo, el nimero de dientes y las posibles correcciones en el
tallado de las ruedas.

Por lo general, este tipo de formulaciones (Cai o Kuang) no tiene en cuenta
las deformaciones acopladas entre dientes adyacentes al de carga cuando éste
se ve sometido a esfuerzos de contacto. Este fenémeno tiene consecuencias en
el reparto de carga entre las distintas parejas de dientes en contacto, asi
como en la relacién de contacto real efectiva, y resulta en una rigidez de
engrane menor. Ebrahimi [2006] trat6 de definir un modelo simple que
incorporase este aspecto, de forma que pudiera ser implementado en
aplicaciones de andlisis de sistemas multicuerpo de propdésito general. Para
ello partieron de un mdédulo especifico desarrollado para el cédigo
SIMPACK, implementando la rigidez variable de contacto a partir de una
funcién de tipo parabdlico obtenida a partir de la norma DIN 3990. Dicho
modelo se modificé considerando que cada diente estd unido al cuerpo de la
rueda mediante un resorte que permite su desplazamiento en direccién
tangencial. El principal inconveniente de este enfoque, apuntado por los
propios autores, es la determinacién del valor de rigidez de dicho resorte,
para lo cual proponen la utilizacién de un modelo de elementos finitos.

Todas estas dificultades que los investigadores se han ido encontrando a la
hora de desarrollar procedimientos analiticos que proporcionen una relacién
lo suficientemente aproximada entre las deformaciones y los esfuerzos de
contacto, ha derivado en la cada vez més extendida utilizacién de un andlisis
previo mediante elementos finitos. En la mayor parte de estos casos se
obtiene la rigidez de engrane a lo largo del contacto entre una pareja de
dientes. Algunos ejemplos de esta forma de proceder pueden encontrarse en
los trabajos de Howard [2001] para transmisiones ordinarias de engranajes
cilindricos de dientes rectos, o de Chung [2007] para engranajes de tornillo
sin fin.
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Ademsds de la utilizacion de modelos de elementos finitos para calcular los
valores de la rigidez de engrane, otro enfoque habitual es la consideracién de
dos fenémenos a distintas escalas en la deformacién de los engranajes. Por un
lado se encuentra la distribucién de carga sobre la superficie de los dientes, y
por otro el comportamiento del conjunto de la transmisién que, ademds de la
flexibilidad de los propios dientes y la interaccién entre las distintas parejas,
puede incorporar los efectos de otros componentes como ejes, elementos de
apoyo y la propia carcasa. Considerando esta distincién, lo deseable es
disponer de un modelo con buena precisién en cuanto al comportamiento
local en la zona de contacto, pero que simultdneamente sea capaz de
incorporar los fenémenos més globales. El esfuerzo computacional necesario
para proporcionar una buena resolucién con respecto a la distribucién local
de la carga requiere alcanzar un compromiso entre la precisiéon del modelo
local adoptado y los fenémenos globales que se quieran reproducir.

El primer intento de alcanzar este compromiso se debe a Blankenship
[1995a], quien propuso un modelo que permite la incorporacién de momentos
aplicados en la direccién perpendicular al plano de la transmisién en un
modelo tridimensional con 6 grados de libertad por rueda. En el modelo de
Blankenship la rigidez de engrane es una funcién dependiente de dos
variables: la posicién a lo largo de la linea de contacto y el tiempo, que se
puede obtener mediante un andlisis cuasiestdtico o bien a través de una
medida experimental. Blankenship y Singh asumieron la hipétesis de que el
valor de la rigidez era uniforme a lo largo de la linea de contacto, y por lo
tanto dependia tinicamente del instante (o posicién angular) considerado.

Velex [1996a] formulé un modelo vélido para engranajes cilindricos de
dientes rectos o helicoidales, en el que cada rueda dentada se asimilaba a un
cilindro rigido con 6 GDL. Dichos cilindros se conectan entre si mediante una
serie de resortes asociados a los puntos de contacto potencial y dispuestos en
el plano de engrane. De esta forma, cada linea de contacto se discretiza en
una serie de celdas donde se pueden incorporar los posibles errores de perfil,
paso, excentricidades y desalineamientos. Una vez conocidos los
desplazamientos, se obtienen los esfuerzos de cada una de las celdas en que
se dividen las lfneas de contacto multiplicando dichos desplazamientos por su
correspondiente rigidez, considerada uniforme para todas las celdas y
posiciones de contacto. Sin embargo, como en el caso de los modelos ma&s
simplificados, se presenta de nuevo el problema de la definicién del valor
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correspondiente a la rigidez de contacto de cada celda. En relacién con este
aspecto, Velex y Maatar indicaron que la rigidez considerada sélo tiene en
cuenta la deformacién del diente, no incorporando la deformacién propia del
cuerpo de la rueda, pero en este trabajo no aportaron informacién alguna
relativa al procedimiento de obtencién de dicho valor.

Un modelo similar fue propuesto por Eritenel [2005], en el que la rigidez se
divide en dos componentes: una que engloba la debida al cuerpo del
engranaje, la flexién y la cortadura del diente, y otra debida al contacto,
asignada a cada una de las celdas consideradas. La estimacién de ambas
rigideces se obtiene a partir de un andlisis cuasiestdtico previo, llevado a
cabo con una aplicacién de elementos finitos desarrollada expresamente para
el andlisis del contacto entre engranajes.

Un camino similar siguié Ajmi [2005], pero en este caso distinguiendo entre
la deformacién debida al cuerpo del engranaje, la deformacién del diente y la
deformacién de contacto. La deformacién del cuerpo del engranaje se
describe mediante un modelo de elementos finitos de tipo viga que considera
flexién, torsién y traccién. La deformacién del diente se formula como una
fundacién eldstica de acuerdo con la teoria de Pasternak. A pesar de que los
autores proponen algunas expresiones simplificadas, la modificaciéon de los
pardmetros de tallado de las ruedas fuera de los rangos indicados por los
citados autores invalidarfa su utilizacién.

Pimsarn [2002, 2003] present6 un método para la estimacién de la fuerza de
contacto a partir de la interferencia geométrica entre los cuerpos en contacto.
Dicho método fue denominado por los propios autores como “Pseudo-
Interference Stiffness Estimation”, y se conoce con las siglas PISE. El
procedimiento consiste en determinar la interferencia geométrica de los
cuerpos en contacto. Dicha interferencia se discretiza en una serie de celdas,
de forma que la magnitud de interferencia asignada a cada celda se denomina
pseudo-interferencia, la cual estd a su vez compuesta por dos términos
debidos a cada uno de los cuerpos involucrados en el contacto. El método
parte de la hipdtesis de que la fuerza de contacto correspondiente a cada
celda serd proporcional a la magnitud de la pseudo-interferencia asignada a
dicha celda. Esta relacion de proporcionalidad se define mediante dos
resortes en serie (uno para cada cuerpo en contacto). La definicién de esta
rigidez se lleva a cabo mediante un andlisis de elementos finitos previo. Es
evidente que la precisién del método depende de la calidad de dicho analisis
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y de su capacidad para registrar los efectos combinados de deformacién local
y global. Para ello se parte de una estimacién del tamano de la zona de
contacto a partir de la teoria de Hertz, definiéndose un mallado cuyos
elementos en la zona situada bajo el punto de aplicacién de la carga
verifiquen una determinada relacion de aspecto, de forma que quede
incorporado el efecto de la deformacién Hertziana [Pimsarn, 2005a).

La determinacién de las pseudo-interferencias se lleva a cabo mediante un
algoritmo numérico, basado en la discretizacién de los perfiles de las ruedas
en una serie de puntos. Segin los autores el procedimiento requiere un
esfuerzo computacional considerablemente inferior a la utilizacién de un
modelo de elementos finitos convencional, estimando una reduccién de hasta
2000 veces en el tiempo de cédlculo, lo que propicia su aplicacién en andlisis
dindmicos [Pimsarn, 2005a, 2005b]. Hedlund [2007] ha extendido este
procedimiento al caso de engranajes helicoidales con el propésito de
desarrollar modelos para la prediccién del desgaste.

En la linea de incorporar la potencia y fiabilidad de cédlculo del MEF a la
rigidez de engrane, pero de manera lo suficientemente simplificada como para
permitir la realizacién de simulaciones dindmicas, algunos autores han
tratado de elaborar modelos hibridos que combinen las prestaciones del MEF
con formulaciones simplificadas para el problema de contacto. En la practica
lo que se propone es distinguir entre deformaciones globales (de cardcter
lineal) y locales (de naturaleza no-lineal). Asi, las deformaciones globales se
abordan mediante el modelo de elementos finitos, mientras que las locales se
describen mediante una formulacién de tipo analitico.

Vijayakar [1991] hizo una propuesta en este sentido, utilizando una
formulacién basada en la combinacién de la solucién de Bousinesq para una
carga puntual actuando en un espacio semiinfinito y un anélisis de elementos
finitos tradicional. El modelo parte de la determinacién de los puntos de
contacto potencial utilizando un método de discretizacién de los perfiles. Una
vez determinados estos puntos, se estiman las dimensiones del &drea de
contacto a partir de la teorfa de Hertz, y se obtienen los términos de rigidez
que definen el contacto entre dichos puntos, utilizando la descomposicién
mencionada de la deformacién en dos términos: considerar el diente dividido
en dos zonas, una interior y otra exterior. La solucién de Bousinesq se
integra sobre la superficie de contacto y proporciona una descripcién de los
desplazamientos relativos de la regién interior del diente con respecto a la
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superficie del mismo. Por otro lado, del andlisis mediante elementos finitos se
obtiene la deformacién eldstica del conjunto de la rueda o zona exterior. Por
iltimo, el problema de contacto finalmente resultante se resuelve aplicando
un procedimiento basado en el método Simplex [Vijayakar, 1988],
herramienta utilizada habitualmente en problemas de programacién lineal.

Parker [2000a] aplicé la metodologia anterior al caso de una transmisién
simple mediante engranajes de dientes rectos. Considerando que las
deformaciones eldsticas se superponen al movimiento de sélido rigido,
propusieron la elaboracién de un modelo de elementos finitos en un sistema
de coordenadas solidario con cada una de las ruedas. La dimensién del
sistema de ecuaciones dindmicas resultante se ve por lo tanto incrementada,
con el objetivo de incorporar los grados de libertad de sélido rigido.
Finalmente, se ensamblan las ecuaciones correspondientes a cada una de las
ruedas en contacto, obteniendo un tnico sistema de ecuaciones. La
integracion de dicho sistema se lleva a cabo mediante el método de
Newmark, transformando de este modo el problema dindmico en uno estatico
equivalente. De esta forma, la resolucién de los problemas estdtico y
dindmico se lleva a cabo empleando un procedimiento idéntico.

Vedmar [1998, 2003] consideré que la masa de cada rueda se encuentra
concentrada en su centro geométrico, y aplicaron un procedimiento similar al
descrito por Vijayakar, [1991] para la formulacién de los esfuerzos de
contacto. Siguiendo el trabajo previo de Vedmar [1981] para el caso estético,
las deformaciones de los puntos en contacto se dividen en dos términos, uno
local y otro global. El término global se refiere a las deformaciones globales
del pinén y la rueda, obtenidas a partir de los coeficientes de flexibilidad que
relacionan el desplazamiento en un punto de los perfiles de interés cuando se
aplica una fuerza en un punto determinado del diente de carga. De este
modo se puede tener en cuenta el acoplamiento entre las deformaciones de
dientes adyacentes, en funcién del nimero de puntos de interés que se hayan
seleccionado a la hora de calcular los coeficientes de flexibilidad, que se
calculan empleando un modelo de elementos finitos. Por otra parte, el
término local de la deformacion se obtiene con respecto a un punto situado a
una determinada profundidad, empleando la formulacién derivada por Weber
[1949] para el caso de deformacién plana. Frente al modelo de Vijayakar, el
modelo de Vedmar evita la obtencién de la presién actuante en la zona de
contacto. Para ello, se sustituye la discretizacién del drea de contacto y la
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integraciéon de la solucién de Bousinesq por una formulacién analitica en
forma cerrada, derivada a partir de la teoria de Hertz. De esta manera, se
asume que tanto el drea de contacto como la distribucién de presiones
adoptan una forma predeterminada. Esta consideracién, junto con la
hipotesis de masas concentradas en lugar de distribuidas, simplifica el
problema, a pesar de que en este caso la formulacién para la obtencién de la
deformacién local es una funcién no-lineal dependiente de la fuerza aplicada.

Andersson [2003], extendié el método anterior al caso de transmisiones con
engranajes cilindricos de dientes helicoidales. Para ello consideraron que la
linea de contacto se encontraba discretizada en una serie de puntos.
Siguiendo un procedimiento similar al descrito anteriormente obtuvieron los
esfuerzos de contacto correspondientes a partir de los cuales se calcula la
presiéon de contacto de acuerdo con la teoria de Herzt. El principal
inconveniente de esta alternativa es que la formulacién analitica adoptada
exige que los ejes de giro de las ruedas sean siempre paralelos, pues en caso
contrario no serfa aplicable. Este hecho limita la aplicacién del procedimiento
al caso de movimiento plano.

En 2010 Ferndndez del Rincén [2010], apoyado en un planteamiento similar
al de Vedmar, propone un modelo para el cdlculo de las fuerzas de contacto
en el que se incorpora la posibilidad de contacto en el contraflanco, asi como
la consideracién del acoplamiento de deformaciones entre parejas de dientes
adyacentes.

2.4. ESTADO DEL ARTE EN MODELIZACION DE TRANSMISIONES PLANETARIAS

A continuacién se presenta, de manera detallada y apoyada en el anterior
estudio sobre el modelizado de transmisiones con engranajes ordinarias, la
evolucion del modelizado dindmico de trenes de engranajes planetarios.

En la década de 1970 el interés en el modelizado dindmico de transmisiones
planetarias comenzé a proporcionar los primeros resultados relevantes, con el
trabajo de Cunliffe [1974], quien construyé un modelo rotacional con
diferentes tipos de elementos de engrane. El mas sencillo de todos consistia
en una rigidez lineal constante que se empleé para determinar las frecuencias
y modos naturales del sistema. Un elemento de engrane m&s complejo, que
inclufa una rigidez variable (permitiendo ademds considerar no linealidades
tales como la separaciéon de los dientes causada por la vibracién) fue
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empleado para obtener mediante integracién la respuesta temporal de la
transmisién. Una contribucién de este trabajo fue la clasificaciéon de los
modos de vibracién de una transmisiéon planetaria, en funcién de su forma y
los elementos afectados. Cunliffe subrayé la necesidad de introducir la
flexibilidad del anillo, que podia incorporar distintas resonancias. Botman
[1976] estudié el contenido modal de un tren planetario de una etapa,
empleando un modelo plano de rigidez de engrane constante, encontrando
que los modos axisimétricos podian ser especialmente problematicos, en tanto
en cuanto eran susceptibles de ser suprimidos por la rotacién del carrier.
Hidaka [1979] realizé un estudio muy intensivo tanto desde el punto de vista
de modelizado numérico como experimental. Tal y como habfa anticipado
Cunliffe, Hidaka encontré que las deformaciones experimentadas por el
engranaje interior tenfan un efecto muy importante tanto en las cargas de los
dientes como en el reparto de las mismas entre los distintos planetas. Los
autores subrayaron también la posibilidad de que el exceso de flexibilidad del
engranaje interior pudiera reducir la distancia entre dientes adyacentes,
teniendo como consecuencia un aumento de la relacién de contacto y la
posible ocurrencia de interferencias de funcionamiento. Botman [1979]
estudié la influencia del espaciado angular de los planetas sobre las cargas
dindmicas inducidas por los errores de excentricidad. Se encontraron
diferencias significativas en cuanto a la sensibilidad de la transmisién a este
tipo de errores de fabricacién, segin se emplearan unas u otras
configuraciones. En esta linea de investigacién sobre el espaciado de los
planetas Hidaka [1979] encontré que dicho espaciado también afectaba de
manera importante la forma de la érbita del sol. Seager [1975] empled su
modelo con el fin de determinar aquellas condiciones de desfase entre
engranes que permitieran la neutralizacién de ciertos modos de vibracién.

A partir de 1980 la investigacién en dindmica de transmisiones planetarias se
reforzo, continuando varias de las lineas abiertas. Ma [1984] introdujo en un
modelo plano errores tanto de excentricidad como de perfil, con el fin de
estudiar el reparto de cargas entre planetas. August [1986] encontré que para
bajas velocidades las trayectorias del sol eran fundamentalmente de caracter
traslacional debido a la rigidez de engrane variable, mientras que para
velocidades mayores esas trayectorias se convertian en Orbitas de forma
mucho méds circular. Los resultados dindmicos simulados mostraron que la

ausencia de apoyos en el sol (sol flotante) podria no ser una buena solucién
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de cara a la variacién de cargas en los dientes, salvo para rangos muy
determinados de velocidad. Macfadden [1985] modeliz6 y contrasté
experimentalmente la asimetria de las bandas laterales alrededor de las
frecuencias de engrane, como consecuencia del movimiento relativo entre los
planetas y el anillo.

Ha sido en las iltimas dos décadas cuando se han realizado los mayores
avances en modelizado de transmisiones planetarias, intrinsecamente ligados
con la paralela mejoria de modelos de transmisiones mediante engranajes, tal
y como se presenté en el apartado anterior. En 1994 Kahraman publica una
serie de articulos, que a la postre tendrfan un gran impacto en los trabajos
posteriores realizados en el 4&mbito de los engranajes planetarios. En [1994a]
introduce la metodologia de trabajo de engrane multiple, empleando una
rueda helicoidal que engrana con otras dos. El modelo dindmico es
tridimensional, incluyendo desplazamientos en otros tantos planos de accién,
y se emplea para estudiar el efecto de los desfases de engrane con diversas
condiciones de carga. En [1994d] aborda directamente un modelo de
planetario de pardmetros concentrados torsional/transversal, que le permite
extraer de manera analitica los modos de vibracién asociados con las
frecuencias naturales m&ds bajas del sistema. La complejidad aumenta en
[1994D] con la introduccién de un modelo de transmisién planetaria de tipo
no-lineal con rigidez variable en el tiempo, si bien limitado a dos
dimensiones. Este modelo es excitado mediante un error de transmisién que
se expresa en series de Fourier, y se utiliza para estudiar el reparto de carga
entre los planetas cuando se introducen determinados errores en los
engranajes. Dicho estudio es paramétrico y no tiene en cuenta la variacién
interdependiente de dichos pardmetros. El mismo enfoque es ampliado a las
tres dimensiones en [1994c], si bien con un gran nimero de simplificaciones
entre las que se encuentra la linealidad de la rigidez de engrane, la falta del
efecto de la variacién del ntmero de dientes, asi como la ausencia de
holguras u otros tipos de no linealidades. El error de transmisién o excitacién
interna que Kahraman emplea en la mayor parte de los modelos mencionados

se obtienen mediante un cédlculo estdtico previo.

En una linea de trabajo diferente, acorde con sus modelos de engrane, Velex
y otros autores modelizaron transmisiones planetarias sin hacer uso del error
de transmisién como fuente de excitacién interna. Por ejemplo Saada [1995]
propone un modelo torsional/transversal, definido en un sistema de
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coordenadas solidario con el portaplanetas. El contacto se formulé como una
version simplificada del planteamiento descrito en [Velex, 1996a], apoyado en
elementos finitos pero con rigideces de engrane constantes, en dientes rectos
y helicoidales. En este modelo no se permite la variacién de la longitud de
contacto (por lo que tampoco permite considerar choques, perdidas de
contacto u otro tipo de no linealidades similares). El modelo fue mejorado en
[Velex, 1996b] con la introduccién de una rigidez de engrane variable con el
tiempo, de manera que se tuviera en cuenta la excitacién paramétrica tipica
de las transmisiones mediante engranajes. Al presentar este modelo mayor
complejidad, con un alto nimero de grados de libertad, se propuso la
aplicacién de un algoritmo de reduccién de tipo Ritz.

Lin [1999b] propone un modelo analitico de pardmetros concentrados plano
de etapa planetaria, con el que estudiar las propiedades dindmicas de los
modos de vibracién, catalogdndolos en rotacionales, traslacionales o modos
de planeta. Utilizando estos resultados, en [Lin, 1999a] se calculan las
derivadas de las frecuencias naturales con respecto a variaciones en sus
pardametros: rigideces de engrane, masas y momentos de inercia de los
distintos elementos. Se obtiene de esta manera la sensibilidad del
comportamiento del tren planetario ante la variacién de estos pardmetros
modales. De manera més reciente en [Guo, 2010] un estudio mds avanzado
pero con el mismo objetivo se llevaria a cabo. De nuevo Lin [2002b] emplea
su modelo analitico de transmisién planetaria para hallar las regiones de
inestabilidad causadas por la variacién de la rigidez de engrane. Parker
[2000b] prueba la efectividad de las técnicas de supresiéon de ciertos
armonicos de los modos de vibracién en transmisiones planetarias, mediante
el adecuado diseno de los desfases de engrane. En esta contribucién Parker
no se apoya en ningin modelo ni trata de modelizar las fuerzas de engrane o
de cuantificar sus magnitudes: directamente se centra en explotar las
propiedades de simetria del planetario en lo relativo a las fuerzas de engrane
y su posible anulacién entre si. Ambarisha [2006] extiende este trabajo de
cara a derivar reglas de diseno sencillas, que permitan la supresién de las
resonancias de tipo planeta. En la misma linea, profundizando en el campo
de los desfases y relaciones entre los distintos engranes de un tren planetario,
Parker [2004] proporciona una completa descripcion analitica de los mismos.

Con la mejora de las herramientas y de la capacidad de computacién, el
interés en utilizar cuerpos deformables en los modelos de transmisiones
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planetarias aumenta, generalizdndose de manera progresiva su utilizacién
durante la tltima década y relegando a un segundo plano los modelos
analfticos méas antiguos. Es Parker [2000c] quien implementa por vez primera
una versién del engrane hibrido (elementos finitos e integral de superficie
para el problema de contacto) propuesto por Vijayakar [1991] en un modelo
dindmico de transmisién planetaria. En Kahraman [2001] utiliza la misma
base de modelizado para examinar el efecto de la flexibilidad del engranaje
interior en la respuesta estdtica de una transmisién. Mds tarde llegaria un
estudio dindmico mds completo a este mismo respecto por parte de
Kahraman [2003]. También Yuksel [2004] utiliza este modelo para estudiar el
impacto del desgaste de los dientes en el comportamiento dindmico de la
transmisién planetaria. Con el trabajo de Ambarisha [2007], el modelo de
pardmetros concentrados [Lin, 1999b] y el hibrido [Parker, 2000c] son
contrastados, encontrando una fuerte correlaciéon entre los resultados
proporcionados por ambos en un amplio rango de condiciones de trabajo,
incluyendo no linealidades. La mayoria de trabajos surgidos a partir de la
investigacién de Vijayakar [1991], hace uso directo de una herramienta
comercial de dindmica de engranajes (Calix) que incorpora dicho enfoque.

Por su parte, y en la misma linea de mejorar los modelos con cuerpos rigidos,
en Abousleiman [2006] amplia el modelo presentado en [Velex, 1996b],
incluyendo la posibilidad de deformacién del engranaje interior. Consiguen
implementar este fenémeno mediante el uso de elementos finitos para
modelar la corona. Méds tarde, Abousleiman [2007] también incluye la
flexibilidad del portaplanetas, pero concluyendo que tiene una importancia
menor, comparada con el efecto de la flexibilidad de la corona interior asi
como con el de los rodamientos de los planetas.

En los ultimos anos la modelizacién de transmisiones planetarias no ha
sufrido grandes cambios, salvo aquellos asociados con una mejora en la
capacidad computacional: modelos mds complejos con un mayor nimero de
elementos, posibilidades de deformaciéon incrementadas, eliminacién
progresiva de precdlculos, etc. En esta linea Wu [2008] describe las
propiedades modales de una transmisiéon con una corona eldstica continua.

Esta evolucién de los modelos ha permitido ademads la sucesiva incorporacién
de distintos defectos en las transmisiones planetarias. Fl estudio del impacto
de estos defectos se realiza a menudo apoyado en el reparto de carga entre
planetas, como el realizado por Ligata [2008]. Por ejemplo Singh [2011]



32 Capitulo 2

propone un mapa de reparto de carga en funcién de distintos defectos de
posicionamiento. Montestruc [2011] realiza un estudio de la influencia de la
rigidez de los apoyos de los planetas en el reparto de carga. Por su parte, Gu
también emplea sus modelos dindmicos de planetario para estudiar el efecto
en el reparto de cargas de errores de posicionamiento de planetas [2012a] y
de excentricidad [2012b]. La produccién actual de publicaciones de estudios
apoyados en el modelizado de transmisiones planetarias es cada vez méds
elevado [Chaari, 2013]. Sin embargo, la evolucién de los planteamientos de
modelizado se encuentra practicamente detenida, respetdndose las filosofias
de trabajo presentadas en esta seccién.

2.5. SELECCION DE LA ALTERNATIVA DE MODELIZADO

En las secciones anteriores se ha tratado de proporcionar una visién general
acerca de las distintas alternativas de modelizacién de transmisiones
mediante engranajes, con especial atencién a los aspectos geométricos y de
cdlculo de esfuerzos de contacto. Se ha aportado ademds una evolucién
cronolégica del modelizado especifico en transmisiones planetarias, con el
objeto de centrar el estudio presentado en este trabajo de Tesis Doctoral.
Dado que se pretende abordar el desarrollo de un modelo conjunto, teniendo
en cuenta los distintos elementos, es preciso alcanzar un compromiso entre el
nivel de detalle asignado a cada elemento y el esfuerzo computacional
necesario para resolver las correspondientes ecuaciones dindmicas.

Esta Tesis se plantea como continuacién de la linea de investigacién iniciada
por el Grupo de Ingenieria Mecédnica de la Universidad de Cantabria en
modelizado de engranajes [Viadero, 2007], y de manera consecutiva a la Tesis
Doctoral de Ferndndez del Rincén [2010], con resultados publicados en
[Ferndndez, 2012, 2013a, 2013b).

El modelo de cédlculo de fuerzas de contacto planteado por Ferndndez incluye
la consideracién de contactos en el contraflanco, o los acoplamientos de
deformaciones entre parejas de dientes adyacentes, con un buen equilibrio
entre coste computacional y capacidades de modelizado.

En cuanto al resto de facetas, el modelo de transmisién de Fernandez incluye
la definicion de la geometria de los perfiles mediante una formulacién
vectorial, que permite la generacién de ruedas corregidas. El modelo estd
preparado ademads para la implementacién de defectos de diverso tipo con
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relativa facilidad, e incorpora un modelo propio de cdlculo de fuerzas en los
rodamientos.

Por todos estos motivos, y por el facil acceso que se tiene al mismo, el
modelo de Ferndandez ha sido el escogido para su extensién y aplicacién en el
modelizado de transmisiones planetarias en este trabajo de Tesis Doctoral.






Parte 11






Capitulo 3

Geometria del problema de una

transmision mediante engranajes

3.1. INTRODUCCION

El primer problema que se ha de abordar a la hora de construir un modelo
de mecanismo es la adecuada descripciéon de la geometria del mismo. Esta
definicion ha de ser lo suficientemente consistente como para poder
representar con flexibilidad y robustez el mayor rango posible de variaciones

paramétricas del mecanismo.

En este capitulo se presentan las distintas fases de modelizado relacionadas
con la geometria del problema de una transmisién mediante engranajes,
desde la definicién de perfiles hasta el planteamiento del algoritmo para
obtener los puntos potenciales de contacto, asi como las distancias de
separacion entre dientes. Los desarrollos se aplican directamente como
ejemplo al modelizado de engranes interiores, pudiendo encontrarse en
[Fernandez, 2010] la variacién de estos procedimientos para el célculo de

engranes exteriores.

3.2. DEFINICION GEOMETRICA DE LOS PERFILES DE LAS RUEDAS

En este modelo la generacién del perfil de los engranajes externos se hace
mediante el uso de herramientas de tallado, a partir del enfoque vectorial
propuesto por Litvin [2004]. Este procedimiento aporta un elevado grado de

37
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realismo al modelo, al definir los engranajes analiticamente de manera
andloga al proceso industrial por el que son fabricados. Ademds, la definicién
mediante tallado de las ruedas proporciona una gran versatilidad, siendo
posible la generaciéon de engranajes corregidos, y permitiendo también
contemplar cuestiones como el socavamiento y el sobrecorte. Con el fin de
evitar la singularidad de contactos en aristas se anade un redondeo en la
punta de los dientes segun el planteamiento de Vedmar [1981].

3.2.1 Herramientas de tallado

Para el modelizado de una transmisién planetaria como la que ocupa este
estudio es necesaria la utilizacién de engranajes tanto externos como
internos. Para los primeros, el proceso de tallado escogido ha sido la
generacién por cremallera, mientras que los segundos son construidos
mediante pinén tallador. En [Ferndndez, 2010] se describe con detalle el
procedimiento de generacién de ruedas externas, por lo que a continuacién se
centra el desarrollo en la definicion de la rueda interna o corona del

planetario, con un planteamiento anélogo.

u2 R

Figura 2. Herramientas utilizadas en el proceso de tallado: cremallera y pinion tallador

En la Figura 2 se pueden observar las dos herramientas utilizadas, con los
pardametros empleados en la definiciéon de cada uno de sus tramos. Para la
cremallera se han empleado cuatro tramos, uno superior y otro inferior, que
generan las circunferencias de cabeza y fondo de la rueda respectivamente, y
un tramo recto central que se encarga de tallar el perfil de evolvente del
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flanco de los dientes externos, que se encuentra unido al tramo inferior por
un cuarto tramo en arco de circunferencia. El pinén tallador se define
mediante tres tramos, dos correspondientes a los arcos exterior e interno de
cabeza y fondo y uno correspondiente al perfil de evolvente del flanco de
diente de la herramienta, prescindiendo por simplicidad del redondeo de

punta.

Los sistemas de coordenadas que se emplean para el proceso de tallado
analitico son los que se muestran en la Figura 2, y que en el caso del pinén
tallador coincide con el centro de la rueda. El resto de pardmetros que
definirdn las herramientas son el médulo m, el addendum ad, el dedendum
dd, asi como el radio de acuerdo de la punta r en el caso de la cremallera y
los radios base 1, y primitivo Rp nominales para el caso del pinén. El médulo
se encuentra expresado en mm, y el resto de pardmetros referidos en tanto
por uno del valor del médulo. A continuacién se muestran cada uno de los
tramos del pinén tallador en coordenadas paramétricas segin el sistema de

referencia definido para el mismo.

(Rp + mad) sin(u,)
Flhta(ul’vl) ={(Rp + mad) cos(uy)
d GO

0 <u; < Uimax

( cosré)uz) sin({ — tan(uy) + uy) 1

e (y,,v,) = { )

2 Ve cos(uy) cos({ — tan(uy) + u,)) (22
k %] )

T

) = e = arecos (g7)
Rp—mdd S Uy S arccos

arccos
( Rp + mad

(Rp — mdd) sin(uz)
e (uy, v5) = { (Rp — mdd) cos(us)
o (3.9

s
Uzmin S Uz = ;

Los pardmetros u; y v; determinardn por lo tanto la posicién de un punto
sobre cada uno de los tramos considerados de la herramienta. Mientras que
el pardmetro u; presentard distintos rangos de variacién en funcién del tramo
considerado, el pardmetro v; oscilara entre —b/2y b/2 (siendo b el ancho de
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la rueda expresado en mm). Los valores limite de variacién de u; y us
vendrén dados por:

= +F (rb) E ( i ) 3.4
Uimax = o v | arccos Ry v | arccos R, + mad 34)

= 4E (r”) 3.5
Uzmin =5 v | arccos Ry (3.5)

Donde la funcién de evolvente de circulo es: Ev(p) = tg(p) — ¢.

3.2.2 Envolvente y condicién de engrane

Con la fabricacion de engranajes mediante tallado por herramienta lo que se
obtiene finalmente es un vaciado de material de la rueda hasta un cierto
limite, que viene marcado por la envolvente de cada una de las posiciones del
perfil de la herramienta sobre la rueda tallada. Analiticamente esto equivale
a hallar la envolvente de una familia de curvas. Aplicando el planteamiento
clasico de la geometria diferencial se obtiene la condicién necesaria para la
existencia de dicha envolvente. Si se simplifica dicha condicién aprovechando
las propiedades de la velocidad relativa entre perfiles, deriva en la siguiente
ecuacion de engrane [Litvin, 2004]:

=S .35 —
nperfil Vrelativa = 0 (36)

Una vez satisfecha, esta ecuacién indica qué puntos en el perfil de Ia
herramienta poseen una velocidad relativa perpendicular a la normal a la
superficie que, por lo tanto, son susceptibles de estar tallando en una
posicién determinada.

En el caso particular del tallado empleado para los engranajes interiores, el
movimiento relativo de los puntos del pinén tallador respecto a la corona que
se estd generando, viene dado por la rodadura pura de la curva polar
asociada al pinén tallador sobre la curva polar asociada a la corona. De esta
manera se definen estas dos curvas como las circunferencias primitivas de
tallado del pin6n y de la corona, de respectivos radios Rp y R¢. El
movimiento se describe en la Figura 2, donde se aprecian los tres sistemas de
referencia utilizados: el asociado a la corona (en rojo), el correspondiente al
pifién tallador o herramienta (en azul), y el sistema fijo (en negro). Durante
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el tallado la herramienta puede sufrir un desplazamiento respecto a su
posicién nominal, que viene definido por el pardmetro x, que estard
expresado en tanto por uno del valor del médulo. Este desplazamiento sera
positivo cuando la posicién de la herramienta se aleje del centro de la corona,

y negativo en caso contrario.

IHR

=T Y y
- ~ ~
- s SS R
Pie ’ Herramienta R
e I’ \ N P
e 1 - ‘ \\
N
K ! Pinon) R R
I, 1 T \\ C
/ \ m-x
! \
! \
! \
1
! Rueda \
1
! 1
\ I T A
\ 1

Figura 8. Construccion de la corona con pinén tallador

El movimiento relativo entre el pinén tallador y la rueda estard caracterizado
por las superficies de sus correspondientes axoides. De este modo es posible
obtener la velocidad relativa de un punto cualquiera @ del perfil de la

herramienta mediante la expresién:
=SF —_ 2F >F SF — =F >F
Vo(c/F) = Yace/p) T Vo ™ Voic/p) = Vace/r) T Vace/r) (3.7)

Ecuacién vectorial que expresa la velocidad del punto @ solidario con el
sistema de referencia de la corona (C) respecto al sistema de referencia del
pifién (P), todo ello expresado en el sistema de referencia (F). Teniendo en
cuenta que los movimientos respecto al sistema fijo del punto @ son
rotaciones, tanto si se considera a éste como perteneciente a la corona como
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si se le considera perteneciente al pinén, y conociendo asimismo la distancia

de separacién de centros d, se obtiene de (3.7) que:

((1 - Z—C) (rF sin(=0p) = 1’ cos(6p)) +d
Zp L

]_])F = gC J Zc
Q(c/p) (1 — z_> (€ cos(8p) + 1 sin(—6p))
P

0

(3.8

Con lo que sélo resta calcular las normales a los perfiles de la herramienta
expresadas en el sistema fijo para plantear la ecuacién de engrane (3.6). Para
el caso de curvas definidas en forma paramétrica, se puede determinar dicha
normal mediante la siguiente ecuacion:

dﬁhta . (u)
—h 207 perfil I
an‘}fil:txk:Txk (39)

Aplicando esta expresion a cada uno de los tramos definidos para el perfil de
la herramienta es posible obtener las correspondientes normales a dichos
tramos. Una vez hecho esto, es necesario cambiar el sistema de referencia de
las normales resultantes, del asociado a la herramienta al fijo, que es para el
cual se ha obtenido la velocidad relativa. Aplicando la matriz de

transformacién correspondiente, quedas:

—sin(u;—0p)
= {— cos(ul—BP)}

0

cos(tan(uy)—& + 6p)
g = {sin(tan(uz)—f + ep)} (3.10)
0
—sin(u;—0p)
g = {— cos(u3—9p)}
0

Finalmente se puede particularizar la ecuacién (3.6) para cada uno de los
tramos del pinén tallador, sustituyendo con (3.8)y (3.10). De esta manera se
obtienen las tres ecuaciones de engrane que relacionan los pardmetros u; ;3
con las posiciones angulares del pinén y la corona:

tramol — d sin(u;—0p) =0 (3.11)
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Z
tramo2 = —n, (1 - Z—C) +d cos(tan(uy)—¢+6p) =0 (3.12)
P

tramo3 — d sin(uz—6p) =0 (3.13)

3.2.3 Perfil de las ruedas

El perfil de las ruedas se obtiene expresando cada uno de los tramos
identificados en la definicién de las herramientas en el sistema de
coordenadas de las ruedas, considerando que simultdneamente deben
verificarse las ecuaciones de engrane para cada tramo. En el caso que se estd
describiendo en este capitulo, que se corresponde con el tallado de ruedas
interiores, la transformacién del sistema de coordenadas de la herramienta al
sistema de coordenadas de la rueda tiene lugar en dos fases. La primera es
una rotacion y traslacién del sistema de referencia del pinén tallador al
sistema de coordenadas considerado fijo, y la segunda fase consiste en otra
rotacién para alcanzar el sistema de referencia asociado a la corona. Cada
una de estas operaciones puede expresarse mediante la correspondiente

matriz de transformacién homogénea, que se muestran a continuacion:

cos(—60p) sin(—6p) 0 0
M, = —sin(—6p) cos(—0p) 0 d 214
PoF 0 0 1 0 (3.14)
0 0 0 1
cos(6c) sin(6:) 0 0
M, = —sin(0;) cos(@;) 0 0 215
FoC 0 0 1 0 (3.15)
0 0 0 1

Multiplicando en orden inverso las matrices de transformacién parciales se
obtiene la matriz de transformacién homogénea final:

cos(0c —6p) sin(0c—0p) 0 d sin(6¢)
M= —sin(0,—0p) cos(6c.—0p) 0 d cos(6;) (3.16)
0 0 1 0
0 0 0 1

Que aplicada a cada uno de los tramos de la herramienta definidos en (3.1),
(3.2) y (3.3) proporciona:
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cos(8c — 0p) 1 + sin(6c — 6p) v, + sin(6¢) d

7 (ui, v4,00) = § —sin(8, — 6p) rh + cos(6c — 6p) 11, + cos(6¢) d (3.17)
Vi

De las ecuaciones de engrane para el primer y tercer tramo se obtienen las
relaciones entre los pardmetros u; y 8p, de manera que desarrollando y
sustituyendo en (3.17) se llega a:

Z
(Z—C Rp + mad + mx) sin(6;)
P
= 7C = Z,
w=0 =7 (Z—C Rp 4+ mad + mx) cos(6¢) (318)
P
V1
z
(Z—CRP —mdd + mx) sin(6;)
P
= 7C = Z,
us =0p = 73 (—C Rp —mdd + mx) cos(6¢) (319)
Zp
U3

Es facil observar que estas ecuaciones describen el perfil de la rueda en las
circunferencias de fondo y de cabeza de la corona interior, respectivamente.
En el caso de la circunferencia de cabeza estas ecuaciones tienen una utilidad
relativa, dado que el proceso real de fabricacién conlleva un conformado
inicial que marca el didmetro interior de la corona, por lo que dicho tramo

circunferencial no se obtendrd mediante tallado.

De la ecuacién de engrane para el tramo 2 se tiene que el pardmetro u, como

funcién de 6 es:

Ty (Zc Zc
u, = arctan| arccos —(— - 1) +&——0, (3.20)
d\z Zp

P

Que se utiliza para su sustitucién en:

(cosré)uz) sin (E —tan(uy) +u, + 6¢ (1 - j—i)) +d sin(@c)]
7= (3.21)
2 lcos’”buz) cos <E — tan(uy) +u, + ¢ (1 - i—i)) +d cos(GC)J}
)

Y que se corresponde con el perfil de evolvente del diente de la corona. El
tramo de enlace entre el arco de fondo y el perfil de evolvente vendra tallado
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por el punto del pinén tallador senalado como M en la Figura 2, que se
corresponderd con una hipotrocoide. Para su definicién se puede tomar
cualquiera de los dos tramos que confluyen en M, estableciendo el pardmetro
u al efecto de que defina dicho punto M.
C

( ) Z
(Rp + mad) sin (HC (1 -
! A

) + ulmax) +d sin(Gc)l

5C
FC z 3.22
troc (Rp + mad) cos (HC (1 - Z—C) + ulmax) +d cos(6¢) (322)
P
U1
68 142
140
5 140
64 135 138
62 136
130
60 134/
58 125 132
0 2 4 6 -5 0 5 10 0 2 4 6

Figura 4. a) Perfil de la herramienta b) Proceso de generacidn c) Perfil tallado

De todas estas ecuaciones sélo quedan por determinar los intervalos de
variacién de 6, y u; durante los que se tallan los perfiles, al no coincidir con
aquellos establecidos en las ecuaciones (3.1)-(3.5) (el limite de tallado de un
tramo viene limitado en ocasiones por el inicio del tramo siguiente), para lo
cual se atenderd a las siguientes condiciones:

- Para el limite del tramo de evolvente en la punta del diente se tallard
sélo hasta que el radio de los puntos de dicho tramo se iguale con el
radio de cabeza de la corona. El radio de la evolvente viene dado por:

Revowy = (rzcx)z‘l‘(rzcy)z 3.23)

Quedando como ecuacién que proporciona los pardmetros limite:

2
(Rmin)z - (rzcx)z - (rzcy) =0- U2min, 9C2min (3'24)
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- Para el tramo correspondiente al arco de cabeza de los dientes, que
limita con el anterior, se puede formular de la siguiente manera:

rZmein - ragx =0 - Ocamin (3.25)

- Para el tramo de enlace o de la hipotrocoide, una vez fijado el
pardmetro u, se varfa el f.entre los valores méximo y minimo para los
que el punto M estd tallando, que se corresponden con:

6C2min < gctroc < 961min (3-26)

3.2.4  Socavamiento y sobrecorte

El planteamiento desarrollado en los apartados anteriores contempla la
posibilidad de socavamiento y sobrecorte durante el tallado de ruedas
exteriores e interiores. Cuando el socavamiento se produce en las ruedas
exteriores  (talladas mediante cremallera), es preciso determinar
numéricamente la interseccién entre la trocoide y el perfil de evolvente,
afectando este hecho a los intervalos de variacién de los pardmetros. Este
procedimiento, asi como las condiciones de socavamiento empleadas, vienen
descritas en [Ferndndez, 2010].

140t

135}

130

125}
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Figura 5. Sobrecorte producido por el pinién sobre el perfil del diente (en rojo)
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Para el caso del tallado de ruedas interiores, en el que se centra este capitulo,
se puede producir un sobrecorte de la punta de los dientes de la corona, en
funcién del ntimero de dientes que se empleen en el pinén herramienta. En la
Figura 5 se muestra el sobrecorte producido por un pinén tallador con un
nimero de dientes superior al limite para el cual se garantiza la inexistencia
de sobrecorte, y que segtin Litvin [2004] se corresponde con

Zp < zp — 442 (3.27)

para un dngulo de presién de 30° y aplicando el método de generacién axial.

3.2.5 Redondeo en la punta de los dientes

De acuerdo con el procedimiento de tallado descrito en el apartado previo, se
puede observar que la interseccion de la circunferencia de cabeza de los
dientes con el tramo de evolvente da lugar a una arista. Cuando el contacto
entre dientes se produzca coincidiendo con dicha singularidad de los perfiles,
surgirdn problemas en el proceso de determinacion de los esfuerzos de
contacto. Con el fin de evitar esta singularidad se ha introducido un
redondeo en la punta de los dientes que enlaza los dos tramos secantes, tanto
en los engranajes exteriores como en los interiores, segin el proceso que se
describe a continuacién.

A Uedmin

v

|

Figura 6. Redondeo en la punta de diente de la corona
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El nuevo tramo de corona correspondiente al redondeo se definird como un

arco de circunferencia de la siguiente forma:

Dy = Trea €0S(Ureq)

—)C .
Trea =\ Dy — Trea Sin(Ureq)
Yo (3.28)
Pp—ASUpeg =Y
Donde:
D, = 0D cos(y),D, = OD sin(y) (3.29)
ﬁ = ﬁ + Tred = Rmin + Tred (330)
Quedaria por definir el dngulo y, que de acuerdo con la Figura 6 sera:
T T
y=o-a- (pp —p4) = 5~ @ —arccos (0%) + arccos (OLA) (3.31)
PA =.,/0D2 — p2 —1,,q4 > 0OA = /| PAZ + p? (3.32)

De esta manera se redefinen los limites de variacién de los pardmetros que
describen el tramo de evolvente, produciéndose un cambio en la ecuacién
(3.24). El radio minimo del perfil de evolvente no correspondera ahora con el
radio de punta de diente una vez introducido el redondeo de la punta, sino
que coincidird con la longitud definida por OA:

= 2
(OA)Z - (rzcx)z - (rzcy) =0- Uzmin HCZmin (3'33)

Una vez conocidos estos pardmetros, queda definido @ para su introduccién
en la ecuacién (3.31) como

c
Tox (u2min)>

a= arctan( T

(3.34)
T2y (uzmin)

Como sucede con el tramo de perfil de evolvente, los limites de variacién del
parametro 8.5 también se ven afectados tras la introduccién del redondeo de
la punta, reformuldndose la ecuacién (3.25) como:

TZCx (uzmin) — r3cx =0 - Oczmin (3.35)
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Este redondeo se tiene en cuenta posteriormente en la determinacién de los

puntos de contacto, asi como en la direccién de las fuerzas resultantes.

132

142
131.95
140 131.9
138 131.85
131.8

136
131.75
134 131.7
. 131.65
31.

0 2 4 6 1316 5.4 55 5.6

Figura 7. Perfil de diente de corona con redondeo de punta y detalle del mismo

3.3. LOCALIZACION DE PUNTOS POTENCIALES DE CONTACTO Y CALCULO DE LOS
SOLAPAMIENTOS GEOMETRICOS

El siguiente hito a alcanzar en el modelizado de engranajes, una vez definida
la geometria de las ruedas, es la localizacién de los puntos de contacto. Tal
como se presenté en el capftulo 2, es habitual encontrar trabajos que
recurren a procedimientos numeéricos, que localizan los puntos entre perfiles
con menor distancia de separacién, determinando posteriormente en cuédles
de ellos se produce un contacto real. En el presente modelo, al estar los
perfiles definidos de forma puramente analitica, es posible definir un
procedimiento también analitico, que proporcione de manera exacta tanto la
localizacién de los puntos potenciales de contacto como la separacién entre
dichos perfiles. Para ello se define el contacto en la linea de transmision,
sobre la cual se medirdn dichas distancias de separacién, y que se
denominardn “solapamientos geométricos” en lo sucesivo. Se evita asi la
introduccién de procesos numéricos en el algoritmo, que sin duda
incrementarian el esfuerzo computacional dedicado a simular el proceso de

engrane, ademés de mejorar en precision.
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El engrane entre dos ruedas perfectamente talladas e indeformables tendra
lugar siempre a lo largo de la linea de engrane tangente a ambas
circunferencias base implicadas. En el caso real de ruedas deformables con
perfil de evolvente, el contacto con el redondeo de la punta es posible en las
fases de entrada y salida de cada pareja de dientes (si bien indeseable desde
el punto de vista del funcionamiento) y de igual manera ha de ser tenido en
cuenta si el modelo lo permite. Cuando el engrane de las ruedas tiene lugar
entre un perfil de evolvente y el arco de redondeo de la punta del diente
contrario, el contacto se dice fuera de la linea de engrane, por lo que hay que
definir un procedimiento adicional para calcular la nueva linea de accién
sobre la que medir la distancia de separacién entre perfiles. En definitiva,
todo esto supone la consideracién de dos tipos distintos de contacto: el
contacto evolvente-evolvente y el contacto evolvente-arco de redondeo.

Por otra parte, a fin de que el modelo sea lo més representativo posible del
comportamiento real de los engranajes, se hace necesario el planteamiento
simultdneo de contactos en el flanco y en el contraflanco, de cara a modelizar
no-linealidades tales como la pérdida de contacto y el traqueteo.

En las secciones que siguen se describen los distintos tipos de contacto
considerados, la localizacién del punto de contacto para cada caso y el
célculo del solapamiento geométrico en funcién del desplazamiento de cada
una de las ruedas. De nuevo, en [Ferndndez, 2010] se describe este
procedimiento para el caso de ruedas exteriores, por lo que el ejemplo de
aplicacién del método presentado en este trabajo es el aplicable a los

engranes interiores.

3.3.1 Contacto entre flancos de diente con perfil de evolvente

El contacto evolvente-evolvente tiene lugar a lo largo de la linea de engrane
que define la tangente a las dos circunferencias base, y que representa la
direccién normal a los perfiles. En la situacién real en la que los apoyos de
las ruedas no son infinitamente rigidos, éstas pueden desplazarse respecto a
su situaciéon de montaje original, viéndose modificada la relaciéon de contacto
y cambiando la distancia entre centros y el dngulo de presién.

Inicialmente se considera una rueda exterior designada como I y una rueda
interior designada como 2, en un sistema de referencia fijo con origen en O.

La posicién del centro C,, de la rueda 2 (interior) coincide con el origen del
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sistema de referencia, y la rueda 1 se dispone a la distancia de montaje d,
medida sobre el eje Y, de tal manera que la posicién de su centro C,,
coincide con el punto O,. La posicién de referencia para el giro serd aquella
en la que los perfiles contacten en la posiciéon del punto primitivo P, giros
positivos contados desde dicha referencia en sentido antihorario. Cualquier
desplazamiento que experimenten las ruedas se expresard en base a la
traslacién (z,y;) de sus centros respecto a las posiciones indicadas con los
subindices 0 de referencia, y al giro 6, partiendo del contacto con el punto

primitivo.

Rotacién y traslacién

de las ruedas

Detalle del solapamiento

Figura 8. Solapamiento geométrico para el contacto evolvente-evolvente

Conociendo la posicién de cada una de las ruedas 0,C; = [x1,v]",0,C;, =
[x5,2]T, es posible determinar la magnitud de la nueva distancia entre
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centros dr, su inclinacién respecto a la inicial P y el dngulo de presién @r
(de funcionamiento). La obtencién de estos pardmetros requiere el
conocimiento del vector C,C; que, de acuerdo con la Figura 8, se puede

expresar como:

GG =00, +0.G,-0G = {g |+ {1} - {}2) (3.56)

Cuyo mdédulo coincidird con el nuevo valor de la distancia entre centros dy:

dr =0 — %)% + (do + y1 — ¥2)? (3.37)

Y la inclinacién respecto a la inicial :

X1 —X
Y = —arctan (#> (3.38)
do+y1 =2

Mientras que el nuevo dngulo de presién de funcionamiento vendrd definido

por:

QT = arccos (Pzd—TP1) (3.39)
Debido al desplazamiento de las ruedas, existird o no contacto segin sea la
magnitud de separacién entre perfiles o solapamiento geométrico.
Observando el detalle de la Figura 8, se define el solapamiento geométrico
como la distancia entre los puntos P; y P, pertenecientes a cada una de las
ruedas, medida sobre la linea de engrane como sigue:

Opy_gy = P1P; = Q102 + Q1P; — Q2P (3.40)

Segin esta formulacién, valores positivos de esta distancia se corresponderdn
con situaciones en las que los perfiles estdn solapados desde el punto de vista
geométrico (obviando por el momento la situacién real), indicando por lo
tanto situaciones potenciales de contacto. De manera complementaria,
valores negativos del solapamiento geométrico § denotarian una posicién de
las ruedas en la que existe una cierta separacion entre los perfiles de los
dientes.

La obtencién de cada uno de los términos que se emplean para el cédlculo del
solapamiento geométrico se apoya en las propiedades de la evolvente:
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QP = QP +pi (pr —po+9—6) ; i=12 (341)
QuPio = pi tan(po) ; i =12 (3.42)
Q1Qz = dr sin(¢r) (3.43)

Donde sélo se desconoce el dngulo de presién inicial, que se obtiene a partir
de la distancia de montaje d:

Qo = arccos (pzd— p1) (3.44)
0
Introduciendo cada uno de los términos en la ecuacién (3.40) queda definido
el valor del solapamiento geométrico entre dos perfiles de evolvente, en
funcién del desplazamiento de las ruedas, teniendo en cuenta la posicién de

referencia descrita:

Ogy—gy = dr sin(@r) + (p1 — p2) (tan(@o) + o7 — o + ) —
(3.45)
—(p161 + p26;)

3.3.2 Contacto entre flancos de diente con redondeo de punta

Cuando debido a las deformaciones sufridas por los engranajes, el redondeo
de la punta de un diente entra en contacto con el perfil de evolvente de su
par correspondiente, se producen diversas alteraciones en la direccién y
magnitud de las fuerzas a transmitir. La direccién de la normal a los perfiles
contactados deja de coincidir con la recta tangente a ambas circunferencias
base. Se impone en este caso que la nueva directriz de fuerzas permanezca
tangente a la circunferencia base cuya evolvente estd implicada en el
contacto, y que ademds esta recta pase por el centro del arco de
circunferencia que define al redondeo C,,;. Dado que en el caso de engranes
interiores no existe una simetria entre la geometria del pinén y la rueda, serd
necesario distinguir dos casos en funcién de la localizaciéon del tramo de
redondeo considerado, pudiendo localizarse éste en el engranaje exterior o

interior.
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3.3.2.1 Contacto redondeo exterior-evolvente

En la Figura 9 se representa la situacién correspondiente a un contacto
redondeo-evolvente en el que el redondeo pertenece al engranaje exterior.
Con el fin de mantener una formulacién homogénea para el cédlculo del
solapamiento geométrico, es posible asimilar esta nueva situacién en la que la
linea de accién pasa por sélo una de las circunferencias base con un problema
andlogo al del contacto evolvente-evolvente. Para ello se define una nueva
circunferencia tangente, denominada circunferencia base equivalente, y
construida a partir de las normales a los perfiles, tal como se muestra en la
Figura 10.

Esta nueva circunferencia tiene radio pl?, empleando el superindice r1l para
referirse a la condicién de contacto en el redondeo de la rueda 1 (exterior).
En la Figura 10 es facil observar cudles son los nuevos pardmetros respecto a
la situacién de contacto evolvente-evolvente atendiendo a dicho superindice.
Una vez conocidos los valores de los nuevos pardmetros, es posible adaptar el
modelo de contacto de evolvente a contacto con redondeo, proporcionando
una gran robustez y simplicidad en cuanto a la definicién de las direcciones
de accion de los esfuerzos de contacto, asi como a la reduccién de las fuerzas

actuantes en pares sobre cada una de las ruedas.

Figura 9. Contacto redondeo exterior-evolvente
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La identificacién de los nuevos puntos y distancias de contacto entre perfiles
requiere en este caso de la localizacién del centro del arco de redondeo C,q,
para lo cual se puede recurrir al dngulo auxiliar 1;;, que se forma entre la
linea de centros y el radio del centro del arco de redondeo 0C,;.

Figura 10. Determinacion del dngulo auziliar 4,,

Adoptando la misma posicion de referencia que en caso del contacto
evolvente-evolvente (cuyos pardmetros vienen identificados por el subindice
0), y de acuerdo con la Figura 9, dicho dngulo puede obtenerse como:

A0 = @4+ Ev(9a) — Ev(po) — @cr1 (3.46)
Donde sustituyendo la funcién de evolvente queda:

Ao = tan(@,) — tan(@g) + Yo — Ycr1 (347)

Teniendo en cuenta que:

@4 = arccos (p /ﬁ) , Qcr1 = ATCCOS <p ) (3.48)

0Ct
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Donde se conoce el valor de la distancia OC,; al sustraer el valor del 7.4 del
radio exterior OB del engranaje. OA es:

J— 2
04 = \/pz + (\/(RExt - rred)z - P2 + rred) (3'49)

El dngulo A,y asf obtenido se corresponderd con el formado por la linea de
centros en la posicién de referencia y la recta radial que pasa por C,, como
se ha mostrado en la Figura 9. Sin embargo, para posiciones que no sean las
de referencia, el angulo que dara la ubicacién del centro del arco de redondeo
se denominard A, sin el subindice 0 de referencia que, de acuerdo con la
Figura 11, se determinard mediante la siguiente ecuacién:

A=Ay — @ —6y) (3.50)

Atendiendo a la construccién grafica, y considerando el tridngulo formado
por C;C,C,;, conocida la distancia de montaje d; y el dngulo A;, se puede
obtener la distancia C,C,, y el dngulo &, como:

G0 = J(C1Cr1 sin(41))? + (dr + C1Crq cos(A1))? (3.51)

— CiGCry - Sin(/h)/ )
& = arctanZ( (dy + CCy - cos(Ay)) (3.52)
Donde se utiliza una variacién de la funcién arco tangente que mantiene la
informacién del sentido del dngulo &,. Posteriormente, se determina el dngulo
U, mediante:

Up = arccos (,DZ/C C ) (3.53)
2&r1

Con el cédlculo de estos dos dngulos se obtiene por adicién el nuevo dngulo de
presién de trabajo @hl:

‘P;l =&+, (3.54)

Una vez que se conoce el dngulo de presion, resulta sencilla la definicién del
resto de magnitudes del problema geométrico, comenzando por el radio base

equivalente C; Q1! o pi* de la rueda 1:

pit = C,Q" = p, — dr cos(oF (3.55)
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Figura 11. Solapamiento geométrico para el contacto redondeo exterior - evolvente

Recurriendo a la expresién (3.40) para el cédlculo del solapamiento geométrico
entre perfiles de evolvente, podemos adaptar cada uno de los sumandos con
los superindices correspondientes indicativos del redondeo en la rueda

exterior, manteniéndose la misma formulacién:

Sre—gv = P1P, = Q' Q3" + Q7' Py — Q3'P, (3.56)
Teniendo en cuenta que:

Q3P = QP20 + p2 (97 — o + 1 — 6) (3.57)

Q1*Py = C,Cry sin(@F'=21) + Tyea (3.58)

Y sustituyendo en (3.56) se obtiene finalmente:
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Sre—gv = P1Py = dr - sin(@F') + (Rgxe — Treq) - sin(@7t—11) +
(359
Hryea + P2 - (97 — tan(e) — @o + P — 6;)

3.3.2.2 Contacto redondeo interior-evolvente

En el caso de que el contacto considerado incluya el redondeo en la rueda
interior, el procedimiento para hallar el valor del solapamiento geométrico es
andlogo al anterior, teniendo en cuenta ciertas consideraciones. Se hace de
nuevo necesario recurrir al dngulo auxiliar 4,5 que forman la linea de centros
y el radio del centro del arco de redondeo OC,, tal como se muestra en la
Figura 12.

Figura 12. Determinacion del dngulo auziliar 1.,

La formulacién difiere ligeramente, siendo el valor del dangulo auxiliar dado
por la expresién:

Az = tan(@g) — 9o + Pcrz—tan(eg) (3.60)

Donde:
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g = arccos (p/ﬁ) , Pcrz = Areeos (p/OC ) (3.61)

cr2

N 2
0B = \/pz + (\/(Rmin + Trea)® — p2 — T‘Ted) (3.62)

Todos los subindices y superindices cambian en relacién a la situacién del
contacto con redondeo en la rueda exterior, estando en este caso referidos a

la rueda 2 o rueda interior.

Continuando con el mismo desarrollo aplicado de (3.50) a (3.58), y
particularizando para la nueva geometria:

Ay =2y — (Y —6;) (3.63)

Figura 13. Solapamiento geométrico para el contacto redondeo interior-evolvente

Teniendo en cuenta que la distancia C,C,, se obtiene al sumar el radio de

redondeo 7.4 al radio minimo del engranaje interior Ry, iy:
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|C1Cral = \/(Czcrz sin(13))? + (C,Cy, cos(4z) — dr)? (3.64)

_ C,C,5 sin(1y)
& = arctanZ( 2xr2 2 /(—CZCT'Z cos(Ay) — dr)) (3.65)

Simplemente cambiando los indices se obtiene de manera andloga:

U; = arccos (pl/C1Crz) (3.66)
o =8+ (3.67)

Atendiendo al signo:
P3’ = C2Q5" = p1 + dy cos(oF? (3.68)

Y se puede definir finalmente el solapamiento geométrico como:

Spv—re = P1P, = Q1%Q3% + Q1*P; — Q32P, (3.69)

Donde se introduce:
gzpz = (30 Sin(‘P;‘z_/lz) — Tred (3.70)
Q*P; = Q10P10 + p1 (07 — o + ¥ — 6;) (371

Para llegar finalmente a:

Spv—re = dr sin(p7?) + py (@F — @o + P + tan(e,) — 6,) —
(372)
—(Rmnin + Trea) Sin((p;z —A2) + Trea

3.3.3  Seleccion del tipo de contacto

De acuerdo con lo presentado, se tienen tres posibles tipos de contacto entre
la corona interior y el engranaje exterior: evolvente-evolvente, redondeo
exterior-evolvente o evolvente-redondeo interior. La formulacién analitica
deducida permite calcular los solapamientos geométricos entre los perfiles de
los dientes de cada pareja, proporcionando los tres valores posibles
correspondientes a cada tipo de contacto. Queda por lo tanto determinar
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cudl de estos posibles contactos es el que se debe considerar para cada
posicién de las ruedas.

Una posible solucién para este problema serfa llevar a cabo el cdlculo de los
solapamientos geométricos para los tres posibles casos de contacto y, una vez
obtenidas las distancias, hacer que el modelo descarte los dos valores de
mayor separaciéon. De esta manera el tercer caso se corresponderia
necesariamente con la menor distancia entre perfiles, indicando el caso
particular y el punto potencial de contacto. Pese a la simplicidad de
planteamiento de dicho procedimiento, éste conllevaria llevar a término el
cdlculo de los tres solapamientos geométricos para cada posicién de las
ruedas, lo que supone una implementacién claramente ineficiente desde el
punto de vista de coste computacional.

El método escogido para la seleccién del tipo de contacto en el modelo
propuesto se apoya en la construccién grafica representada en la Figura 14,
donde se observan los distintos valores que pueden tomar los dngulos de
presién para cada contacto.

Figura 14. Seleccion del tipo de contacto

Para el caso de redondeo en la rueda exterior, el dngulo de presién es @¥t,
que coincidird con el valor del dngulo de presién @ cuando el contacto se
produzca en el punto B (inicio del tramo de contacto redondeo exterior-
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evolvente si se considera giro antihorario). A partir de B y hasta el final del
tramo de redondeo A, el dngulo de presién @} ird disminuyendo su valor.
rl
T

Esto quiere decir que para valores de @7 mayores que ¢@r, el contacto

redondeo exterior-evolvente no tiene aplicacion.

Anédlogamente, el angulo de presién @5? coincidird con ¢ cuando el contacto
tenga lugar en el punto C, lo que se corresponderd con el inicio del contacto
evolvente-redondeo interior (considerando giro horario de las ruedas). A
partir de esta posicién angular y hasta el fin del contacto (antes del punto
D), el dngulo de presién @F? experimentard un progresivo aumento de su
valor. Por lo tanto, también se pueden desechar aquellos @%? menores que
Pr-

De acuerdo con todo lo anterior, se puede definir un criterio de eleccién del
tipo de contacto activo que atienda tnicamente al valor del dngulo de
presiéon de cada clase de contacto. El contacto serd de tipo evolvente-
evolvente salvo cuando los dngulos de presién de los contactos con redondeo
excedan un cierto umbral, inferior en el caso del redondeo exterior-evolvente
y superior en el caso del contacto evolvente-redondeo interior. Cabe aclarar
que por la geometria del problema de engrane no tiene sentido valorar la
posibilidad de que se den los dos contactos que involucran redondeo
simultdneamente, por lo que no se incluye tal caso en el criterio de eleccién

de contacto:
O < @r > redondeo exterior — evolvente
O > @1, o < @r > evolvente-evolvente

©¥? > @r > evolvente — redondeo interior

3.3.4  Miuiltiples perfiles en contacto y contacto inverso

Una vez definido el procedimiento para el cédlculo de las distancias de
separacion entre los pares de dientes de las ruedas, es necesario tener en
cuenta que a lo largo del proceso de engrane el contacto se va a producir de
forma simultdnea entre varias parejas de dientes. Ademds, para que el
modelo de engrane sea completo, es preciso incluir un procedimiento que
permita conocer los solapamientos geométricos del contacto inverso: asi el
modelo permitird estudiar cambios en el sentido del par aplicado, problemas
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de traqueteo, acunamiento u otros fenémenos (generalmente asociados con la

dindmica) en los que tiene lugar contacto en ambos flancos del diente.

Figura 15. Contactos potenciales considerados

El nimero total de puntos de contacto potencial N que se tienen en cuenta
en este modelo se obtiene a partir de:

N =2 (ceil(e) + 1) (3.73)

Donde “ceil” es la funcién techo o funcién de parte entera, que proporciona
el entero superior al argumento introducido, y € es la relacién de contacto de
la transmisién modelada. De la férmula presentada se puede observar que el
nimero de parejas de dientes analizadas en el modelo incluye una pareja
extra que es geométricamente innecesaria. Esto se justifica por la necesidad
de contemplar situaciones en las que el nivel de carga sea tal que las
deformaciones en los engranajes produzcan nuevos contactos (debido al
empleo de materiales poco rigidos o para relaciones de contacto préximas al
entero superior).

En la Figura 15 se pueden observar los puntos potenciales de contacto
considerados para una relacién de contacto menor que 2, por lo que se
considera el contacto en 3 parejas de dientes, lo que supone 6 puntos de
contacto potencial. Se han denominado secuencialmente cada uno de los
contactos en funcién de su sentido d o i (directo o inverso). Por simplicidad,
en la figura se supone que las ruedas se sitian en la posiciéon de referencia
(existe contacto en el punto primitivo del sentido directo). Dado que el
contacto 2d (contacto de referencia) estd formado por los perfiles que definen
la posicién de las ruedas, la obtencién de la distancia de separacién en este
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caso serd directa, introduciendo en las férmulas de solapamiento el giro de
los perfiles (que coincide con el de las ruedas y que en el caso mostrado en la
Figura 15 son nulos). La consideracién del resto de parejas en contacto se
produce alterando la posicién angular de la rueda teniendo en cuenta el paso
angular de las ruedas implicadas. Para el contacto 1d habrd que sumar (giro
horario) a los perfiles los pasos angulares 6,, y 6,5, y para el contacto 3d

restdrselo (giro antihorario).

3.3.4.1 Contacto inverso

Toda la formulacién descrita en las secciones anteriores se ha planteado con
la finalidad de obtener los solapamientos geométricos entre perfiles de diente
en el contacto directo (pendiente positiva de la linea de accién). Debido a la
simetria del problema, los solapamientos del contacto inverso pueden ser
convertidos a contacto directo, de manera que la misma formulacién
empleada para el cédlculo de los tltimos sea valida también para el de los
primeros. Empleando la misma posicién de referencia (contacto en el punto
primitivo), basta con introducir dos giros 6/, y 6", para transformar la
situacién de contacto primitivo en el flanco directo a contacto primitivo en el
flanco inverso. La magnitud de los giros a introducir a las ruedas para lograr
que el contacto se produzca en la circunferencia primitiva en el flanco inverso
se puede observar en la Figura 16. La corona interior habra de girar el
espesor angular del diente 6¢,, mientras que el engranaje exterior lo hard el
espesor angular del hueco 0", (lo que equivale al paso angular menos el
espesor angular del diente).

De esta manera, sin mds que anadir al giro de las ruedas los angulos 6", y 6“,,
se puede obtener el valor del solapamiento en el contacto 17 mediante la
aplicacién de la formulacién de contacto directo empleada para 2d. Al
tratarse del problema simétrico, una vez anadidos estos giros auxiliares, hay
que tener en cuenta que tanto los giros de las ruedas 6, y 0, asi como el
dngulo y deberdn ser introducidos en las ecuaciones de cdlculo de
solapamiento con su signo cambiado. Lo mismo que sucedia en el caso de los
directos, para los contactos inversos consecutivos 2i y 3i bastard con girar los
perfiles la magnitud correspondiente respecto a la posicién del contacto 17 (-
0,0y -0,p para el primer caso, y -20,, y -20,, para el segundo).
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Figura 16. Giros a introducir en la consideracion del problema de contacto inverso

De esta manera, se puede elaborar una tabla con las magnitudes modificadas
(subindice M) que hay que introducir en la formulacién para obtener los
solapamientos geométricos, teniendo en cuenta la multiplicidad de contactos,
asi como los dos posibles sentidos de accién, directo e inverso:

Tabla 1. Giros auxiliares a introducir en la formulacion para la consideracion de

contactos multiples y contactos inversos

O1m Oom Ym
1d 0, +0:p 0, + 02p \
2d 01 02 1
3d 0, —01p 0, —01p v
1i — 01 + 060y — 02+ 02— 0O1p -y
2 —0;+6h;—01p — 02+ 09— O2p -y

3i — 01+ 08— 20:p — 02+ 04— 201p -y
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Por 1ltimo, es importante subrayar que, desde el punto de vista de la
implementacién, los puntos de contacto analizados vienen definidos
linicamente para un intervalo de giro de las ruedas equivalente a su paso. La
secuencia de engrane se repetird a partir de esa posicién, siendo renombrados
los puntos de contacto, y saltando la numeracién al diente siguiente en cada

Caso.

3.3.5 Modificaciones de perfil

Con el proceso para la localizacién de los puntos potenciales de contacto ya
definido, asi como el algoritmo de cédlculo de los solapamientos geométricos,
conviene llamar la atencién sobre algunos aspectos reales de los perfiles de
dientes rectos en engranajes. Todos los procedimientos anteriormente
descritos se apoyan en la definicién analitica de unos tramos con formas
tedricas de evolvente o arco de circunferencia, que en la practica no se
corresponden con la forma real de los flancos. En el diseno y fabricacién real
de engranajes de dientes rectos, hay dos motivos fundamentales por los que
existe una desviacién entre el perfil teérico de evolvente (cinematicamente
ideal) y el finalmente obtenido. El primero y mds evidente de ellos, es la
imposibilidad de fabricar ruedas perfectas, por lo que los flancos reales
presentaran desviaciones respecto al disenio, variables en funcién de las
tolerancias y métodos empleados. La norma ISO 1328: “Cylindrical gears -
ISO system of flank tolerance classification” contempla estos errores de
perfil, describiendo de manera unificada la definicion de las distintas
tolerancias para la forma del flanco del diente.

Fa C¢ Ny Fa

Fq

Figura 17. Composicion de la amplitud y pendiente de la desviacion de perfil segin la

norma 1SO 1328

El segundo motivo, por el que los perfiles de evolvente presentan diferencias
respecto al ideal, es la incorporaciéon de modificaciones analizadas en la fase
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de diseno. Son varias las razones para la introducciéon de estas desviaciones
en el planteamiento de los flancos: aliviar el nivel de tensiones sobre los
dientes, evitar el contacto en la punta y suavizar en lo posible el error de
transmisién, cuya brusca variacién estd ampliamente aceptada como causa
principal del ruido producido en el funcionamiento de transmisiones de
engranajes rectos.

Es necesario por lo tanto dotar al modelo de la capacidad de contemplar la
forma real de los flancos de dientes. Bien sean fruto de un proceso de
fabricacién intrinsecamente inexacto, o de las modificaciones introducidas de
manera premeditada en la fase de disenio; puede considerarse que las
desviaciones existentes respecto al perfil original no afectan a la flexibilidad
global del diente ni a la direccién normal de contacto. Esto supone asumir
que las desviaciones uinicamente alteran la condicién de contacto en cuanto a
la magnitud del solapamiento geométrico, adelantando o retrasando el
contacto respecto a la posicién ideal calculada para perfiles estrictamente de
evolvente. Por lo tanto, la inclusién en el modelo de las desviaciones de perfil
se realiza mediante la modificacién de los solapamientos geomeétricos, que
habrdan sido calculados siguiendo las pautas descritas en las secciones
anteriores para perfiles tedricos de evolvente.

Las modificaciones de diseno introducidas en los flancos de los dientes son de
diverso tipo, siendo las mds habituales el rebaje de punta o de base del
diente, pero pudiéndose encontrar también perfiles con variacién del dngulo
de presién o con coronamiento (crowning). En este trabajo se incluye la
implementacién en el modelo de rebajes de punta (tip relief) o de base del
diente (bottom relief), cuya forma y magnitud deben seleccionarse atendiendo
al nivel de carga a transmitir. Este tipo de rebajes, segin la longitud del
tramo de perfil afectado, se pueden clasificar como cortos o largos. Asi, para
relaciones de transmisiéon entre 1 y 2, aquellos rebajes que presenten
incidencia en la zona de contacto miltiple serdn cortos, mientras que los que
extiendan su influencia hasta la zona de contacto simple serdn considerados
de tipo largo. En cuanto a la forma de la modificacién, se pueden encontrar
rebajes lineales o parabdlicos, presentando distintas caracteristicas dindmicas
entre si.
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Figura 18. Definicion de magnitudes para la implementacion de la desviacion de perfil

Tanto para el caso de errores como de rebajes, la préactica habitual es
presentar la magnitud de la desviacién de perfil en un diagrama en funcién
del radio de curvatura del perfil (distancia s en la Figura 18). De esta
manera, la correccién e(s) introducida (desviacién del perfil real respecto al
perfil ideal) viene definida por la magnitud médxima del rebaje C; para la
cabeza 6 Cg para la base, la longitud de la correcciéon ALy 6 ALg y la forma
adoptada: lineal o parabdlica. Valores positivos de la correccién supondran la
eliminacién de material y, por lo tanto, un menor radio de curvatura s
respecto al tedrico en el caso de engranes exteriores, mientras que supondra
un aumento del radio de curvatura para el caso interior, tal como se muestra
en la Figura 18. El inicio del rebaje desde el punto primitivo P lo marcaran
los puntos B y T para la base y la punta respectivamente, pudiéndose
representar los rebajes como muestra la Figura 19.

Las magnitudes de rebaje a sumar al solapamiento geométrico hallado para
cada punto potencial se corresponderan segin lo anterior con:

(s —sp\" (sr —9)\"
www=q(Mf) wm®=@(2L)
T SE[ST'Sf] T s€[sq,s7]

_ n (S —s ) n
%M@=@(AL> %W@=@<MB>
B S€[S0,58] B S€[So,sB]

Teniendo en cuenta los distintos pardmetros de rebaje, tomando n el valor 1

(3.74)

0 2 segun el rebaje tenga forma lineal o parabdlica respectivamente.
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e(s)A

Figura 19. Rebajes de punta y base para engranajes exteriores e interiores






Capitulo 4

Procedimiento para el calculo de las
fuerzas de contacto en engranaje y

rodamientos

4.1. INTRODUCCION

Para la determinacién de las fuerzas de contacto, se recurre a la relacién
existente entre éstas y las deformaciones producidas. Se plantea un sistema
no-lineal de ecuaciones sujeto a ciertas condiciones, a partir del cual se
calculan las fuerzas de contacto para una posicién determinada de las ruedas.
Es por lo tanto necesario obtener primero la relacién entre deformaciones y
fuerzas. Para ello, se utilizard un método derivado del propuesto por
Andersson [2003]. Este método aplica un procedimiento similar al descrito
por Vijayakar, [1991] para la formulacién de los esfuerzos de contacto.
Siguiendo el trabajo previo de Vedmar [1981] para el caso estdtico, los
desplazamientos fruto de la deformacién de los puntos en contacto se
obtienen como la composicién de dos términos diferenciados; uno global (en
adelante estructural) y otro local. El primero se refiere a la deformacién
lineal en el campo alejado de la zona de contacto, fruto de la flexién y
cortante en el diente y de la rotacién del cuerpo de la rueda. El segundo
término (local), describe el comportamiento de los perfiles en cuanto a su
deformacién no-lineal de contacto, en la zona cercana al mismo.

71
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5
Def. Local
(Weber-Banashek)

(©

Def. Estructural
(MEF)
(a)

Figura 20. Superposicion de problemas para el cdlculo de la deformacion

En definitiva el método se reduce a aplicar el principio de superposicién a los
tres problemas independientes que se muestran en la Figura 20, teniendo en
cuenta el teorema de Saint-Venant para cargas estdticamente equivalentes: a
distancias suficientemente grandes del punto de aplicacién, las diferencias
entre sus efectos son despreciables. De esta manera, se establece una frontera
a una distancia h en torno a la que se compatibilizardn los dos tipos de
deformaciéon considerada: local y estructural. Asi, el cdlculo de la
deformacién estructural se resuelve mediante la aplicacién de técnicas MEF,
cargando de manera puntual en la zona de contacto potencial. Como los
resultados obtenidos mediante el modelo de elementos finitos bajo estas
condiciones de carga tnicamente son vélidos en las zonas alejadas del punto
de aplicaciéon de la fuerza, es preciso introducir una correccién para los
puntos cercanos. Esto se consigue superponiendo a dichos resultados los
obtenidos mediante la resolucién del problema reciproco en la zona cercana
al contacto (profundidad<h), tal como se muestra en los términos 1 y 2 de la
Figura 20. Una vez se tiene la deformacién estructural como composicién de
estos dos términos (entre los que se anula el efecto local), finalmente se
anade la deformacién local en el dominio cercano a la zona de contacto,
calculada mediante la aplicacién de una formulacién analitica no-lineal en
forma cerrada, derivada de la teoria de Hertz.
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Como se referencié anteriormente, el uso de este planteamiento a la hora de
calcular las fuerzas de contacto plantea una serie de ventajas. Normalmente,
el tamafno de la zona de contacto entre engranajes (2L) es dos érdenes de
magnitud m&ds pequeno que el tamano de los dientes. Esto supone la
necesidad de disponer una malla extremadamente fina en dicha zona de
contacto, cuando el problema se pretende resolver aplicando el MEF.
Ademss, dado que la zona de contacto se va desplazando durante el proceso
de engrane a lo largo del flanco de los dientes, la situacién de este mallado
fino ha de ser reubicada para cada posicién de calculo. Con el enfoque
hibrido empleado en este trabajo, en el que las deformaciones locales se
calculan de manera analitica y el modelo de elementos finitos se utiliza para
obtener la deformacién en un dominio lejano al contacto, no es necesario un
alto grado de refinamiento de la malla en dicha zona, ni tampoco remallar
para cada posicién, reduciéndose enormemente el coste computacional.

A continuacién se describen de manera detallada los dos procedimientos
empleados para la obtencién de cada uno de los dos tipos de deformacién
considerados, asi como el método de integracién de ambos y el calculo final
de los esfuerzos de contacto. Finalmente, se presentard el método de cédlculo
de esfuerzos de contacto en rodamientos empleado en el modelo.

4.2. CALCULO DE LAS DEFORMACIONES ESTRUCTURALES

Las deformaciones estructurales se calculan empleando un modelo de
elementos finitos bidimensional, pudiendo tenerse en cuenta condiciones de
tensién o deformacién plana. En general, el espesor de los engranajes es
significativo frente a su didmetro, por lo que se puede plantear el empleo de
condiciones de deformacién plana. La consideracién de hipétesis de tension o
deformacién plana indudablemente implica la asuncién de un cierto error en
la estimacién de la deformacién, no existiendo un criterio establecido para
optar por una u otra alternativa. A este respecto, la aplicaciéon de una
hipétesis incorrecta podria dar lugar a errores relativos de hasta el 10% en
cuanto al valor de rigidez de engrane segun el trabajo de Wang [2003]. En el
siguiente capitulo se analizardn las diferencias segin la asuncién de una u
otra hipétesis en el marco de este modelo de transmisién.

Ademsds del beneficio que supone el uso de un modelo de elementos finitos
limitado al cédlculo del campo de desplazamientos lejos de la zona de
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contacto, existe otra ventaja en este planteamiento, que viene derivada del
tratamiento individual de las ruedas. Resolver el problema de contacto de
engranajes mediante MEF supondria la incorporacién en el modelo de
elementos de contacto especificos, requiriendo una cierta concordancia entre
las mallas correspondientes a cada rueda, o bien la definicién de relaciones
funcionales entre los desplazamientos de los puntos localizados en las
proximidades del contacto. En este caso, como el comportamiento local de
contacto se define de manera separada, el modelo de elementos finitos
Unicamente tiene el cometido de proporcionar el comportamiento individual
de cada rueda, simplificindose el problema de manera significativa.

El modelo de elementos finitos ha sido desarrollado en el entorno MATLAB®
empleando la herramienta “Partial Differential Equation Toolbox”. A pesar
de que esta herramienta tunicamente admite el empleo de elementos
triangulares, con unas capacidades muy limitadas en cuanto al control del
mallado, si posibilita la elaboracién del modelo de elementos finitos en el
mismo entorno empleado para el resto de las tareas (incluyendo las
simulaciones dindmicas), motivando asi su eleccion. En cuanto a la
utilizacién de elementos triangulares, podrian surgir problemas de precisién,
especialmente si el interés fuera el cdlculo de tensiones. No obstante, como
los resultados a obtener son unicamente los desplazamientos de los nodos
correspondientes a los perfiles de los dientes, la utilizacion de elementos
triangulares puede considerarse aceptable. Para la validacién de este punto
se han realizado contrastes empleando otros cédigos de elementos finitos
(MSC-Nastran®), con un mejor control del mallado y elementos
cuadrangulares, encontrando que el empleo de la herramienta proporcionada
por MATLAB® es suficiente.

4.2.1  Acoplamiento de deformaciones entre dientes adyacentes

En cuanto al modelo concreto de engranaje, el cometido del andlisis por
elementos finitos es proporcionar la deformacién causada por la fuerza de
contacto, teniendo en cuenta la flexién y cortante en el diente asi como la
torsién del cuerpo de la rueda. Por ello, se podria pensar en la construccién
de un modelo simplificado con un solo diente, y quizds sélo una porcién lo
suficientemente representativa del cuerpo del engranaje. Este planteamiento
es el empleado por numerosos trabajos en la bibliografia, pero tiene el
inconveniente de no permitir estudiar la influencia que una pareja de dientes
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en contacto puede tener sobre el contacto de las parejas adyacentes, y la
posible modificacién de la rigidez de engrane debido a estos términos de
flexibilidad cruzada entre parejas. Para poder tener en cuenta este aspecto, el
modelo elaborado para cada rueda presenta un nimero de dientes que es
funcién de la relacién de contacto, de tal manera que se considere la

influencia de un contacto en cualquier punto potencial.

Figura 21. Distancias relativas entre puntos potenciales de contacto

Para saber el nimero de dientes que han de incluirse en el modelo es
necesario estudiar de nuevo la construccién gréafica de puntos potenciales de
contacto. En la Figura 21 se observa la relacién existente entre dichos puntos
potenciales de contacto, para una relacién de contacto entre 1 y 2. En
particular se muestran las distancias en nimero de dientes entre el punto
denominado como 3i y los demds. Entre 3i y I1d existe una diferencia de un
diente, en contraflanco (indicado por el color azul y el subindice c); entre 3i
y 2i hay una diferencia de un diente; entre 3i y 2d hay dos dientes, también
en contraflanco, y asf sucesivamente. El signo negativo o positivo indica la
posicién del flanco en el que se mide el desplazamiento respecto al flanco de
carga y la direccién de la misma.

4.2.2 Modelo de elementos finitos para el cdlculo de la deformacién
estructural
Por lo tanto, si se desea construir un tinico modelo que permita analizar las

deformaciones cruzadas asociadas con todas las relaciones entre puntos de
contacto potencial, se tiene que la diferencia maxima necesaria es de +2/-3c
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respecto al flanco de referencia. Asi, se plantea el modelo con 6 dientes de la
Figura 22.

SRR

N/
2SO
S,

Figura 22. Modelo global de elementos finitos para el cédlculo de la deformacion

estructural

Este modelo MEF se construye a partir de la geometria de los perfiles
obtenida en la seccién 3.2, con un nimero de dientes funcién de la relacién
de contacto, de manera que se tengan en cuenta todas las posibles relaciones
de carga/deformacién. La geometria del modelo se completa con un arco de
circunferencia de radio igual al de fondo de diente, y con las circunferencias
correspondientes al agujero del eje en engranajes exteriores o al perimetro
exterior de la corona en engranajes interiores. En ambos casos los nodos
situados sobre estas dos circunferencias serdn los considerados con condicién
de contorno de empotramiento para el andlisis de elementos finitos. El
procedimiento de andlisis consiste en la utilizacién de un tnico flanco de
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carga (flanco activo, nimero 7 en la Figura 22), sobre cuyos nodos se aplica
de forma sucesiva una carga unitaria F, en la direccién normal al flanco.
Cada uno de estos distintos casos de carga en el flanco 7 se referencian
haciendo uso de la posicién del punto de aplicaciéon de la fuerza respecto al

centro del engranaje o radio R,.

Asi, para cada caso de carga, se obtienen y almacenan todos los
desplazamientos £ producidos en cada uno de los perfiles k, ordenados segin
el radio R; del nodo deformado. Estos valores de flexibilidad se guardan
posteriormente en k matrices, una por cada flanco considerado, indexando las
columnas y filas por su correspondiente radio de carga y desplazamiento
respectivos. El valor de desplazamiento obtenido se designa entonces como

ﬂkRiRj, es decir, la flexibilidad del punto j situado en el flanco k cuando la
fuerza estd aplicada en el punto ¢ del flanco de carga. Los valores de
flexibilidad se consideran positivos cuando el desplazamiento se dirige hacia
el centro de curvatura del perfil, siendo negativos en caso contrario. De esta
manera, las relaciones carga/desplazamiento entre todos los puntos
potenciales de contacto se corresponderdn con los desplazamientos de los
siguientes flancos en el modelo de elementos finitos segin la Tabla 2.

Tabla 2. Referencia de flancos para las relaciones entre puntos de contacto potencial

Carga
Desplazamiento 1d 2d 3d 1i 2i 3i
1d 7 5 3 10 3 5
2d 9 7 5 &8 6 4
ad 9 7T 6 4 2
1i w s 6 7 5 3
A § 6 4 9 7T 5
3i 6 4 ) 11 9 7
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4.2.2.1 Modelo de elementos finitos: eliminacién del efecto local

Al no ser vélidos los resultados de desplazamiento obtenidos mediante el
modelo en zonas cercanas al punto de aplicacién de la fuerza, es necesario
aplicar una superposicién para corregir de manera local los desplazamientos
en la zona de contacto, de acuerdo con el esquema mostrado en la Figura 20.
Con este fin, se define un modelo parcial de elementos finitos mallado de
forma compatible con el modelo global, y que unicamente abarca el flanco
activo hasta una profundidad h, como se presenta en la Figura 23.

\\\\\\._ ._
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Figura 23. Modelo parcial de elementos finitos para la correccion de la deformacion

estructural en la zona del contacto

Para cada caso de carga se aplica en el modelo parcial una fuerza unitaria F),
en la direccion normal al flanco, de sentido opuesto a la aplicada en el
modelo global, y se suman los resultados de desplazamiento obtenidos
mediante la resolucién de ambos modelos. Con esta superposicién se eliminan
los resultados de deformacién de cardcter local en la zona de contacto, tal
como se aprecia en la Figura 24. En ésta se muestra la deformada
(amplificada con una escala de 50000:1) obtenida con el modelo global (en
azul) y parcial (en verde) asi como el resultado de la composicién de ambas
(en mnegro), en donde se puede apreciar cémo el flanco sélo presenta
deformaciones estructurales, corrigiéndose los desplazamientos locales.
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Figura 24. Composicion de deformaciones del modelo global y parcial para la

eliminacion de la deformacion local

La seleccién de la profundidad h a la que se define la frontera entre ambos
modelos ha de realizarse mediante un estudio previo particular para cada
geometria del diente. Si la distancia no es lo suficientemente grande, la
aplicacién de dos fuerzas iguales y opuestas no causard deformaciones iguales
y opuestas, debido a la existencia de unas condiciones de contorno distintas.
Segin el principio de Saint-Venant, a medida que la separacién de estas
diferencias en las condiciones de contorno con el punto de aplicacién de las
fuerzas aumente, las deformaciones producidas en ambos sistemas tenderdn a
ser equivalentes.

Figura 25. Incidencia de la profundidad de la frontera h en la eliminacion de

deformaciones de contacto en el MEF
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En la Figura 25 se muestran las deformadas del flanco de carga para
distintos valores de la profundidad h de la frontera entre dominios. Se
observa como para valores pequenos de h la superposicién de modelos no es
valida, resultando en valores de la deformacién del flanco de carga con una
componente local. La deformacién asi calculada serd errénea, debido a que el
modelo de elementos finitos no es capaz de resolver el problema de contacto,
tanto por lo grosero del mallado como por el cardcter puntual de la carga.

4.2.3 Deformacion estructural: matrices de flexibilidad

La precisién de las matrices de flexibilidad finalmente obtenidas vendrd dada
tanto por el nimero de nodos considerados en el flanco activo o de carga,
como por el nimero de nodos en el resto de flancos. Dado que el analisis de
flexibilidades se realiza una unica vez, al ser propiedad inalterable de las
ruedas, esto invita a proponer una resolucién muy elevada en el cdlculo de
las flexibilidades. Sin embargo, el tamano de las matrices de flexibilidad
juega un papel importante en el peso total de la memoria que ha de emplear
la médquina durante las simulaciones dindmicas. Es por ello que resulta
aconsejable reducir el numero de datos por flanco, mediante una
interpolacién sobre los valores de flexibilidad calculados en cada nodo. Se
consigue con esta normalizacién que todas las matrices de flexibilidad tengan
el mismo tamano, y ademds que su indexacién sea homogénea. La indexacién
homogénea de las matrices supone que todos los valores de flexibilidad
guardados en la matriz han de estar equiespaciados, tanto respecto al radio
de carga R, como respecto al radio del punto de desplazamiento R, Estos dos
aspectos son importantes de cara a la posterior manipulacién de datos en el

resto de rutinas, agilizando la computacién en varias operaciones.

La matriz de flexibilidad representada en la Figura 26 se corresponde con los
desplazamientos del flanco de carga cuando la fuerza se aplica a lo largo de
ese mismo flanco. Es sencillo observar por lo tanto que los tnicos valores de
flexibilidad B que serdn de utilidad en esta matriz son aquellos que se sitian
en la diagonal (resaltados en negro en la figura), por ser éstos los valores de
ladeformacion estructural en el propio punto de contacto: B pip; (1d-1d, 2d-
2d, etc. en la diagonal de la Tabla 2), y al no poder darse contacto en dos
puntos simultdneos en el mismo flanco.
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Flexibilidad

142 142 Ri

Figura 26. Representacion de los valores de flexibilidad para el flanco de carga (7)

El hecho de utilizar el radio de los nodos R, y R, como referencia de las
matrices de flexibilidad tiene el inconveniente de la pérdida de resolucién en
la zona de redondeo de los dientes, en el interior del flanco la corona y el
exterior de los engranajes exteriores. En la siguiente figura se muestra la
diagonal de la matriz 7, en azul sin la normalizacién (con los valores de
flexibilidad dados por los nodos MEF del modelo), y en rojo tras la
normalizacién a 100 puntos por flanco:

5

x 10

e 4 h =)
L L

Flexibilidad

(]
"

—

132 134 léﬁR__ 138 140 142 131.3131.413]
i
Figura 27. Vectores de flexibilidad para el flanco de carga: en azul solucion por nodos

del modelo, en rojo valores normalizados a 100 puntos
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Se aprecia cémo a partir de la transicién evolvente-redondeo los datos de
flexibilidad almacenados en la versién normalizada no recogen fielmente la
deformacién del diente. Dado que en el caso del flanco de carga los tnicos
datos ttiles son los de la diagonal, ésta se almacena sin aplicar
normalizacién, y la matriz es desechada. Para el resto de flexibilidades
cruzadas (Figuras 28-30), este procedimiento no es posible y las matrices
arrastrardn un cierto error en la zona de transicién por la reduccién del
nimero de puntos considerados. Sin embargo, su incidencia serd mucho
menos importante, al ser las deformaciones en los flancos adyacentes varios
ordenes de magnitud inferiores a las del flanco de carga.

5

Flexibilidad

132 — — - "
134 3¢ T — ——

|3
138 — _——— |38 136
140 1457142 140

132

Figura 28. Representacion grifica de los valores de flexibilidad para los flancos (en

orden descendente) 3,1,2 y 4

Flexibilidad

132 T e
I K e S ek
Ty w0

Figura 29. Representacion grifica de los valores de flexibilidad para los flancos (en

orden descendente) 5y 6
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-7 -

= —
138

Figura 30. Representacion grifica de los valores de flexibilidad para los flancos 1-6
(1,8,5 y 2,4,6 por columnas)
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4.3. CALCULO DE LAS DEFORMACIONES LOCALES

Las deformaciones locales se van formular aplicando la propuesta de Weber-
Banashek para problemas bidimensionales, derivada de la teoria de Hertz.
Frente al modelo de Vijayakar, esta propuesta evita la obtencién de la
presiéon actuante en la zona de contacto. Para ello, se sustituye la
discretizaciéon del drea de contacto y la integracién de la solucién de
Bousinesq por una formulacién analitica en forma cerrada, por lo que en este
caso se asume que tanto el drea de contacto como la distribucién de
presiones adoptan una forma predeterminada. De acuerdo con Weber-
Banashek, la deformacién entre un punto situado en la superficie de un
diente y un punto localizado a una profundidad h, cuando se dan condiciones
de deformacion plana, se obtiene mediante la expresion:

2 2 2

T N s RO e o (Y | e

Donde g es la intensidad de carga (expresada en unidades de fuerza por
unidad de longitud) y 2L es la extensién de la distribucién de presiones en
las proximidades de aplicacién de la carga. En el caso de tensién plana la
formulacién anterior se ve modificada, dando lugar a:

2 h ’ h\? N L\?
ulocal(q)=n—Eq In Z+ 1+(Z> _U<Z) 1+(E) -1 (4.2)

En cuanto a la semiextensiéon de la distribucién de presiones L, ésta se
obtiene en funcién de la carga y de las caracteristicas geométricas y de los
materiales de los cuerpos en contacto, como:

4(1-v2 1-—v?
L:\/—( 'U1+ Uz) X1X2 q (43)

T\ E; E, Jxit+x

Donde E;, v; y x;, son el mddulo eldstico, el coeficiente de Poisson y el radio
de curvatura del cuerpo i. En el caso de los engranajes, la intensidad de la
carga q se obtendrd dividiendo la carga aplicada sobre el diente F' por el
ancho de la rueda b. En cuanto a los radios de curvatura, se obtendrdan a
partir de la expresién (3.41) para el contacto entre perfiles de evolvente.
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Cuando haya redondeos implicados se empleardn las expresiones (3.57) y
(3.71) (en funcién de la rueda sobre la que se encuentre el redondeo) para
obtener el radio de curvatura de los perfiles de evolvente, mientras que para
el tramo de redondeo en la punta el valor del radio de curvatura serd el

propio radio de redondeo.

La férmula presentada para la estimacion de la longitud de la distribucién de
presiones es correcta para cualquier pareja de engranajes exteriores, cuya
relacién de superficies en contacto siempre es convexa-convexa. Sin embargo,
cuando una de las ruedas engranadas es interior (Figura 31), lo anterior es
lnicamente cierto cuando se produce el contacto en el redondeo de la corona,
mientras que la relacién serd céncava-convexa en el resto de casos (contacto
normal entre perfiles de evolvente y contacto con el redondeo de la punta del
engranaje exterior). Por lo tanto, la extensién de la distribucién de presiones
se vera modificada de la siguiente manera:

4(1-v} 1-v?
Leonc :\/_< L+ 2) A1z q 44

Ey E;

T abs(, — x2)

Figura 31. Converidad de las superficies de contacto en el engrane interior

Y dando como resultado la consecuente ampliacién de la longitud de
contacto en el contacto céncavo-convexo. Es por lo tanto necesario tener en
cuenta durante la resoluciéon del problema de las fuerzas de contacto la
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condicién de concavidad o convexidad al trabajar con este método en
engranajes interiores. La formulacién para la extensién de la distribucién de
presiones implica una variacién brusca debida al cambio puntual en los
radios de curvatura de los flancos de los dientes en el paso de evolvente a
redondeo. Dado que en la préctica el tamano de la zona de contacto no es
puntual, sino que abarca una cierta longitud del desarrollo del flanco,
tampoco ha de ser puntual la evaluacién de los radios de curvatura. De cara
a corregir este hecho, durante la implementacién se ha introducido una
correccién de caracter lineal en la transicién entre valores de radios de
curvatura, distribuyendo el cambio a lo largo de un rango de posiciones
angulares.

4.4. COMPOSICION DE DEFORMACIONES Y OBTENCION DE LOS ESFUERZOS DE

CONTACTO

En las tdltimas dos secciones se ha descrito el procedimiento empleado en el
modelo para la obtencion de la relacién existente entre las fuerzas aplicadas
en los dientes durante el proceso de engrane y las deformaciones producidas
como consecuencia del mismo. Aplicando el método de superposicién
planteado, se puede formular la deformacién total en el punto de contacto j
urj como la suma de las contribuciones locales y estructurales de ambas
ruedas:

— R R2 R1 R2
uTj - uLgcal(Fj) + uLocal(Fj) + uEstructural,j(Fl:N) + uEstructural,j (FI:N) (4'5)

Las componentes locales tunicamente dependen de la fuerza aplicada en el
propio punto de contacto que se analiza, empleando las ecuaciones (4.1) y
(4.2). Las componentes estructurales por el contrario dependen no sélo de la
fuerza en el punto de contacto j, sino también de las fuerzas que actian en
los dientes adyacentes, de la siguiente manera:

N
uggtructural,j (F1, Fz, ey FN) = Z Fi Aj.i (4-5)

i=1

En donde N es el ntimero de puntos potenciales de contacto considerados, F;
es la fuerza actuante en el punto de contacto i y A;; es la deformacién del
punto de contacto j cuando se aplica una fuerza unitaria en el punto de
contacto . Esta sencilla relacion lineal en (4.6) se implementa en el modelo
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sin mds que asignar adecuadamente los valores de flexibilidad 4;;
almacenados en las matrices de flexibilidad por flancos BX. Atendiendo a la
Tabla 2 para la seleccién de la matriz correspondiente segin la relacién de
flancos existente entre puntos de contacto, y sabiendo que los valores de
flexibilidad ﬁkRm]- se almacenan ordenados a partir de R; y R, se calculan

estos radios de los puntos de contacto (ver Figura 32) para cada rueda r:

,—z —
RT =CrPr= CrQr +QrPr (47)

Figura 32. Calculo de los radios de contacto para la extraccion de flexibilidades

La formulacién para los distintos valores de los segmentos C,Q, y Q,P. estard
sujeta al tipo de contacto (evolvente, redondeo de punta, etc.), tal como se
describe en las ecuaciones (3.41), (3.57), (3.58), (3.70)y (3.71). Al almacenar
un numero discreto de datos por flanco, los valores de flexibilidad 4;;
finalmente asignados se obtendrdn mediante interpolacién lineal entre los

. k
cuatro valores de radios que rodean al f"p;p; deseado.

Una vez se tienen las deformaciones segin (4.5), se plantea la compatibilidad
de deformaciones. Esta compatibilidad supone que el solapamiento
geométrico entre perfiles engranados (fruto de la modificacién en la posicién
de las ruedas) ha de ser igual a la deformacién total sufrida en el punto de
contacto:
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6i({ﬁr 91}! {ﬁr 92}) = uTi({r_l)l Hl}r {r_z), HZ}r {Fll FZ! RN FN}) (48)

El solapamiento geométrico (o distancia de separacién) entre perfiles
linicamente depende de la geometria del problema y de las posiciones de las
ruedas, dadas por el vector de posicién de centro de cada rueda 7 y por el
angulo 0; girado por las mismas. Las deformaciones, por su parte, ademas de
depender de las posiciones de los engranajes (distintas flexibilidades y
curvaturas para cada posicién), también son funcién de las fuerzas de
contacto. FExpandiendo el problema en un sistema de n ecuaciones no
lineales, se tiene que:

61 {ufgcal,l (Fl)\ (ufgcal,i(Fi)\ Fy
Gl _ !ufz}caz,z(Fz) L + J Ufgcar2 (F2) L + (AR 4 2R2) Fy (4.9)
6" Lul}?gcal,n (Fn)J lufgcal,n (Fn) F"

Fi,. =0

Donde se define la condicién de complementariedad, que establece que no
pueden existir fuerzas de contacto negativas como consecuencia de la
aplicacién de (4.6) en aquellos contactos con separacién real entre perfiles. De
esta manera, la dimensién del sistema pasa a ser n < N, y el problema se
reduce a determinar los valores de las fuerzas {F} que verifican el sistema de

ecuaciones escrito de forma compacta como:

{6({aD} = ufsear(ad (FD} + (urea {a, {FD} + 2({aH{F}
(4.10)
Variables de posicion : {q} = [x1, y1, 01, X2, X2, 65]

4.4.1  Acoplamiento de deformaciones entre engranes

El procedimiento de obtencién de flexibilidades se generaliza en este modelo
de tal manera que la relacién entre fuerza y deformacién no sélo considere la
rigidez de engrane debida a la flexibilidad del diente individual, sino que
tenga en cuenta también la deformacién del cuerpo de la rueda. Dicha
inclusién de la flexibilidad del cuerpo de la rueda, ademds de una mejora en
el tratamiento individual del engrane entre una pareja de dientes, tiene como
consecuencia el acoplamiento de las rigideces entre dientes adyacentes, tal
como se describié en el apartado 4.1 e ilustra en la Figura 22. Esto supone



Procedimiento para el célculo de fuerzas de contacto en engranaje y rodamientos 89

que la dimensién del problema descrito en la expresion (4.9) presente una
dimensién de n, con el mdximo en N: el nimero total de puntos de contacto
potencial considerados segiin la relacién de contacto. En el siguiente capitulo
se presentard una comparativa detallada de resultados segiin se adopte o no
esta hipétesis de rigidez acoplada entre puntos de contacto de un mismo
engrane. Sin embargo, desde un punto de vista descriptivo del modelo, es
preciso anadir que en el caso de modelizado de transmisiones planetarias, la
consideracién de este acoplamiento conlleva una complejidad anadida. Esta
deriva del hecho de que sobre una misma rueda se producen de manera
simultdnea miltiples engranes: en el caso de los planetas, se tienen siempre
dos engranes diametralmente opuestos con sol y corona. Por su parte, sobre
el sol y la corona engranan todos los planetas. Por lo tanto, de cara al
calculo de las fuerzas de contacto, la deformacién del cuerpo de las ruedas
producird un acoplamiento no sélo entre los N puntos de contacto potencial
de cada engrane, sino que también existird un acoplamiento en la flexibilidad
entre cada engrane. Tal como se muestra en la Figura 33, existird un fp; .
para el acoplamiento entre cada engrane de un planeta a través de la
deformacién de dicho planeta, asi como un feu.y) ¥ Psuiry Dara el
acoplamiento a través de las deformaciones de los cuerpos de la corona y el
sol respectivamente.

Figura 33. Acoplamiento entre engranes miltiples en las ruedas
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El modelo de elementos finitos que se emplea en 4.2.2 para la obtencién de
las deformaciones estructurales, y que era vélido para el tratamiento de
transmisiones ordinarias con un inico engrane por rueda, es por lo tanto
insuficiente para el modelizado de transmisiones planetarias. Es necesario en
este caso disponer de un modelo m&as completo que no sélo abarque los
dientes de un engrane, sino que permita obtener las flexibilidades cruzadas
entre los diversos engranes del sol y la corona con cada planeta, asi como
entre los dos engranes que presenta cada uno de los planetas. En cuanto a los
modelos de elementos finitos a utilizar se pueden plantear diversas
soluciones, tal como se muestra en la Figura 34. Dichas opciones incluyen la
construccién de un modelo completo de rueda (el sol y el planeta en la
figura) o la inclusién de un nimero de dientes limitado a los engranes
necesarios (la corona en la figura).

aayaY>

a¥a T S
S TAY v AT A
YA v A Pa A FAY

Figura 84. Modelos de elementos finitos para el cdlculo de la flexibilidad cruzada entre

engranes (no escalados)
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Estas flexibilidades se almacenan de nuevo siguiendo la misma filosofia de
trabajo presentada en el apartado 4.2.3: ordenacién consecutiva de las
matrices por flancos (partiendo en este caso del flanco de carga) e indizacién
de los valores de flexibilidad segun los radios de los puntos de contacto. De
acuerdo con lo anterior, el problema de contacto se amplia, al quedar todos
los engranes de la transmisién planetaria acoplados por medio de la rigidez
de los engranajes. Por lo tanto, para una transmisién con un nimero de
planetas P y puntos potenciales de contacto N, en lugar de resolver 2P
sistemas de ecuaciones de engrane individual de dimensién N, el
acoplamiento de las flexibilidades transforma el problema en un tunico
sistema de dimensién 2PN. Asi, la expresién (4.6) queda:

2PN

U seructurat,j(Fu Fao ooy Fapy) = Z Fi Aji (411)

=1

Atendiendo a la formulacién en forma matricial (4.10), se tiene ahora que la
matriz de flexibilidades estructurales es de dimensién 2PNx2PN, vy
compuesta por submatrices de dimensién NxN que representan cada uno de

los acoplamientos senalados en la Figura 33:

[ASPl] [ASPl—SP...] [ASPI—SPp] [ASPl—CPl] 0 0
[ASP...—SPl] [ASP] [ASP...—SPp] 0 [ASP...—CP...] 0
[ASPp—SPl] [ASPp—SP...] [ASPp] 0 0 [lSPp—CPp]
AMg) =
[ACPl—SPl] 0 0 [llcm] [ACPl—CP...] [ACPl—CPp]
0 [ACP...—SP...] 0 [lCP...—CPl] [ACP...] [ACP...—CPp]
0 0 [ACPp—SPp] [ACPp—CPl] [ACPp—CP...] [ACPp]

En la diagonal de esta matriz (en color rojo) se recogen cada uno de los 2P
problemas individuales, con los que las fuerzas de contacto se calcularian de
manera desacoplada entre engranes. En negro aparecen las flexibilidades
acopladas mediante el engranaje sol en la seccién superior izquierda de la
matriz, y también en negro en la seccién inferior derecha las flexibilidades
acopladas mediante la corona interior. Por otra parte, en color azul se
muestran las flexibilidades acopladas de los dos engranes de cada planeta.
Haciendo nula cada una de estas secciones se desacoplarian distintas partes
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del problema de la transmisién planetaria, lo que puede tener interés desde el
punto de vista de comparativa de modelos, y de cara a cuantificar el error
cometido cuando no se considera la flexibilidad del cuerpo de las distintas
ruedas. La condicién de complementariedad sigue siendo de aplicacién
necesaria, por lo que de lo anterior se concluye que si bien la dimensién del
problema tendrd un tamafio maximo de 2PNx2PN (36x36 para el caso de 6
planetas con 6 puntos de contacto potencial), en la realidad el nimero de
contactos activos y por lo tanto la dimensién final n del problema serd

siempre menor.

4.4.2 Resolucién del problema de contacto

La resolucién final del problema de contacto consiste en la obtencién de las
fuerzas F; que verifican el sistema de ecuaciones descrito por (4.10), que se

puede reformular para una posicién determinada como:

fF) = {Wioeq(FD} + (e ((FDY + A{F} — {6} = {0} (4.12)

La no-linealidad asociada con la formulacién de las deformaciones locales
plantea la necesidad de aplicar un método iterativo para la obtencién de las
fuerzas {F}. Se propone la utilizacién de un método de iteracién de punto
fijo, para lo cual se sustituye la resolucién de f({F}) = 0 por la obtencién del
punto fijo de una funcién g({F}) que se define como:
FAFD = {F} - g((F}) = 0 225 (1 = g((FY)
(4.13)
GUFY = A8} — (ke (FD) — (e ()]

A continuacién se describe el proceso de resoluciéon de las fuerzas de
contacto, teniendo en cuenta el planteamiento del problema (datos relativos
a los engranajes y a su posicién). Como punto de partida es necesario
calcular las flexibilidades de las ruedas, asi como los valores de solapamiento
geométrico entre perfiles, tal como se muestra en el diagrama de la Figura
35. En primer lugar, se introducen en el modelo los datos que definen la
geometria de las ruedas, asi como las propiedades del material necesarias en
calculos posteriores. A partir del andlisis de elementos finitos definido en

secciones anteriores, se obtienen las matrices de flexibilidad f g que

relacionan las fuerzas aplicadas con el desplazamiento en cada punto de los
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flancos de los engranajes para las tres ruedas: sol, planeta y corona. De estas
matrices de flexibilidad se extraen los datos necesarios, definidos por la
posicién de los engranajes, que proporcionan las diversas relaciones de
flexibilidad estructural entre cada uno de los puntos de contacto potencial N.
Estas flexibilidades, particularizadas para la posicién de la transmisién, se
almacenan en la matriz A({q}) Por otro lado se determinan, para la posicién
fijada, el vector de solapamientos geométricos (distancias de separaciéon o
penetracién entre perfiles) en cada uno de los puntos de contacto potencial

{6(q)}.
4 )

Caracteristicas engranajes Posicién engranajes

Geometria y construccion {a} = {xr, Y, Or}

- J

MEF local + global

\ 4 \ 4 \ 4
Matrices de flexibilidad Matriz Solapamientos
Bk i 'BII?(iRj M@ nxn {6(@)}nx1

Figura 35. Planteamiento de variables previo del problema de contacto

A priori, la dimensién del problema n resulta desconocida, por lo que se
asumird que coincide con el nimero de contactos activos desde un punto de
vista meramente geométrico. Asi, de entre todos los puntos potenciales de
contacto N, sélo se considerardn inicialmente activos aquellos n contactos en
los que 6;(q) >0. Tal como se muestra en el algoritmo presentado en la
Figura 36, una vez determinados los contactos activos inicialmente, se reduce
de manera consecuente la dimensién de la matriz A(@)yxy & AM@pxn, ¥ S€
resuelve el sistema de ecuaciones no lineales (4.10) por medio de la iteracién
de punto fijo enunciada en (413). Cuando la diferencia del valor de las
fuerzas entre dos iteraciones consecutivas queda por debajo de un valor de
tolerancia establecido Tol se continia con el algoritmo.
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-
Solapamientos Contactos activos inicialmente
6@} {6}%x1 = 6; € {6(q@)}Nx1/6; >0
\_
»l
nl
|
Reduccion de flexibilidades Matriz
l(Q)NxN - )\(Q)nxn A(Q)NxN

v

Valor inicial (prob. Lineal)

{F}gxl = l_l{é\}nxl

{FYd — (Flin

<Tol

{F}Z+1

Solucién problema de punto fijo

i = A8} — (ufoca ({FYD} — Widca ((FY)}

Local

{6}, =6, € {6(q@)}/F; >0

Condicién de
aFie{F}nxl/Fi<0 .
complementariedad

Si

Verificacién existencia nuevos contactos

{A5}k = {5(Q)}Nx1 - {uTotal(CIv {F}k/n)}
{iYe={ie{1,..,N}/AS; > 0} U {i} 1

{6}, = 6 e {8(@)}/i € (i}

e >

St

Fuerzas

{Flna

Figura 36. Algoritmo para la resolucion de las fuerzas de contacto
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La aplicacién del método de punto fijo produce una convergencia muy rapida
en este tipo de problemas. En la Tabla 3 se muestra la evolucién de la fuerza
y el porcentaje de error cometido para cada iteracion para el caso de
contacto doble tanto para un engrane exterior como para uno interior.

Tabla 3. Convergencia del método de punto fijo empleado para engranes exteriores

(arriba) e interiores (abajo)

Tteracion F1 Y%Error F2 Y%Error
0 2430,70131 10,72786  2467,74712 12,1581272
1 2198,96228 0,17125787 2204,99696 0,21623674
2 2195,26180 0,00268644 2200,33224 0,00422668
3 2195,20360  3,55E-05  2200,24117  8,79E-05
4 2195,20283  2,14E-07  2200,23928  1,99E-06
5 2195,20282  1,04E-08  2200,23924  4,98E-08
6 2195,20282  6,63E-10  2200,23924  1,37E-09
7 2195,20282  2,79E-11 2200,23924  4,05E-11

Tteracion F1 %Error F2 Y%Error
0 2022,99392  14,009052  2521,24771 14,4347072
1 1778,86073 0,25053637 2211,66773 0,38345211
2 1774,47357 0,00329109 2203,47956 0,01180638
3 1774,41452  3,6TE-05  2203,22822 0,00039856
4 177441507  5,84E-06  2203,21976  1,46E-05
5 177441517 3,38E-07  2203,21945 5 ATE-07

Durante el proceso de obtencion de los esfuerzos, el acoplamiento de las
deformaciones entre los distintos puntos de contacto potencial puede tener
como consecuencia la anulacién de contactos inicialmente considerados, o la
aparicién de otros nuevos. Esta posibilidad se tiene en cuenta en el proceso
de resolucién mediante los dos bucles que se muestran en el diagrama de
bloques de la Figura 36. En el primero se comprueba que no existen
contactos en los que la fuerza sea negativa (condiciéon de
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complementariedad), lo que se corresponderfa con la pérdida de un contacto
considerado. Por su parte, el segundo bucle evalia la posibilidad de que las
fuerzas actuantes deformen el sistema, de manera que algin solapamiento
negativo cambie de signo, significando la entrada de un nuevo contacto en
juego. Para realizar esta comprobaciéon es necesario por lo tanto valorar el
efecto de las fuerzas sobre el conjunto total de contactos potenciales N. Asi,
se obtienen las deformaciones totales {urorai(q, {F}Xx1)}, cuyo valor se sustrae
al de los solapamientos geométricos {§(q)}yx1- Las diferencias resultantes se
almacenan en el vector {A§}¢, cuyas componentes positivas marcan los
contactos realmente activos al finalizar la iteracién k. Si los indices de {A§}*
no coinciden con los indices de la iteracién anterior {A§}**! (o bien con los
indices de los contactos geométricos iniciales, en el caso de que k=I), es
necesario considerar los nuevos contactos e iterar de nuevo. Si los indices de
dos iteraciones consecutivas coinciden, el problema estd resuelto y las fuerzas
de contacto de la transmisién planetaria quedan calculadas para la posicién
dada.

Una vez obtenidas las magnitudes de las fuerzas de contacto, es necesario
definir sus sentidos de aplicacién, que se ilustran para la pareja planeta-
corona en la Figura 37. Se calcula el dngulo de inclinacién de la normal al
punto de contacto, coincidente con la recta tangente a las circunferencias
base (o circunferencias base equivalentes en el caso de contacto en el
redondeo). Para contacto directo se tiene que:

. cos(p + 1)) ~ = . N
Ny qir = {sin((p " lp:)} 5 Moigir = ~Mijair 5 L= 15 (414)

Mientras que para el contacto inverso:

S —cos(p + ;) S S . N

Niiiny = { sin(g + ll)l)l } ;o Mgiiny = My 5 1= 1 Ty (4.15)
Donde cada uno de los dangulos que intervienen en las ecuaciones anteriores
ha sido definido en secciones anteriores para los distintos tipos de contacto
que pueden darse.
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Figura 37. Obtencion de las direcciones de las fuerzas de contacto planeta-corona

Finalmente, se reduce el conjunto de fuerzas actuante sobre cada rueda a su
centro geométrico, obteniéndose el vector de los esfuerzas de contacto para

cada pareja de ruedas como:

N
ZFi 7y
=1
N/2 N
Fy
(Fx\ ZFL'PH— Z Fi pyi
[ 1y | :
T, =1 i=3+1
= 4.16
Fyy N (416)
Fyy, F; ny;
T, cont i=1
N/2 N
ZFipzi_ Z F; pa
i=1 =N

2

Donde se multiplica la fuerza por el brazo correspondiente, que sera el radio
base para cada punto de contacto, para obtener el par. En la definicién de

los puntos de contacto potencial, se agruparon en la primera mitad los
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relativos al contacto directo, cuyas fuerzas producen un par positivo sobre la
rueda, mientras que la segunda mitad, de contacto inverso, produce un par

negativo.

4.5. FORMULACION DEL RODAMIENTO

Una vez planteada la resolucién del problema de calculo de fuerzas de
contacto en los engranajes, se plantea como consecuencia directa la necesidad
de obtener también las fuerzas en los apoyos de las ruedas, que transmiten
finalmente el efecto de las fuerzas de engrane al bastidor. Las fuerzas de
engrane y las de apoyo interactian entre si, combindndose con el resto del
sistema para proporcionar el comportamiento dindmico de la transmisién. Se
pueden distinguir dos alternativas fundamentales respecto a los apoyos:
cojinetes de friccién o los rodamientos. Dado que en las cajas de transmision
la solucién més habitual es optar por elementos rodantes, en el modelo de
transmisién planetaria presentado en este trabajo se implementard dicha
solucién. La resolucién del comportamiento dindmico de los rodamientos
mediante modelizado se puede realizar en fases andlogas al planteamiento
para engranajes: inicialmente es necesario describir la geometria y definir las
dreas de contacto, para después obtener los esfuerzos e integrar el conjunto

en el modelo de transmisién.

Pista exterior \

Elemento

rodante

Jaula

Figura 38. Componentes de un rodamiento

La construccién de rodamientos se realiza por norma general encapsulando
un conjunto de elementos rodantes (bolas, rodillos, barriletes, conos, agujas,
etc.) entre dos anillos o secciones tubulares, uno menor de didmetro d y uno
mayor de didmetro D, que servirdn respectivamente como pista interior y
exterior sobre las que ruedan y deslizan los elementos rodantes (Figura 38).
Estas pistas, segin el tipo de elemento empleado, presentan en ocasiones
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acanaladuras para garantizar la trayectoria del elemento rodante. Adems4s,
los elementos rodantes se encuentran habitualmente atrapados dentro de
otra estructura denominada jaula, que es la encargada de mantener las bolas
o rodillos distribuidos de manera homogénea a lo largo de toda la
circunferencia de su trayectoria.

Desde el punto de vista del modelizado, hay que tener presente que los
rodamientos comparten una caracteristica fundamental con los engranajes,
como es la existencia de una excitacién paramétrica consecuencia de la
rigidez variable. Esta variacién en la rigidez de contacto se produce por la
alteracion ciclica del nimero de elementos rodantes que soportan la carga en
funcién de la posicién angular. Dicho fenémeno dard lugar a la existencia de
vibraciones incluso cuando la fabricacién y el montaje de los elementos que
constituyen el rodamiento sean perfectos. Dichas vibraciones vendran
caracterizadas por producirse a miltiplos de la denominada frecuencia de
paso de bola. Al igual que en el caso de los engranajes, el modelo de
rodamientos ha de ser capaz de reproducir esta excitaciéon paramétrica con el
fin de alcanzar un nivel de realismo aceptable en la simulacién de la
transmision.

4.5.1 Antecedentes de modelizado y planteamiento

En los primeros modelos de rodamientos ya se investiga la excitacién
paramétrica, y Perret y Meldau [Wensing, 1998] sugieren que un incremento
en el nimero de elementos rodantes reducird la variacién de la rigidez.
Posteriormente Jones [1960], incorpora el efecto de las fuerzas centrifugas y
los efectos giroscopicos asociados a los elementos rodantes. Estos primeros
modelos, de cardcter estrictamente estdtico, fueron recopilados por Palmgren
[1959], quien junto con Gustav Lundberg elaboraron las bases tedricas sobre
las que se sustentan las expresiones de cdlculo empleadas por las normativas
ANSI e ISO para el disefio a fatiga de rodamientos.

Siguiendo la linea de modelizado cuasi-estatico, Lim [1989] elaboré un
modelo completo de transmisién empleando rodamientos de rodillos y bolas,
que fue extendido por Royston [1998] para el caso de rodamientos auto-
alineantes de tipo esférico. Con un planteamiento similar, Liao [2001]
propuso un modelo con el objetivo de analizar la variacién del dngulo de
contacto de los elementos rodantes, concluyendo que la aplicacién de una



100 Capitulo 4

precarga axial podria reducir el deslizamiento entre elementos rodantes y
pistas. Hernot [2000] por su parte, describié un modelo de cédlculo de la
matriz de rigidez completamente analitico. Liew [2005] planteé una mejora
del modelo de Lim, incluyendo la posicién angular de la jaula, con la que
estudiar la variacién en los coeficientes de rigidez. La no linealidad vinculada
a la existencia de holguras fue analizada inicialmente por Yamamoto [1955] y
por Gustafsson [1963]. Fukata [1985] elabor6 un modelo bidimensional que
incluia los efectos de holguras, contacto y excitacién paramétrica. Dicho
modelo fue posteriormente utilizado por varios investigadores, como Tiwari
[2000] o Nataraj [2008].

La mayor parte de los modelos hasta aqui descritos son bidimensionales,
considerando solamente 2 g.d.l. traslacionales, en los que se desprecian los
efectos dindmicos asociados con la masa de los elementos rodantes y se
asume que unicamente existe deformacién (de tipo Hertziano) en los
contactos entre éstos y las pistas. El efecto de la masa de los elementos
rodantes adquiere importancia cuando las velocidades de operacién se
incrementan. Este aspecto ha sido incluido por diversos autores,
introduciendo estos efectos en las ecuaciones de equilibrio de los elementos
rodantes, o bien considerando grados de libertad adicionales que definan la
posicién radial de estos elementos [Harsha, 2005]. Aktiiuk [1997] incluyé el
desplazamiento en direccién axial, elaborando un modelo de 3 g.d.l. que fue
empleado en la evaluacién de los efectos de la precarga y el nimero de bolas
en la vibracién a la frecuencia de paso de bola. Los modelos méas complejos
consideran hasta 5 g.d.l., desde el punto de vista de los esfuerzos
transmitidos, e incluyen la excitacién paramétrica, la holgura [Jang, 2002],
los efectos giroscépicos vinculados con los elementos rodantes [Jang, 2004] y
la estimacién de la velocidad de la jaula como un valor promediado de la
velocidad orbital de los elementos rodantes [Changqing, 2006].

El amortiguamiento y el rozamiento son fenémenos que han recibido una
menor atencién por parte de los investigadores. Dietl [2000], clasifica el
origen del amortiguamiento en tres posibles fuentes. La primera es el
lubricante ubicado en los contactos de los elementos rodantes con las pistas,
la segunda la deformacién Hertziana de los cuerpos en contacto, y la tercera
y de menor incidencia el amortiguamiento producido en la interfase entre el
anillo exterior y el alojamiento. En cuanto a los valores del coeficiente de
amortiguamiento estos autores proporcionan resultados experimentales
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asignando valores en el rango de 0.4 a 0.8 Ns/mm, mientras que Mitsuya
[1998] proponen valores de amortiguamiento relativo del 2 al 4%, dando
lugar a coeficientes de amortiguamiento entre 0.15 y 0.35 Ns/mm para
rodamientos de caracteristicas similares. La dependencia con respecto de la
velocidad, la viscosidad del lubricante, el nivel de carga y otros fenémenos
hace complejo la elaboraciéon de un modelo preciso y répido, por lo que la
propuesta mayoritaria es la adopcién de un valor de amortiguamiento
proporcional a la rigidez [Nataraj, 2008]. Wensing [1998] analizé con detalle
el fenémeno de lubricacién elastohidrodindmica, incluyendo un modelo de
contacto a partir del cual estimé la rigidez y el amortiguamiento asociados al
mismo, concluyendo que las diferencias en cuanto a la rigidez son reducidas
frente a la utilizacién de un modelo de contacto seco de tipo Hertziano. La
inclusion del fenémeno de la friccién en los modelos dindmicos es poco
frecuente, de modo que la mayor parte de los autores indican que este
aspecto quedaria contemplado dentro del coeficiente de amortiguamiento.

En la bibliografia se pueden encontrar también modelos que tratan la
inclusién de defectos de fabricacién y de funcionamiento en los rodamientos.
La mayorfa de estos trabajos se centran en la simulacién de la ondulacién
superficial de los elementos en contacto (waviness), y en la posibilidad de

incluir un defecto puntual como picaduras por fatiga o corrosion.

Dado que el objetivo del presente trabajo es el modelizado de una
transmisién planetaria completa, es necesario renunciar a la incorporacién de
modelos de rodamiento excesivamente complejos, que en su implementaciéon
puedan no aportar una mejora significativa del comportamiento simulado
con respecto al coste computacional anadido que representen. El modelo de
rodamiento finalmente adoptado estd basado en la propuesta de Fukata
[1985]. A continuacién se va a presentar el procedimiento para la obtencién
de las fuerzas del rodamiento, incluyendo el planteamiento cinemdtico y la
obtencién de la rigidez de contacto para distintos tipos de elementos
rodantes.

4.5.2 Relaciones cineméticas

Dado que la excitaciéon paramétrica se debe al nimero de elementos rodantes
en contacto activo, es necesario definir adecuadamente la posicién de dichos
elementos respecto a la direccién de actuacién de la carga. De esta manera, a
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la hora de calcular los esfuerzos de contacto para una posicién dada del
conjunto, unos elementos quedaran cargados mientras que otros no lo
estardn. Este andlisis se realiza mediante un sencillo planteamiento
cinemético apoyado en la Figura 39, y que tiene en cuenta condiciones de
rodadura pura. En realidad, sobre todo para niveles de carga bajos, existe un
cierto deslizamiento en el movimiento relativo entre elementos rodantes y
pistas, cuestién que ha sido tenida en cuenta mediante la introduccién de un

deslizamiento aleatorio.

Figura 39. Velocidades angulares y radios de los elementos del rodamiento

Planteando la igualdad de velocidades de rodadura lineales para la superficie
de un elemento rodante cualquiera se tiene que:

(wjaula - wint) Ripe = (wext - wjaula) Ryt (417)

De donde se extrae la relacion existente entre la velocidad angular de la jaula
(y por lo tanto la de cualquier elemento rodante) en funcién de la geometria
del rodamiento y las velocidades angulares de la pista exterior e interior:

w _ Wint Rint + Wext Rext
'jaula —
Rint + Rext

(4.18)

Esta formulacién es vialida también para establecer las relaciones entre las
posiciones angulares, teniendo en cuenta las referencias y origenes de todos
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ellos. En la mayoria de las aplicaciones, una de las dos pistas se encuentra
estacionaria, siendo el caso de la pista exterior el mds habitual. Sin embargo,
en las transmisiones planetarias los rodamientos que sirven de apoyo a los
planetas presentan giro absoluto de ambas pistas, por lo que la ecuacién
(4.18) no puede ser simplificada en ninguno de sus términos. La posicién
angular del elemento rodante i-ésimo 8,; vendrd determinada a partir de su
posicién relativa en la jaula, asi como de la posicién angular de ésta:

eint Rint + Hext Rext
Rint + Rext

2w 2
Oei = bjauia + N_(L -D= +0j0 + N_(L ey (#19)
e e
Donde 6,,; v iy son las posiciones angulares de la pista exterior e interior
respectivamente, respecto a una posicién inicial o de referencia en la que la
jaula presenta una posicién angular 8;,. N, es el nimero de elementos
rodantes, e i se corresponde con el indice del elemento de interés.

4.5.3  Obtencién de la rigidez de contacto

La obtencién de la rigidez de contacto se realiza mediante aplicacién de la
teorfa de Hertz en la interaccion entre elementos rodantes y pistas interior y
exterior, de manera que el resto de elementos del rodamiento se consideran
infinitamente rigidos. La teorfa de Hertz considera el contacto entre dos
cuerpos con superficies curvas sujetos a una carga F. La superficie de cada
uno de estos cuerpos en contacto se asimila segin el esquema mostrado en la
Figura 40 a dos elipsoides de revolucién, definidos por sus correspondientes
radios de curvatura en sus direcciones principales, teniendo la consideracién
de emplear signos negativos cuando las superficies sean céncavas. Segin el
tipo de rodamiento, se selecciona cada uno de estos radios de forma que la
geometria del problema quede descrita adecuadamente, teniendo en cuenta
los radios de las pistas interior y exterior, asi como el radio de los surcos de
rodadura (en el caso de que los hubiera) y el didmetro de los elementos
rodantes. Para rodamientos no esféricos serd necesario emplear también el
radio de curvatura en el sentido axial.

A partir de estos radios de curvatura se define la magnitud suma de
curvatura:

Z—1+1+1+1 (4.20)
P Tar Taz 71 T2 '
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y posteriormente la diferencia de curvatura:

1 1 1 1
ro = (a‘@); (o~ 72) _ 21
D

Valor éste tltimo fntimamente ligado con la geometria del problema
formulado por Hertz, y pardmetro respecto al cual se encuentran tabuladas
las aproximaciones simplificadas llevadas a cabo por Brewe y Hamrock
[Harris, 2001].

Figura 40. Radios de curvatura de las superficies y elipse de contacto

Estas aproximaciones simplificadas se basan en el empleo del método de
regresion lineal de minimos cuadrados para la obtencién directa de las
integrales elipticas completas de primera y segunda especie Fy & Al evitar
mediante el uso de tablas el cédlculo de estas integrales, la resolucién del
problema de contacto se simplifica enormemente. Asi, para cuerpos metalicos
se tiene que la deformacion de contacto en milimetros viene dada por:

2/3

§=279-10"4- 6" Q23 (Z p) (4.22)
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Donde §* es un pardmetro adimensional tabulado segiin la Tabla 4 en
funcién de la diferencia de curvatura F(p). Pese a que no se muestran aqui,
también es posible encontrar por el mismo procedimiento férmulas similares
para las el cdlculo de las dimensiones de la elipse de contacto (drea en rojo

en la Figura 40), as{ como para la tensién.

Tabla 4. Valor del parametro adimensional de contacto 6* [Harris, 2001]

F(p) & F(p) & F(p) &

0 1| 0.83495 0.7602 | 0.995112  0.3176
0.1075 0.9974 | 0.87366 0.7169 | 0.997300  0.2705
0.3204 0.9761 | 0.90999 0.6636 | 0.9981847  0.2427
0.4795 0.9429 | 0.936738 0.6112 | 0.9989156  0.2106
0.5916 0.9077 | 0.95738 0.5551 | 0.9994785 0.17167
0.6716 0.8733 | 0.97290 0.4960 | 0.9998527 0.11995
0.7332  0.8394 | 0.983797 0.4352 1 0
0.7948 0.7961 | 0.990902 0.3745

Con el fin de disponer de la rigidez de engrane para su posterior uso en el
calculo de los esfuerzos de contacto del rodamiento, se despeja el valor de la
fuerza () de la ecuacién anterior (4.22), obteniendo:

~1/2
ke =215-10°-6"2 () (4.23)

Cuyo caracter no lineal se aprecia atendiendo a la formulacién, encontrando

32 El valor total de la rigidez

que esta rigidez presenta dimensiones de N/mm
de contacto de cada elemento rodante kg se obtendrd componiendo en serie
cada una de las rigideces k. obtenidas para el contacto con la pista interior y

exterior, de manera que:

_ kCi kCe
B — 3/2
(kci2/3 +kCe2/3) /

(4.24)

Las ecuaciones y procedimientos anteriormente descritos son vélidos
inicamente para el caso de contacto puntual. Las geometrias de los
elementos rodantes se ajustan a esta hipdtesis fundamentalmente en el caso
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de las esferas, y en casos particulares de elementos cilindricos con curvatura
longitudinal pronunciada (en forma de barril). Existen diversos desarrollos
tedricos que tratan de establecer la deformacion de contacto para el caso de
contacto lineal ideal. Sin embargo, los rodamientos de tipo cilindrico no se
ajustan bien con la hipétesis ideal, y es comin recurrir a formulaciones
semiempiricas como la proporcionada por Palmgren [1959]:

Q0.9
§=384-10" 57 (#.25)
Que es similar a la desarrollada tedéricamente de manera més reciente por
Kunert [1961] y validada experimentalmente por Korrenn [1963]

Q0.925
§=4.05-10"5- IW (4.26)
eff

Siendo lgrs la longitud efectiva del elemento rodante, es decir, eliminando los
redondeos y correcciones en los extremos. Se extrae de las dos formulaciones
anteriores que la deformacién en el caso de contacto lineal es independiente
de los radios de curvatura de las superficies del rodamiento. De esta manera,
la rigidez combinada del contacto entre el elemento rodante y las pistas
exterior e interior serd igual a la mitad de la correspondiente a un tnico
contacto, al ser ambas idénticas (por no depender de la curvatura). La
rigidez de contacto para rodamientos con elementos de tipo cilindrico o
contacto puntual queda finalmente:

L, ,085/0.925
eff

= (8.10 - 10~5)1/0.925 (427)

ke

Para rodamientos con elementos rodantes cilindricos, el cardcter de la rigidez
de contacto tiene un cardcter mucho maés aproximado al lineal que en el caso

de rodamientos de bolas, como se aprecia en sus unidades, N/mm'/*%%.

4.5.4  Esfuerzos de contacto

Una vez conocido el valor de la rigidez de contacto, la existencia de una
fuerza de contacto en un elemento rodante quedard supeditada a que éste se
encuentre cargado, es decir, a que exista un solapamiento geométrico positivo
8, (andlogo al definido para el contacto entre perfiles de evolvente en
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engranajes), entre la pista interior, exterior y el susodicho elemento. Este
solapamiento se obtiene para cada elemento rodante planteando el
desplazamiento relativo p,.; de la pista interior respecto a la exterior, tal
como se muestra en la Figura 41.

c/2 c/2

Figura 41. Holgura radial y composicion de desplazamientos para el cdlculo de o

A continuacién se proyecta este vector sobre la recta de posicién angular del
elemento, para obtener el solapamiento, al que se le sustrae el valor de la
holgura c en caso de que ésta exista.

Oei = Preix €OSOq; + Drery Sinbe —c (4.28)

Donde 6,; se obtiene segin (419). Una vez se dispone del valor del
solapamiento geométrico para cada elemento rodante, los esfuerzos
producidos en el rodamiento se determinan sumando las fuerzas de contacto
de cada elemento activo, producto del solapamiento y la rigidez de contacto
kg correspondiente segiin:

Na

E =kg Z H(8,;) 8%, cos 0,
i=1 5 {1 56,: >0

siendo H(6,;) = 4.29

(6ei) 06, <0 (429)

Ng

Fy = kg Z H(8,) 87, sin 0,

i=1
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Donde el exponente p depende del tipo de rodamientos empleados.
Atendiendo a las expresiones para la rigidez de contacto presentadas en el
epigrafe anterior, p=8/2 para el caso de contacto puntual (rodamientos de
bolas), y p=1/0.925 cuando el contacto sea lineal (rodamientos cilindricos).
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Capitulo 5

Modelo de transmisiéon planetaria:
validacion e integracion

5.1. INTRODUCCION

En el presente capitulo se describe en primer lugar la transmisién tipo
empleada en las simulaciones, para la que se determina la capacidad de carga
de las distintas ruedas, con el objetivo de plantear las condiciones de
simulacién de forma realista. Una vez definido el nivel de carga, se realiza
una validacién por parejas de la rigidez de engrane y los errores de
transmisiéon, empleando como patrén para la comparativa los valores
propuestos mediante la aplicacién de la norma internacional ISO-6336.
Posteriormente se muestran algunas de las diferencias obtenidas en los
resultados, segin las distintas hipétesis adoptadas en el modelizado
(acoplamiento o no de las deformaciones entre dientes, deformacién y tensién

plana, profundidad del modelo local, etc.).

El capitulo contintia con la integracién de un engrane interior y uno exterior,
analizando su comportamiento en régimen estédtico, atendiendo a cuestiones
tales como el acoplamiento de la deformacién a través del cuerpo del planeta,
o la componente radial de fuerza fruto de los distintos dngulos de presién de
funcionamiento.

Finalmente, el modelo de doble engrane se extiende a una transmisiéon
planetaria completa con tres ramas (vias) de carga, prestando especial

111
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atencién al error de transmisién y al reparto de carga resultante entre las
distintas vias, teniendo en cuenta una configuracién de montaje fija y otra
con elementos flotantes.

5.2. TRANSMISION TIPO

En relaciéon a los ejemplos utilizados en este trabajo, si bien se irdn
introduciendo modificaciones para demostrar las distintas capacidades de
simulacién del modelo, la transmisién tipo permanecerd inalterada en
términos generales. De esta manera, serd méds facil la comparaciéon de
resultados, al ser todos consistentes en su origen. La transmisién planetaria
presentada es parte de un diseno real empleado en reductoras de méquinas
tractoras para trabajo agricola. En un capitulo posterior se anadirdn los
datos necesarios para la simulacién dindmica, quedando la geometria definida
en la Tabla b:

Tabla 5. Parametros que definen la transmision (mm)

Sol  Planeta Corona
Nimero de dientes 16 24 65
Médulo 4.23 4.23 4.23
Angulo de presion 25° 25° 25°
Espesor diente (primitivo)  6.40 8.30 -
Espesor hueco (primitivo) - - 8.25
Trocoide (D. max/min) 62.26  96.89  288.77(min)
Didmetro de pie 55.66  93.60 288.81
Didmetro base 61.39  92.08 249.38
Didmetro de cabeza 76.96 114.24 269.51
Distancia de montaje 86.40  86.40 86.40
Desfase entre planetas - 120° -
Ancho de cara 25 25 85.86

5.2.1 Capacidad de carga de los engranajes utilizados

Se va a emplear la norma ISO-6336 para determinar la capacidad de carga
de los engranajes de la transmisién ejemplo. Partiendo de esta capacidad se
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establecerd un rango razonable de variacién del pardmetro de carga, que se
utilizard en aquellos casos de estudio en los que se quiera prestar atencién a
la influencia de la carga sobre el comportamiento de la transmisién. La
norma propone dos cédlculos resistentes, para durabilidad superficial y para
resistencia a flexién. Realizando la correspondiente seleccién y cédlculo de los
distintos factores, y minimizando el factor de seguridad para obtener un
mayor rango de ensayo, se obtiene el valor de par mdximo admisible a
transmitir por cada uno de los distintos engranajes que componen la
transmision, y que se refleja en la Tabla 6:

Tabla 6. Par mdximo a transmitir segin el método de fallo considerado

Par méximo admisible Par méximo admisible

(durabilidad superficial)  (resistencia a flexién)

Sol 202.52 N'm 714.70 N'm
Planeta 480.18 N'm 825.24 N'm
Corona, 2028.22 N'm 9172,42 N'm

En el caso de la transmisién objeto de estudio, la durabilidad superficial es el
mecanismo de fallo dominante, por lo que se tomardn los valores de la
columna izquierda de la tabla como referencia del limite de par en los
ensayos. Para el caso de la transmisién planetaria es necesario tener en
cuenta el nimero de vias entre las que se divide el par, asi como traducir
todos los valores a un elemento comitn sobre el que poder establecer una
comparativa. Asi, tomando el valor maximo admisible de par sobre el sol,
considerando los engranes de manera individual y dejando a un lado las

eficiencias, la fraccién méxima de par correspondiente a cada engrane 7 sera:
Tengrane i sor = 202.52 Nm

24
Trianetai = 202.52 6= 303.78 Nm < 480.18Nm (5.1)
65
Tengrane i corona = 202.52 6= 822.74 Nm < 2028.22 Nm

De lo que se desprende que, en este caso, el engranaje sol serd el que trabaje
en las condiciones méds desfavorables, marcando por lo tanto el par total a
introducir en la transmisién planetaria.
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5.3. VALIDACION DE LOS ESFUERZOS DE CONTACTO

De cara a la validacién del método empleado para el cédlculo de los esfuerzos
de contacto en este modelo, se ha realizado una serie de andlisis de cardcter
cuasi-estatico. Estos anédlisis se presentan a continuacién en orden progresivo
de complejidad, partiendo de los resultados obtenidos para cada pareja de
ruedas, e incorporando de manera sucesiva los engranes adicionales
necesarios para la composiciéon de la transmisién planetaria completa. El
problema més bédsico que se puede plantear es entonces la obtencién de la
posicién angular de una pareja de ruedas, para la que se cumple la condicién
de equilibrio estético siguiente, ilustrada en la Figura 42:

N/2 N
ZFi({q}) p1i — Z Fi({g}) p1i = Texe (5.2)
i=1 =N 41

2

Figura 42. Definicion del problema cuasiestdtico en la pareja planeta-corona
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Inicialmente se dispone la pareja de ruedas en contacto, fijando la posicién
de los centros de ambas ruedas O, y O, A continuacién se plantea el
equilibrio considerando la rueda 2 fija en su rotacién, en una posicién
angular 8,. Se permite como tnico grado de libertad del problema la rotacién
de la primera rueda 6;, a la que ademds se aplica el par exterior T,,;. La
solucién del problema pasa por encontrar el giro 6; para el cual las fuerzas
de engrane generadas equilibran dicho par exterior. Este giro de la rueda 1 se

compondré de los dos términos que se indican en la siguiente ecuacién.
Z2
91 ZGZZ_+A61 (.5:3)
1

El primero de los términos se corresponde con el valor de la rotacién de
cardcter estrictamente cinemdtico que habrd de realizar la rueda 1 para
contactar con la rueda 2. El segundo término representa todos aquellos giros
adicionales que se producen como consecuencia de la deformaciéon de ambas
ruedas por la accién de las fuerzas de contacto, y también por los distintos
defectos de fabricacién (errores de perfil, de paso, etc.) que puedan presentar
los engranajes. La diferencia 46, existente entre la posicién angular tedrica
(o cinemética) de la rueda y su posicién real se denomina cominmente error
de transmision. A pesar de ser ésta la definicién general, se pueden distinguir
distintas nomenclaturas o tipos, en funcién de las fuentes que produzcan el
error: asi, se puede encontrar un error de transmisién cinemdtico, estdtico,
dindmico, etc. En este trabajo se denominard error de transmisién a la
diferencia entre la posicién real y la posicién tedrica cinemdtica, sin hacer
distinciones desde el punto de vista de la nomenclatura, segtin:
s Z2

Error de transmisién (ET) = 46, = 6, — 0, 7 (5.4)
La definicién del problema no variard en la consideracién de la pareja sol-
planeta frente a planeta-corona. De la misma manera, se puede generalizar el
error de transmisién descrito para la transmisiéon planetaria, entendiendo
siempre como error de transmisién la diferencia entre la posiciéon real
ocupada por cualquiera de los elementos de la transmisién bajo unas
condiciones determinadas, y la posicién que ocuparfa en esas mismas
condiciones bajo la consideracién de construccién ideal e infinitamente rigida.
La resolucién del problema planteado en (5.2) se resuelve mediante la
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aplicacién de una variaciéon del método de Newton con regiones de confianza,
directamente implementado en la plataforma de modelizado.

5.3.1  Error de transmisién y rigidez de engrane

El problema cuasiestatico de equilibrio se ha resuelto para cada pareja de
ruedas en torno a la posicién de contacto en el punto primitivo. De esta
manera, se presentan en lo sucesivo los resultados referidos a un paso angular
de la rueda fija: la corona en el caso de la pareja interior y el sol en el caso
de pareja de ruedas exteriores.

En la Figura 43 y Figura 44, donde se presenta el error de transmision, es
facil observar la excitacién paramétrica debida a la variacién en el nimero de
dientes en contacto, y céomo la amplitud de variacién del error aumenta a
medida que lo hace también la carga. Otro efecto que el aumento de la carga
tiene sobre la forma del error de transmisién es la reducciéon de la zona de
contacto simple, alterando por tanto la relacién de contacto. Esto se debe a
que con el aumento de deformacién de los dientes cargados, el giro adicional
consecuente provoca que el contacto entre la siguiente pareja se adelante; de
manera andloga y complementaria, las parejas retrasan su salida.

-4
03( 10
—-10Nm

—-0.3F L —-20Nm —
g —\_/__——BONm _f_—
S -0.5 T_/_——40Nm J’—
2 ~50Nm
£ -0.7¢ ——60Nm
8 ——70Nm
o 709- . —-80NMm
5 | —=90Nm
5Ll —-100Nm

_1.3,

15 -015 -01 -0.05 0 0.1 0.15

5 0.05
Posicion angular sol [rad]

Figura 43. Error de transmision pareja sol-planeta para distintos pares
El efecto del redondeo de la punta también tiene influencia en la forma del

error de transmisiéon. Mayores radios de redondeo implican una reduccién de
la longitud de perfil de evolvente efectivo, afectando en consecuencia la
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entrada y salida de los dientes, y disminuyendo la relacién de contacto al
reducir la zona de contacto doble.

Atendiendo a la formulacién de las deformaciones locales descrita en el
capitulo anterior, cabe esperar la aparicién de una singularidad en la grafica
del error de transmisiéon, en forma de variacion brusca. Este fenémeno,
apreciable en la variacién mostrada en linea discontinua para el par superior
en la Figura 44, se produce en las transiciones entre el contacto evolvente-
evolvente y evolvente-redondeo. Se debe a que la formulacién de las
deformaciones locales incluye un cambio puntual de los radios de curvatura
de los flancos de los dientes. Al ser este cambio sensiblemente importante (la
variacién es de hasta dos 6rdenes de magnitud), su efecto en el error de
transmisién es apreciable, teniendo ademd&ds consecuencias en el
comportamiento dindmico, al actuar como una excitacién impulsional. En el
comportamiento real se produce una transicién suave entre una curvatura y
otra: el tamano de la zona de contacto no es puntual, sino que abarca una
cierta longitud del desarrollo del flanco, implicando zonas de contacto
evolvente-evolvente de manera simultdnea con zonas de redondeo-evolvente.
Por lo tanto, tal como se presenté en la seccién 4.3, se introdujo una
correccién (de cardcter lineal con el giro) en la transiciéon entre valores de
radios de curvatura, modificando su cardcter puntual y suavizando el

resultado final, tal como se muestra en los errores de transmisién

representados.
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Posicién angular corona [rad]

Figura 44. Error de transmision pareja planeta-corona para distintos pares
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Una magnitud complementaria que se define partiendo del error de
transmision es la rigidez de engrane K, (Figura 45). La rigidez de engrane se
supone habitualmente como un tnico resorte lineal, que actia sobre la linea
de accién. No representa por lo tanto las rigideces individuales de cada
pareja de dientes, sino la composicién en paralelo de todas ellas, definiéndose
como el cociente entre el par aplicado y el producto del cuadrado del radio

base y el error de transmision:

T,

Rigidez de engrane K, = pzjtgl (5.5)
Conviene tener presente que, si bien esta cantidad es un indicador y una
herramienta 1til de cara a la linealizacién de los modelos de transmisién que
proporciona una idea global de la rigidez del proceso de engrane, al incluir en
su formulacién el valor del error de transmisién, la definicién de éste tdltimo
ha de realizarse cuidadosamente. Si el error de transmisién empleado en la
definicién de la rigidez no estd libre de los giros de sélido rigido de caracter
cinemético debidos a holguras o errores, el valor de la rigidez obtenido no se
corresponderd con la capacidad real de almacenamiento de energfa eldstica
presentada por el engrane, comportdndose en la dindmica de manera

totalmente distinta a la real.
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Figura 45. Rigidez de engrane pareja sol-planeta para distintos pares

Recurriendo a la representacién de la rigidez de engrane para un ciclo
completo con distintos niveles de carga, se pueden observar los mismos
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efectos que la variacién de ésta causa sobre los errores de transmisién. Sin
embargo, al representar la rigidez respecto al par aplicado, si se puede
advertir en este caso el aumento no lineal de la rigidez de engrane con la
carga, aspecto presente pero no evidente en las figuras de error de

transmision.

Con el objetivo de validar el modelo en lo referente al nivel de rigidez de
engrane obtenido, se ha obtenido el valor de la rigidez para las dos parejas de
ruedas empleadas, siguiendo el método B propuesto por la norma ISO 6336-
1. Los valores obtenidos se calculan mediante:

1
Kiso = (E Cy Cr Cp cos[f) (0.75¢, + 0.25)

0.15551 0.25791 0.11654x, 5
conq' = 0.04723 + + —0.00635x; — ———— (5:6)
Zn2 Zn1
0.24188x, ) )
= 0.00193x, = ————+0.00529x7 + 0.00182x3
n2

Donde se introducen las correcciones de tallado z; y =, y la relacién de
contacto &, correspondiente a cada pareja, asi como los coeficientes C),=1,
Cr=1y Cy=1.086 para el interior y Cz=1.127 para el exterior. Teniendo en
cuenta la recomendacion que hace la norma de emplear un z,, infinito para el
célculo de la rigidez de la pareja interior, se obtienen los siguientes valores:
6.2822:10° N/m para la pareja planeta-corona y 4.4575:10° N/m para la
pareja sol-planeta.
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Figura 46. Rigidez de engrane pareja planeta-corona para distintos pares
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El valor de rigidez media proporcionado por la norma ISO 6336-1, obtenido a
partir de un estudio exhaustivo basado en una formulacién tedrica y
sucesivas correcciones apoyadas en la observaciéon experimental, se ajusta de
manera razonable a los valores de rigidez para una pareja de dientes
obtenidos mediante la utilizacién del modelo. Si bien la forma y la amplitud
de variacién de la rigidez no se contrastan en este estudio, el planteamiento
razonado del modelo de engrane, unido a la correlacién obtenida para el
valor medio de la rigidez proporcionada por la norma, permiten afirmar con
un razonable margen de confianza que el modelo reproduce adecuadamente
en términos de rigidez el proceso de engrane tanto para el caso interior como
para el exterior.

Tal como se aprecia en la Figura 45 y Figura 46, el valor de rigidez media de
la pareja planeta-corona es aproximadamente un 50% superior a la de la
pareja sol-planeta. El motivo es doble: tanto desde el punto de vista de la
deformacién local en la zona de contacto como de la deformacién estructural.
En cuanto a la deformacién local, la distribucién de presiones en el contacto
presentard un &rea mayor (y en consecuencia una tensién y deformacién
menores) para el contacto planeta-corona, tanto por los mayores radios de
curvatura de los flancos implicados como por su especial condiciéon de
concavidad-convexidad. En cuanto a las deformaciones estructurales, en la
Figura 47 se presenta una comparativa de flexibilidad para los flancos de las
distintas ruedas, donde se aprecia la diferencia de rigidez estructural de las

mismas.
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Figura 47. Flexibilidad en (m/N) del perfil de evolvente para las distintas ruedas
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5.3.2  Efecto del acoplamiento de las deformaciones entre dientes

De entre las ventajas que presenta el método utilizado para el célculo de las
fuerzas de contacto, cabe destacar la consideraciéon de deformaciones
acopladas entre dientes adyacentes. Cuando un diente se encuentra cargado,
todo el cuerpo de la rueda se deforma en consecuencia, incluyendo los perfiles
de los dientes adyacentes, afectando por lo tanto a las condiciones de
solapamiento de las parejas de dientes cercanas. El efecto del acoplamiento
de deformaciones entre dientes puede observarse en la Figura 48 y Figura 49,
tanto para el caso de engrane exterior como interior. En la zona de contacto
doble los términos acoplados de rigidez provocan un descenso de la rigidez de
engrane, y el correspondiente aumento del error de transmisién. Por el
contrario, en la zona de contacto simple no cabe esperar ninguna variacién
en el nivel de la rigidez de engrane o en el del error de transmisién, al haber
una unica pareja de dientes engranada sin posibilidad de acoplamientos. La
combinacién de la reduccién de la rigidez en la zona de contacto doble y el
mantenimiento de la misma en la zona de contacto simple tiene como
consecuencia global una disminucién de la variacién pico a pico del error de
transmisién. El modelo utilizado tiene la capacidad de reflejar este hecho,
frente a otros planteamientos que ignoran las componentes de flexibilidad
cruzadas y sus consecuencias.

—Sin acoplar deformaciones
— Deformaciones acopladas
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Figura 48. Efecto del acoplamiento de deformaciones entre dientes en el error de

transmision en la pareja sol-planeta
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Figura 49. Efecto del acoplamiento de deformaciones entre dientes en el error de

transmision en la pareja planeta-corona

A pesar de que el acoplamiento de deformaciones no presenta efecto alguno
en cuanto al valor de la rigidez en la zona de contacto simple, si existe una
modificacion en la duracion del mismo. Las deformaciones acopladas
producidas por el engrane de una pareja de dientes tienden a alejar los
flancos de las parejas adyacentes con mismo dngulo de presion, retrasando el
inicio del contacto doble y adelantando su final, y modificando en definitiva
la relacién de contacto. De manera andloga, las deformaciones acopladas
producidas en los flancos opuestos (dngulo de presién contrario) sufrirdn una
aproximacién, pudiendo llegar a darse el fenémeno de contacto en
contraflanco, de gran importancia en ruedas con cierta flexibilidad y/o escaso
juego circunferencial (holgura).

5.3.3 Reparto de fuerzas entre dientes

El motivo por el cual no es posible atender al efecto del acoplamiento de
deformaciones mediante el empleo de una buena parte de los modelos més
sencillos que se pueden encontrar en la bibliografia, es que éstos consideran
la existencia de una tunica rigidez de engrane, cuya variacién se define
explicitamente ad-hoc. En el presente trabajo la variacién de la rigidez de
engrane se obtiene de manera implicita, como resultado de la variacién del
nimero de parejas en contacto superpuestas en cada posicién. Esto supone
que en todo momento se conoce el nivel de carga existente en cada pareja de
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dientes de manera individual. Esta informacién es vital desde el punto de
vista del diseno, permitiendo establecer tanto los niveles medios como de
variacién de las tensiones a las que se ven sometidos los dientes.

En la Figura 50 se observa la evolucion de la carga en una pareja de dientes
desde que el inicio del contacto hasta la salida del mismo, normalizando esta
carga respecto al valor maximo de la fuerza tedrica transmitida por un dnico
diente, (considerando el reparto entre el nimero de vias de carga o planetas
Np cuando se trate de una transmision planetaria). El dato asi obtenido,
denominado coeficiente de carga de diente, aporta informacién sobre la forma
de la variaciéon de la fuerza aplicada respecto a la prevista bajo criterios

puramente cinemé&ticos.

, _Fy
Coef.carga diente = ‘e”te/Text (5.7)
Np p

Coeficiente de carga de diente

0
Posicién angular corona [rad]

Figura 50. Coeficiente de carga de diente en la pareja planeta-corona

5.3.4 Comparativa hipétesis fuerzas de contacto

Con el objetivo de justificar dos de las asunciones realizadas en la descripcion
del modelo, en esta seccién se aborda desde la perspectiva de los resultados
una comparativa de las mismas. Estos dos aspectos del modelizado son
analizados, cuantificando los Iimites del error cometido en su
implementacién.
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5.3.4.1 Deformacién plana y tensién plana

En general, las condiciones de tensién en las proximidades del &drea de
contacto entre una pareja de dientes no se corresponderan estrictamente con
una situacién de tensién o deformacién plana, sino que tendrén un cardcter
tridimensional. En muchos de los trabajos consultados es norma general
ignorar una de las tensiones o deformaciones principales, derivando en el
empleo de una hipétesis plana.

La eleccién entre hipétesis de tensién o deformacién plana no suele venir
acompanada de una comparativa detallada, sino de un razonamiento de tipo
cualitativo apoyado en la geometria del problema: sin embargo, no es raro
encontrar trabajos con geometrias practicamente idénticas en las que se
adoptan hipétesis distintas.

Wang [2006] realizé un estudio extensivo a base de modelos de elementos
finitos con el objetivo de cuantificar el error cometido con la asuncién de
hipétesis de elasticidad plana. Este trabajo se centré en las diferencias en la
rigidez torsional de engrane y las tensiones de los dientes calculadas para las
distintas hipétesis, en funcién de la longitud axial de los engranajes (b). En
la Figura 51 se reproducen los resultados obtenidos del error relativo que se
comete en el cdlculo de la rigidez de engrane segiin Wang, particularizando
para las ruedas utilizadas en este trabajo.
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Figura 51. Error relativo de la rigidez de engrane
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El eje de abscisas de la Figura 51 se corresponde con el cociente de la
longitud axial de la rueda entre su radio primitivo, y en el eje de ordenadas
se presenta el error relativo en tanto por ciento cometido respecto a un valor
de referencia, que se obtiene mediante un andlisis tridimensional de
elementos finitos. Para facilitar la comparativa de hipétesis mediante la
grafica de error relativo, se incluye también el mdédulo del error para la

hipétesis de tensién plana.

Los valores de abscisas indicados como S y P se corresponden con el ratio
b/R para el sol y el planeta de este estudio respectivamente, y su posicién
indica claramente que para los anchos de ruedas de la transmisién ejemplo,
la elecciéon de una u otra hipétesis de elasticidad plana es indiferente en
cuanto al médulo del error cometido. En la zona de trabajo de la transmisiéon
la diferencia relativa entre hipdtesis serd aproximadamente del 6%, y la
diferencia con la situacién real (entendiendo por reales los resultados
obtenidos mediante el modelo tridimensional sin simplificaciones) de tan sélo
un 3%. Hay que tener en cuenta que la transmisién empleada por Wang para
su estudio utiliza dos ruedas idénticas, y que las caracteristicas tanto
geométricas como de materiales son ligeramente distintas de las empleadas
para la transmisién planetaria objeto de este estudio. Pese a ello, y aunque
no sean resultados extrapolables en términos absolutos a la transmisiéon
planetaria presentada, si aportan una informacién valiosa sobre la diferencia

entre ambas alternativas de modelizacién plana.

Con el fin de evaluar el error méximo que se puede cometer en la utilizacién
del modelo propio, se ha realizado una comparativa del error de transmisién
para cada pareja de ruedas obtenido con cada una de las hipétesis, que se
muestra en la Figura 52 . El error relativo calculado por Wang es referido a
la rigidez torsional, y por tanto igualmente vélido para el anélisis del error
de transmisién. Las diferencias porcentuales entre ambas hipétesis son de un
7.6% para el caso de engrane interno, mientras que para el caso de la pareja
sol-planeta la diferencia en el error de transmisién es de un 7.3%. Estos
resultados son consistentes con el trabajo de Wang, que encuentra diferencias
en torno al 6%, y apuntan a un error en la estimacién de la rigidez de
engrane para la transmisién planetaria de un +4%.
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Figura 52. Error de transmision interno (superior) y externo (inferior) para cada

hipdtesis de elasticidad considerada

5.3.4.2 Efecto de la profundidad del modelo local

En el estudio sobre el estado del arte en modelizado de transmisiones se ha
prestado especial atenciéon a las posibles metodologias planteadas por los
investigadores en la determinacién de la profundidad a la que situar la
frontera del modelo local cuando se utiliza superposicién de modelos: sin
embargo, no se encontré ninguna informacién especifica ni procedimiento
alguno acerca del valor a utilizar. Se plante6 por lo tanto el problema de la
determinacién de la profundidad h, concluyéndose que su solucién pasaba por
el estudio paramétrico previo de h y su efecto sobre los resultados. En el
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capitulo anterior se presenté un andlisis cualitativo del efecto que la
variacién de la profundidad h tenia sobre las deformaciones (y por lo tanto
sobre los valores de flexibilidad estructural). Para valores no suficientemente
grandes, la superposicién de resultados de los modelos de elementos finitos
mostraba deformaciones locales en el drea de contacto. Los resultados asf
obtenidos son erréneos, al introducirse una deformaciéon local adicional
producida por el uso de un modelo inadecuado: con condiciones de carga
puntual y un mallado de baja densidad. Al aplicar la superposicién de la
formulacién analitica de las deformaciones locales con los resultados
obtenidos por MEF, es previsible que el error cometido en la estimacién de la
deformacién se vea compensado parcialmente por la consiguiente
subestimacion del valor de la deformacién local proporcionado mediante la
formulacién analitica de Weber-Banashek. Para comprobar los problemas
que una seleccién inadecuada del pardmetro h pudiera tener, se han realizado
simulaciones estdticas tanto para ruedas interiores como exteriores. En la
Figura 53 se pueden observar los valores del error de transmisién para
distintos valores de h, con relacién a un valor normalizado hnorm.
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Figura 53. Error de transmision interno para distintos valores de h

La profundidad hnorm es aquella para la cual la superposicién de modelos de
elementos finitos proporciona un perfil deformado sin indentaciones o
curvaturas que indiquen fenémenos locales. Se obtiene mediante la
evaluacién numérica de la deformada del diente con relacién a un umbral
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establecido para cada una de las 3 ruedas que intervienen en la transmisién.
A medida que se aumenta la profundidad A, la solucién del modelo de
elementos finitos siempre proporciona una mejora asintética, acorde con el
enunciado del principio de Saint-Venant. Se selecciona por lo tanto un valor
h que proporcione un perfil deformado con efectos locales limitados al umbral
mencionado. Si bien la mejora del resultado obtenido mediante el modelo de
elementos finitos es proporcional al aumento de la profundidad, en general es
preferible establecer un h pequeno, con un valor del wumbral lo
suficientemente alejado de cero. Esta preferencia se debe a la naturaleza de
la formulacién analitica de Weber-Banashek, que tiende a sobrestimar las
deformaciones locales con el aumento de la profundidad considerada (la
deformacién obtenida es una funcién monétona creciente definida para todo
R). Se concluye que el modelizado de engranajes mediante superposicién con
una profundidad h demasiado pequena da lugar a una menor rigidez de
contacto que la real, fruto de la aparicién de una deformacién local extra
proporcionada por el modelo de elementos finitos. Por el contrario, el
modelizado con una profundidad demasiado grande aporta la misma
tendencia de error (hacia valores de rigidez menores), pero fruto esta vez de
la sobreestimacién de la deformacién proporcionada por la formulacién
analitica. Este hecho se puede observar tanto para engranes interiores como
exteriores, pero de manera mds evidente en la Figura 53 para el engrane
planeta-corona. En color negro se muestra el valor del error de transmisién
para el valor de profundidad ideal hnorm. A medida que se reduce la
profundidad, aparece una deformacién local residual en el modelo de
elementos finitos, que se traduce en un aporte de flexibilidad al engrane,
aumentdndose el error de transmisién (en azul para una profundidad de un
décimo de hnorm). Cuando se excede hnorm (2hnorm, error de transmision
magenta en la figura), en un intento por garantizar la eliminacién de la
deformacion local residual del modelo de elementos finitos, y por lo tanto
pretendiendo garantizar la adecuada rigidez del engrane, el resultado es el
inverso. En este caso la formulacién analitica es la responsable de asignar
una flexibilidad extra al engrane, al sobreestimar la deformacién local.

En la Tabla 7 se muestra el desglose unitario medio de las deformaciones
experimentadas por los puntos de contacto, segin sean parte estructural
(procedente de la superposiciéon de modelos de elementos finitos) o local
(calculada por Weber-Banashek). A pesar de que existen unas diferencias
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porcentuales de hasta 16 puntos en los pesos asignados a cada tipo de
deformacion (entre la profundidad de frontera mas pequena y la adoptada en
este estudio como 6ptima hnorm), la diferencia en la deformacién total
obtenida es menor del 5%. Esto es debido a la mencionada compensacién
parcial que se produce al reducirse la deformacién local obtenida
analiticamente a la vez que aumenta la deformacién estructural por la
inadecuada superposicién de modelos.

Tabla 7. Reparto unitario por tipo de deformacion

Planeta-corona 2:-hnorm  h-norm 0.4-hnorm  0.1-hnorm

Deformacion

0.71 0.77 0.84 0.93
estructural
Deformacion

0.29 0.23 0.16 0.07
local
Sol-planeta 2-hnorm  h-morm  0.4'hnorm  0.1-hnorm
Deformacion

0.83 0.87 0.93 0.98
estructural
Deformacion

0.17 0.13 0.07 0.02
local

Se puede establecer una analogia en la que el valor de la rigidez de engrane
se compone de una pareja de resortes conectados en serie: el primero se
corresponde con la deformacién estructural (flexién del diente, deformacién
del cuerpo de la rueda, etc.) y el segundo se corresponde con la deformacién
local en la zona de contacto. La rigidez de estos resortes varfa con el
pardmetro h. Partiendo de cero, el aumento de este pardmetro acaba
proporcionando la estabilizacién de la rigidez del resorte estructural, y
sucesivos incrementos en h no suponen una variacién sustancial de la rigidez
de dicho resorte: se establece asi el valor hnorm cuando la variacién
diferencial de la rigidez es menor que un determinado umbral. En este punto
la superposicién de modelos de elementos finitos muestra un perfil sin
deformaciones locales, y toda la flexibilidad estructural se debe a fenémenos
alejados de la zona de contacto. Utilizando este valor hnorm, el minimo para
el cual el resorte estructural alcanza un valor estable (segin el umbral
definido), se evalia el segundo resorte asociado con la deformacién local.
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Llegado este punto, cualquier aumento de la profundidad no va a conllevar
una variacién significativa de la rigidez estructural, mientras que la rigidez
local (y por lo tanto también la rigidez total de engrane) seguird
disminuyendo de manera mondtona la naturaleza de la formulacién
empleada. Dado que el objeto de formular la deformacién local de manera
separada es el de complementar el cdlculo de elementos finitos en la zona
préxima al contacto, no tiene sentido aumentar la profundidad h por encima
del valor para el cual el modelo de elementos finitos proporciona resultados
adecuados.

Observando los valores de reparto de deformacién puede resultar llamativo
que la deformacién local tenga un peso mayor en el caso de los engranes
interiores que en el de los exteriores. No sélo en el primer caso los radios de
curvatura de los perfiles son mayores, sino que en los contactos sol-planeta
las superficies de evolvente son ambas convexas, mientras que en el contacto
planeta-corona interior son conformes. Esto implica que la superficie de
contacto en el caso de engranes interiores serd mayor, con la consiguiente
reduccion de la tensiéon de contacto y deformaciéon. De acuerdo con lo
anterior, la rigidez debida al contacto del engrane interior serd mayor que la
del exterior, por lo que cabria esperar también un menor peso relativo de la
deformaciéon de contacto en el engrane interior que en el exterior. Es la
mayor flexibilidad del engrane sol-planeta (Figura 47) la que produce un
efecto de compensacién sobre el reparto y explica la tendencia diferente.

5.3.5 Conjunto sol-planeta-corona

Como aproximacion inicial previa a la integracién completa del modelo de
transmisién planetaria propuesto, y con vistas a la comprobacién gradual de
los planteamientos realizados, se han llevado a cabo simulaciones con la
terna formada por el sol, la corona y un unico planeta, considerando grados
de libertad tnicamente de rotacién, aplicando un par externo en el sol y
obteniendo el equilibrio para las distintas posiciones del portasatélites.
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Figura 54. Conjunto modelizado sol-planeta-corona

Las caracteristicas de la transmisién ejemplo propuesta, por el hecho de ser
ésta tomada de una aplicacién real, incluyen una serie de aspectos que se
traducen en exigencias de modelizado concretas. Uno de estos aspectos, cuyas
implicaciones sobre el modelizado podria pasar inadvertido en transmisiones
estandarizadas, es la diferencia existente en los dngulos de presién de
funcionamiento de los engranes sol-planeta y planeta-corona.

Es sencillo comprender que en una transmisién planetaria, cuando se desea
que todas las ruedas trabajen en condiciones nominales de dngulo de presién,

se ha de cumplir la siguiente relacién de radios primitivos de referencia:
Rsol + ZRplaneta = Rcorona (5.3)

En la primera construccion grafica de la Figura 55 se desarrolla esta relacion,
que se puede reescribir en términos de nimero de dientes con la utilizacién
del médulo, obteniendo que el nimero de dientes tedrico que debiera
presentar la corona para el sol y planetas utilizados en el ejemplo es de
16+2-24=64. Dado que el nimero de dientes de la corona empleada es de 65,
se presenta en rojo la nueva dimensién de su circunferencia base, asi como el
efecto que la nueva construccién tiene sobre los distintos dngulos de presién

y circunferencias primitivas.
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Figura 55. Circunferencias primitivas de funcionamiento en el planeta y dngulos de

presion para cada engrane al emplear un nimero de dientes distinto del nominal

Al utilizar una corona con un numero superior de dientes, aparece un rango
de posiciones posibles para el planeta, pudiendo éste situarse en cualquier
punto comprendido entre las posiciones indicadas con un punto negro y
verde en la figura, cuando no existan correcciones de tallado. Estas
posiciones se corresponden respectivamente con aquellas para las cuales el
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planeta engrana segun el dngulo de presién nominal con el sol y con la
corona. Cualquiera que sea la posicién que ocupe el planeta entre estos dos
valores extremos, los dngulos de presiéon de funcionamiento serdn siempre
mayores que el nominal para el caso del engrane sol-planeta y menores que el
nominal para el engrane planeta-corona, dédndose la circunstancia adicional
de que el planeta presentard siempre dos circunferencias primitivas de

funcionamiento.

Las consecuencias que este hecho tiene sobre la transmisién planetaria son
diversas. En primer lugar, desde el punto de vista del modelizado, hay que
tener presente que todos los algoritmos para el cdlculo de los solapamientos
geométricos se apoyan en una posicién angular de referencia, que es aquella
para la que hay contacto en el punto primitivo. Ademéds del posible desfase
natural entre engranes (que para la geometria de este problema es nulo),
dado que ahora hay dos circunferencias primitivas en el planeta, es preciso
distinguir entre la posicién angular del planeta respecto a su engrane con la
corona y la posicién angular respecto a su engrane con el sol.

PPLANETA

Pp-c = arccos| o =
montaje PPLANETA /

PcoroNA

— PPLANETA

~ 46.04
= arccos|\ ge 4-46.04 /
124.69 — 46.04

) (5-9)

PsoLt pPLANETA> _ (30-69 + 46.04
— " 7| = arccos | ———

T ) = 27.37° (5.10)

Qs_p = arccos(

dmontaje
Desde el punto de vista del funcionamiento, una consecuencia de que el
planeta presente dos dngulos de presiéon distintos es la aparicién de una
componente de fuerza radial neta sobre el portaplanetas. En (5.9) y (5.10) se
presenta el calculo de los dngulos de presién de funcionamiento para cada
engrane, teniendo en cuenta la distancia de montaje establecida en los

pardametros de la transmision.

Se puede observar que el dngulo de presién del sol serd mayor que el de la
corona (y ambos a su vez distintos de los 25° nominales de tallado), por lo
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que la composicién de las dos fuerzas de engrane actuantes sobre el planeta
resultardn en una componente radial negativa (orientada hacia el exterior),
tal como se aprecia en la Figura 56. Los picos que se observan en la
componente de fuerza radial a lo largo de los diferentes ciclos de engrane se
deben a los contactos fuera de la linea de accién. Los contactos fuera de la
linea de accién se producen cuando los puntos de los perfiles implicados no
son exclusivamente de evolvente, sino que incluyen un tramo de redondeo de
punta de diente. Mediante el andlisis de lo expuesto en la secciéon 3.3.2
relativa a los contactos con redondeo de punta, se puede razonar que el
contacto en el redondeo supone una reduccién de la circunferencia base
equivalente. Atendiendo a la inclinacién de la recta tangente a ambas
circunferencias base en la Figura 55, el dngulo de presién del engrane interior
aumentard cuando el redondeo que contacta sea el de la corona, mientras que
disminuird cuando el arco de redondeo en contacto sea el del planeta. En el
caso del engrane exterior, los contactos en arco de redondeo de las dos ruedas
(planeta o sol) producirdn siempre un aumento del déngulo de presién. En
resumen, de los cuatro casos posibles de contacto fuera de la linea de accién,
solo uno (el contacto con redondeo en la corona) producird una
compensacion positiva de la resultante radial sobre el planeta, mientras que
los otros tres contactos (redondeo en cualquiera de los engranajes exteriores)
aumentardn la componente radial negativa. Este hecho se verifica atendiendo
a los 16bulos de la Figura 56, 3 negativos (dos de ellos con un cierto
solapamiento entre si) y 1 positivo para cada ciclo de engrane.

|
IS
[
o

-500

Fplaneta radial [N]

-550

-600

1 1 1 1 1
0 0.05 01 | 015 . 0.2 0.25 0.3
Posicion angular carrier [rad]

Figura 56. Componente de fuerza radial sobre el planeta
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En cuanto al valor del error de transmisién de la terna sol-planeta-corona, es
sencillo apreciar la combinacién de las rigideces de engrane de las dos
parejas. Para la Figura 57, en la que se muestra el error de transmisién a
diversos niveles de carga para tres ciclos de engrane, el dio sol-planeta
presenta inicialmente una pareja de dientes en contacto, mientras que el
planeta-corona presenta dos. En la posicién angular 0.025 rad del
portasatélites el engrane planeta-corona pierde una de las parejas. A
continuacion, se produce un escalén debido a la entrada en contacto de una
pareja de dientes extra en cada engrane. Esta entrada no es exactamente
simultdnea, y para los niveles mds bajos de carga, donde el comportamiento
puramente cinemético es més visible por la menor deformacién, se aprecia el
doble escalén que producen las entradas consecutivas de dichas parejas. El
ciclo de engrane concluye con la salida del contacto de una pareja en el sol-
planeta y la posterior salida de otra pareja en el engrane planeta-corona.
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Figura 57. Error de transmision del conjunto sol-planeta-corona

5.3.5.1 Efecto de la flexibilidad cruzada: variacién de la rigidez de engrane

En el caso del conjunto sol-planeta-corona, la consideracién de la flexibilidad
cruzada entre engranes descrita en el Capitulo 4 unicamente pasa por tener
en cuenta la deformacién del planeta, ya que tanto el sol como la corona

presentan un tinico engrane.
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El acoplamiento de deformaciones entre dientes adyacentes dentro de un
mismo engrane produce un efecto de disminucién de la rigidez, al actuar
todas las deformaciones (tanto las propias como las acopladas) en el mismo
sentido. El acoplamiento de deformaciones de los dos engranes del planeta
tiene el efecto contrario. La deformacién producida por cada uno de los
engranes sobre los flancos del engrane opuesto tiende a acercar atin més los
perfiles de los dientes en contacto, teniendo como consecuencia la rigidizacién
de ambos engranes. En términos del error de transmisién del sol, tal como se
aprecia en la Figura 58, la consideracién del acoplamiento de deformaciones
proporciona unos valores de error ligeramente inferiores a los previstos por el
modelo sin acoplar. El resultado varfa ligeramente para el caso de las tres
ruedas, siendo el efecto m&ds pronunciado para la transmisién planetaria
completa.
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Figura 58. Efecto del acoplamiento de deformaciones entre los engranes del planeta

5.4. INTEGRACION DEL MODELO DE ENGRANE EN LA TRANSMISION
PLANETARIA

Una vez simulado y validado el comportamiento de la combinacién de
engranes exteriores e interiores en el modelo, se extiende el estudio de la
transmisién al caso completo, que en el ejemplo propuesto contempla tres
planetas. Mediante el empleo del modelo de rodamiento presentado en la
secciéon 4.5 o la eliminacién completa de restricciones, a los grados de
libertad rotacionales presentados se anaden los traslacionales segin su
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necesidad de uso en funcién de la configuracién adoptada. La configuracién
serd fija o flotante y se empleard para el andlisis de uno de los factores de
estudio fundamentales de una transmision planetaria, el coeficiente de
reparto de carga entre planetas, que se presenta y describe a continuacién.

5.4.1 Reparto de carga

Existen multitud de variaciones de trenes planetarios, tanto en tipologfa
como en su aplicacién. Sin embargo, ya sean de tipo simple o compuesto, con
engranajes rectos o helicoidales, empleados en cambios de velocidad o como
elemento diferencial, la inmensa mayorfa de disenos de transmisiones
planetarias comparten una caracteristica fundamental, ya sefialada en
capitulos anteriores: la compacidad. Se puede entender que una transmisién
planetaria es compacta por dos razones, ambas fundamentadas en el mayor
volumen de material que seria necesario utilizar para satisfacer los mismos
requerimientos a base de configuraciones ordinarias. La primera razén tiene
que ver con la configuracion cinemédtica de la transmisién planetaria
(portaplanetas giratorio), que proporciona relaciones de transmisién mucho
mayores que aquellas suministradas mediante transmisiones ordinarias. De
manera adicional, esta configuraciéon permite entradas y salidas coaxiales, lo
que es un valor anadido en multitud de aplicaciones. La segunda razén por la
que una transmisiéon planetaria se puede decir compacta, es la divisién del
par transmitido en una multitud de vias de carga. La capacidad de carga de
un engranaje estd determinada en tltima instancia por el tamano de sus
dientes, por lo que, en general, una carga de trabajo grande implica
necesariamente unos engranajes de tamafio acorde. Sin embargo, las
transmisiones planetarias implican la divisién de la carga total en un nimero
variable de vias, de manera que la dimensién de los engranajes puede
reducirse en la misma proporcién en la que se aumenta el nimero de vias de

carga.

En condiciones ideales, cada una de las vias de carga planetarias transmite la
misma fraccién de par que las demds. De esta manera, no han de existir
fluctuaciones en las condiciones de trabajo de los distintos componentes,
evitando asi el funcionamiento fuera de las condiciones de disefio, o al menos
acotando de manera mads estrecha tales condiciones. Sin embargo, existen
una serie de razones por las que el reparto de carga no puede ser equitativo
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en el funcionamiento real de las transmisiones planetarias: motivos de diseno

o debidos a errores en el proceso de fabricacién y montaje.

Dentro de las razones que imposibilitan un reparto equitativo de la carga
entre las distintas vias, la que surge de manera inmediata es la presencia de
una rigidez variable de engrane. Se podria plantear la sincronizacién de cada
una de estas rigideces para todas las vias, en pos de un reparto de carga
equitativo: sin embargo esta estrategia provocaria un incremento sustancial
de la amplitud del error de transmisién del conjunto, lo que tendria una
incidencia negativa sobre el comportamiento dindmico. Es por ello que
habitualmente no se recurre a una configuracién de planetas en fase, sino que
més bien al contrario se intenta suavizar en la medida de lo posible la forma
del error de transmision, desfasando las rigideces de engrane de cada via
2pi/n (donde n es el nimero de vias). Ademds de la rigidez variable,
inherente a cualquier transmisién mediante engranajes, cualquier error en la
fabricacién o el montaje de los distintos componentes puede derivar en un
reparto de cargas desigual, como por ejemplo los errores de perfil, de paso,
las excentricidades y los errores de posicionamiento de los planetas.

Bien sea por un motivo u otro, el reparto de carga tiene consecuencias tanto
en el comportamiento dindmico: vibraciones debidas a la excitacién por
fuerzas variables, como en la durabilidad: mayores cargas de trabajo que las
planteadas, o peor comportamiento a fatiga de rodamientos y ruedas debido
al aumento en la amplitud de la tensién. Es por ello que los ingenieros e
investigadores han dedicado una gran parte de la atencién en el estudio de
transmisiones planetarias a la bisqueda de métodos que mejoren el reparto
de carga. Existen diversos sistemas, de mayor o menor complejidad, que
pueden emplearse en la consecucién de un objetivo de reparto equitativo. Las
soluciones mé&s complicadas incluyen apoyos flexibles de los planetas,
disenados especificamente para absorber las desviaciones de fabricacién o
montaje, o simplemente las diferencias entre las diversas rigideces de engrane
instantdneas. En ocasiones se emplean también coronas flexibles que
permitan acomodar las variaciones en el funcionamiento que derivan en
reparto desigual. Sin embargo, la solucién méds sencilla (y completamente
efectiva para un elevado nimero de situaciones) para lograr una mejora del
reparto de carga, es permitir que uno de los miembros centrales pueda
moverse libremente, sin restriccién alguna en su traslacién alrededor de la

posicién nominal. Es de nuevo la especial configuraciéon axisimétrica de las
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transmisiones planetarias la que permite contemplar esta solucién, al tener
cada uno de los miembros centrales una carga radial nula, como consecuencia
de esta simetria. Asi, los elementos centrales tienen la capacidad de
autosustentarse por efecto de la combinaciéon de fuerzas de engrane sobre
ellos, por lo que en teorfa pueden prescindir de apoyo convencional (ya sea
rodamiento o cojinete). El modelo presentado aqui tiene especial atencién en
la consideraciéon de todos los aspectos anteriores de cara al modelizado del

coeficiente de reparto de carga (CRC), que se calcula segun:

CRC; = Te"g“’"e”-S/ (5.11)
ext

Y que representa la relacién existente entre el par en el sol transmitido por

cada una de las vias de carga y el par exterior total aplicado.

5.4.2 Configuraciones empleadas

Se propone a continuacién el estudio del comportamiento de la transmision
planetaria, apoyado en el reparto de carga obtenido segin la configuracién
utilizada. Inicialmente, se plantean dos posibilidades de configuracién de
transmisién en el estudio: sol flotante y sol fijo, con el resto de elementos
restringidos a sus grados de libertad de rotacién. De esta manera, para el
caso de la configuracién con sol fijo el equilibrio estdtico se plantea en la
transmisiéon planetaria para una posicién determinada, marcada por las
posiciones angulares de la corona y del portasatélites. Asi, de la transmisién
planetaria quedan por definir tnicamente las posiciones angulares de los
planetas y el sol, por lo que se necesitan 4 ecuaciones de equilibrio:

(Tengranes_pi) + (Tengranec_pi) =0 i=123 (5:12)

3

Z(Tengrane;,i_s) = Text (5.13)

i=1

Cuando se considera la configuracién con sol flotante, es necesario
determinar la posicién del centro del mismo, por lo que al sistema de
ecuaciones anteriores hay que anadir la resolucién del equilibrio de fuerzas en
el sol:
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Z(ﬁengranem_s) =0 (5:14)

i=1

5.4.2.1 Sol fijo

Analizando el error de transmisién del sol cuando se emplea la configuracién
fija, se observa cémo la forma del error resultante se corresponde con la
composicién de la obtenida para el conjunto sol-planeta-corona mostrado en
la Figura 57. Los tres errores individuales para cada via o planeta se
combinan con el correspondiente desfase de 120° entre engranes que la
geometria de la transmisién modelada impone. Las salidas y entradas de las
distintas parejas entre engranes se van solapando en sucesién, tal como se
indica en la Figura 59, donde se muestra el error de transmisién, asi como los
distintos engranes PC (planeta corona) y SP (sol planeta), con el nimero
representativo del planeta y un subindice que indica el nimero de parejas en
contacto en cada instante.

-3

x 10

-8.505
-8.51
-8.515
-8.52
-8.525

-8.53

Error de transmision [rad]
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0 0.01 0.02 003 004 005 006 007 008 009 01
Posicién angular portasatélites [rad]

Figura 59. Error de transmision del sol en la transmision planetaria con los cambios

en el numero de parejas en contacto (configuracion con sol fijo). Par -300Nm.

El efecto del aumento de par en el error de transmisién es triple: modifica el
valor medio, la amplitud de la variacién pico a pico y la forma del error de
transmision, tal como se presenta en la Figura 60. La forma del error varia,
modificindose el tamano de los 16bulos en la zona de error minimo. Esta
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variaciéon se produce en la zona de doble contacto de los engranes planeta-
corona, al tener el aumento de par una incidencia mayor sobre la relacién de
contacto en este engrane que en el del sol-planeta.

x10~°
-8.25F
L m——~— e -120Nm|_
-8.3F —=180Nm
——240Nm
_8'35W —-=300Nm
\‘_’_

_8.4,

L L L L L L L L L
0 001 002 0.03 004 005 006 007 0.08 0.09 0.1
Posicion angular portasatélites [rad]

Error de transmision [rad]

Figura 60. Error de transmision del sol en la transmision planetaria a diversos niveles

de carga

El reparto de carga cuando se emplea una configuracién fija de los elementos,
sin posibilidad de flotacién o traslacién de ninguno de los cuerpos centrales,
es una expresion directa de la variacién relativa de la rigidez de contacto de
cada uno de los engranes. Asi, una transmisién planetaria como la
presentada, en la que los engranes se encuentran desfasados 120° presentara
un error de transmisién lo mas suave posible en cuanto a su variacién pico a
pico. Como contrapartida, esta homogeneizacién de la rigidez de engrane
absoluta a la entrada (en el sol) mediante el desfase de engranes, conlleva
que el reparto de carga entre planetas sufra fuertes variaciones, tal como se
aprecia en la Figura 61, llegando a diferencias de hasta un +9% sobre el
total de carga. Sobre la capacidad de carga nominal del planeta, esta
diferencia del 9% en el total de carga transmitida por el planetario supone el
triple de variacién, es decir un +£27% de variacién.
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Figura 61. Coeficiente de reparto de carga entre planetas. Sol fijo, par -300Nm

Se podria presumir que esta enorme fluctuacién en la carga transmitida por
cada via de la transmisién planetaria tiene graves consecuencias en la
durabilidad de los engranajes. Sin embargo, atendiendo al coeficiente de
reparto de carga de diente individual del engranaje sol durante todo su ciclo
de carga presentado en la Figura 62, se observa que la fuerza ni siquiera

alcanza el valor unidad.
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Figura 62. Coeficiente de reparto de carga de diente. Engrane sol-planeta 1.
Par -300Nm

Este hecho se debe a que el maximo de fuerza sobre el cual se normaliza el
reparto de carga de diente se refiere a la fuerza tedrica aplicada en un tnico
diente para equilibrar el par nominal, dividido éste entre el nimero de vias
de la transmisién. Se utiliza el contacto simple como condicién sobre la que
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normalizar el reparto de carga de diente porque es ésta la situacién méds
desfavorable, en la que el diente ha de alcanzar su carga méxima. Sin
embargo, en el caso de la transmisién planetaria hay que atender al hecho
adicional del perfodo para el cual cada una de las vias transmite su mayor
porcentaje de carga. Al introducir este factor en la discusién, se hace
evidente que las vias con mayor carga serdn aquellas que presenten mayor
rigidez, lo que se corresponde con periodos con un mayor nimero de parejas
en contacto. De esta manera, las vias més rigidas liberan de carga al resto en
periodos de contacto simple, por lo que los dientes se encuentran cargados
siempre con un valor de carga menor a un tercio del total en su zona de
contacto simple.

5.4.2.2  Sol flotante

Cuando la configuracion de transmisién planetaria es de sol flotante, la
situacién de reparto de carga cambia radicalmente. El sol ha de cumplir con
el equilibrio estdtico de fuerzas ademéds de con el de momentos aplicados, lo
que deriva en que el sol realiza una 6rbita alrededor de su posicién central.
Este movimiento responde al alejamiento del sol segin la direccién de la
linea de accién de los engranes més rigidos, hasta que la suma de productos
de las rigideces y solapamientos individuales de cada engrane se igualan.

x10°

y sol [m]

S IV TN B
x sol [m] %10

Figura 63. Orbita descrita por el sol flotante. Par -300Nm
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Figura 64. Traslacion y rotacion del sol por efecto de la rigidez de engrane variable
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En la Figura 64 se presentan tres construcciones gréficas correspondientes
con el estado de equilibrio del sol en fuerzas y momentos considerando sus
tres engranes. En la construccién superior se muestra la situacién de sol fijo.
El sistema de fuerzas de engrane produce un equilibrio de momentos con una
componente no nula de fuerza, causada por la mayor rigidez del engrane 1,
marcado en rojo en la figura.

Al tratarse de un sistema lineal, se ha descompuesto de manera arbitraria el
movimiento del sol (causado por el desequilibrio fruto de eliminar el apoyo
del sol) en una traslacién y una rotacién, en cada una de las cuales se
satisface respectivamente el equilibrio de fuerzas y de momentos.

Partiendo de la construccion gréfica inicial, con el sol fijo y una componente
no nula de fuerza sobre el mismo, que se supone absorbida por el apoyo, se
elimina este ultimo con el fin de analizar el proceso de equilibrado. El sol se
aleja del engrane 1, de mayor rigidez, disminuyendo su solapamiento en una
cantidad 40, Por la simetria del problema y considerando pequenas
deformaciones, esta diferencia en la distancia de solapamiento 40, es
absorbida por los otros dos engranes, de manera que A40,= 49,4+ 49, Al
disminuir el solapamiento 49,, disminuye de manera consecuente F,. Como
corresponde, los valores de F, y F,; también aumentan, proporcionalmente
con el aumento de sus solapamientos, hasta que finalmente el sistema de
fuerzas sobre el sol se hace nulo.

Dado que el radio base permanece inalterado durante las transformaciones, el
par resultante de las fuerzas de engrane es proporcional a la suma aritmética
de las mismas. Tras la primera traslacién, esta suma serd menor, dado que el
decremento de F, es mayor que el incremento de F, y F, por ser las rigideces
de engrane 2 y 3 menores. En definitiva, el par resultante de las fuerzas de
engrane se habrd reducido, por el efecto de la traslacién introducida para

obtener un sistema de fuerzas nulo.

Para alcanzar el equilibrio de par desde la segunda construccién grafica
bastard por lo tanto con aumentar de manera proporcional todas las fuerzas,
lo que se consigue mediante una rotacién adicional, incrementando todos los
solapamientos geométricos en la misma cantidad, hasta que el par de engrane
equilibre al par exterior.

Dado que los desplazamientos del sol son pequenos, el sistema sigue siendo
simétrico y los dngulos de presién permanecen priacticamente inalterados. Por
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lo tanto, el tridngulo formado por las fuerzas de engrane es equildtero, lo que
equivale a decir que el reparto de carga entre las distintas vias serd
perfectamente equitativo. Con esta construccién gréifica y descomposicién de
desplazamientos del sol se pretende ademds explicar el aumento del error de
transmisién del sistema flotante respecto al sistema fijo, presentado en la
Figura 65. En definitiva, la posibilidad de traslacion del sol aporta
flexibilidad al conjunto de engranes, por lo que para obtener el mismo par es
necesario un mayor solapamiento geométrico y como consecuencia el sistema

presentard un mayor error de transmision.
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Figura 65. Comparativa de error de transmision en configuracion de sol fija y flotante

Tal como ha deducido con el apoyo de las construcciones graficas
presentadas en la Figura 64, el reparto de carga equitativo es una
consecuencia absolutamente directa de la flotaciéon del sol. Existen unas
diferencias infinitesimales en el reparto, debidas a la minudscula variacién de
los dngulos de presién, fruto de la asimetria real producida por el
desplazamiento del centro del sistema. Observando los resultados de reparto
de carga mostrados en la Figura 66, si bien se confirma que la carga se
reparte de manera practicamente perfecta durante la mayoria del ciclo de
engrane, en determinadas posiciones angulares aparecen picos con diferencias
de hasta 3 décimas de punto porcentual del reparto. Estas diferencias se
explican acudiendo al concepto de radio base equivalente, introducido para el
tratamiento de los contactos fuera de la linea de accién. Al cambiar el radio
base en el contacto con redondeo, el sistema deja de ser simétrico, por lo que
no existe la posibilidad de alcanzar un sistema nulo con fuerzas de igual
valor, y el reparto de carga ha de ser por definicién no homogéneo.
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Figura 66. Coeficiente de reparto de carga entre planetas. Sol flotante, par -300Nm

5.4.3  Efecto del acoplamiento de deformaciones

En el apartado 5.3.5.1 se mostré el efecto de la flexibilidad cruzada entre
engranes en el caso del conjunto sol-planeta-corona. Las diferencias en el
nivel del error de transmisién resultante eran pequenas, al tratarse
uUnicamente del acoplamiento que se producia entre los dos engranes del
planeta, diametralmente opuestos, producido por la deformacién de la rueda.
En el caso de la transmisién planetaria completa, al ser todas las vias

paralelas, los efectos se suman, con el resultado que se muestra en la Figura
67.
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Figura 67. Comparativa del error de transmision segun distintos acoplamientos de

deformaciones. Sol fijo, par -8300Nm
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Asi como el acoplamiento de deformaciones en el planeta tiende a acercar
atin m&s los perfiles de los dientes en contacto del engrane opuesto,
rigidizando los engranes, el acoplamiento de deformaciones en el sol tiene el
efecto contrario. De hecho, el efecto del acoplamiento entre engranes del sol
es absolutamente equivalente al acoplamiento de deformaciones entre los
dientes de un mismo engrane, alejando los flancos de las parejas adyacentes y
por lo tanto flexibilizando el conjunto. Por otra parte, el acoplamiento a
través de la deformacién del sol tiene un efecto mucho mads visible que el
acoplamiento a través de la deformacién del planeta, al estar los dientes de
cada engrane mucho m&s cercanos entre si en el primer caso que en el
segundo. En cuanto al acoplamiento a través de la corona, su efecto es
pricticamente inapreciable y no se muestra en la Figura 67. El modo de
deformacion que produce el acoplamiento de flexibilidades entre engranes es
fundamentalmente la torsién que se produce del cuerpo de la rueda alrededor
de los nodos empotrados del eje. En el caso de la corona, al ser el espesor de
la rueda pequeno y los engranes alejados entre si, el empotramiento de los
nodos provoca que la deformacién acoplada sea inapreciable. Si bien las
condiciones de contorno impuestas en el ejemplo se relacionan con el montaje
real de la transmisién empleada, en muchos otros casos y aplicaciones la
corona del planetario tiene mayor libertad de movimiento, pudiendo flectar y
sufrir deformaciones distintas a la mera torsién axial, lo que daria como

resultado unos acoplamientos mucho mas importantes entre sus engranes.

Observando el error de transmisién resultante, segin se considere el
acoplamiento de deformaciones en cada rueda o en el conjunto, se concluye
que el efecto global es el de una flexibilizacién del engrane, debido al efecto
predominante que tiene el acoplamiento de las deformaciones del sol, tal

como se aprecia en la Figura 67.
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Modelo de transmisiéon planetaria:
comportamiento en presencia de

defectos

6.1. INTRODUCCION

Es sencillo encontrar en la literatura numerosas referencias que tratan sobre
el comportamiento de trenes planetarios en presencia de defectos,
especialmente en el 1dltimo periodo de auge en modelizado computacional de
transmisiones.

Un gran porcentaje de los trabajos publicados se apoya en el estudio del
reparto de carga entre las distintas vias de la transmisiéon planetaria,
analizando las causas y defectos por los que no se produce un reparto
equitativo, y proponiendo soluciones o herramientas para predecir la cuantia
del desequilibrio [Singh, 2010, 2011]. Se acepta en general que las
transmisiones con 3 planetas son las que presentan una mejor capacidad de
reparto de carga. La opcién de configurar la transmisiéon con un miembro
central flotante es la solucién que proporciona unos mejores resultados de
cara a la absorcién de desviaciones, errores de fabricacién y montaje, y
reduciendo el desequilibrio en el reparto de carga.

149
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6.2. ERRORES EN TRANSMISIONES PLANETARIAS

Las dos causas aceptadas como fuente mayoritaria de reparto de carga
desigual estdn intimamente relacionadas con las tolerancias de fabricacién y
montaje, y son los errores en el posicionamiento de los planetas [Singh, 2010]
y la excentricidad de las ruedas [Gu, 2012b]. A continuacién se describe cada
uno de los errores asf{ como su implementacién en el modelo desarrollado.
Parte del trabajo presentado en este epigrafe se encuentra publicada en
[Iglesias, 2013].

6.2.1 Errores de posicionamiento de planetas

Los errores de posicionamiento de planetas (en inglés pinhole positioning
error) se producen cuando, debido a las tolerancias de fabricacién del porta,
las posiciones de los ejes de los planetas difieren de sus posiciones teéricas. Se
dividen por su distinto impacto en dos componentes, segiin la direccién de su
desviacion: asi, pueden encontrarse errores de posicionamiento radial o
tangencial, tal como se muestra en la Figura 68. Por sencillez y claridad, se
estudia el error de posicionamiento en uno de los planetas, permaneciendo los
dos planetas restantes situados en su posicién nominal.

Bportaplaneta:s

Figura 68. Componentes del error de posicionamiento de planetas
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El error de posicionamiento del planeta se descompone en el e,,, segin la
linea tangente a la circunferencia de posicionamiento de los planetas en
sentido antihorario, y en el e,,,, positivo en el sentido radial de acercamiento
al centro del sistema. Cada una de estas dos componentes tiene una
incidencia muy diferente sobre el reparto de carga, tal y como se describe a
continuacion.

Ps.p

Op.c

Figura 69. Construccion grdfica para la descripcion de la variacion de solapamiento

producido por el error de posicionamiento tangencial

La componente de error de posicionamiento tangencial tiene el efecto de
adelantar o retrasar la entrada en contacto del planeta afectado, segin cudl
sea el sentido del contacto. En la Figura 69 se muestra el caso particular de
error positivo, donde para las direcciones de contacto elegidas el planeta
defectuoso sufre una precarga (fruto del solapamiento geométrico introducido
por el error). En general, el exceso de capacidad de carga del planeta
desplazado respecto a los planetas no defectuosos, serd el valor medio de la
suma de los productos de la rigidez de engrane por el solapamiento
correspondiente:

(kengrane p-c Adp—c + Kengrane s-p A55_1:')/2 = AT (6.1)

conAbp_¢ = ean €0S(Pp-c) ¥ Abp_c = eran cos(@p-c)



152 Capitulo 6

En el caso de los errores de posicionamiento radial (Figura 70), la cuantia del
exceso de capacidad de carga varfa notablemente respecto a la componente

tangencial.

Ps_p

Pr_c

Figura 70. Construccion grdfica para la descripcion de la variacion de solapamiento

producido por el error de posicionamiento radial

En este caso, el desplazamiento del planeta introduce una variaciéon del
solapamiento geométrico de sentido contrario en cada uno de los engranes.
Asi, mientras que el solapamiento es positivo en el caso del engrane sol-
planeta, produciéndose un acercamiento de los perfiles, en el caso del engrane
planeta-corona el solapamiento es negativo, alejdndose los flancos de los
dientes de cada pareja. Por lo tanto, para obtener la variaciéon de la
capacidad de carga del planeta por efecto del desplazamiento radial, es
necesario analizar la diferencia de solapamientos, dado que la aparicién de
juego en uno de los contactos compensa (mediante la posibilidad de giro de
solido rigido del planeta) el aumento del solapamiento en el engrane

contrario.

De esta manera, cuando los dngulos de presién son idénticos para cada uno
de los dos engranes implicados, el solapamiento geométrico serd igual y de
sentido contrario en cada engrane. Esto supone que el desplazamiento radial
del planeta introduciria, como tunico efecto, el giro adicional en la rueda, sin
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ninguna consecuencia sobre el reparto de carga. El hecho de que en algunas
transmisiones planetarias el dngulo de presién del engrane sol-planeta sea
distinto que el del planeta-corona ha sido obviado por algunos autores
[Singh, 2010], y es habitual encontrar en la bibliografia aseveraciones acerca
del efecto nulo de la componente radial del error de posicionamiento sobre el
reparto de carga en transmisiones planetarias.

Si bien es cierto que la naturaleza compensatoria de los solapamientos
producidos por el desplazamiento radial de los planetas minimiza su efecto
sobre el reparto (méxime cuando se compara con el caso de desplazamiento
tangencial), la variacién del reparto de carga dista de ser nula, tal como se
mostrard en los siguientes ejemplos de aplicaciéon del modelo.

La implementacién del error de posicionamiento de planeta pasa
sencillamente por introducir en las férmulas para el calculo de los puntos
potenciales de contacto y solapamiento del modelo la modificaciéon de las
coordenadas de situacién del planeta, sumando a su situacién nominal las
componentes constantes (e,,,€,.), transformadas al sistema de coordenadas
generalizado. En la configuraciéon més general de transmisién planetaria con
rodamientos, la implementacién del error de posicionamiento se consigue
mediante la alteraciéon de la formulacién del solapamiento del rodamiento
presentado en la seccién 4.5.4, sumando a la posicién de la pista interior
(perteneciente al portaplanetas) el vector de error de posicionamiento
expresado en coordenadas absolutas.

6.2.2  Errores de excentricidad en los planetas

La excentricidad (run out) se produce cuando existe un desplazamiento del
centro geométrico de la rueda respecto a la posicién de su centro de giro o
eje sobre el que la rueda va montada. Analizando su definicién, se puede
asimilar el error de excentricidad del planeta, desde un punto de vista
cinemdtico, a un error de posicionamiento que varfa armdnicamente en sus
dos componentes con la posicién angular absoluta de la rueda. Asi, la
implementacién de la excentricidad presenta una tnica complejidad anadida
sobre la del error de posicionamiento, como es la combinacién arménica de
sus dos componentes tangencial y radial, segin la posicién angular en la que
se encuentre la excentricidad en cada momento.
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De la misma manera que ambos errores son similares en cuanto a su
concepto e implementacién, el efecto de la excentricidad del planeta sobre la
transmisiéon también serd vinculable de manera directa al que presentan los
errores de posicionamiento, como se mostrard en las siguientes secciones.

6.3. COMPORTAMIENTO DE LA TRANSMISION PLANETARIA EN PRESENCIA DE

ERRORES DE POSICIONAMIENTO

De manera andloga a lo concluido mediante el anélisis estdtico de la
transmisién sin defectos, la introduccién de errores en un sistema con grados
de libertad unicamente torsionales tendrd una mayor incidencia sobre la
propiedad de reparto de carga. La introduccién de flexibilidad en cualquiera
de los apoyos siempre tendrd como consecuencia una tendencia hacia el
equilibrio en el reparto de par entre las distintas vias, por lo que se puede
utilizar la configuracién fija como referencia del limite mdximo que puede
alcanzar el desequilibrio del reparto de carga en una transmisién planetaria
para una situacién de error dada. Los errores de posicionamiento se
analizardn por componentes, con el fin de ratificar las conclusiones extraidas
del anélisis geométrico presentado en la seccién anterior. Inicialmente se
presentardn los resultados obtenidos para una configuracién con sol fijo, para
posteriormente analizar el comportamiento cuando al sol se le permite
realizar una érbita sin restricciones externas.

6.3.1 Error de posicionamiento tangencial con configuracién fija

En la Figura 71 se presenta el coeficiente de reparto de carga (CRC) para
una transmisién planetaria en la que se ha introducido un error de
posicionamiento tangencial positivo en dos niveles en el planeta designado
como 1, dejdndose ademds la referencia del valor de reparto para la
transmisién nominal a efectos de comparacién. El error de posicionamiento
tangencial positivo, tal como se presenté en la Figura 69 para la misma linea
de accién (par exterior negativo aplicado en el sol), produce el
adelantamiento del planeta afectado sobre el resto. De esta manera, para un
error de posicionamiento de 30um, el planeta 1 asume en determinadas
posiciones del ciclo de engrane valores cercanos al 80% de la carga total
transmitida.
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Figura 71. Reparto de carga entre planetas con error tangencial. Sol fijo, par -900Nm

La pérdida de simetria se generaliza, en el sentido de que los dos planetas no
defectuosos presentan un reparto de carga distinto entre si, no sélo desde el
punto de vista del desfase, como cabria esperar, sino con una forma y
amplitud diferentes. Al aumentar el error de posicionamiento en la misma
rueda hasta alcanzar los 50um, el adelantamiento o precarga del planeta es
tal que para el nivel de carga empleado (900Nm), en determinadas rangos de
posicién los dos planetas restantes quedan descargados por completo,
asumiendo el planeta 1 la totalidad de la carga.

El error tangencial negativo, para el sentido de carga empleado en estos
ensayos, produce un alejamiento entre flancos de los dientes en contacto de
ambos engranes en el planeta desplazado. Se confirma este hecho por la
pérdida de carga del planeta 1 al introducir un error tangencial negativo de
20pm, cuyo CRC se muestra en la Figura 72.

Cuando el error se presenta de manera individual sobre uno de los planetas,
se hace evidente que el error que produce un adelantamiento del planeta
tiene un mayor potencial de impacto sobre el funcionamiento de la
transmisién. En el peor de los casos, el alejamiento de uno de los planetas
derivard en el reparto del total de la carga sobre dos vias, mientras que el
adelantamiento o acercamiento (error positivo en el caso que nos ocupa)
puede provocar como ya se ha demostrado la eliminacién de dos vias de
carga completas, quedando toda la carga transmitida por una unica via.
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Figura 72. Reparto de carga entre planetas con e,,, negativo. Sol fijo, par -900Nm

En la Figura 73 se aprecia el valor del coeficiente de reparto de carga para el
planeta con posicién desviada, donde se han eliminado los coeficientes
complementarios del resto de planetas por claridad. Se realiza un barrido de
magnitud de error que abarca desde la pérdida de contacto del planeta
defectuoso (e,, negativo), hasta el desplazamiento que provoca un

adelantamiento del planeta tal que descarga el resto de vias.
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Figura 73. Reparto de carga del planeta 1 a distintos valores de error tangencial

Sol fijo, par -900Nm
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Si bien la forma del reparto a lo largo del ciclo varia fuertemente con el
error, el nivel medio de reparto puede considerarse practicamente lineal con
la variacién del error de posicionamiento.

Atendiendo al coeficiente de carga de diente, los errores de posicionamiento
en un sistema de transmisién planetaria excesivamente rigida pueden
comprometer el funcionamiento del sistema. En la Figura 74 se presenta el
coeficiente de carga de una pareja de dientes de cada planeta en su engrane
con el sol, para un error de posicionamiento tangencial del planeta 1 de
30pm. ElI CRC del planeta desplazado fluctia para este caso
aproximadamente entre el 60% y el 80% del total de carga transmitida, lo
que se corresponde con entre un 180 y un 240% de la carga nominal asignada
a cada via. Igual que sucedfa con el caso de la transmisién sin errores del
capitulo anterior, la correlacién entre el coeficiente de carga de los planetas y
el coeficiente de carga de diente no es estrictamente directa y proporcional,
sino que depende de los solapamientos y los periodos de contacto simple y
doble. Por este motivo, el diente del planeta 1 alcanza un valor de carga de
diente cercano a 2 (el doble de su carga nominal), suficiente para provocar
graves problemas de funcionamiento, pero alejado del 2,4 proyectado
atendiendo unicamente al CRC. Esto se debe a que la mayor carga del diente
se alcanza durante el perfodo de contacto simple del planeta defectuoso (una
tnica pareja transmitiendo el par), que se produce en el valle de CRC.
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Figura 74. Coeficiente de reparto de carga de diente. Par -900Nm
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De nuevo la asimetria del problema en presencia de errores de
posicionamiento se hace patente. A modo de ejemplo, el nivel méximo de
carga de los dientes de los planetas 2 y 3 se comprueban distintos.

El efecto del par sobre el reparto de carga en transmisiones con errores de
posicionamiento es muy relevante, como se aprecia en la Figura 75. En
general, los errores relacionados con la geometria en las transmisiones
mediante engranajes tienen una mayor visibilidad para valores reducidos de
la carga, al diluirse sus efectos en presencia de altos valores de deformacion.
En el caso del error de posicionamiento, para niveles crecientes de carga su
influencia se ve efectivamente atenuada, como consecuencia directa de la
reduccion relativa del valor de precarga introducida por el error respecto a la

carga total, cuando ésta tltima aumenta.
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Figura 75. Efecto del par sobre el reparto de carga. Sol fijo, e,,=30 um

El efecto del error de posicionamiento sobre el error de transmisién global de
la transmisién (siempre medido en el sol), se muestra en la Figura 76. La
introduccién de un error positivo introduce una precarga en los dientes del
planeta defectuoso, teniendo como consecuencia principal la reduccién del
error de transmisiéon. El solapamiento geométrico necesario para la aparicién
de fuerzas de contacto que equilibren el par exterior no se produce
linicamente mediante el giro de las ruedas, sino que la precarga de los
engranes del planeta contribuye parcialmente a este hecho. Asi, el error de

transmisién se va reduciendo en magnitud a medida que aumenta el error de
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posicionamiento. En cuanto a la forma y amplitud de variacién de dicho
error de transmision, es perfectamente visible su evolucion en la grifica. Esta
evolucién se corresponde con la transformacion progresiva de la forma de
error de transmision correspondiente a una caja planetaria sin defectos en la
forma del error propio de una transmisién uniplanetaria como la mostrada en
la seccién 5.3.5. Los Iébulos correspondientes a los planetas 2 y 3 se van
absorbiendo de manera paulatina, hasta el punto en el que la magnitud de
desplazamiento tangencial provoca la descarga completa de estos planetas,
momento en el que la forma del error de transmisién es indistinguible del
presentado por el trio sol-planeta-corona. Al quedar en los tltimos estadios
de transformacién la via cargada con el triple de su carga nominal, la

amplitud pico a pico del error de transmisiéon se verd sustancialmente

incrementada.
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Figura 76. Error de transmision en presencia de defecto de posicionamiento del

planeta. Sol fijo, par -900Nm

6.3.2 Error de posicionamiento radial con configuracién fija

La componente radial del error de posicionamiento de los planetas, como se
introdujo en el epigrafe 6.2.1, tiene un efecto menor sobre el reparto de carga
que el causado por la componente tangencial. Depende directamente de la
diferencia entre los dngulos de presién de funcionamiento de los engranes sol-
planeta y planeta-corona, siendo su efecto practicamente nulo cuando dichos
dangulos son iguales.
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En la Figura 77 se muestra el CRC para un error de posicionamiento en la
direccién radial (positivo) del planeta 1 de 40pm. La diferencia entre el valor
medio de la carga de la via defectuosa respecto a las otras dos es de
aproximadamente 2 puntos porcentuales. Con el objetivo de comparar los
efectos de las distintas componentes del error de posicionamiento, se ha
encontrado que un error de 40um en la direccién radial es equivalente en sus
consecuencias sobre el CRC a un error de lpm en la direccién tangencial.
Ambos casos se muestran de manera superpuesta en la Figura 77 para
apreciar su coincidencia, con los valores de CRC correspondientes a la
direccién tangencial mostrados en color negro y distintas tipologfas de linea

discontinua.
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Figura 77. Comparativa del reparto de carga del planeta 1 para la componente radial

y tangencia. Sol fijo, par -900Nm

6.3.3 Error de posicionamiento con configuracion flotante

Al introducir errores de posicionamiento en una configuraciéon de planetario
con sol flotante, el CRC se homogeneiza para todas las vias, aproximandose
a un reparto perfecto. El sol describe una orbita alrededor de su posicién
central, compensando el error de posicionamiento del planeta mediante el
alejamiento o acercamiento al mismo segiin la direccién de la linea de accién,
tal como se muestra en la Figura 78.
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Figura 78. Orbita descrita por el sol. 0<@porta<mrad. Par -600Nm e,,,=100um

En esta figura se representa la érbita realizada por el sol para el recorrido del
porta de 0 a m radianes, con un error de posicionamiento tangencial del
planeta 1 de 100pm positivos. Para la posicién inicial se muestra en la figura
como el desplazamiento del sol consiste en un alejamiento del planeta
defectuoso segin la linea de accién del engrane sol-planeta. Se observa
ademads en la gréfica que el radio de la drbita descrita presenta una magnitud
similar al del error de posicionamiento del planeta.

Al trazar esta orbita, se forma un sistema de fuerzas nulo compuesto por los
engranes de los distintos planetas con el sol, alcanzéndose un CRC de 1/3
para todas las vias (ver Figura 79), salvo en las zonas de contacto fuera de la
linea de accién. La asimetria introducida por el desplazamiento del planeta y
la correspondiente excentricidad del sol en el trazado de la érbita se refleja
en la pequena diferencia neta y constante entre las distintas vias, que para el
valor de e,,=100pm es de un par de décimas de punto porcentual.

De manera complementaria a la homogeneizacién que se produce en el
reparto de carga entre planetas al permitir la traslacién del sol, el reparto de
carga de diente también recupera la simetria para los tres planetas, como se
puede apreciar en la Figura 79. El valor mdximo vuelve a ser la unidad,
correspondiente a la fuerza que equilibra un tercio del par exterior aplicado
durante la zona de contacto simple.
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Figura 79. Reparto de carga entre planetas. Sol flotante, e,,,=100um, par -600Nm
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Figura 80. Coeficiente de carga de diente. Sol flotante, e =100um, par -600Nm

Respecto al error de transmision, se puede realizar una comparativa entre las
dos configuraciones empleadas respecto a su comportamiento en presencia de
defectos de posicionamiento, que se muestra en la Figura 81. En el caso de la
configuracién fija, los errores de posicionamiento introducen una precarga en
una de las vias, por lo que un mayor error (positivo) implica una mayor
precarga, y por lo tanto una menor necesidad de giro de las ruedas. Se puede
incluso llegar a dar el caso de inversién en el sentido del error de transmisién
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absoluto, cuando la precarga sea tal que supere el valor del par exterior
aplicado, y las ruedas hayan de girar en sentido contrario. Para la
configuracién flotante, el sol se desplaza eliminando la precarga mediante
una traslacién, redistribuyendo el solapamiento entre el conjunto de vias.
Asi, la rigidez rotacional aumenta con la inclusién de estas dos vias, que en
el caso de la configuracién fija no estaban implicadas, teniendo como
consecuencia el descenso del error de transmisién global.
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Figura 81. Comparativa del error de transmision en presencia de defecto de

posicionamiento del planeta para ambas configuraciones. Par -600Nm, e,,,=30um

6.4. COMPORTAMIENTO DE LA TRANSMISION PLANETARIA EN PRESENCIA DE
ERRORES DE EXCENTRICIDAD

De manera andloga a lo realizado en la seccién anterior, el efecto de la
excentricidad se analiza de manera separada segun el tipo de configuracién
presentada por la transmisién planetaria: sol fijo o flotante. El objetivo
fundamental del andlisis de resultados es la demostracién de la semejanza
existente entre los efectos producidos por los errores de posicionamiento y el
error de excentricidad, al ser éste tltimo una manifestacién arménica de los
primeros.
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6.4.1 Error de excentricidad con configuracién fija

Todas las simulaciones con error de excentricidad presentadas a continuacién
se realizan con un desplazamiento del eje de rotacién del planeta 1 respecto a
su centro geométrico de 20pm. En la posicién inicial (posicién angular nula
del portasatélites), el centro geométrico de la rueda se encuentra desplazado
20pm en el sentido radial negativo, siendo por lo tanto la configuracién del
planetario idéntica a la que se tendria para un error de posicionamiento
radial negativo de 20pm. Por lo tanto, el CRC en tal situacién con
excentricidad tiene que ser el mismo que el que presentarfa la transmisién
con error de posicionamiento radial de la misma magnitud. En efecto, en la
Figura 82 se aprecia que el CRC para todas las vias presenta muy poca
desviacién respecto al reparto de carga de 1/3 que serfa de esperar con un
error de posicionamiento radial de tan baja magnitud. A medida que el
portasatélites gira, el planeta lo hace en sentido contrario, y la proyeccién de
la excentricidad sobre cada una de sus componentes comienza a proporcionar
una componente tangencial negativa, lo que supone la progresiva descarga
del planeta, tal como se mostré en la Figura 72. Andlogamente con la
situacién de error radial negativo puro en el inicio del anélisis, cuando el
planeta realice un giro de m/2 respecto al porta, el giro de la excentricidad
situard el centro geométrico del planeta a 20pm en sentido tangencial
negativo, alcanzéndose el méximo de descarga del planeta defectuoso. En la
ecuacién (6.2) se muestra el giro absoluto del porta al que se da el primer
evento descrito (/2 de giro relativo del planeta).
Zc—12Zp

— — A
9P/porta - eP - gporta - - 7 eporta - gporta - /2 - eporta
P

(6.2)
Oporta = 0.58 rad

Asi, para dicha posicién del porta, se aprecia en la Figura 82 que el planeta 1
alcanza una descarga total, y se puede comprobar ademds cémo la forma del
CRC para cada uno de los planetas se corresponde con lo mostrado en
secciones anteriores para e, negativos. A partir de esta posicién, y a medida
que el sistema sigue rotando, el error de excentricidad pierde caracter
tangencial, alcanzando el valor de e, positivo maximo de 20pm en la
posicién de 1.16 rad de giro del porta. En esta posicién de nuevo el CRC
presenta un valor cercano a 1/3 para todas sus vias, debido al débil efecto
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del error de posicionamiento radial sobre el reparto. De manera
antisimétrica, a continuacién la excentricidad tenderd a valores de e,
positivos, pudiéndose apreciar de nuevo las similitudes respectivas entre la
gréfica del CRC en la zona de giro del porta 1.74rad (que se corresponden
con los 3m/2rad del giro 6p/poreq). El ciclo se cerrard de nuevo cuando la
combinacién de giro y excentricidad del planeta sitiien su centro geométrico
a 20pm en la posicién radial negativa, posicién a partir de la cudl se repetird
el CRC periédicamente.
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Figura 82. Reparto de carga entre planetas. Sol fijo, exc=20um, par -600Nm

En cuanto al error de transmisiéon con excentricidad, se puede realizar un
andlisis paralelo al presentado para el CRC. En la Figura 83 se aprecian las
mismas cuatro zonas en cuanto al efecto de la excentricidad: aquellas en las
que dicho efecto es equivalente al del error radial (tanto positivo como
negativo) asi como una zona inferior, correspondiente al error tangencial
negativo, y otra superior, correspondiente al error tangencial positivo, en
ambas de las cuales se aprecian las similitudes naturales con la forma del
error de transmisién presentado para transmisiones con defecto de
posicionamiento.
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Figura 83.Error de transmision con exc=20um. Sol fijo, par -600Nm

6.4.2 Error de excentricidad con configuracién flotante

De igual manera a lo sucedido para la transmisién con error de
posicionamiento, la configuracién de planetario con sol flotante absorbe la
excentricidad, describiendo la 6rbita representada en Figura 84, de radio
méaximo similar al valor de la desviacién. Se aprecian una forma lobular
debido a la escasa incidencia del error en su componente radial, reduciéndose
la 6rbita significativamente durante estas fases del giro excéntrico.
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En una configuracién flotante se produce la misma mejora dristica del
coeficiente de reparto de carga CRC (Figura 85) para el defecto de
excentricidad que la presentada para el error de posicionamiento. De nuevo
en esta gréfica se observan los picos de variacién causados por los contactos
fuera de la linea de accién, asi como una pequena modulacién en los valores
medios producida por la excentricidad y el paso por las distintas fases de

orientacién de la misma.

0.336

—Planeta 1
—Planeta 2

-w‘-*-'i!'-'.'l\l.'l.l.l!!!!ll1!'}‘.?%iﬂ"'m:iﬁuu.‘.‘f-"l*!!!‘m!"'mii\i\ilﬁujﬁirjﬂ}ﬁ

0.331

1 15
Posicién angular portasatélites [rad]

Figura 85.Reparto de carga entre planetas. Sol flotante, exc=20um, par -600Nm

En cuanto al error de transmision, se puede apreciar en la Figura 86 cémo su
forma se ve dominada por una fuerte modulacién en su valor medio, debida
al giro relativo del planeta respecto al portasatélites. A menor escala, es
perfectamente reconocible la forma que toma el error de transmisién en una
configuracién sin defectos como la mostrada en la Figura 76, o en presencia
de errores de posicionamiento con configuracién flotante como la presentada
en la Figura 81 para un e, de 30pm.
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Figura 86.Error de transmision con exc=20um. Sol flotante, par -600Nm
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Capitulo 7

Modelo dindmico de transmision
planetaria

7.1. INTRODUCCION

El objetivo ultimo de este trabajo es la integracién de los distintos elementos
considerados en un modelo dindmico completo de transmisién planetaria. El
modelo propuesto consiste en un modelo plano de pardmetros concentrados,
donde las fuerzas de contacto de rodamientos y engranajes se obtendran

mediante el procedimiento descrito en la tercera parte de esta Tesis.

La extensién del modelo de transmisién empleado en los anélisis
cuasiestéticos presentados en los capitulos 5 y 6 a un modelo con capacidades
dindmicas, supone la formulacién de las ecuaciones correspondientes, con las
necesidades de modelizado adicionales que conlleva la presencia de las

derivadas temporales de la posicién en todo sistema mecdnico.

Con este propésito, es mnecesario incluir en el modelo los fenémenos
disipativos, fuertemente vinculados con la velocidad del sistema. Se describe
por lo tanto en este capitulo la implementacién hecha en el modelo del
rozamiento y amortiguamiento, asi{ como la formulacién de sus esfuerzos
resultantes.

171
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7.2. FENOMENOS DISIPATIVOS

En las primeras fases del planteamiento dindmico del problema de
modelizado de una transmisién planetaria, surge la necesidad de incorporar
adecuadamente los fenémenos disipativos, vinculados con la dindmica del
sistema. En la literatura es dificil encontrar trabajos que recojan de manera
sistemdtica y global la modelizacion de cada uno de los mecanismos de
pérdidas existentes en una transmisién mediante engranajes. Estos efectos
disipativos se pueden clasificar segin su dependencia de la carga en pérdidas
por friccién, rodadura y deformacién (dependientes) y pérdidas relacionadas
con el movimiento de la masa del conjunto fluido refrigerante/aire
(independientes). De acuerdo con [Hohn, 2010] la friccién predomina sobre la
rodadura como mecanismo disipativo, justificando el mayor interés sobre este
aspecto de la modelizaciéon. Desde el punto de vista de la excitacion del
sistema, la friccion tiene ademds una importancia adicional sobre el
comportamiento dindmico del sistema: no sélo la fuerza de rozamiento actia
desalineada respecto al dngulo de presién, sino que incluye ademds un
cambio brusco en su sentido de aplicacién cuando la zona de contacto pasa
por el punto primitivo. En este trabajo se prestard especial atencién por
tanto a las fuerzas de rozamiento, asi como el amortiguamiento debido a la
deformacion del sélido y el producido por el fluido lubricante en la zona de

contacto.

7.2.1 Velocidades relativas

Cualquiera de las alternativas adoptadas para el modelizado de los efectos
disipativos en la transmisién, bien se trate de esfuerzos de friccién o de
amortiguamiento, requiere de la determinacién de la velocidad relativa
instantdnea de los distintos perfiles en contacto en cada punto potencial. El
proceso de engrane de una pareja de dientes implica un movimiento relativo
de rotacion y deslizamiento entre si, que serd tinicamente de rotacién cuando
el contacto de los perfiles tenga lugar en el punto primitivo. Se presenta a
continuacion el cdlculo de velocidades relativas que sirve como base inicial
para el modelizado de estos esfuerzos.
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De acuerdo con la Figura 87, la velocidad relativa entre los puntos de
contacto se puede establecer a partir de sus velocidades absolutas como:

Upi(1/2) = Vpi(1/0) — Vpi(2/0) 1)

Figura 87. Construccion grafica para el cdlculo de las velocidades relativas

Para la determinacién de las velocidades absolutas se recurre al
planteamiento del campo de velocidades del sélido rigido:

Upi170) = Vei1y0) + Ljoy X C1P 5 Upizjo) = Veizpoy + Lzjoy X C2P (7.2)

Donde ﬁci(1,2 /o) Y .(_2)(1,2 /0y son respectivamente las velocidades absolutas de
los centros de las ruedas y sus velocidades angulares. Las magnitudes C; P, se
hallan como suma de los siguientes términos:

GR= G0 +0A ; GR= GQ;+QP 73)

Los médulos de los vectores en los respectivos miembros a la derecha de (7.3)
han sido definidos en el capitulo anterior para cada uno de los casos de
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solapamiento considerados. En cuanto a su orientacién y sentido, se tiene

que:

—sin(pr + )
cos(pr + )

cosor Ly

} i QP = |Qu2P1z| {Si”(‘/’T )

w = P12 {
Para la rueda 1 (rueda exterior en el caso representado en la Figura 87), la
orientacién de los vectores CQ y QP es la misma que para la rueda 2, tal
como se formula en (7.4). Sin embargo, en el caso de engranes exteriores,
para la rueda 1 (que se corresponderia con el sol) las orientaciones son

opuestas:

sin(pr + 1)

—cos(pr + l/))}
—cos(pr + 1)

f o am =Ty

€10, = P1{ (7.5)
Una vez obtenidos los valores de velocidad relativa en los puntos de
contacto, en el caso de la friccién serd necesario proyectar dichas velocidades
sobre las direcciones tangenciales de cada punto de contacto, con el fin de
obtener el sentido de la fuerza de rozamiento. Esta direccién tangente para el

contacto directo se obtiene como:

sin(p + i)

. . _ N
—cos(g +¢L_)} ;otaiair = g ;5 L= 1»"':5 (7.6)

tiair = {
Mientras que para el inverso:

Sin(¢+¢i)} .t

. . , N
biiiny = {COS((p + ;) iy = iy 5 L= 1""'5 7.7)

Tanto para el caso de ruedas exteriores como el de interiores.

7.2.2  Friccién

La modelizacién de los esfuerzos de friccién podria reducirse a la
implementaciéon de un modelo de Coulomb, en el que las fuerzas de contacto
en cada punto potencial se multipliquen por el coeficiente de rozamiento
correspondiente. Sin embargo, hay ciertas consideraciones relativas a los
engranajes que han de ser tomadas en cuenta. El movimiento relativo de
rotacién y deslizamiento entre perfiles de evolvente y las caracteristicas
geométricas de los mismos hace que el coeficiente de rozamiento deba tomar
un valor nulo en el paso por el punto primitivo, donde ademds se invierte el
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sentido de las fuerzas de rozamiento. Por otro lado, la existencia de
lubricante modifica las caracteristicas del coeficiente de rozamiento de
Coulomb, por lo que pardmetros y variables tales como la velocidad de
deslizamiento, la viscosidad del lubricante, la magnitud de la carga y la
rugosidad superficial inciden simultdneamente sobre el fenémeno disipativo,
por lo que hay que prestar atencién a tales factores.

Es posible encontrar en la literatura formulaciones que proporcionan el valor
del coeficiente de rozamiento en funcién de diversos factores. Iida [1985]
desarrollé un modelo para el estudio del efecto de la friccién en donde el
coeficiente de rozamiento se expresaba en funcién de la velocidad de
deslizamiento, mediante un modelo discontinuo definido por dos tramos
rectilineos, uno que pasaba por el origen con pendiente positiva y un segundo
tramo de pendiente negativa que se iniciaba para un cierto valor de la
velocidad de deslizamiento. Lin [1988] propuso dos formulaciones empiricas
alternativas para la obtencién del coeficiente de rozamiento. La primera,
utilizada también por Pimsarn [2005a, b], proporciona el valor del coeficiente
de rozamiento en funcién de la velocidad relativa tangencial como:

p = 0.05e~%125% + 0.002,/V (7.8)

La segunda formulacién incluye el efecto de otros pardametros tales como la
magnitud de la carga aplicada, el ancho de cara de la rueda, la viscosidad del
lubricante y la velocidad de rodadura, de la forma:

7.9

45.94W
u=0.0127-In

FuoVsVi

Vaishya [2000] indic6 que el coeficiente de rozamiento deberia obtenerse
aplicando alguna teorfa que tuviera en cuenta el régimen de lubricacién en el
que se produce el deslizamiento relativo a lo largo del ciclo de engrane,
encontrando que la relacién existente entre el espesor de pelicula fluida y el
tamano de la rugosidad superficial impedia la aplicacién de una teoria
basada exclusivamente en la consideracién de lubricacién
elastohidrodindmica. La aplicacién de las formulaciones anteriores junto con
otras de mayor complejidad en un modelo de tipo cinemético revela grandes
diferencias en la variacién de la magnitud del coeficiente de rozamiento
instantdneo a lo largo del ciclo de engrane. Sin embargo, los esfuerzos de
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friccién resultantes presentan un impacto mucho menor ante distintas
formulaciones, incluso para el caso de introducir un coeficiente de rozamiento
constante. Muchos autores concluyen que la variacién en magnitud del
coeficiente de rozamiento es de importancia secundaria, y que la respuesta
dindmica estd marcada principalmente por el cambio en el sentido de
actuacion de la fuerza de rozamiento en el paso por el contacto de punto
primitivo [Vaishya, 2003; Velex, 2000].

Es habitual encontrar planteamientos que proponen partir de una estimacién
del valor promedio del coeficiente de rozamiento considerando unicamente un
modelo cinemdtico, para luego aplicar alguna de las formulaciones
disponibles [He, 2007] que incluyan el efecto de los distintos factores. Una
vez conocido el coeficiente de rozamiento medio, la fuerza de rozamiento
puede obtenerse mediante una expresién del tipo [Vedmar, 2003; Velex, 2000,
2002]:

—

F-: _ 1_-:: Vrelativa
roz = ~Hmed | contactol |

(7.10)

=
Vrelatival

De acuerdo con todo lo anterior, en este trabajo se ha adoptado la siguiente

formulacién para la fuerza de rozamiento en cada punto de contacto i:

ﬁpiu/z) : Eu') 17101'(1/2) z

o~ = ~(Fo), (71D

(Froz)u_ =-Fu tanh< |17PL-(1/2)| Ey
Donde (ﬁmz)u y (ﬁmz)zi son las fuerzas de rozamiento actuantes en el punto
i sobre cada una de las ruedas, u es el coeficiente de rozamiento y se incluye
una funcién continua como la tangente hiperbdlica para suavizar la
transicién de paso por el punto primitivo, aproximando el escalén que resulta
del cambio de sentido de las fuerzas de rozamiento. El valor umbral en esta
funcién hiperbdlica marca la pendiente del salto, y ha de ser establecido
buscando un compromiso entre la pérdida de exactitud con respecto al
escalén real y la mayor facilidad de resolucién del problema dindmico.

Para la determinacién del coeficiente de rozamiento se ha optado finalmente
por adoptar la formulacién de Niemann, de amplio consenso en cuanto a su
utilizacion por parte de diversos autores [Baglioni, 2012; Hohn, 2010;
Michaelis, 2011] y que plantea un coeficiente de la siguiente forma:
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Fpe

u=0.048 b ) o005 gozs x, (7.12)
Vzc pc

Donde Fy; es la carga normal aplicada en el punto primitivo, p. es el radio
equivalente de curvatura medido en el punto primitivo, b es la longitud axial
de las ruedas, n,;; la viscosidad dindmica del aceite, R, la rugosidad y los
pardmetros Vi v X, se definen como:

1
Vsc =2V, sin(er) vy X, = @) \° (7.13)
(")

Siendo V; la velocidad tangencial a la circunferencia primitiva en el punto
primitivo, y el valor d=0.0651 para aceites minerales.

Sumando en cada caso las fuerzas correspondientes a todos los puntos de
contacto activos, y expresdndolas reducidas al centro geométrico de cada una
de las ruedas, se obtienen los esfuerzos debidos a la fricciéon en cada pareja

€omo:
N . 5 R
ZF u tanh (Vpiu/z) : tli) Upi(1/2) 2
- i > "l
~ Yo |Ppica/2)]
(le\ N R > R
Upi(1/2) 11\ Vpi(1/2) - [
|F;y | z <—Fi u tanh( : v : B l( ) N "ty | X C1P,
= Pi(1/2
e ==t ; > (7.14)
2x Dos “ta:\ Ups N
Fy Z Fu tanh< Pl(lf) ll> |9P1(1/2)| sty
T, roz N i=1 0 Vpi(1/2)
Vp; T\ Upy S _
(Fill tanh< Pi(1/2) 11> Urit1/2) 'tu> <P
£ Vo |VPi(1/2)|

7.2.3 Amortiguamiento

La inclusién de otros fenémenos disipativos en los modelos dindmicos
distintos del rozamiento, como aquellos relacionados con el amortiguamiento,
tampoco es abordada en el actual estado del arte de manera consensuada por
los distintos autores. En la mayorfa de modelos de pardmetros concentrados,
se suele considerar que el amortiguamiento debido al engrane entre dos
ruedas se puede representar mediante un modelo de tipo viscoso, definido por
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un valor de amortiguamiento equivalente C actuando en los grados de
libertad de torsién. Dicho valor a su vez estara relacionado con la rigidez de
contacto K mediante el coeficiente de amortiguamiento relativo & [Kasuba,
1981; Lin, 1988], de acuerdo con la siguiente expresion:

C=2& /KM, con M, =ﬁ (7.15)
En donde p; y J; son respectivamente los radios de los circulos base y
momentos de inercia polar de las ruedas. El mayor problema en este tipo de
planteamiento es la definicién del valor del amortiguamiento relativo: Lin
[1988] por ejemplo propone adoptar valores entre 0.03 y 0.17. Umezawa
[1984, 1986a, 1986b] se apoya en resultados experimentales para su propuesta
de entre 0.06 y 0.07. Ozgiiven [1988] adopta un valor de 0.1, mientras que
Al-Shyyab [2005a, b] 0.05.

En algunos casos el valor del amortiguamiento relativo es constante,
mientras que en otros se tiene en cuenta su variacién con la rigidez de
contacto. Yang [1985, 1987] postulé que el amortiguamiento quedaba
concentrado en las zonas del diente donde se producian deformaciones locales
de tipo Hertziano. Asi, planteé la fuerza de amortiguamiento en funcién de la
penetracién o solapamiento geométrico y su derivada de acuerdo con:

6(1 - e)K,

= . — 0.36
—m ) 8—1—0.022Vi (7]6)

Fumore=D88 ; D
Donde V; es la velocidad relativa al inicio del impacto y K, la rigidez del
contacto correspondiente. Por su parte Peeters [2006] hace referencia a una
ecuacion empirica donde se introducen como pardametros la distancia entre
los centros de las ruedas, la viscosidad del lubricante y la velocidad

tangencial medida en la circunferencia primitiva.

De entre las demds posibles alternativas, una de las mé&ds habituales es la
consideracién de un amortiguamiento de Rayleigh, proporcional a la masa y
la rigidez [Parker, 2000a], de forma que la matriz de amortiguamiento del
sistema se expresa como:

C=aK+ M (7.17)
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Los valores de los coeficientes a y £ son ajustados aplicando el método del
decremento logaritmico, en el caso propuesto por Parker para que el error de
transmisiéon dindmico resultante proporcione una relacién estimada de
amortiguamiento del 7%. Lundvall [2004] también consideraron la inclusién
de este tipo de amortiguamiento adoptando para las constantes a = 0.4 107
(s) y £ =0.5 10" (1/s). En cualquier caso, la estimacién de estos valores estd
sujeta a un cierto grado de arbitrariedad, ya que el fenémeno disipativo no se
modeliza tratando de imitar su naturaleza fisica, sino mediante un ajuste en

base a los efectos que se producen.

Recientemente han aparecido algunos trabajos que consideran el efecto que
la presencia del lubricante tiene en el desarrollo de los esfuerzos de contacto.
Este tipo de modelos tienen especial interés en aquellas situaciones en las que
se espera una respuesta dindmica que incluya la separacién de los flancos, a
frecuencias tales que aparezca traqueteo. Bracanti [2005, 2007] planteé la
consideracién del amortiguamiento de tipo “squeeze”, tratando de
representar la disipacién de energia que tiene lugar en la aproximacién
normal de dos superficies entre las que se dispone una pelicula de lubricante.
Estos autores obtuvieron una expresién para la fuerza de amortiguamiento,
integrando la ecuaciéon de Reynolds a lo largo de la lfnea tangencial al
contacto. Theodossiades [2007] también considera este tipo de
amortiguamiento, en su caso bajo la hipétesis de dientes rigidos, por lo que
se niega la existencia de contacto real entre dientes.

En general, las propuestas que incluyen un tratamiento del fluido lubricante,
y especialmente aquellas en las que es necesario integrar la ecuacién de
Reynolds, conllevan una complejidad tal que su coste computacional
imposibilita la implementacién de dichos planteamientos en un modelo
dindmico. Ademas, en la resolucién de los modelos més realistas de contacto
fluido aparecen discontinuidades al llegar al contacto, por lo que es preciso
realizar aproximaciones, definiendo distintas zonas en funcién del régimen de
lubricacién presente en cada caso, con unas transiciones entre la lubricacién
hidrodindmica y elastohidrodindmica difusos y complicados de estimar y
verificar.

Dado que la inclusién de amortiguamiento modifica la magnitud de los
esfuerzos de contacto, es necesario tener en cuenta este aspecto a la hora de
obtener los esfuerzos de friccién, asunto que no ha sido descrito con claridad
por los distintos autores. Vedmar [1998, 2003] consideré tnicamente los



180 Capitulo 7

esfuerzos de contacto a la hora de estimar la fuerza de rozamiento, mientras
que Pimsarn [2005a], Howard [2001] o He [2007] si tienen en cuenta el
amortiguamiento en el cédlculo de la fuerza de contacto neta, y por lo tanto
en la estimacién de la fuerza de rozamiento.

Para el modelo empleado en el presente trabajo se ha optado por una
combinacién de planteamientos de complejidad media, con el fin de no
lastrar la capacidad de simulacién dindmica, pero tratando de abarcar con un
suficiente nivel de realismo los fenémenos disipativos presentes en la
transmision. Asi, se han tenido en cuenta dos fenémenos: el amortiguamiento
debido al lubricante en la aproximacion de los perfiles y el debido al contacto
entre soélidos. La magnitud de la fuerza de amortiguamiento debida a la
compresién asi como al desplazamiento ejercido sobre el fluido se aproxima
mediante una formulacién propuesta por Koster [1974], y empleada en
engranajes por Mucchi [2010], proporcional a la velocidad normal de la
siguiente forma:

3/
Famore = 12001 (37 242) s (718)
Donde 71 es la viscosidad dindmica del lubricante, b la longitud axial de las
ruedas (o la minima en el caso de que haya diferencia entre ambas), y; cada
uno de los radios de curvatura de los perfiles y |#,| el médulo de la velocidad
relativa de los perfiles en el punto de contacto sobre la direccién normal. En
ausencia de contacto real, esta fuerza de amortiguamiento estard presente en
la direccién normal a los perfiles siempre y cuando éstos estén en fase de
aproximacion. Se establece ademds un umbral %, de espesor de pelicula de
lubricante que indique el inicio de contacto real, para el cual se desactive la
condicién de amortiguamiento fluido. En caso de no adoptar un cierto
umbral de desactivacion, los perfiles no entrarian en contacto nunca, al tener
el amortiguamiento la capacidad de absorber toda la carga a transmitir con
la reduccién del espesor de pelicula h. Este problema surge debido a la
singularidad vinculada con la expresién de la formulacion del
amortiguamiento fluido, con el espesor h en el denominador de (7.18).

Para el amortiguamiento debido al contacto entre sélidos se ha optado por
una formulaciéon que incluya el coeficiente de amortiguamiento relativo,
acorde con las propuestas de Lin y Kasuba de manera que:
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Ji)2 R

5 |l (7.19)
pili+p3), "

Famort =28 Jl?engrane

Similar a (7.15) y donde I?engmne es el valor promedio de la rigidez de
engrane evaluado para un ciclo completo. Combinando las dos facetas de
modelizado adoptadas en esta seccién, se tiene que la fuerza de

amortiguamiento para cada contacto i actuando sobre ambas ruedas 1 y 2 es:

>

(Famort)ll- = —Camort ; (5Pi(1/2) '7_1)11‘) Ty = _(ﬁamort)zi (7.20)

Donde el coeficiente de amortiguamiento Cymore ; S€ expresa como:

= Jil2
2 K, — F;>0
f\j engrane 2y T2y i
Camort ; = 0 F,=0 ﬁPi(l/Z)'ﬁli >0 (7.21)
1 X1X2

/2
127'[7]17( ) Fi =0 ﬁPi(l/Z) ' ﬁli <0

2max(hyin, 8) X1 + X2

Donde se ha incluido el valor umbral h,,;, que evita que para solapamientos
geométricos cercanos a cero se dispare el valor de la presion del lubricante.

N
- Camorti (ﬁPi(l/Z) 'ﬁli) 'ﬁ1i
i=1
Fix N
F’;_l'y Z(_Camorti (ﬁpiu/z) 'ﬁ1i) 'ﬁu') X G P,
1 _)i=1
Fyy =<' N 7.22)
F2y Z Camort i (ﬁPi(l/Z) : ﬁli) : ﬁli
T2/ amort N i=1
Z(Camorti (ﬁPi(l/Z) 'ﬁli) : ﬁli) X CZPL

i=1

De manera andloga a como se presentaron las fuerzas de rozamiento, las
fuerzas de amortiguamiento conjuntas y reducidas al centro geométrico de
cada rueda del engrane se expresan como se muestra en (7.22).
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En el caso de los rodamientos, y siguiendo la propuesta mayoritaria descrita
por los distintos autores en la seccién 4.5.1, se opta por la introduccién de un

amortiguamiento viscoso lineal proporcional a la rigidez media.

7.3. FORMULACION DE LAS ECUACIONES DINAMICAS

El modelo de transmisién planetaria confeccionado se muestra en forma de
diagrama de bloques en la Figura 88. Con el objetivo de focalizar la atencién
de estudio sobre los diversos tipos de elemento modelizados en este trabajo,
se prescinde en la medida de lo posible de ejes y elementos adicionales, que
enmascaran las caracteristicas de comportamiento dindmico imputables a
engranajes y rodamientos. Por este motivo se decide limitar el modelo de
transmisién estrictamente a la etapa de tren planetario de 6 cuerpos cuyas

caracteristicas se tabulan a continuacion.

Tabla 8. Pardmetros dindmicos de la transmision

Sol Planeta Corona Porta
Masa (kg) 1.19 1.23 28.10 3.64
Inercia rotacional (kg'm?) 9.92:10" 24.65-10" 68.20-10° 20.41-107
Rugosidad superficial 0.8 pm 0.8 pm 0.8 pm 0.8 pm
Viscosidad dindmica lub. 50mPas

Tabla 9. Pardmetros de los rodamientos (mm)

Rodamiento de bolas Rodamiento de rodillos

Didmetro Pista Exterior 77.71 Didmetro Pista Exterior 55.19
Radio Canal Pista Exterior 6.6  Radio Canal Pista Exterior -
Didmetro Elemento 12.7  Didmetro Elemento 9
Didmetro Pista Interior 52.29 Didmetro Pista Interior 37.18
Radio Canal Pista Interior 6.6  Radio Canal Pista Interior -
Nimero de Elementos 9 Nimero de Elementos 16

Amortiguamiento (N-s/m) 334.3 Amortiguamiento (N-s/m) 546.6
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Tabla 10. Parametros geométricos que definen la transmision (mm,)

Sol  Planeta Corona
Ntmero de dientes 16 24 65
Médulo 4.23 4.23 4.23
Angulo de presion 25° 25° 25°
Espesor diente (primitivo)  6.40 8.30 -
Espesor hueco (primitivo) - - 8.25
Trocoide (D. max/min) 62.26  96.89  288.77(min)
Didmetro de pie 55.66  93.60 288.81
Didmetro base 61.39  92.08 249.38
Didmetro de cabeza 76.96 114.24 269.51
Distancia de montaje 86.40  86.40 86.40
Desfase entre planetas - 120° -
Didmetro del eje 2770  55.19 349.04
Ancho de cara 25 25 85.86

Los grados de libertad considerados para la transmisién son por lo tanto

3-6=18 GDL, que pueden ser agrupados en el siguiente vector:

{q} = {Xs Vs s xp1 Yp1 Op2 Xp2 Yp2 Op3 Xp3 Yp3 Op3 Xpore Yport Oport Xc Ve 95} (7.23)

Que se pueden agrupar por elemento como:

{as} = {xsy5 05 }
{api} = {xpi ypi Opi}
{onrt} = {xport YVport Hport}
{ac} = {xc yc 0c}

Teniendo en cuenta estos grados de libertad, se ha confeccionado el diagrama
de bloques de la Figura 88, que representa los elementos principales de la
transmisién planetaria modelizada, con las relaciones y enlaces que se forman
entre dichos elementos representados por las flechas denominadas Fepgrane ¥
F,

rodam-
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Figura 88. Diagrama de blogques de la transmisidn planetaria
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Cada uno de los cuerpos sol, planeta, portaplanetas y corona concentrardn la
masa e inercia rotacional del sistema. Todas las relaciones entre bloques se
reducen a dos tipos: Fengrane Y Frogam, ambas de cardcter no lineal, y
ajustdndose en su cdlculo a lo presentado en la parte II de esta memoria de
Tesis. La nomenclatura Fgrqne aglutina todos los esfuerzos debidos al
proceso de engrane: tanto los esfuerzos de contacto como aquellos
relacionados con el rozamiento y el amortiguamiento que han sido
introducidos en el presente capitulo. Por su parte, Frygem incluye la
componente de esfuerzos de contacto en los rodamientos, asi como los
esfuerzos fruto del amortiguamiento viscoso lineal considerado para estos
elementos. De acuerdo con lo anterior, las ecuaciones de la dindmica para la
transmisién planetaria completa quedan como sigue (la nomenclatura ha sido
simplificada por claridad):

3

msjés + Frodam—x(qsr qs) + Z Fe%?g};ane—x(qw qpi, (?s' QPi) = FS ext—x
i=1
3

msj}s + Frodam—y (qs' qs) + Z Fes;ltql;ane—y (qs' qpi, QS’ éIPi) = FS ext—y
i=1

3
]sés + Z Tes;fg};ane (qS’ qpi, (?s' QPi) = TS ext
i=1

.. . . S—P,P—C L. _
Mp1Xpy + Frodam—x(quv port: p1/ onrt) + Fongrane-x(ds: Gc» p1, Gsr dcr Gp1) = Fpi ext—x

. i i S—P,P—C ... _
Mp1Yp1 + Frodam—y(QPl' Qports QPquI;ort) + Fongrane-y (s 9cr Qp1, s e dp1) = Fp1 ext—y

Jp10p1 + Teil;?ﬁ;ec(qS' 4c,9p1,4s ey Gpr) = 0

. . . S—-P,P-C T _
Mp2Xp3 + Frodam—x(qPZr qportr dp2, qport) + Fengrane—x(qsr dc,4qp2,9s:4cy qPZ) - FPZ ext—x

. . . S—-P,P—C R
Mp2Yp2 + Frodam—y (qPZI qportl qp2, qport) + Fengrane—y (qs' qc,4qpr2,9s:49c) qPZ) = FPZ ext—y

Jp20p2 + Teil_gllggec(qS! 4c qp2:4s s Gp2) =0

. . . S—PP—C ... _
Mp3Xp3 + Frodam—x(qP3' Qport,» 4p3» qport) + Fengrane—x(Qs' 4c,qp3, s e dp3) = Fp3 ext-x

.. . . S—P,P—C L. _
Mp3Yp3 + Frodam—y(QPS' Qport» 4r3» qport) + Fengrane—y(Qs' dc)qp3,4s: dc, dp3) = Fps ext—y

]P3éP3 + TES;L_gF;"rI;TTeC(qSJ 4¢3, 4s 9cr Gp3) = 0
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3
mportaxporta + Z Frodam—x (qport! qpi, qport! qPi) = Fporta ext—x
i=1
3

mporta)’porta + Z Frodam—y (qportl qpi» qport! qPi) = Fporta ext-y
i=1
3

]portagporta + Z(Frodam (qport! qpi, qport! (?Pi) A OPlOporta) = Tporta ext
i=1
3
mcXc + Frogam-x(qc, dc) + Z Feﬁfgﬁane—x(‘]c: 4pi»4c, Api) = Feext—x

i=1
3

mcye + Froaam-y (e, Gc) + Z Fei:tz;{;:ane—y(QCr dpi»9c, Api) = Feext—y
i=1
3

Jcbc + Z Teﬁl}fmne (¢, qpirdc, dpi) = Tc ext

i=1

Estas ecuaciones se pueden expresar de forma matricial:
(MG + Froqam(q,q) + Fengrane (@,G) = Fexe(t) (7.24)

de donde la componente de amortiguamiento se puede extraer del vector

F .. POT tener cardcter lineal, quedando la nueva expresién matricial como:
[M]G + [C1q + Frogam(q) + Fengrane(Q: q) = Fext(t) (7.25)

Las matrices de masa y amortiguamiento M y C tendran todos sus términos
constantes, siendo toda la rigidez del sistema de cardcter no lineal y
contenida en los vectores F, ., ¥ £\, En el caso de éste tltimo, también
incluird parte del amortiguamiento no lineal debido al proceso de engrane.
F,,, por su parte se corresponde con todas las excitaciones externas, sean o no
dependientes del tiempo (gravedad, pares externos aplicados, etc.).

7.4. IMPLEMENTACION DEL MODELO EN EL ENTORNO SIMULINK

La obtencién de los esfuerzos de contacto en los rodamientos, asi como las
fuerzas de engrane (incluyendo contacto, amortiguamiento debido al
lubricante y rozamiento entre flancos) han sido implementados en diversas
funciones en el entorno MATLAB®, para su posterior integracién en la
herramienta SIMULINK®,
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Las ecuaciones del movimiento, desarrolladas matricialmente en (7.25), se
reformulan para su implementacién y resolucién numérica como:

fi = [M]_1 (Fext(t) - [C]q - Frodam(q) - Fengrane(‘]v q)) (7-26)

Donde se ha despejado la aceleracién de manera que sea posible construir el
sistema de ecuaciones en forma de diagrama de bloques, tal como requieren
las herramientas de integracién de la plataforma elegida. El esquema del
problema modelizado queda por lo tanto representado en el diagrama
mostrado en la Figura 89.

:IC\
L

Fengrune (q' q)

\ 4
\ 4

@ | =

I

@ =

Frodam(q)

I

Fexe (1)

Figura 89. Diagrama de bloques de la implementacion en SIMULINK de la

transmision planetaria modelizada

La introduccién de la velocidad de giro de la transmisién asi como el control
de la misma se puede llevar a cabo por diversos procedimientos. Se plantea
fundamentalmente dos alternativas, consistentes en el control del par o de la
velocidad de giro. En este caso, tal como muestra la Figura 88, se realiza un
control de la velocidad de entrada en el portaplanetas, combinada con un
control continuo del par resistente exterior, que es aplicado en el engranaje
sol. De esta manera, el grado de libertad de rotacién del porta 6,

p
cancelado desde el punto de vista de resolucién del problema, pudiendo ser

orta queda
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eliminado de la formulacién como variable de estado, siendo actualizado en
cada paso de integracién por el valor externo deseado.

Respecto al proceso de integracién de las ecuaciones dindmicas, se plantean
una serie de posibilidades, pudiendo encontrarse para la resolucién de un
problema de estados continuos como el planteado algoritmos de paso fijo o
variable, de tipo explicito o implicito.

Se realizaron pruebas a distintos niveles de tolerancia con el modelo sin
amortiguar, comprobando la disipacién (o difusién) numérica introducida por
los distintos algoritmos. Una vez descartados los algoritmos que provocaban
un alto grado de pérdida de energfa por ciclo, se seleccionaron dos métodos
explicitos de resoluciéon: uno de paso variable que permitiera una
convergencia eficiente durante el transitorio inicial (las posiciones iniciales se
correspondian con aquellas obtenidas del equilibrio estético), y uno de paso
fijo que tomase el relevo para la simulacién en régimen estacionario. La
utilizacién de un algoritmo de paso fijo se realizé de cara al establecimiento
de un perfodo de muestreo constante, que permitiera el andlisis en el dominio
de la frecuencia.

7.5. COMPORTAMIENTO DINAMICO DE LA TRANSMISION PLANETARIA

A continuacién se presentan y analizan una serie de resultados dindmicos,
escogidos como més representativos de la capacidad de simulacién del
modelo desarrollado. Se han tratado de incluir de forma sintetizada cada uno
de los aspectos més relevantes considerados, demostrando el potencial de la
herramienta para reproducir el comportamiento real de las transmisiones.

7.5.1 Descripcion de los distintos casos simulados

Con el fin de poner a prueba las diferentes capacidades del modelo de
transmisién planetaria, se ha llevado a cabo una serie de simulaciones por
casos. En esta memoria de Tesis se presentan los resultados més relevantes y
significativos extraidos de dicha campana, de acuerdo con la descripcién de
casos presentados en la Tabla 11, que especifica las distintas condiciones de
simulacién del modelo de transmisién. La velocidad que se muestra en la
segunda columna, y que se introduce como pardmetro constante en el
portaplanetas, viene referida al valor medio de velocidad de salida en el sol.
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La configuracién con sol y porta flotantes o en rodamientos se refiere
respectivamente como Flot o Rod.

Tabla 11. Definicion de las simulaciones

Casos simulados ~ Vel(rad/s) Par(Nm) Configuracién Otros
V10P600SF 10 600 Sol Flot -
V20P600SF 20 600 Sol Flot -
V30P600SF 30 600 Sol Flot -
V40P600SF 40 600 Sol Flot -
V50P600SF 50 600 Sol Flot -
V60P600SF 60 600 Sol Flot -
V70P600SF 70 600 Sol Flot -
V80P600SF 80 600 Sol Flot -
VI0P600SF 90 600 Sol Flot -
V100P600SF 100 600 Sol Flot -
V120P600SF 120 600 Sol Flot -
V30P600SR 30 600 Sol Rod -
V50P300SF 50 300 Sol Flot -
V50P900SF 50 900 Sol Flot -

V50P600SFroz 50 600 Sol Flot Roz

V50P600SFetan 50 600 Sol Flot €n=00 pm

V50P600SRetan 50 600 Sol Rod €n=b0 pm

V50P600SFexc 50 600 Sol Flot exc=bH0 pm

V50P600SFexcPF 50 600 Sol Flot/Port Flot exc=50 pm

V50P600SFRelief 50 600 Sol Flot Tip Relief

7.5.2  Linealizacion del modelo. Modos y frecuencias

De acuerdo con los distintos tipos de configuraciéon estudiados, se ha
realizado una linealizacién del modelo con el fin de extraer los modos y
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frecuencias naturales de vibracién. La linealizacion del modelo se ha
realizado siguiendo una variacién del procedimiento propuesto por Lin y
Parker en [Lin, 1999b]. Se parametriza el modelo (Figura 90) con las masas
concentradas en los centros de los cuerpos, y resortes de rigidez media
constante tanto para las relaciones de engrane como de apoyo.

Figura 90. Modelo de pardmetros concentrados empleado en la linealizacion

Como consideracién adicional, se plantean las ecuaciones dindmicas
eliminando los términos giroscépicos y de coriolis fruto de la consideracion de
movimientos relativos planeta/portaplanetas. En el caso particular de la
linealizacién llevada a cabo para la transmisién ejemplo, los grados de
libertad seleccionados son 14 (eliminando los GDL de la corona y rotacién
del porta, que se consideran fijados):

{xport Yport Xs ¥s Os Xp1 Yp1 Opa Xpz Ypa2 Op3 Xp3 Yp3 Op3 } (7.27)

La linealizacién se ha realizado teniendo en cuenta un par exterior aplicado
al sol de 600 Nm, promediando los valores de rigidez para un ciclo completo,
tanto de rodamientos como de engranes.
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El andlisis de modos y frecuencias se ha llevado a cabo para tres
configuraciones de planetario diferentes, todas ellas empleadas en los
distintos casos de simulacién presentados en la Tabla 11. En primer lugar se
han calculado los modos y frecuencias naturales para una configuracién con
sol flotante y portaplanetas en rodamientos, con las frecuencias que se
muestran en la Tabla 12 y los seis primeros modos representados en la
Figura 91. En la Tabla 13 se introducen las frecuencias naturales obtenidas
mediante la resolucién del problema de valores propios para una
configuracién de sol y porta apoyados en rodamientos. En la Figura 92 se
presentan los primeros seis modos para este caso. La configuracién de sol y
portaplanetas flotante introduce sobre las anteriores dos modos de sélido
rigido, tal y como se advierte en la Tabla 14. Esto es debido a que la
combinacién de determinados giros y traslaciones permite la variaciéon de
posiciones de los cuerpos sin una variacién en la energia potencial eldstica

almacenada.

Tabla 12. Frecuencias naturales configuracion sol flotante, porta en rodamientos

Frecuencia Valor(Hz) Frecuencia Valor(Hz)
W1 832 W8 5134
W2 832 W9 6596
W3 2326 W10 6596
W4 2702 W11 6723
W5 2702 W12 7399
W6 4791 W13 8084

Wr 5134 W14 8084
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B Modo 1

B Modo 2

m Modo 3

B Modo 4

B Modo 5

m Modo 6

Figura 91. Forma de los 6 primeros modos descritos en la tabla 12

Tabla 13. Frecuencias naturales configuracion sol rodamientos, carrier rodamientos

Frecuencia Valor(Hz) Frecuencia Valor(Hz)
W1 1600 W8 5353
W2 1600 W9 6667
W3 2326 W10 6667
W4 3256 W11 6723
W5 3256 W12 7399
W6 4791 W13 8093

Wwr 5353 W14 8093
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B Modo 1

B Modo 2

B Modo 3

B Modo 4

B Modo 5

B Modo 6

Figura 92. Forma de los 6 primeros modos descritos en la tabla 13

Tabla 14. Frecuencias naturales configuracion sol flotante, carrier flotante

Frecuencia Valor(Hz) Frecuencia Valor(Hz)
W1 ~0 W8 5096
W2 ~0 W9 6593
W3 2326 W10 6593
W4 2580 W11 6723
W5 2580 W12 7399
W6 4791 W13 8022
Wwr 5096 W14 8022
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B Modo 1

B Modo 2

B Modo 3

B Modo 4

B Modo 5

m Modo 6

Figura 93. Forma de los 6 primeros modos descritos en la tabla 14

7.5.3  Sol flotante vs sol rodamientos

El modelo dindmico se puso a prueba para la evaluacién de las diferencias
existentes entre el uso de una configuracién con sol apoyado en rodamientos
y una flotante. A diferencia de lo sucedido con la idealizaciéon de
configuracién fija empleada en capitulos anteriores, el sol no se encuentra
restringido por un apoyo infinitamente rigido. Por este motivo, ahora en
ambos casos (V30P600SR y V30P600SF), el cuerpo de la rueda sufrird una
traslacién, de menor cuantia cuanto mayor sea la rigidez del rodamiento, tal
como se muestra en la Figura 94.
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Figura 94. Comparativa de las orbitas dindmicas del sol segin configuracion

Con respecto al error de transmisién, la dindmica del sistema introduce una
modificacién en la forma original del error de transmisién estatico. En la
Figura 95 se presenta una comparativa, donde se observa cémo el sol sin
apoyos aumenta el valor medio del error de transmisién con respecto al caso
con rodamientos. Sin embargo, la diferencia en esta comparativa es menor
que la mostrada entre configuraciones flotantes y fijas durante el estudio
estético idealizado, dado que ahora en ambos casos el sol realiza una dérbita.

—ET sol flot
—ET sol rod

-9.38

Error de transmision [rad]

0.15 0.55 0.16 0.165 0.17 0.175 0.18 0.185 0.19 0.195
Tiempo [s]

Figura 95. Comparativa del error de transmision dindmico - @,,=30rad/s
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En la Figura 96 se presenta el espectro del error de transmisién del sol para
el barrido de velocidades realizado a la transmisién con sol flotante y
portaplanetas en rodamientos a 600 Nm.

x 107

15

Amplitud (rad)

=
a
S o

— -
100 5
e et o
50
N 2000 4000 5000
2000
Vel. Sol (rad/s) 0 0 1000
Frecuencia (Hz)

Figura 96. Espectro del error de transmision casos V10-120P600SF

Se puede apreciar a simple vista una zona de resonancia en torno a los 2300-
2400 Hz, que se corresponde con el modo 3 de la Tabla 12. Al ser el error de
transmisiéon una magnitud vinculada con la rotacién del sol, la aparicién de
esta frecuencia viene asociada con el modo de mayor amplitud en dicho
grado de libertad, tal como se puede comprobar en la Figura 91. De forma
menos evidente, el modo 6 también es apreciable en el rango elevado de
frecuencias, entre 4800-5000 Hz.

La o6rbita descrita por el porta (Figura 97) tiene un tamano un orden de
magnitud menor que la realizada por el sol. Este hecho se debe a que la
traslacion del porta estd supeditada a las fuerzas que actian sobre el mismo.
Dado que las fuerzas de los engranes sol-planeta y planeta-corona se
compensan entre si parcialmente, las fuerzas transmitidas al porta serdn en
consecuencia menores, con el correspondiente efecto sobre el tamano de la

orbita.
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y porta [m]

0
X porta [m] %107

Figura 97. Orbita del porta. Caso V50P600SF

Cuando se observan otras magnitudes, como por ejemplo la fuerza dindmica
vertical registrada en el bastidor, representada en la Figura 98, es posible
reconocer otras zonas de amplificacién modal del sistema. En este caso se
aprecian zonas de resonancia entre los 4500 y 5000 Hz, as{ como en torno a
los 7000 Hz. Atendiendo a los modos y frecuencias naturales encontrados en
la linealizacién del modelo, es fdcil reconocer en las Tablas 12-14 y Figuras
91-93 dichas resonancias.
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Figura 98. Espectro de la fuerza dindmica vertical registrada en el bastidor. Caso

simulado V50P600SF
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En cuanto al CRC, se pueden observar en la Figura 99 resultados andlogos a
los mostrados para el estudio cuasiestdtico, con un reparto de carga desigual
en el caso de la transmisién con desplazamiento del sol restringido (caso
V30P600SR). Los efectos dindmicos se aprecian tanto en la aparicién de
armoénicos como en el aumento de la amplitud de la variacién del CRC en la
configuracion flotante (caso V30P600SF), con diferencias pico a pico de hasta
dos puntos porcentuales para una velocidad de rotacién del sol de 30 rad/s

—P1 - Sol rod

0.165 0.17 0.175 0.18 0.185 0.19 0.195 0.2 0.205
Tiempo [s]

Figura 99. CRC dindmico para ambas configuraciones - wsun=30rad/s

7.5.4 Influencia del nivel de carga

El nivel de carga, como ya quedé demostrado en el andlisis de las
simulaciones estdticas, tiene un efecto de gran importancia sobre los niveles
medios y formas de los distintos factores estudiados. En el caso de las
simulaciones dindmicas, los efectos del nivel de carga incluyen la alteracién
del orden de amplitud de los arménicos. A este hecho se le ha de prestar una
gran atencién, puesto que la mayor fluctuacién del nivel de carga en las
transmisiones planetarias puede dificultar la extraccién de informacién sobre
el estado en condicién del sistema. En la Figura 100 se muestra el error de
transmisién para los casos V50P300SF, V50P600SE y V50P900SF, donde se
aprecia, ademds de la variacién en el nivel medio, la mencionada distorsién
en los armoénicos presentes. En la Figura 101 se muestra en detalle el
contenido armoénico (en muiiltiplos de las frecuencias de engrane) para los
casos extremos V50P300SF y V50P900SF. Asi, el orden de los armoénicos 3,
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9, 24 y 6 de la frecuencia de engrane para un par de 900Nm se convierte con
el descenso del nivel de carga en 24, 3, 18 y 21.

-3
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Figura 100. Error de transmision dindmico a distintos niveles de par - @ ,,=50rad/s
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Figura 101. Contenido arménico del ET dindmico a distintos pares - @, =50rad/s

En la Figura 102 se reproduce la fuerza dindmica vertical registrada en los
apoyos de la corona para una misma velocidad de 50rad/s y a los mismos
tres niveles de par anteriormente descritos: 300, 600 y 900Nm. Debido a la
simetria que presenta la transmisién planetaria, el nivel medio de la fuerza es

nulo. La amplitud de la variacién de la fuerza es mucho mayor en el caso de
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los 300Nm, y la evolucién de la misma con el aumento del par exterior
aplicado al sistema no es lineal, mostrando una menor amplitud para un par
exterior aplicado de 900Nm que de 600Nm.
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Figura 102. Fuerza dindmica vertical registrada en el bastidor a distintos niveles de

par @,,,=50rad/s
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En el caso de las érbitas descritas por el sol y presentadas en la Figura 103,
la no linealidad provocada en la dindmica del sistema por la variacién de la
carga estd presente tanto en la amplitud del desplazamiento del sol como por

la forma de la 6rbita.

X107
Y—300Nm
—600Nm
—900Nm
0.57
E
E 0
>
-0.5
_17 ) ) )
-10 -5 0 5
x sol [m] % 107°

Figura 103. Comparativa de las drbitas dindmicas del sol a distintos niveles de par

El CRC también sufre amplias variaciones con el nivel de par aplicado. Asi,
un sistema ligeramente cargado es mucho mé&s sensible a los errores o
desviaciones relacionados con la geometria de los engranajes. En la Figura
104 se presenta el CRC para el planeta 1, donde se observa la gran amplitud
en la variacién de la carga producida por los contactos fuera de la linea de

accion.

7.5.5 Errores en los planetas

En cuanto a los errores de posicionamiento y excentricidad de los planetas,
los resultados dindmicos se asemejan al funcionamiento previsto en los
andlisis estdticos. Si bien la configuracién fija de aquellos anilisis ahora no se
corresponde exactamente con la situacién dindmica simulada, por tener el sol
la posibilidad de traslacién (aunque restringida por los rodamientos), el
reparto de carga se ve afectado de manera similar. En los casos
V50P600SFetan y V50P600SRetan mostrados en este apartado, se introduce
un defecto de posicionamiento tangencial de 50pm en el planeta 1. El CRC
dindmico resultante, mostrado en la Figura 105, presenta grandes

desequilibrios para el sol apoyado en rodamientos:
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Figura 104. CRC dindmico del planeta 1 a distintos niveles de par - wsun=30rad/s
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Figura 105. CRC dindmico para ambas configuraciones con un e,,,=50um

El motivo por el cual un error del sol de 50pm como el que se muestra en la
Figura 107 no produce una descarga de las dos vias, tal y como si sucedia en
el caso estdtico (ver Figura 71), es que en este caso el sol sf realiza una cierta
orbita. Esta érbita, que se presenta en la Figura 106, sera menor cuanto
mayor sea la rigidez de los rodamientos, pero en todo caso compensara
sustancialmente el desequilibrio producido por el error de posicionamiento.

y sol [m]

x sol [m]

Figura 106.Orbita dindmica del sol para ambas configuraciones con un e,,,=50um
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Atendiendo a la fuerza dinamica vertical experimentada por el bastidor para
los dos casos utilizados con error tangencial, se aprecia en la Figura 107 la
gran variacién existente entre el uso de una configuracién fija/con
rodamientos y una configuracién con sol flotante. Este efecto se debe
fundamentalmente a la pérdida de simetria de las cargas actuantes sobre la

corona, introduciendo la variacién que se aprecia en el registro de fuerza.
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Figura 107. Fuerza dindmica vertical registrada en el bastidor en ambas

configuraciones con un €,,=50um - @,,=50rad/s

Con respecto al error de excentricidad, en el caso V50P600SFexc se
implementa en el modelo dindmico un error de excentricidad de 50pm en el
planeta 1, con el efecto sobre las 6rbitas del sol y del porta que se muestran
en la Figura 108.

Los resultados del CRC y del error de transmisién son similares a los
mostrados para el caso del error tangencial, por lo que no se muestran. En la
Figura 109 se presentan las érbitas del sol y del porta correspondientes al
caso simulado V50P600SRexcPF, en el que ambos cuerpos se encuentran
suspendidos sin apoyo, con el mismo error de excentricidad de 50pm.
Atendiendo a la Tabla 14 y a la Figura 93, el hecho de permitir la libre
traslacién de dos cuerpos centrales de la transmisién planetaria introduce dos
modos adicionales de sélido rigido relacionados con la traslacién de dichos
cuerpos, tal y como se deduce del anélisis de modos y frecuencias. Este hecho
da lugar a érbitas mds complejas y de mayor amplitud que en el caso de
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apoyo en rodamientos, con desplazamientos tales que pueden llegar a darse
contactos en el contraflanco para esta configuracién, en presencia de un error
como el ejemplificado.
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Figura 108. Orbitas dindmicas del sol y carrier flotantes y exc=50um - ,,,=50rad/s
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Figura 109. Orbitas dindmicas del sol y carrier flotantes y exe=50um - @4, =50rad/s

7.5.6 Influencia de la friccion

La introduccién de la fricciéon en la modelizacién de transmisiones mediante
engranajes no ha sido estudiada en profundidad con modelos dindmicos de
transmisién planetaria. A pesar de ser un fenémeno disipador de energia, uno
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de sus efectos principales es la introducciéon de una nueva excitacién en el
sistema, fruto del cambio instantdneo en el sentido de aplicacién de la fuerza
cuando el punto de contacto pasa por el polo. En la Figura 110 se presenta
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Figura 110. CRC dindmico en presencia de rozamiento - wsun=>50rad/s

el CRC, cuya variacién dindmica es de dos puntos porcentuales adicionales
respecto al sistema sin rozamiento. El efecto de dicha excitacién se puede
apreciar en todos los niveles de los parametros de salida estudiados del caso
V50P600SFroz. La existencia de rozamiento también tiene un efecto sobre la
amplitud y forma de la 6rbita del sol, aumentando su didmetro total, tal
como se presenta en la Figura 111.
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Figura 111. Orbitas dindmicas del sol con y sin rozamiento - wsun=50rad/s
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Al introducir una fuerza ortogonal respecto a la fuerza de contacto, y debido
a las diferentes condiciones de velocidad relativa existentes entre cada
engrane sol-planeta y planeta-corona, la combinacién de componentes
radiales de fuerzas de engrane sobre el planeta varia ampliamente respecto al
caso sin rozamiento, como se muestra en la Figura 112. Se puede apreciar
que la fuerza radial sobre el planeta 1, ademds de aumentar la amplitud de la
variacion, llega a sufrir un cambio de sentido.
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Figura 112. Fuerza dindmica radial sobre el planeta con y sin rozamiento

En cuanto al error de transmisién, la presencia de rozamiento altera la
amplitud de determinados arménicos, como se aprecia en la Figura 113 en el

marco temporal y en la Figura 114 para multiplos de la frecuencia de
engrane.
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Figura 113. Comparativa del error de trasnsmision dindmico con y sin rozamiento
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Figura 114. Comparativa de armdnicos de la frecuencia de engrane del ET

7.5.7 Influencia de las correcciones de perfil

Las transmisiones reales incluyen modificaciones microgeométricas en el
tallado de los perfiles, con el fin de evitar contactos en las aristas de los
engranajes y reducir el nivel de ruido y vibracién de la transmisién. El
modelo presentado tiene la capacidad de simular dichas modificaciones, y se
convierte en una valiosa herramienta para el diseno de correcciones, teniendo
en cuenta no so6lo la geometria de los perfiles, sino también los
desplazamientos dindmicos fruto de la deformacién y 6rbitas sufridas por los
distintos elementos de la transmisién.

En el caso V50P600SFRelief en el que se incluyen correcciones de perfil, se
aplica a todos los engranajes una correccién lineal de la punta de diente de
amplitud CT=0.014mm para los engranajes exteriores y CT=0.010mm para
la corona. La amplitud en la que se aplicé la correccién fue de AL, =8mm
para el planeta, AL,=2.5mm para el sol y AL;=/mm para la corona.

En la Figura 115 se presenta la 6rbita del sol en presencia de correcciones y
sin ellas, verificindose que el comportamiento dindmico mejora

sustancialmente en el primer caso.
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Figura 115. Orbita dindmicas del sol sin y con correcciones de perfil - wsun=>50rad/s

En la Figura 116 se presenta el CRC dindmico, donde se aprecia como la
variacién del mismo se ha limitado en gran medida con la introduccién de la
correccién, al evitarse la excitaciéon producida por los contactos fuera de la

linea de accién.
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Figura 116. CRC dindmico del perfil original y corregido

En cuanto al error de transmisién, en la Figura 117 se aprecia como la
introduccién de correcciones de perfil actiia en dos frentes sobre la dindmica
del sistema. En primer lugar, aumenta el nivel medio del error. Esto se debe

a que la correccién de perfil tiene como primera consecuencia una ampliacién
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de la fase de contacto simple de los dientes, que se traduce en una reduccién
de la rigidez media global del sistema. Por otra parte, el contenido arménico
de la respuesta torsional del sol queda modificado, al ser menor la excitacién
introducida debido a la entrada y salida suavizada en el contacto de las
parejas de dientes.
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Figura 117. Comparativa del error de transmision dindmico corregido

Como era de esperar, el registro de fuerza dindmica en el bastidor también se
ve ampliamente reducido en su amplitud cuando se introducen correcciones
de perfil, tal y como se presenta en la Figura 118.
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Figura 118. Fuerza dindmica vertical registrada en el bastidor en presencia de

correcciones de perfil - @,,,=50rad/s



Parte V






Capitulo 8

Contributions, conclusions and future

work

8.1. CONTRIBUTIONS

The final contribution of the research work presented on this Thesis has been

the definition and complete development of a spur gear plane dynamic model

of a planetary transmission. Other specific contributions derived from this

work are detailed below:

An advanced tool has been developed to simulate the inner gear
cutting process, where the generation of the trochoid is directly
considered. Furthermore, the possibility of generating corrected gears
is included, resulting in an increased versatility of the model. The
geometrical problem of contact in inner gears has been solved taking
into consideration the three possible scenarios: involute-involute
contact, and both kinds of involute-tip rounding arc contact (inner
and external gears). Counter-flank and multiple contact are
considered simultaneously.

The algorithm used for the calculation of the meshing forces has
been broadened and extended. The 6DOF system solved for a single
couple of gears has been expanded to 6+3nDOF for a planetary
transmission with n paths. Furthermore, the coupling of
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deformations through the gear body flexibility has been also
considered.

The analytical model used to calculate the local deformation has
been extended to consider the different conditions of curvature
which can be found in planetary transmission, with the necessary
introduction of inner gears. The treatment of the singularity due to
the change of curvature between the different types of contacts has
been improved, with the inclusion of a linear transition between

areas.

The contact forces model has been verified and validated, both in
inner and external gears. The procedure followed included the
comparison of the average meshing stiffness obtained with the model
and those defined by the international norm ISO 6336-1-(2006)

The bearing contact forces model applied has been broadened and
improved, including the possibility to wuse either spherical or

cylindrical elements with line contact.

Profile relief has been added to the teeth flank geometry, both in
exterior and inner gears, whit the possibility of linear and parabolic
correction. This feature aim to model adequately real transmissions,
where out of the line of action contacts are avoided.

On a system level, planet positioning eccentricity and errors have
been implemented, as well as the possibility of different set-ups of

transmission, with fixed or floating central members.

The friction model has been completed and improved with the
addition of new operational parameters. Some of these new
parameters are the rugosity, the lubricant characteristics, the speed

and the operational temperature.

A dynamic planetary transmission model with lumped parameters
has been formulated, including all the capabilities and contributions
previously described. Planet positioning errors and eccentricity are
also implemented in the dynamic version, along with the different
set up of boundary conditions (floating or fixed elements). The
model has been applied to the simulation of the example

transmission behaviour in several conditions.
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8.2. CONCLUSIONS

The most relevant conclusions extracted from the presented work during the

model implementation, verification and simulation tasks are summarized

hereunder.

The addition of the tip rounding arc allows for the handling of out of
the line contacts, preventing the possibility of corner contact. In
spite of the good results provided by this model feature, the
approach applied to calculate the local deformations introduces a
step in the transition between different contact types, due to a
change in the curvature radii.

The implementation of a linear transition in order to avoid the
mentioned singularity in the transitions between different contact
types results in a significant improvement. With the smoothing of
the transition adopted, the simulated behaviour is improved, with no
significant additional computational effort.

The verification of the average meshing stiffness obtained with the
model has proved that the contact forces model reproduces
realistically both inner and external gears behaviour.

The choice of applying a hypothesis of plane stress or strain during
the calculation of contact forces has an impact lower than 4% on the
average meshing stiffness. Therefore, any of these two options could
be used with a reasonable error. Another option could be the use of
a weighted average, in order to become even closer to the real

solution.

The depth & at which it is set the boundary between the local and
global FEM models has a certain impact on the outcome.
Nevertheless, this effect is partially compensated by the nature of
the problem formulation. It is hence concluded that the acceptance
of a maximum local deformation threshold on the profile of the finite
elements model provides better results than with an unlimited
increase of the depth h. This is due to the existing conflict between
the improvement of the structural deformation results and the
simultaneous deterioration of the local deformation results when A is

increased.
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The coupling through the planet deformation causes a torsional
stiffening of the system because of the combination of inverse and
direct contacts. The effect is slight, and affects the mean value.

The deformation coupling of the n meshes of the sun causes a
relaxation of the system torsional stiffness, equivalent to the effect of
coupling between adjacent teeth. This effect has a great impact, due
to the proximity of meshes, and therefore it is increased with the
number of transmissions paths.

The coupling through the n gears of the ring has a negligible effect
on the transmission behaviour, due to the boundary conditions used
in this study. For future works with different example transmissions,
it is proposed to allow further deflections of the ring to check its

effect on the coupling.

Two different planetary configurations have been studied,
considering the possibility of free traslation of the sun and taking
into account the resulting values of load sharing ratio (LSR)
between paths. It has been proved that the LSR varies widely in the
fixed transmission scenario, due to the different path stiffness.

These variations on the values of the LSR have been found to have
no impact on the maximum level of contact forces, which will not
exceed its maximum nominal value in transmissions without defects.

In the floating sun scenario, the LSR becomes almost perfect, except
for the areas where contacts out of the line of action take place.
Nevertheless, even in those zones, the variations of the LSR are
insignificant, never above a tenth of percentage point.

Planet positioning errors have been analysed: tangential and radial
component in a separately way. The following conclusions have been
drawn:

— The tangential error has a great impact on the LSR in non
floating configurations. It can even cause the complete
discharge of one or more paths under certain conditions of
deviation and load.

— Whereas a negative tangential deviation (with respect to the
line of action) can cause the unload of the defected planet, a
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positive deviation has the potential to unload all the non-
defected paths. Thus, the consequences of the positive
deviations are much more serious than the ones posed by the

negative ones.

— The effect of the tangential component on the LSR has an
impact in the maximum contact forces level. Nevertheless,
the relationship between the increase on the contact forces
and the variation of the LSR has been found to be not
linear.

— The radial component of the positioning error has a
significantly lower impact on the LSR (found to be
approximately 40 times lower) than the tangential
component. Nonetheless, this impact is not null, in spite of
what can be found in some bibliographic references. It
strongly depends on the design and mounting conditions of
the planetary transmission; more specifically on the
difference between the pressure angles of sun-planet and
planet-ring.

— The increase of the transmitted load results in the dilution
of the positioning error effects, due to the presence of greater
levels of global deflections.

— For the floating configuration, the sun follows an orbit of
radious similar to the positioning error magnitude (for
tangential components). In this way, the sun displacement
absorbs the error and virtually evens the LSR.

e The effects of the eccentricity error have also been studied. It has
been concluded that they are equivalent with a harmonic evolution
of the positioning error, through its different components and
directions.

The planetary transmission modelling is now in full swing, with numerous
research groups making contributions on several fronts. While there is some
consensus on the use of finite element tools, hybridized with analytical
formulations, the diversity of methods used, as well as the variability of
assumptions and simplifications adopted complicates the correlation between
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the different approaches. For experimental verification, the scarcity of works,
and the tendency of researchers to show only the results that best fit their
models, also complicates the data comparison. Therefore, the need to achieve
self-experimental verification within the research group becomes mandatory.

8.3. FUTURE WORK

The following future lines of work are the result of a critical analysis of the
work presented in this document. This proposal aims to complement, extend
and/or continue the research effort done heretofore in planetary
transmissions.

e EXPERIMENTAL VALIDATION: This line of future work, whose interest
has been previously justified, is part of the majority of the current
research proposals made from modelling or theoretical studies.
Nevertheless, the development and set up of a planetary
transmission test bench carried out by the Mechanical Engineering
Group of the University of Cantabria grants the feasibility of this
line of work in the near future.

e FLEXIBLE RING: A modification of the boundary conditions in the
calculation of the ring flexibility might result in a completely
different outcome. In certain cases, the corona is thin and is not
limited to deflections within its perimeter, allowing considerable
changes on its shape and therefore causing great coupling between
meshes. The study of these effects can be an important contribution
to a comprehensive work.

e MULTI-STAGE TRAINS: Due to its coaxial configuration, the planetary
transmissions often present several linked stages. Consequently, this
is an important and easy to implement line of work that could
answer a big amount of dynamic problems that come from the
coupling of stages.

e DEFECT MODELING: In addition to the eccentricity and positioning
errors, the model could be broaden to include other typical defects of
planetary transmissions, like for example cracks in the carrier or

carrier or the ring.



Contribuciones, conclusiones y trabajo
futuro

8.1. CONTRIBUCIONES

Este trabajo de Tesis Doctoral ha tenido como contribucién global la
definicién y desarrollo completo de un modelo dindmico plano de transmisién
planetaria de dientes rectos, con capacidades mejoradas sobre los modelos
actualmente existentes. El modelo tiene especial aplicaciéon para la
simulacién detallada del reparto de carga entre planetas en diversas
situaciones, incluyendo errores de posicionamiento y excentricidad. A
continuacién se detalla a modo de resumen el desglose de contribuciones

puntuales realizadas.

e Se ha confeccionado una herramienta de simulacién de tallado de
perfiles de dientes interiores, que incluye la definicién del tramo de
trocoide, asi como la posibilidad de introducir correcciones. Se ha
resuelto el problema geométrico de distancias de separacién en el
contacto de engranajes interiores, considerando contactos multiples
en ambos flancos, tanto dentro como fuera de la linea de accién.

e Se ha ampliado y extendido el algoritmo de superposicién de
deformaciones locales y estructurales empleado para el célculo de las
fuerzas de contacto en los engranes, expandiéndose el sistema de
6GDL empleado para la solucién de una pareja de ruedas a los
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6+3nGDL de una transmisién planetaria con n planetas. Se ha
considerado ademss el acoplamiento de las deformaciones a través de
la flexibilidad de los cuerpos de las ruedas.

El modelo analitico para el calculo de la deformacién local ha sido
extendido para la consideracion de las distintas condiciones de
concavidad y convexidad presentes en la transmisién planetaria,
causadas por el empleo de ruedas interiores. El tratamiento de la
singularidad debida al cambio de curvatura entre los distintos tipos
de contacto ha sido mejorado mediante la inclusién de una transicién

lineal.

Se ha verificado y validado el modelo conjunto de cédlculo de fuerzas
de contacto, tanto en engranes exteriores como interiores, mediante
la comparativa de las rigideces de engrane medias obtenidas con el
modelo y las definidas por la norma internacional de engranajes ISO
6336-1-(2006).

Se ha ampliado y mejorado el modelo de cédlculo de fuerzas de
contacto de rodamientos, incluyendo la posibilidad de uso indistinto

de rodamientos con elementos rodantes cilindricos y esféricos.

Se ha incorporado a la geometria de los engranajes las correcciones
de perfil, tanto en ruedas exteriores como interiores, de tipo lineal y
parabdlico, a fin de mejorar el modelizado de transmisiones.

A nivel de sistema, se han implementado en el modelo de
transmisién planetaria errores de posicionamiento y de excentricidad
en los planetas, asi como la utilizacién de configuraciones con

cuerpos centrales fijos o flotantes.

Se ha mejorado el modelo para el cédlculo de fuerzas de rozamiento,
incluyendo nuevos pardmetros de operacién, como la rugosidad
superficial de las superficies en contacto, las caracteristicas del
lubricante, la temperatura o la velocidad.

Se ha formulado un modelo de transmisién planetaria de pardmetros
concentrados con capacidades dindmicas. En dicho modelo se han
recogido e integrado todas las capacidades y contribuciones
individuales anteriormente descritas. Se ha aplicado el modelo en la
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simulacién dindmica del comportamiento de la transmisién ejemplo

en diversas situaciones.

8.2. CONCLUSIONES

A continuacién se presentan de manera sintetizada las conclusiones méds

significativas extraidas del trabajo de investigacién, tanto durante la fase de

elaboracién del modelo como durante las primeras etapas de verificacién y

simulacién del modelo:

La inclusién del redondeo en la punta de los dientes de la corona
permite la gestiéon de contactos fuera de la linea de accién, con el
objetivo de evitar la posibilidad de contacto singular en arista. El
enfoque inicialmente empleado para el cédlculo de deformaciones
locales introduce un escalén en las transiciones entre tipos de
contacto, debido al cambio de los radios de curvatura.

La transicién lineal adoptada en los cambios de curvatura suaviza de
manera satisfactoria la forma de la rigidez de engrane, sin anadir un
coste computacional significativo ni modificar el nivel medio de la
rigidez.

Se concluye, de la verificacién de la rigidez de engrane media, que el
modelo de fuerzas de contacto ajusta de manera muy razonable el
comportamiento de transmisiones mediante engranajes, tanto para
ruedas interiores como exteriores.

La aplicacién de una hipétesis de tensién plana o deformacion plana
durante el calculo de las fuerzas de contacto para las ruedas
estudiadas tiene un impacto menor al 4% sobre la rigidez de engrane
final, pudiendo asumirse este error como aceptable, adoptando
cualquiera de las dos hipétesis, o bien estableciendo una ponderacién
de ambas con el fin de ajustarse més a la solucién real.

Se concluye que la asuncién de un umbral méximo de deformacién
local en el perfil del modelo de elementos finitos, proporciona
resultados mejores que el aumento indefinido de la profundidad h.
Esto se debe al conflicto existente entre la mejora del resultado de la
deformacién estructural y la degradacién simultédnea del resultado de
deformacién local cuando se aumenta la profundidad de la frontera.
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El acoplamiento de deformaciones entre los dos engranes diametrales
de cada planeta tiene como consecuencia una rigidizacién torsional
del conjunto, al ser los contactos de sentido contrario. El efecto es
reducido, y afecta fundamentalmente al valor medio.

El acoplamiento entre los n engranes del sol tiene como consecuencia
una flexibilizacién torsional del conjunto, equivalente a la mostrada
por el acoplamiento entre parejas de un mismo engrane. El efecto es
grande, debido a la mayor proximidad entre engranes, y se verd
consecuentemente incrementado con el aumento de vias de la
transmision.

El acoplamiento entre los n engranes de la corona tiene una
incidencia despreciable en el comportamiento del sistema para las
condiciones de contorno consideradas en este estudio. Se plantea la
posibilidad futura de permitir la flexién y deformacién de la corona
con el fin de comprobar la nueva situacién de acoplamiento.

En conjunto, el efecto total de los distintos acoplamientos estd
dominado por la flexibilizacion causada por la deformacién del
cuerpo del sol, modificando considerablemente el valor medio del

error de transmision y rigidez del conjunto.

Se concluye del estudio del coeficiente de reparto de carga (CRC) en
distintas configuraciones que para la transmisién fija (grados de
libertad tunicamente rotacionales) el CRC presenta una gran
variacion, achacable al desfase de rigidez entre vias.

Pese al distinto CRC entre las distintas vias, se ha observado que
este hecho no tiene impacto alguno sobre el nivel méximo de las
fuerzas de contacto, que no sobrepasan su maximo nominal.

Para la configuracién flotante, el CRC se hace homogéneo,
exceptuando las zonas en las que existen contactos fuera de la linea
de accién, donde se pueden observar alteraciones despreciables del
CRC, con el médximo en una décima de punto porcentual.

Del estudio de errores de posicionamiento de los planetas, se

concluye que:

— El error tangencial tiene un gran impacto sobre el reparto de
carga en configuraciones no flotantes, pudiendo suponer,



Contribuciones, conclusiones y trabajo futuro 223

para determinadas combinaciones de desviacién y par, la
descarga completa de una o més vias.

— Las consecuencias daninas para la transmisién son peores en
el caso del error tangencial positivo, al tener el potencial de
reducir en mayor medida el nimero de vias entre las que se

reparte la carga.

— El efecto del error tangencial sobre el CRC tiene una
consecuencia sobre el nivel mdximo de las fuerzas de
contacto en los engranes, pero de manera andloga a lo que
sucede en la transmisién sin defectos, el aumento de la
fuerza de contacto no es proporcional a la variacién del
CRC.

— El error de posicionamiento radial tiene un impacto mucho
menor sobre el CRC (cuantificado en este estudio para el
ejemplo utilizado como 40 veces menor) al causado por el
error tangencial. Sin embargo, en contra de lo descrito en la
bibliografia, este impacto no es nulo, sino que depende de la
diferencia entre dngulos de presién sol-planeta y planeta-

corona.

— El aumento de la carga tiene como consecuencia la dilucién
de los efectos del error de posicionamiento, por la presencia

de unos mayores valores de deformacién global.

— En el caso de la transmisién con sol flotante, el sol describe
una o6rbita de radio comparable con el error de
posicionamiento introducido, absorbiendo los solapamientos
o precargas introducidos y mejorando el CRC hasta un
reparto practicamente equitativo.

e Se ha concluido que los efectos del error de excentricidad son
comparables con la evolucion arménica de wun defecto de
posicionamiento, a través de sus distintas componentes tangencial y
radial, tanto positivas como negativas.

El modelizado de transmisiones planetarias se encuentra en este momento en
pleno auge, con numerosos grupos de investigacién realizando aportaciones
en diversos frentes. Si bien existe un cierto consenso en el empleo de
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herramientas de elementos finitos hibridizadas con formulaciones analiticas,
la diversidad de métodos empleados y la variabilidad de hipdtesis y
simplificaciones adoptadas dificultan enormemente la correlaciéon entre los
distintos modelos. En cuanto a la verificacion experimental, la escasez de
trabajos asi como la tendencia de los investigadores a mostrar iinicamente los
resultados que mejor ajustan sus modelos, dificultan el cruce de datos entre
grupos de investigacién, de lo que se extrae la necesidad de realizar una

verificacién experimental propia.

8.3. TRABAJO FUTURO

A partir de la reflexién critica del trabajo realizado, se plantean las
siguientes lineas de trabajo futuro, que pueden servir para complementar,
ampliar o continuar la investigacién realizada en transmisiones planetarias.

e VERIFICACION EXPERIMENTAL: Esta linea de trabajo futuro, cuyo
interés ha sido justificado anteriormente, se encuentra presente en la
inmensa mayoria de las nuevas propuestas de investigacién a partir
de estudios teéricos o de modelizado. Como se ha comentado al
inicio de este documento, a la fecha de escritura de esta memoria
esta es una linea de trabajo ya activa, gracias al desarrollo y puesta
en marcha de un banco de ensayos de transmisiones planetarias
realizado por el Grupo de Investigaciéon en Ingenieria Mecénica de la
Universidad de Cantabria.

e CORONA FLEXIBLE: La modificacién de las condiciones de contorno
en el cédlculo de flexibilidad de la corona puede dar lugar a resultados
muy diferentes a los mostrados para el caso estudiado. En
determinados casos la corona es delgada o no se encuentra
restringida en su perfmetro, pudiendo experimentar grandes
desviaciones de forma y resultando en grandes acoplamientos entre
Sus engranes.

e TRENES COMPUESTOS: Es muy habitual, por la facilidad de conexién,
fruto de su configuracién coaxial, el enlace de varias etapas de caja
planetaria. Por su simplicidad de implementacién e importancia de
aplicacién, esta linea de trabajo futuro puede dar respuesta a
numerosos problemas dindmicos propios del acoplamiento entre

transmisiones.
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¢ MODELIZACION DE ERRORES Y DEFECTOS: Ademads de los errores de
posicionamiento y excentricidad, puede resultar interesante realizar
un andlisis de los distintos efectos asociados con el funcionamiento de
transmisiones planetarias, planteando la posibilidad de incluir en el
modelo, por ejemplo, la aparicién de grietas en el portaplanetas o en
la corona.
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