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1. Resumen

La diabetes es una enfermedad grave y muy extendida en todo el mundo hoy en dia. Muchos
investigadores estan trabajando en métodos para su diagndstico y tratamiento.

Una herramienta utilizada para ello son los modelos matematicos que describen la cinética en
sangre de las concentraciones de glucosa e insulina. Existen en la literatura especializada muchos
intentos para construir modelos satisfactorios para este sistema glucosa-insulina. En el presen-
te trabajo se estudian algunos sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias que sirven para
modelizar los procesos fisiolégicos que ocurren durante la metabolizacién de la glucosa en el
cuerpo humano. Nos centraremos en el trabajo de dos investigadores principalmente: Acker-
man, por ser su equipo pionero en modelizar este proceso biolégico, y porque ademéds su modelo
sigue mostrando unos resultados bastante aceptables en la practica y Bergman, cuyo traba-
jo de investigacién dio lugar a una gran variedad de modelos, entre los cuales se encuentra el
modelo minimo, el més utilizado actualmente en este campo. En ambos casos, estudiaremos
tedricamente las principales propiedades de sus soluciones, asi como su ajuste a unos datos reales
mediante minimos cuadrados no lineales.

Palabras clave: Modelizacién matematica, diabetes, ecuaciones diferenciales ordina-

rias.

2. Abstract

Diabetes is a major worldwide disease nowadays. Many researchers are working to find methods
for its diagnosis and treatment. A common tool is the use of mathematical models for the study
of the glucose and insulin kinetics in blood concentration. In the specialized literature, there
exist many attempts to describe the glucose-insulin model satisfactorily. In this work we study
systems of ordinary differential equations used to describe the physiological processes that occur
during the glucose metabolism in the human body. We will mainly focus on the work of two
researchers: Ackerman, because his team was pioneer on modeling this biological process, still
showing quite acceptable results in practice and Bergman, whose research led to a variety of
models, including the minimal model, the most widely used in this field. In both cases, we
will present a theoretical analysis of the main properties of the solutions, as well as their fitting
to real data by nonlinear least squares.

Key words: Mathematical modelling, diabetes, ordinary differential equations.

3. Introduccién

3.1. Motivacién

La diabetes es una enfermedad preocupante y grave a nivel mundial, mucho mas dificil de pre-

venir y tratar que otras muchas patologias Segin datos de la OMS, es una de las 10 principales



causas de muerte en el mundo. Si atendemos al nimero de personas que padecen algun tipo
de esta enfermedad los resultados son alarmantes. En 2011 se llevé a cabo uno de los mayores
analisis sobre la incidencia de la diabetes hasta la fecha. Las cifras que se obtuvieron fueron tan
grandes que se puede perder la perspectiva, pero si decimos que, aproximadamente hay tantas
personas afectadas por diabetes como la suma de los habitantes que tienen Estados Unidos y
Espafia, nos podemos hacer una mejor idea de ese ntimero: 347 millones de personas. Este estu-
dio muestra que este trastorno se ha duplicado en las tltimas tres décadas, convirtiéndose asi la
en una de las patologias més frecuentes en el mundo.

Este aumento es consecuencia en gran parte al aumento de la obesidad sobre todo en paises
desarrollados debido al auge de la comida rapida y demdas alimentos poco saludables. Ya que
éste es un gran problema para la sociedad, un gran nimero de investigadores tratan de encontrar
métodos para el diagnodstico y tratamiento de la enfermedad. Uno de los enfoques es el diseno
de un modelo matemaético que describa el sistema de glucosa-insulina.

La diabetes consiste basicamente en un mal funcionamiento en dicho sistema. Estos modelos
matematicos se pueden utilizar tanto para diagnosticar, como para crear simuladores que sirvan

para probar diferentes tipos de tratamiento.

3.2. [El sistema de glucosa-insulina en la sangre

El sistema glucosa-insulina es un ejemplo de un sistema fisiolégico cerrado. Una persona sana,
tiene normalmente una concentracién de glucosa en sangre de aproximadamente 70 - 110 mg/dl.
El sistema de glucosa-insulina nos ayuda a mantener este estado de equilibrio. En la figura 1 se
muestra una simple descripcién del sistema. La mayoria del tiempo una persona sana esté en el

area verde, manteniendo una concentraciéon normal de glucosa en la sangre.

GLUCOSE
CONCENTRATION

ucellls release S p cells secretes
glucagon . insulin
LIVER ANCREAS

Figura 1: Sistema glucosa-insulina en sangre [10]



Si la persona ingiere un aporte de glucosa adicional, por ejemplo en forma de alimentos, el sistema
de glucosa-insulina se verd afectado y el sujeto se trasladara a la zona roja del diagrama, con una
concentracién de glucosa en sangre superior a la normal. Cuando esto ocurre se envia una senal al
pancreas, donde las células 8 del mismo reaccionan segregando la hormona insulina. El efecto de
esta hormona aumenta el consumo de glucosa por parte de las células, el higado, etc. volviendo
el sistema al estado de equilibrio (zona verde). De igual forma, si la concentracién de glucosa en
sangre es inferior al nivel normal, el sujeto estard en la zona azul del diagrama. Esto puede darse
como respuesta al ejercicio, o algin tipo de actividad que exija un aporte considerable de energia
para el organismo, dando lugar a un aumento en la utilizaciéon de glucosa. Cuando el organismo
posee una baja concentracion de glucosa en sangre, se envian seniales al pancreas igualmente.
Las células o del pancreas reaccionan liberando la hormona glucagon la cual provoca que las
células del higado liberen glucosa al torrente sanguineo hasta que el sistema vuelva al estado de
equilibrio.

Esto es obviamente una descripcién muy simple de unos sistemas mas complicados. Pero es de
esta manera simplista de explicar el metabolismo, la que se pretende a la hora de presentar un

modelo matematico.

3.3. Diabetes

La Diabetes mellitus (DM) es un conjunto de trastornos endocrino-metabdlicos que afecta a
la funcién de diferentes érganos, tejidos y sistemas del cuerpo, todo ello debido a la alteracion
en el proceso mediante el cual se dispone del alimento como fuente energética para el organismo
(metabolismo). La causan diferentes trastornos, siendo el principal de ellos la baja o nula pro-
ducciéon de la hormona insulina, asi como su uso inadecuado por parte del cuerpo.

En la DM el pancreas no produce o produce muy poca insulina, o las células del cuerpo no
responden normalmente a la insulina que se produce. Esto evita o dificulta la entrada de glucosa
en la célula, aumentando su nivel en la sangre, hiperglucemia. La diabetes no es una enfermedad
simple, dura toda la vida y presenta distintos tipos de sintomas asi como tratamientos.

Los principales sintomas de la enfermedad son: un aumento de los niveles de glucosa en sangre
y en la orina, asi como aumento anormal de la necesidad de comer, de beber, miccién frecuente,
pérdida de peso sin razén aparente, etc.

Con el tiempo, el exceso de glucosa en la sangre puede causar problemas serios; puede provocar
complicaciones microvasculares y cardiovasculares que incrementan sustancialmente los danos
en otros érganos (rifiones, 0jos, corazén, nervios periféricos). Reduce la calidad de vida de las
personas e incrementa la mortalidad asociada con la enfermedad. La diabetes también puede
causar enfermedades cardiacas graves, derrames cerebrales, la necesidad de amputar un miembro

y puede llevar al coma y la muerte.



3.4. Fisiopatologia

La glucosa desempena un papel importante en el metabolismo, ya que es una fuente de energia
para todos los 6rganos y tejidos.

En cada individuo hay una concentracién glucésica éptima en la sangre, y una desviacién excesiva
de dicho valor éptimo lleva a condiciones patoldogicas severas y, potencialmente, incluso a la
muerte.

El organismo recibe aportes de glucosa a través de los alimentos, durante el proceso de digestion
ésta es absorbida para que de esta forma circule por la sangre y se distribuya por todo el
cuerpo. Por ultimo, de la sangre la glucosa se dirige al interior de las células para que pueda ser
metabolizada, transforméndose asi en energia 1util para el organismo.

Los niveles de glucosa en la sangre tienden a constituir un sistema autorregulado, aunque también
influyen en este dltimo proceso de metabolizacién gran variedad de hormonas y otros metabolitos.
Como es sabido, la hormona principal en este tipo de patologias es la insulina. Hemos creido
conveniente dedicarle un apartado especifico, si bien no muy extenso, se pretende introducir al

menos los distintos tipos de esta hormona, y explicar el tratamiento que ésta implica.

Insulina

Hormona anabdlica por excelencia. Secretada por las células 8 de los Islotes de Langerhans del
péancreas endocrino, interviene en el aprovechamiento metabdlico de los nutrientes, sobre todo en
el anabolismo de los glicidos. La presencia de glucosa en nuestro cuerpo estimula directamente
las células 8 del pancreas para que éste produzca insulina. La insulina ayuda a que los tejidos
reciban glucosa fijandola en las membranas celulares impermeables y permitiendo asi que la
glucosa pase a través de la membrana hacia el centro de la célula, lugar donde se llevard a cabo
la glucdlisis. En resumen, sin la insulina necesaria el cuerpo no puede proveerse de la energia
requerida.

La insulina que se utiliza actualmente se fabrica con técnicas de ingenieria genética y tiene la
misma estructura quimica que la insulina humana. Existen varios tipos de insulina, dependiendo
del tiempo que tardan en surtir efecto : de accidon ultrarrdpida, rapida, intermedia y lenta o
prolongada.

Anadimos en este apartado, que cuando se hable de «cantidades» de insulina, aparecerda un
término en las unidades en las que se medirdn estas, como es UI, que significa simplemente,

unidades de insulina.

3.5. Clasificacién de la diabetes

La OMS (Organizaciéon Mundial de la Salud) reconoce tres tipos de diabetes, cada uno con

diferentes causas y distinta incidencia:

1. Diabetes tipo 1.



2. Diabetes tipo 2.

3. Diabetes gestacional.

Diabetes mellitus tipo 1 (DM-1)

La diabetes mellitus tipo 1 o también conocida como diabetes juvenil o insulino dependiente,
es una enfermedad autoinmune y metabdlica caracterizada por una destruccion selectiva de las
células beta del pancreas causando que éste no produzca insulina. Todo esto da lugar a un
exceso de glucosa permanente en la sangre.

Es un tipo de diabetes caracterizada por manifestarse en época temprana de la vida, general-
mente antes de los 30 anos. Solo 1 de cada 20 personas diabéticas tiene diabetes tipo 1.
Obviamente, la deficiencia absoluta de insulina, hace que la administracion de insulina en
estos pacientes sea esencial. La persona que sufre de diabetes tipo 1, depende de conseguir la
insulina de manera externa a traves de una inyeccion, porque el organismo por si solo no secreta
nada de insulina. De lo contrario esta persona morird, ya que el cuerpo no puede resistir un nivel

permanente de glucosa tan alto.

Los sintomas de la diabetes tipo 1 son: fatiga y aumento del apetito, aumento de la sed, miccion
frecuentemente, nduseas y vomitos, pérdida de peso espontdaneamente, presencia de llagas que
tardan en sanar, piel seca y picazén, vista borrosa, etc.

Hoy en dia se trata este tipo de diabetes mediante la inyeccion de la insulina en el cuerpo, a

través del ejercicio y una dieta saludable.

Diabetes mellitus tipo 2 (DM-2)

Diabetes mellitus tipo 2, conocida también como diabetes no-insulino dependiente o diabetes de
adulto (es mds comun en personas mayores de 40 anos aunque cada vez es mas frecuente que
aparezca en sujetos mas jovenes), es el tipo mas comin de diabetes.

Se caracteriza porque en este tipo de diabetes el cuerpo si produce insulina, pero o bien
no se produce suficiente, o no puede aprovechar la que produce (resistencia a la insulina) y la
glucosa no esta bien distribuida en el organismo, esto quiere decir que los receptores de insulina
que se encargan de facilitar la entrada de la glucosa a la propia célula estdan danados. Los altos
niveles de glucosa en la sangre son debidos a una resistencia celular a las acciones de la insulina,
combinada con una deficiente secrecién de insulina por el pancreas. Asi, a las personas que sufren
de DM-2 se les considera resistentes a la insulina.

La diferencia con la DM-1 es que ésta se caracteriza por una destruccién autoinmune de las
células secretoras de insulina obligando a los pacientes a depender de la administracion exdégena
para su supervivencia, aunque es cierto que también cerca del 30 % de los pacientes con diabetes
tipo 2 se ven beneficiados con la terapia de insulina para controlar el nivel de glucosa en sangre.

Es mas, con el tiempo el niimero de células 3 empieza a disminuir, por lo que los diabéticos tipo



2 acaban por precisar de un tratamiento con inyecciones de insulina al igual que un diabético
tipo 1.

Los diabéticos tipo 2 tienen practicamente los mismos sintomas que los afectados por la DM-1.
Estas descripciones de los tipos de diabetes son simples, pero en realidad es complicado describir

este tipo de diabetes en un modelo como se vera en el capitulo de simulacién.

Diabetes mellitus gestacional

Forma de diabetes mellitus inducida por el embarazo y que aparece durante el periodo de ges-
tacién. Se presenta muy pocas veces después del parto.

Existen ademds otros tipos de diabetes mellitus menores (< 6 % de todos los casos diagnostica-
dos).

3.6. Problemas con el Tratamiento

Hoy en dia, el tratamiento para los pacientes insulino-dependientes se lleva a cabo a través del
ejercicio, con una dieta sana y lo mas importante, mediante un aporte externo de insulina que se
inyecta en sangre. Estas inyecciones se realizan con diferentes dispositivos, jeringas, bombas, etc.
Uno de los problemas, es que todos los dispositivos tienen que ser controlados por el paciente, esto
hace que las inyecciones no siempre se tomen cuando realmente se necesita, asi como problemas
en la cantidad de insulina a inyectar. Una solucion perfecta para el problema seria la creacion
de un tipo de tratamiento, donde el paciente no tuviera que pensar en que padece diabetes. Esto

podria ser una bomba de accién autorregulada, algo como un pancreas artificial.

3.7. Test y pruebas

Como se ha dicho, la diabetes y otras enfermedades causadas por el mal funcionamiento en el
sistema de glucosa-insulina, hacen que muchos investigadores estén desarrollando continuamente
modelos matematicos para describir este sistema dindmico.

Estos modelos matematicos se basan en y son a su vez utilizados para interpretar las pruebas
de diagnéstico y tratamiento. Los modelos y las pruebas pueden ayudar a mejorar la situacion
de muchas personas que padecen esta enfermedad. A continuacion se introducen los principales

test utilizados en la actualidad.

El OGTT

Una de las pruebas que se utilizan es el test (o prueba) de tolerancia oral a la glucosa (OGTT).
Es una prueba médica cuyo objetivo es diagnosticar o excluir la diabetes y cuadros metabdlicos
relacionados, como la resistencia a la insulina. En esta prueba el sujeto debe llevar en ayuno
durante un periodo de 8-10 horas, después de lo cual se realizan las mediciones de las concen-

traciones iniciales de glucosa e insulina en sangre. A continuacién, el sujeto ingiere una solucién
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de glucosa de forma oral. Tomandose después de esto nuevas mediciones durante un periodo de

tres horas. La cantidad de glucosa en el liquido es de unos 75 g.

El IVGTT

Otra prueba es la prueba intravenosa de tolerancia a la glucosa (IVGTT). Se utiliza para evaluar
la funcion de los islotes de Langerhans en el organismo. No tiene mayor valor de diagndstico
que la prueba de tolerancia oral a la glucosa, sin embargo es un método menos invasivo que el
resto de pruebas de este tipo, siendo muy utilizado en la investigaciéon. Junto con un modelo
matematico, este ensayo se puede utilizar para estimar la sensibilidad a la insulina, Sy, eficacia
de la glucosa, Sq, y los parametros de respuesta o sensibilidad del pancreas ¢1 y ¢2 en el sujeto.
Uno de los modelos matematicos utilizado para interpretar el IVGTT es el modelo minimo de
Bergman que se introducird méas adelante, donde también se obtendra informacién acerca de los
parametros y la forma en que se calculan.

El IVGTT comienza con una inyecciéon de un bolo de glucosa por via intravenosa, que contiene
0,30 g de glucosa por kg. de peso corporal. A continuacién se toman muestras de sangre fre-
cuentemente durante un periodo de 3 horas. Se analizan estas muestras de sangre y se miden

los niveles de glucosa e insulina.

4. Modelos matematicos en diabetologia

4.1. Introduccién

Existe abundante literatura sobre modelos matematicos utilizados en diabetologia. Durante las
ultimas décadas, un gran ntmero de investigadores y cientificos ha desarrollado una gran va-
riedad de modelos mateméaticos, métodos estadisticos y algoritmos informéaticos, con el fin de
comprender los diferentes aspectos de la diabetes, incluyendo la dindamica de la glucosa y de la in-
sulina, la gestién y prevencion de complicaciones, el costo general y la relacién costo-efectividad
de las estrategias, y la epidemiologia de la diabetes en general.

Regularmente se publican varias revisiones en estos modelos. En su mayoria, estas revisiones
se centraron en aspectos especificos de la diabetes, como la dindmica de la glucosa-insulina,
algoritmos informaticos, sensores y control, los aspectos matematicos y software, el coste etc.
Con el creciente énfasis en trastornos de la sensibilidad de los tejidos a la insulina en diver-
sas condiciones patoldgicas como la diabetes, la obesidad, y enfermedades cardiovasculares, la
cuantificacién de la sensibilidad a la insulina a partir de una prueba mediante un procedimiento
relativamente no invasivo ha adquirido mayor importancia en la investigacién fisiolégica. De los
dos procedimientos experimentales actualmente en uso para la estimacion de la sensibilidad a la
insulina en un sujeto, el IVGTT es el que tiene un mayor atractivo.

El modelo fisiolégico que se ha utilizado principalmente en la interpretacién del IVGTT, des-

de su publicacién a principios de los anos ochenta, es generalmente conocido como el Modelo
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Minimo: se describe méas adelante en las ecuaciones (12)-(14). El modelo, como se propuso ori-
ginalmente por los autores, pretende ser considerado como un sistema compuesto de dos partes
separadas. La primera parte, utilizando las ecuaciones (12) y (13) para describir la evolucién en
el tiempo de la concentracion plasmatica de glucosa; para esta primera parte, la concentracion
de insulina en plasma es considerada como una funcién conocida. La segunda parte consta de
la ecuacién (14), y describe la concentracién de insulina en el plasma en funcién del tiempo,
representando la dindamica de la liberacién de insulina pancreatica en respuesta al estimulo de
un aporte de glucosa; para esta segunda parte, la concentraciéon de glucosa en plasma se con-
sidera, andlogamente como una funcién conocida. Los propios autores proponen, indicandolo
especificamente, que el ajuste de los parametros del modelo tiene que ser llevado a cabo en dos
pasos: primero, utilizando la concentracién de insulina registrada como entrada de datos, con el
fin de obtener los pardmetros de las dos primeras ecuaciones y, a su vez, utilizar las mediciones
de la concentracién de glucosa como datos de entrada para obtener los pardmetros de la tercera
ecuacion.

Sin embargo, el sistema de glucosa-insulina es un sistema fisioldgico dindmico integrado y desde
el punto de vista matematico debemos describirlo como un conjunto; esta descripcién unificada

favorece también un proceso de ajuste de parametros mediante un tinico paso.

4.2. Modelo de Ackerman

Aunque existe una gran variedad de modelos, el auténtico comienzo con la modelizacién de los
procesos fisioldégicos que tienen lugar en el cuerpo durante la metabolizacion de la glucosa se debe
a Ackerman y su equipo, los cuales en la década de 1960 introdujeron un modelo pionero en la
modelizacién de este proceso. Se trata de un modelo lineal (ya que parece la forma maés sencilla
y simple de modelizarlo) que surgié como método para la deteccién de la diabetes. Citamos

también a Bolie, puesto que propuso un modelo igual al de Ackerman en el afio 1961.

Desarrollo del modelo

Se trata de un modelo que se basa en la prueba OGTT. Los datos monitoreados en dicha prueba
seran los que se utilicen en el modelo. Dichas mediciones sirven para el diagndstico de la enfer-

medad.

Una seria dificultad que plantea este método de diagnosis es la falta de criterios universal-
mente aceptados para la interpretacién de los resultados de la prueba de tolerancia a la glucosa.
Como se senial6 anteriormente, el sistema regulador de glucosa en el cuerpo es muy complejo.
Sin embargo, la idea principal es desarrollar un modelo simple con pocos parametros que puedan
ajustar los datos generados por el OGTT.

A mediados de la década de 1960, los doctores Rosevear, Molnar, Ackerman y Gatewood, (ver
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[6]) elaboraron un criterio bastante fiable para la interpretacién de los resultados del OGTT. Su
descubrimiento surgié de un modelo muy sencillo que desarrollaron para el sistema regulador
de la glucosa en sangre. El objetivo de Ackerman y su equipo era construir un modelo que
describiera con precision el sistema regulador de la glucosa en la sangre durante una prueba de
tolerancia a la glucosa, y en el cual mediante un ntimero reducido de parametros se obtuviera la
informacién para distinguir entre individuos sanos, casos leves de diabetes o propensos a padecer
la enfermedad.

Su modelo es muy simple y requiere tinicamente de un nimero limitado de muestras de sangre
durante el OGTT. Se crea un sistema de ecuaciones diferenciales donde la atencién se centra en
dos concentraciones sanguineas, la de glucosa (G(t)) e insulina (I(t)), aunque ésta dltima puede
ser pensada como el complejo de hormonas en el cuerpo que tienen efecto sobre la regulacién de
los niveles de glucosa en sangre. Hormonas que hacen disminuir esta concentracion se consideran
hormonas que incrementan I(t), mientras que las que intensifican la concentracién de glucosa,
como el cortisol, se consideran hormonas que hacen disminuir I(t).

El modelo basico se describe con las siguientes ecuaciones:

1) = R(ow), 1) (1)
) = B0, 1), @)

La dependencia de F} y Fy respecto a G e I significa que los cambios en G y en [ estian
determinados por los valores tanto de G como de I en el instante ¢.

Supongase que al llegar el paciente en ayunas al hospital, G e I han alcanzado sus valores basales
Gy e Ip. Esto implica que Fy(Gy, I) = 0 y que F»(Gy, I) = 0.

Ahora obsérvese que, mediante un desarrollo de Taylor en el punto (Gy, Ip) de Fy y Fb:

FL(GU1),1(0)) = Fa(Goo 1) + S (G, B)(G0) — Go) + D2 (G, B)(IH) ~ 1) +
Fa(G(1), 1)) = FlGo, ) + o2 (Cos L)(G0) — Ga) + P2 (Co (1) — o)

donde €; y €2 son muy pequenas comparadas con (G(t) — Gp) y con (I(t) — Ip).
Suponiendo que G y I no difieren mucho de Gy y I, y por lo tanto, omitiendo los términos €;

Vv €9, se obtiene

1) = 908 Gy, 1)(@0) — Go) + (G, )T~ By Q
W) = 222G 1)(G10) — G) + D2 (G, )(I1) ~ ). @

Para el siguiente paso en nuestro andlisis, examinamos las derivadas parciales de las funciones
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Fy v F5. A priori no es claro como determinar los niimeros:

OF; OF: OF: OF:
a—Gl(Gb,Ib), 871—1(va117)7 TGQ(GInIb) Yy Tf(Gbalb)-

Sin embargo, es posible determinar sus signos mediante nuestro conocimiento de la fisiologia de

la glucosa y la insulina. Por lo tanto, atendiendo al significado biolégico de los mismos:

Un aumento de la glucosa en la sangre por encima de su nivel basal, estimula la captacién de

glucosa por los tejidos y almacenamiento de los excesos de ésta en forma de glucégeno en el higa-

do. Luego en este caso dG/dt es negativo, puesto que la concentracién de glucosa se encuentra
0F (

por encima del nivel basal. Como consecuencia — (Gy, I) = —p;1 debe ser negativo. De igual

forma, un aumento en la concentracién de insulina facilita la captacién de glucosa por los tejidos

y el higado, con lo que claramente se observa que a—[l(Gb, Iy) = —py es también negativa, ya
que si I(t) > Ip, hard que los niveles de glucosa en la sangre tiendan a disminuir, lo que facilita
la asimilacién de la misma por parte de los tejidos e incrementa la tasa con la que la glucosa se
convierte en glucégeno.

Sin embargo, un aumento en la sangre de la concentracién de glucosa da como resultado la libe-
racion de insulina y demds hormonas reguladoras, mientras que los aumentos en la concentracion
de éstas dan como tnico resultado el aumento del metabolismo para la eliminacion de esta con-
centraciéon hormonal elevada. Estos hechos fisiolégicos implican que el valor %(Gb, I) = p4 sea

oG

positivo, ya que si G(t) > G} el organismo conduce a las glandulas endocrinas a secretar aquellas
OF, (

hormonas que tienden a incrementar I(¢). Por ltimo, Gy, Iy) = —ps debe ser negativa, ya

que la concentracion de hormonas en la sangre decrece mediante el metabolismo hormonal.

Asi pues, las ecuaciones (3) y (4) pueden escribirse como:

%Cj(t) = —p1(G(t) — Gp) — p2(I(t) — Ip) (5)
1) = (@) ~ Gy) — pa(T() — Iy, (6)

donde p; > 0,Vi = 1,..,4 son constantes. La ecuacién caracteristica del sistema es:

A2+ (p1 + p3)A + pips + paps = 0.

Como los coeficientes del polinomio tienen todos el mismo signo, por la definicién de estabilidad
de un polinomio caracteristico, sabemos que las raices son complejas con parte real negativa
o reales negativas. Ambas situaciones conducen a un equilibrio estable como se espera de este
sistema de autorregulaciéon: es decir, sabemos que las soluciones verifican que G(t) — G} e
I(t) — I cuando t — oo, sin necesidad de obtenerlas explicitamente.

Sin embargo, dado que durante la prueba OGTT se mide unicamente la concentracién de glu-

cosa en sangre, parece légico obtener la expresién de G(t), eliminando la variable I(t). Esto es
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relativamente sencillo, si consideramos la ecuaciones (5) y (6). Derivando la primera:
G"(t) = —p1G'(t) — p2I' ().
Desarrollando y utilizando (6) para eliminar la variable I(t), se obtiene:

G"(t) + (p1 + p3)G'(t) + (p2pa + p3p1)(G(t) — Gp) = 0 (7)

Por ejemplo, si (p1 — p3)? < 4paps, la solucién general viene dada por:

G(t) = Gy + e “(c1 cos(wt) + ez sin(wt))

donde

a:p1+p3
2

1
w = 5\/4(191;03 + p2pa) — (p1 + p3)?.

Si tomamos ahora:

1 = Acos(wd) y co = Asin(wd),

obtenemos que la expresion para el nivel de glucosa en sangre es:
G(t) = Gy + Ae™* cos(w(t — 0)) (8)

Comprobamos ahora la estabilidad de las soluciones, ya que como « > 0, si ¢ — co tendremos
que G(t) — Gyp. Esta solucién tiene cinco parametros desconocidos a ajustar con los datos. G
representa el nivel de equilibrio de azicar en sangre, w da una respuesta de frecuencia a las
perturbaciones y a mide la capacidad del sistema para volver al estado de equilibrio después
de haber sido perturbado, con lo que se podria esperar que la mediciéon de « fuese la principal
medida para determinar si alguien padece diabetes, ya que las personas con diabetes no deberfan
ser capaces de volver rapidamente a niveles de equilibrio normales. Sin embargo, se observé que la
medida del pardmetro « tenia grandes errores en los muchos sujetos examinados por Ackerman.

Una medida mas fiable era wg, dado por:

2 _ 2 2 _ 2
wy=w"+a” y Top= 77

donde T} es el periodo natural del sistema. El periodo natural resulta ser un buen predictor de
diabetes a partir de los experimentos de Ackerman.

En particular, encontraron que si:

Ty <4 Normal

Ty > 4 | Propensa a padecer diabetes

Fisiolégicamente, podriamos relacionar esto con la idea de que normalmente tenemos hambre
cada 3-4 horas.

Un grave inconveniente que tiene el modelo simplificado es que en ocasiones no se ajusta bien
a los valores obtenidos en el periodo de tres a cinco horas después de la ingestién de la dosis

de glucosa. Esto indica, por supuesto, que algunas variables como la epinefrina, la cual es parte
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de los mecanismos de emergencia para incrementar rdpidamente la concentracién de glucosa en
sangre en momentos de hipoglucemia extrema, y el glucagdén desempenan un papel importante
en ese tiempo, de modo que dichas variables deberian ser incluidas por separado en el modelo, y
no globalizadas junto con la insulina. De hecho, la evidencia indica que los niveles de epinefrina
pueden aumentar fuertemente durante la fase de recuperacién de la respuesta al OGTT, una

vez que los niveles de glucosa disminuyen mas alla de los niveles en el periodo de ayuno.

4.3. Modelo Minimo de Bergman

Se pueden disenar modelos muy complicados para describir el metabolismo de la glucosa e
insulina, ya sea porque poseen muchos pardmetros, por el uso de ecuaciones integrales en vez de
diferenciales... Pero en muchos casos un modelo simple es suficiente para hacer un buen analisis.
Un método sencillo con pocos parametros, fue desarrollado en los anos ochenta por Richard N.
Bergman y su equipo, y se conoce como modelo minimo.

El modelo minimo de Bergman es un modelo unicompartimental, lo que significa que el cuerpo
es descrito como un solo compartimento/tanque con una concentracién basal de glucosa y de
insulina. El modelo minimo consta de dos partes. Por una parte tenemos una descripciéon de
la cinética de la glucosa (cémo la concentracién de glucosa en sangre reacciona a la accién de
la concentracién de insulina) y por otra una descripcién de la cinética de la insulina (cémo
reacciona la insulina a la concentracién de glucosa en la sangre). Este modelo se ha utilizado
principalmente para interpretar la prueba IVGTT, y en su forma original no se puede utilizar
para mucho mas, pero con pequenas adiciones o modificaciones, se consigue que también se
pueda utilizar para describir el efecto de las comidas, asi como los aportes de insulina exdgena.
Matematicamente es un modelo compuesto por un sistema de tres ecuaciones diferenciales or-

dinarias no lineales.

Modelo minimo de la glucosa

Es un modelo unicompartimental dividido en dos partes. La primera describe la absorcién y
eliminacién de la glucosa. La segunda parte se refiere a una variable artificial llamada efecto de
la insulina activa X (t) que estd relacionada con la concentracién de insulina en sangre, pero
no coincide exactamente con ella, sino que es un interactor, cuyo nivel afecta a la captacion de
glucosa por parte de los tejidos, y la absorcién y produccién por parte del higado. Se supone
que esta localizada en una piscina remota, teniendo en cuenta de esta forma el retraso existente
durante el transporte por los capilares. Estas dos partes se describen mateméticamente por dos

ecuaciones diferenciales:

%(t) =-—pi1(G(t) — Gp) — X()G(¢) G(0) = Gp (9)

dX

(O = —p2X () +ps(I(t) = L) X(0) =0, (10)
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donde p; > 0 para todo 1.
La mejor manera de describir el significado de estas ecuaciones es mostrar como se obtienen. Kl

desarrollo se basa en la regla del balance de masas:

acumulado = lo que entra — lo que sale + generado — consumido

Este desarrollo se hard en la siguiente subseccién. Se utilizardn los siguientes parametros [10].

Parametros Unidad Descripcion
t [rin] Tiempo
G(t) [mg/dl] Concentracion de glucosa en sangre
Gy [mg/dl] Concentracién basal de glucosa en sangre
I(t) U1/l Concentracién de insulina activa
X(t) [1/min] Efecto de la insulina activa
I(t) (wUI/1] Concentracién de insulina en sangre
Iy (wUI/1] Concentracién basal de insulina en sangre
Vo [dl] Volumen del compartimento de glucosa
Vi, ] Volumen de la piscina/compartimento remoto
F,Fy [dl/min] Flujos
Fr, Fro [{/min] Flujos
wy, W [di?/(min - pUT)] Factores de efecto

Obteniendo el Modelo

El modelo se representa como un compartimento con un volumen Vg (ver figura 2). La glucosa
fluye dentro y fuera de este compartimento a un ritmo constante, dando lugar a una concentra-
cion basal Gp. Sin embargo, este estado de equilibrio puede verse alterado cuando, por ejemplo,
se introduce un aporte de glucosa al sistema. Mediante el uso de la regla del balance de masas
es posible describir matemaéaticamente lo que sucede en este compartimento en un intervalo de
tiempo [t,t + At] . Por un lado, es claro que la parte acumulada de la glucosa es la diferencia

entre la masa inicial y final:
acumulado = Vg - G(t + At) — Vi - G(¢).

Por otro lado, como puede verse en la figura 2, hay dos tipos de masa saliente: la captacién por el
higado y la absorcién periférica. Hay un tipo de aporte de glucosa producida por el higado. Esto
da como resultado un equilibrio dentro-fuera determinado por la concentracién de glucosa basal
Gy. Esta viene dada por la diferencia entre la produccion y absorcion independiente de glucosa
e insulina; prod;,q v abs;nq. El equilibrio entre la produccion y la absorcién por el higado se
debe tener en cuenta en la regla del balance de masas: lo llamaremos BHG (balance hepatico de
glucosa). Tanto la produccion del higado, como la captacién por los tejidos periféricos se pueden

mejorar con los efectos de la insulina. E1 BHG y la absorcién por la periferia estan dados por:
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BHG = prod,qg — (FQ + wy - IQ(t)) . G(t) - At,
absp, = (F1 +wy - I2(t)) - G(t) At + absina,

donde I representa el nivel de insulina activa disponible en la piscina remota.
Todo esto se puede insertar en la regla del balance de masa: acumulado = BHG — abs,, donde
proding — absing = (F1 + F3) - Gy - At. Esto es lo que da el umbral Gy,. Mediante la insercién de

este término en la regla del balance de masas, se obtiene lo siguiente.
acumulado = BHG — abs, < Vg - G(t + At) — Vo - G(t) =

[—(F1 + F2)(G(t) — Gp) — (w1 +w2)[2(t) - G(1)]At,

dividiendo por At y Vg, y estableciendo k1 = ‘%,k4 = w—Gl,kg, = %7k6 = % se obtiene el

siguiente término:

G(t+ At) — G(t)
At
y tomando At — 0 se obtiene la siguiente ecuacién diferencial:

= —(k1 + ks)(G(t) — Gb) — (ke + ka) L2 (t)G(t)

1) = (ks + ks)(G(D) — o) — (ko + k) LCLD).

Asi obtenemos una ecuacién diferencial, pero la insulina activa Is, como hemos dicho, se retrasa
durante el transporte a través de los capilares, y la ecuacién diferencial anterior no tiene esto en
cuenta. Veamos cémo incluirlo.

Hay una salida y una entrada de insulina activa en la piscina remota que puede ser aplicada a

la regla de balance de masa. La parte acumulada viene dada por:

acumulado = Vi, - In(t + At) — Vi, - Ix(t)

El flujo dentro-fuera debe ser de nuevo considerado en conjunto. Cuando la concentracién de
insulina en la sangre I(t) estd por encima de su nivel basal [, la insulina fluye hacia la piscina
remota, por el contrario, si la concentracién de insulina en sangre cae por debajo de su valor
basal, la insulina fluye fuera de la ésta, esto se conoce como balance;,s. Otro flujo de eliminacion
aerimin desde la piscina es el que es proporcional al nivel de insulina activa I5(t). Cuando el nivel
de insulina activa en la piscina remota crece, esta tasa de eliminaciéon también aumenta. Todo

esto puede ser formulado en la regla de los balances de masa como:

acumulado = balance;ns — Gelimin <

V[2 . IQ(t + At) — V]2 . IQ(t) =Fn- (I(t) — Ib)At — Fro - Ig(t)At.

Fry Fro
Ip)

Dividiendo por At y por Vi, y llamando a kg = se obtiene:

k:
7R

Ir(t + At) — I5(t)
At

= —kala(t) + ko (I(t) — Ip)
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tomando el limite cuando At — 0 se obtiene la siguiente ecuacién diferencial:
dI(1)
dt

Esto describe el retardo en el proceso relacionado con I5(t), pero en lugar de utilizar esta funcién
se introduce X (t), que describe el efecto de I5(t). Para este fin se define X (t) = (k4 + k¢)I2(t).

Insertandolo en las dos ecuaciones diferenciales se obtiene:

= —kzla(t) + ko (I(t) — Ip).

dG
o (O = (k1 +£k5)(G(2) = Gy) = X(O)G()
ax
dt
Este modelo se describe graficamente en la figura 2, y los parametros en la tabla siguiente:

(t) = —ks X (t) + ka(ka + k) (I(t) — Ip)

Liver

Dose of
glucose

Glucose
Compartment

Remote Pool of

Blood Insulin : :
Active Insulin

Periphery

Figura 2: Representacién gréifica del modelo minimo para la glucosa [10]

Parametros Unidad Descripcion
k1 [1/min] Capacidad de la glucosa para incrementar la absorcién periférica
ko [1/min] Tasa de transporte de la insulina al compartimento remoto
ks [1/min)] Tasa de eliminacién de la insulina activa
ka [1/(min - pUI)) Efecto de la insulina activa sobre la absorcién periférica
ks [1/min] Habilidad de la glucosa para alterar el BHG
ke [1/(min - pUI)) Efecto de la insulina activa para en el BHG

Sin embargo, el modelo todavia no se ve como las ecuaciones (9) y (10) introducidas al principio
de esta seccién. Pero tomando pg = Go, p1 = k1 + ks, p2 = k3 y p3 = ka(ka + k¢), se consiguen

estas dos.
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Indices del modelo minimo

La resistencia a la insulina desempena un papel fundamental en la fisiopatologia de la diabetes
tipo 2 y esta estrechamente ligada a la obesidad, el sindrome metabdlico y las enfermedades
cardiovasculares. La medida de la resistencia a la insulina es de gran importancia para los estudios
epidemioldgicos, en la investigaciéon clinica y bésica, y para su utilizacién en la practica clinica.
En la actualidad se dispone de diversos métodos, de complejidad variable, para este propdsito.
El clamp euglucémico hiperinsulinémico (CEH) es el método de referencia; sin embargo requiere
mucho tiempo y un trabajo intensivo, es caro y precisa de personal entrenado para solucionar
las dificultades técnicas. Un método menos complejo es la utilizacion de un modelo matematico
que simule y proporcione estos valores.

Bergman y su equipo proponen una aproximacién para la cuantificaciéon de la sensibilidad de
las células S a la glucosa en el organismo, con lo cual se interpreta la compleja respuesta de la
insulina plasmatica a la inyeccién del bolo de glucosa, en términos del modelo «minimo», que
proporciona una medida indirecta de la sensibilidad/ resistencia a la insulina sobre la base de
los resultados de la glucemia y la insulinemia obtenidos a partir de extracciones multiples tras
un IVGTT. Se introducen entonces el indice de sensibilidad a la insulina (Sy) y el indice de
metabolizacion de la glucosa independiente de la insulina (Sg), conocido como eficacia de la

glucosa.

Indice de metabolizacién de la glucosa independiente de la insulina (S¢)

La eficacia de la glucosa se define en [9], como la tasa de absorcion independiente de la insuli-
na. Corresponde a la capacidad de la glucosa para incrementar su aclaramiento plasmético al
suprimir la produccién hepética de glucosa y aumentar la captacién periférica independiente de
la insulina en plasma. En el modelo minimo la eficacia de la glucosa estd dada por Sg = p1,
ya que p1 es la suma de las dos tasas de absorcion ki y k5. Los valores normales para este
parametro, cuando se utiliza el modelo minimo para la glucosa estan aproximadamente en el
intervalo [0,01,0,03] min~—1!.

Indice de sensibilidad a la insulina (S;)

Se define como la capacidad de la insulina para mejorar la eficacia de la glucosa. Para encontrar
una expresion para ésta en el modelo minimo de glucosa se debe mantener el efecto de X (¢) en
un estado de equilibrio. Esto se traduce en

dX P3

W =X O +ps(I(t) — L) = 0 X(t) = ZHI(t) = 1)

e introduciendo esta expresién en (9) y operando, obtenemos:

%(t) = —p1(G(t) — Gp) — i—z(l(t) —I)G(1)
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De aqui se deduce que la capacidad de la insulina para mejorar la eficacia de la glucosa viene
dada por S; = ];—g. Valores normales para este pardmetro se encuentran en el intervalo [4- 1074, 8-
104 L

minuUI*

Modelo minimo para la insulina

Ya se tiene el modelo que describe la cinética de glucosa tomando la concentracién de insulina
como datos de entrada. Sin embargo, falta una descripcion de la cinética de la insulina. Bergman
presento el siguiente modelo minimo para el estudio de la cinética de la insulina, representada

por la ecuacién diferencial:

%(t) =palG(t) —ps] "t —pelI(t) — L]  1(0) =1 (11)

donde de igual forma que antes tenemos que p; > 0.

Al igual que el modelo de la glucosa, este modelo se usa para interpretar un IVGTT. La re-
presentacién grafica del modelo se puede ver en la figura 3. Al igual que antes, basandonos en
la regla del balance de masas se describe el modelo. Los desarrollos se basan en supuestos de

Gaetano [9] y Bergman [15][3] . Se introducen variables y pardmetros nuevos:

Parametros | Unidad Descripcion
D5 [mg/dl] | Umbral para la concentracién de glucosa en sangre
Vi [] Volumen de la piscina/compartimento de insulina
Qn [1/min] Flujo
dl .
Q12 [n’fg?im] Flujo

La parte acumulada es la diferencia entre la cantidad inicial y final de insulina en sangre:
acumulado = Vi - I(t + At) — Vi - 1(t)

En un sujeto (no diabético tipo 1), para el cual se puede utilizar este modelo, el pancreas es
la fuente de insulina. En una persona sana una pequena cantidad de insulina siempre se crea y
se elimina. Esto ayuda a mantener la concentracién basal I. La produccién independiente de
glucosa y la eliminacién de la insulina es proporcional a la concentracién de insulina en sangre.
Si el nivel de insulina estd por encima de la concentracién basal, la eliminacién de ésta aumenta,
y por el contrario si el nivel de insulina estd por debajo de la concentracion basal, la produccion
aumenta.

Cuando el nivel de glucosa se eleva, el pancreas reacciona mediante la liberacién de mas insu-
lina a una cierta velocidad. Para explicar esto matematicamente Bergman utiliza una funcion
Péncreas(t) = [G(t) —ps)t-t, en la que [G(t) —ps]T es un término que tiene el valor de G(t) —ps
cuando es G(t) > ps y 0 cuando G(t) < ps. Asi p5 es el limite que indica cudndo el pancreas

debe producir mas insulina y cuando debe detenerse.
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El inconveniente de esta funcién es que estd muy ligado al IVGTT. Como se puede ver en la
figura 8 la insulina durante un IVGTT reacciona en dos picos. El primer pico no se describe con
la funcién anterior, pero deberfa darse como el valor inicial de la concentracién de insulina 7(0).
La funcion del pancreas describe el segundo pico.

La multiplicacién por t la describe Gaetano en [9], expresando como una aproximacién inicial
la hipétesis de que la tasa de secrecién pancreatica es proporcional no sélo a la hiperglucemia
alcanzada, sino también al tiempo transcurrido desde el estimulo de la glucosa hasta el comienzo
de esta secreciéon. Multiplicar por ¢ de esta forma introduce la necesidad de establecer un origen
de tiempo, vinculando este modelo para el procedimiento experimental IVGTT. Al insertar el
término basal de produccién/eliminacién y la funcién del pancreas en la regla del balance de

masas se obtiene:

acumulado = Pancreas(t) + (Prodygsq — Elimpgsal) <
Vi I(t+ At) = Vi - I(t) = (Qr, - [G(t) = ps|™ - t- At) — (Qr, - (I(t) — Ip)At)

Después, dividiendo entre V; y At y tomando el limite cuando At — 0 se obtiene la siguiente

ecuacion diferencial:

[G(t)-ps]+

Blood Glucose

Pancreas
Level

Figura 3: Representacién grafica del modelo minimo para la insulina [10]

dl . Qp

Q1
"= v

Vi

[G(t) —ps] " -t (I(t) = Iv)

Tomando py = Qv? Yy D6 = %, obtenemos la ecuacién (11). Esto se describe graficamente en la

figura 3.

Respuesta pancreatica

La interpretacion que se puede obtener mediante el uso de este modelo minimo original para
la insulina junto con un IVGTT, son los pardmetros de respuesta pancreatica ¢; y ¢s. Ellos
describen la sensibilidad del pancreas en el primer pico y en el segundo pico respectivamente, y

vienen dadas por:
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— Imaz_I — 4
¢ = m ¢2 =pa-10
De acuerdo con Bergman y Pacini en [10] los valores normales de éstos obtenidos mediante un

IVGGT en sujetos sanos obviamente, en el intervalo de [2,4]%17;‘"Lpara o1y [20,35] m’g%%l

para ¢o. En estudios de Bergman se encontré una expresiéon para la tolerancia a la insulina en el
modelo minimo llamada ¢s - Sy, si ésta fuera menor del 75-10~* la persona serfa poco tolerante
a la hormona. También la eficacia de la glucosa fue menor, y pudo ser debido a los problemas

con el modelo minimo de la glucosa descrito anteriormente.

5. Analisis matematico del sistema minimo

El modelo minimo obtenido anteriormente viene dado por las siguientes ecuaciones diferenciales:

1) = —pi(C) — Go) - X(OGW)  C0) = po (12)
O = —p X+l ~ ] X(0)=0 (13)
U0y = palC(t) ~psl*t —peli() ~ 1) 1(0) =pr (14)

A continuacién se exponen algunos resultados tedricos a cerca del modelo minimo.

5.1. Existencia y unicidad de solucién

Como parece logico, antes de introducir cualquier resultado sobre el sistema de ecuaciones,
estudiaremos la existencia de solucién unica definida para todo instante t. Este estudio es
original y no estd tomado de ninguna publicacién. Para ello utilizaremos el teorema de Picard-

Lindeldf, el cual se enuncia de la siguiente manera:

—

Teorema 1. Teorema de Picard-Lindelof [14]. Sea f(t,Z) : @ CRxR" — R", donde 2 es
abierto, una funcion continua y localmente Lipschitz respecto de . Entonces, dado (tg,Zp) € €2,
existe un intervalo cerrado I, = [to — r,to + 7] y una funcidn Z(t) definida en él, con su grifica
contenida en Q tal que T(ty) = Zo, y tal que T(t) es derivable en I, y que T'(t) = f(t, Z(t)) en

dicho intervalo.

Para aplicar dicho teorema, primeramente renombramos por comodidad las variables:
1 = G,{L‘Q = X,xg = I,

y definimos

—

f(t, %) = (p1(Gp — 1) — w271, —p2w2 + p3las — L), pa[z1 — ps| Tt —

pelr3 — 1)),

que claramente es continua en el abierto = R*. Veamos que f es localmente Lipschitziana

respecto de & en §2:
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Parametros Unidad Descripcion

t [min] El tiempo

G(t) [mg/dl] Concentracion de glucosa en sangre en el instante ¢

I(t) (wUI/ml] Concentracion de insulina en sangre

X(t) [min~!] Efecto de la insulina activa

Gy [mg/dl] Glucemia basal del sujeto
Iy (wUI/ml] Insulinemia basal del sujeto
Po [mg/dl] Glucemia tedrica en el momento 0 después del bolo de glucosa
D1 [min~1] Tasa de eliminacién de glucosa independiente de la insulina
D2 [min~1 Tasa de eliminacién de la insulina activa (disminucién de la absorcién)
P3 [min=2(pUI/mi)~1] Incremento en la capacidad de absorcién debido a la insulina
D4 [(uUI/ml)(mg/dl)~tmin=1] | Tasa de liberacién pancrestica después del bolo.

D5 [mg/dl] Glucemia objetivo del pancreas

Dé [min~1 Tasa de decaimiento para la insulina en el plasma

D7 (wUI/ml] Concentracion tedrica de insulina en el plasma en el tiempo 0
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0
Es facil comprobar que todas las derivadas parciales son continuas en {2, salvo ﬁ, ya que para
1

ox

calcular ésta observamos que en el punto (0, ps, 0,0) tendremos problemas con la parte [z —ps] ™.
Por ello, aplicamos directamente la definiciéon de Lipschitzianidad para f3 respecto de x1.Vamos

a ver que dado I compacto, 4L > 0 tal que:
| f3(t, 21, 20, x3) — f3(t, &1, 20, 23)| < Llxy — &1| Vo, @ € [a,b] Vte LV ay,a3€R
Esto es lo mismo que:
paltl[(z1 —ps)" — (21 — ps)T| < Llay — &

Ahora distinguiendo casos:
Si x1,T1 < ps, es claro que se cumple la desigualdad anterior.

Si ps < T1 < 1 tenemos que:

|z1 —ps — T1 + ps| = |21 — 1

SiZ < ps <218

|1 —ps — 0| =21 — ps <1 — &1 = |21 — T4

Aplicando ahora el teorema de Picard-Lindeldf, con tg =0y 2y = (po, 0, p7 + I) podemos con-
cluir que existe una tnica solucién del sistema minimo definida al menos en un intervalo de la

forma [0, r], para algin r > 0.

Una vez que hemos probado la existencia y unicidad de solucién local, veamos que se puede
prolongar a todo el intervalo [0, 00). Para ello es necesario aplicar el mismo razonamiento ante-
rior recursivamente. Para que esto sea posible necesitamos que la solucién no se vaya a +oo0 o
—00 en ningun instante finito.

Es decir, vamos a comprobar que la solucién del sistema no puede explotar en tiempo finito.

A continuacién incluimos un resultado bien conocido para la resolucién de ecuaciones diferen-

ciales lineales (ver [14]).

Lema 1. Dado el siguiente problema de Cauchy, con a y h funciones continuas en («, 3):

{y'm = a(t)y(t) + h(t)
y(0) = yo.

Su unica solucion viene dada por:

t t s
y(t) = efo () <yo +/ h(s)e™ Jo “(“)d“ds> , Vte(a,p)
0
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Aplicando esta expresion a las ecuaciones del modelo minimo, obtenemos que para t € [0, 7] las

soluciones del sistema se pueden expresar como:

t
I(t) = pre Pet 4 T + e_p6t/ eP“hr(u)du con hr(u) = ps|G(u) —p5]+u,
0

X(t) = e_mt/o eP?“hx(u)du con hx(u) =ps[l(u) — Ip),

¢
G(t) = (po — Gb)e_plt + Gy + e_plt/ e "he(u)du  con  hg(u) = =X (u)G(u),
0

y reescribiendo la ecuacién (12) en la forma:

también tenemos

¢
G(t)=e" Jy (P14 X ())ds (po -I-/ pleefos(p1+X(“))d“ds> )
0

A partir de estas expresiones, podemos acotar las soluciones de la siguiente manera:

I+ 55 < I(t)

0< X(t)
0<G(t)

(15)

(16)

(17)

La acotacién para I(t) es clara, ya que el integrando es positivo. Utilizando esta acotacion,

obtenemos la cota para X (t) facilmente.

Por otro lado, se obtiene que G(t) > 0, utilizando la expresién (18). Utilizando ahora que X () >

0, obtenemos una cota superior para G(t) a partir de la ecuacién (17), ya que el integrando es

negativo:
G(t) < (po — Gp)e ™" + Gy < po.

Ahora introduciendo esta acotacién en (15):
hi(t) = pa[G(t) — ps] "t < palpo — ps] "t < popat,

entonces .
I(t) < pre ' + I + e_thposz/ ePstudu.
0
Integrando por partes y desarrollando obtenemos:

I(t) < pr + I, + 2420

Pe

Ahora, introduciendo la cota superior para I(t) en (16):

b2 Pe

t t
X(t) < e"’?t/ el p3[pr + Papo uldu = @(emt —-1)+ Pspabo / epwudu} e P2t
0 Pe 0
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Integrando por partes y desarrollando:

X(t) < ]03p4]90tJr p3pr d;f Ct + D.

Pep2 b2

En resumen, las soluciones del sistema minimo verifican las siguientes acotaciones:

I+ 25 < I() < pr+ L+ 22, (19)
0< X(t) < Ct+D, (20)
0 < G(t) < (po— Gp)e ™' + Gy < po. (21)

En principio, son véalidas para t € [0,7], pero gracias a ellas podemos aplicar el proceso de
prolongacion y asegurar que las soluciones del sistema estén definidas en todo el intervalo [0, +00)

y ademads, las acotaciones se mantienen vélidas para todo ¢ € [0, +00).

5.2. Propiedades de las soluciones del modelo minimo

Vamos a estudiar los diferentes comportamientos del sistema, en funcion de la relacion entre Gy
y ps. Para ello seguiremos bésicamente la referencia [9], completando algunos pasos de las de-
mostraciones con argumentos propios. Antes de comenzar, veamos unas graficas de las soluciones

del sistema minimo, obtenidas numéricamente en un intervalo de tiempo muy amplio.

GLUCOSA

@
femt

o
S

@
=,

Glucernnia (rg/dl)

-y
=

1 | 1 | 1 |
5500 E000 B500 7000 7500 8000

e

Figura 4: Ampliacién del tiempo

Como se observa, las soluciones del sistema oscilan de manera evidente, y por lo tanto no va a

tener sentido a priori hablar de limites cuando ¢t — oo sino de los limites inferior y superior. Este
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tipo de oscilaciones en las graficas estan relacionadas con las reacciones quimicas que ocurren en
nuestro organismo durante el proceso metabdlico. Los pardmetros utilizados para la simulacion
en este proceso son los que se muestran en el cuadro 1. Se representan también los niveles basales

Gy e I en las graficas primera y tercera respectivamente.

Parametros | Valores estimados

p1 3,16836 - 1072
P2 1,23363 - 1072
P3 4,89169 - 1076
P4 3,91169 - 1073
D5 7,90353 - 10

D6 2,65884 - 107!
Go 2,912242 - 102
Iy 3,64835 - 102

Cuadro 1: Pardmetros para la ampliacién del tiempo [11]

Establezcamos a continuacién algunos resultados basicos sobre este fenémeno, que se deducen

de las acotaciones anteriores.
Proposicién 1. i) liminf I(¢) > Ij;
t—o0
i7) liminf X (¢) > 0;
%) lim inf X (t) > 0;

iii) limsup G(t) < Gy;

t—300
Si, ademds, 1(0) > I, entonces;
i) Si G(T) < Gy para algin T > 0, entonces G(t) < Gy VYVt >T.
Demostracion. 1) Utilizando la cota (19), es claro que I(t) > I con lo que obtenemos que

liminf I(t) > Iy.

t—o00

ii) Andlogamente, utilizando que X (t) > 0, se deduce trivialmente que

liminf X (¢) > 0.

t—00
iii) Tomando ahora la cota superior en (21)

po — Gy

G(t) < Gb + epit )

es facil deducir que
limsup G(t) < Gy,

t—o00
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d
iv) De la ecuacién (12) tenemos que ﬁ[(G(t) — Gp)eP1] < 0, e integrando esta vez en el
intervalo [T, t]:

/T t %[(G(t) — Gy)ePdt = (G(t) — Gy)e! — (G(T) — Gy)eP' T < 0=

= G(t) < (G(T) - Gpen T 4 &y < Gy V> T,

ya que G(T') < Gy,

Proposicién 2. Supongamos que G(t) < ps Yt > T. Entonces:

lim () =1, lim X(t)=0, lim G(t) =G

t—o0 t—o00

Demostracion. Por la hipdtesis sabemos que
hi(t)=0 Vt>T,
de donde usando la ecuacién (15) se sigue que
I(t)=Ce ™'+ 1, Vt>T,

para alguna constante C'. Entonces si t — oo tenemos que I(t) — I,. Por lo tanto, dado € > 0
existe 71 > 0 tal que 0 < hx(t) < ¢ para todo ¢t > T;. Usando ahora la ecuacién (16):

/A t
X(t) = e b2t (/ eP*“hx (u)du +/ emuhx(u)du) <
0

T

Ty t T 1 — ep2(T1—1)
< e P2t (/ eP?hx (u)du + E/ em"du> = e P2t </ emuhx(u)du> +el —mm—|.
0 Ty 0 D2

Tomando el limite superior cuando ¢ — oo, resulta que

€
limsup X (t) < —, Ve >0,
t—o0 P2

y por lo tanto, lim sup X (¢) < 0y como X(¢) > 0 entonces

t—o00

lim X (¢) = 0.

t—o00

Andlogamente, dado € > 0 existe 75 > 0 tal que 0 < X (¢) < e para todo t > T5. Usando ahora

la ecuacién (12) sabemos que

G'(t) > —p1(G(t) — Gy) —eG(t), Vit >Th.
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Por lo tanto
G'(t) + (p1 +€)G(t) > p1Gy, Vit > Ty,

y multiplicando por la exponencial correspondiente

%(e(lerE)tG(t)) > p1GpeP Ot Vi > Ty

Integrando entre 75 y t, resulta
e(p1+s)tG<t) _ e(p1+5)T2G(T2) > plfb (e(p1+5)t _ e(p1+€)T2), Vit>Ty,
p1T¢€

de donde
p1Gy

G(t) — 6(p1+€)(T2—t)G(T2) > (1— 6(p1+€)(T2—t))’ Vi > Ty,

p1+e€
por lo que tomando el limite inferior cuando t tiende a infinito se sigue que
G
liminf G(t) > 227 e > 0.
t—o0 p1+Ee€

Por lo tanto
Gy < h’tm inf G(t) < limsup G(t) < Gp = th’m G(t) = Gp.
—00 —00

t—o00

O]

Es ahora muy sencillo estudiar el caso Gy < ps, en el cual vemos que se verifican las propiedades

que uno espera para el sistema fisiolégico que estamos modelizando.

Proposicién 3. Supongamos que Gy < ps. Entonces:

lim I(t) =1, lim X(t)=0, lim G(t) =G

t—o0 t—o00

Demostracion. Por la proposicién 1 sabemos que limsup G(t) < Gy. Como ahora Gy < ps, en-
t—o00

tonces existe T > 0 tal que G(t) < ps Vt > T y la conclusién se sigue de la proposicién

anterior. OJ

La proposicién 4 se refiere esencialmente al caso en el que Gy, > ps5. Veremos que entonces la
variable efecto de la insulina activa no va a estar acotada cuando ¢ — oo lo cual parece poco
realista y es una de las criticas que se hacen al modelo minimo.

Proposicién 4. Supongamos Gy > ps y que limsup G(t) > ps. Entonces  limsup X (t) = oo.
t—o0 t—>00

Demostracion. Siliminf X (t) = oo, ya estd.
t—ro0

Supongamos entonces que h’tm inf X (¢) es finito. Utilizando (15) y (16) obtenemos que:
—00

t t u
X(t) = p3p7e—pzt/ e(P2=p6)u 7y, +p3p4/ e P2(t—u) </ [G(s) — p5]+se_p6(“_s)ds) du —
0 0 0
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t t u
p3p7e—pzt/ e(P2=D6)u g, +p3p4/ / e P2(t—u) ,—p6(u—s) [G(s) — ps] T sdsdu.
0 0 Jo

Introducimos ahora una funcién auxiliar z, definida como sigue:

t e(P2—pe)t _1 .
2(t) = / e(P2—P6)u gy, — p2—p6 . 1 p2 7 Do
0 L, st P2 = Pe

Utilizando el teorema de Fubini y cambiando el orden de integracién en la integral doble, la

expresién anterior resulta:

t t
X (t) = pspre P 2(t) + p3pa / e P20 g=Ps(u=3) [ () — ps|tsduds =
0 Js
t

pspre "2'2(t) + papa /0 [G(s) — ps] 5P P2 (2(t) — 2(s))ds =

t
pspre P2 (8) + pspa / [G(s) — ps] s~ (t — s)ds.
0

Por otro lado sabemos que G'(t) < p1Gy, lo cual se deduce facilmente de la ecuacién (12), y
como por hipétesis lim sup G(t) > ps, por la definicién de limite superior:

t—o0
Htn} CR, e >0:t, > 00, G(t,) > ps + ¢ para todo n suficientemente grande.

Para todo s < t,, como G(t) es C!, aplicando el teorema del valor medio:
G(tn,) — G(s) =G (0)(tn —s) < p1Gy(tn —5) con s<O<t,

Luego:
G(s) > G(tn) — p1Gp(tn — s) > ps +€ — p1Gp(ty — )

Tomando T = 2p1£Gb y 8 € [tn, — T,t,] Se cumple que

p1Gp(tn — s) <

IR

Luego
G(s) > ps + g Vs € [tn — T, ty)

En estas condiciones, tenemos que el primer sumando de la tltima expresién para X (t) es
positivo, puesto que lo es z(t).

Entonces, si n es suficientemente grande

0

ln
X(ty) > p3p4§(tn — T)/ e P28 5 (4, — §)ds = papa(ty — T)E/ eP?*z(—s)ds
2 tn—T 2 T

Y asi, claramente:

X (tn) — 00, cuando n — .
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A continuacién, vamos a ver que la condicién Gy > ps, es casi la tnica hipétesis importante en
la proposicion anterior:

Proposicién 5. Supongamos Gy > ps. Entonces limsup G(t) > ps.

t—00

Demostracién. Supongamos por reduccién al absurdo que limsup G(t) < ps. Entonces, existe
t— 00

T > 0 tal que G(t) < ps para todo t > T. Aplicando ahora la proposicién 2, deducimos que
cuando ¢ — oo:

I(t) — I, X(t)—0, G(t) — Gp.
Y llegamos a la contradiccién de que Gy = limsup G(t) < ps. O

t—00

Observacion. Las dos proposiciones anteriores dejan abierta la posibilidad de que Gy > ps y

lim sup G(t) = ps. El andlisis de este caso no es ficil, y no podemos asegurar si la variable efecto
t—00
de la insulina activa estara acotada o no cuando ¢ — oc.

Proposicién 6. Supuesto que Gy, > ps el sistema no admite una solucion constante (un punto

de equilibrio).

Demostracion. Supongamos por reduccién al absurdo que existe una solucién constante G(t) =
G, X(t)=X1,I(t) =1
Es claro entonces que:
G'(t)=0=—-X1G1 + 1[Gy — G4]
X'(t) = 0= —pa X1 + p3[l1 — I
I'(t) = 0= pa[G1 — ps] "t — ps[11 — I

Despejando en las dos primeras ecuaciones

p1Gy I = P2 X1 +p3ly _

1= ——,
p1+ Xy D3

@Xl + 1.
p3

Sustituyendo en la ecuacion tercera

+

p1Gy D2

Pa|—— — P5 75_176*)(1:0-
[pl + X5 } D3

Luego tenemos que

p1Gy

D2
“Xi=0X;=0 =|—
p6p3 ! ' [p1+X1

+
—ps} =[Gy —ps5]T =0& Gy < p5,

lo cual contradice la hipdtesis. ]

Vamos a ver que en el caso que Gy = ps, la glucemia no puede converger a su nivel basal

manteniéndose por encima de este.
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Proposicién 7. Sea p3 > 0, Gy = p5, G(0) > Gy. Supongamos que 1(0) > I,. Entonces existe
T > 0 tal que G(t) > Gy para todo t < T, G(T) = Gy, y G(t) < Gy para todo t > T.

Demostracion. Establezcamos el hecho de que G(t) — G} cuando t — oo. Esto es claro si
G(T) < Gy para algun T' > 0, ya que por la proposicién 1, tenemos que: G(t) < G, YVt >T'y

como Gy = ps por hipdtesis, podemos aplicar la proposicién 2 y concluir que
G(t) — Gy cuando t — o0

De igual modo, en el caso de que G(t) > G, Vt > 0 claramente liminf G(¢) > Gy, y por la

t—o00
proposicion 1 tenemos que

Gp <liminf G(t) <limsup G(t) < Gy = lim G(t) = Gp.
t—00 t—00 t—r00

Supongamos ahora de nuevo por reduccién al absurdo que G(t) > G, ¥Vt > 0. Queremos llegar

a una contradiccion, probando asi el teorema. Usando la hipdtesis y la ecuacién (12) tenemos

Gt)>Gp, VE>0=G,—Gt)<0=G'(t) < —XO)G) = -G'(t) > X()G(t) =

/X s)ds < — /G’ ds:>/X (s)ds < G(0) — G(t) < G(0) — G < oo,

Gb/X ds</X s)ds < oo.

Luego claramente [~ X (s)ds < G ) % < .

Entonces

Ahora integrando la ecuacién (13)

t t t
/ X'(s)ds = X(t) — X(0) = X(¢) = —pg/ X(s)ds —l—pg/ (I(s) — Ip)ds =
0 0 0
X(t) —i—pg/o X(s)ds = pg/o (I(s) — Ip)ds.

Como por hipdtesis tenemos que I(0) > I, gracias a (19) sabemos que
It) > 1, Vt>0.

Entonces es claro que p3 fg([(s) — I)ds > 0.
Ahora, h’trg (i)gf X(t) =0, ya que en otro caso [;° X (s)ds = co. Luego utilizando la definicién de
limite inferior

Ht,} — o0 X(t,) — 0.

Luego
tn

Xt +p [ X(s)ds=pa [ (1(s) - 1)ds
0 0
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y si tomamos ¢, — 0o tenemos
o0 o0
O—I—pg/ X (s)ds _pg/ (I(s) — I,)ds.
0 0

Y como la expresién del lado izquierdo de la igualdad es finita, también lo sera la expresién de

la derecha. Por otra parte, si t — 0o en la ecuacion siguiente:

X(t) +p2 /O X (s)ds = ps /0 (I(s) — T)ds,

tenemos que tlggo X(t) = 0 (no solo su limite inferior).

Para terminar esta demostracién, cambiamos la notacién: u(t) = G(t) — Gp,v(t) = I(t) — I.
Notemos que como estamos suponiendo G(t) > G Vit es claro que u(t) > 0 Vt, y de igual
forma, como por hipétesis I(0) > I, por la proposicién 1 tenemos que I(t) > I, Vt, luego
v(t) >0 Vi.

Reescribimos las ecuaciones

%(t) = —pu(t) — X(t)u(t) — X(£)Gy
%(t) = —pa X (1) + pav(t)
dv

Integrando las tres ecuaciones entre t e co y usando que lim u(t) = lim X (¢) = lim v(¢) =0,y
t—o0 t—ro0 t—o0

cambiando los signos obtenemos

u(t) = pl/ s)ds +/ X (s)u(s)ds + Gb/ X(s (22)
X = | °Ox<s>ds g / " u(s)ds (23)
o(t) = pe /t  o(s)ds — pa /t " su(s)ds (24)

De la ecuacién (23) tenemos que

P /too X(s)ds = X(£) + ps /too o(s)ds.

Dado que X (t) > 0 tenemos que
/ X(s)ds > — v(s)ds. (25)

De igual forma, de la ecuacién (24) deducimos

[e.e] o
p6/ v(s)ds > p4/ su(s)ds
t t
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Pero como s > t = su(s) > tu(s) tenemos

/ v(s)ds > t— u(s)ds.
t Pes Ji

Ahora, combinando (25) con la desigualdad anterior, resulta que

/ X(s)ds > P3P u(s)ds.
t P2pe Ji

De la ecuacién (22) obtenemos que

)z i [ ulsds Gy [ X ()i,

y reemplazando la integral de X ()

G oo
u(t) = (n + 228 [ u(s)as,
P2P6 t

Llamando ahora

w(t):/ u(s)ds y a:p3p4Gb,
t P2pe

podemos reescribir la dltima desigualdad como

%(t)s—(pwat)w(t) s W@

e integrando obtenemos que

b’ (s) /1t w(t) t?
ds < — [ (p1+as)ds = log < —(pit +a—).
e < = ) ok s > b S5 < Gt +05)
Luego ,
w(t) < w(0)e~Prite’s),
Equivalentemente

o0 t2 2t a2
/ u(s)ds < CeP'=%3 = / u(s)ds < Ce P2t
¢ t

para alguna constante C. Por otro lado, sabemos que u(t) es una funcién decreciente, por lo

tanto o
tu(2t) < / u(s)ds,
t

y entonces
1 a
u(2t) < zCefpltfﬁtQ.

Llamando ahora h = g, y tomando ¢ > 1, podemos escribir

u(t) < Cre M.
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Ademds, usando (25)
>Gb/ X(s)ds > Gb/ v(s)ds,
t

luego obtenemos

2

/ v(s)ds < Che™ M
t

Por otra parte

d &0 0
W1y > —psu(t) = v(t) > e Potu(0) = / 5)ds > v(0) / erosgs — YO —pot

dt ¢ Pe

Luego
oo
Cse Pst < / v(s)ds < Che™M
t

lo cual nos conduce a una clara contradiccion.
Por lo tanto en algiin tiempo finito ¢ la solucién G(t) pasara por debajo de Gjy. O

5.3. Una variante: modelo V

Bergman y su equipo examinaron un conjunto de siete modelos que podian servir para modelizar
el proceso fisioldgico del que se ha hablado, a partir de los datos de un IVGTT. Comparandose
sobre la base de una serie de criterios especificos, el modelo minimo fue elegido entre ellos, ya
que fue capaz de tener en cuenta la dindmica de insulina con el menor niimero de parametros
fisiol6gicamente significativos durante un IVGTT. Nos parece interesante introducir aqui otro
de los modelos estudiados por Bergman y su equipo, (el llamado modelo V'), que fue rechazado
en ultima instancia en beneficio del modelo minimo. Segin los resultados que se ofrecen en
los articulos originales de Bergman y su equipo [15, 3], este parece comportarse de una forma
muy similar al modelo minimo, incluso obteniendo mejores ajustes a los datos experimentales
en varios ensayos. Ademads, tiene el mismo nimero de pardmetros que el modelo minimo y no

posee una parte no lineal de este 1ltimo. Este modelo V tiene la siguiente forma:

%(t) — (Gt = Gy — X (1), G(0) = po, (26)
S0 = nXO) () - B, X(0) =0, (27)
dI
—(t) = pa[G(t) = ps] Tt —pslI(t) — L), 1(0) =Ty +pr. (28)

dt



36

6. Experimentos computacionales

Se ha programado un método numérico de resolucién con el sofware matematico Matlab, para
analizar los datos de la glucemia e insulinemia proporcionados tras un IVGTT. Se muestran los
resultados obtenidos después de la simulacién del modelo de Ackerman, el modelo minimo, y por
dltimo el modelo V. Se expone ademaés la resolucién original del modelo minimo. El programa

consta de tres bloques principales que describiremos a continuacion

Entrada de datos

Los datos introducidos en el programa son los valores de glucosa e insulina proporcionados por
un estudio realizado por Bergman y su equipo, obtenidos en los diferentes tiempos de extraccion
tras el IVGTT. Se muestran a continuacién los datos que se van a utilizar, los cuales han
sido tomados de un estudio realizado por el propio equipo de Bergman. Para ajustar los datos
experimentales con los modelos tedricos, vamos a utilizar un método de minimos cuadrados (no

lineales y con pesos), cuya formulacién matemaética es la siguiente:

" G(tl) — éz 2 . ~ I(ti) - jz ’
EMC_i;wl< & ) +Z§wz< 7 ) :
donde Gy e I; son los datos experimentales obtenidos después del IVGTT y G(t;), I(t;) los
valores obtenidos a partir del correspondiente modelo, y w; y w; son los pesos para la glucemia
e insulinemia respectivamente. Se pretende dar més importancia, en el proceso de minimizacion
por minimos cuadrados no lineales, a aquellas medidas que sean mas fiables. En el proceso de
minimizacién se ponderan como 0 los primeros tiempos del IVGTT, puesto que se asume la
existencia de un tinico compartimento de glucosa bien mezclado, el cual suele alcanzarse a los 8
minutos de la inyeccién del bolo. Esto representa el retardo existente desde la toma de glucosa
y su correcta distribucién por el organismo. Luego asignamos los pesos w; correspondientes a la

glucemia de la siguiente forma:

* 0 para todos los tiempos anteriores al minuto 8. Teniendo en cuenta de esta forma el

retardo anteriormente mencionado.

* 10 para el instante t=8. Puesto que se considera la medida més importante y fiable de la

muestra. Esto se cita en todos los articulos que realizan analisis de este tipo.
* 1 para el resto de los tiempos.
Para el caso de la insulinemia, se utilizan los siguientes pesos w;:

* (0 para los 2 primeros tiempos, pues se tiene en cuenta aqui el retardo existente entre la
entrada de glucosa al organismo y la estimulacion de las glandulas endocrinas que segregan

la hormona.



Tiempo (min)

Glucemia (G, mg/dl)

Insulinemia (I;, pUI/ml)

0 92 11
2 350 26
4 287 130
6 251 85
8 240 o1
10 216 49
12 211 45
14 205 41
16 196 35
19 192 30
22 172 30
27 163 27
32 142 30
42 124 22
92 105 15
62 92 15
72 84 11
82 77 10
92 82 8

102 81 11
122 82 7

142 82 8

162 85 8

182 90 7

Cuadro 2: Datos utilizados tomados de [11].
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* 10 para los instantes t = 4,6 y 8, ya que se consideran las medidas mds importantes y

fiables de la muestra, puesto que detallan el primer y principal pico de accién de la insulina.

* 1 para los demads tiempos.

Calculos

Respecto de la glucemia e insulinemia basales (G, Ij), existen varias posibilidades a la hora de
elegirlos. Las méds comunes son tomar los valores iniciales en ¢ = 0, los finales, o una media
entre ambos. Nosotros hemos optado por esta tltima, aunque las otras son igualmente vélidas.
El método implementado consiste en minimizar el funcional anteriormente descrito eligiendo los
parametros del modelo a estudiar mediante algin algoritmo de optimizaciéon. Hemos utilizado
el algoritmo fminsearch para los casos en los que no ha sido necesario imponer restricciones de
cota, aunque también hemos utilizado fmincon (que utiliza las restricciones pertinentes) para
los casos en los que fminsearch no proporciona una solucién adecuada (que todos los pardmetros
sean positivos). Durante el proceso de minimizacién, se han resuelto los sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias mediante el algoritmo ode/5 de Matlab (que utiliza un método encajado

Runge-Kuta) con unas tolerancias relativa y absoluta de 1076 y 10~ respectivamente.

Salida de resultados

En el test de parada para el algoritmo de optimizacion se han utilizado las tolerancias que vienen
por defecto, aumentando el nimero méximo de iteraciones o evaluaciones de funcién permitido
cuando ha sido necesario. Si la convergencia ha sido satisfactoria, el programa proporciona los
valores tedricos de la glucemia, insulinemia (los valores de la variable X (¢) si corresponde) en
cada instante, los pardmetros de cada sistema, asi como los indices S; y Sg en el caso del modelo

minimo, y la suma de minimos cuadrados final.

Un aspecto muy importante para la convergencia del método es la estimacién inicial de los
parametros que describimos a continuacién. En este sentido, hemos realizado algunas pruebas y
experimentos previos para determinar los mejores parametros de partida.

6.1. Implementacién del Modelo de Ackerman

Habiamos llegado al sistema siguiente:

%w — —p1(G(1) - Gy) — paI(t) — Ip) (29)
1) = (1) ~ Gy) — ps(1(1) — Iy (30)

Veamos cémo realizar una estimacién inicial de los pardmetros, necesaria para comenzar el

proceso iterativo: Si consideramos primero que G(t) = G} entonces

B0 = —po(1) — 1),
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Figura 5: Ackerman Glucemia

e integrando la ecuacion

I(t) — I = ke Pst,
Tomando dos puntos ¢; y t;, con ¢ < j, podemos deducir que

I(t;) — I

_ ep3(tj_ti)’
I(tj) — I

y despejando

Anélogamente, si I(t) = I

G(t;) -G
log (&=t

(tj —ti)

Ahora, estimamos p2 y p4 por diferencias finitas

= P1-

G(t)) — G(t)

j i

Luego
Dy [G(tj) - G(t:)

e A | P o)

Y de igual forma
~ [I(tj) —I(t;)
Pa=|\—FT—7F

—y +p3(I(ti) — Ib)}
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Figura 6: Ackerman Insulinemia
Parametros | Valores estimados
P 2,73281 - 102
D2 6,60192 - 10~2
P3 5,64145 - 1071
P4 1,34963 - 10~ 1
Go 3,88734 - 102
Iy 7,64246 - 10?
To 40,28408
EMC 0,85807

Cuadro 3: Resultados Modelo de Ackerman

6.2. Implementacién del Modelo Minimo

200

Realizamos primero la estimacién inicial de los pardmetros. Sabemos que las graficas de G(t) e

I(t) tienen una forma similar a una exponencial. Sobre todo la primera, ya que la grafica para

la insulinemia puede presentar un segundo pico de accién en ocasiones bastante pronunciado.

Por esta razén, es conveniente utilizar los primeros datos para una mejor estimacioén, puesto que

mas adelante la forma es mas dificil de ajustar.

Para un ¢ pequeno, podemos considerar que

dG

E(t) = —p1(G(t)

- Gy), yaque X(0)

0.
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Luego de forma similar a lo realizado con el anterior modelo:
G(ti)=Gy
oy — 8lEt)=G,)
(tj — i)
El valor ps lo aproximamos inicialmente con el valor basal de la glucemia:

D5 = Gh.

Como antes, inicialmente podemos considerar que

1) = —poli(t) ~ 1),
de donde
log(7(75-7;)
P -t

El parametro py se estima de nuevo por diferencias finitas:

(I — 1) |
—( - +muw_h0KWO—%ﬁﬁ

Desarrollando igual que con el modelo de Ackerman, obtenemos p7

pr = (I(t;) — I)eP",

luego podemos estimar asi el valor inicial de insulina:
1(0) = Iy + pr.
Anidlogamente tenemos que:
G(0) = Gy + (G(t;) — Gp)ePrti.

Por ultimo, para los pardmetros ps y ps utilizamos el conocimiento de sus valores tipicos, ya que
son parametros que se encuentran en la ecuacion correspondiente al efecto de la insulina activa,

la cual es una variable no observable directamente:

pr=10"2 p3=6-107F.

6.3. Implementacién del Modelo V

La estimacion de parametros del modelo V, es la misma que para el modelo minimo, salvo que
en este caso, como no tenemos conocimiento explicito de los intervalos en los que se encuentran

estos dos parametros, los aproximamos de forma similar al modelo minimo:
-2 —6
p2=10"7, p3=10".

Al no ser dos sistemas demasiado diferentes en cuanto a estructura, podemos suponer un com-
portamiento parecido. Sin embargo, notamos que hemos tomado p3 ligeramente distinto, después
de realizar varios ensayos porque eran los que ofrecian unos mejores resultados en la practica,

es decir, un menor error en el proceso de minimizacion.
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Figura 7: Modelo minimo Glucemia
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Figura 8: Modelo minimo Insulinemia
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Figura 9: Modelo minimo insulina activa

Parametros | Valores estimados
1 4,4488 - 1072
P2 0,8304 - 1072
p3 3,9739 - 1076
P4 4,772 - 1073
j23 8,67768 - 10
D6 3,0551 - 107!
p7 3,9903 - 102
Gy 3,1986 - 102
Iy 4,0803 - 102
St 4,7855 - 104
Sa 4,4488 - 1072

EMC 0,59755

Cuadro 4: Resultados Modelo Minimo

200
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Figura 10: Modelo V Glucemia
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Figura 11: Modelo V Insulinemia
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Figura 12: Modelo V Insulina Activa

Parametros | Valores estimados
p1 5,1753 - 10~2
P2 7,2721-107°
P3 3,2949 - 1076
P4 3,9799 - 107°
D5 8,6689 - 10
D6 3,1043 - 1073
p7 4,0816 - 102
Go 3,2718 - 102
Iy 4,1716 - 102

EMC 0,59848

Cuadro 5: Resultados Modelo V
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SEPARADO GLUCOSA
350 T T T T T

300 — =

Glucemia{mgldl)
[ n
(=] h
o (=]

=
o
o

100

50 ! ! | ! L ! L ! !
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tiempo {min)

Figura 13: Resolucién original glucemia

6.4. Resolucion original

Como se ha repetido en varias ocasiones, originalmente Bergman y su equipo realizaron el ajuste
por minimos cuadrados separando la parte de la glucosa de la parte relativa a la insulina. Incluso
diseniaron un software denominado MinMod para llevar a cabo este tipo de ajuste. Aunque ma-
tematicamente este planteamiento es claramente incorrecto, nos ha parecido interesante disenar
un algoritmo en Matlab, que simule esta forma de resolucion, es decir, que por una parte se
resuelvan las ecuaciones (12) y (13), utilizando los datos interpolados de la insulinemia como
input, y por otro lado la ecuacién (14) utilizando esta vez los datos interpolados de la glucemia
como entrada. Mostramos las graficas obtenidas en las figuras 13, 14 y 15.

Observamos que los pardmetros Sg y St se encuentran en este caso en los intervalos esperados.
Podemos apreciar también la existencia de dos errores de estimacién, uno haciendo referencia a
la resolucién de las 2 primeras ecuaciones del modelo y 1égicamente el otro a la resolucion de la

ultima ecuacion.

7. Conclusiones

Podemos observar que existe una diferencia aproximada de dos décimas entre los errores del
proceso de minimizacién del modelo de Ackerman y los modelos «de Bergman». Esta claro que
estas diferencias son notorias (40 % aproximadamente). Sin embargo, teniendo en cuenta que
el modelo de Ackerman fue pionero en el estudio de este proceso bioldgico y que éste se desa-
rroll6 para el estudio del OGTT y no del IVGTT, del cual se han obtenido los datos, podemos
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Parametros | Valores estimados
D1 0,024194
D2 0,025446
P3 1,4435-107°
D4 4,03089 - 1073
D5 101,60347
D6 0,298357
pr7 385,3332
Go 277,2075
Iy 394,3332
Sy 5,6729606 - 10~
Sa 0,0242
EMC, 0,0176
EMCy 0,69013
EMCsyma 0,7078

Cuadro 6: Tabla Modelo por separado

decir que el ajuste que realiza el modelo es bastante bueno. Estudiando las figuras obtenidas
anteriormente, podemos apreciar que el modelo de Ackerman ajusta bastante bien los datos
de la glucosa, pero no tanto los de la insulina. Esto es debido a que normalmente la insulina
muestra dos picos de actividad, el primero més pronunciado que el segundo, y este suceso no
es tenido en cuenta en este modelo, mientras que si en los modelos V y minimo. Por ultimo,
anadir que el tiempo de computacién del modelo de Ackerman es considerablemente méas bajo
que en los modelos V y minimo (debido a ser un sistema lineal), lo que lo convierte en un modelo

todavia bastante eficiente en la préactica.

El modelo que menor error ofrece es el modelo minimo, aunque por una diferencia conside-
rablemente pequena con respecto al modelo V. Légicamente éste era el resultado esperado para
nuestros estudios, ya que hemos expuesto varias razones por las que el modelo minimo es el
mas utilizado en la actualidad. Sin embargo, hemos constatado (como le pasé a Bergman y su
equipo) que el modelo V ha obtenido un resultado muy competitivo. Teniendo en cuenta que la
ecuacién para la cinética de la glucosa en el modelo V es lineal, resulta ademaés que la resolucion
numérica del sistema es mas rapida. Para poder obtener conclusiones mas sélidas, esté claro que
habria que realizar este tipo de estudios sobre un conjunto de muestras mucho méas numeroso,
pero la obtencion de éstas es logicamente costosa y esta fuera de nuestro alcance. No obstante,
parece que la principal razén del triunfo del modelo minimo fue la interpretacién fisiolégica de

los parametros, asi como su obtencién, ya que no se conoce una forma explicita de calcular
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Sa y St para el modelo V, mientras que como hemos visto, con el modelo minimo se obtienen
de manera muy sencilla.

En el caso del modelo minimo ajustado por separado tenemos dos errores de estimacion: EM Cq
hace referencia al error en la parte de la glucosa, mientras que el EMC5 a la parte de la insulina.
Se observa que el primero de estos es considerablemente bajo, pero el valor que nos interesa seria
la suma de ambos (EM Csyma), €l cual es una décima més pequeno que el obtenido para el modelo
de Ackerman, pero una mayor que para los modelos minimo y V.

No obstante, debido al diferente niimero de parametros que utiliza cada modelo, resulta claro
que cuanto mayor sea éste menor serd (en general) el error de minimos cuadrados. Para poder
comparar los ajustes obtenidos en estos casos se suele utilizar un criterio tipo el de Akaike

corregido, cuya expresion viene dada por

MC

E 2%k(k + 1
AIC: = nlog <n) + 2k + 2k(k+1)

n—k—1

donde n es el nimero de datos y k el nimero de pardmetros estimados. Por ejemplo, aplicando
esta férmula a los modelos de Ackerman y minimo con n = 24, k = 6 y k = 8, respectivamente,
con sus valores EMC' dados en los cuadros 3 y 4, resulta que los correspondientes valores de
AICc son —63,01 y —63,03, por lo que segin este criterio la bondad del ajuste del modelo
minimo es sélo ligeramente superior al de Ackerman.

En cuanto al estudio de las graficas, observamos que a simple vista los datos de la glucemia e
insulinemia se ajustan de una forma muy similar. Para los modelos V y minimo, en el caso de
la variable efecto de la insulina activa, se observa un pico en el intervalo [40, 50] minutos.
Respecto de los pardmetros biolégicos del modelo minimo, observamos que (cuando se ajustan
las tres ecuaciones) el valor S de la sensibilidad a la insulina se encuentra dentro de su intervalo
esperado. No es el caso para la eficacia de la glucosa Sg, que queda un poco por encima. Cuando
se ajustan por separado, ambos factores S; y S, se encuentran en los intervalos esperados.
Estudios realizados por Cobelli [10] han demostrado que cuando se utiliza el modelo minimo
(ajustado por separado) para interpretar un IVGTT se obtiene una sobrestimacién de Sg y una
subestimacién de S;. Curiosamente en nuestro caso se presenta esta circunstancia para Sg en
la resolucién conjunta, aunque la desviacién no es muy grande, mientras que no aparece en el

ajuste por separado.

7.1. Comparativa de la estructura de los modelos

Realizaremos en este apartado una breve comparacion entre los tres modelos implementados. El

modelo de Ackerman y el minimo tienen la siguiente forma:

1) = (@) - G~ pa(t) - 1) (31)

dI

) = - . (32
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)= -p(G) - G) - X(OG()  G(0) =y (33)
) = —mX () +pslI() - B X(0) =0 (39)
%(t) = - I(0) = pr + I (35)

Si observamos atentamente las partes coloreadas. La parte en rojo es idéntica en ambos modelos,
aunque es claro que los pardametros p; no son los mismos. La parte verde muestra cierta similitud
en cuanto a que, como hemos dicho ps es el valor umbral a partir del cual se activa el pancreas, el
cual es muy cercano a GGp. Ambas expresiones estan multiplicadas por un parametro p4, aunque
en el caso del modelo minimo aparece la funcién parte positiva y el producto por t, como se
explicd en la Seccion 5. Por dltimo, el término naranja vuelve a ser comtn a ambos modelos.
Observamos asi que los dos modelos estan muy relacionados, siendo este hecho normal, ya que
parece logico que los modelos que surgieron para mejorar el de Ackerman lo utilizasen como

base en sus estudios.

7.2. Ventajas, limitaciones y modificaciones

El modelo minimo nos permite evaluar de forma eficaz y segura distintos pardametros implicados
en la tolerancia a la glucosa tanto en el individuo sano como en el diabético. Su realizacién es
bastante mas sencilla que la del CEH, y nos permite obtener un indice de S; altamente corre-
lacionado con el obtenido con esta segunda técnica. Puede utilizarse para conocer los cambios
metabdlicos a través del tiempo en un mismo sujeto, o valorar la eficacia de ciertas terapias
farmacologicas o dietéticas en diferentes patologias. Finalmente, el modelo minimo proporcio-
na también otros parametros de interés en el estudio de la tolerancia a la glucosa, como la
efectividad de la glucosa y la respuesta aguda insulinica a su estimulo.

El indice St obtenido mediante el modelo minimo ha demostrado ser un potente predictor del
desarrollo de la diabetes en hijos de padres diabéticos; de igual forma, se ha estudiado la relacion
existente entre este coeficiente y la arteriosclerosis y otras enfermedades de riesgo cardiovascular.
Uno de los problemas que presenta el modelo minimo es, como se ha visto en la Proposiciéon
4, la aparicién de oscilaciones no acotadas en las soluciones. Gaetano y Arino en [9] proponen
un modelo alternativo, con ecuaciones con retardo, para evitar este fenémeno. Este modelo se
conoce como modelo dinamico.

Por ultimo, podemos afniadir que el modelo minimo presenta dificultades para conseguir buenas
convergencias y parametros precisos en determinadas circunstancias. Con esto también queremos
decir, que un cambio no muy grande en los parametros iniciales puede llevar a soluciones distintas
e incluso a problemas en el proceso de minimizaciéon durante la estimacién de parametros. Los
resultados obtenidos, asi como el gran nimero de ensayos realizados muestran que, como es

comun, no hay un tnico conjunto de parametros que caractericen un IVGTT.
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Haciendo referencia a las principales motivaciones del estudio de este tipo de fisiopatologias,
muchos investigadores siguen trabajando en el desarrollo del Pancreas artificial, con el fin de
que (sobre todo los diabéticos tipo 1) puedan olvidarse de su enfermedad. Se han propuesto
varios modelos de dispositivos; el principio es simple: conectar un sensor de glucosa a una bomba
de insulina, lo cual a través de un ordenador programado para interpretar las lecturas de los
sensores decide la cantidad de la hormona que se necesita. Sin embargo esto no es nada sencillo,
los sensores son lentos y propensos a errores, mientras que la insulina inyectada puede tomar
horas para producir un efecto, y una persona diabética precisa de los aportes de insulina en un
intervalo no muy largo de tiempo. Para una persona con diabetes, que realiza el calculo de las
dosis de insulina varias veces al dia, ceder esta responsabilidad y las consecuencias que esto pueda
tener a un ordenador es de enormes proporciones, luego los investigadores tendran garantizar
que es seguro y que puede sustituir los tratamientos en su totalidad o en parte, especificando esto
claramente. Como hemos notado durante el desarrollo del proyecto, existen una gran variedad
de modelos para la representacion de este proceso, y de igual forma existe una gran variedad
de situaciones que pueden ocurrir en el organismo de una persona diabética. Con esto queremos
decir que el organismo humano es un sistema muy complejo, en el cual obviamente es muy
dificil predecir qué reacciones van a ocurrir y en qué medida lo van a hacer. Obviamente la
fisiopatologia de la DM es también un sistema muy complicado en el que interfieren como hemos
visto multitud de variables y pardmetros, y el hecho de que no se puedan tener todas ellas en
cuenta en un modelo unificado, hace que sea muy dificil la existencia de un pancreas artificial, ya
que en el caso de que se dispusiera de tal modelo, constaria probablemente de una gran cantidad
de parametros y ecuaciones, lo que aumentaria considerablemente el proceso de resolucién, y una
persona diabética precisa como hemos dicho del aporte de insulina durante un intervalo no muy
largo de tiempo después del aumento de la concentracién de glucosa en sangre, luego no parece
aceptable que el tiempo de resolucién sea elevado. Parece claro que de momento la cura biolégica
para la enfermedad estd lejos de conseguirse. Mientras los investigadores trabajan en ésta, el
desarrollo de un recurso provisional valioso hasta la obtencién de tratamientos biolégicos eficaces
o incluso curas futuras es de gran importancia, sin embargo, podemos ver que el desarrollo en un
futuro no muy lejano del pancreas artificial 6ptimo, parece estar todavia lejos de convertirse

en algo real.
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