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RESUMEN

En este Trabajo de Fin de Grado se adopta la propuesta teérica del razonamiento
covariacional para acercarse a la forma de razonar de los estudiantes cuando utilizan el
concepto de funciéon en el aula de economia. En particular, se centra la atencion en el
uso de las representaciones graficas para recoger relaciones entre magnitudes
economicas. A través de un cuestionario basado en tareas, se analizan las formas de
pensar de un grupo de estudiantes de primer curso del Bachillerato cuando se enfrentan
a tareas de representacion y de interpretacion de relaciones funcionales sencillas
planteadas en un contexto econdmico que les resulte cercano.

En este trabajo se incluyen tanto las tareas planteadas en el cuestionario como el
anadlisis de las respuestas proporcionadas por los participantes. Los estudiantes
resolvieron actividades vinculadas a contextos reales como tarifas de transporte, ahorro
para un viaje y produccién agricola de trigo. Tras el analisis de los resultados obtenidos,
se propone el uso del programa GeoGebra como recurso didactico para la mejora de la
interpretacion de funciones matematicas aplicadas a situaciones econémicas.

La informacion recogida pone de manifiesto que los estudiantes encuentran grandes
dificultades a la hora de representar relaciones que se les presentan de manera verbal.
En cuanto a las tareas de interpretacion de representaciones dadas, se observa que
encuentran dificultades incluso para dar sentido a la pendiente de relaciones lineales
sencillas.

Tomando como referencia la informacion obtenida, se recurre al programa GeoGebra
para elaborar una serie de construcciones dinamica orientadas a facilitar que los
alumnos superen las dificultades identificadas y sean capaces de razonar en términos
covariacionales.

Palabras clave: funciones, variable dependiente, variable independiente, razonamiento
covariacional, GeoGebra, representacion grafica.

ABSTRACT

In this Bachelor's Thesis, the theoretical framework of covariational reasoning is adopted
to approach the way students reason when using the concept of function in the
Economics classroom. In particular, attention is focused on the use of graphical
representations to capture relationships between economic quantities. Through a task-
based questionnaire, the ways of thinking of a group of first-year high school students
are analyzed as they engage with tasks involving the representation and interpretation
of simple functional relationships presented within a familiar economic context.

This study includes both the tasks posed in the questionnaire and the analysis of the
responses provided by the participants. The students solved activities related to real-life
contexts such as transport fares, saving for a trip, and wheat agricultural production.
Based on the analysis of the results obtained, the use of the GeoGebra software is
proposed as a didactic resource to improve the interpretation of mathematical functions
applied to economic situations.

The collected data reveals that students face significant difficulties when representing
relationships presented to them verbally. Regarding the interpretation of given
representations, it is observed that they struggle even to make sense of the slope in
simple linear relationships.

Based on the information gathered, the GeoGebra software is used to design a series of
dynamic constructions aimed at helping students overcome the identified difficulties and
develop the ability to reason in covariational terms.

Keywords: functions, dependent variable, independent variable, covariational
reasoning, GeoGebra, graphical representation.
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1. INTRODUCCION

Las funciones desempefian un papel fundamental en las asignaturas introductorias a la
economia de la educacion secundaria. Los libros de texto de la materia estan llenos de
representaciones graficas, tabulares y algebraicas que recogen formalmente la relacion
entre distintas magnitudes econdémicas. La representacion grafica de la frontera de
posibilidades de produccion, la tabular de las funciones de costes o la algebraica de las
funciones de oferta y demanda, son algunos de los ejemplos mas conocidos.

La construccibn de modelos abstractos constituye una herramienta basica para
representar y analizar situaciones reales en disciplinas como las Matematicas y la
Economia. Estos modelos incluyen conceptos fundamentales como funciones, variables
o pendiente, que permiten establecer relaciones entre diferentes magnitudes.

Dada la relevancia del concepto de funcion, resulta fundamental que el profesor de
economia sea capaz de conectar los conocimientos matematicos previos con el uso real
de dichos conceptos en el aula de economia. Estudios previos destacan la importancia
de un enfoque interdisciplinar para lograr un aprendizaje significativo.

Actualmente existen recursos tecnologicos que pueden ser incorporados como
herramienta didactica en este proceso de ensefanza. GeoGebra permite manipular
representaciones graficas, algebraicas y tabulares de funciones, facilitando Ila
visualizacion y comprension de conceptos matematicos relacionados con situaciones
econémicas.

Este trabajo se centra en el caso de la representacion grafica de las funciones y
persigue los siguientes objetivos:
Revisar brevemente la propuesta tedrica del razonamiento covariacional como
marco desde el que lograr que los alumnos den sentido al concepto de funcion
como herramienta para recoger patrones de relaciones entre magnitudes
econémicas.
2. Analizar las formas de razonar de un grupo de estudiantes cuando se enfrentan
a tareas de elaboracion e interpretacion de representaciones graficas en
contextos econdémicos sencillos.
3. Utilizar la informacion obtenida para disefiar una propuesta didactica basada en
el uso de construcciones dinamicas con GeoGebra que facilite el desarrollo del
razonamiento covariacional.

Este TFG se organiza en tres partes que coinciden con los tres objetivos indicados
ademas de esta Introduccion y una seccion final de Conclusiones. La primera de ellas
trata el marco tedrico del proyecto y aborda la transicion del concepto de funcion desde
el aula de matematicas al aula de economia y el razonamiento covariacional. La
segunda parte consta de un analisis detallado del razonamiento de los estudiantes a
partir de un cuestionario dividido en tareas de representacion e interpretacion. Por
ultimo, la tercera parte trata la presentaciéon de una propuesta didactica basada en
construcciones dinamicas con GeoGebra.
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2. FUNCIONES, GRAFICAS Y RAZONAMIENTO
COVARIACIONAL: DEL AULA DE MATEMATICAS A LA DE
ECONOMIA

21. LAS FUNCIONES: DEL AULA DE MATEMATICAS A LA DE
ECONOMIA

Con la implantacion de la nueva ley educativa, la LOMLOE, se ha incrementado la
importancia sobre la comprension de los conceptos y las competencias que deben
desarrollar los alumnos. Esta ley tiene como objetivo que el alumnado comprenda los
conceptos que se ensefian en clase en lugar de limitarse a aplicar simplemente
aprendizaje descontextualizado.

Uno de los contenidos donde esta falta de contextualizacion es evidente es el concepto
de funcion. La funcion esta definida como la herramienta que se utiliza para modelizar y
estudiar multitud de fendmenos sociales, naturales, cientificos, etc. Las funciones
describen relaciones entre magnitudes de tal manera que, conociendo el valor de alguna
de ellas, se obtiene el valor de la otra, es decir, facilita recoger la relacion entre variables
dependiente e independiente y a hacer frente a situaciones de la vida diaria (Colera
Jiménez et al., 2022). A su vez, las competencias propuestas en la LOMLOE persiguen
que los estudiantes sean capaces de reconocer, en otras materias y situaciones, los
conceptos trabajados en la clase de matematicas.

A pesar del enfoque competencial sugerido por la LOMLOE, en la practica docente
prevalece una metodologia procedimental, centrada en la resolucion mecanica de
ejercicios sin conexidn con situaciones de la vida real. Este alejamiento entre teoria y
practica impide que los estudiantes apliquen los conceptos matematicos a situaciones
reales y a otras disciplinas como la economia (Barnett & Ceci, 2002).

Esta perspectiva matematica se aleja de la realidad en la que se aplican las funciones.
En el caso de la economia, encontramos las relaciones entre el precio y la demanda, la
funcion de produccion, etc. Sin embargo, estas aplicaciones no se suelen trabajar en el
aula de Matematicas. A causa de este distanciamiento, los estudiantes encuentran
dificultades a la hora de aplicar conceptos matematicos a contextos econémicos (Barnett
& Ceci, 2002). Con el fin de que el alumnado sea capaz de construir una imagen
conceptual, se propone la integracion entre representacion y concepto (Sierpinska,
2014).

En los cursos de Bachillerato de la modalidad de Ciencias Sociales, los alumnos que
cursan la asignatura de Economia estudian el concepto de funcion analizando
situaciones de ingresos-costes, oferta-demanda, etc. En estos cursos, se da mas
importancia a la contextualizacion de los problemas. Se trata de hacer que los
estudiantes comprendan lo que esta siendo explicado en lugar de limitarse a seguir un
procedimiento mecanico (Lesh & Kelly, 2000).

Aun asi, la ensefanza de las funciones mantiene predominantemente un enfoque
procedimental, lo que hace mas dificil que los alumnos trabajen la conexion entre un
contexto realista y un problema matematico especifico. Si nos fijamos en algunos de los
libros que se usan en esta etapa educativa, como son el de Anaya y el de Tu Libro de
Bachillerato, vemos que las actividades se centran en la resolucion de ejercicios
mediante procedimientos mecanicos. (Narvaez Villena et al., 2022; Cérdoba Vazquez &
Rodriguez Gallego, 2020). Como consecuencia, los estudiantes presentan dificultades
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a la hora de relacionar el contexto real con el problema planteado. Esta limitacién en la
ensefanza tiene implicaciones directas en asignaturas como Economia, donde el uso
de funciones exige una comprension mas contextualizada y flexible. No obstante, para
comprender plenamente el papel de las funciones en la economia, es esencial
considerar cdmo se presentan en los libros de texto y en las practicas de aula. En los
libros de Economia, las funciones no se abordan de forma abstracta, como en
Matematicas, sino aplicadas a contextos reales mediante el uso de tablas, graficas y
expresiones algebraicas. Este uso simultaneo de diversas representaciones funcionales
exige que el alumnado desarrolle una capacidad de coordinacion entre ellas, algo que
no siempre se fomenta adecuadamente en la ensefianza matematica previa. Por
ejemplo, es frecuente encontrar representaciones graficas como la frontera de
posibilidades de produccion o las curvas de oferta y demanda, acompafadas de sus
respectivas tablas de valores concretos o expresiones algebraicas. Esta integracion
permite al estudiante analizar una misma relacion funcional desde diferentes
perspectivas, favoreciendo asi una comprensién contextualizada. Sin embargo, cuando
el tratamiento de las funciones en Matematicas se limita a una ensefanza mecanica y
descontextualizada, se dificulta la transferencia de este conocimiento a otras disciplinas
como la Economia. Ademas, algunos libros de texto de Economia introducen funciones
con mas de una variable. Este nivel de dificultad puede resultar problematico si el
alumnado no ha desarrollado previamente un razonamiento variacional sélido.

Por todo ello, resulta fundamental no solo que los estudiantes aprendan a manejar
correctamente las distintas formas de representacion de una funcion (algebraica, tabular
y grafica), sino también que sean capaces de describir verbalmente la relacién funcional
y de razonar sobre su variacion. Comprender las funciones en términos de razén de
cambio es clave para aplicar estos conocimientos a fenémenos econdémicos, donde la
variacion de una magnitud afecta simultaneamente a otra (Amy Ellis et al., 2022).

La falta de una comprensiéon del concepto de funciéon, combinada con una ensefianza
procedimental en Matematicas, contribuye a que los estudiantes tengan dificultades
para aplicar estos conocimientos en contextos econdmicos reales. Para facilitar la
comprension del concepto de funcion tanto en el aula de Matematicas como en la de
Economia es fundamental implementar actividades enfocadas en el modelado de
situaciones reales. Esto conlleva la inclusion de anadlisis y el empleo de herramientas
digitales como la que proponemos en este proyecto para comprender las funciones. De
esta forma, los estudiantes seran capaces de resolver problemas con mayor fluidez
(Ruiz Estrada, 2017).

2.2. LAS FUNCIONES DESDE LA PERSPECTIVA DEL
RAZONAMIENTO COVARIACIONAL

Segun lo comentado en apartados anteriores, el nuevo curriculum de matematicas de
la ley educativa LOMLOE tiene como prioridad ayudar a los alumnos a adoptar una
vision que haga comprendan los conceptos en lugar de memorizarlos. Adoptar una
vision que permita comprender la relacion entre variables es positivo para los alumnos
(Castillo-Garsow, 2012). El objetivo es que los estudiantes comprendan como funciona
la variacion entre variables, es decir, que sean capaces de ver el cambio continuo entre
magnitudes (Amy Ellis et al., 2022; Altindis et al., 2024)

Dentro de los muchos enfoques, nos vamos a centrar en el constructivismo radical. Lo
que sostiene el constructivismo radical es que el conocimiento no se transfiere, sino que
se construye individualmente. Cada estudiante construye el conocimiento a partir de sus
experiencias anteriores. De esta forma, cada alumno percibe los conceptos de manera
diferente e individual. Estudiar la forma en la que reflexionan los estudiantes es muy
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complejo ya que cada individuo interpreta y construye el conocimiento a partir de sus
propias experiencias. Una forma factible de estudiarlo es la creacion de modelos de
segundo orden. Estos modelos son representaciones creadas por el docente para tratar
de deducir el proceso de razonamiento de sus alumnos (Von Glasersfeld, 1995). Estos
modelos permiten identificar la forma en la que piensan los alumnos de manera que
puedan ser orientados hacia la forma en la que buscamos que piensen, con la
posibilidad de implementar practicas educativas diferentes (Von Glasersfeld, 2002).

Uno de los problemas mas comunes a los que se enfrenta el alumnado es dar significado
a los simbolos (Smith et al., 2014). Al no comprender la situacion real, los estudiantes
manipulan las expresiones sin conocer su significado y por lo tanto con desconocimiento
de lo que estan haciendo. Segun el constructivismo radical una forma para mejorar esta
situacién es el razonamiento cuantitativo. Lo que se busca a través del razonamiento
cuantitativo es conseguir que los estudiantes vean las magnitudes detras de los
simbolos matematicos. Usar como magnitudes conceptos que ellos conozcan y les
resulten mas familiares fomenta una mejor compresiéon por parte de los estudiantes
(Amy Ellis et al., 2022; Barnett & Ceci, 2002).

Una vez los alumnos son capaces de reconocer estas situaciones, pueden avanzar
hacia un razonamiento mas complejo, como el razonamiento covariacional. Este tipo de
razonamiento implica que los estudiantes deben ser capaces de ver la variacion
simultanea en dos magnitudes. Por ejemplo, se puede pedir a los alumnos que
reflexionen sobre la relacion existente entre el dinero que estan dispuestos a gastary la
cantidad de unidades que quieren conseguir de un bien que ellos consuman.

Dentro del razonamiento covariacional se pueden distinguir cinco niveles (ver Tabla 1),
mas concretamente: coordinacion, direccion, coordinacion cuantitativa, ratio media y
ratio instantanea (Carlson et al., 2002).

Tabla 2.2.1. Acciones mentales del marco de la covariacion
Accion mental Descripcion de la accién mental

Accion mental 1 (MA 1)  Coordinacion del valor de una variable con cambios en la
otra.

Accion mental 2 (MA 2)  Coordinacion de la direccion de cambios de una variable
con cambios en la otra.

Accion mental 3 (MA 3)  Coordinacion de la cuantia de la variacion de una variable
con la variacion de la otra variable.

Accion mental 4 (MA 4)  Coordinacion de la tasa media de variacion de la funcién
con los incrementos constantes de variacion de la otra
variable.

Accion mental 5 (MA 5)  Coordinacion de la tasa marginal de la funcién con las
variaciones continuas de la variable independiente para
todo el dominio de la funcion
Fuente: (Carlson et al., 2002)

Esta forma de visualizarlo permite al profesor acompanar el desarrollo del razonamiento
del estudiante. De tal forma, si un estudiante es capaz de llegar al nivel cuatro, los tres
niveles anteriores son superados automaticamente (Carlson et al., 2002).

En contraste con la vision de Carlson et al., (2002), Johnson (2015) sugiere que este

razonamiento es mas flexible. No lo observa desde un enfoque jerarquico, sino que
explica que un estudiante puede llegar a un nivel superior sin la necesidad de haber
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“superado” los anteriores. Esta visién tiene mas en cuenta el entorno en el que se
encuentra el estudiante y analiza como puede influir esto a su nivel de comprension.

En definitiva, incorporar el razonamiento covariacional en la educacién puede potenciar
la comprension del concepto de funcién y su habilidad para aplicarlo a situaciones
realistas (Ruiz Estrada, 2017).

2.3. RAZONAMIENTO COVARIACIONAL Y REPRESENTACION
GRAFICA DE LAS FUNCIONES

La representacion grafica constituye una de las muchas formas existentes para
comprender las relaciones entre variables. En muchas ocasiones, los estudiantes no
ven estas graficas de forma continua, lo que dificulta su interpretacion (Fernandez et al.,
2014; Carlson et al., 2002).

En la mayoria de los casos la resolucién de un problema que sélo dispone de enunciado
escrito supone un reto para los alumnos. Durante el estudio sobre el razonamiento
covariacional, Johnson (2015) sugiere un modelo para analizar el comportamiento de
los estudiantes a la hora de realizar una representacion grafica. Esta forma de analisis
consiste en seguir una secuencia de pasos a la hora de representar una grafica. El
primer paso es observar si el estudiante reconoce las variables involucradas. A
continuacion, se evalua su capacidad de reconocer la relacion existente entre ellas y si
percibe como varia una en funcién de la otra. Por ultimo, se observa si el estudiante es
capaz de representar la relacion graficamente. Ademas de esta secuencia de pasos,
también revela que no todos los estudiantes emplean el mismo método. Tras leer el
enunciado, los alumnos pueden optar por representar la situacién de tres maneras
distintas: algebraica, grafica o tabular.

En primer lugar, el uso del método algebraico puede implicar una aplicacién mas
mecanica de los procedimientos (Tall & Vinner, 1981). Lo habitual es que no conciban
la funcion como relacion entre variables sino simplemente la creacion de valores
puntuales. Los estudiantes que optan por escoger este método suelen tener un
razonamiento covariacional menos desarrollado ya que aun no han comprendido la idea
de cambio simultaneo entre variables (Castillo-Garsow, 2012).

En segundo lugar, aquellos alumnos que optan por el método tabular tratan de encontrar
una relacién directa entre los valores de input y output. Este método es propio de los
primeros niveles del pensamiento covariacional, dado que los estudiantes que lo eligen
no tienen una vision desarrollada al completo. Ademas, tienden a centrarse en comparar
valores individuales ya que les da la capacidad de obtener resultados mas concretos y
manipulables (Carlson et al., 2002).

Otra forma en la que los estudiantes son capaces de procesar y comunicar la variacion
simultanea de dos variables es mediante simulaciones interactivas y dinamicas. Se ha
demostrado que favorece una mejor comprension de la variacion de dos magnitudes
simultineamente (Panorkou & Germia, 2021). En este sentido cabe sefalar la
importancia de modelos mas visuales y dinamicos, que permitan la facil representacion
de fendmenos econdmicos (Ruiz Estrada, 2017).

Del mismo modo, también se han propuesto actividades y talleres que hagan uso del
espacio y el cuerpo. Al tratarse de un enfoque diferente, los estudiantes desarrollan el
pensamiento covariacional, no s6lo mediante la vista, sino empleando otros sentidos.
Por ejemplo, Smith et al., (2014), proponen pedir a los estudiantes que usen los brazos
para representar los cambios en la forma de una funciéon. Asimismo, Jonsson et al.,
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(2014) proponen el uso de modelos fisicos que muestran variaciones de temperatura
como recurso para favorecer la comprension de los cambios simultaneos entre
variables. Actividades de este tipo promueven una comprensiéon mas profunda de los
procedimientos implicados.

En conclusién, acompafar la interpretacion y creacion de representaciones graficas con
simulaciones, experimentos y actividades favorece la comprensién del concepto de
funcion y su representacion grafica. Diversificar las estrategias metodoldgicas en la
ensefianza de la representacion grafica, no solo favorece el desarrollo del pensamiento
covariacional sino también la adaptacion de diferentes puntos de vista.

3. ANALIZANDO EL RAZONAMIENTO DE LOS
ESTUDIANTES DE ECONOMIA

3.1. METODOS

3.1.1. Diseino del cuestionario

En un primer momento, decidimos realizar un cuestionario con el fin de obtener
respuestas mas concretas y poder ver los pasos que los estudiantes siguen en su
razonamiento mientras resuelven los ejercicios. El cuestionario iba a ser utilizado para
realizar dos entrevistas grabadas en video a dos alumnas voluntarias que cursan la
asignatura de Economia de primero de Bachillerato. Estas entrevistas se realizaron de
forma individual, garantizando un entorno cémodo con el fin de facilitar una
comunicacion abierta. La primera entrevista tuvo una duracion de 45 minutos y la
segunda entrevista una duracién de 30 minutos.

Con el fin de tener una vision mas completa, aplicamos el cuestionario a la clase entera
de Economia del mismo grupo. Este grupo esta formado por nueve alumnos de primero
de Bachillerato. Durante el cuestionario, no fue posible intervenir en el proceso de
resolucion de los estudiantes como en las entrevistas, por lo que incluimos un par de
preguntas mas que completaran las respuestas de los estudiantes (Ver Tareas 4 y 5
apartado b), Anexo Il). La duracion del cuestionario fue aproximadamente de 40
minutos. Este cuestionario nos permite conocer los conocimientos sobre la funcién, la
pendiente y la relacion entre variables de la totalidad del grupo.

Las tareas propuestas en el cuestionario estan divididas en dos bloques: un primer
bloque de representacién grafica y un segundo bloque de interpretacion. Las tareas
tienen como objetivo hacer a los estudiantes representar y explicar situaciones
cotidianas a través de conceptos matematicos. (Ver Anexo II).

3.1.2. Bloque I: tareas de representacion

Las dos primeras tareas piden a los alumnos que representen dos situaciones realistas.
En la primera de ellas tienen que representar una funcién que consta de dos intervalos:
uno en el que la funcién es constante y otro en el que es lineal creciente. En la segunda
tarea tienen que saber representar una funcién a tramos a partir de un contexto de
ahorro.
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En la Tarea 1, se pide a los estudiantes representar una situacién en la que se puede
observar un componente fijo, mas concretamente, la tarifa fija de un servicio de
transporte (Ver Tarea 1, Anexo ll). Los estudiantes deben ser capaces de dibujar ambos
trozos.

El ejercicio plantea la existencia de una tarifa fija de 5 euros que cubre los primeros 3
kildmetros de recorrido, aumentando la cuantia por kildmetro en 1 euro si se supera esta
distancia. Por tanto, la representacion grafica representa un coste fijo hasta los 3
kilbmetros y un aumento lineal cuando se supera esa distancia, donde la pendiente la
de la funcién es 1.

En la Tarea 2, se pide a los estudiantes que imaginen una situacion en la que deben de
ahorrar una cantidad de dinero que consideren necesaria para poder irse de viaje. Se
les plantea un primer ingreso de 100 euros el primer dia y un ahorro de 10 euros que se
produce Unicamente cada lunes (Ver Tarea 2, Anexo ).

Uno de los aspectos que se quieren analizar a través de esta tarea es la forma en la que
los alumnos conciben la variable de tiempo. De esta forma vemos como los estudiantes
conciben la relacién entre el tiempo y el ahorro semanal y como la representan.

3.1.3. Bloque Il: tareas de interpretacion

Las tres siguientes tareas se centran en la forma de razonar de los estudiantes sobre
su concepto de pendiente. Se pide a los alumnos que identifiquen el valor de la
pendiente y que expliquen con sus propias palabras la informacion que recoge la
representacion grafica.

La Tarea 3 se centra en el concepto de pendiente y los cambios que esta puede sufrir.
El ejercicio esta planteado de tal forma que el estudiante debe imaginar una situacién
de repostaje de gasolina para un coche (Ver Tarea 3, Anexo Il). El fin de esta tarea es
sondear si el estudiante interpreta adecuadamente los cambios de la pendiente.
Ademas, queremos averiguar si los estudiantes a corrigen el origen de la recta al
cambiar el precio por litro.

En la situacion inicial, el precio de la gasolina es de 1€/l. Esta condicion se les da
representada en una grafica y dando como ejemplo un repostaje de 20 litros a 20 euros.
A continuacién, se les pregunta como cambia la situacién si el precio de la gasolina
aumenta hasta 2€/I. Los participantes deben de dibujar en esa misma grafica en la que
esta representada la situacion inicial, el cambio que sufre la funcién al aumentar el precio
por litro.

En la Tarea 4 se propone a los participantes que analicen y expliquen con sus propias
palabras cual es el valor de la pendiente de la funcidn representada. En esta ocasion,
presentamos una relacién directa entre la cantidad de terreno disponible para cultivar,
medido en hectareas, y la cantidad total de produccion de trigo, medida en toneladas,
que se puede obtener con esas hectareas (Ver Tarea 4, Anexo Il).

En una figura (Ver Tarea 4, Anexo Il) se les muestra la funcidén T (h) que representa la

relacién que existe entre las hectareas y las toneladas de produccion de trigo. En esta
ocasion se trata de una funcion lineal.
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En el primer apartado de la tarea se pide a los alumnos que determinen el valor de la
pendiente de la funcion T'(h). Los participantes pueden obtenerla de varias maneras. En
el segundo apartado se les requiere que expliquen con sus propias palabras la situacion
representada en la figura (Ver Tarea 4, Anexo II).

En la Tarea 5 se propone una situacion muy similar a la de la tarea anterior. En este
ejercicio tenemos como objetivo averiguar como conciben la nueva situacién, queremos
averiguar si son capaces de ver que la productividad disminuye (Ver Tarea 5, Anexo ).
La diferencia con la tarea anterior es que se ha introducido un modelo no lineal, reflejo
de una situacién mas compleja que representa rendimientos decrecientes.

En el primer apartado de la tarea, se busca que los estudiantes expliquen con sus
palabras el cambio que han percibido al pasar de una tarea a otra. Al tratarse de una
forma curva, la pendiente ya no es constante a lo largo de todo el dominio, sino que va
a cambiando conforme nos movemos sobre su dominio. En el segundo apartado, deben
explicar con sus palabras el cambio en la productividad que viene representado en la
figura a una persona que no tiene conocimientos sobre el tema (Ver Tarea 5, Anexo Il).

3.2. RESULTADOS

En este apartado vamos a analizar los resultados que hemos obtenido tras llevar a cabo
las dos entrevistas y el cuestionario. Estudiaremos las respuestas de los participantes y
el proceso de razonamiento que siguen a lo largo de la realizacion de las tareas. En el
caso de los resultados de las entrevistas, hemos revisado los videos correspondientes
a cada una y hemos evaluado las respuestas de las participantes.

Dado que, en las entrevistas y en el cuestionario intervienen varios individuos, hemos
dividido a los participantes en dos grupos distintos: los estudiantes Estudiante 1 y
Estudiante 2 son los correspondientes a las entrevistas y los estudiantes E3 al E12 los
correspondientes al cuestionario.

3.2.1 Bloque I: tareas de representacion

Como hemos explicado previamente, la Tarea 1 presentaba el reto de plasmar una
funcion graficamente. Los participantes tenian que ser capaces de distinguir entre la
tarifa fija y la variable. En el momento de analizar las respuestas de las entrevistas y el
cuestionario vemos que los participantes se encuentran con alguna dificultad a la hora
de representar la funcion a tramos, especialmente la parte de la tarifa fija. En muchas
ocasiones, una tarifa fija la interpretan como un coste que va aumentando poco a poco
o incluso ignoran la posibilidad de recorrer menos de 3 kildmetros. Este tipo de fallos en
la concepcién del enunciado reflejan dificultades en el area de interpretacion de las
funciones a trozos.

Esta tarea nos permite analizar los pasos que siguen los estudiantes a la hora de
abordar la representacion de una funcion graficamente. Observamos como comprenden
los conceptos y cdmo deciden plasmarlos en el papel.

A lo largo de la primera entrevista, la participante comenzo6 escribiendo los datos de

forma esquematizada. Tras terminar de escribirlos, empez6 directamente con la
representacion grafica sin la necesidad de contar con apoyo algebraico, dibujando los
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ejes. La participante, ubicd de forma no convencional los ejes, situando los kilometros
como variable dependiente y el dinero como variable independiente. Esto indica una
falta de comprension a la hora de evaluar la relaciéon existente entre las variables.

En un principio, unicamente dio valores en los ejes cuando se trataba de 3 kildmetros y
5 euros, pero mas tarde afadié como puntos de referencia hasta los 5 kildbmetros y 8
euros. Después, procedid a dibujar puntos como si fueran coordenadas para a
continuacion, unirlos en una linea completamente recta que partia desde el punto de
origen (0,0) hasta el (8,5). Mientras dibujaba y unia los puntos, cuestiono la forma en la
que debia representar la tarifa fija. Esto demuestra que, a pesar de no haber sabido
resolver bien el ejercicio en un primer instante, era consciente de que la relacion km-
precio no era la misma todo el tiempo, sino que cambiaba conforme aumentaba la
distancia recorrida. Tras una reflexién guiada en la que se le proponia imaginarse cémo
cambiaba el importe si aumentaba muy poco a poco la distancia recorrida, logré ajustar
la representacion correctamente.

En este proceso observamos como muestra pequefos indicios de pensamiento
covariacional ya que se plantea el cambio que tiene lugar en el coste cuando varia la
distancia recorrida.

Figura 3.2.1.1. Respuesta del Estudiante 1 a la Tarea 1
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Fuente: elaboracion propia

En la segunda entrevista, la participante opt6 por utilizar una tabla de valores, que le
sirvio mas adelante para representar la funciéon. En esta ocasion, asigno el kilometraje
al eje de abscisas y el dinero al de ordenadas. Tras terminar la tabla de valores recurrio
a una regla de tres que la llevé a unir los puntos en una linea recta como la otra
participante habia hecho en su entrevista. Tras una serie de preguntas que la hicieron
situarse en una distancia recorrida intermedia de 2 kildmetros, comprendié que habia
un coste inicial fijo. A partir de ahi, corrigio su grafica sin mas intervenciones.
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Figura 3.2.1.2 Respuesta del Estudiante 2 a la Tarea 1
Knn € ;

Fuente: elaboracion propia

En el cuestionario realizado al resto de estudiantes, detectamos tres soluciones
diferentes:

- La primera, de un total de nueve alumnos, tres de ellos comenzaron la
representacion de la funcion en el punto (3,5) dando a entender que el servicio
de transporte solo comenzaba a operar a partir de los 3 kilbmetros y obviando la
parte de tarifa fija.

- Ensegundo patron, tres de los nueve participantes invirtieron los ejes, colocando
en el eje de abscisas el importe a pagar y el eje de ordenadas los kildbmetros
recorridos. Esto provocd representaciones dudosas ya que todos ellos
representaron la tarifa fija y la variable correctamente, pero siguiendo los ejes
equivocados.

- Tres de los estudiantes representaron correctamente la funcion, asignando a los
ejes las variables de forma convencional y teniendo en cuenta la funcién a
tramos.

En general, los resultados reflejan la dificultad que abordan los participantes a la hora
de coordinar los cambios en las variables habiendo una parte de la funcién que es
constante. Hablando en términos de pensamiento covariacional, nos indica que es un
reto para ellos representar el comportamiento a tramos de una funcién pero que tienen
una concepcion mas o menos convencional de la relacidon existente entre las variables.

En la Tarea 2, los estudiantes debian representar la relacion entre el ahorro y el tiempo.
En ambas entrevistas, las participantes optaron por escribir de forma esquematizada los
datos para después proceder a la representacion grafica. En esta ocasién, ambas
participantes invirtieron los ejes, concibiendo el tiempo como variable dependiente. En
cuanto a la eleccion temporal, la primera participante decidio utilizar semanas como
medida temporal mientras que la segunda optd por utilizar los dias. A continuacion, al
igual que en la tarea anterior, optaron por dibujar puntos y después unirlos dando como
resultado una linea recta que partia desde el punto de origen (0,0). Esto implica un
aumento continuo del ahorro cuando en realidad a lo largo de semana no se produce
ninguno.
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Figura 3.2.1.3 Respuesta del Estudiante 1 a la Tarea 2
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Fuente: elaboracion propia

Figura 3.2.1.4. Respuesta del Estudiante 2 a la Tarea 2
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Fuente: elaboracion propia

Con el objetivo de hacerlas reflexionar sobre su representacion grafica, preguntamos
sobre la cantidad de dinero ahorrado que tendrian en dias especificos de la semana,
como por ejemplo un martes o un sabado. Ante esto, las participantes respondieron con
la cantidad correcta de dinero, lo que demuestra que comprendian la situacion en la que
se encontraba su ahorro pero que no eran capaces de plasmarlo en la grafica. A través
de este método, imaginando que se situaban en los diferentes dias de la semana y
dibujando puntos muy juntos unos de otros, ambas fueron capaces de finalmente
representar los datos del enunciado.

Por otro lado, en el cuestionario que se entregd a toda la clase:

- Tres de los nueve participantes invirtieron los ejes, colocando el dinero como
variable independiente. A pesar de ello, reconocieron que el ahorro aumentaba
una vez por semana, dando a entrever que comprendian el funcionamiento de
la funcién. Uno de ellos, se ayudé de una linea recta auxiliar para representar la
funcién de forma correcta lo que nos indica un esfuerzo por estructurar su
pensamiento de forma visual.

- El resto de los participantes eligieron de forma convencional la situacion de las
variables en los ejes, sin embargo, solo tres de ellos representaron la funcién de
forma escalonada desde un principio. Los tres restantes dibujaron una funcion
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completamente lineal a través de puntos. Solamente uno de los participantes
optod por realizar una tabla de valores para aclarar sus ideas, lo que nos sugiere
que necesitaba un apoyo mas visual para ver los cambios discretos en las
variables.

En conclusion, esta tarea nos muestra que los participantes se enfrentan a varios retos
cuando se trata de representar un crecimiento discreto en una funciéon. Aunque muchos
de los participantes no tuvieron ninguna dificultad en la resolucién, hay evidencias de un
desarrollo parcial del razonamiento covariacional.

3.2.2 Bloque lI: tareas de interpretacion

En la Tarea 3, los participantes se encontraban con una grafica que representa la
relacion entre dos variables (litros consumidos e importe a pagar) en la que la pendiente
de la funcién equivale a la unidad.

A lo largo de las entrevistas, ambas participantes identificaron correctamente el
comportamiento de la funcién y no hicieron ningtin cambio al origen de la funcion. En la
primera entrevista, la participante opt6 por seleccionar valores concretos y calcular la
pendiente matematicamente. Tras obtener el valor numérico de la pendiente de la
situacion inicial, procedié a dibujar correctamente el aumento en el precio por litro. Sin
embargo, a la hora de representarlo en la grafica, no situé correctamente los valores
que habia hallado previamente (los 40 litros no corresponden con lo dibujado en la
grafica).

Figura 3.2.2.1 Respuesta del Estudiante 1 a la Tarea 3
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Fuente: elaboracion propia

En la segunda entrevista, la participante recurrié a una interpretacion menos matematica
y mas visual. Resalto los datos del enunciado y detectd que la pendiente pasaba a ser
“el doble de la anterior” justificando su razonamiento de forma hablada. A pesar de no
haber utilizado instrumentos matematicos, representé correctamente el cambio relativo
en la figura.
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Figura 3.2.2.2 Respuesta del Estudiante 2 a la Tarea 3
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Fuente: elaboracion propia

En el cuestionario aplicado en el aula, la totalidad de los estudiantes lograron
representar de forma correcta el cambio en el valor de la pendiente. La mayoria de ellos
hizo uso de la siguiente ecuacion matematica para lograr plasmar la nueva situacion:

y =mx

Ademas, en el apartado b) de esta tarea se les inst6 a explicar el significado del cambio
que acababan de representar. La respuesta obtenida mas comun fue que la funcion
“aumentaba mas rapido” o que “subia el doble”. Esto nos muestra que los participantes
tenian una idea intuitiva de la relacion existente entre las variables. Si bien no todos
utilizaron el término de la pendiente de la recta, esta claro que entendian el cambio
producido y como afectaba a las variables.

De todas las tareas del cuestionario, esta tarea fue la mas sencilla para ellos. Sus
respuestas fueron claras y concisas mostrando que entienden el crecimiento lineal y las
relaciones entre variables de la tarea. Ademas, es interesante observar como hay
formas de razonamiento diferentes, algunas mas matematicas y otras mas visuales, que
llevan a los participantes a obtener respuestas muy similares. De todos modos, ninguno
de los estudiantes hizo uso de lenguaje formal como por ejemplo la tasa de variacién, lo
que sugiere un enfoque con términos menos formales y econémicos.

La Tarea 4 se pedia a los participantes hallar el valor de la pendiente de una funcién a
partir de la representacion grafica.
En el transcurso de las entrevistas, las dos participantes siguieron estrategias distintas.

En la primera entrevista, la participante afiadié varios valores del dominio como
referencia. Mas concretamente, los valores del dominio que escogio representar fueron
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15y 20 en el eje xy 30y 40 en el eje y. De esta forma, logro hallar la pendiente de forma
totalmente numérica. Esta forma de conseguir nuevas referencias evidencia indicios de
pensamiento covariacional en lo que a coordinar cambios se refiere.

Figura 3.2.2.3. Respuesta del Estudiante 1 a la Tarea 4
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Fuente: elaboracion propia

En la segunda entrevista, la participante identificd de primera mano que la pendiente era
“el doble” indicando que tomaba como referencia la representacion de la tarea anterior.
Si bien su respuesta fue correcta, tuvo dificultades para justificar como habia llegado a
esa conclusion en términos cuantitativos.

Figura 3.2.2.4. Respuesta del Estudiante 2 a la Tarea 4
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Fuente: elaboracion propia
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Por otro lado, en el aula:
- Ocho de los nueve participantes hallaron correctamente el valor de la pendiente.
- El participante restante no hallé el valor a la pendiente y comenzo directamente
con la explicacion sobre la informacion que recogia la grafica.

En este apartado, la mayoria de los participantes explicaba esta situacion expresando
que “a mas hectareas, mas trigo se produce” evitando el término de tasa de variacion.
Este hecho es bastante relevante ya que evidencia que presentan muy poca conexion
entre el aspecto matematico y la comprension grafica, caracteristico de razonamiento
covariacional mas avanzado.

En resumen, el desuso del concepto de tasa de variacién nos indica la necesidad de
profundizar en la ensefianza a través de métodos que favorezcan el pensamiento
covariacional y que hagan que relacionen conceptos matematicos con los ensefiados
en el aula de Economia. De este modo, los alumnos tendrian la capacidad de conectar
conceptos entre expresiones mas matematicas y situaciones cotidianas.

En esta la Tarea 5 los participantes debian interpretar y explicar la nueva situacion
representada en la grafica. En contraste con las tareas anteriores, en este se presentaba
una funcién no lineal, la cual requiere un razonamiento covariacional mas avanzado.

En el apartado a), ambas participantes supieron identificar el cambio en la pendiente y
ademas, se ayudaron de la tarea anterior. La primera participante explico que “al
principio de la grafica, la funcién sube mas y luego va mas despacio”, interpretando la
inclinacién de la funcién correctamente.

Figura 3.2.2.5 Respuesta del Estudiante 1 a la Tarea 5
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Fuente: elaboracion propia

La segunda de las participantes lo expreso en términos de crecimiento. Indicé que “al
inicio el crecimiento va mas rapido”. No obstante, aunque ninguna de las dos hizo uso
del término de tasa de variacion, demostraron comprender el cambio que se producia
en la relacién entre las variables. Supieron determinar que el cambio ya no es constante
como consecuencia de la forma curva de la funcion.
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En el cuestionario, las respuestas mas comunes a la pregunta se dividieron en dos
grupos:
- Un primer grupo formado por ocho alumnos que explicaron que la pendiente
variaba “a lo largo de la curva”.
- Un segundo grupo formado por el alumno restante que no percibié ninguna
diferencia.

En el apartado b), las entrevistadas explicaron que “aunque use mas tierra, no quiere
decir que vaya a producir lo mismo, produzco menos”. Aunque no hicieron uso de
vocabulario matematico, supieron identificar los rendimientos decrecientes de la tierra.

En el cuestionario general:

- Ocho de los nueve participantes hicieron uso del término de la pendiente para
explicar que “su valor no es constante a lo largo de la curva”. Algunos de ellos
incluso utilizaron términos como “crecimiento desacelerado” y expresiones como
‘el aumento progresivo cada vez es menor’ para explicar la situacién
representada en la grafica.

- Solo un participante describio la pendiente de la funcién como si fuera constante,
igual que en el caso de la tarea anterior. Explicoé que “el crecimiento es uniforme”.

Durante la resolucion del ejercicio, los participantes hicieron uso de ayudas visuales, es
decir, hacian sus propias representaciones y esquemas para ayudarse a visualizar la
situacién. En estos casos vemos indicios de comprensién sobre la relaciéon entre
variables. Comprenden los cambios que afectan a estas variables, algo propio de un
nivel de pensamiento covariacional mas avanzado.

En conclusién, a partir de esta tarea hemos podido identificar a aquellos participantes
que ya han comenzado a desarrollar un pensamiento covariacional mas avanzado y los
pasos que siguen en su razonamiento. Al tratarse de una tarea mas compleja a causa
del uso de una funcion no lineal, obtenemos un indicador sobre la capacidad de entender
graficas no lineales de los participantes.

4. LAS CONSTRUCCIONES DINAMIMCAS COMO RECURSO
PARA FACILITAR EL RAZONAMIENTO COVARIACIONAL:
UNA PROPUESTA

A partir de la creacion del cuestionario y de las respuestas obtenidas tanto en las
entrevistas como en el cuestionario, se ha disefiado una propuesta didactica que trata
de mejorar la comprension de la representacion grafica y la interpretacion sobre las
funciones y su aplicacion. Esta propuesta toma como ejemplo las cinco tareas del
cuestionario anterior, aunque es extrapolable a mas ejercicios. Esta vez los estudiantes
van a tener la oportunidad de interactuar con las diferentes variables que se plantean
en los ejercicios. La propuesta propone utilizar como herramienta GeoGebra, un
software que sirve para utilizar herramientas matematicas de forma grafica e interactiva.
Es gratuito, relativamente facil de aprender y muy intuitivo. Con su uso vamos a
conseguir que los estudiantes tengan la capacidad de modificar a su gusto los
parametros de las funciones con el fin de que mejoren la comprension sobre ellas.
Previamente a realizar las tareas con GeoGebra, se explicara a los alumnos cémo
utilizar el programa para poder introducir funciones, deslizadores, etc.
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41. TAREA1

En el primer ejercicio se plantea la misma situacién que en la tarea 1. Dado que la
mayoria de los estudiantes no logré dibujar correctamente la tarifa fija en su primer
intento, mediante el uso de GeoGebra seran capaces de modificar el trayecto recorrido,
especialmente en una distancia de 0 a 3 kildbmetros. Esto les dara la posibilidad de
observar el importe que resultaria de recorrer esa distancia. (Tarea 1 en GeoGebra, ver
Tarea 1 Anexo ).

En este ejercicio hemos usado la siguiente funcién para representar la situacion del
enunciado:

5 Si 0<x<3

S4x—3 s 3 < x <10 donde x es la distancia recorrida.

fo0 = {

Los alumnos pueden cambiar el valor de la variable independiente arrastrando el punto
D ,que representa los kildmetros recorridos, y ver cdmo cambia al mismo tiempo el valor
de la variable dependiente. Esto facilita la adquisicion de la idea de covariacion

Ver como va cambiando el importe a pagar con la distancia recorrida, permite ver la
transicion de tarifa fija a tarifa variable. Asimismo, el alumno puede apreciar el cambio
en el valor de la pendiente y conectarlo con la situacion representada en la gréfica.

Figura 4.1.1 Grafica de la “Tarea 1”

N I'mporte(€)

- { Distancia : 7.26 km
Importe : 9.26€

[
[
[
[
[
[
[
1D :Kilémetros(km)

7.26

Fuente: elaboracion propia

4.2. TAREA2

En esta ocasion, la funcidn no es continua, sino que presenta saltos cada vez que
comienza una semana. En ese momento, el ahorro aumenta repentinamente. Una
funcién a tramos puede ser dificil de comprender, es por ello por lo que el uso de
GeoGebra permite visualizar de forma interactiva las discontinuidades de una funcioén a
tramos.
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Esta propuesta usando GeoGebra trata de construir la funcion permitiendo a los
alumnos interactuar con el numero de dias que estaran ahorrando. (Tarea 2 en
GeoGebra, ver Tarea 2 Anexo llI)).

En esta ocasién hemos tomado un umbral de tiempo de 42 dias por lo que la funcién
usada en el programa es:

100 si 0<n<7
110 si 7<n<14
Fn) = 120 si 14<n<21
130 si 21<n <28
140 si 28<n <35
150 si 35<n <42

donde n son los dias

Y donde el punto D también se puede desplazar a lo largo del dominio de la funcion,
cambiando el dia en el que nos situamos.

Los estudiantes podrian representar esta situacion de forma algebraica con el fin de
ayudarse a la hora de la representacion grafica. La funcion que deben usar es:

A(d) =100 + 10d
Donde:
- A(d) es el ahorro total,
- d es el tiempo transcurrido contado en dias.

Figura 4.2.1 Grafica de la “Tarea 2"

d=19

@ Ahorro =100+ 10 = 19
Dia: 19
Dinero ahorrado: 120€

‘r Ahorro(€)

120

D Tiempo(dias)

Fuente: elaboracion propia

A través del uso de los deslizadores de GeoGebra los estudiantes visualizaran los saltos
en la funcién de una manera diferente. Esto favorece el identificar los cambios en la
relaciéon entre las variables dependientes e independientes. Podran ver como, a lo largo
de la semana, el dinero permanece constante y que solamente los lunes aumenta su
ahorro. Aligual que en la construccion de la Tarea 1, el alumno también puede desplazar
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el punto D para favorecer la distincion entre variable dependiente (la cantidad de dinero
que hay en la hucha) y la variable independiente (el tiempo).

43. TAREA3

En esta tarea queremos conseguir que el alumnado entienda y aplique correctamente
el concepto de pendiente. Mediante GeoGebra podemos enfocar la pendiente como si
fuera una razon de cambio lo que hace que lo estudiantes puedan representar y analizar
las tasas de variacion. Para ello, podran interactuar con los parametros de la funcion (el
valor de la pendiente de la funcidn, que en este caso es el precio “p”). (Tarea 3 en
GeoGebra, ver Tarea 3 Anexo lll)). Al mover p, cambia toda la pendiente, de tal manera
que pueden ver una funcién para cada posible p. En cambio, al mover D, pueden ver
como responder la variable dependiente ante un cambio en la variable independiente.

La funcion utilizada en el programa es:
f(x) =pxsi0<x < 20donde,

- pes el valor de la pendiente,
- x es el numero total de litros.

Figura 4.3.1 Gréfica de la “Tarea 3”

=1.1 )
X Importe(€) g / I'mporte =1.1%13.36
"‘ ------------- 1
4D Litros(l)
13.36

Fuente: elaboracion propia

Al igual que en el ejercicio anterior, el analisis algebraico es complementario al analisis
visual, permitiendo hallar la pendiente original y la nueva en el caso de no comprender
bien la situacién con la lectura del enunciado. Para ello, las funciones que podrian utilizar
son:

1) = p!
Donde (1) es el importe a pagar y [ es el numero de litros.
Desde este punto de vista algebraico, los estudiantes pueden ver desde un enfoque mas

matematico el valor de la pendiente. De esta forma, los participantes pueden valorar el
cambio y analizar como afecta a la representacion grafica.
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A través del uso de GeoGebra podran ver cdmo una variacion en el precio afecta a la
inclinacion de la recta y a la relacion entre el importe y los litros.

44. TAREA4

Centrandonos mas en la interpretacion del valor numérico de la pendiente, en esta
cuarta tarea proponemos el uso interactivo de GeoGebra con el fin de que los
estudiantes tengan la oportunidad de entender el significado econémico del valor de la
pendiente. En este caso los estudiantes podran modificar los parametros de la funcion,
como el valor de la pendiente “m” y como el numero de hectareas que van a usar con el
punto D. (Tarea 4 en GeoGebra, ver Tarea 4 Anexo lll)).

La funcion de produccion usada en el programa es:
f(h) =mh si 0<h < 20donde,

- mes el valor de la pendiente,
- h es el numero de hectareas de cultivo.

Figura 4.4.1 Grafica de la “Tarea 4”

Produccién(tm)
A

=1.1

3

Tm=1.1%15.68

L]

"’ """"""""""" A

D Super ficie(ha)

Fuente: elaboracion propia

Esta interaccion permite a alumnos asimilar el concepto de pendiente y el efecto que
conlleva que haya variaciones en el parametro.

4.5. TAREAS

Por ultimo, en la quinta tarea trabajaremos con una funcién no lineal. Esto implica que
la pendiente no es constante a lo largo del dominio de la funcién. El uso de GeoGebra
permite que estudiantes sean capaces de manipular los parametros de la funcién como
el valor de la pendiente y el numero de hectareas disponible. Al mover D, cambia el
numero de hectareas disponibles. De esta forma, los estudiantes pueden ir viendo como
cambia el valor de la pendiente. Ademas, cuando se trata de cambios pequenas, la recta
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tangente es una buena aproximacion a la curva. (Tarea 5 en GeoGebra, ver Tarea 5
Anexo lll)).

Figura 4.5.1 Gréfica de la “Tarea 5”

Producciéon(tm) Tm = 3.7 % 15.05
A a=37
@

i |

D Superficie(ha)

A

15.05

Fuente: elaboracion propia

De esta manera los alumnos podran ver como se comporta una funcién no lineal y el
crecimiento no constante de forma mas visual. Esto hara que sea mas facil para ellos
entender el significado de la pendiente y la relacion entre las variables cuando el
crecimiento no es constante.

5. CONCLUSIONES

La informacion recogida a través de las entrevistas y cuestionarios ha puesto de
manifiesto que los estudiantes tienen grandes dificultades para interpretar la
representacion grafica de relaciones funcionales sencillas. En particular, la
interpretacion de la pendiente en términos covariacionales no les resulta sencilla ni
siquiera en relaciones lineales en contextos econdémicos familiares. Esto les sitta en
una mala posicion para extender esa interpretacion al concepto de derivada,
fundamental en estudios de economia.

Los resultados muestran que, aunque los estudiantes reconocen nociones basicas
sobre funcion y su representacion grafica, estos conceptos suelen estar incompletos.
En las entrevistas se observa que los alumnos se apoyan en procedimientos mecanicos,
como tablas de valores, sin razonar profundamente. También presentan dificultades
para identificar y representar funciones a trazos, algo esencial para interpretar
situaciones reales. Estas dificultades aumentan cuando deben representar relaciones a
partir de descripciones verbales, actividad poco habitual para ellos, ya que suelen
trabajar a partir de representaciones algebraicas. Su razonamiento refleja una
concepcion de funcion basada en correspondencias discretas, uniendo puntos sin
reflexionar sobre el significado del cambio continuo. Otro concepto problematico es la
pendiente: muchos conocen la férmula, pero no su significado como tasa de variacion
ni su vinculacion con las variables. Por tanto, los resultados sugieren que los estudiantes
se beneficiarian de propuestas didacticas que fomenten un razonamiento menos
mecanico y favorezcan el desarrollo del pensamiento covariacional.
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Las construcciones dinamicas, como las que ofrece GeoGebra, facilitan esta transicion,
ayudando a coordinar representaciones graficas y algebraicas, concebir el cambio
continuo y asociar cambios en variables dependientes e independientes. La posibilidad
de manipular estas construcciones favorece el aprendizaje. El uso de GeoGebra permite
a los estudiantes interactuar con funciones, pendiente y variables, fomentando una
comprension mas profunda mediante la visualizacién inmediata de cambios. Esta
propuesta contribuye a conectar conceptos matematicos y econémicos, potenciando la
aplicacion de conocimientos matematicos en contextos econdmicos reales. Ademas,
GeoGebra destaca por su gratuidad, facilidad de uso y amplio uso en la ensefianza de
matematicas.

En conclusion, implementar GeoGebra para trabajar con construcciones dinamicas
favorece el desarrollo del pensamiento covariacional, mejora la comprension de
funciones y relaciones variables, y promueve una visién integrada de matematicas y
economia, esencial para entender contextos reales.

Este TFG nacié de mi interés por la ensefianza, especialmente de la economia en la
etapa de la educacion secundaria. Me ha permitido acercarme a la investigacién en
didactica de las matematicas y de la economia, analizar el razonamiento estudiantil y
explorar GeoGebra como recurso docente, enriqueciendo mi visién sobre la labor del
profesorado de economia, algo que espero aprovechar en mi futuro profesional.
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ANEXO I: DOCUMENTACION COMITE DE ETICA

UcC

UNIVERSIDAD
DE CANTABRIA

COMITE DE ETICA DE PROYECTOS DE INVESTIGACION

Solicitud de visto bueno para TFM

Estudiante: LUCIA VELASCO GUTIERREZ
Tutor: PEDRO ALVAREZ CAUSELO

. . " [FUNCIONES, GRAFICAS Y RAZONAMIENTO COVARIACIONAL EN LA
Titulo tentativo del proyecto: |pNSENANZA Y EL APRENDIZAJE DE = LA ECONOMIA:  LAS

K TFG O TFM CONSTRUCCIONES DINAMICAS COMO RECURSO EDUCATIVO
Nombre del centro/facultad | FACULTAD DE CCEE
y del Grado o Méster: GRADO EN ECONOMIA

Descripcidn de las actividades a realizar para las que se solicita el VB del CEPI:

El trabajo planteado supone (marcar
cuantas casillas proceda):

Los abajo firmantes se comprometen a: (obligatorio
marcar todas las casillas de una fila si alguna de las casillas
de la columna izquierda correspondiente estd marcada)

X Obtencion de datos personales y/o de
centros educativos o empresas (mediante
observaciones, cuestionarios, entrevistas u
otras técnicas e instrumentos de recogida de
datos).

[ Intervenciones socio-educativas.

[0 Nada de lo anterior, pero en la misma
categoria en cuanto a requisitos de
anonimato, confidencialidad y
consentimiento (especificar):

x Garantizar el anonimato de los participantes (nombres o
informacion capaz de identificar directamente a las personas,
centros educativos o empresas donde se recaben estos datos,
salvo autorizacion expresa en el consentimiento informado).
X Asegurar la confidencialidad de los datos (de forma que
los unicos datos que se hagan publicos sean los que se
especifican en el consentimiento informado que aceptaran los
participantes o sus tutores).

x Conocer y cumplir la legislacién relativa a proteccion de
datos personales (RGPD y LOPDGDD), la Ley Organica
1/1996 de Proteccion Juridica del Menor; la Ley Orgéanica
8/2015 de modificacion del sistema de proteccion a la infancia
y a la adolescencia; y la Ley 26/2015 de modificacion del
sistema de proteccion a la infancia y a la adolescencia.

x Recabar el consentimiento informado de los participantes
(en el caso de menores o personas sometidas a curatela, de sus
familias o tutores; en el caso de centros educativos, asimismo
del director/a). Esto se hara mediante (marcar una de las dos
siguientes casillas):

X El modelo de consentimiento del CEPI.

O Otro documento (obligatorio adjuntar).

[ Otros (especificar):

O Cumplir los siguientes requisitos (especificar):

Paginal]|2
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CONSENTIMIENTO INFORMADO DEL PARTICIPANTE PARA EL ESTUDIO

Titulo del Proyecto: FUNCIONES, GRAFICAS Y RAZONAMIENTO COVARIACIONAL EN LA
ENSENANZA Y EL APRENDIZAJE DE LA ECONOMIA: LAS CONSTRUCCIONES DINAMICAS COMO
RECURSO EDUCATIVO

Investigador Principal: LUCIA VELASCO GUTIERREZ

Yo,
(Nombre y apellidos en MAYUSCULAS)

Declaro que:
» He leido la hoja de informacién que me han facilitado.

+ He podido formular las preguntas que he considerado necesarias acerca del
estudio.
* He recibido informacion adecuada y suficiente por el investigador abajo
indicado sobre:
o Los objetivos del estudio y sus procedimientos.
o Los beneficios e inconvenientes del proceso.
o Que mi participacién es voluntaria y altruista
o El procedimiento y la finalidad con que se utilizaran mis datos
personales y las garantias de cumplimiento de la legalidad vigente.
o Que en cualquier momento puedo revocar mi consentimiento y solicitar
la eliminacion de mis datos personales.
o Que tengo derecho de acceso y rectificacion a mis datos personales.

CONSIENTO EN LA PARTICIPACION EN EL PRESENTE ESTUDIO
si NO
(marcar lo que corresponda)

Para dejar constancia de todo ello, firmo a continuacion:

Nombre investigador: Lucia Velasco Gutiérrez
Firma del investigador..............ccoooiiiiiiiiinn,
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APARTADO PARA LA REVOCACION DEL CONSENTIMIENTO

revoco el consentimiento de participacion en el proceso, arriba firmado.

Firma y Fecha de la revocacion
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AUTORIZACION FAMILIAR TRATAMIENTO DE DATOS
PERSONALES DE UN MENOR

DECLARACION DE CONSENTIMIENTO INFORMADO

/D@, e (Padre, madre, Tutor/a legal) y
D/ DRA@... i (Padre, madre, Tutor/a legal)
mayor de edad, con domicilio €N ...........ciiiiiii i y con DNI
N yDNIN®

Manifiesto que he leido y entendido la hoja de informaciéon que se me ha
entregado, y que he recibido informacién suficiente sobre el mismo.

Comprendo que la participacién es totalmente voluntaria, siendo posible

la retirada del estudio en cualquier momento sin tener que dar explicaciones.

Presto libremente mi conformidad para la participacion de mi hijo/a en

el Proyecto de Investigacion titulado “FUNCIONES, GRAFICAS Y
RAZONAMIENTO COVARIACIONAL EN LA ENSENANZA Y EL APRENDIZAJE DE LA

ECONOMIA: LAS CONSTRUCCIONES DINAMICAS COMO RECURSO EDUCATIVO.”

He sido también informado/a de que los datos personales tratados seran
protegidos e incluidos en un fichero que debera estar sometido a y con
las garantias del Reglamento General de Proteccién de Datos (RGPD), que
entré6 en vigor el 25 de mayo de 2018 que supone la derogacion de Ley
Organica 15/1999, de 13 de diciembre referidos a la proteccién de las

personas fisicas en lo que respecta al tratamiento de datos personales

Tomando ello en consideracion, OTORGO mi CONSENTIMIENTO
para cubrir los objetivos especificados en el proyecto.

Santander, a de de 2025
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TITULO DEL ESTUDIO: FUNCIONES, GRAFICAS Y RAZONAMIENTO COVARIACIONAL EN LA
ENSENANZA Y EL APRENDIZAJE DE LA ECONOMIA: LAS CONSTRUCCIONES DINAMICAS
COMO RECURSO EDUCATIVO

INVESTIGADOR: Lucia Velasco Gutiérrez

DIRECTOR: Pedro Alvarez Causelo

CONTACTO: |Iucia.velasco@alumnos.unican.es

CENTRO de trabajo del investigador:

1. INTRODUCCION

Nos dirigimos a Ud. para informarle sobre un estudio de investigacion, que llevaremos a
cabo en el marco del Trabajo Fin de Grado correspondiente al Grado en Economia
de la Universidad de Cantabria.

La intencién es tan sélo que Ud. reciba la informacion correcta y suficiente para que pueda
evaluar y juzgar, si quiere o no que sus datos se incluyan en nuestro estudio.

Para ello le rogamos lea esta hoja informativa con atencion, pudiendo consultar con las
personas que considere oportuno o pedirnos cualquier aclaraciéon que necesite.

2. PARTICIPACION VOLUNTARIA

Debe saber que su participaciéon en este estudio es totalmente voluntaria, y que
puede decidir no participar, o cambiar su decision y retirar su consentimiento en cualquier
momento.

3. DESCRIPCION GENERAL DEL ESTUDIO

El estudio consiste en la realizacién de un analisis exploratorio sobre la forma en la que
interpretan los estudiantes de materias de economia representaciones graficas
de relaciones entre variables econdémicas. Toda Ila informacién requerida se
obtendra a partir de su participacion en la realizacion de una serie de tareas.

Esta informacion se recogera con el objetivo de identificar las dificultades que
encuentra como estudiante a la hora de interpretar este tipo de representaciones.
En particular, nos interesa conocer hasta que punto los conocimientos de las materias
de matematicas le son utiles a la hora de comprender o de elaborar por su
cuenta representaciones graficas.

Debe saber que, al aceptar participar en el estudio, no se alterara de ningun modo el trato
que reciba durante el curso académico en la materia en cuyo horario se llevan a cabo las
tareas.

4. BENEFICIOS Y RIESGOS DERIVADOS DE SU PARTICIPACION EN EL ESTUDIO.
Debe saber que siempre que lo desee podra interrumpir su participacion en el
proyecto. Aunque no recibira beneficios personales por participar en este estudio de

investigacién, su colaboracion nos sera de gran ayuda para poder llevar a cabo la
investigacion planteada.
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5. CONFIDENCIALIDAD Y TRATAMIENTO DE DATOS

Si decide participar en el estudio unicamente se recogeran los siguientes datos:
Nombre, apellidos, edad y curso académico en el que se encuentra matriculado.

Debe conocer ademas que, aunque sus datos se recogeran al completo, en el estudio no
figuraran sus datos personales, puesto que les someteremos a un proceso de
anonimizaciéon de manera que nadie externo al proyecto pueda relacionarlos con el mismo.

La custodia de los datos sera llevada a cabo por el autor y director de la investigacion. Los
datos en soporte papel seran destruidos a la finalizacion del estudio y los datos en soporte
informatico seran almacenados en un equipo de la UC.

El tratamiento, la comunicacion y la cesion de los datos de caracter personal de todos
los sujetos participantes se ajustara a lo dispuesto en el Reglamento General de Proteccion
de Datos (RGPD), que entr6 en vigor el 25 de mayo de 2018 que supone la derogacion de
Ley Organica 15/1999, de 13 de diciembre referidos a la proteccion de las personas fisicas
en lo que respecta al tratamiento de datos personales.

De acuerdo con lo que establece la legislacion mencionada, usted puede ejercer los
derechos de acceso, rectificacion, supresion, limitacion del tratamiento, portabilidad
de los datos y oposicion, para lo cual debera dirigir a la responsable del estudio, para dejar
constancia de su decision.

Para ejercer sus derechos sobre los datos recogidos, puede ponerse en contacto con
la investigadora responsable, en la direccion de email lucia.velasco@alumnos.unican.es
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LUCIA VELASCO GUTIERREZ

Autorizacion del centro educativo

El abajo firmante D/D?2

con cargo del centro educativo

, ante la peticién de Pedro Alvarez Causelo,

como tutor de la alumna Lucia Velasco Gutiérrez, la cual esta realizando su TFG
correspondiente al Grado en Economia de la Universidad de Cantabria, para poder recoger
informacién necesaria para la realizaciéon del mismo del alumnado de este centro, manifiesta

que:

1.- Ha sido informado sobre la naturaleza y los objetivos del TFG, asi como del tipo de
informacién que se recabara de los estudiantes y del procedimiento que se seguira en el proceso

de recogida y en el de tratamiento y custodia de la misma.

2.- Conoce la informacion facilitada a los estudiantes y a sus tutores, asi como el compromiso

de disponer de los correspondientes consentimientos informados.

3.- Tiene el compromiso del tutor del TFG de que la recogida de informacién estara
debidamente supervisada por él mismo y por un profesor del centro educativo y de que se

respetaran estrictamente la confidencialidad y el anonimato.

Por todo ello, autoriza a Lucia Velasco Gutiérrez a recoger informacion en los grupos de

estudiantes , bajo los compromisos arriba mencionados.

Fdo.:

Cargo:

Santander, a de de 2025
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FUNCIONES, GRAFICAS Y RAZONAMIENTO COVARIACIONAL EN LA ENSENANZA Y EL
APRENDIZAJE DE LA ECONOMIA: LAS CONSTRUCCIONES DINAMICAS COMO RECURSO

EDUCATIVO.

ANEXO II: CUESTIONARIO EXPERIMENTO

CUESTIONARIO

GRAFICAS Y FUNCIONES: DEL AULA DE MATEMATICAS A LA DE ECONOMIA

EDAD:

CURSO:

Lucia Velasco Gutiérrez
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LUCIA VELASCO GUTIERREZ

I GRAFICAS Y FUNCIONES: DEL AULA DE MATEMATICAS A LA DE ECONOMIA

I TAREA 1: TARIFAS
Imagina que necesitas coger un Cabify por la noche. Entras en la aplicacién y

observas las siguientes condiciones:

- Tienes que pagar una tarifa fija de €5 que incluye los 3 primeros kildémetros
de recorrido.

- Siel recorrido supera los 3 km, se te cargard 1€ adicional por cada km
recorrido.

Representa en una grafica la relacién entre el importe total a pagar y la distancia
total recorrida.

pdg. 2
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( GRAFICAS Y FUNCIONES: DEL AULA DE MATEMATICAS A LA DE ECONOMIA

( TAREA 2: AHORRO

Dentro de unos meses tienes previsto realizar un viaje a Italia y, con la intencién de
ir ahorrando, has comprado una hucha. Supdn que el primer dia metes en ella 100€
que ya tenias ahorrados y que luego vas metiendo cada lunes 10€ que te dan tus
padres.

Representa en una grafica la relacidon entre el dinero que habra en ella y el tiempo
transcurrido desde el momento en que has comprado la hucha bajo el supuesto de
que cumples tus planes de ahorro.

pdg. 3
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LUCIA VELASCO GUTIERREZ

I GRAFICAS Y FUNCIONES: DEL AULA DE MATEMATICAS A LA DE ECONOMIA

| TAREA 3: GASOLINA

La figura adjunta muestra la relacidon entre el importe total a pagar y el nimero de

litros de gasolina que son repostados bajo el supuesto de que el precio por litro es
de 1€.

Explica cbmo cambiaria esa representacidn grafica si el precio fuese de 2€/l en lugar
de 1€/I. Representa la nueva relacién sobre la misma figura, indicando en que se
diferencia de la representacion original.

Importe(€)
A

po—

Litros(l)

20

pdg. 4
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IGRAFICAS Y FUNCIONES: DEL AULA DE MATEMATICAS A LA DE ECONOMIA

| TAREA 4: FUNCION DE PRODUCCION

En la figura adjunta se representa la funcidn T(h) que recoge la relacién que existe
entre la cantidad total de trigo, en toneladas, que produce un agricultor de
Navarrete y el nimero total de hectareas que decide dedicar a dicho cultivo.

a) ¢éCuadl es el valor de la pendiente de dicha funcién?

b) ¢Cémo le explicarias a alguien no sabe matematicas la informacion que recoge la
grafica sobre la relacion que existe entre la cantidad de trigo producida y el
nimero de hectéreas que se dedican a ese cultivo?

Produccion(tm)
A
T(h)

20

P

10

Super ficie(ha)

pdg. 5
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LUCIA VELASCO GUTIERREZ

I GRAFICAS Y FUNCIONES: DEL AULA DE MATEMATICAS A LA DE ECONOMIA

I TAREA 5: FUNCION DE PRODUCCION

Imaginate ahora que la relaciéon viniese dada por una funcién como la representada
en la figura adjunta.

a) Describe con tus propias palabras en que se diferencia la nueva situaciéon de la
anterior.

b) éCémo le explicarias a alguien no sabe matematicas la informacién que recoge la
grafica sobre la relacién que existe entre la cantidad de trigo producida y el
nimero de hectdreas que se dedican a ese cultivo?

Produccion(tm)
A

T(h)

>
10 Super ficie(ha)

pdg. 6
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FUNCIONES, GRAFICAS Y RAZONAMIENTO COVARIACIONAL EN LA ENSENANZA Y EL
APRENDIZAJE DE LA ECONOMIA: LAS CONSTRUCCIONES DINAMICAS COMO RECURSO
EDUCATIVO.

ANEXO Ill: ENLACES DE LA PROPUESTA EN GEOGEBRA

Tarea 1: https://www.geogebra.org/classic/kgbnxep3

Tarea 2: https://www.geogebra.org/classic/du9vwbep

Tarea 3: https://www.geogebra.org/classic/kx6xvxeb

Tarea 4: https://www.geogebra.org/classic/brbhhzgz

Tarea 5: https://www.geogebra.org/classic/xphhbmk6
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