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Capitulo 1

Introduccion

El electromagnetismo es la rama de la fisica que estudia los campos electromagnéticos y sus
interacciones con la materia, y cuyas aplicaciones estdn presentes en nuestra vida cotidiana.
Los conceptos tedricos relacionados con el electromagnetismo se resumieron en un conjunto
de leyes formuladas a través de experiencias realizadas por diversos cientificos a lo largo del
siglo XIX. En la segunda mitad de siglo éstas fueron sintetizadas por James Clerk Maxwell
en cuatro ecuaciones diferenciales vectoriales, conocidas como ecuaciones de Maxwell.

El estudio de la resolucién de las ecuaciones de Maxwell mediante métodos numeéricos
se conoce como electromagnetismo computacional. Las técnicas de electromagnetismo com-
putacional surgen de la necesidad de resolver las ecuaciones de Maxwell en situaciones que se
encuentran fuera del alcance de los métodos analiticos. Gracias a los ordenadores, mediante el
uso de simulaciones computacionales, el método cientifico es mucho més répido y barato. En la
actualidad dichas técnicas, que ayudan a visualizar la actividad de las ondas electromagnéticas
sobre un objeto, tienen amplia aplicacién en diversas dreas. Por ejemplo, en la ingenierfa de
antenas o ingenierfa de microondas se emplean para la prediccién y optimizacién del desem-
peno de sistemas electromagnéticos complejos antes de su construccién o para el diagnéstico
de fallos, de modo que se reduce el tiempo y costo requeridos en la soluciéon de problemas
préacticos. El electromagnetismo computacional es un drea de trabajo interdisciplinaria que
involucra la fisica, el andlisis matematico, la ingenieria y la programacion.

Una de las técnicas numéricas mdas antiguas empleadas para resolver las ecuaciones de
Maxwell con ayuda del ordenador, es usando el método de diferencias finitas (FD, por sus
siglas en inglés). Este método aproxima las derivadas por diferencias finitas, y es muy comiin
en la resolucién de ecuaciones diferenciales.

El método FDTD (Finite Difference Time Domain) fue desarrollado por Kane Yee en
1966 para resolver las ecuaciones de Maxwell en el dominio del tiempo. A grandes rasgos,
el método consiste en dividir el espacio problema en una malla formada por una serie de
celdas en las que se sitian los campos. De esta manera los campos pasan de ser una variable
continua a una discreta, separados por incremento espacial A,. Las ecuaciones de Maxwell
son reemplazadas por un sistema de ecuaciones explicitas expresadas en diferencias finitas
respecto al tiempo y el espacio, y definidas sobre dominios finitos. Dichas ecuaciones expresan
los valores de los campos en un instante temporal en funcién de los valores de los campos en
instantes anteriores. Las ecuaciones del método se resuelven iterativamente, una vez por cada
instante temporal, separados por un incremento temporal A;. Al resolverlas de manera ciclica
se obtienen los valores de los campos electromagnéticos a lo largo del tiempo sobre los puntos
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definidos en la malla. El error de las soluciones obtenidas disminuird cuanto menores sean los
incrementos espacial y temporal, es decir, cuanto mejor sea la aproximacién en diferencias.

El método FDTD es un método explicito y condicionalmente estable. Para que la solucién
no diverja el incremento temporal estd limitado por la condicién de estabilidad de Courant-
Friedrich-Levy (CFL). Esta condicién relaciona el incremento temporal con el incremento
espacial. Debido a su eficacia en gran variedad de problemas y su sencillez, el FDTD es
un método muy popular, usado en varios simuladores comerciales. Sin embargo, este resul-
ta inapropiado en problemas que presentan una geometria muy detallada. Estos problemas
necesitan un mallado muy fino que, debido a la condicién de estabilidad, impone incrementos
temporales muy pequenos y en consecuencia un gran nimero de iteraciones que hacen que el
algoritmo sea muy lento.

Una manera de resolver esta limitacién es desarrollar métodos incondicionalmente esta-
bles. Namiki propuso en 1999 el método incondicionalmente estable ADI-FDTD (del inglés
Alternating Direction Implicit) [4]. La ventaja que presentan los métodos incondicionalmente
estables al eliminar la condicién de estabilidad, tiene el coste de que pasan a ser métodos
implicitos. La resoluciéon de ecuaciones implicitas es mds lenta, y por tanto el tiempo de
una iteracién del algoritmo de un método incondicionalmente estable implicito, siempre serd
mayor que un método condicionalmente estable explicito. Por ejemplo, la resolucién de cada
iteracion temporal del ADI es aproximadamente unas cuatro veces més lenta que la del FDTD
convencional [5]. Por tanto, para un mismo incremento temporal el FDTD convencional re-
sulta la opcién mas rapida y el ADI no tiene interés. Sin embargo, en los casos de mallado
fino, donde el excesivamente pequefio incremento temporal méximo permitido para el FDTD
obliga a realizar un gran nimero de iteraciones, haciendo que su resolucién sea muy lenta,
los métodos incondicionalmente estables son una alternativa. La libre eleccién del incremento
temporal del ADI permite escoger un incremento temporal mayor, pudiendo realizar asi un
nimero de iteracciones menor a la cuarta parte de las necesarias con el FDTD y reduciendo
de esta manera el tiempo total de simulacién.

Recientemente se ha propuesto un nuevo método incondicionalmente estable, el Leapfrog
ADI-FDTD [6]. Este es una reformulacién de su predecesor el ADI-FDTD, que siguiendo un
esquema temporal de calculo de tipo leapfrog consigue ahorrar tiempo y memoria.

1.1. Objetivos y organizacion de la memoria

El trabajo realizado se enmarca dentro de la actividad que desarrolla el Grupo de Elec-
tromagnetismo del Departamento del Ingenieria de Comunicaciones de la Universidad de
Cantabria en el d&mbito del modelado numérico mediante métodos de diferencias finitas.

El objetivo de este trabajo de fin de carrera se centra en el desarrollo, estudio de las
propiedades numeéricas e implementacién del método Leapfrog ADI-FDTD. Se ha formulado
y desarrollado las ecuaciones del método, estudiado su estabilidad y dispersién e implementado
en MatLab. Ademads, se ha comprobado la dispersiéon del método obtenida de la simulacién
coincide con la relacién de dispersién obtenida teéricamente.

El contenido del trabajo se ha organizado de la siguiente manera:

= En el capitulo 2 se introducen los principales tipos de métodos en diferencias finitas en
el electromagnetismo, de forma que se facilite la comparaciéon de unos con otros.
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A continuacion, se desarrollan las ecuaciones del método Leapfrog ADI-FDTD, las condi-
ciones de contorno y los tipos de excitacién utilizados. Por tltimo se realiza un estudio
de las propiedades numéricas del método.

= En el capitulo 3 se presentan los resultados obtenidos. En la primera parte del capitulo
se estudia la dispersién del método, primero de manera tedrica, resolviendo la relacién
de dispersién numérica del método en funcién de los distintos pardmetros caracteristicos
y después comparandola con la dispersién obtenida mediante la simulacién. Ademés, se
ha utilizado el algoritmo implementado para la simulacién de la propagacién del modo
TE], en una gufa rectangular.

= En el capitulo 4, se exponen las principales conclusiones del trabajo.
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Capitulo 2

El método Leapfrog ADI-FDTD
para ondas TM~

En 1966 Yee desarroll6 el Método en Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo (FDTD
por sus siglas en inglés) que resuelve mediante diferencias finitas las ecuaciones de Maxwell.
Se trata de un método explicito y condicionalmente estable que resulta demasiado lento para
problemas que necesitan un mallado espacial fino debido a la condicién de estabilidad. Como
solucién a este problema concreto surgieron los métodos incondicionalmente estables como el
ADI-FDTD, y posteriormente el Leapfrog ADI-FDTD. A veces se suele referir a todos estos
métodos como métodos FDTD, y al primer método desarrollado por Yee como método FDTD
convencional.

Las ecuaciones en diferencias de los métodos FDTD calculan los valores de los campos
en el instante actual, a partir de los valores en los campos en instante anteriores. El dominio
de cémputo se divide en una malla o red, formada por la repeticién de celdas elementales
cuadradas de longitud Ay, en las que se sitian los campos electromagnéticos para un instante
de tiempo dado. De esta forma se consigue calcular una aproximaciéon de la solucién del
problema continuo original en un conjunto discreto de puntos. Las ecuaciones en diferencias
se resuelven iterativamente, en instantes de tiempo separados por el incremento temporal A;.

El primer objetivo de este capitulo es presentar los distintos métodos FDTD, comparéan-
dolos y viendo las ventajas e inconvenientes de cada uno de ellos. Después se ha desarrollado
con mayor profundidad el método Leapfrog ADI-FDTD, ya que es el método en el que se
centra el trabajo. Para terminar, se estudian sus propiedades numéricas.

2.1. Descripcion del problema diferencial

Se considera como punto de partida las ecuaciones de Maxwell del rotacional para medios
lineales, no dispersivos e is6tropos; la ecuacién de Faraday (2.1a) y la ecuacién de Ampére-
Maxwel (2.1b)

VxH = e%—erf (2.1b)
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donde E (V/m) es el campo eléctrico, H (A/m) el campo magnético, y J (A/m?) la
densidad de corriente eléctrica. El medio se caracteriza por su permeabilidad magnética u
y su permitividad eléctrica e. Estas ecuaciones pueden expresarse en coordenadas cartesianas:

OH

1
OF 1 1
5 = [(A-BH-~J (2.2b)

donde H = [H,, H,, H.)', E=[E,, E,, E.]*, J=[Js, J,, J.]" ¥y

0 20
A= 0 0o 2 (2.3)
2 0 0

ox Jy

ol ©

Si se utiliza como excitacién un campo que no varie segin la direccién z, y ademds la estructura
problema no presenta tampoco dicha variacién, entonces las derivadas respecto de z serdn
nulas, resultando dos grupos de ecuaciones mutuamente desacoplados:

Ondas TE* (E,, Ey, H.):

eaa% _ 68—% _ (2.42)
e% - —852 1, (2.4b)
uagz = 8;; — 8£y. (2.4¢)
Ondas TM? (H,, Hy, E.)
uaggc = —652 (2.5a)
,u% = aaiz (2.5b)

OE, 0H, 0H,
ot Ox oy

En el caso de las ondas TE (Transverse Electric) el campo eléctrico estd contenido en el plano
XY. Mientras que en el caso de las ondas TM (Transverse Magnetic) es el campo magnético
el que estd contenido en el plano XY. En la polarizacién respecto a la direccién z, los campos
varfan en la direccién x e y, pero son invariantes en z. El objetivo del trabajo es estudiar el
método Leapfrog ADI-FDTD para la polarizacién TM?.

€

—J. (2.5¢)

2.2. Aproximacién en diferencias finitas

Los métodos FDTD son un caso particular del método de Diferencias Finitas, que es
un método estdndar para la resolucién de ecuaciones en derivadas parciales. Estas técnicas
permiten sustituir un problema de tipo diferencial por otro equivalente de tipo algebraico. La
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ecuacion diferencial continua original se resuelve de manera aproximada en un conjunto finito
de puntos localizados en el dominio de cémputo.

Las expresiones en diferencias permiten calcular el valor de la derivada de una funcién en
un punto a partir de los valores de la funcién en otros puntos del dominio. Existen distintas
expresiones en diferencias. Dada una ecuacién diferencial, su aproximacién en diferencias
no es unica. El orden de convergencia de la aproximaciéon dependerd de la aproximacién en
diferencias utilizada y no de la ecuacién diferencial de partida.

Una de las aproximaciones en diferencias méds usadas es la aproximacién centrada de

segundo orden:
dUu(t) U({+1/2A) —U(t— 1/2A:)

dt Ay

donde U es una funcién continua cuya derivada respecto a la variable ¢ se quiere aproximar
v A el incremento infinitesimal de la variable independiente. Si definimos el operador finito
diferencia centrada d como

+O(A})

U =U(t+1/2A) —U (t — 1/24Ay)
podemos expresar la aproximacién en diferencias de una forma més compacta

dU(t) _ 8U(1)

a A

+0(A7)

En la préctica, nos interesa obtener aproximaciones para la derivada parcial respecto de
alguna variable manteniendo el resto constantes. Para distinguir en qué direccién es aplicada
la aproximacién, anadiremos un subindice al operador § que lo indique. Por ejemplo, la
derivada parcial respecto al tiempo de la funcién U(z,y,t) se puede aproximar por:

ou (IE, Y, t) _ (stU (:L‘a Y, t)
ot B A,

+0 (A7)
donde d; es el operador diferencia centrada respecto a la variable t.

Para la resolucién de ecuaciones diferenciales mediante el uso de diferencias finitas deben
realizarse los siguientes pasos:

= Discretizacion de la regién de interés, construcciéon de una malla o red de celdas elemen-
tales.

= Aplicacién de la aproximacion en diferencias a las ecuaciones diferenciales. Pasando de
unas ecuaciones en derivadas parciales (EDP) a ecuaciones en diferencias finitas (EDF).

» Imposicién de las condiciones de borde.

= Resolucién mediante algtin método numérico conocido de las ecuaciones en diferencias.

Los métodos en diferencias finitas pueden ser explicitos o implicitos. En los métodos
explicitos todas las ecuaciones en diferencias son ecuaciones explicitas y en general son mé&s
sencillos de resolver.
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2.3. Discretizacién temporal

Las ecuaciones de Maxwell en el dominio del tiempo son ecuaciones diferenciales cuyas
soluciones son los campos electromagnéticos E(x,y, z,t) y H(z,y, z,t). Los métodos FDTD
se obtienen tras sustituir las ecuaciones difereciales por ecuaciones en diferencias respecto a
las variables espaciales y al tiempo. Luego es necesario hacer una discretizacién espacial y
temporal del dominio. Los métodos FDTD utilizan la discretizacion espacial de Yee. Pero la
discretizacién temporal puede variar de un método a otro (incluido el esquema en diferencias
utilizado).

A continuacién se van a presentar los distintos métodos FDTD, la formulacién se ha escrito
en 3D y antes de realizar la discretizacién espacial al igual que en [1]. De esta manera las
expresiones quedan més sencillas y compactas, y se pueden comparar facilmente los distintos
métodos.

En los métodos FDTD el tiempo es discretizado como ¢t = nA; donde n es el indice
temporal n = {1,2,3,...} y A; el incremento temporal.

2.3.1. Meétodo FDTD (Finite Difference Time Domain)

El método de diferencias finitas FDTD convencional es el mé&s utilizado, debido a la
consistencia y simplicidad del algoritmo. A continuacién se van a obtener las ecuaciones del
método FDTD tal y como fueron propuestas por Yee en 1966.

La aproximacién en diferencias respecto al tiempo utilizada en el FDTD convencional es
la aproximacién centrada de segundo orden. Teniendo en cuenta la discretizacién temporal
t=nA; conn={1,2,3,...}

dU(xvyvzat) ~ U(IE, Y, z, (n+1/2)At) *U(SL‘,y,Z, (ni 1/2)At) +O(A?) _
dt Ay
5tU (w7zu Z7nAt) + O(A%)
t

siendo d; el operador diferencia centrada respecto al tiempo.
Por comodidad, a partir de ahora el instante temporal se indicard con el superindice n.
De manera que la expresién anterior puede expresarse de forma més compacta como

UntY2(z,y, 2) — U Y2(2,y, 2)
Ay

dU(z,y, z,t) N o, U"(x,y, 2)

2y

+0(A})  (26)
Puesto que en este apartado se van a presentar las ecuaciones antes de realizar la discretizacién
espacial, en lo que sigue sélo se mostrara la dependencia temporal de los campos.

Las ecuaciones del método FDTD se obtienen tras realizar la aproximacion en diferencias
respecto del tiempo (2.6) en las ecuaciones de Mawell (2.2). La discretizacién del campo
eléctrico se realiza para el instante n + 1/2 y la del campo magnético en n:

oOH™ 1

= —(B— A)E"
A u( )

5tEn+1/2 1 1
B A _ B Hn+1/2 I n+1/2
AW e( ) EJ



2.3 Discretizacién temporal 9

Leapfrog
En+1
n+l

n+1/2
n+1/2 H

<.

n-1/2 r H“‘l/zw
\ -1
n-1 E"

7

Figura 2.1: Esquema temporal de célculo leapfrog.

De esta manera las ecuaciones en diferencias quedan en instantes enteros para el campo
eléctrico y en instantes intermedios para el campo magnético:
/2 _ pgn—1/2 1

= —(B— A)E"
A u( )

Ertl —pr 1 1
= = _Z(A-B Hn+1/2 o _Jn+1/2
AV e( ) €

despejando obtenemos las siguientes ecuaciones:

gntl/2 = g2 ﬁ(BEn — AE™) (2.7a)
o
Ay

gl — pn + _(AHn+1/2 _ BHn+1/2) _ ﬁjn-i-l/Q (27b)

€ €
Aunque todavia faltaria realizar la discretizacién espacial y establecer las condiciones de
contorno, las ecuaciones (2.7) son las que se implementan en el método FDTD. Partiendo de
H"1/2 y E™ conocidos se calcula primero H"t1/2 = f;(H*~1/2 E™) con (2.7b) y después
E"tl = fo(E™, H*t1/2) con (2.7a). Una vez conocidos H"%/2 y E"*1 se pueden calcular los
valores de los campos en el siguiente paso temporal y asi indefinidamente hasta el nimero de
iteraciones deseadas.

El esquema temporal de cdlculo del método se muestra en la figura 2.1. Los campos
eléctricos y magnéticos se intercalan en el tiempo en intervalos de 1/2A; lo que se conoce
como una implementacion “leapfrog” o intercalada en el tiempo. Aunque la denominacién
leapfrog se reserva para el método Leapfrog ADI-FDTD, el método FDTD convencional se
trata también de un método leapfrog. En los esquemas temporales leapfrog por cada iteracion
temporal se calculan una tnica vez los valores de los campos.

El método FDTD convencional es un método condicionalmente estable y debe cumplir la
condicién de Courant-Friedrich-Lewy (CFL) :

At=s-Ay , con s<1 (2.8)

donde s recibe el nombre de pardmetro de estabilidad.
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La estabilidad del método determina un intervalo temporal méximo posible en funcién de
las dimensiones de la celda unidad de la malla:

1/ 1 1 1\ /2
Atméx = z <A_% + A_Z + A_g> (29)

donde A;, Ay y A, son los incrementos espaciales de la malla, producto de la discretizacion
espacial del dominio.

Como podemos ver en la condicién de estabilidad (2.9), mallados espaciales finos impo-
nen incrementos temporales maximos pequenios, haciendo que la resolucién del problema sea
excesivamente lenta en estos casos.

2.3.2. Método ADI-FDTD (Alternating Direction Implicit Finite Differ-
ence Time Domain)

Como solucién a los elevados tiempos de computacién del método FDTD convencional para
problemas con un mallado espacial fino surgieron los métodos incondicionalmente estables
como el ADI-FDTD.

El esquema en diferencias utilizado en la discretizacion temporal es el esquema en diferen-
cias de Crank-Nicolson. Este esquema en diferencias se trata de una aproximacién de segundo
orden en tiempo, implicito y numéricamente estable. Discretizando en el tiempo las ecuaciones
de Maxwell (2.2) mediante el esquema de Crank-Nicolson resulta:

n+1 _ mn
% _ i(A — B)(H™ + H") + %J”“/Q +0(A2) (2.10a)
t
HH — H» 1
— = ﬂ(B — A)(E™ + E™) + O(A?) (2.10b)
t

Podemos expresar el sistema de ecuaciones anterior en su forma matricial.

(o 0 7)) = (g0 47 (0)

1 yn+1/2
+At<f 0 )+O(A§’)

Si ahora agrupamos los términos, podemos escribir el sistema de la siguiente manera

(1-5a -5 o = (14 Sa e Sa o s asr i vond) e

donde Un+1 = [En+17Hn+1]7 un = [EnanL Sn+1/2 = [%Jn+1/270] y
0 +4 o -Z
Ay = < A E) Y Ay = < B 6)

El método de Crank-Nicolson es incondicionalmente estable. Sin embargo, es implicito e in-
volucra matrices llenas, lo cual conduce a tiempos de computacién inaceptables. Una manera
de aliviar este problema es la técnica ADI, este método divide las ecuaciones diferenciales en
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dos. La ventaja de la técnica ADI es que las ecuaciones que se resuelven en cada paso son
mads simples y se pueden resolver como un sistema tri-diagonal.

2
Sumando el término %AszU "1 en el primer miembro de la ecuacién (2.11), restando

. A2 . .
el término - A, A, U™ en el segundo miembro y factorizando obtenemos:

<IAZtA><IﬁA)U”+1:<I+%A><I+AtA>U

AT +A4t A A, (U — U™ +O(A})

Despreciando el término de error, la ecuacién anterior se puede escribir en dos pasos (splitting)

A A A
<I - —tA ) untiz = (I + QtAy> U+ 7%‘"“/2, (2.12a)
<I— By ) i = <I+ %AJ e 4 S, (2.12D)

Las ecuaciones (2.12) son la base del método ADI-FDTD. Sin considedar las fuentes, tras
sustituir las matrices y operar se obtienen las ecuaciones del método ADI-FDTD:

Paso 1:

2 2
< AtA B) EMH2 = < AtA A) %(A—B)H” (2.13a)
€

A
n+1/2  _ n 14 n+1/2 n
H o (BE AE ) (2.13b)
Paso 2:
A2 A2 A
j_Bipl Y g = (1-Biplp) gz St pygerie g4

< 4e u) < de p ) 5! ) (214
L — Hn+1/2+%(BEn+1/27AEn+1) (2.14b)

o

Una vez realizada la discretizacién espacial y considerado las condiciones de contorno se
obtienen las ecuaciones finales del ADI-FDTD: sistema tri-diagonal para el cdlculo de E y
ecuaciones explicitas para el cédlculo de H. El esquema de cédlculo del algoritmo se divide en
dos pasos, en el primero se calculan los campos en instantes intermedios y en el segundo los
campos en instantes enteros. Luego por cada iteracién se calculan los valores de los campos
dos veces.

En la figura 2.2 se muestra el esquema temporal de cdlculo del ADI-FDTD. Como podemos
observar los campos eléctricos y magnéticos se evalian tanto en instantes temporales enteros
como intermedios. Luego, el método ADI-FDTD no sigue un esquema temporal leapfrog como
el FDTD convencional.
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ADI-FDTD

n+l n+1l
n+1 —C E H
n+1/2 +1/2
n+1/2 C E a
E" H"

n 3_
En-1/2 Hn-l/Z

n-1/2

En-l Hn-1
n-1

Figura 2.2: Esquema temporal de célculo del método ADI-FDTD.

El método ADI-FDTD supone una ventaja frente al FDTD convencional en los casos
que requieren un mallado fino. Sin embargo, se trata de un método implicito cuyo coste
computacional es aproximadamente cuatro veces mayor al FDTD convencional.

2.3.3. Meétodo Leapfrog ADI-FDTD

El método Leapfrog ADI-FDTD es, al igual que el método ADI-FDTD, un método in-
condicionalmente estable. Este consiste en una reformulacién més eficiente del ADI-FDTD,
que consigue disminuir el coste computacional al seguir un esquema temporal de célculo tipo
leapfrog por dos razones:

= Los valores de los campos se calculan una vez por cada iteracién, realizando asi un tnico
paso en vez de dos.

= El campo eléctrico se define en instantes enteros y el magnético en intermedios de forma

que sélo hay que definir dos variables E™, H" 1/2 en vez de cuatro E™, H", E"t1/2 y
Hn+1/2.

Para obtener un esquema de tipo leapfrog a partir de las ecuaciones del ADI-FDTD
(2.13) debemos eliminar los valores del campo eléctrico en instantes intermedios y del campo
magnético en instantes enteros. Se ha seguido el mismo procedimiento algebraico que en [6],
quedando de esta manera las ecuaciones del método Leapfrog ADI-FDTD:

2 2
(I - %BlA) H /2 = (I - %BlA) HY2 4 &(BE" —AE™)  (2.15a)

e e p o
2 2

<[ _ %31A> prtl <I _ %B1A> B4 B a2 gty (2.15h)
o€ o€ €

Si comparamos las ecuaciones del método con las del FDTD convencional, podemos ver la
similitud. El método Leapfrog ADI-FDTD puede tratarse como una perturbacién del método
FDTD convencional [3]. Tanto el Leapfrog ADI-FDTD como el FDTD convencional siguen
un esquema temporal de cédlculo de tipo leapfrog, figura 2.1.
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Si comparamos los dos métodos incondicionalmente estables, el método Leapfrog ADI-
FDTD al calcular los campos una unica vez por cada paso temporal, resulta mds réapido y
ademds utiliza menos memoria que su predecesor, el ADI-FDTD [2]. Otra ventaja de este
método es que al ser parecido al popular FDTD convencional abre la posibilidad de realizar
implementaciones hibridas; en las que se utilice el FDTD convencional para el cdlculo de
estructuras generales y el leapfrog ADI-FDTD para el célculo de zonas donde se necesite un
mallado espacial fino.

Polarizacién TM?#

Para la obtencién de las ecuaciones del Leapfrog ADI-FDTD de la polarizacién TM?, que
son las que se van a implementar, partimos de las ecuaciones en 3D (2.15). Utilizamos como
excitaciéon un campo que no varfe segin la direccién z y ademaés la estructura problema no
presenta tampoco dicha variacién. De esta manera obtenemos las ecuaciones para la polar-
izacion TM?* (2.16); una ecuacién explicita para el célculo de H,. y dos ecuaciones implicitas
para el célculo de E, y H,.

H/2 = Hgl/2_ﬁ_88E? (2.16a)
w0y
) Al Gt K e L
1_A_%gl£ Entl o — 1_A_?£l£ E?
de Oy puody) ~ de Oy puody) ~
A, (oHITVE i tl/?
?t < gm Y (2.16¢)

2.4. Discretizacion espacial

2.4.1. Definicién del dominio de cémputo

En los métodos en diferencias finitas la ecuacién diferencial continua original se resuelve
de forma aproximada en un conjunto finito de puntos localizados en el dominio donde se desea
encontrar la solucién. Para poder llevar a cabo esta sustitucién de diferenciales por incremen-
tos, se discretiza el espacio-tiempo mediante una malla o red. Los campos electromagnéticos
pasan de ser continuos a ser discretos, tomando una serie de valores en determinados puntos
de la malla.

Comenzamos definiendo el dominio, teniendo en cuenta que debe ser finito. En nuestro
caso serd una regién rectangular en la que uno de los ejes se asocia con la direccién espacial x
y el otro con la y. El dominio se divide en n, celdas rectangulares iguales de tamano A, x A,
en la direccién z, y n, celdas en la direccién y, denominadas celdas unidad. Para referirnos
a los vértices de las celdas empleamos la notacién (z,y) = (1Az, jAy) = (4,7), donde i es el
indice espacial para x y j para y. Siguiendo esta notacién el centro de una celda genérica ¢, j
seria (z + %, 7+ %) En la figura 2.3 se puede ver un esquema de la malla utilizada.
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ot I
o :4'{

e e b e
- Bt L3,

Figura 2.3: Malla espacial para las ondas TM?.

Una vez definido el dominio de cédmputo es necesario definir las incégnitas y situarlas sobre
éste. Las incégnitas son los campos electromagnéticos ., H, y H, que se sitian intercalados
sobre la malla siguiendo el esquema de Yee, un esquema robusto que se utiliza en la mayoria
de los métodos FDTD. Para el caso de la polarizacién TM? el campo eléctrico se sitiia en
los nodos de la malla y los campos magnéticos en los centros de las aristas. En la figura 2.4
podemos ver la distribucién de los campos para una celda unidad genérica 1, j.

A,

H,(i,j +1/2) e mg) | O

i

(
€

N
g

E()  H/(i+12))

Figura 2.4: Celda unidad.
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Como hemos mencionado anteriormente el tiempo es discretizado como t = nf\¢, donde n
es el indice de paso temporal n € {1,2,3,...}. Entonces una funcién del espacio y el tiempo
representada en la malla en un punto (x,y) en el instante de tiempo ¢, toma la siguiente forma
en notacién resumida:

Uz,y,t) = U(IAz, jAy,nA) = U"(4,5)

2.4.2. Discretizacion de las ecuaciones

Anteriormente obtuvimos el conjunto de ecuaciones del método Leapfrog ADI-FDTD para
la polarizaciéon TM? tras realizar la discretizacién temporal (2.16). Ahora vamos a discretizar
respecto al espacio las ecuaciones obtenidas. Para ello se utiliza la aproximacién en diferencias
finitas centrada de segundo orden:

dU(Zaj) U(i+1/27j)*U(i*1/2aj) _ 5xU(Zaj)

pran A A (2.17a)
dvi,j) _ UG +1/2) - UG —-1/2) _ 9,U(, )
dy Ay Ay (2.17b)
Tras realizar la discretizacién espacial, las ecuaciones (2.16) quedan:
A? 1 A? 1
1——t—§,—34 )EQH i,§) = <17ta —6 )EQ i,j
< A0 Ty &) N R N
At (0 n+1/2¢, - 5?] n+1/2/; -
+% <A$Hy (2, 7) Asz (4, 7) (2.18a)
n+1/2(; . n—1/2/; . Ay 5@/ n(: .
Wi 12 Dy

(1— A sl s )H“+1/2(2'+1/2 §) =
4A%Mi+1/2,j 6i+1/2,j Y

At 4, , :

A—E;‘(z +1/2,7) (2.18c¢)

T

A% 1 n—1/2/; :
1_4A% 0y Or | Hy /(i +1/2,7) +

'U’z'+1/2,j 6iJrl/2,j i+1/2,5

Las ecuaciones obtenidas se aplican a todas las celdas del dominio de estudio. Los valores de
los campos se calculan a partir de los valores de los campos en celdas préximas. Esto supone
un problema para el cédlculo de los campos en las celdas del contorno, ya que no se conocen
los valores de los campos de sus celdas contiguas. Es por esto que los valores de los campos de
las celdas del contorno necesitan una consideracién aparte, y el problema se resuelve teniendo
en cuenta las condiciones de contorno.

2.5. Condiciones de contorno

En este trabajo se han considerado las condiciones de contorno de conductor eléctrico
perfecto (PEC del inglés), que ademds son las mas sencillas de implementar. Esto significa
que si la onda llega al borde de la malla se reflejaré.
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Las condiciones de contorno de conductor eléctrico perfecto son:

1

E x n = 0:><En+Et>x6n:0:>Et:0

—

B.

S
|

= 0:><§n+§t)-d’n:0:>§n:0

donde @, es el vector unitario normal a la pared metdlica. Si el material que esté en contacto
con la pared metdlica es isétropo, entonces podemos reescribir la ecuacién anterior como
H-G,=0=— H, =0.

A la hora de implementar el algoritmo, lo tnico que haremos para tener condiciones de
contorno de un conductor perfecto es mantener a cero las componentes del campo eléctrico y
magnético en los bordes del dominio de cémputo. Teniendo en cuenta la discretizacién espacial
(figura 2.3) las condiciones para el campo magnético quedan:

H,(1,j) = Hy(ng+1,5)=0 J=1/2,...,n,+1/2
Hy(i,1) = Hy(i,ny+1)=0 i=1/2, ... g +1/2

y en el caso del campo eléctrico

E.(i,1) = E.(i,ny+1)=0 i=1,ng + 1
Ez(laj) = Ez(nx+17j>:0 jzl,...,ny—i—l

2.6. Algoritmo Leapfrog ADI-FDTD

De las ecuaciones obtenidas para el cédlculo de los campos, las ecuaciones para el cdlculo
de H, (2.18c) y E, (2.18a) son implicitas, y la ecuacién para el cdlculo de H, (2.18b) explici-
ta. La ecuacién explicita es la utilizada en la implementacién del método, las otras dos se
expresan en forma de sistema matricial. El desarrollo de la formulaciéon matricial se encuentra
a continuacion.

Primero se ha expresado el sistema matricial para el cdlculo de H,. Operando el miembro
de la derecha de la ecuacién (2.18c¢) se obtiene:

A2

A2 1 . _ , n . :
<1 e t 6:3 533) Hy+1/2(z+1/2’]) :74A2—tHy+1/2('L*1/2,])

'uz'+1/2,j €i+1/2,j 1’”1‘+1/2,j 1,5

1+7A% <i+ ! ) HMY2(541/2,5) — Af H'" Y25 4-3/2, 5)
4A525Mi+1/2,j €ig Cit1 Y 4A§3Mi+1/2,j€i+1,j Y
El primer término del segundo miembro de (2.18c¢) es igual a la ecuacién anterior pero aplicado
a Hy -1/ 2, y en el segundo término tenemos:

A o, . )
LB+ 1/2,5) =

'uz'+1/2,j "E z’ui+1/2d

Ay

(EZ(i+1,5) — EZ(i,5))
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Luego, tras las operaciones, la ecuacién para el célculo de H;L +1/2 queda:
A—%H"“m(if 1/2,5)+(1- __AF <i - ) H' Y2 41/2,5)
4A%M¢+1/27]’ E’L,] v 4A%Mi+1/27‘7’ 61,] ei+1,j v

A2 A?
- HytV2(i43/2,) = g ———H,7V2(i - 1/2,5)

4A%/”Li+1/2yj 6i+1,j v 4A%/‘Li+1/2’jei,]’ v
A? 1 1

+ 1+ ——"— (— + > HPH2(i4+1/2, )

4A$Mi+1/2,]’ Ei»j 6i+1,j

A? _1/2,. . Ay . . .
e Hy 2+ 3/2,5) - (BXi+1,4) ~ B2, 5))

iEIu’i+1/2’]' 6i+1,j T i+1/2,5

Para un j arbitrario el sistema a resolver es:

X;H'T? = RHS,; (2.19)

La matriz de coeficientes tiene la siguiente forma

[ Blvj Cl,j 0 0
Azj Byj Ca; 0 0
0 0 0
Xj=1 0 Aij Baj  Cuj 0
0 0 0
0 0 Ap,—15 Bp,—15 Cha—1j
L 0 0 Angj Bngj
donde
A? A2 1 1 A?
Ajj =g ——— Bm:l——t<—+ ) Cij=— :
4A%M¢+1/2,]‘ 2% 4A923M¢+1/2,j € €it1 4A92E”¢+1/2,]’6i+1»j
A? A?
B17j=1+—t Cl,j - =t
4A%'u1+1/2,j62,j 4A%'u1+1/2,j62,j
A? A?
Anz,j = *4 2 : Bi,nz =1+ IA2 !
l’unmﬂ/z,jewd I'unx+1/2,j€n;c»j

Y el miembro de la derecha de la ecuacién (2.19):

RHS; = [RHS(1,j),RHS(2,5),.... RHS(ng, j)]*

siendo N
RHS;(i,]) = ——g—t—H'- (i — 1/2,j)
4A%'U’i+1/2,j6i,j -
Af 1 1 —1/2 A n—1/2
(14—t (—+ VI H' (4 1/2,5) — L H' (i +3/2,5)
( 4 %,uiﬂ/zj €. €y Y.J 4A%'ui+1/2,j€i+1,j YsJ
A _ . o
o (BR(i+ 1,5) — B2, j)) (2.20a)

x’ui+1/2,j
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RHS;(1,5) = |1+ —5—— | HI 7?1+ 1/2,))
2t p1ys,€2,
A2 n—1/2 At
+ 1 ————— | H" 21+ 3/2,5) + ———E™2,)) (2.20b)
( 4A%M1+1/2,j62'j> y,j Ax’ulﬂ/lj
. At? n—1/2 .
ehngt1/2,5 1
A2 n—1/2 At
(11— i H' 2 (ng +1/2,§) — ————E"(ng, j) (2.20¢)
( 4A%an+l/2,j€nx1j> . Dol y12;

Resolviendo el sistema para el célculo de H,, ecuacién (2.19), se obtiene la solucién de los
valores del campo en la columna j del dominio, en el instante t = (n + 1/2)A:

HTY? = [HV2 (14 1/2,5), B2 412, ), 00 HE Y2 (0 + 172, 9)])7

Resolviendo n, — 1 sistemas como el de la ecuacién (2.19) para j = 2,...,n, obtendremos
Hy /2 en todos los puntos de la malla.
De manera andloga, a partir de la ecuacién para el cdlculo de E?+1’(2.18a) se obtiene el

sistema matricial para el cdlculo de los valores de B! :

Y;E!T' = RHS; (2.21)
con matriz de coeficientes:
[ Bl,j CLj 0 0 T
Azj Baj Coj 0 0
0 0 0
Y, = 0 Am‘ Bz,j 017]‘ 0
0 0 0
0 0 An,—1; Bn.—1j Cho—1j
| 0 0 An, j By, ;i |
donde,
RHS; = [RHS(i,1), RHS(3,2), ..., RHS(i,n, + 1)]T
siendo

2
RES(Gj) = (14— (——+—L ) )i )
4A7e, ; \ Hijri2  Bij—1/2

4A%"ui,j—1/2€ivi 4A32/Mi,j+1/26i:j
A n . . n ) .
+—— (H2 6+ 1/2,9) - H P - 1/2,5))
i,§ T
A
——— (P2, + 1/2) - B2 - 1/2) (2.22a)
1,7 Y

RHS;(i,1) = RHS;(i,n, +1) =0 (2.22b)
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y

A? A? 1 1 A}

L B;j=1+ 2t + Cij = *Q—t
€ij AATE, ;Mg Migo1)2 AATe, i jy1)2

A= —
" 4A?,2//“Li,j71/2

Resolviendo el sistema (2.21) se obtiene la solucién de los valores del campo en la fila i del
dominio, en el instante t = nAy:

EXTt = [ErTN(i 1), EXTY3(6,2), . ER (i ny + 1))

Resolviendo n, —1 sistemas como el de la ecuacién (2.21) para ¢ = 2, ..., n, obtendremos Egjl
en todos los puntos de la malla en un instante temporal dado.

En resumen, el algoritmo Leapfrog ADI-FDTD sigue los siguientes pasos en cada iteracién
temporal (partimos de los valores de H;l_l/Q, H5+1/2 y Er~h):

» Céleulo de Hy /% mediante (2.18Db)

= Célculo de RHSY con (2.22) y se resuelven n, — 1 sistemas tri-diagonales como (2.19)

H;l+1/2

para el cdlculo de en todos los puntos de la malla.

» Célculo de RHS]" con (2.22) y se resuelven n, — 1 sistemas tri-diagonales como (2.21)
para el cdlculo de E**! en todos los puntos de la malla.

. 1/2 1/2
Tras realizar estos pasos se conocen los valores de Hy +1/ ,H;L +1/ y E"! y se procede

a calcular los valores de los campos en el siguiente paso temporal. El diagrama de flujo
se muestra en la figura 2.5.

1 2 12
E .H, ".H

<
-~ D

H. >« files Hr")

P |

 flH,E)

o
HP

1 1
HE— =
Ef«fJ|ELH *H ?

>

é | Fin de
'| proceso

Figura 2.5: Diagrama de flujo del método Leapfrog ADI-FDTD.
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2.7. Fuente o excitacion

Los algoritmos FDTD nos dan la propagacién de la onda a lo largo del tiempo, pero para
ello es necesario introducir fuentes. La excitacién que se introduce a través de la componente
J, en uno o varios puntos de la malla, (2.5¢). Se han implementado dos tipos de excitaciones
segtin su distribucién frecuencial; arménica y gaussiana modulada en frecuencia.

2.7.1. Sinusoidal

La excitacién armonica es una funcién seno que en cada iteraciéon temporal toma el valor:
™ = h(nA;) = Asin(wenls + @) (2.23)

donde A es la amplitud, fy la frecuencia y ¢, el desfase inicial.

2.7.2. Gaussiana modulada

La expresién de la excitacién de tipo gaussina modulada en frecuencia viene dada por la
siguiente ecuacién:

h(t) = Ae= @ =10)" . gin(wg - ) (2.24)

donde los pardmetros a y ng caracterizan al pulso gaussiano. La transformada de fourier del
pulso gaussiano es:

[Hf)] = i7"

En la figura 2.6 se muestra una excitacién de tipo gaussiana modulada, vemos como el pulso
gaussiano envuelve a la modulacién en frecuencia de la senal.

Para el correcto funcionamiento del algoritmo las fuentes deben ser suaves y no comenzar
bruscamente. El pardmetro « nos permite definir la atenuacion de la gaussiana, si la atenuacién
deseada a una determinada frecuencia f. es —A; dB entonces

Ay = 20log|[H(f,)| = e~/

despejando
7 fe
VIn 1047/20

En la figura 2.6 se representa un pulso gaussiano para Ay = 50.
Si deseamos una atenuacién del valor de la gaussiana en ¢t = 0 respecto a su valor méximo
de —A; dB entonces

o=

—A; = 201og(

despejando

VIn 1047/20
CMAt

ng =

En la figura 2.7 se representa un pulso gaussiano para A; = 200.
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2.8. Propiedades numéricas

La aplicacién satisfactoria de los métodos FDTD para resolver problemas concretos de-
pende en gran medida del conocimiento de las propiedades numéricas del método, en par-
ticular de la estabilidad y de la dispersién numérica. En este apartado se van a estudiar las
propiedades numéricas del método Leapfrog ADI-FDTD. Se desea comprobar la estabilidad
del método y obtener su relaciéon de dispersion.

2.8.1. Estabilidad

Los métodos en diferencias finitas se obtienen tras aplicar la aproximacién en diferencias
finitas a las ecuaciones del rotacional de Maxwell. Debido a la precisién finita de cédlculo de
un ordenador, cuando una ecuacién en diferencias se resuelve mediante un proceso iterativo,
se producen errores de redondeo. Los errores pueden crecer con el nimero de iteraciones
o permanecer acotados. Estudiar la estabilidad de un esquema en diferencias consiste en
determinar las condiciones que deben cumplir los pardmetros del problema para que los errores
de redondeo permanezcan acotados a lo largo del proceso de célculo.

Para comprobar la estabilidad del método Leapfrog ADI FDTD se ha utilizado el método
de Von Neumann, al igual que en [7]. El analisis de estabilidad de von Neumann se basa en
la, descomposicién de los errores en serie de Fourier, queddndose con el primer término del
desarrollo.

El método consiste en sustituir soluciones de la forma

Um(i,5) = UpZ"e diAskatiByky) (2.25)

en las ecuaciones del método y operar hasta expresarlas de la forma U"t! = ZU™. Se ha
escrito en negrita la unidad imaginaria j para distinguirla de los indices espaciales. La variable
compleja Z se denomina factor de amplificacién y proporciona el crecimiento del error en una
iteracién temporal (e"T1(i, j) = Z&"(i,7)). El criterio de estabilidad de von Neumann afirma
que para que el esquema sea estable debe cumplirse |Z| < 1. Es decir, que el error no crezca
a medida que aumentan las iteraciones temporales.

Procedemos entonces a comprobar la estabilidad de nuestro algoritmo. Como hemos di-
cho, para empezar se sustituyen expresiones de los campos del tipo (2.25) en las ecuaciones
caracteristicas del método (2.18). Una manera rdpida de hacerlo es sustituir directamente los
autovalores de los operadores en diferencias:

A¢k
0:U"= — 2jsin <%> u"

A
S2U"= — 4sin? (ka> un
2
con £ = x,y.

Las ecuaciones resultantes tras las sustituciones se muestran a continuacién. Para simpli-
ficar los cdlculos se ha considerado las ecuaciones para medios homogéneos.
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A7 ky A A7 ky A
1+ -5t sin2< > y>>E§+1:<1+ L sin< Y y))Eg
< Aep 2 Aep 2

s (kA
A, 2351n< 5 ) —2jsin(ELA£)
St 2\ 2 etz AU 2 ) gntl/2 2.2
€ Ay v * Al‘ Y ( 6a)
Sin Y=y
2 = Hgl/erjﬁMEg (2.26b)
H A,
A2 2 szz n+1/2
<1+A26 Sln< 5 ))Hy /
A2 kA Ay sin (ELAQ)
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Ahora teniendo en cuenta que U™t = ZU™ resulta el siguiente sistema homogéneo:
AU" =0

donde U™ =(E7, HY Y2 HIV/?) y la matriz A:

kyA
A2 . k, A . . (y_i) ) ) (M)
(1 =+ Azéﬂ Sln2(_%1i)) (Z-1) —JQTAtZSHITyz .]QTAtZsmT;
. in(kuly)
A= L (2 -1) K
in(HEE A2 9 kAL

j%ﬁ SIH(Z A ) 0 (1 + —A%;u Sin ( 5 ))

1 v o

Para que el sistema tenga solucién distinta a la trivial su determinante debe ser nulo. Igualando
el determinante a cero obtenemos el siguiente polinomio:

P(Z)=(Z-1)58(2)
donde

S(Z)=A+v)) A+v2)Z2+2Z [(1+v) A +v3) = 2] + (1+v2) (1+v3) (2.27)

A? ke A
Vg = 3 sin? <g> con & =x,y

Las dos raices del polinomio de estabilidad S(Z) son complejas conjugadas y de médulo
unidad. Luego se cumple el criterio de estabilidad como querfamos demostrar. El método es
incondicionalmente estable.
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2.8.2. Relacion de dispersién

Se define la relacién de dispersién como relacién entre la frecuencia y nimero de onda.
La relacién de dispersion, ecuacién (2.29), se obtiene tras sustituir una onda plana en las
ecuaciones de Maxwell para la polarizacion TM? (2.5). Las ondas planas son ondas de fre-
cuencia constante, cuyos frentes de onda son planos paralelos de amplitud constante normales
al vector de onda ? Las ondas planas tienen la siguiente expresién:

U7, ) = Upe 3F T =) (2.28)

La relacién de dispersion es:

1

2 2 2
w*=—(k;+Ek 2.29

024 ED) (2.29)
Sin embargo, debido a la aplicaciéon del método de diferencias finitas, en los resultados
obtenidos con FDTD aparecen efectos de dispersién y anisotropia, que no tienen origen fisico.
Estos efectos se deben a la sustitucién de un problema continuo por uno discreto, y deben ser
estudiados, para evitar en la medida de lo posible, que afecten a los resultados.

La relacién de dispersién numérica del método se obtiene de manera anédloga al sustituir

una onda plana en las ecuaciones caracteristicas del método (2.18). La expresién de una onda
plana una vez discretizada queda:

U™ (i, ) = Uped*ne3iBahatityky) (2.30)

Aprovechando los cédlculos realizados anteriormente para el estudio de la estabilidad, es equiv-
alente a sustituir Z = et en el polinomio S(Z). De esta manera obtenemos la ecuacién
de dispersién numérica del método:

AQ - A -
tan? (”At) = L sin? (kIQAI) + t_ gin? (kyQAy)
€

A LA A ;
=L sin? (Befe ) =L in? (Rupe ) (2.31)

donde A; es el paso temporal, A, y A, las dimensiones de la celda y k la constante de fase
numérica (para distinguirla de la constante de fase exacta k).

La ecuacién de dispersiéon obtenida se trata de una ecuacién no lineal. Nos indica que la
velocidad de fase numérica v estd condicionada por la frecuencia y el angulo de propagacion.

Up(f) = % # const.

Adems&s de la dispersién numérica (dependencia de la frecuencia), tenemos la anisotropia
numérica (dependencia del éngulo de propagacion). En el capitulo 3 se estudiardn estos fené-
menos con mayor profundidad.



Capitulo 3

Resultados

En este capitulo se muestran los resultados del trabajo. El contenido esta organizado de
la siguiente manera:

» En la primera parte se ha estudiado la dispersién del método, ecuacién (2.31), en funcién
de los distintos pardametros de los que depende: el éngulo de propagacién ¢, el nimero
de celdas por longitud de onda Ny, y el pardmetro de estabilidad s. Los resultados se
han presentado en funcién del error relativo, ya que lo que nos interesa no es el valor de
la constante de fase, sino la diferencia entre los datos numéricos (k) con los exactos (k),
es decir, el error que introduce el algoritmo. Ademas, se ha comprobado que el Leapfrog

ADI-FDTD se trata de un método de segundo orden.

= En la segunda parte se presentan los resultados obtenidos con las simulaciones del
método implementado. Se ha obtenido la constante de fase a partir de las simulaciones
y comparado ésta con la constante de fase numérica obtenida de manera tedrica a partir
de la ecuacién de dispersion.

= Por tltimo, a modo de ejemplo, se ha simulado la propagacién de una onda plana en
una gufa rectangular.

3.1. Propiedades del método Leapfrog ADI-FDTD

3.1.1. Resolucién de la ecuacién de dispersién numeérica

En el capitulo 2 obtuvimos la relacién de dispersién del método Leapfrog ADI-FDTD
(2.31). Ahora vamos estudiar la dispersién del método en funcién de los distintos pardmetros
de los que depende. La ecuacién de dispersién del método es una ecuacién transcendente, por
tanto para su resolucién buscaremos los ceros de la funcién F*:

- B o (WAN A o (kA A7, (KA,
Flw,k,¢,Ar, Ay, Ay) = tan <—2 ) Az sin < 5 Zui? sin” | =5~
8 L (BA) A (A,
- Sl Wy 1
A2 sin ( 5 >€,u A2 sin 5 (3.1)
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donde k = \/fc% + IEZ es la constante de propagaciéon numérica. La ecuaciéon de dispersion
depende tanto de la frecuencia f, como de los incrementos espaciales A, y A, y del incremento
temporal 4; .

La expresion general de la constante de propagacién de una onda en un medio es v =
jk = a+ jB, donde «a se denomina constante de atenuacién y 8 constante de fase. En el caso
de un medio sin pérdidas, como el considerado en los resultados, la constante de atenuacién
es nula o = 0, de manera que 3 = w,/ue = k.

La constante de propagacién es el médulo del vector de onda, un vector paralelo a la
direccién de propagacién de la onda plana. Podemos expresar las componentes del vector de
onda como k, = k cos oy l;y = ksin ¢, donde ¢ es el dngulo de propagacion de la onda plana,
dngulo entre el vector de onda k y el eje de abscisas, figura 3.1.

Figura 3.1: Esquema dominio de cémputo. Angulo de propagacién ¢ y vector de onda k.

Teniendo en cuenta las siguientes condiciones:
» Celdas cuadradas; A, = A, = A,.
= Propagacién en el vacio, e =€y 1 = pg.

La ecuacién (3.1) puede reescribirse como:

2 A2 7. 2 A2 7
~ 2 c*AY . 5 [ Askcoso A7 5 [ Asksing
F(f,k,0,Aq;Ay) = tan (mfAy) — Az sin ( 5 — Az sin 5

AN [ Akcosg ) . o [ Asksing
— Al sin — sin — (3.2)

donde ¢ = —== = 299792598 m/s es la velocidad de la luz en el vacio.

v ‘EOMO
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El incremento espacial se puede definir en funcién del nimero de celdas por longitud de

onda Ny:
A
Ag=— 3.3
= (33)
El incremento de tiempo se puede definir en funcién de el nimero de incrementos temporales

por periodo Ny
T

N

o en funcién del pardmetro de estabilidad s, ecuacién (3.6).

Recordemos que el método leapfrog ADI-FDTD es un método numeérico y que por tanto
sus soluciones llevan asociado un error, que hace que aparezca una dispersién y anisotropia
de origen no fisico. Queremos saber cémo afectan los distintos pardmetros a la dispersion. Se
han buscado los valores de la constante de fase k que anulan E(f, k, b, Ay, Ay), considerando
como datos Ag, Ay v ¢. Para ello se ha implementado la ecuacién en MatLab y mediante la
funcién fminsearch() se van barriendo los valores de la constante de fase k hasta encontrar el
valor que anula F'.

En la figura 3.2 se muestran los valores de k encontrados para distintos valores del dn-
gulo de propagacién ¢. En la grafica de la izquierda se muestra la constante de fase (parte
imaginaria) y en la gréfica derecha la constante de atenuacién (parte real). Ademds se ha
representado la constante de fase exacta (k = w,/Ji€). Podemos ver como el método introduce
error en la constante de fase, pero no introduce pérdidas. También se puede observar la de-
pendencia del error de la constante de fase con el dngulo de propagacién. Se ha representado
desde ¢ = 0° a ¢ = 90°, pues para dngulos mayores hay simetria como veremos mds adelante.
El error es méximo para ondas que se propagan en la direccién de los ejes (¢ = 0°,90°) y
minimo para ondas que se propagan en la direccién diagonal (¢ = 45°).

A, (3.4)

x 1077
213

e N UME&rico
212.5¢+ B Exacto

212+

211.5¢

10 B
211+¢ A

210.5+ B

Constante de fase (m'l)

210+ A

209.5+ B k
0

209 L 1 1 L L 1 L L
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80

0 00

Constante de atenucacion (Np/m)

Figura 3.2: Constante de propagacién numérica y tedrica en funcién del dangulo de propagacién
¢, fo =10 GHz, Ny = N; =20 .
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3.1.2. Comportamiento del error de la constante de fase

De ahora en adelante los resultados obtenidos se van a presentar en funcién del error
relativo de la constante de fase:

. k—k
error relativo k (%) = 100 x

(3.5)

donde % es la constante de fase numérica, obtenida a partir de la ecuacién de dispersién del
método (3.2), y k es la constante de fase exacta, obtenida de la ecuacién de dispersién exacta
(2.29).

Ya en la figura 3.2 vimos que el error dependia del d4ngulo de propagacién. En la figura 3.3
se ha representado el error en funcién del angulo de propagacién desde ¢ = 0° hasta ¢ = 360°.
La dependencia del error de la constante de fase respecto a los ejes de coordenadas es simétrica,
por ello, de ahora en adelante en las representaciones sélo se tendrdn en cuenta dngulos de
propagacion del primer cuadrante, de ¢ = 0° a 90°. El error es médximo en los ejes de abscisas
y ordenadas ¢ = 0°,90°,180°,270° y minimo en las diagonales ¢ = 45°,135°,225°,315°,
respecto a las cuales también presenta simetria. Ademds, podemos ver como el error para el
caso de N) = 40 es menor que para Ny = 20.

180

Error relativo constante de fase (%)

Figura 3.3: Representacién polar del error relativo de la constante de fase en funcién del
angulo de propagacién ¢ para el caso Ny = N, con Ny = 20 (verde) y Ny = 40 (azul).
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A continuacién vamos a estudiar como varfa el error en funcién del los pardmetros Ny y
;. Buscamos saber qué valores son necesarios para obtener resultados con un error razonable.
En la figura 3.4 se representa el error de la constante de fase en funcién del nimero de celdas
por longitud de onda (izq.) y en funcién del nmimero de iteraciones por periodo (dcha.).El error
disminuye al aumentar el nimero de celdas por longitud de onda (disminuir Ay) y al aumentar
el nimero de iteraciones por periodo (disminuir A;). Aunque la eleccién de los pardmetros
Ny y N; dependerd de la precision que necesitemos, observando la figura podriamos decir
que para obtener resultados que no se alejen mucho de la solucién real debido al error que
introduce el algoritmo, deberiamos escoger valores tales que Ny 2~ 20 y Ny 7~ 20.

Nt =10 N, = 10
3} H 3t A .
Nt =14 N)\ =14
Py N =20 Py N, = 20
g 25 ol 8 2s Moo
o Nt =50 o N)\ =50
3 3
© ©
S 2 4 © 2 ]
(] (]
g g
2 2
o 15 1 © 15 1
o o
g g
3 3
o 1 4 2@ 1 .
S S
] ]
0.5 = 0.5 8
0 | | | | ‘ O | | | | |
20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
N>\ Nt

Figura 3.4: Error relativo de la constante de fase en funcién del nimero de celdas por longitud

de onda N (dcha) y en funcién del mimero de iteraciones por periodo N; (izq.). Angulo de
propagacion ¢ = 45°.

En la figura 3.4 se ha visto la relacién entre el error y el incremento temporal, concreta-
mente en funcién de V;, sin ninguna restriccién para elegir los valores de éste. Esto se debe a
que el método Leapfrog ADI-FDTD es incondicionalmente estable, sin embargo en el caso del
FDTD convencional, debido a la condicién de estabilidad, deberfamos haber tenido en cuenta
la restriccién del incremento temporal

Recordemos que para el caso de dos dimensiones la condicién de estabilidad del FDTD

convencional es:
1/ 1 1\ V2
Atzs-—( ) con s<1
c

A_% + A_Z (3.6)
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De manera que en el FDTD convencional el parametro de estabilidad debe ser menor o
igual que la unidad, s < 1. Sin embargo, en los métodos incondicionalmente estables podemos
escoger el incremento temporal que queramos. En el método Leapfrog ADI-FDTD la eleccién
de los incrementos espaciales y temporales vendrd marcada tnicamente por la exactitud de
la solucién que busquemos, sin tener que cumplir ninguna restricciéon, pudiendo tomar el
pardmetro de estabilidad s valores mayores a la unidad.

Queremos determinar en qué casos resulta mds conveniente la eleccién de un método
condicionalmente estable y cuales podemos escoger un método incondicionalmente estable
manteniendo un error razonable. Debido a la resolucién de sistemas implicitos una iteracién
de un método incondicionalmente estable es siempre mas lenta que la de un método condi-
cionalmente estable explicito. Por eso, para que resulte interesante utilizar el método Leapfrog
ADI-FDTD debemos usar valores de s > 3,4, de manera que ahorremos tiempo de com-
putacioén.

En la figura 3.5 se muestra el error de la constante de fase en funcién del dngulo de
propagacion para s = 1,2, 3,4, en la grafica de la izquierda para Ny = 20 y en la gréfica de la
derecha para Ny = 40. Para estos valores de Ny el error para s > 3,4 es demasiado grande.
Luego para valores de [Ny moderados resulta mas conveniente el método FDTD convencional,
que ademds para valores moderados de N, presenta tiempos de computacién razonables.

8 2 ‘
N)‘z 20 N =40 S=

7 i 18 A ——— C
16l —S = 3

6 8 s =
1.4+

5, 4
1.2+

Error(%)
Error (%)

0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
9 () 90

Figura 3.5: Error relativo de la constante de fase en funcién del angulo de propagacién ¢ con
s=1,2,3,4 para Ny =20 y Ny = 40.

Ahora vamos a ver qué ocurre en los casos en los que se requiere un mallado fino (valores
de N) mayores). En la figura 3.6 se muestra el error de la constante de fase en funcién del
angulo de propagacion para s = 1,2,4,6,12, en la grifica de la izquierda para Ny = 80 y en a
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la derecha para Ny = 160. Observamos como para valores de N en este rango si que podemos
obtener buenos resultados para s > 3,4, ahorrando tiempo de computacién pero manteniendo
errores razonables. Podemos mantener un error inferior al 1% en el caso de Ny =80 con s =6
y en el caso de mallado ultrafino Ny = 160 incluso con s = 12.

s=1
0.9 —c =)
—— =

s=6

—— =12

0.8+

0.7+

0.6

0.5 1

Error (%)
N
Error (%)

15/ 4 04F 1
0.3l |

0.2+ 1

0.5, =

Vv 0.1 V

0 ‘ : 0! :

0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
() @)

Figura 3.6: Error relativo de la constante de fase en funcién del dngulo de propagacién ¢ para
s=1,2,4,6,8,12 para Ny =80y N, = 160.

Resumiendo para mallados normales los métodos condicionalmente estables resultan la
mejor opcién y para mallados finos los métodos incondicionalmente estables resuelven el
problema del excesivo tiempo de cédlculo debido a la condicién de estabilidad. Dentro de los
métodos incondicionalmente estables, la dispersién introducida por el método Leapfrog ADI-
FDTD es igual a la introducida por el ADI-FDTD [8], y puesto que el Leapfrog ADI-FDTD
es mds rapido es mejor opcion.

3.1.3. Orden de la aproximacién del método

El error de un método numérico (valor aproximado menos valor exacto) es en general de
la forma:
Error(Ag) ~ CA? (3.7)

donde C' es una constante y p el orden de la aproximacién.

La aproximacién de diferencias finitas utilizada para la obtencién de las ecuaciones del
método Leapfrog ADI-FDTD ha sido la aproximacién centrada de segundo orden, ecuaciones
(2.10) y (2.17). Teniendo ademds en cuenta que la aplicacién reiterada de operadores de orden
p es también un operador de orden p, esperaremos que el método sea de segundo 6rden (p = 2).
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Si consideramos el nimero de celdas por longitud de onda Ny en vez del tamano de la
celda A y tomamos logaritmos entonces la ecuacioén (3.7) queda como una recta de pendiente
m= —2:

log(Error(Ny)) ~ —plog Ny + Cs

En la figura 3.7 se ha representado el error relativo de la constante de fase en funcién del
nimero de longitudes de onda en escala doblemente logaritmica para distintos valores del
angulo de propagacién. Se ha representado también una recta de pendiente m = —2. Se
puede ver como las rectas obtenidas son paralelas a la recta de pendiente m = —2, luego
queda comprobado que el método Leapfrog ADI-FDTD se trata de un método de segundo
orden.

10" ¢ ]
—m—=20° ]
@=30° i
@ = 45°
S recta m=-2
?
£ 10° |
q.) L
©
(O]
€
©
@
c
[e]
o
o
=R
8 107+
o [
S
i}
107 - ,
10 10

Figura 3.7: Error relativo de la constante de fase en funcién del nimero de celdas por longitud

de onda para tres dngulos de propagacién en escala log-log. En negro recta Error(Ny) ~
400N, 2.

3.2. Simulaciones

Hasta ahora hemos obtenido valores tedricos de la constante de fase, comparando la con-
stante de fase exacta k con la constante de fase numeérica k. La constante de fase numérica la
obtuvimos a partir de la ecuacién de dispersién del algoritmo, que obtuvimos tras sustituir
ondas planas en las ecuaciones del método. En este apartado se va a utilizar la implementacién
del método Leapfrog ADI-FDTD para obtener la constante de fase numérica.
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Para empezar se van a comentar algunos detalles de la implementacién del algoritmo.
Después se va a obtener la constante de fase del método mediante la simulacién y comprobar
que coincide con la constante de fase numeérica k.Y para terminar se ha implementado la
propagacion del modo TE{,; en una gufa de onda.

3.2.1. Implementacién del algoritmo

Para la obtencién del algoritmo se han implementado las ecuaciones (2.18b), (2.21) y
(2.19). Para poder implementar dichas ecuaciones se han de redefinir los indices espaciales de
H, y H, de manera que todos sean enteros, ecuaciones (3.8). Se han realizado los siguientes
cambios i +1/2 =4, j+1/2 > j,i—1/2 —>i—1,j—1/2— j—1, figura 3.8.

A
HIVI2(0, ) = H27V2(0, ) - —~— 20 (i j 1 1/2) (3.59)
MZ,J+1/2A
n—+1/2
X;HT? = RHS; (3.8b)
Y;EZT = RHS; (3.8¢)
con 9 9
ey At n—1/2 At n—1/2
RHS](/I”j) - 4A%/~LOEO Y,J ( 1 J) + (1 + ZA%/J/OEO )Hy] (Z j)
A? n—1/2 A
2 1A — E(
4A2M060 Y,J (Z+ ’j)+A:p,U/O( z(Z+ 7]) Z(Zvj))
A2 A2 A2
RHS;(i,5) = (1+ ) EXH (i, §) — 7E"+1(z j—1)— 7E"+1(z j+1)
2A2,uoeo LYATNEN LYATNEN
Ay . . Ay
Hn+1/2 o Hn+1/2 -1 . Hn+1/2 Hn+1/2 -1
tonn (60 — 2= 1) = o (HG0) - 22 - )

E1j+1) Hy(i,j+1) EJi+1]+1)

HX('iJ)‘ ‘ Hx(|+l’J)

Ej) HyG)  El+L)

Figura 3.8: Distribucién espacial de la celda unidad implementada.
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Nétese que el orden de implementacion de las ecuaciones es importante, la ecuacién (3.8¢)

1/2 )
HIT /2 Estas ecuaciones se

para el cdlculo de E?"1debe ir la tltima, pues necesita Hy +1/2 y
resuelven por cada iteracién temporal del algoritmo.

Para su implementacién se definen las matrices de los campos E., H, y H, donde el valor
del la variable a;; de la matriz se corresponde con el valor del campo en la celda 7, j. Mediante
la funcién pcolor de MatLab, que da un color en funcién de la magnitud de la variable
(colores cdlidos para valores positivos y frios para valores negativos), podemos obtener la
representacién gréfica de la propagacion de la onda a lo largo de la simulacién. Sin embargo,
guardar los valores de los campos en todo el dominio durante todo el tiempo de la simulacién
supondria un gran gasto innecesario de memoria. Por ello, inicamente se guardan (muestrean)
los valores que interesan para el post-procesado.

En el algoritmo implementado se han considerado condiciones de conductor eléctrico per-
fecto. Al ser el dominio de cémputo finito si se simula durante el tiempo suficiente la onda
llegard a las paredes del dominio y se reflejard. Debido a ello, para simular ondas en el espacio
libre y poder estudiar su propagacion, las simulaciones se parardn antes de que la onda llegue
a las paredes del dominio, de manera que la parte de la onda reflejada no distorsione los
resultados.

En la implementacién se han utilizado las mismas condiciones que en la seccién anterior;
celdas cuadradas, A, = A, = A, y la permitividad y permeabilidad del vacio, €, y .

3.2.2. Comprobacién de la ecuacién de dispersion

Nuestro objetivo es obtener los valores de la constante de fase a partir de la simulacién
para poder compararlos con los valores de la constante de fase numeérica estudiados en la
seccién anterior. La constante de fase de la simulacién se ha obtenido como en [9], a partir
de los valores de los campos en dos puntos del dominio, ecuacién (3.12). Para llegar a dicha
ecuacién consideramos la transformada de Fourier de E(t) de dos puntos diferentes:

S . Ni .
Bw,m) = / E(t,r) - e dt = S B(t,m) - e 9, (3.92)
- n=1
o0 . Nt .
Bw, ) = / E(t,ra) - e dt = S B(t,ra) - 30, (3.9b)
-0 n=1

donde 71 y ro indican puntos del mallado.
En el caso de una onda plana tenemos que:
E(w,r1) = Ey-e ™ (3.10a)
E(w,m2) = Ep-e (3.10b)
Sustituyendo (3.10) en (3.9) y calculando el cociente obtenemos:
L _ DFT(E(t,m))
DFT(E(t,r2))

donde L es la distancia entre los dos puntos, en el caso de dos celdas consecutivas L = Ag.
Despejando la constante de fase de la ecuacién anterior llegamos a la siguiente expresion:

1| (DFT(E(t,r))
=i <DFT(E(t,r;))) (3.11)
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Puesto que v = a(w) +j5(w), la parte imaginaria de la ecuacién (3.11) es la constante de fase
B que buscamos. De esta forma podemos obtener la constante de fase a partir de los valores
del campo en dos puntos del dominio.

Ya que tenemos la ecuacién de dispersién de una onda plana, lo l6gico serfa obtener la
constante de fase mediante la simulacién de una onda plana. Sin embargo, en la préctica es
més sencillo utilizar ondas cilindricas a distancias suficientemente lejanas de la fuente. En el
caso de ondas cilindricas debemos tener en cuenta la disminucién en amplitud de la onda
con la distancia:

E(w,r) = 7 e T
luego,
1 —T1
E(w,r1) = ﬁ e
1
E(w,r) = N e

quedando entonces la ecuacién para el cdlculo de la constante de fase:

1. (DFT(E(t,n)) 7
=g <DFT(E(t,r2)) ' \/ﬁ> (3.12)

La implementacién de una onda plana se complica debido a que al estar el dominio dividido
en celdas no tenemos libertad para escoger los dngulos que queramos. Ademads, al no haber
condiciones absorbentes, la onda se reflejaria en las paredes del dominio modificando los
resultados. Es por esto que se ha utilizado como excitacién ondas cilindricas en el centro del
dominio, que a una distancia suficiente de la fuente pueden considerarse como ondas planas.
Para simular la propagacién de una onda cilindrica basta con introducir una fuente en el
centro del dominio y la propagacién de ésta originard un frente de onda cilindrico como en la
figura 3.11.

Para saber a partir de que distancia podriamos considerar la onda cilindrica como plana
se ha excitado una onda cilindrica y hallado su constante de fase a distintas distancias de la
fuente a lo largo de la direccién del eje de abscisas (¢ = 0°). Se ha calculado la constante
de propagacién numeérica de una onda plana a partir de la ecuacién de dispersion (3.2) para
¢ = 0°, y comparado los valores obtenidos con la constante de la onda cilindrica obtenida a
partir de la simulacién, ecuacién (3.12). En la figura 3.9 se muestra el resultado, podriamos
concluir que a distancias mayores de diez longitudes de onda (d > 10\) la constante de
propagacién de una onda cilindrica se asemeja a la de una onda plana.

Ahora ya disponemos de todo lo necesario para calcular la constante de fase mediante
la simulacién. Para obtener una figura similar a las de la seccién anterior, necesitaremos
calcular la constante de fase a distintos dngulos de propagacién. Para ello, muestreamos el
campo eléctrico en dos puntos distintos a determinados dngulos, es decir, guardaremos el
valor del campo en dichos puntos para después poder obtener la constante de fase a partir
de la ecuacién (3.12). En la figura 3.10 se muestra un esquema de los puntos en los que se ha
muestreado el campo. La fuente se coloca en el medio del cémputo y se muestrea el campo
a distintos dngulos de propagacién manteniendo siempre una distancia mayor de 10\ de la
fuente.
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Figura 3.9: Constante de fase de una onda cilindrica (simulacién) y una onda plana (ecuacién
de dispersién numérica) en funcién de la distancia a la fuente en longitudes de onda.
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Figura 3.10: Esquema del muestreo realizado.
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Figura 3.11: Representacion grafica del campo eléctrico en el dominio en un instante de tiempo
dado. Marcados los puntos de muestreo a distintos dngulos y la fuente "+.

Como dijimos anteriormente, a lo largo de la simulacién se pinta la representacion gréfica
del campo FE, en pantalla. En la figura 3.11 se muestra dicha representacién para un instante
de tiempo dado. Ademds también se indican los puntos donde se ha muestreado el campo.
Finalmente, en la figura 3.12 se muestra la comparaciéon de la constante de fase numérica
tedrica y la obtenida mediante la simulaciéon. Observamos que los valores de la constante de
fase obtenida mediante la simulacién coinciden con los valores tedricos, luego la relacién de
dispersién obtenida es correcta.

T T T
Teorico
B Simulacién

Error constante de fase (%)

04 L 1 L L L L 1 L
0

10 20 30 40 50 60 70 80 90
o)

Figura 3.12: Error relativo de la constante de fase numérica obtenida teéricamente y a partir
de la simulacion.
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3.2.3. Propagaciéon del modo TE{, en una guia de onda rectangular

Las gufas de onda son estructuras metdlicas por las que se transmiten las ondas electro-
magnéticas. Debido a su baja disipaciéon de energfa estdn especialmente disenadas para el
transporte de senales de alta frecuencia, como las microondas. Las ondas electromagnéticas
viajan a través de las gufas por medio de diversas configuraciones, conocidas como modos de
propagacion. En teoria existen un nimero infinito de modos de propagacion y cada uno tiene
una frecuencia de corte a partir de la cual se propagan las ondas en la gufa.

Por convenio, en las gufas de onda los modos TM y TE se definen respecto a la direccién
de propagacién. De manera que en los modos TE (Transversal Eléctrico), la componente del
campo eléctrico en la direccién de propagacién es nula. Los distintos modos transversales
magnéticos y eléctricos se simbolizan como TM,,,,, y TE,,,,. Por lo general, las guias de onda
poseen una seccioén transversal rectangular, pero pueden tenerla circular o eliptica. En guias
rectangulares m y n designan nimeros enteros que denotan el nimero de medias longitudes
de onda de intensidad de campo entre cada par de paredes, m a lo largo del eje = y n a lo largo
del eje y. El modo dominante en una guia es el que tiene la frecuencia menor. La guia estd
diseniada fundamentalmente para operar en un sélo modo a un ancho de banda requerido. Las
dimensiones de la guia se escogen de forma que para una senal dada, sélo el modo principal
pueda transmitirse, atenuando los demds modos de orden superior. La frecuencia de corte se
determinan por las dimensiones de seccién transversal de la gufa de onda. En una guia de
onda rectangular la frecuencia de corte es:

=5y (3) (5
) a b
Para una gufa de onda rectangular, con la disposicién de los campos tal y como se ha imple-

mentado en el método, con el campo magnético contenido en el plano XY y el campo eléctrico
perpendicular a la direccién de propagacion, el modo fundamental es el TE],, figura 3.13.

Figura 3.13: Estructura de los campos del modo TE{; en una gufa de onda rectangular.

Se ha simulado la propagacién del modo transversal eléctrico fundamental TEf,. Para su
implementacién se ha se ha excitado a los campos eléctricos de la columna central del dominio
con una fuente de tipo sinusoidal como (2.24), pero cuya amplitud se hace nula en las paredes
de la gufa:

E™(ng/2,7) = E"(ng/2,j) + sin <%AS) sin(2m fnA;)  con j=1,...,my

Se han escogido los pardmetros caracteristicos de una guia de onda WRT5: frecuencia entre
10-15 GHz y a=19 mm. En la figura 3.14 se muestra la propagacién del modo TE7, en distintos
instantes temporales. En las figura superior se ve el comienzo de la propagacion de la onda,
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en los valores de indice temporal n = 450 y n = 699 la onda se sigue propagando, pero ain
no ha llegado a las paredes del dominio. Una vez que la onda alcanza los contornos, puesto
que no hay condiciones absorbentes, la onda es reflejada y se forman interferencias (n = 1100
y n = 1198).
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Figura 3.14: Propagacién del modo TE{,.
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Capitulo 4

Resumen y principales conclusiones

= Se han revisado algunos de los principales métodos FDTD, viendo sus ventajas y desven-
tajas y comparandolos entre si.

= Se ha desarrollado el método Leapfrog ADI-FDTD, considerando el problema de la
propagacién de ondas electromagnéticas para el caso de ondas TM? en medios lineales,
no dispersivos y sin pérdidas. Se ha explicado el procedimiento para obtener las ecua-
ciones del método, definido las condiciones de contorno y las fuentes utilizadas en la
simulacién. Ademads, se ha comprobado la estabilidad del método y obtenido su relacién
de dispersion.

= A continuacion se estudié la relacién de dispersién obtenida en el capitulo 2. Se ha
estudiado su comportamiento para diferentes dngulos de propagacién y para diferentes
tamanos de celda y pasos temporales.

= Posteriormente se compararon los datos obtenidos a partir de la ecuacién de dispersién
con los datos de la constante de fase obtenidos mediante simulacién del método.

= Del estudio de la relacién de dispersién se ha concluido que para problemas que necesitan
un mallado fino y por tanto valores de Ny son pequenos, los métodos incondicionalmente
estables son la mejor opcién. La condicién de estabilidad hace que los incrementos tem-
porales de los métodos condicionalmente estables sean excesivamente pequenos, y que
por tanto que el método sea muy lento. Sin embargo, en el caso de los métodos in-
condicionalmente estables podemos escoger incrementos de tiempo mayores (s = 2, 3...)
pudiendo realizar un menor nimero de iteraciones y reduciendo asi el tiempo total de
simulacién. Para problemas que requieren un mallado normal los métodos condicional-
mente estables son la opcién més rapida y eficaz.

s Dentro de los métodos incondicionalmente estables el método Leapfrog ADI-FDTD es
mejor opcién que su predecesor, el ADI-FDTD. Ambos métodos presentan la misma
dispersién, pero el Leapfrog ADI-FDTD al calcular los valores de los campos una tinica
vez por cada iteracion reduce el tiempo de computacion.

= Comparando los distintos métodos se ha podido ver la similitud entre el método Leapfrog
ADI-FDTD y el popular FDTD convencional, facilitando asi posibles implementaciones
hibridas.
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