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Resumen

Este Trabajo de Fin de Méster estudia la relacién entre la teorfa de juegos y la inteligencia
artificial explicable (XAI), con un enfoque especifico en el cdlculo de los valores de Shapley
en redes bayesianas gaussianas (RBGs). Aunque estos valores ofrecen un marco sélido para
atribuir la contribucién de cada variable, su cdlculo suele ser inviable debido al gran nimero
de coaliciones necesarias. El objetivo principal es aprovechar las propiedades estructurales y
estadisticas de las RGBs para proponer un marco tedrico y computacional que permita un
célculo exacto y eficiente de los valores de SHAP. A través del uso de entornos de Markov y de
la estructura local de las distribuciones condicionales, se logra reducir de manera significativa

la complejidad del problema, haciéndolo escalable a modelos de mayor tamafio.

El documento se organiza en cuatro capitulos. El Capitulo 1 presenta y situa el problema
dentro del 4mbito del inteligencia artificial explicable. El Capitulo 2 desarrolla los fundamentos
tedricos sobre las redes bayesianas gaussianas, describiendo sus bases probabilisticas, propie-
dades clave y principios de inferencia, con especial atencion a las independencias condiciona-
les. El Capitulo 3 constituye la aportacion principal, al apoyarse en la representacion candnica
de las RBGs y en sus CPDs lineales gaussianas junto con los entornos de Markov para es-
tablecer una solucién cerrada de los valores de SHAP. Ademds, se muestra que las variables
irrelevantes reciben contribuciones nulas y se propone un algoritmo eficiente basado en la for-
ma canonica y la estructura local de las CPDs. Este procedimiento evita tanto la evaluacion
sobre multiples coaliciones como la inversion de grandes matrices de covarianzas, ofreciendo
una solucién computacionalmente viable. El Capitulo 4 ilustra la implementacion practica del
marco propuesto mediante una serie de experimentos con datos reales y sintéticos. Los conjun-
tos de datos de Wine Quality (tinto y blanco) se utilizan para mostrar la interpretabilidad en
escenarios reales, mientras que las redes sintéticas sirven para validar empiricamente las cotas

de complejidad tedrica.

En conclusion, este trabajo demuestra que SHAP en redes bayesianas gaussianas pueden
obtenerse de un modo eficiente gracias a la explotacién de sus propiedades estructurales. El
método propuesto no solo confirma los resultados tedricos, sino que también ofrece una estra-
tegia computacionalmente viable para aplicar explicaciones basadas en Shapley en la prictica,

incluso en modelos de mayor escala.
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Summary

This Master’s Project explores the connection between game theory and explainable artifi-
cial intelligence (XAI), focusing on the computation of Shapley values in Gaussian Bayesian
Networks (GBNs). Shapley values provide a principled framework for attributing the contri-
bution of each variable, but their computation is often prohibitive due to the large number of
coalitions required. The main goal of this work is to exploit the structural and statistical proper-
ties of GBNSs to establish a theoretical and computational framework that enables the exact and
efficient calculation of Shapley values. By leveraging the concept of Markov blankets and the
local structure of conditional distributions, this approach significantly reduces the complexity

of the problem, making the method scalable to realistic scenarios.

The document is organized into four chapters. Chapter 1 introduces the motivation of the
study, situating the problem within explainable machine learning and highlighting the limi-
tations of current approaches to Shapley value computation. It also outlines the objectives
and the methodological perspective adopted. Chapter 2 provides the theoretical background
on Gaussian Bayesian networks, describing their probabilistic foundations, key properties, and
inference principles, with emphasis on conditional independencies and the advantages of the
multivariate normal assumption. Chapter 3 constitutes the central contribution, building on the
canonical representation of GBNs and exploiting their linear Gaussian CPDs alongside the
properties of Markov blankets to establish a closed-form solution for Shapley values. In this
framework, SHAP is introduced for Gaussian Bayesian Networks, showing that irrelevant va-
riables receive null contributions and deriving an efficient algorithm based on a key identity of
the canonical form and the local CPD structure. This procedure avoids costly evaluation over
multiple coalitions and the inversion of the full covariance matrix, thereby providing a tractable
solution. Chapter 4 illustrates the practical implementation of the framework through a series
of experiments on both real and synthetic data. The Wine Quality datasets (red and white) are
used to showcase interpretability in real-world scenarios, while synthetic networks serve to

empirically validate the theoretical complexity bounds.

In conclusion, this work shows that Shapley values in Gaussian Bayesian Networks can be
obtained exactly and efficiently by exploiting their structural properties. The proposed method
not only confirms the theoretical results but also offers a computationally viable strategy for

applying Shapley-based explanations in practice, even for larger-scale models.
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Capitulo 1

Introduccion de conceptos

1.1. Introduccion a la teoria de juegos

La palabra juego esta asociada a una actividad lidica en la que participan un grupo de
personas que deben cumplir con ciertas normas. Con el objetivo de ganar, estas tratardn de

desarrollar una estrategia que favorezca sus opciones.

Para formalizar este enfoque y ofrecer herramientas matemaéticas para analizar y prever los
comportamientos estratégicos segin el contexto, surge la rama de las matemadticas conocida
como la teoria de juegos. El objetivo es establecer una base en la que sustentar las estrategias
en situaciones donde el resultado de un participante no depende Unicamente de sus propias

acciones, sino también de las decisiones de otros.

Su inicio se podria considerar en 1944 con la publicacién de Game Theory and Econo-
mic Behavior, de Von Neumann y Morgenstern, donde se introdujeron los juegos en forma
estratégica y se establecié un marco matemaético para analizar el comportamiento racional en
situaciones competitivas. Este desarrollo se apoy6 en trabajos previos de Zermelo (1913) y
Borel (1921). Posteriormente, en 1950, Nash ampli6 la teoria introduciendo el concepto de
equilibrio de Nash, una solucién general para juegos no cooperativos en la que ningin jugador

tiene motivos para cambiar su estrategia de manera unilateral.

La teoria de juegos abarca una amplia variedad de temas fundamentales en el estudio de la
toma de decisiones estratégicas, basdndose en las reglas dadas, la informacién que poseen los

jugadores y su racionalidad. Existen tres formas principales:

= Forma extensiva. Vemos el juego como un arbol de decisiones; resulta util cuando los

jugadores van tomando decisiones en distintos momentos.

= Forma estratégica. Usaremos una matriz de pagos, donde se detallan las diferentes es-

trategias y recompensas de cada jugador cuando sus decisiones son simultdneas.

= Forma coalicional. Nos centramos en juegos donde se abre la posibilidad de cooperar,
permitiendo analizar como los jugadores pueden agruparse y distribuir los beneficios

obtenidos.
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Dentro de estas encontramos herramientas para comprender distintos tipos de interacciones
estratégicas, abordando conceptos como la competencia y la cooperacion, el equilibrio de Nash
y la influencia de la informacién y la incertidumbre en la toma de decisiones. En libros como

[6] y [11], podemos profundizar en estos y otros fundamentos de la teoria de juegos.

Gracias a su capacidad para modelar situaciones de interaccién estratégica, la teoria de
juegos tiene aplicaciones en diversos campos. En economia, sirve para modelar la competencia
entre empresas o la toma de decisiones en mercados complejos; en biologia, para el estudio
de la evolucién de especies y el comportamiento de un ecosistema; y en politica, para analizar
las estrategias de negociacion y el voto. Ademds, también encuentra aplicaciones en la toma de
decisiones en informética y en otros muchos campos en los cuales las interacciones estratégicas

estén presentes.

1.1.1. Definiciones y soluciones preliminares en juegos de N jugadores

A continuacion, vamos desarrollar concentos clave que nos ayudardn en el desarrollo y

comprension de las cuestiones que trataremos.

Definicion 1. Un juego de N jugadores consta de una serie de eventos que puede tener un
numero de resultados finito. Los acontecimientos del juego dependen de la libre decision del
conjunto de jugadores J = {1,2,...,n}. En algunos casos el resultado puede depender del azar.
Para cada evento, se sabe que el jugador i determina su resultado conforme a sus estrategias
disponibles y cudl es su estado de informacién respecto al resto de jugadores. Finalmente, tras
el resultado obtenido a partir de los eventos se asigna un pago a cada uno de los jugadores.
Definicion 2. Un juego en forma coalicional [11] o en forma de funcién caracteristica con
utilidades transferibles es un modelo matemaético en el que los jugadores pueden cooperar entre
si para maximizar sus posibles ganancias individuales. Este consiste en:

= Un conjunto finito de jugadores J = {1,2,...,n}.

= Una funcién caracteristica, que asocia a cada subconjunto S € #(J) (o coalicién) un

nimero real v(S) (valor de coalicién), siendo v(0) = 0.

Por tanto, G = (J,v) es un juego en forma coalicional o en forma de funcidn caracteristica con

utilidades transferibles si J y v estdn especificados.

Definicion 3. Si G es un juego coalicional para los jugadores 1,2,...,n, entonces un vector
de pagos (xi,...,x,) con x; correspondiente al jugador i es una imputacion [11] si cumple las
siguientes propiedades:

1. Racionalidad individual: x; > v({i}) para todo 1 <i <n.

2. Racionalidad grupal: x; +x2 + ... +x, = v(J)
Denominaremos /(J,v) al conjunto de imputaciones.

El vector de la pagos expresa la recompensa que recibe cada jugador, es decir, la compo-

nente x; representa el pago que recibe el jugador i.
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1.1.2. El valor de Shapley

En esta seccidn, nos centraremos en otra manera que tiene la teoria de juegos de afrontar
la busqueda de soluciones para los problemas coalicionales: el valor de Shapley. Este fue pro-
puesto por Lloyd Shapley en 1953 [12] y su objetivo es proporcionar un método que represente
justamente la participacion de cada jugador en las posibles coaliciones para llegar a una tnica
asignacion de pagos. El valor de Shapley se preocupa por la equidad y justicia en la distribu-
cion, asegurandose de que cada jugador reciba una recompensa proporcional a la contribucién

marginal que aporta en todas las posibles coaliciones.

El valor de Shapley se caracteriza por ser el inico valor con una serie de propiedades de-
seables, como la eficiencia, la simetria, la nulidad y la aditividad, que lo convierten en una
solucion estable y ampliamente utilizada en diversos campos, desde la economia hasta la inte-

ligencia artificial.

La funcién de asignacion de pagos ¢ (v) debe cumplir los siguientes axiomas de Shapley,

como se describen en [11]:

1. Eficiencia. La funcién de asignacién ¢ (v) debe distribuir el pago total del juego. Es decir,

debe ser:

jzlqz-(v) — ()

2. Simetria. Para cualquier par de jugadores que realicen aportaciones equivalentes para

cada coalicidn, es decir, tales que cumplan que
v(SU{i}) =v(SU{j}), VSe PJ),coni,j¢S
debe ser ¢;(v) = ¢;(v).

3. Tratamiento del jugador pasivo. Si un jugador no aporta ningin beneficio adicional
al resto de jugadores no debe recibir ningun pago adicional. Es decir, para cada jugador

i € J, para el cual se verifica que
v(S) =v(S—{i}) +v({i}), para toda coalicién S coni € §
debe ser ¢;(v) = v({i}).

4. Aditividad. La funcion de asignacion ¢ debe ser invariante a cualquier descomposicién
arbitraria del juego. Formalmente, dados dos juegos cualesquiera (J,vy) y (J,v2) debe

Ser:

¢(vi+v2) =0(v1)+9(12)

La unica imputacién que verifica que se cumplen estos cuatro axiomas se conoce como el

valor de Shapley.
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Definicion 4. Valor de Shapley (¢ (v)). [11] Dado un juego coalicional de n jugadores, da-
remos una regla para determinar la imputacion ¢ (v)=(¢1(v),¢2(v),...,¢,(v)) que verifica los

axiomas de Shapley.

oi(v)= ), als)(S) —v(S—{i})]

Se2(J), S0

en donde ¢(s) = W, siendo s = ||, el nimero de jugadores que hay en la coalicién S.

El valor de Shapley considera todas las maneras de ordenar los n jugadores y, para cada una
de estas, examina el valor que aporta afiadir el jugador i en las diferentes posiciones. Si S es el
conjunto de jugadores antes de afiadir el jugador i, su valor de adhesién seria v(SU{i}) — v(S).
El pago ¢;(v) que se calcula con la férmula anterior representa este valor medio de adhesién a

todas las posibles coaliciones.

Proposicion 1.1. El valor de Shapley definido anteriormente pertenece al conjunto de impu-
taciones.

Demostracion: Empecemos verificando que se cumple la racionalidad individual (x; > v({i}),
1 <i<n).Seaiun jugador cualquieray S € &(J) una coalicién que no contiene a nuestro ju-
gador i. Si tratamos de calcular cudl es el valor que anade este jugador a la coaliciéon obtenemos
v(SU{i}) —v(S) > v({i}). Como x; es la media de estos valores para este tipo de coaliciones,

se obtiene el resultado que buscdbamos.
Continuemos ahora con la racionalidad grupal (x; +...4+x, = v({j}))-
Si empezamos desde una coalicién vacia y vamos anadiendo jugadores de uno en uno,

calculando el valor que aporta cada uno hasta llegar al nimero total de jugadores obtenemos lo

siguiente:

v({1}) +[v({1,2}) —v{1 D]+ [v({1,2,3}) —v{{1,2P)] +... + v({1,...,n}) —v({1,...,n—1})] =
v{1})+v({1,2})+...+v({L,....n})] - ({1}) +v({1,2}) +...+v({1,...,n—1})] =v({L,...,n})

Indepedientemente del orden en el que afladamos los jugadores, llegamos a que el valor
total es v(J).Por lo tanto, xj + ...+ x,, que es la suma de los valores promedio agregados por
los jugadores, serd igual a v(J), como se deseaba. O

Ejemplo. Durante unas elecciones a las cuales se presentaban cuatro candidatos {1,2,3,4},
se han obtenido los siguientes porcentajes de votos {35,35,20,10} correspondientes a cada
uno, respectivamente. A continuacion, calcularemos los valores de Shapley para cuantificar la
importancia que refleja Shapley respecto a los resultados que ha obtenido cada candidato. Para

ello, definiremos la siguiente funcién de pago:

I, siY,cspi> 50
07 si ZiESpi < 50

f(8)=

Esta funcion asigna 1 a las coaliciones con mayoria absoluta y 0 a las que no.
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01() = (1) + 5 F(1,2) — F(2D]+ 35 LA(1,3) — F(3D) + LA 40 — F({#h]+
1—12[f({1,2,3})—f({2,3})]+ﬁ[f({1,274}) A2+ 5 lf <{1,3,4}> F3AN]+

1 11 1 1
S[F({1,2,3,4}) - £({2,3,4))] =0 0+0 0=1/3
FUU12.3.40) = F(234N] =04 5+ 5 +0+0+ 15+ 15 4+0=1/

De manera analoga, obtenemos que ¢ (f) = (¢1(f), 92(f)93(f), 94(f)) = (é» é? éa())

En este caso, los resultados del valor de Shapley le asignarian la misma importancia a los
tres primeros candidatos, aunque el tercero tenga un menor porcentaje que los dos primeros. A
su vez, se observa que el cuarto candidato no tiene importancia, a pesar de que su porcentaje
no es nulo. Por otro lado, en este ejemplo podemos observar cémo se cumple la propiedad de
eficiencia x| +xp +x3 + x4 = % + % + % +0=1=f(1,2,3,4). Ademas, vemos que también
se cumple la propiedad de simetria con los jugadores {1} y {2}, y la propiedad de pasividad
con el jugador {4}. En este caso, los resultados del valor de Shapley le asignarian la misma

importancia.

1.2. Introduccion a los modelos de inteligencia artificial

Durante las dltimas décadas, la generacion de datos ha crecido de manera exponencial.
Esta gran cantidad de informacion se ha convertido en un recurso valioso que, si se trata de
forma inteligente, puede fomentar grandes avances en multiples campos. Con el propdsito de
aprovechar estas ventajas, surge la inteligencia artificial (IA) o el aprendizaje automatico (en
inglés, machine learning [ML]).

La /A es una rama de la informdtica que busca crear sistemas capaces de realizar tareas
que normalmente requieren inteligencia humana, como el aprendizaje, la toma de decisiones y
la resolucién de problemas. El propdsito principal de la IA es automatizar tareas complejas y

mejorar la eficiencia en diversas aplicaciones.

Dentro de este campo, el ML se define como el desarrollo de métodos y algoritmos que usan
los ordenadores para "aprender"” a partir de un conjunto de datos dados, con el fin de realizar

una tarea, como podria ser una prediccion o clasificacion de un resultado.

Una de las ramas matematicas que mas ha contribuido al crecimiento de estos métodos
de machine learning es la teoria de la probabilidad y la estadistica, de la cual toma modelos
prestados como los de regresion lineal en el caso de realizar predicciones o los de regresion
logistica para hacer clasificaciones. A su vez, esta disciplina también proporciona herramientas

para verificar la calidad de los resultados.

Dependiendo de la forma en que queramos tratar los diferentes tipos de datos y el objetivo

que busquemos, se suelen distinguir tres grandes enfoques dentro del aprendizaje automatico:
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aprendizaje supervisado, aprendizaje no supervisado y aprendizaje por refuerzo.

Entre estos, el aprendizaje supervisado va a ser el que mds nos interese en este TFM. Den-
tro del aprendizaje supervisado, los conjuntos de datos deben incluir tanto los datos de estudio
como informacién sobre los resultados. El objetivo es construir un modelo a partir de compa-

raciones con los datos de entrada, que sea capaz de predecir correctamente la salida.

Este grupo incluye diversos algoritmos como naive Bayes, mdquinas de vectores soporte,
arboles de decisiéon o redes neuronales artificiales. Ademds, dentro de este grupo podemos
distinguir dos grupos: los métodos de clasificacion, cuyo objetivo es determinar a qué categoria
pertenece una observacion en funcién de los datos observados, y los métodos de regresion,
que buscan devolver un valor numérico dado por una funcién continua en base a los datos de

entrada.

Para profundizar en los conceptos de inteligencia artificial mencionados, se recomienda

consultar el libro [7].

Ahora bien, no basta con construir un modelo que funcione sobre los datos de entrena-
miento, es fundamental asegurarnos de que el modelo va a seguir rindiendo debidamente con
datos no vistos. Esta evaluacién debe tener en cuenta tanto los resultados obtenidos como la

capacidad de verificacion e interpretacion del método utilizado.

En general, cuando vamos a entrenar un modelo lo hacemos de la siguiente manera. Par-
timos el conjunto de datos en tres partes: entrenamiento, validacion y test. El mayor volumen
de datos se concentra en el grupo de entrenamiento, que es utilizado para construir el modelo.
Esta construccion se evaltia con los datos de validacion y, finalmente, se evalia el modelo con
los datos de prueba. Con esto conseguimos minimizar el riesgo de que nuestro modelo pueda
ser demasiado sensible, es decir, que la modificacién minima de un dato de entrada provoque
grandes cambios en el modelo o que pueda estar sobreentrenado, lo que significaria que le falta

generalidad y le cueste trabajar con datos nuevos.

Otro aspecto significativo que se ha de tener en cuenta en nuestro modelo es la interpreta-
bilidad. Este concepto se puede definir como la capacidad que tiene el ser humano de entender

los resultados obtenidos mediante el machine learning, asi como sus causas.

Cuanto mayor sea la interpretabilidad que posee un modelo mds sencillo resultard com-
prender su comportamiento de manera que pueda llegar a ser explicado. Para aumentar el nivel
de confianza que una persona le pueda otorgar al modelo, dependemos de este concepto para

asegurar la presencia de los siguiente rasgos:
= Equidad e imparcialidad a la hora de hacer predicciones.
= Fiabilidad, para que pequefios cambios no afecten considerablemente la prediccidn.

= Causalidad, para que se pueda asociar una causa al resultado.

Algunos métodos, como los drboles de decision, los modelos de regresion o los modelos

lineales generalizados, son considerados modelos interpretables debido a su origen estadistico,
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que les aporta caracteristicas que permiten evaluar la precision que tiene un modelo y sus
resultados. Por el contrario, tenemos los denominados agndsticos del modelo, que presentan un
mayor poder predictivo a costa de la interpretabilidad. En estos casos, es necesario que vayan
acompafiadas de herramientas como [10] o algoritmos relacionados con el valor de Shapley,

que ayudan a poder determinar la contribucién de cada variable.

La importancia de las variables dentro de un modelo de aprendizaje automatico influye en
la precision y la generalizacién que se puede hacer sobre un modelo. Con esto nos referimos al
valor que aporta cada variable para llegar al resultado y comprender mejor su funcionamiento.
Considerar la importancia de las variables es crucial para interpretar y confiar en los resultados

del modelo, lo que nos permite comprender por qué toma ciertas decisiones.

Con los conocimientos introducidos sobre aprendizaje automatico podemos hablar de uno
de los problemas que ha surgido dentro de este campo en los modelos de caja negra. Estos se
caracterizan por tener una estructura interna compleja y dificil de interpretar. Es cierto que este
tipo de modelos puede lograr conseguir unos resultados muy favorables, pero, por otro lado, su

falta de interpretabilidad puede ser una gran desventaja.

En relacion con el tema anterior, el auge del aprendizaje automético durante estos ultimos
afios, que lo ha hecho estar presente en multiples campos, ha evidenciado la necesidad de regu-
lar su aplicacion. Aunque en algunos 4mbitos, como el sistema de recomendacién de peliculas
de una plataforma, no sea relevante una explicacion, en otros casos, especialmente en el terreno
econdmico o de salud, esto si atesora gran importancia. Por esta razon, esta falta de transpa-
rencia puede desvirtuar la confianza en un modelo y plantear preocupaciones éticas y legales

sobre su uso. Actualmente, podemos ver que en Europa se esta trabajando en su regulacion [5].

1.3. Inteligencia artificial explicable

Debido a lo introducido anteriormente, se comienza el desarrollo de la siguiente rama, la
inteligencia artificial explicable (XAI) [2] y [4]. Esta se centra en la produccién de detalles y
razones que nos ayuden a que nuestro modelo sea mds sencillo de entender. Esto puede implicar
que para lograr una mayor interpretabilidad del modelo en busca de una explicacién coheren-
te sea necesario sacrificar algo de rendimiento. Con este factor explicatorio, podemos lograr
ventajas tanto a nivel de resultados como a nivel de modelos, identificando las debilidades que

muestran y debemos mejorar.

Dos conceptos que habitualmente se confunden en este dmbito, aunque recogen dos con-

ceptos diferentes, son:

= Interpretabilidad, que hace referencia a la capacidad de un modelo para ser comprendi-

do por humanos y permitir que estos entiendan directamente como llega a una decision.
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= Explicabilidad, que se refiere a la capacidad del sistema para proporcionar descripciones
0 razonamientos sobre sus decisiones, incluso cuando el modelo con el que se trabaja no
disponga de herramientas propias para su interpretabilidad. En estos casos, la explicacion

no proviene del modelo en si, sino de un proceso complementario.
Antes de profundizar, vamos a dar una definicién mds formal sobre la XAl

“Dado un publico, una Inteligencia Artificial Explicable es aquella que produce

detalles o razones para hacer su funcionamiento claro o fdcil de entender.”

Esta definicién nos subraya dos aspectos clave, que la explicacién puede variar segin a
quién este dirigida y que el objetivo principal es facilitar la comprension del funcionamiento de

los modelos.

Desde esta perspectiva, podemos responder a las tres grandes preguntas que articulan los
objetivos de la XAlI:

= ;Por qué? Los sistemas de IA estdn cada vez mas presentes en procesos criticos, pa-
ra superar las barreras entre investigacion y sectores empresariales, y porque enfocarse

unicamente en el rendimiento puede limitar su utilidad.

= ;Para qué? Para mejorar la transparencia, fortalecer la confianza de los usuarios y con-

tribuir al desarrollo de sistemas mas seguros, justos y robustos.

= ;Como? A través de técnicas que permitan descomponer, simular o aproximar el com-

portamiento del modelo e incorporando explicaciones textuales, visuales o locales.

A partir de estos objetivos generales, se distinguen cuatro niveles de actuacion, cada uno

con técnicas y metas particulares.

= Explicabilidad de los datos: Esto engloba las técnicas aplicadas sobre nuestro conjunto

de datos inicial para conseguir una descripcién detallada de los mismos.

= Explicabilidad del modelo: Este término se refiere a la capacidad de los modelos para
ofrecer una comprension propia o la utilizacion de herramientas que faciliten esta com-

prension.

= Explicabilidad de los resultados, podria considerarse uno de los aspectos mds impor-
tantes dentro de este campo y se encarga del tratamiento de métodos y algoritmos que

buscan explicar el modelo una vez obtenido los resultados.

= Evaluacion de las explicaciones, se enfoca en medir cian adecuada es la explicacién en

relacién con su objetivo y a quien se dirige.

En el marco de la inteligencia artificial explicable (XAI), uno de los aspectos fundamentales

para llegar a obtener interpretaciones fiables y utiles de los modelos de aprendizaje automético
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reside en la estrategia adoptada. Habitualmente, pueden distinguirse dos metodologias: los mo-
delos intrinsecamente explicables, también denominados transparentes, y las técnicas post-hoc,

aplicadas a modelos opacos tras su entrenamiento.
Modelos transparentes

Su disefio ya conlleva cierto grado de explicabilidad, y su estructura interna y los meca-
nismos mediante los cuales se toman las decisiones permiten un andlisis directo sin recurrir a
herramientas externas. En esta categoria se incluyen modelos cldsicos y bien establecidos que

permiten un andlisis interpretativo natural:

= Regresion lineal: permite interpretar de forma directa el impacto de cada variable de

entrada a través de los coeficientes del modelo.

= Arboles de decision: Presenta una forma ramificada basandose en caracteristicas de los
datos. Su alta interpretabilidad radica en su estructura jerdrquica y en sus reglas de deci-

sidn claras, que facilitan seguir cada paso l6gico hasta el resultado final.

= K-Nearest Neighbors (K-NN): realiza las predicciones basdndose en la similitud con los
”k” ejemplos mds cercanos en el espacio de datos. Se caracteriza por intentar identificar

patrones locales, aunque depende criticamente de la eleccion de la k™.

= Aprendizaje basado en reglas: generan conjuntos de reglas explicitas que describen con

precision el razonamiento detrds de las decisiones del modelo.

= Modelos aditivos generalizados (GAMs): amplian la regresion lineal permitiendo la

incorporacién de funciones no lineales sobre cada variable.

= Modelos bayesianos: destacan por su capacidad para modelar incertidumbre y relaciones

condicionales entre variables.

El uso de este tipo de modelos probabilisticos resulta especialmente interesante cuando se
requieren explicaciones individualizadas. Ademds, en algunos casos podemos aprovechar sus

propiedades estructurales para desarrollar enfoques analiticos eficientes.
Técnicas post-hoc

Cuando se trabaja con modelos de alto rendimiento pero escasa interpretabilidad, como
las redes neuronales profundas, resulta habitual recurrir a técnicas que permitan explicar sus
predicciones sin modificar su estructura. El objetivo es incorporar descripciones comprensibles
del comportamiento del modelo, ya sea a nivel global o para predicciones individuales. Entre

las herramientas mas utilizadas se encuentran:

= LIME (Local Interpretable Model-Agnostic Explanations): genera modelos interpre-

tables alrededor de una instancia concreta.

= SHAP (SHapley Additive exPlanations): se basa en la teoria de juegos cooperativos,
otorga a cada caracteristica un valor estimado que representa su impacto marginal espe-

rado sobre la prediccion.
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= PDPs (Partial Dependence Plots): permiten visualizar el efecto marginal de una o varias

variables sobre la prediccion, manteniendo las demds constantes.
= Contrafactuales: buscan dar ejemplos minimos que modificarian la salida del modelo.

» Técnicas visuales: destacan regiones de la entrada que han influido significativamente

en la activacion del modelo.
Entre las técnicas post-hoc, SHAP destaca por su solidez tedrica al trasladar conceptos de

la teoria de juegos y por poder ofrecer explicaciones locales y globales. Aunque su aplicacién

préactica plantea ciertos desafios computacionales.

1.4. Objetivos y estructura del trabajo

1.4.1. Objetivos del trabajo

Una vez sentadas las bases conceptuales, es necesario precisar la finalidad de este Trabajo
de Fin de Master. El objetivo principal es aprovechar las propiedades estructurales y estadisticas
de las redes bayesianas gaussianas para establecer un marco tedrico y practico que permita el
célculo exacto y eficiente de los valores SHAP. A diferencia de los enfoques generales, que
requieren evaluar el modelo en un gran nimero de coaliciones y resultan computacionalmente
costosos, se muestra que, bajo ciertos supuestos probabilisticos y gracias al concepto de entorno
de Markov, es posible obtener un método que reduce significativamente la complejidad del
problema. Sobre esta base, se desarrolla e implementa un procedimiento computacional con el

fin de mostrar su viabilidad.

1.4.2. Estructura del documento

El resto de este documento se organiza en los siguientes capitulos:

= Capitulo 2. Redes bayesianas gaussianas. Presenta el marco tedrico necesario sobre re-
des bayesianas gaussianas, sus propiedades fundamentales y los principios de inferencia

probabilistica.

= Capitulo 3. SHAP en redes bayesianas gaussianas. Expone los resultados tedricos prin-
cipales del trabajo, incluyendo los teoremas sobre los valores SHAP, el papel del entorno
de Markov y la derivacién de un procedimiento computacionalmente eficiente para su

calculo.

= Capitulo 4. Ejemplo practico. Apoya los resultados obtenidos en el enfoque desarrolla-
do en el capitulo anterior. Implementando su aplicacién sobre un conjunto de datos reales
y realizando una experimentacion con datos sintéticos, lo que permite analizar tanto la

interpretabilidad como la complejidad computacional.



Capitulo 2
Redes bayesianas gaussianas

2.1. Fundamentos estadisticos basicos

Antes de entrar en el andlisis de las redes bayesianas gaussianas [8]I[9], es util detenernos
brevemente en ciertos conceptos estadisticos que nos permitirdn entender mejor su construccion

y comportamiento.
Definicion 5. Un espacio de probabilidad es una terna (Q,.%,IP) que formaliza un experimento
aleatorio:
= Espacio muestral (€2) : Conjunto de todos los resultados posibles.
= o-dlgebra (%) : Familia de subconjuntos de Q llamados eventos, incluyendo Q.
= Medida de probabilidad (P): Funcién P : . % — [0, 1] que cumple:
* A cada evento A le corresponde un nimero real tal que 0 <P(A) < 1.
* Necesariamente, P(0) =0y P(Q) =1
* Paraeventos disjuntos {A, }»_; C.%,secumple que P (A; UAU...) =Y | P(4,).
Definicion 6. Una variable aleatoria es una funcién medible X : Q — R que asigna valores
numéricos a los resultados de €.

Una vez definidos los conceptos de espacio de probabilidad y variable aleatoria, es funda-
mental describir los tipos de distribuciones de probabilidad. A grandes rasgos, distinguimos
entre distribuciones discretas y continuas, dependiendo del conjunto de valores que puede to-

mar la variable aleatoria.

Definicion 7. Una variable aleatoria continua toma valores en un subconjunto no numerable
del espacio real. En este caso, la probabilidad de que tome un valor exacto es nula, es decir,
P(X = x) = 0 para todo x. La distribucién se describe mediante una funcién de densidad de

probabilidad fx(x), tal que:
b
Pla<X <b)= / () dx
a

11
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Los ejemplos cldsicos son la uniforme, la normal (gaussiana), la exponencial y la gamma.

Dentro de las distribuciones continuas, la distribucion normal sobresale por su versatilidad
y propiedades matemadticas. Su relevancia tedrica y practica extendida al caso multivariante la

convierte en la base natural para modelar sistemas complejos.

Definicion 8. Una variable aleatoria continua sigue una distribucién normal univariada si su
funcién de densidad de probabilidad estd parametrizada por una media 4 € R y una varianza

02 > 0, y estd dada por:

X~ (u,6%), obien p(x)=.4(x|u,c*)

- fen(£) > - Lo(2)

o

donde ¢(x) es la densidad de la normal estdndar.

Hasta ahora, nos hemos centrado en el caso univariante. Sin embargo, muchos fenémenos
requieren analizar la relacion entre varias variables aleatorias al mismo tiempo. Para poder
abordar este tipo de problemas, recurriremos a las distribuciones conjuntas, marginales y con-

dicionales, que nos permiten descomponer y entender las dependencias entre variables.

Definicion 9. Sea X = (X1, ...,X,) un vector de variables aleatorias continuas. Su distribucién

conjunta estd definida mediante una funcién de densidad f(x) que cumple:

F(%) >0 VxR, /Rnf(x)dX: 1.

Definicion 10. La distribuciéon marginal de una variable continua X; se obtiene integrando la
densidad conjunta respecto a las demads variables. Esta operacion permite centrarnos en el com-

portamiento individual de X;, ignorando la presencia de otras variables en el sistema.

sx) = [ flox-)dxs
donde x_; denota el conjunto de todas las variables excepto X;.

Definicion 11. La distribucién condicional describe el comportamiento de una variable conti-
nua partiendo de que conocemos el valor de otra. Para dos variables aleatorias X e Y, se define

COmo.:

10 =L i gt o
A partir del concepto de densidad condicional, se pueden derivar resultados fundamentales
como:
= La ley de probabilidad total, que permite obtener la densidad marginal de una variable

integrando sobre otra:

10)= [ 1612 f@)
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= La regla de Bayes que relaciona la probabilidad condicional inversa, permitiendo poder

actualizar nuestro conocimiento sobre X cuando observamos Y.

S ]x) fx)
foy

En los modelos de probabilidad, la nocién de independencia entre variables permite simpli-

flxly) =

ficar estructuras complejas. Su generalizacidn, la independencia condicional, no solo conserva
esta utilidad, sino que permite construir representaciones eficientes del conocimiento que pue-

den plasmarse en forma de grafos, como ocurre en las redes bayesianas gaussianas.

Definicion 12. Dos variables aleatorias continuas X e Y se dicen independientes si su densidad

conjunta se factoriza como:
f(x7y>:f(x>f(y>7 vxu}’-

Esta condicién nos dice que conocer el valor de una variable no nos aportard informacion

adicional sobre la otra. Esto equivale a que f(y | x) = f().

Definicion 13. Dados tres conjuntos de variables aleatorias continuas X, Y y Z, decimos que X

es condicionalmente independiente de Y dado Z si:
f,ylz)=f(x|z)-f(y|z), cuando f(z) > 0.

Intuitivamente, esto significa que, una vez ya sabemos el valor que toma Z, las variables X e Y

no contienen informacién adicional entre si, es decir que:
fxlyz)=flx|z)
Por tanto, vemos que condicionar en Y no cambia la distribucién de X si ya conocemos Z.

Volviendo al ejemplo clésico de distribucion conjunta continua, tenemos la normal multi-

variante. Sean X = (X,...,X,) variables aleatorias con distribucion:
X~ A (u,X)

Por lo que su funcién de densidad es:

1 1 _
f(x)= WCXP (—Q(X—N)TZ I(X—.U))

donde u € R" es el vector de medias, y £ € R"*" es la matriz de covarianzas, simétrica y
definida positiva. Para una normal multivariante estindar tendriamos que su vector de medias

U es nulo y su matriz de covarianzas X es la identidad L.

Respecto a los momentos de la distribucion, el vector de medias se define como p = E[X]
y la matriz de covarianzas como £ = E[XX "] — E[X]E[X]". Para los términos de sus compo-

nentes, denotaremos como X; la i-ésima variable aleatoria, teniendo que:

» u; = E[X;] es la media de X;,
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» X; = Var[Xj] es la varianza de X;,
» Y = CovX;,X;| = E[X;X;] — E[X;]E[X;] es la covarianza entre X; y X .

Dado que toda matriz definida positiva es invertible, es posible emplear J = £~ conocida
como matriz de precision o matriz de informacidn, para llegar a una representacion alternativa
de la normal multivariante. De esta forma se consigue reescribir la funcién de densidad con una

expresion alternativa:

1 1 1
— (=) ET = p) = =S (x = ) (x— ) = = [XTUx = 2x T+ ]

Como el dltimo término es una constante, llegamos a:

p(X) o< exp (—%xTJer (J,u)Tx>

Esta formulacién de la densidad gaussiana se llama forma de informacidn, y al vector ob-

tenido como h = Ju se le denomina vector de potencial.

Esta distribucion es especialmente interesante porque:
= Las marginales de una normal multivariante también son normales.
= Las condicionales también siguen distribuciones normales.

= Su estructura de covarianzas y correlaciones puede visualizarse mediante grafos, lo que

da paso a las redes bayesianas gaussianas.

Por ejemplo, para la marginalizacién basta con seleccionar los componentes relevantes del
vector de medias y la submatriz correspondiente de la matriz de covarianzas. Y si queremos

condicionar, dividimos X = (X4, Xp), teniendo que:
(Xa | Xp=xp) ~ A (Lgp, ZajB)

Es importante destacar que marginalizar es inmediato desde la forma con covarianzas,
mientras que condicionar es directo desde la forma de informacion. Esta dltima implica la
inversiéon de matrices, lo que puede no llegar a ser un problema para dimensiones reducidas,
pero puede volverse computacionalmente costoso a medida que la dimensionalidad del sistema

crece.

Otro aspecto destacable de la distribucion normal multivariante es que la independencia
entre componentes puede caracterizarse directamente a través de la matriz de covarianzas. Si
Y;; = 0, entonces X; y X; son independientes. Por otro lado, las independencias condicionales
no son visibles en la matriz de covarianzas, pero si lo son en la matriz de informacion J = 1
En particular, J;; =0 <= X; L X; | X\ {X;,X;}.
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2.2. Redes bayesianas

Antes de introducir formalmente las redes bayesianas, conviene entender el problema fun-
damental que tratan de resolver. La representacion explicita de una distribucién conjunta sobre
muchas variables aleatorias es, en general, costosa en términos computacionales y dificil de ma-
nejar estadisticamente. Las redes bayesianas nos van a permitir descomponer una distribucion
conjunta compleja en una coleccion de distribuciones condicionales mds manejables, gracias a

las relaciones de independencia e independencia condicional.

Definicion 14. Una red bayesiana sobre un conjunto finito de variables aleatorias X = (X1, ..., X;)

estd definida por el par (¢, 0), donde:
= ¢ = (V,E) es un grafo dirigido aciclico DAG, por su sigla en inglés.
* V es el conjunto de nodos que corresponden a las variables X.
» E es el conjunto de aristas dirigidas que conectan los nodos.
* El hecho de que sea un DAG implica dos propiedades fundamentales:
o Dirigido: Todas las aristas tienen direccion (X; — X;) indica que X; es un padre
de X;, y por tanto, refleja que X; depende condicionalmente de X;.

o Aciclico: No existen ciclos dirigidos, lo que quiere decir que no es posible

empezar en un nodo y regresar al mismo siguiendo la direccidn de las flechas.

» 60 = P(X; | Pa(X;))!_, es un conjunto de distribuciones de probabilidad condicionales,

una por cada variable X;, dada su familia de padres Pa(X;) en ¢.

La estructura de estas redes conlleva propiedades que resultan especialmente utiles a la hora
de modelar distribuciones complejas. En particular, la distribucion conjunta sobre X se puede

factorizar candénicamente como:
n
P(X1,X2,...,Xa) = [ [ P(X: | Pa(X;))
i=1

Esta factorizacion permite representar de forma compacta distribuciones que de otro modo
requeririan un nimero exponencial de pardmetros. El teorema de factorizacion de redes baye-
sianas establece que esta descomposicion es vélida si y solo si la distribucién P es compatible

con la estructura de independencias condicionales inducida por el grafo ¢.

Para una comprensiéon mds intuitiva de como las redes bayesianas capturan las relaciones
de independencia e independencia condicional, el lector puede consultar un ejemplo detallado
desarrollado en el Anexo I.1, basado en variables discretas, aunque en lo que sigue nos cen-
traremos en el caso continuo, concretamente en las redes bayesianas gaussianas. Este ejemplo

resulta de gran utilidad para entender el funcionamiento y la aplicabilidad de estos modelos.

En lo que sigue, veremos como construir una distribucion conjunta continua utilizando

redes bayesianas.
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Definicion 15. Decimos que una variable aleatoria continua Y sigue una distribucién lineal
gaussiana condicionada a sus padres Xj,...,X; si su distribucién condicional es normal, su

media depende linealmente de los valores de sus padres y su varianza es constante.

k
p(Y|X1:x1,...,Xk:xk):</V ﬁo—f—Zﬁij,Gz
j=1

Six=(x1,...,x5)7 y B=(B1,...,B)7, su media condicional puede escribirse en forma
vectorial como:
E[Y |x] = Bo+B"x
Esta distribucidn se corresponde con una normal univariante y ademads es andloga al modelo
de regresion lineal cldsica con ruido gaussiano. Los coeficientes 3; reflejan la influencia lineal
de cada variable X; sobre la variable dependiente Y, mientras que el parimetro o? representa

la varianza del término de error.

Definicion 16. Una red bayesiana gaussiana es una red bayesiana donde todas las variables

son continuas y todas las distribuciones condicionales son lineales gaussianas.

Un resultado clave es que estas redes constituyen una representacion alternativa para la clase
de distribuciones normales multivariantes. Esto significa que, si construimos una red bayesiana
con distribuciones condicionales lineales gaussianas, la distribucién conjunta sobre todas las
variables serd una normal multivariante. Y al revés, cualquier distribuciéon normal multivariante

puede representarse como una red bayesiana gaussiana.

Con esto se concluye que, dada Y, una variable con modelo lineal gaussiano respecto a sus
padres Xj,..., X, asumiendo que X = (Xj,...,X}) sigue una distribucién conjunta .4 (u,X).

Entonces:

= La distribucién marginal de Y es también gaussiana, con:

uy=PBo+B'u, oj=c>+p'2B

= La distribucién conjunta (X,Y) es una distribucién normal multivariante, donde la cova-

rianza entre X; e Y viene dada por:
k
COV[XZ',Y] = Z ﬁjEij
Jj=1

Con esto, se garantiza que la distribucion conjunta es siempre normal multivariante.

Veamos otro resultado sobre su comportamiento, sea (X,Y) un vector aleatorio con distri-
bucién normal conjunta definido por la siguiente ecuacion:

p(X,Y) = N Ux Yxx Xxy

Uy Yyx Xyy
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Entonces tenemos que la densidad condicional p(Y|X) sigue una distribucién ./ ([30 +B'X, 62>

con pardmetros:
Bo = Hy — ZyxZxx x B = ZxxZxy 0% = Lyy — ZyxZxx EXy

Este resultado proporciona un mecanismo para construir redes bayesianas a partir de distribu-

ciones gaussianas multivariantes.

De manera mas general, tenemos que si suponemos que las variables X = (Xj,...,X,) si-
guen una distribucion lineal gaussiana conjunta, entonces, dado un orden cualquiera de X1, X>, ..., X,

sobre X, es posible construir una red bayesiana Z = (¢, 0) tal que:
= Para cada variable X;, sus padres en el grafo Pagi C{X1,...,.Xi1}.

= La distribucion condicional de X; en 4 es lineal gaussiana respecto a sus padres.

Ejemplo.

2
1 4 2 =2 S13 = (—1)-Ep = 2
-31|,X= 2 5 -5 Yo =(—1)Zp=-5
4 —2 —5\8 Y33 =3+(-1)2-5=8
\

=3 w—35=-3 W= (-1)w+1=4 Tpn=4+(05)>-4=5

Figura 2.1: Red bayesiana con sus distribuciones condicionales, valores esperados y covarian-

zas.

2.3. Inferencia en redes bayesianas

Hasta ahora nos hemos visto como las redes bayesianas son capaces de codificar depen-
dencias condicionales y como su estructura permite conseguir factorizaciones eficientes de la
distribucién conjunta. A continuacion, abordaremos cémo aprovechar esto para realizar razo-

namientos probabilisticos practicos, lo que se conoce como el problema de la inferencia.

Formalmente, dado un conjunto de variables X = {X,...,X,}, un subconjunto Q C X de
variables objetivo (query) y otro subconjunto E C X de variables observadas con valores espe-
cificos e, el problema de inferencia consiste en calcular:

_ P(Q.e)
~ P(e) ’

P(Q|E=e) con (QUE)CX
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donde P(e) = Yo P(Q,e) si Q es discreta, o la correspondiente integral si es continua.

A pesar de que las redes bayesianas permiten representar distribuciones conjuntas de forma
compacta, esta compacidad no garantiza que el problema de inferencia sea computacionalmen-
te sencillo. De hecho, la inferencia exacta en redes bayesianas es, en general, un problema

computacionalmente intratable [13].

Como hemos venido destacando, la estructura que presentan las redes bayesianas no solo
nos permite representar las distribuciones conjuntas de una manera compacta, sino que tam-
bién nos habilita poder formular estrategias computacionalmente més eficientes para abordar

el problema de la inferencia exacta.

Esta eficiencia proviene de la posibilidad de explotar su estructura local para poder apli-
car técnicas de programacion dindmica que reorganizan los cdlculos, evitando asi repeticiones

innecesarias.

Uno de los enfoques més representativos es el algoritmo de eliminacién de variables. Para
poder describirlo con claridad, primero vamos a introducir algunos conceptos clave necesarios,

como el concepto de factor y las operaciones basicas asociadas a su manipulacidn.

Un factor es una funcién que asigna un numero real no negativo a cada combinacién de
valores de un conjunto de variables, y diremos que un factor tiene dmbito X, ..., X} si depende

solo de esas variables.

El uso de factores en inferencia exacta requiere operaciones que permiten manipularlos,
para poder combinar informacién local y eliminar gradualmente las variables no significativas.

Estas operaciones son:

= Producto de factores: combina la informacion de distintos factores, dando lugar a uno

nuevo cuyo ambito es la unién de los anteriores.

= Marginalizacion: consiste en eliminar una variable de un factor integrando o sumando
sobre todos sus valores posibles, manteniendo fijas las demds. El resultado es un nuevo
factor cuyo ambito excluye dicha variable. Es una operacién conmutativa y asociativa, lo

que permite flexibilidad en su aplicacion.

= Restriccion: simplifica el modelo, pues al conocer el valor que toman ciertas variables,
nos permite restringirnos a estos valores concretos, eliminando las asignaciones incom-

patibles.

A partir de estas operaciones, podremos reorganizar la informacién codificada en la red
para suprimir variables de forma eficiente, como veremos a continuacién con el algoritmo de

eliminacién de variables.

En esencia, el algoritmo de eliminacién de variables (VE) se basa en la idea de que podemos
marginalizar variables innecesarias habiendo combinado previamente la informacion que las

involucra. El orden en el que se realiza esta operacidon no afecta al resultado final, pero si
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al coste computacional, que puede crecer exponencialmente en ciertos casos, especialmente
cuando se trabaja con variables discretas. Veamos un esquema general del funcionamiento de

este algoritmo.

Partimos de un conjunto de factores que representa la distribucién conjunta y una consulta

sobre un subconjunto de variables Y. El algoritmo procede del siguiente modo:

1. Identificamos las variables a eliminar. Este serd el conjunto de variables que ni perte-

necen a la consulta ni estdn observadas Z =X \ Y.

2. Orden de eliminacién. Se elige un orden Zi,...,Z; en el que eliminar las variables. El
orden tiene un impacto decisivo sobre la eficiencia del procedimiento. Sin embargo, no
hay ninguna norma establecida para su eleccion, habitualmente se recurre a heurfsticos

que guian la seleccidn, sin que esta tenga que ser necesariamente intuitiva.
3. Iteracion por eliminacion. Para cada variable Z; del orden elegido:

= Detectamos de entre los factores actuales cudles incluyen a Z; en su dmbito.

= Calculamos su producto, obteniendo un unico factor que resume toda la informa-
¢ion sobre Z;.

= Marginalizamos Z; en este factor, afiadiendo el nuevo obtenido al conjunto de fac-
tores.

= Eliminamos del conjunto de factores los que contenian Z;.

4. Producto final. Finalmente, todos los factores Z habrén sido eliminados, quedando solo
los factores de nuestro interés. El producto de estos factores restantes proporciona una
funcion sobre las variables de valor. En el caso de consultas condicionales, esta funcion

suele requerir una renormalizacion.

Algoritmo 1: Eliminacién de Variables (VA)

Entrada: - Conjunto de factores ®
- Variables de consulta Y
- Orden de eliminacién Z = (Zy,...,Z)
1: fori=1tokdo

2 D« {¢p € D:Z; € Scope(d)}

3 V< [lpca,, ¢ > Producto de factores
4: T Y,V o T [T ydZ > Marginalizacién
5: D (P\ D) U{T}

6: end for

7 9% < [lpca @

8: return ¢* > Renormalizar si es necesario
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Una vez expuesto el algoritmo de eliminacion de variables desde un punto de vista general,
el lector puede consultar el Anexo 1.2, donde se presenta un ejemplo discreto que detalla paso
a paso el proceso de inferencia en una red. En este se ilustra como se manipulan los factores
y como el orden de eliminacién afecta a la eficiencia computacional. A partir de aqui, nos
centraremos en el caso continuo, explorando cémo se adapta este algoritmo al contexto de las

redes bayesianas gaussianas.

Aunque en el caso continuo podria parecer, en principio, que basta con marginalizar me-
diante integrales y multiplicar factores como productos de funciones, lo cierto es que esto
plantea desafios importantes. En primer lugar, no existe una representacion universal para los
factores continuos, lo que obliga a escoger una familia paramétrica adecuada y estable frente
a las operaciones de inferencia. En segundo lugar, la integracion puede no ser computacional-

mente viable ni admitir soluciones cerradas.

Afortunadamente, en el caso particular de las redes bayesianas gaussianas, muchas de estas
dificultades desaparecen. En este caso particular, los factores pueden representarse mediante
la forma canénica de la distribucién normal. Esto permite adaptar las operaciones bdsicas de
inferencia, aprovechando las propiedades del cdlculo matricial para llevar a cabo los cdlculos.
En lo que sigue, presentaremos con detalle esta formulacién y mostraremos cémo se lleva a
cabo la inferencia exacta en redes gaussianas mediante una version adaptada del algoritmo de

eliminacién de variables.

Definicion 17. Una forma candnica sobre un conjunto de variables continuas X se define como

una funcién proporcional a una exponencial cuadratica.
1
€ (X;J,h,g) = exp (—EXTJX +h' X+ g)

Esta expresion se obtiene a partir de la funcién de densidad de la normal multivariante, donde

J es la matriz de informacion, & es el vector de potencial y g un escalar.

I n/2p51/2
§=—5H Ju—log ((2n)"2|z['/2)

La inferencia exacta en redes bayesianas gaussianas requiere tener una representacion fun-
cional que se mantenga cerrada bajo operaciones algebraicas como el producto y la margina-
lizacion. La forma candnica cumple con estos requisitos, y ademds permite encapsular toda
la informacion relevante de la distribucion sin necesidad de manipular directamente medias ni
matrices de covarianza. Esto permite representar, de manera eficiente y compacta, las distribu-

ciones marginales y condicionales que aparecen en estos modelos.

El producto de dos factores candnicos que comparten el mismo soporte produce un nuevo
factor candnico, cuyos parametros se obtienen simplemente sumando los respectivos términos,

manteniendo asi el espacio funcional de los factores.

(g(‘llvhhgl) '%(]27h27g2) = Cg(‘ll +J27h1 +h27g1 +g2)
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Figura 2.2: Producto de formas candnicas

De forma andloga, la division de factores se lleva a cabo restando dichos pardmetros. Esta
operacion estd definida como

%<J17h17g1)

=C(J1 —J2,h1 —hy,81 — &2
Cg(']27h27g2) ( 8 8 )

Ademds, se puede definir un elemento neutro como J =0, 7 =0y g = 0, denominado factor
vacuo.

Por otro lado, tenemos la operacion de marginalizacion, que es fundamental en el algoritmo
de eliminacién de variables. En la forma candnica, marginalizar un conjunto de variables Y

en un factor definido sobre XU'Y equivale a integrar sobre dichas variables. Si el factor esta
definido como:

~[Ixx Ixy b hx
= , =
Jyx Jyy hy
entonces, si la integral existe, lo cual ocurre si Jyy es definida positiva, la marginalizacién de
Y da como resultado un nuevo factor canénico sobre X, con la siguiente forma

J =Jxx — JXYJ§§1(JYX
h = hx — ny.]{‘l(hY

g =g+ 5 <log ]27:];51{] + h%]{%hY)

Finalmente, la reduccién de un factor por evidencia tiene una implementacién eficiente en

esta representacion. Si fijamos un subconjunto de variables Y =y, los nuevos parametros del
factor reducido sobre X son

1
J' = Jxx h = hx —Jxyy g =g+hy— EyTJYYy



22 Capitulo 2. Redes bayesianas gaussianas: 2.3

Todas estas operaciones que hemos ido viendo pueden realizarse en tiempo polindmico
respecto al tamafo del dmbito del factor, siendo la marginalizacién la més costosa debido a la

necesidad de invertir matrices.

Una vez vistas las operaciones bdsicas y como trabajar con la forma canénica, podemos
abordar la inferencia exacta en redes bayesianas gaussianas adaptando el algoritmo de elimi-
nacion de variables. Al igual que antes, partiremos de un conjunto de factores y buscaremos

calcular distribuciones marginales o condicionales sobre un subconjunto de variables.

Si queremos eliminar la variable Y, los pasos a dar son:
1. Identificar los factores que involucran a Y.

2. Multiplicar estos factores entre si, usando debidamente € (J1,h1,81) - € (J2,h2,82) =
E (J1+J2, b1+ ha, g1+ 82).

3. Marginalizar la variable Y segin las pautas vistas anteriormente.

Este proceso de eliminacion se repite de forma iterativa, siguiendo un orden de eliminacién

determinado, hasta deshacerse de todas las variables no deseadas.

Cabe destacar que la condicidn necesaria para poder invertir la matriz Jyy queda garanti-
zada a lo largo de todo el proceso de eliminacidn, siempre y cuando los factores estén bien
definidos.

Cuando se dispone de evidencia, es necesario incorporar esta informacién reduciendo los
factores que contienen variables observadas. Si una variable Z ha sido observada con valor z, y
un factor estd definido sobre X UZ, se debe aplicar la operacion de reduccion previamente des-
crita. Esta operacion eliminard Z del dominio del factor, integrando su efecto de forma exacta
y permitiendo que el resto del procedimiento de inferencia trabaje tinicamente con variables no

observadas.

Una ventaja clave de la representacion en forma candnica es que permite realizar inferencia
exacta con complejidad polinémica, ya que las operaciones elementales tienen costes cuadra-
ticos o cubicos respecto al nimero de variables implicadas. Esto contrasta favorablemente con

el crecimiento exponencial que presentan las tablas de probabilidad en el caso discreto.

En la practica, la eleccion entre construir directamente la distribucidon conjunta o aplicar
eliminacién estructurada depende de la escala y la forma del modelo. En redes pequefias, los
métodos directos pueden resultar mas eficientes. Sin embargo, en modelos de mayor dimension,
calcular la distribucién conjunta completa puede resultar inviable para realizar inferencias pre-
cisas, lo que hace necesario recurrir a la eliminacion de variables para aprovechar la estructura

condicional de la red.

Concluimos asf el estudio de las redes bayesianas gaussianas, modelos que permiten infe-
rencia exacta en dominios continuos y cuya estructura computacionalmente eficiente servira de

base para los desarrollos posteriores.



Capitulo 3

SHAP en redes bayesianas gaussianas

En los capitulos anteriores introdujimos el valor de Shapley como una herramienta funda-
mental para la explicaciéon de modelos predictivos. También presentamos las redes bayesianas
gaussianas, una clase de modelos probabilisticos capaces de representar y razonar con distribu-

ciones normales multivariantes de forma estructurada y computacionalmente eficiente.

Este capitulo tiene como objetivo conectar ambas lineas de trabajo mediante el calculo de

valores de Shapley en el contexto de redes bayesianas gaussianas.

3.1. Fundamentos de SHAP

Para ello, nos enfocaremos en uno de los métodos méds sélidos y ampliamente utilizados
para este fin, SHAP [10], una técnica que permite descomponer la predicciéon de un modelo
sobre una instancia concreta en contribuciones individuales asignadas a cada una de sus carac-
teristicas. SHAP calcula los valores de Shapley, considerando las caracteristicas de los datos
como jugadores en una coalicion y asignando equitativamente la recompensa de la prediccion
entre ellas. Este método proporciona una interpretacion detallada tanto de caracteristicas indi-
viduales como de grupos de caracteristicas, facilitando la comprension de cémo cada elemento
influye en la prediccion. Ademds, SHAP introduce una representacion innovadora del valor
de Shapley como un método de atribucion de caracteristicas aditivas, lo que nos proporciona

explicaciones claras y contrastables al comparar el resultado con la predicciéon promedio.

Como punto de partida habitual en el aprendizaje automatico, dispondremos de un conjunto
de entrenamiento {y;,x;}i—1,.. » que se usard para entrenar un modelo predictivo f(x) que apro-
xime lo mejor posible los valores de y. Si queremos explicar la prediccién del modelo f(x*)
para un vector de caracteristicas especifico x = x*, tenemos que la prediccién se descompone

de la siguiente manera:
k
f) =00+ Y ¢}
j=1

23
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donde ¢y = E[f(x)] se puede entender como una prediccién que no se debe a ninguna de las
caracteristicas, sino simplemente a la prediccién promedio global y (p;-‘ es el j-ésimo valor
de Shapley para la predicciéon x = x*. El propdsito de los valores de Shapley es explicar la

diferencia entre la prediccién f(x*) y la prediccién promedio global.

0 E[f(x)] E[f(x)|x=xi1] f*)  E[f(x)[x=x12] E[f(x)[x=x123]
° <@ ° % S PY
f— 30 N
0o o Py 4 ™ 3

Figura 3.1: Ejemplo de los valores de SHAP para un modelo con cuatro caracteristicas.

Un modelo de esta forma es un método de atribucion de caracteristicas aditivas que verifica

las propiedades enumeradas en la seccién 1.1.2.

= Eficiencia. La suma de los valores de Shapley para las diferentes caracteristicas es igual
a la diferencia entre la prediccion y la predicciéon promedio global ZI;':1 0; = f(x*) —
E[f(x)] de ahi, la ecuacién anterior. Esta propiedad asegura que la parte del valor de
la prediccién que no se explica por la prediccién media global (@), se atribuye y es
explicada por las caracteristicas, de modo que podemos comparar los ¢;’s de diferentes

predicciones f(x*).

» Simetria. Si dos caracteristicas diferentes contribuyen de manera igual a la prediccion,
cuando se combinan con cualquier otro subconjunto de caracteristicas, sus valores de
Shapley son iguales si. No cumplir con este criterio seria inconsistente y daria explica-

ciones poco confiables.

= Jugador nulo. Es natural asignarle un valor de Shapley nulo a una caracteristica que no

cambia la prediccién, independientemente de con qué otras caracteristicas se combine.

= Linealidad. Cuando una funcién de prediccién consiste en una suma de funciones de
prediccion, el valor de Shapley para una caracteristica es idéntico a la suma de los valores

de Shapley de esa caracteristica de cada una de las funciones de prediccion individuales.

Para poder calcular los valores de Shapley en el contexto de la explicacion de predicciones,
necesitamos definir nuestra funcién pago v(S) para un cierto subconjunto S; esta debe tratar de
asemejarse al valor de f(x*) cuando solo conocemos el valor de las caracteristicas del subcon-
junto S. Para cuantificar esto, usaremos la salida esperada del modelo predictivo, condicionada

a los valores de las caracteristicas xg, es decir,
v(8) = Epe[f(X) | X5 = xg]

donde Pr es una distribucion de probabilidad de referencia. Sin embargo, a pesar de sus virtu-

des, SHAP sigue presentando importantes limitaciones computacionales. En general, el calculo
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exacto de los valores de Shapley requiere evaluar la funcion de prediccién f(x) del modelo en
todas las posibles combinaciones de variables, lo que sugiere un coste exponencial en el nimero

de caracteristicas.

3.2. Aplicacion de SHAP para redes bayesianas gaussianas

3.2.1. Forma cerrada del valor SHAP

No obstante, cuando se cumplen ciertos supuestos estructurales y estadisticos, que resultan
naturales en un enfoque probabilistico, es posible calcular estos valores de manera exacta y con

complejidad polindmica, lo que hace viable su aplicacién en entornos reales de mayor escala.

Concretamente, estudiamos el cédlculo de los valores SHAP ¢; para funciones con la si-

guiente forma:
F(x)=EplY | X =X]

Trabajaremos con la esperanza condicional de una variable de salida Y dado un vector de
caracteristicas X = (Xj,...,X,), bajo una distribucién conjunta normal multivariante P’ sobre
(X,Y). Veremos que en este caso es posible obtener una forma cerrada exacta para los valores
SHAP, F(x) = uy +w' (x — ux), sin necesidad de evaluar el modelo en mdltiples coaliciones.

Esta solucion resultar eficiente si P’ estd modelada como una red bayesiana gaussiana.

El hecho de haber seleccionado una funcién de la forma especificada no constituye una

simplificacidn artificial, sino una decisién metodolégicamente sélida y justificada:

= Estas funciones surgen de manera natural dentro del &mbito de los modelos probabilis-
ticos estructurados, como las redes bayesianas gaussianas. Al condicionar linealmente
cada variable a un subconjunto de otras variables, induce que cualquier variable objeti-
vo Y pueda escribirse como una combinacion lineal de sus causas directas y colaterales.

Esto permite que la inferencia se reduzca al célculo de esperanzas condicionales.

= Este enfoque se ajustard particularmente bien al marco de SHAP, donde el objetivo es
atribuir la variacion entre una prediccion y su valor medio a cada caracteristica. El interés
se centra en identificar qué aporta cada variable a dicha prediccion, basdndonos en la

estructura de dependencias del modelo probabilistico.

= En la préctica, buena parte de los modelos predictivos se basan en suposiciones de linea-
lidad y ruido gaussiano, como ocurre en la regresion lineal cldsica o los modelos gaus-
sianos mixtos. En estos casos, las predicciones no son mds que esperanzas condicionales

en una distribucién normal, lo que refuerza la naturalidad del enfoque adoptado.

= Finalmente, desde el punto de vista computacional, se evita la necesidad de explorar
el espacio de subconjuntos, eliminando el coste exponencial de recorrer coaliciones. El

célculo de las expresiones puede realizarse a partir de la matriz de covarianza del modelo
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y beneficiarse de la estructura local de una red bayesiana para computarse en tiempo

polinémico.
Remarquemos el marco bajo el que vamos a estar trabajando:

» La distribucién conjunta P’ sobre (X,Y) es gaussiana multivariante:

Xxx X
P/ ~ ‘/V(;uaz)y donde H= Hx , Yy — XX XY
Uy Tyx Zyy

= La funcidn de prediccion F(x) es evaluable en tiempo &'(n)

» Partiremos de una distribucion de referencia completamente factorizada sobre X: Pr(x) =
o Pr(xg).

Teorema 3.1. Sea F(x) = py +w' (x— lx), con w = LyxZxx, ¥ sea Pr=[1; Pr(x;). Entonces,

para una instancia X = X", el valor SHAP de la variable i es:
(l),' = W,'(X,' — V,') con V; = ]Epr[Xi].

Demostracion: Recordemos que el valor SHAP de una caracteristica i se define como:

[SIt(n —|S[ = 1)!

n!

¢ = v(SULi}) —v(S)]

SCN\{i}

($)
J
observados en S y completar con las medias marginales de las variables ausentes. Formalmente:

Tomemos un subconjunto S C N'\ {i}, donde x "’ es el vector obtenido al imputar los valores

() ) Xi sijes,

Vj si ] §§ S.
Dado que v(S) se define como la esperanza del predictor al fijar las variables en S y completar
el resto con la distribucidn de referencia, esta esperanza coincide, en el caso lineal, con la

evaluacién de F en el vector imputado x8) donde las variables fuera de S se reemplazan por

sus medias de referencia v;. Asi, se tiene:
v(8) = F(x%)) = py +wT (x%) - px)

Aplicando esto también para SU {i}, los vectores imputados x5) y x8U) difieren sélo en la

coordenada i:

(SU(h) _ (8) (SO0 19 _ g i

Por lo tanto,

WS UL —v(8) =w" (x4 —x9) = wi(x;— v
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Como esta diferencia se repite para todas las coaliciones S, llegamos a:

ooy Bie=isi-nr

STV} m

wi(xi — Vi) = wi(xi — Vi)

Esta formula tiene una interpretacion directa y valiosa:

= w; indica la influencia directa que tiene la variable x; sobre la predicciéon y cémo los

cambios sobre x; producen variaciones en F(X).
= x; — V; mide cudnto se aleja el valor observado de su valor esperado.

= El producto de ambas representa la contribucion atribuida a la variable i en la prediccion
de F(x*).

Para calcular w = ZYXZ;Q]( es necesario invertir una matriz de dimensién n, lo que conlleva
un coste computacional del orden de ¢'(n). Sin embargo, si la distribucién P’ esté represen-
tada mediante una red bayesiana gaussiana, este cdlculo puede realizarse de forma mucho més

eficiente.

3.2.2. El Concepto de Markov blanket

Aunque en principio el calculo de los valores SHAP podria requerir informacion sobre la
covarianza completa entre todas las variables de entrada, en muchos casos esto es innecesa-
rio. Cuando la distribucién conjunta P’ = .4 (u,X) se representa mediante una red bayesiana
gaussiana, surge la posibilidad de poder identificar una subestructura que permite reducir la
explicacion de Y a un subconjunto reducido de variables: su entorno de Markov (o Markov
blanket).

Definicion 18. Sea Y una variable aleatoria en una red bayesiana gaussiana y X el resto de las
variables de la red. El entorno de Markov de Y, denotado MB(Y), es el conjunto minimo de

variables tal que:
Y L (X\MB(Y)) | MB(Y)
Es decir, Y es condicionalmente independiente del resto de las variables del modelo dado su
entorno de Markov. En nuestro caso para redes dirigidas, este conjunto estd compuesto por:
= [os padresde Y.
= Loshijosde?Y.

= Los padres de los hijos de Y.

En el contexto gaussiano, esta independencia condicional implica que la distribucién con-
dicional P'(Y | X) depende unicamente de las variables en MB(Y ). Este hecho nos conduce a

los siguientes resultados clave:
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= Desde el punto de vista probabilistico, tenemos que Ep/[Y | X = x| = Ep[Y | MB(Y) =
xpB|. Por tanto, conocer el valor de X; ¢ MB(Y) no va a aportar ninguna informacién

adicional para la estimacién de Y, una vez conocidas las variables del entorno MB(Y).

= Desde el punto de vista sobre el algoritmo, el cémputo de E[Y | X = x| se puede limi-
tar a una inferencia local sobre las variables del entorno de Markov. Gracias al algorit-
mo de eliminacién de variables adaptado para trabajar con la forma canénica, podemos
computar esta esperanza mediante sus operaciones bdsicas aplicadas sobre factores mas

pequenios.

Para ilustrar de forma clara las ventajas computacionales de nuestro enfoque, conviene
destacar que el tamafo del entorno de Markov de la variable objetivo Y, que vamos a denotar
como m := |MB(Y)|, no depende directamente del nimero total de variables n. En la mayoria
de los modelos estructurados, se suele cumplir que m < n, lo que permite desarrollar métodos

explicativos cuya complejidad sea sublineal en n.

Antes de adentrarnos en el desarrollo formal de los resultados, introduciremos un ejemplo
que nos acompaiard a lo largo del capitulo. Este nos permitird ilustrar, de manera préctica y

progresiva, los distintos conceptos y técnicas que iremos presentando.

Ejemplo: Identificacion del entorno de Markov

La red que utilizaremos estard compuesta por seis variables gaussianas {X1,X>, X3, X4, X5, X},
donde denotaremos como Y a la variable de interés. Consideraremos diferentes elecciones para
Y, manteniendo fija la estructura del grafo, con el fin de observar como varian los resultados.

La estructura causal de nuestra red serd la siguiente:

Figura 3.2: Grafo de la red bayesiana gaussiana del ejemplo

En este primer caso, consideramos como variable de interés a Y = X;,. Luego su entorno de

Markov se obtiene como sigue:
» Padres: Pa(Xy) = {X;}
= Hijos: Ch(Xs) = {X4}

» Co-padres de los hijos: Pa(X4) \ {X2} = {X3}

Por tanto, el entorno de Markov de X3 estd dado por:  MB(X;) = {X;, X3, X4}
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Si razonamos a partir de las propiedades de independencia condicional en redes bayesianas
gaussianas. se cumple que, una vez conocido el entorno de Markov de una variable, esta se

vuelve condicionalmente independiente del resto de las variables:
Xo L{Xs5, X6} [ {X1,X3,Xa} = [E[X2|X1,X3,X4,X5,X6] = E[X2 | X1,X3,X4]

Esto implica que las variables X5 y Xg no aportan informacion adicional sobre X, una vez

condicionamos sobre su entorno de Markov.

Si exploramos otro caso y elegimos ahora como variable de interés Y = X5, siguiendo el
mismo razonamiento que antes, obtenemos que el entorno de Markov de Xs es: MB(Xs) =
{X3, X4, X6}

3.2.3. Variables irrelevantes tienen valor SHAP nulo

Una de las consecuencias mds destacables del enfoque que estamos siguiendo es que la
propia estructura de la red bayesiana gaussiana induce directamente una seleccién automatica
de las variables relevantes para la explicacién de Y. En particular, veremos que las variables
fuera del entorno de Markov de Y tienen un valor de SHAP nulo. Este resultado, ademds de
proporcionar un marco tedrico sélido y satisfactorio, también tiene implicaciones practicas muy

relevantes para la eficiencia computacional de nuestro método.

Teorema 3.2. Sea P' ~ 4 (u,X) la distribucion conjunta normal multivariante sobre (X,Y),
representada mediante una red bayesiana gaussiana, y sea MB(Y') el entorno de Markov de la

variable objetivo Y. Entonces, para cualquier variable X; ¢ MB(Y ), su valor SHAP es nulo:
Xi¢MBY) = ¢;=0.
Demostracion: Recordemos que el valor SHAP de la variable i viene dado por

[SI(n =S| —1)

n!

b — Tosu i) —vs)],

SCN\{i}
donde v(S) denota la esperanza del predictor al fijar las variables de S y marginalizar sobre el

resto segun la distribucion de referencia.

Si X; ¢ MB(Y), por definicion del entorno de Markov en distribuciones gaussianas se cum-

le:
ple Y LX; | MB(Y).

Esto significa que v(SU {i}) = v(S), VS C N\ {i}.
Por tanto, todas las diferencias en la suma de Shapley se anulan, y obtenemos

[SIt(n —IS[ = 1)!

n!

0 = 0=0.

SCN\{i}
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En resumen, este resultado formaliza que, bajo las hipdtesis estructurales y probabilisti-
cas del modelo, las variables que no pertenecen al MB(Y) no contribuyen a explicar su valor

esperado.

Mas alla de su interés tedrico, esta propiedad tiene un impacto directo en la viabilidad prac-
tica de nuestro enfoque, pues reduce la dependencia de la complejidad computacional respecto
al nimero total de variables. En lugar de ello, el coste del cdlculo de los valores SHAP queda

determinado principalmente por el tamafio del entorno de Markov de la variable objetivo.

Ejemplo: Valor SHAP nulo para variables irrelevantes

Reutilizamos la red bayesiana gaussiana introducida anteriormente Figura 3.2 y consideramos
nuevamente como variable de interés Y = X;. Nuestro objetivo serd analizar qué ocurre con el

valor SHAP de una variable que no pertenece al entorno de Markov de X».

Para ello, asumiremos las siguientes distribuciones condicionales lineales gaussianas para cada

nodo de la red:

Xi~ A (1, 1)
Xo | Xi~e A (2Xi+1, 1)
X3~ 4(0, 1)
X4 | X0, X3 ~ N (X2 +0,5-X3, 1)
X5 | X3~ N (X3, 1)
Xo | Xa, X5 ~ N (Xa+ X5, 1)

Tal y como ya habiamos adelantado antes el entorno de Markov de X, estd dado por:
MB(X,) = {X1, X3, X4}.

Procedemos a construir la distribucién conjunta inducida por estas ecuaciones, que es una nor-

mal multivariante:

20 2 0
5 0 5 0 5
0 1 05 1 15

X7X7X7X7X7X =N -
p(X1,X2,X3,X4,X5,X) H 5 05 625 05 675
0 1 05 2 25
5

1.5 675 2.5 10.25

N O DO N

W O W O W =

El predictor explicativo se basa en la esperanza condicional:

F(x)=E[X; | X = x].
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Para distribuciones gaussianas, este predictor adopta la forma lineal:
_ T
F(x)=pa+w (x—u),
donde el vector de coeficientes w viene dado por:
w= 2X27_22:é772
En nuestro caso, para Y = X5, tenemos:
ZXZ,*Z = (27 07 57 07 5)7

correspondiente a las covarianzas de X, con el resto de variables {X;, X3, Xy, X5, Xs }. Calculan-

do Z:i _, y multiplicando, se obtiene:

w=(1.00, —0.25, 0.5, 0 _, 0 ).
S S T T
X X3 Xy Xs X
Obsérvese que los coeficientes asociados a X5 y Xg son exactamente cero. Esto significa que,

en la expresion lineal que define F(x), dichas variables no influyen en la prediccién:

F(x)=N2+(x1—Nl)—%'(xs—ﬂ3)+%'(x4—ﬂ4)-

Esto tiene consecuencias directas sobre los valores SHAP. Dado que:
PO — P () = i — ),
se cumple que si w; = 0, entonces todos los términos de la suma que define ¢; son nulos:

S|t —|S| = 1)!

n!

0 = 0=0.

SCN\{i}

Por tanto, para la variable X5, que no pertenece al entorno de Markov de X», tenemos:
¢s=0|.

Este resultado muestra el contenido del Teorema 3.2, podemos ver como las variables fuera
del entorno de Markov de Y reciben un coeficiente nulo en el predictor lineal, lo que implica

automdticamente que sus valores SHAP son cero.

3.2.4. Cilculo eficiente de SHAP en RGB
Recordemos el resultado del Teorema 3.1, donde para F(x) = Ep[Y |X =x] y Pr de refe-

rencia factorizada,los valores SHAP de la instancia x* verifican

0o = w,-(x?‘ —v,-), donde w = ZYXZ;Q](.
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Por tanto, el problema computacional se reduce a obtener el vector de coeficientes w. La inver-
sién de Txx cuesta &(n’), pero en una red bayesiana gaussiana podemos evitarlo explotando

la forma candnica y la eliminacién de variables.

Identidad clave en forma candnica y estrategia computacional

Sea (X,Y) un vector aleatorio gaussiano y la forma candnica de la distribucién conjunta

B b BTl B

donde J = X! es la matriz de precisién y / el vector canénico asociado.

escrita como:

B[ —

i) exp( -

Al condicionar en X = x se obtiene una normal canénica en Y con pardmetros:

p(y[x) e eXP( - %yTJYYy + (hy — JYXX>T)’>

Para una densidad proporcional a exp( — %yTAy + bTy) la esperanza es A~'b. Aplicando

esto con A = Jyy y b = hy — Jyxx obtenemos inmediatamente:
ElY | X =x] = Jyy (hy — Jyxx).
Dado que J = X! y h = Ju, si particionamos correctamente las identidades se tiene:
hy =Jyx pux +dyy by = Jyphy = Jyyp Jyx pgx -+ Uy

y sustituyendo en la expresion anterior:
EY | X =x] = Jyy hy — Jyyp JyxX = ty +Jyy Jyx Ux — Jyyp JyxX = ty — Jyy Jyx (X — px).

Comparando con la forma lineal F(x) = py +w' (x — ux) obtenemos la identidad clave

que usaremos:

—1

Vamos a buscar calcular w sin invertir 2 completa. Para ello, basta con obtener los blo-
ques Jyy y Jyx de la matriz de precision y estos en una RBG gaussiana se pueden construir
mediante la suma de contribuciones locales canénicas de cada CPD (Conditional Probability
Distribution).

Regla detallada para un CPD lineal-gaussiano: derivacion y justificacion

Sea Z un nodo con padres Pa(Z) = {Py,..., P}, modelado mediante una distribucién con-

dicional lineal-gaussiana:

Z|Pa(2) ~ N (az+ B, Pa(2), 03),
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donde fB7 € R” son los coeficientes de regresion, oy es el intercepto y G% la varianza residual.

Nuestro objetivo es escribir el factor local p(Z | Pa(Z)) en forma candnica y derivar expli-

citamente los bloques de J (2), el vector 1) y la constante g%,
Expansion del logaritmo de la densidad condicional
Trabajaremos con el logaritmo de la densidad condicional porque la representacién candnica

gaussiana se obtiene directamente de su forma cuadrdtica en el logaritmo. La matriz de preci-

sién J coincide con la hessiana de —log p(Z | Pa(Z)). Asi, escribimos:

log (p(Z | Pa(2))) = —2—(1;2 (Z— 0z — BJ Pa(2))* + cte.

Expandimos el cuadrado:

B %,g (Z— 0z~ B/ Pa(2)) = — 2%; (72~ 22(az + B; Pa(2)) + (07 + Bf Pa(2))?)
1 1 1
= —27‘_%22 + G—%Z(OCZ—}-ﬁ;Pa(Z)) - r‘%(az+ﬁZTPa(Z))2.

Desarrollando el término (0z + 8, Pa(Z))? se obtiene:

(07 + Bz Pa(2))* = a7 +20zB; Pa(Z) + (B7 Pa(Z))*.

Identificacion de los bloques candénicos

La forma canénica de un factor sobre (Pa(Z),Z) es

T T
[Pa(Z)] [Pa(Z)] N [hpa(z>]
7 Z hz

Ahora compararemos con la expansion anterior y identificamos segtin el grado en Pa(Z) y Z.

Pa(Z)
Z

Jraz)Pa(z) JPa(z)z

D=

Jzpazy  Jzz

1

302 y al compararlo con —%JZZZ2

» Término cuadritico en Z. El coeficiente de Z% es —
deducimos
(2) _ -2
Jy7 = 0;°.
= Término mixto Z-Pa(Z). Su coeficiente es ﬁZ B, Pa(Z) y se corresponde con el término
VA
de la forma canénica —Pa(Z)TJPa(Z) 77

—Pa(Z)TJI(,f()Z)

1 z _
Z G—ZZZﬁZTPa(Z) = iy = — 7Bz

Observar que Jgai(z) = (Jl(nf()z)Z)T'
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» Término cuadratico en Pa(Z). Aparece como —#([32T Pa(Z))?, que tras desarollar y
Z

comparar:

—zi(,zpa@f(ﬁzﬁ; JPa(Z) = ~3Pa(2) " (0,2B2B, )Pa(Z) = Jippuz) = O 2BzB7
Z

= Términos lineales (vector h).

* Del término éz 0z se obtiene la componente lineal en Z:
Z

h(ZZ) = GZ_Z oz.

1

* Del término —=—
205

en Pa(Z):

20z, Pa(Z) = —g—é ) Pa(Z) se obtiene la componente lineal

hpa(Z)(Z) = GZ_Z oz Bz.

= El término constante g%)). Se toma como g'¥) = 16,202 + 1log(2mc2), notar que

este va acompafiado de una constante si se desea seguir la normalizacion.
En aplicaciones précticas, basta con los bloques de la matriz de precision J, aunque hayamos
incluido también los términos lineales (/) y la constante (g).

Resumiendo, la contribucion local candnica del factor p(Z | Pa(Z)) sobre las variables

(Pa(Z),Z) viene dada por los bloques y vectores:

z _ z z -
Iy =05 Jlga()Z)Z =-0;"Bz Jl()a()Z)Pa(Z) =0, BB,
h(ZZ) = 622 Oz hl(DZazZ) = GZ Oz BZ g(Z) = %GZ 206% 4+ cte

Composicion global como suma de contribuciones locales

En una red bayesiana gaussiana, la distribucion conjunta se factoriza como producto de factores

locales:

plxteoesia) = [[p(Z1Pa@)  pP(x) e exp(— b TPt O g2)
Z

Al multiplicar factores en el dominio exponencial, los exponentes se suman:
T
Hp(z) (x) o< exp( - %xT (ZJ(Z))x+ (Zh(z)) xX— Zg(z)> :
Z Z Z Z
Por tanto, los parametros globales (J, 4, g) de la distribucion conjunta en forma canénica son:

J=YJD, =YD, g =Ye®
V4 V4 VA
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Cada CPD lineal—gaussiano induce tnicamente un bloque local de un tamafio restringido a
la variable Z y sus padres. Al sumar todas estas contribuciones se obtiene la matriz de precision
global J y el vector candénico h. Esta representacion en forma candnica es exacta y ventajosa,

pues

= Permite construir J simplemente acumulando bloques locales, sin necesidad de invertir

la matriz de covarianzas global.
= Facilita aplicar marginalizaciones y eliminaciones mediante complementos de Schur.

= Hace posible implementar algoritmos eficientes usando estructuras dispersas por bloques.

En consecuencia, la regla general establecida constituye la base computacional para el
célculo de los valores SHAP en RBG, pues reduce el problema a operaciones polinémicas

sobre factores pequefios.

Algoritmo 2: Cilculo de w a partir de CPDs locales (RBG)

Entrada: RBG con variables X = {X,...,X,}, objetivo Y
Salida: vector w tal que F(x) = uy +w' (x — ux)
1: Inicializar:
ox <+ 0 VX eMB(Y)

2: Definir:
¢y « oy’
3: for cada hijo X € Ch(Y) do > Ch(Y) es el conjunto de hijos de Y
4: Qx —= Oy 2 Bxy > Actualizar contribucién directa
5: for cada padre Z € Pa(X) do
6: ¢z += Oy * Bxy Bxz > Propagar contribucién hacia Z
7: end for
8: end for
9: for cada padre Z € Pa(Y) do
10: ¢z —= 0y 2Byz > Ajustar contribucién de Z
11: end for
12: return {— % : VX e MB(Y)} > Devuelve el vector w

Con este procedimiento se evita la construccion de bloques canénicos globales, trabajando

tnicamente con los pardmetros locales de las CPDs de los nodos en MB(Y).

Analisis de complejidad del procedimiento propuesto

Introducimos primero los parametros relevantes que determinan el coste:

= cy: numero de hijos de la variable objetivo Y.
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= dy: nimero de padres de la variable objetivo Y.

" dcy(y): maximo nimero de padres entre los hijos de Y.
El algoritmo consta de tres fases principales:

1. Inicializacién de los acumuladores @ para Y y las variables en MB(Y). Este paso requiere
un tiempo lineal en el tamafio del entorno de Markov y su coste es despreciable dentro

del algoritmo.

2. Recorrr los hijos de Y y cada hijo X € Ch(Y) induce una actualizacién sobre si mismo
y sobre cada uno de sus padres. Como cada X tiene a lo sumo dcyy) padres, este paso

tiene coste

O(ey den(y))

3. Recorrer de los padres de Y, actualizando su acumulador correspondiente requiere

O(dy)

El calculo final de los coeficientes

es inmediato y no afecta a la complejidad.

Coste total. El procedimiento completo tiene por tanto complejidad

O(cy den(y) +dy)

Este coste depende tnicamente de la estructura local en torno a la variable objetivo Y, y no del

nimero total n de nodos de la red. Ademads, se cumple que
cyden(y)+dy > [MB(Y)

pues siempre hay que recorrer al menos tantos nodos como contiene dicho entorno. Conside-

rando el peor casos, donde los padres de cada hijo son todos distintos, tendriamos que
cydeny) +dy < O(IMB(Y)[?)

En consecuencia, el coste del procedimiento como méaximo cuadratico en el tamafio del entorno
de Markov, lo que garantiza su eficiencia al depender tinicamente de la estructura local de la

red.



Capitulo 3. SHAP en redes bayesianas gaussianas: 3.2 37

Ejemplo: Calculo de w mediante eliminacion local en una RBG

Consideremos nuevamente la red bayesiana gaussiana introducida en la Figura 3.2, con las
mismas distribuciones condicionales y fijamos la variable objetivo Y = X;. Nuestro objetivo es

aplicar el algoritmo anteior para calcular el vector w en la representacion:
T
F(x)=tm+w (x—p),

Ejecucion numérica sobre el ejemplo. Destacar que con las CPDs con las que trabajamos

02 =1, portanto 62 = I.

Xo | Xi: Bo1=2 (padrede?Y esX),
X4 |X2,X3 : B472 =1, ﬁ4’3 =0.5 (hijO X4 € Ch(Y)).
El entorno de Markov ya conocido es MB(X;) = {X;, X3, X4}.

1. Inicializacion:

ox, =0, ox;=0, ¢x, =0, oy =0,°=1

2. Procesamos los hijos de Y. Aqui Ch(Y) = {X4}. Para Xy:

Px, < Ox, — 04 *Pa2=0—1-1=—1
Ahora actualizamos las entradas para los padres de X4, es decir, Z € {Y,X3}:
Oy «— @y +1-Basfaor=14+1-1-1=2
Oxy < @x; +1-Baofaz=0+1-1-05=05

3. Procesamos los padres de Y. Aqui Pa(Y) = {X;}y B =2

Ox, < Qx, — Oy *Br1=0—1-2= 2.
Calculo final de w. Aplicando la férmula de salida:
Px

wx = _E para X € {X;,X3,X4},

Finalmente:

w= (wx,,wx;,wx,) = (1, —0.25, 0.5).

En particular, como wy, = wy, = 0 se tiene ¢5 = ¢s = 0 con independencia de x*, que es la
conclusidon que buscdbamos ilustrar: las variables fuera del Markov blanket no contribuyen al

score SHAP en nuestro modelo.






Capitulo 4
Ejemplo practico

El propésito de este capitulo es ilustrar de manera préctica los resultados tedricos y algorit-
micos desarrollados en el capitulo anterior. Para ello, vamos a realizar un estudio utilizando el
siguiente conjunto de datos, Wine Quality Dataset, bastante conocido en el dmbito del apren-
dizaje automadtico. Este contiene medidas fisico-quimicas de vinos tintos y blancos, junto con

una variable de calidad que ha sido determinada por expertos en una escala entera de 0 a 10.

Nuestro objetivo va a ser entrenar redes bayesianas gaussianas para ambos tipos de vino,
tanto tinto como blanco. Para poder aplicar nuestro enfoque, utilizaremos la variable guality
como objetivo, y posteriormente aplicaremos el procedimiento de célculo eficiente de valores
SHAP presentado. Asimismo, para tratar de apoyar la validez de las cotas de complejidad

deducidas teéricamente, complementaremos el andlisis experimentando con datos sintéticos.

4.1. Analisis con datos reales

Preparacion de los datos
El conjunto de datos de calidad del vino estd compuesto por dos subconjuntos:

= Vino tinto: 1599 observaciones con 11 variables predictoras y la variable objetivo quality.

= Vino blanco: 4898 observaciones con la misma estructura de variables.

Las variables predictoras recogen medidas quimicas y fisico-quimicas: acidez fija (fixed
acidity), acidez volatil (volatile acidity), acido citrico (citric acid), aziacar residual (residual
sugar), cloruros (chlorides), di6xido de azufre libre (free sulfur dioxide), di6xido de azufre
total (fotal sulfur dioxide), densidad (density), pH, sulfatos (sulphates) y alcohol (alcohol). En
ambos casos, la variable guality toma valores enteros entre 3 y 8 en el vino tinto, y entre 3
y 9 en el vino blanco. Las siguientes tablas con las frecuencias reflejan una cierta escasez de

ejemplos en los extremos, especialmente para valores bajos.

39
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] ) Calidad Frecuencia
Calidad Frecuencia

3 20
3 10

4 163
4 33

5 1457
5 681

6 2198
6 638

7 880
7 199

8 175
8 18

9 5

Cuadro 4.1: Distribucién en vino tinto o )
Cuadro 4.2: Distribucidn en vino blanco

Dataset # Instancias # Variables predictoras Rango de calidad
Vino tinto 1599 11 3-8
Vino blanco 4898 11 3-9

Cuadro 4.3: Resumen general de los datasets de vino tinto y vino blanco.

Resumen descriptivo de los datos

A continuacién, presentaremos un resumen numérico de las variables para ambos tipos
de vino que utilizaremos en los experimentos. Las tablas recogeran las estadisticas bdsicas

habituales y servirdn de referencia para detectar las diferencias de nuestros datasets.

Tabla de estadisticos: vino tinto

Variable N Media Desv. Min 25% 50% 75% Mix
fixed acidity 1599 8.320 1.741  4.600 7.100 7.900 9.200 15.900
volatile acidity 1599 0.528 0.179  0.120 0.390 0.520 0.640 1.580
citric acid 1599 0.271 0.195  0.000 0.090 0.260 0.420 1.000
residual sugar 1599 2.539 1.410  0.900 1.900 2.200 2.600 15.500
chlorides 1599 0.087 0.047  0.012 0.070 0.079 0.090 0.611

free sulfur dioxide 1599  15.875 10460  1.000 7.000  14.000  21.000 72.000
total sulfur dioxide 1599  46.468 32.895 6.000 22.000 38.000 62.000 289.000

density 1599 0.997 0.002  0.990 0.996 0.997 0.998 1.004
pH 1599 3.311 0.154 2740 3.210 3.310 3.400 4.010
sulphates 1599 0.658 0.170  0.330 0.550 0.620 0.730 2.000
alcohol 1599  10.423 1.066  8.400 9.500  10.200  11.100 14.900
quality 1599 5.636 0.808  3.000 5.000 6.000 6.000 8.000

Cuadro 4.4: Estadisticos descriptivos — vino tinto (red wine).
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Tabla de estadisticos: vino blanco

Variable N Media Desv. Min 25 % 50 % 75 % Maiax
fixed acidity 4898 6.855 0.844  3.800 6.300 6.800 7.300 14.200
volatile acidity 4898 0.278 0.101  0.080 0.210 0.260 0.320 1.100
citric acid 4898 0.334 0.121  0.000 0.270 0.320 0.390 1.660
residual sugar 4898 6.391 5.072  0.600 1.700 5.200 9.900 65.800
chlorides 4898 0.046 0.022  0.009 0.036 0.043 0.050 0.346

free sulfur dioxide =~ 4898 35308  17.007  2.000 23.000 34.000 46.000  289.000
total sulfur dioxide = 4898  138.361  42.498  9.000 108.000  134.000  167.000  440.000

density 4898 0.994 0.003  0.987 0.992 0.994 0.996 1.039
pH 4898 3.188 0.151  2.720 3.090 3.180 3.280 3.820
sulphates 4898 0.490 0.114  0.220 0.410 0.470 0.550 1.080
alcohol 4898 10.514 1.231  8.000 9.500 10.400 11.400 14.200
quality 4898 5.878 0.886  3.000 5.000 6.000 6.000 9.000

Cuadro 4.5: Estadisticos descriptivos — vino blanco (white wine).

Vino tinto

» La variable residual sugar presenta una media baja (=2.54) junto con una dispersion
moderada, lo que indica que la mayoria de los vinos tintos del conjunto tienen poco

azucar residual.

= Los valores de alcohol, density y pH muestran una notable estabilidad, evidenciada por

sus bajas desviaciones tipicas y la consistencia en sus medias y cuartiles.

= Las variables free sulfur dioxide y total sulfur dioxide presentan amplitud considerable,

lo que sugiere la presencia de valores extremos.

Vino blanco

= La variable residual sugar es notablemente mayor en media (~6.39) y dispersion, distin-

guiendo claramente los vinos blancos del tinto.

= Las medidas de density, pH y alcohol muestran un comportamiento similar y con unos

valores parecidos a los observados para el vino tinto.

= Las concentraciones de fotal sulfur dioxide y free sulfur dioxide también muestran una
amplia variabilidad, aunque estos toman valores medios y maximos mds altos que aque-

llos registrados en los vinos tintos.

Con estos puntos claros, procederemos a aprender la estructura de las RBG para cada subcon-
junto, a estimar los CPD lineales-gausianos y a aplicar nuestro procedimiento eficiente para

calcular los valores SHAP.
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Aprendizaje de la estructura de la Red Bayesiana Gaussiana

La implementacion del aprendizaje de la red bayesiana gaussiana (RGB) se realiza en
Python mediante la libreria pgmpy, utilizando el algoritmo Hill Climb Search con puntuacién
BIC y restringiendo el nimero méximo de padres por nodo. Esta limitacion afecta directamente
la complejidad de la red y el tamafio del entorno de Markov, influyendo tanto la interpretabili-

dad como el coste computacional.

Aplicando el procedimiento descrito y fijando un maximo de 4 padres por nodo, se obtienen

las siguientes estructuras de redes bayesianas gaussianas, como se muestra a continuacion.

Variable Descripcion Color
Xi fixed_acidity @
Xo citric_acid )
X3 density ()
X4 volatile_acidity )
X5 residual_sugar o
Xs quality @
X7 sulphates @)
X3 alcohol )
Xo chlorides @
X10 pH ®
X11 free_sulfur_dioxide @
X12 total_sulfur_dioxide O

Cuadro 4.6: Correspondencia entre variables originales, nodos del grafo y color asignado.

Figura 4.1: Grafo de la estructura de la RBG aprendida para el vino tinto.
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Figura 4.2: Grafo de la estructura de la RBG aprendida para el vino blanco.

Si comparamos ambas estructuras, se aprecian diferencias notables. En el vino tinto, la
calidad depende principalmente de factores de caracter negativo, como la volatile_acidity y
los chlorides, mientras que en el vino blanco la dependencia directa recae sobre los sulphates,
lo que refleja la diversidad de procesos enoldgicos que determinan la calidad. Otro aspecto
destacable es la mayor presencia de la variable residual_sugar en la red del vino blanco, donde
ademds aparece como hija de quality, evidenciando asi el caracteristico dulzor que posee el

vino blanco frente al tinto.

Esto manifiesta la necesidad de tratar por separado ambos modelos, puesto que la red co-
difica relaciones estadisticas especificas en cada caso, lo que afecta a los valores SHAP que

vayamos a obtener.

Valores SHAP en las redes de vino tinto y blanco

Una vez aprendidas las estructuras de las RBG para ambos subconjuntos de datos, aplica-
mos el procedimiento que hemos desarrollado para calcular eficientemente los valores SHAP
para la variable objetivo (quality). Para asegurarnos de poder realizar comparaciones, ambas re-
des fueron entrenadas con la misma configuracion. La siguiente figura presenta los resultados

obtenidos con un maximo de 4 padres. En el Anexo II cubrimos otros casos.

En la Figura 4.3 observamos una representacion en forma de barras, donde para cada varia-
ble aparecen dos contribuciones: en color rojo se muestran los valores SHAP correspondientes
al vino tinto, mientras que en gris se representan los del vino blanco. Aquellas variables que
no pertenecen al entorno de Markov de la variable objetivo se indican con una cruz del color

correspondiente, ya que sus valores SHAP son nulos.
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Comparacion SHAP - max_parents=4

0.4 ¥ Red Wine (sin valor)
% White Wine (sin valor)
mmm Red Wine
White Wine
0.2 4

=]
o
X
X
X

x I

SHAP value

|
o
]

-0.4 4

Red Wine — time: 0.0019s, n_vars: 10
White Wine —+ time: 0.0025s, n_vars: 10
Figura 4.3: Comparacion de valores SHAP para RBG bajo la misma configuracion para vino

tinto y vino blanco.

En el caso del vino tinto, los resultados refuerzan lo observado en la estructura de la red.
Las variables con mayor influencia sobre la calidad son volatile_acidity y alcohol, ambas con
valores SHAP negativos. A estas se suman pH y sulphates, que también tienen magnitud ne-
gativa. En conjunto, la calidad del vino tinto aparece fuertemente condicionada por factores de

cardcter adverso, lo que coincide con el comportamiento enoldgico esperado.

Por su parte, los valores SHAP del vino blanco resultan en general més bajos en términos
absolutos. Salvo dos variables que destacan, alcohol, con una aportacion negativa clara, y re-
sidual_sugar, con influencia positiva. Este tltimo resultado es especialmente coherente con lo

comentado anteriormente, apoyando el dulzor del vino blanco como un reflejo de su calidad.

En ambos vinos se observa que el alcohol influye de manera negativa en la calidad, mos-
trando que este podria ser factor limitante. Al mismo tiempo, las diferencias detectadas entre
tinto y blanco dejan claro que el tipo de vino es un aspecto determinante en la forma en que las

variables enoldgicas inciden sobre la valoracién final.

4.2. Validacion con datos sintéticos

Procedimiento

Ademas de trabajar con los conjuntos de datos reales de vino tinto y vino blanco, resulta

conveniente considerar un escenario sintético que podamos controlar. El objetivo en este caso
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no es realizar un andlisis de nuestro conjunto de datos, sino validar el procedimiento propuesto

bajo distintas configuraciones estructurales de la RBG.
El uso de datos sintéticos presenta dos ventajas principales:

= Permite controlar el niimero total de variables n y el tamafio esperado del entorno de Mar-
kov de la variable objetivo, variando pardmetros como el nimero maximo de padres por

nodo .

= Generar un marco donde la estructura de la red y los pardmetros son conocidos, facilitando

comprobar que el algoritmo implementado respeta las propiedades tedricas.

De esta manera, los experimentos sintéticos sirven como una verificacion practica de la efi-
ciencia computacional del método, mas alld de la interpretacion concreta sobre un conjunto de

datos.

Para la generacion de redes sintéticas, utilizamos una funcién que construye un conjunto
de nodos {Xp, X, ...,X,_1} de tamafio n, junto con una estructura aciclica dirigida que respeta
la restriccion en el nimero de padres por variable. La funcién asigna distribuciones condicio-
nales lineales gaussianas con pardmetros generados aleatoriamente a partir de distribuciones
normales y uniformes. Finalmente, genera un conjunto de datos de tamafio N mediante mues-
treo sobre el DAG, de forma que los valores de cada variable se obtienen a partir de sus CPDs

y de los valores previamente generados de sus padres.

En este contexto, se fija una variable objetivo, nosotros tomaremos Xy. Para después utilizar
el conjunto de datos generado para estudiar el comportamiento del cdlculo de los valores SHAP

y del coste computacional del procedimiento.

Experimento de complejidad

Con el fin de validar empiricamente el andlisis tedrico, realizaremos un conjunto de experi-

mentos sobre redes bayesianas gaussianas sintéticas de distinto tamafio.

Procederemos de la siguiente manera:

» Trabajaremos con redes con distinto nimero de nodos n € {15,20,25,...,75,80}.

= Para cada valor de n, se modifica el nimero maximo de padres permitido por nodo max_parents

€{3,5,7,9,11}, lo que afecta directamente al tamafio esperado del entorno de Markov.

» Para cada par (n,max_parents) se generaron datos sintéticos fijando como variable objetivo
Xo.
» A cada red se le aplica nuestro procedimiento de cdlculo de SHAP, registrando el tiempo

de cémputo y el tamaiio del entorno de Markov MB(Xj).

= Se reportan los valores medios y desviaciones estandar del tiempo de computo y del tamafio

del entorno de Markov para cada configuracion.
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Analisis
Tiempo de computo vs n
—&— max_parents=3
0.005 A1 —$— max_parents=5
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—$— max_parents=9
0.004 - —$— max_parents=11
)
h=l
D 0.003 4
E
o
=1
E
o
F 0.002 4
0.001 1

Tamaino medio del MB

20

40 50 60 70 80
Numero de variables (n)

Figura 4.4: Tiempo medio de computo en funcién del nimero de variables n.

Tamano del MB vs n

20 -

10 -

—#— max_parents=3
—— max_parents=5
—#— max_parents=7
—#— max_parents=9

71 —— max_parents=11

40 50 60 70 80
Namero de variables (n)

Figura 4.5: Tamafio medio del entorno de Markov en funcion de n.
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Los resultados del experimento se presentan en la Figura 4.4 y la Figura 4.5. Estas gréficas
muestran la evolucién del tiempo de computo y del tamaio del entorno de Markov en funcién

del nimero de nodos n y del pardmetro max_parents.

Observamos que el tiempo medio de computo se mantiene en el orden de milisegundos
(0,0016 s—0,0033 s) incluso al aumentar el niimero de nodos de 15 a 80 y el médximo de padres
de 3 a 11. Esta variacién es moderada y sugiere una tendencia de crecimiento practicamente
lineal en n. Para confirmar que los resultados siguen manifestando esta alta eficiencia del mé-
todo frente al crecimiento de la red, seria necesario extender el analisis a redes con un nimero

de nodos considerablemente mayor.

Conclusion

En resumen, este experimento con datos sintéticos confirma la eficiencia préctica del al-
goritmo propuesto. Los resultados observados concuerdan con la parte tedrica y muestran que
el coste computacional permanece reducido incluso en redes de mayor tamafio. No obstante,
convendria extender este andlisis a escenarios de mayor escala, con un nimero mas amplio
de repeticiones y un rango mads elevado tanto en el tamafio de la red como en el parametro
max_parents, 1o que permitiria validar el comportamiento del método en redes mucho maés
grandes. En cualquier caso, los resultados actuales refuerzan la aplicabilidad del procedimiento

en redes de tamafio considerable, donde los enfoques globales habituales resultarian inviables.
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Apéndice I

Contenido adicional de redes bayesianas

I.1. Ejemplo discreto de una red bayesiana

Para motivar el uso de redes bayesianas, vamos a pensar que disponemos de una coleccion
de n variables binarias. En principio, una distribucion conjunta sobre este conjunto requeriria
2" — 1 parametros independientes. Sin embargo, bajo el pretexto de asumir la independencia
de las variables, bastaria unicamente con n parametros. Por otro lado, es cierto que estamos
realizando una hipétesis un tanto potente y poco realista, pero nos da pie a ver como ciertas

estructuras de independencia permiten representaciones mucho mas compactas.

Veamos ahora un ejemplo sencillo que ilustra esta idea. Supongamos que una empresa
desea contratar estudiantes que se acaban de graduar y busca identificar a los candidatos que
podriamos considerar inteligentes. Sin embargo, la inteligencia no es directamente observable,

por lo que la empresa recurre a indicadores indirectos.

Vamos a empezar con un ejemplo sencillo con dos variables aleatorias binarias:
= ], que representa el nivel de inteligencia del candidato (alto o bajo).

= [, que representa su puntuacién en un examen (alta o baja).

La forma directa de modelar esta situacion es especificar la distribucién conjunta P(1,S)

con una tabla de probabilidades que consta de cuatro posibles combinaciones de valores:

P(ILE) | 0.665 | 0.035 | 0.060 | 0.240

Esta tabla describe completamente la distribucion conjunta, pero no refleja ninguna posible
relacion estructural entre las variables. Este detalle es importante, pues parece natural suponer

que la inteligencia de un candidato va a influir en su puntuacién del Examen.
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Esta dependencia puede aprovecharse para factorizar la distribucion utilizando la regla de
la cadena, P(I,E) = P(I) - P(E | I). Bajo esta representacion, especificamos por separado la
distribucién marginal de / y la distribucién condicional de E dado I:

0 1

l'O l'l e e
Inteligencia © 1095 | 005
0.7 0.3 "

i 0.2 0.8

Figura I.1: Estructura condicionada para el Examen dada la Inteligencia

Esta representacion condicionada se mantiene coherente con nuestra intuicién del proble-
ma. En términos de parametrizacion, tanto la representacion conjunta como esta factorizada
requieren tres pardmetros independientes. No obstante, la segunda forma introduce una estruc-
tura que serd esencial cuando se incrementa el ntimero de variables y que nos ayudard a reducir
drasticamente el nimero de pardmetros necesarios si se aprovechan adecuadamente las depen-

dencias entre variables.

Mientras que en el ejemplo anterior solo teniamos una relacion de independencia marginal
total entre variables, ahora introducimos una nueva dimensién: la calificacién académica (N).
Esta tomara tres valores posibles: A, B y C, denotados respectivamente como nj, ny y n3 .
De modo que el espacio probabilistico completo estd ahora definido sobre tres variables: I,
E y N, lo que implica una distribucion conjunta con 2 x 2 x 3 = 12 entradas, y por tanto 11
pardmetros independientes en el caso general. En este nuevo caso, ninguna de las variables
es independiente en términos marginales, lo cual lo convierte en un caso mas realista y util.
Intuitivamente, volveremos a tener que la inteligencia (/) afecta tanto a las notas (N) como al
examen (E), pero ademds existe una aparente dependencia entre N y E, pues es natural esperar
que un estudiante con buenas Notas sea mds dado a tener un buen Examen. Aqui es donde
entra la suposicion de independencia condicional y la hipétesis de que el Examen y las Notas
solo estdn relacionados a través de la Inteligencia y que, una vez sabemos informacién sobre
esta, podemos considerar que son independientes. No obstante, estamos otra vez apoydndonos
en algo que puede no ser completamente verdad, pero gracias a ello vamos a poder construir

nuevamente una representacion compacta de la distribucidén conjunta.

Mediante un razonamiento probabilistico sencillo, si asumimos la independencia condicio-

nal, llegamos a la siguiente descomposicién del modelo conjunto:
P(I,LE,N)=P(I)-P(E|I)-P(N | I)

Para especificar completamente esta distribucion, bastard con conocer las siguientes distri-

buciones:
» La marginal P(1).

» Las condicionales P(E |I)y P(N | I).
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La representacion factorizada obtenida resulta ser més eficiente. En lugar de requerir 11
pardametros independientes, esta parametrizacion solo necesita siete: uno para P(I), dos para
P(E |I)y cuatro para P(N | I).

.0 .1 1 2 3

n n n
Inteligencia

0 0.2 | 034 | 0.46
! 0.74 | 0.17 | 0.09

¥ e!

© 1095 | 0.05
it 02 | 038

Figura I.2: Red bayesiana simple con independencia condicional

Ademads, otra ventaja que nos ofrece este tipo de representacion es la posibilidad de incorpo-

rar una nueva variable al modelo sin la necesidad de rehacer por completo toda la distribucion.

Este tipo de factorizaciones, basadas en supuestos de independencia condicional, no solo
permiten una representacién mds compacta, sino también una mayor flexibilidad en la construc-
cién y extension del modelo. Una generalizacion directa de este enfoque es el modelo Naive

Bayes.

El modelo de Naive Bayes parte del supuesto de que todas las caracteristicas Xi,...,X),
son condicionalmente independientes entre si, una vez observado su antecesor comun, llamado

habitualmente clase y que denotaremos por C.

Figura 1.3: Esquema general del modelo Naive Bayes

Tenemos una estructura con un nodo central C con una unica arista dirigida a cada uno de
sus nodos hijos X;, teniendo que para todo i, (X; L X_; | C). A pesar de la simplicidad de este

esquema, este grafo codifica una distribucién conjunta no trivial:
n
i=1

Esta forma factorizada ofrece una gran ventaja computacional al permitir poder representar
distribuciones de alta dimensién con un nimero de pardmetros que crece linealmente con el

namero de variables observadas.

No obstante, esta eficiencia viene a costa de una suposicion que, en muchos casos, resulta

poco realista. Las variables observables suelen estar correlacionadas entre si incluso cuando
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se condiciona por la clase. Esto puede limitar la capacidad del modelo para capturar ciertas
dependencias estructurales presentes en los datos. En la préctica, esta limitacién se manifiesta
en predicciones menos precisas cuando la independencia condicional no se cumple de forma

aproximada.

A pesar de ello, el modelo de Naive Bayes funciona sorprendentemente bien en muchos
contextos reales, en particular cuando se dispone de pocos datos o se requiere un modelo in-
terpretable y de bajo coste computacional. Sin embargo, cuando se desea modelar relaciones
mads complejas entre las variables, resulta necesario relajar la hipétesis de independencia e in-
troducir estructuras mds generales. Esto nos lleva de forma natural a las redes bayesianas, que
permiten representar explicitamente las dependencias condicionales entre variables y modelar

de forma mas rica las interacciones en un sistema.

Para ilustrar esto, retomamos el ejemplo del estudiante, pero lo ampliamos incorporando
nuevas variables que pueden influir en la evaluacion de un candidato. Al modelo que ya tenia-

mos antes le afladiremos dos nuevas variables:
= D, que representa la dificultad del curso que ha hecho el estudiante (féacil o dificil). Esta
afectara directamente a las notas del candidato.

= C, que representa la calidad de la carta de recomendacion escrita por el profesor (fuerte

o débil). Esta solo va a depender de la nota que ha conseguido el estudiante.

d° d! i© it
06 | 04

Inteligencia

n
24° | 03 | 04 | 03 1
0,d" 005|025 0.7 Examen
i'd® | 09 | 0.08 | 0.02
il,d' 1 05 03 | 02 Carta - 1
e e
T 0 1095 |0.05
T o1 09 it | 02|08
nr | 04 | 0.6
n 1099 0.1

Figura 1.4: Esquema de la red bayesiana del ejemplo del estudiante

Si quisiéramos modelar la distribucién conjunta P(I,D,N, E,C) sin ninguna estructura, ne-
cesitariamos especificar 47 variables. Sin embargo, gracias a la estructura dirigida de una red

bayesiana, podemos factorizar esta distribucién en funcioén de las dependencias locales entre
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las variables. Para ello, asignamos a cada variable una distribucién de probabilidad condicional

que describe como varia en funcién de sus padres.

Estas distribuciones locales pueden representarse con tablas, que a través de sus relacio-
nes nos permiten calcular la probabilidad conjunta de cualquier combinacién de valores para

nuestras variables.

Este enfoque, que generaliza la idea de factorizacion del modelo Naive Bayes, se formaliza
en lo que conocemos como la regla de la cadena para redes bayesianas. En nuestro caso, la

factorizacion completa de la distribucién conjunta es:
P(I,D,N,E,C)=P(I)-P(D)-P(N |I,D)-P(E|I)-P(C|N)

Una de las principales virtudes de las redes bayesianas, mds alld de su eficiencia al re-
presentar distribuciones conjuntas complejas, es que nos permiten razonar bajo incertidumbre
de forma estructurada. En términos generales, al observar el valor de una variable, modifica-
mos las probabilidades que asignamos a otras, seglin como estén conectadas en la red. Este
fendmeno es lo que entendemos como razonamiento probabilistico, y puede adoptar distintas

formas dependiendo de la direccion de la inferencia y la naturaleza de las conexiones.

Cuando utilizamos el conocimiento de una causa para predecir un efecto, hablamos de razo-
namiento causal. Por ejemplo, si sabemos que un estudiante es inteligente, podemos estimar de
forma mads certera si es probable que obtenga buenas calificaciones. Este tipo de razonamiento
fluye en la misma direccién que las flechas del grafo, es decir, desde los nodos padres hacia sus
hijos. Por otro lado, cuando observamos un efecto y buscamos inferir una posible causa, reali-
zamos razonamiento evidencial. Si vemos que un estudiante obtuvo una mala nota, podriamos
reconsiderar nuestras creencias sobre su nivel de inteligencia. Este tipo de razonamiento fluye

en contra de la direccion de las flechas del grafo.

Una situaciéon mas sutil ocurre cuando dos o mds causas comparten un efecto comin. En
estos casos, la informacidn sobre una de las causas puede alterar nuestra creencia sobre la otra.
En general, si sabemos que un efecto ha ocurrido, y luego aprendemos que una de sus posibles
causas estd presente, esto disminuye la probabilidad de que otra causa alternativa también lo
esté. Es decir, las causas compiten por explicar el efecto. Por ejemplo, si observamos un mal
resultado y sabemos que el curso era dificil, eso puede atenuar nuestra sospecha de que el

estudiante no era inteligente.

El impacto de una observacion sobre otras variables depende directamente de la estructura
de la red. Aunque no todas las variables estdn conectadas entre si, la informacién puede propa-
garse por caminos indirectos definidos por las dependencias condicionales. Esto significa que
una variable puede influir en otra de forma directa o a través de multiples rutas. A veces, es-
tos efectos se refuerzan; otras veces, se neutralizan. Lo importante es que las redes bayesianas
permiten modelar y calcular estas interacciones de manera precisa. Obtener nueva evidencia

no solo ajusta una creencia aislada, sino que puede alterar todo el sistema de probabilidades,
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afectando variables aparentemente lejanas al propagar sus efectos a través de la red.

Este modelo nos brinda una manera formal de razonar sobre qué informacién importa, cuan-
do importa y por qué. Esa capacidad de razonamiento no es arbitraria, sino que estd determinada
por la propia arquitectura del modelo. En este esquema, cada nodo depende directamente solo
de sus padres, y esa relacion estructural es la que marcard qué informacién es relevante. Sin
embargo, esta regla no implica que, al conocer los padres de una variable, esta se vuelva au-
tomaticamente independiente del resto. En algunos casos, saber informacién adicional sobre
variables descendientes puede afectar, mostrando que la influencia en la red puede surgir por

caminos que no son directos.

I.2. Ejemplo discreto del algoritmo de eliminacion de varia-
bles

Vamos a volver a proceder usando de nuevo una version ampliada de una red bayesiana
basada en el ejemplo del estudiante. La distribucidén conjunta de las variables involucradas esta
dada por la siguiente factorizacion:

P(Co,D,I,N,E,C,T,S) = P(Co)P(D | Co)P(I\P(N | 1,D)P(E | I)P(C | N)P(T | C,E)P(S | N,T)
= ¢co(Co)op(D,Co)¢;(I)¢n(N,1,D) ¢ (E,I)¢c(C,N)¢r(T,C,E)ps(S,N,T)

N

Dificultad

@

Figura 1.5: Esquema de la red bayesiana del ejemplo del estudiante ampliada

Trabajo

El objetivo que plantearemos serd la aplicacion del algoritmo de eliminacién de variables
para computar P(T'). En otras palabras, vamos a calcular la distribucion marginal de la variable

T, eliminando el resto de las variables en el siguiente orden Co,D,I,S,N,E,C.
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Veamos en detalle este procedimiento:

1. Eliminamos C. Los factores involucrados son ¢¢(C) y ¢p(D,C). Se agrupan y se margi-
naliza C.
v1(C0,D) = ¢cy(Co) - op(D,Co)
71(D) = Xco ¥1(Co, D)
Factores: 7;(D), ¢;(I), on(N,1,D), ¢c(E,I), ¢c(C,N), ¢7(T,C,E), ¢s(S,N,T)

2. Eliminamos D. Repetiremos lo mismo aplicandolo a el nuevo factor 7;(D) junto con
on(N,I1,D).
Y>(N,I,D) = ¢n(N,I,D)-11(D)

TZ(Nvl) :ZD WZ(N’LD)
Factores: 7o (N,I), ¢;(I), ¢e(E,I), ¢c(C,N), ¢7(T,C,E), ¢s(S,N,T)

3. Eliminamos I. Los factores que nos importan ahora son 7 (N, 1), ¢;(I) y ¢e(E,I).

W3 (N,LE) = ¢/(I) - 9 (E,I) - 12(N, 1)
13(N7E):le3(N7]7E)
Factores: 73(N,E), ¢¢c(C,N), ¢7(T,C,E), ¢s(S,N,T)

4. Eliminamos S. Solo interviene el factor ¢s(S,N,T), ya que es el tinico con S.

T4(N7T) :ZS(PS(SvNaT)
Factores: 74(N,T), ©(N,E), ¢c(C,N), ¢r(T,C,E)

5. Eliminamos N. Trabajaremos como hasta ahora con 74(N,T), 73(N,E) y ¢c(C,N).
II/5<N7T7C7E) - 74(Na T) ’ T3<N7E) ) ¢C(C’N)
15(T,C,E) =Y N ¥s5(N,T,C,E)
Factores: 75(T,C,E), ¢7(T,C,E)

6. Eliminamos E y C. Solo nos quedan dos factores, 75(7,C,E) y ¢r(T,C,E), que de-
penden de las mismas variables. Agrupamos estos factores para después marginalizar

primero en E y luego en C.
II/6(T7C7E) = T5(T7C7E) ) ¢T(T7C7E)
7:6(T7C) = ZE W6<T7C7E)
7(T) = X %(T,C)

Este factor 77(7T') representa la distribucion marginal P(T'), que era el objetivo de nuestra con-

sulta.

Cabe destacar que el orden que hemos tomado en la eliminacion de variables nos ha per-
mitido avanzar de forma eficiente. Sin embargo, este no es el dnico posible. Si siguiéramos
otro orden alternativo, el resultado final seria el mismo, pero el algoritmo podria haber gene-
rado factores intermedios de mayor tamafo, lo que incrementarfa significativamente el coste

computacional del proceso de inferencia.
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I.3. Lainferencia en redes bayesianas discretas es NP-completo

Desde un punto de vista tedrico, se ha demostrado que el problema de la inferencia en
redes bayesianas es NP-completo en su version restringida a redes con variables binarias. Esto
implica que, en principio, no existe un algoritmo eficiente que resuelva el problema en todos
los casos posibles. Una forma habitual para demostrarlo es mediante una reduccion desde el
problema 3-SAT, que es un problema canénico NP-completo. Esta técnica permite mostrar que
resolver problemas de inferencia en redes bayesianas es, al menos, tan dificil como resolver

una instancia arbitraria de 3-SAT. Consideremos la siguiente férmula 3-SAT:
F(Xl ,X2,X3,)C4) = (Xl V Xp \/X3) A (‘\xl V —xp \/X3) VAN (Xz V —x3 \/X4)

Aqui, V, A 'y - representan la disyuncion, conjuncién y negacion légicas, respectivamente. Esta
férmula es una conjuncién de cldusulas, donde cada cldusula es una disyuncion de tres literales.
A partir de esta férmula se puede construir una red bayesiana que codifique su estructura
16gica. En dicha red:
= (Cada variable x; se representa como un nodo X;, cuya distribucién de probabilidad es

uniforme.

= Cada cldusula C; se representa mediante un nodo C; que depende como padres de las

variables que aparecen en ella.

= La distribucion condicional de cada nodo cldusula se define de forma determinista, asig-
nando probabilidad 1 a las asignaciones que satisfacen la cldusula y 0 a aquellas que no

lo hacen.

Red bayesiana del problema de 3-SAT

Para representar la satisfacibilidad global de la férmula, se introduce un nodo adicional Y.
Este solamente valdra 1 si y solo si todas las cldusulas se satisfacen simultineamente, es decir,
la probabilidad P(Y = 1) es estrictamente positiva si y solo si existe al menos una asignacién de
valores a las variables x1, ..., x4 que satisfaga toda la férmula. Por tanto, decidirsi P(Y = 1) >0

es equivalente a resolver el problema de satisfacibilidad de la férmula 3SAT original.

Por tanto, la inferencia exacta requiere tiempo exponencial en el tamaiio de la red, y no es
razonable esperar una solucién eficiente que funcione para todos los casos posibles. No obs-
tante, esta dificultad tedrica no impide que en muchas aplicaciones practicas se logre realizar
inferencia de forma eficiente, gracias a propiedades estructurales de las redes o al uso de méto-

dos de inferencia aproximada.
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Codigo utilizado

)

w

# Paso 1: Cargar y preparar Wine Quality (red y white)
import pandas as pd

from IPython.display import display

# URLs UCI

red_url = "https://archive.ics.uci.edu/ml/machine-learning-databases/
wine-quality/winequality-red.csv"

white_url = "https://archive.ics.uci.edu/ml/machine-learning-databases/

wine-quality/winequality-white.csv"

# 1) Descargar / cargar (sep=’;’)

try:
red_wine = pd.read_csv(red_url, sep=’;’)
white_wine = pd.read_csv(white_url, sep=’;’)

print ("Descarga: 0K")
except Exception as e:
raise RuntimeError ("Error descargando los ficheros. Si estas en

Colab asegurate de tener conexion a Internet.") from e

# 2) Incorporar una columna ’type’ para distinguir (temporalmente)
red_wine [’ type’] = ’red’

white_wine[’type’] = ’white’

# (opcional) vista rapida combinada para verificar

print ("\nMuestras rapidas (red top 3, white top 3):")

sldisplay(pd.concat ([red_wine.head(3), white_wine.head(3)], ignore_index=

True))

# 3) Separar datasets y eliminar ’type’ (no usado como predictor)

red_data red_wine.drop(columns=[’type’]).copy ()

white_data = white_wine.drop(columns=[’type’]).copy ()
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62 Capitulo I1. Cédigo utilizado:
# 4) Confirmar variable objetivo ’quality’ presente
assert ’quality’ in red_data.columns, "La variable ’quality’ no esta en
red_data"
assert ’quality’ in white_data.columns, "La variable ’quality’ no esta
en white_data"
print ("\nConfirmacion: ’quality’ encontrada en ambos datasets")
# 5) Resumen para la memoria: shape, variables y primeras filas
for name, df in [(’Red wine’, red_data), (’White wine’, white_data)]:
print ("\n" + "="%60)
print (f"{name} - shape: {df.shapel}")
print ("Variables / columnas:")
print (df . columns.tolist ())
print ("\nPrimeras 5 filas:")
display (df.head ())
print ("\nResumen numerico (describe):")
display (df.describe () .T) # transpuesto para mejor lectura en la
memoria
print ("\nDistribucion de ’quality’ (conteos):")
print (df [’quality’].value_counts () .sort_index().to_string())
print ("="*60)
Descarga: OK
il Muestras rapidas (red top 3, white top 3):
fixed acidity volatile acidity citric acid residual sugar
0 7.4 0.70 0.00 1.9
1 7.8 0.88 0.00 2.6
2 7.8 0.76 0.04 2.3
3 7.0 0.27 0.36 20.7
4 6.3 0.30 0.34 1.6
B 8.1 0.28 0.40 6.9
chlorides free sulfur dioxide total sulfur dioxide density
0 0.076 11.0 34.0 0.9978
1 0.098 25.0 67.0 0.9968
2 0.092 15.0 54.0 0.9970
3 0.045 45.0 170.0 1.0010
4 0.049 14.0 132.0 0.9940
B 0.050 30.0 97.0 0.9951
pH sulphates alcohol quality type
0 3.51 0.56 9.4 5 red
1 3.20 0.68 9.8 5 red
2 3.26 0.65 9.8 B red
3 3.00 0.45 8.8 6 white
4 3.30 0.49 9.5 6 white
5 3.26 0.44 10.1 6 white
Confirmacion ’quality’ encontrada en ambos datasets




69

s W N, O

Capitulo II. Codigo utilizado:

Red wine - shape: (1599, 12)

Variables / columnas:

63

[’fixed acidity’, ’volatile acidity’, ’citric acid’, ’residual sugar’,
>chlorides’, ’free sulfur dioxide’, ’total sulfur dioxide’, ’density
>, ’pH’, ’sulphates’, ’alcohol’, ’quality’]

Primeras 5 filas:
fixed acidity volatile acidity citric acid residual sugar

7.4 0.70 0.00 1.9
7.8 0.88 0.00 2.6
7.8 0.76 0.04 2.3
11.2 0.28 0.56 1.9
7.4 0.70 0.00 1.9
chlorides free sulfur dioxide total sulfur dioxide density

0 0.076 11.0 34.0 0.9978

1 0.098 25.0 67.0 0.9968

2 0.092 15.0 54.0 0.9970

8 0.075 17.0 60.0 0.9980

4 0.076 11.0 34.0 0.9978

pH sulphates alcohol quality

0 3.51 0.56 9.4 5

1 3.20 0.68 9.8 5

2 3.26 0.65 9.8 5

3 3.16 0.58 9.8 6

4 3.51 0.56 9.4 5

Resumen numerico (describe):

count mean std min
sl fixed acidity 15699.0 8.319637 1.741096 4.60000
volatile acidity 1599.0 0.527821 0.179060 0.12000
citric acid 15699.0 0.270976 0.194801 0.00000
residual sugar 1599.0 2.538806 1.409928 0.90000
chlorides 1599.0 0.087467 0.047065 0.01200
free sulfur dioxide 1599.0 15.874922 10.460157 1.00000
total sulfur dioxide 15699.0 46.467792 32.895324 6.00000
density 15699.0 0.996747 0.001887 0.99007
pH 1599.0 3.311113 0.154386 2.74000
2| sulphates 1599.0 0.658149 0.169507 0.33000
3lalcohol 1599.0 10.422983 1.065668 8.40000
quality 1599.0 5.636023 0.807569 3.00000
257 507% 75% max

fixed acidity 7.1000 7.90000 9.200000 15.90000

71volatile acidity 0.3900 0.52000 0.640000 1.58000
sl citrid acid 0.0900 0.26000 0.420000 1.00000
residual sugar 1.9000 2.20000 2.600000 15.50000
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0| chlorides 0.0700 0.07900 0.090000 0.61100
711 free sulfur dioxide 7.0000 14.00000 21.000000 72.00000
7l total sulfur dioxide 22.0000 38.00000 62.000000 289.00000
73| density 0.9956 0.99675 0.997835 1.00369
74| pH 3.2100 3.31000 3.400000 4.01000
75| sulphates 0.5500 0.62000 0.730000 2.00000
76| alcohol 9.5000 10.20000 11.100000 14.90000
77| quality 5.0000 6.00000 6.000000 8.00000

79| Distribucion de ’quality’ (conteos):
so| quality
3 10
4 53
83| 5 681
6
7
8

88

)| EEEE =SS S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S =SS ============
0| White wine - shape: (4898, 12)

o1l Variables / columnas:

o| [?fixed acidity’, ’volatile acidity’, ’citric acid’, ’residual sugar’,
’chlorides’, ’free sulfur dioxide’, ’total sulfur dioxide’, ’density
>, ’pH’, ’sulphates’, ’alcohol’, ’quality’]

o4 Primeras 5 filas:

95 fixed acidity volatile acidity citric acid residual sugar
9% 0 7.0 0.27 0.36 20.7
o711 6.3 0.30 0.34 1.6
9| 2 8.1 0.28 0.40 6.9
93 7.2 0.23 0.32 8.5
100| 4 7.2 0.23 0.32 8.5
101 chlorides free sulfur dioxide total sulfur dioxide density
102| 0 0.045 45.0 170.0 1.0010
03] 1 0.049 14.0 132.0 0.9940
04| 2 0.050 30.0 97.0 0.9951
105| 3 0.058 47.0 186.0 0.9956
106| 4 0.058 47.0 186.0 0.9956
107 pH sulphates alcohol quality

050 3.00 0.45 8.8 6

o] 1 3.30 0.49 9.5 6

1|2 3.26 0.44 10.1 6

m(3 3.19 0.40 9.9 6

2|4 3.19 0.40 9.9 6
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Resumen numerico (describe):

fixed acidity
volatile acidity
citric acid
residual sugar
chlorides

free sulfur dioxide

ol total sulfur dioxide

3 density

pH
sulphates
alcohol

quality

fixed acidity
volatile acidity
citrid acid

residual sugar

sl chlorides

free sulfur dioxide
total sulfur dioxide
density

pH

sulphates

alcohol

quality

o N
© O W O 0 W O +» O O O

Distribucion de ’quality’

3lquality

3 20
4 163
5 1457
6 2198
7 880
8

9

count

4898.
4898.
4898.
4898.
4898.
4898.
4898 .
4898.
4898.
4898.
4898 .
4898.

O O O O O O O © O o o

0

25Y%
.300000
.210000
.270000
.700000
.036000
.000000
.000000
.991723
.090000
.410000
.500000
5.0000

SO o1 O O O

10

(conteos):

mean

.854788
.278241
.334192
.391415
.045772
.308085
.360657
.994027
.188267
.489847
.514267
.877909

50%

.80000
.26000
.32000
.20000
.04300

34.
134.
.99374
.18000
.47000
.40000
.00000

00000
00000

std
.843868
.100795
.121020
.072058
.021848
.007137
42.498065
.002991
.151001
.114126
.230621
.885639
75%
.3000
.3200
.3900
.9000
.0500
46.0000
167.0000
0.9961
3.2800
0.5500
11.4000
6.000000

O », O O O ~N O o O O O

SO © O O N

W 00 O N O © N O O O O W

—_
L = >N

)
o o

min

.80000
.08000
.00000
.60000
.00900
.00000
.00000
.98711
.72000
.22000
.00000
.00000

max

.20000
.10000
.66000
.80000
.34600
289.
440.

00000
00000

1.03898

.82000

1.08000

.20000
.00000
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# Red Bayesiana Gaussiana (Linear Gaussian BN)

!pip install pgmpy==1.0.0

import numpy as np

Codigo completo unificado

--quiet
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sl from
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import pandas as pd
import networkx as nx
import pickle

from typing import Optional

pgmpy . estimators import HillClimbSearch
from
from

from

. coococoooococoocoocoocooococ oo oo o

# Funcion: aprender estructura LGBN

. cococoococococoococococococ o oo oo oo oo

def learn_lgbn_structure(data: pd.DataFrame,
target: str = ’quality’
score: str = ’bic’,

max_parents:

tabu_length: int = 100,

max_iter: int = 10000,

random_state:

Optional [int] =

Optional [int] =

Capitulo I1. Cédigo utilizado:

pgmpy .models import LinearGaussianBayesianNetwork
pgmpy . factors.continuous import LinearGaussianCPD

sklearn.linear_model import LinearRegression

None ,

None) ->

LinearGaussianBayesianNetwork:

nmnn

Aprende la estructura (DAG) de una Linear Gaussian Bayesian Network

desde ‘data ‘.

Corrige nombres de columnas para evitar problemas con patsy/

statsmodels.

Devuelve un LinearGaussianBayesianNetwork con CPDs estimadas por

regresion O0LS.

nnn

assert isinstance(data, pd.DataFrame)

safe_columns = {col:
data = data.rename (columns=safe_columns)
target = safe_columns.get(target, target)

variables = list(data.columns)

col.replace(" ", "_") for col in data.columns}

score = score.lower ()
if score not in (’bic’, ’aic’):

raise ValueError("score debe ser ’bic’ o ’aic’")
scoring_method_name = ’bic-g’ if score == ’bic’ else ’aic-g’

hc =

est_kwargs =

HillClimbSearch (data)

{1}

if max_parents is not None:
est_kwargs[’max_indegree’] =

est_kwargs[’tabu_length’] = int(tabu_length)

est_kwargs[’max_iter’] = int(max_iter)

int (max_parents)
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best_model = hc.estimate(scoring_method=scoring_method_name, *x*
est_kwargs)

lgbn = LinearGaussianBayesianNetwork(best_model.edges())

cpds = []
for node in lgbn.nodes():
parents = list(lgbn.predecessors(node))
y = datal[node].values.reshape(-1, 1)
if len(parents) == O0:
mu = float (np.mean(y))
sigma = float(np.std(y, ddof=1))

beta = np.array([mul)

67

cpds . append (LinearGaussianCPD (variable=node, beta=beta, std

=sigma, evidence=[]))
else:
X = datal[parents].values
reg = LinearRegression(fit_intercept=True)
reg.fit (X, y.ravel())
beta = reg.coef_.ravel()
intercept = float(reg.intercept_)
preds = reg.predict(X).reshape(-1,1)
residuals = y - preds
sigma = float(np.std(residuals, ddof=1))
beta_with_intercept = np.concatenate (([intercept], beta))
cpds.append(LinearGaussianCPD(variable=node, beta=

beta_with_intercept, std=sigma, evidence=parents))

lgbn.add_cpds (*cpds)

lgbn._learned_from_data = True
lgbn._training_columns = variables
lgbn._target = target

return 1lgbn

# Funcion: imprimir CPDs (texto)

def print_lgbn_cpds(lgbn: LinearGaussianBayesianNetwork) :

nun

Imprime las CPDs lineales gaussianas en formato legible.
nmnn

print ("\n=== CPDs lineales gaussianas ===")

cpds = getattr (lgbn, ’cpds’, None) or lgbn.get_cpds ()
for cpd in cpds:

var = cpd.variable
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68 Capitulo I1. Cédigo utilizado:

evidence = list(cpd.evidence) if cpd.evidence is not None else
(]

beta = np.asarray(cpd.beta) if cpd.beta is not None else np.
array ([1)

std = float (cpd.std)

if len(evidence) == 0:

print (f"{var} ~ N({betal[O0]:.4f}, {std:.4f}) (no parents)")

else:
intercept = float(betal[0])
coefs = betall:]
terms = " + ".join([f"{coefs[i]:.4f}*x{evidence[i]}" for
in range(len(evidence))])
print (£"{var} | {’, ’.join(evidence)} => N({intercept:
} + {terms}, {std:.4f})")

# Nueva funcion: mostrar tabla Nodo-Padres

def show_structure_table(lgbn: LinearGaussianBayesianNetwork) -> pd.
DataFrame:

Devuelve una tabla con dos columnas: Nodo y Padres

nmmnn

rows = []

for node in lgbn.nodes():

parents = list(lgbn.predecessors(node))
parent_str = ", ".join(parents) if parents else "(ninguno)"
rows .append ({"Nodo": node, "Padres": parent_strl})

return pd.DataFrame (rows)

# Funcion: guardar red entrenada

o|def save_lgbn(lgbn: LinearGaussianBayesianNetwork, filename: str):

with open(filename, ’wb’) as f:
pickle.dump(lgbn, £f)
print (f"Modelo guardado en {filenamel}")

def generate_synthetic_lgbn(n: int 12,
D: int = 3,
N: int 1000,

target_idx: int = O

bl
max_parents: int = 3,

.4f
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Capitulo II. Cédigo utilizado:

random_state: Optional[int] = Nomne):

nnn

Genera un dataset sintetico y una LGBN sencilla.

nmnn

rng = np.random.RandomState (random_state)
names = [f"X{i}" for i in range(n)]
edges = []

for i in range(n):
for j in range(i+l, n):
if rng.rand() < 0.12:
cur_parents = sum(l for (u,v) in edges if v == names
D
if cur_parents < max_parents:

edges.append ((names [i], names[j]))

lgbn
cpds = []

LinearGaussianBayesianNetwork (edges)

for node in lgbn.nodes ():
parents = list(lgbn.predecessors(node))
if len(parents) == O0:
mu = rng.normal (0,1)

sigma = float(rng.uniform(0.5, 2.0))

69
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cpds . append(LinearGaussianCPD(variable=node, beta=np.array

([mul), std=sigma, evidence=[]))
else:

intercept = float(rng.normal(0,1))

coefs = rng.normal(0,1,size=len(parents))

sigma = float(rng.uniform(0.5, 2.0))

beta = np.concatenate (([intercept], coefs))

cpds.append(LinearGaussianCPD(variable=node, beta=beta,
=sigma, evidence=parents))

lgbn.add_cpds (*cpds)

def sample_once():
sample = {}
topo = list(nx.topological_sort(nx.DiGraph(lgbn.edges())))

for node in topo:

cpd = next(c for c in lgbn.cpds if c.variable == node)
parents = list(cpd.evidence) if cpd.evidence is not None
else []

beta = np.asarray(cpd.beta)
if len(parents) == O0:
mean = float(betal[0])
else:
intercept = float(betal[0])
coefs = betal[l:]

std




n

)

70 Capitulo I1. Cédigo utilizado:

parent_vals = np.array([sample[p] for p in parents])
mean = intercept + float(np.dot(coefs, parent_vals))
val = rng.normal (loc=mean, scale=float (cpd.std))

sample [node] = float(val)
return sample

rows = [sample_once() for in range (N)]

df = pd.DataFrame (rows, columns=names)

return df, lgbn, names[target_idx]

# 1) Aprender red para red_data (cargado en otra celda)

lgbn_red = learn_lgbn_structure(red_data, target=’quality’, score=’bic’

, max_parents=3, tabu_length=50, max_iter=100)
print ("Estructura aprendida (aristas):", list(lgbn_red.edges()))
print_lgbn_cpds (lgbn_red)
print (show_structure_table(lgbn_red))
save_lgbn(lgbn_red, ’lgbn_red.pkl?’)

# 2) Generar datos sinteticos

;s data_syn, lgbn_syn, target_syn = generate_synthetic_lgbn(n=12, N=5000

target_idx=0,max_parents=3, random_state=123 34 )
print ("Datos sinteticos shape:", data_syn.shape)
print ("Target:", target_syn)
print ("Estructura:", list(lgbn_syn.edges()))
print_lgbn_cpds (lgbn_syn)
print (show_structure_table(lgbn_syn))

>

Estructura aprendida (aristas): [(’fixed_acidity’, ’citric_acid’), (°
fixed_acidity’, ’density’), (’fixed_acidity’, ’volatile_acidity’),
(’fixed_acidity’, ’residual_sugar’), (’citric_acid’, 2
volatile_acidity’), (’citric_acid’, ’alcohol’), (’volatile_acidity

’quality’), (’volatile_acidity’, ’sulphates’), (’residual_sugar’,
density’), (’quality’, ’alcohol’), (’quality’, ’sulphates’), (°

alcohol?’, ’demnsity’), (’alcohol’, ’residual_sugar’), (’chlorides’,

)

)

sulphates’), (’chlorides’, ’pH’), (’chlorides’, ’volatile_acidity’),

(’chlorides’, ’citric_acid?’), (’chlorides’, ’fixed_acidity’), (’
chlorides’, ’quality’), (’pH’, ’fixed_acidity’), (’pH’, ’alcohol’)
(’pH’, ’total_sulfur_dioxide’), (’free_sulfur_dioxide’, ?
total_sulfur_dioxide’), (’free_sulfur_dioxide’, ’pH’), (°
total_sulfur_dioxide’, ’fixed_acidity’), (’total_sulfur_dioxide’,
residual_sugar’), (’total_sulfur_dioxide’, ’quality’), (°

total_sulfur_dioxide?’, ’citric_acid’?)]

>

)
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fixed_acidity |
N(35.7642 +
~8.0854%pH,

citric_acid |

chlorides,
=>
1.2323)

=>

total_sulfur_dioxide,
density | fixed_acidity,
=>

alcohol, 0.0010)
volatile_acidity |
=>
0.1428)

residual_sugar |

chlorides,

11 total_sulfur_dioxide

Modelo guardado en 1lgbn_red.

CPDs lineales gaussianas
total_sulfur_dioxide,

-3.2880*chlorides +

fixed_acidity,

fixed_acidity,
N(0.4568 + 0.0231xfixed_acidity +

fixed_acidity,

pH
-0.0083*xtotal_sulfur_dioxide +

chlorides, total_sulfur_dioxide

N(-0.4316 + 0.0751*fixed_acidity + 0.5628xchlorides + 0.0006%
0.1402)

residual_sugar,
N(0.9990 + 0.0007xfixed_acidity + 0.0004*residual_sugar +

alcohol

-0.0008%
citric_acid, chlorides
-0.6824xcitric_acid + 0.7288%

total_sulfur_dioxide, alcohol

N(-0.3270 + 0.1200*fixed_acidity + 0.0103*%total_sulfur_dioxide +
0.1332%alcohol, 1.3596)
quality | volatile_acidity, chlorides, total_sulfur_dioxide
=> N(6.8453 + -1.6817*volatile_acidity + -1.6961xchlorides + -0.0037%
total_sulfur_dioxide, 0.7284)
sulphates | volatile_acidity, chlorides, quality
71=> N(0.3577 + -0.1869*volatile_acidity + 1.4863*chlorides + 0.0477x
quality, 0.1456)
alcohol | citric_acid, pH, quality
=> N(-0.8532 + 1.0301*citric_acid + 2.3042xpH + 0.5975%quality,
0.8884)
chlorides ~ N(0.0875, 0.0471) (no parents)
pH | chlorides, free_sulfur_dioxide
=> N(3.3704 + -0.8707*chlorides + 0.0011*xfree_sulfur_dioxide, 0.1485)
»| free_sulfur_dioxide ~ N(15.8749, 10.4602) (no parents)
total_sulfur_dioxide | free_sulfur_dioxide, pH
=> N(93.1960 + 2.1249*xfree_sulfur_dioxide + -24.3004*pH, 24.2016)
Nodo Padres
fixed_acidity chlorides, total_sulfur_dioxide, pH
citric_acid fixed_acidity, chlorides, total_sulfur_dioxide
density fixed_acidity, residual_sugar, alcohol
volatile_acidity fixed_acidity, citric_acid, chlorides
residual_sugar fixed_acidity, total_sulfur_dioxide, alcohol
quality volatile_acidity, chlorides, total_sulfur_dioxide
sulphates volatile_acidity, chlorides, quality
alcohol citric_acid, pH, quality
chlorides (ninguno)
9 pH chlorides, free_sulfur_dioxide
10 free_sulfur_dioxide (ninguno)

free_sulfur_dioxide, pH

pkl
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s1|Datos sinteticos shape: (5000, 12)

n| Target : XO

5| Estructura: [(’X0’, °X1?’), (°X0°, °X3?), (°X0°, °X7°), (’X1°, ’X57), (°
X5°, ’X6°), (’X5’, ’X8?), (’X2°, ’X6°)]

45| === CPDs lineales gaussianas ===
4%|X0 7 N(-0.3620, 1.1112) (no parents)

<71X1 | X0 => N(1.6483 + -0.3755%X0, 1.3723)
5| X3 | X0 => ©N(0.8844 + -0.5342*xX0, 1.6857)
©|X7 | X0 => N(1.4953 + 2.2216*X0, 1.3288)
so0X6 | X1 => N(1.6985 + 1.2122%xX1, 0.6888)

51| X2 N(-0.7551, 0.6408) (no parents)
/X6 | X2, X5 => N(1.8151 + 1.6593*%X2 + 0.0882*X5, 1.0146)
53 X8 | X6 => N(-0.1994 + -0.5881%*X5, 1.0937)

54 Nodo Padres
55| 0 X0 (ninguno)
so| 1 X1 X0
57| 2 X3 X0
sg| 3 X7 X0
50| 4 X5 X1
60| 5 X2 (ninguno)
61| 6 X6 X2, X5
0| T X8 X5

import numpy as np

)

import pandas as pd

import time

4/ import networkx as nx

oldef markov_blanket_manual (1lgbn, target):

nmnn

11 Calcula el entorno de Markov de un nodo en una LGBN.

12 MB = padres U hijos U co-padres (otros padres de los hijos).
13 o

14 G = nx.DiGraph(lgbn.edges ())

15 parents = set(G.predecessors (target))

16 children = set(G.successors (target))

17 co_parents = set ()

18 for ¢ in children:

19 co_parents |= set(G.predecessors(c))
20 return parents | children | co_parents

21

] I

23| # Auxiliar: obtener CPD por nombre de variable
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s|def _get_cpd_for_var (lgbn, var):

cpds = getattr (lgbn, ’cpds’, None) or lgbn.get_cpds ()
for c¢c in cpds:
if c.variable == var:
return c
raise KeyError (f"CPD para variable ’{var}’ no encontrada en la red.

II)

def compute_shap_values(lgbn, data, target, instance: pd.Series):
nn
Implementa el algoritmo SHAP propuesto (version directa que trabaja
sobre MB(Y)):
- Extrae padres/hijos y betas/std desde las CPDs lineales-
gaussianas.
- Calcula los phi segun el algoritmo y devuelve w* (x - mu) por
variable en MB.
Retorna: list[(var, shap_value), ...], stats dict {’time_sec’, °’
n_vars’}.

start = time.time ()

# 1) Calcular MB y lista de variables X (orden determinista)
MB = sorted(list(markov_blanket_manual (lgbn, target)))
S = [target] + MB # orden: target primero

X_vars = MB[:] # variables explicativas para salida

# 2) Inicializar phi para variables del MB (a 0)
phi = {v: 0.0 for v in MB}

# 3) Obtener CPD de Y y su varianza (sigma~2)
cpd_Y = _get_cpd_for_var(lgbn, target)
sigma_Y = float(cpd_Y.std)
if sigma_Y == O0:
raise ValueError (f"Desconocida/0 desviacion estandar para la
variable objetivo {targetl}")
inv_sigma2_ Y = 1.0 / (sigma_Y *x 2)

# phi_Y seun algoritmo (escala)

phi_ Y = inv_sigma2_Y

# 4) Iterar hijos de Y
G = nx.DiGraph(lgbn.edges())
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children_of_Y = 1list(G.successors(target))

cpds

for

= getattr(lgbn, ’cpds’, None) or lgbn.get_cpds ()

child in children_of_Y:
# saltar hijos que no estan en la red de CPDs por seguridad
try:
cpd_child = _get_cpd_for_var(lgbn, child)
except KeyError:

continue

sigma_child = float(cpd_child.std)
if sigma_child == O0:
continue

inv_sigma2_child = 1.0 / (sigma_child x** 2)

# extraer beta_{child, parent} (cpd.beta tiene intercept en pos
0)
evidence = list(cpd_child.evidence) if cpd_child.evidence is
not None else []
beta = np.asarray(cpd_child.beta) if cpd_child.beta is not None
else np.array ([0.0])
# si no aparece target en los padres, la contribucion directa
es nula
if target in evidence:
idx_y = evidence.index (target)
beta_child_y = float(betal[l + idx_y]) # coeficiente
correspondiente a Y
else:
beta_child_y = 0.0

# actualizar phi del hijo (si pertenece a MB)
if child in phi:
philchild] -= inv_sigma2_child * beta_child_y

# propagar a los padres de child
for j, parent in enumerate(evidence):
beta_child_parent = float(betall + jl)
# solo nos interesa actualizar padres que esten en MB
# nota: si parent == target, entonces sera tratado en la
formula anterior/propagacion
if parent == target:
# si parent==Y ya consideramos su efecto via phi_.Y
phi_Y += inv_sigma2_child * beta_child_y =*
beta_child_parent
else:

if parent in phi:
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phi[parent] += inv_sigma2_child * beta_child_y *
beta_child_parent

# 5) Ajustar por padres de Y (segundo bucle)

parents_of_Y = 1list(G.predecessors (target))

# extraer betas de Y (si tiene padres)

evidence_Y = list(cpd_Y.evidence) if cpd_Y.evidence is not None
else []

beta_Y = np.asarray(cpd_Y.beta) if cpd_Y.beta is not None else np.
array ([0.0])

for j, parent in enumerate(evidence_Y):
beta_Y_parent = float(beta_Y[1 + j1)

if parent in phi:

phil[parent] -= inv_sigma2_Y * beta_Y_parent
# 6) Calcular w = -phi / phi_Y para X in MB (phi_Y no debe ser 0)
if phi_ Y == O0:

raise ValueError ("phi_Y es cero, no es posible dividir para
obtener w.")
w_dict = {v: - (phil[v] / phi_Y) for v in MB}

# 7) Calcular SHAP vals = w_i * (x_i - mu_i)

mu = datal[X_vars].mean () .values

# alinear orden X_vars

x_inst = instance[X_vars].values

shap_vals = []

for i, var in enumerate (X_vars):
w_i = w_dict.get(var, 0.0)
val = np.float64(w_i * (x_inst[i]l - mu(li]))
shap_vals.append ((var, val))

elapsed = time.time() - start
stats = {"time_sec": elapsed, "n_vars": len(X_vars)}

return shap_vals, stats

7/def align_names (lgbn, df: pd.DataFrame) -> pd.DataFrame:

75

Asegura que los nombres de las columnas del DataFrame coincidan con

los nodos de la red.
mapping = {}
for col in df.columns:

safe_col = col.replace(" ", "_")
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if safe_col in lgbn.nodes():
mapping[col] = safe_col
if mapping:
df = df .rename(columns=mapping)
print ("Se han renombrado columnas para coincidir con los nodos
del modelo:", mapping)

return df

s|# Para red real (vino tinto, variable objetivo "quality"):

red_aligned = align_names(lgbn_red, red_data)
row_red = red_aligned.iloc [0]
shap_real, stats_real = compute_shap_values(lgbn_red, red_aligned,

target="quality", instance=row_example)
print ("SHAP valores (vino tinto):", shap_real)

print("Stats:", stats_real)

# Para red sintetica (target = target_syn, ej: "X0"):
row_syn = data_syn.iloc [0]
shap_syn, stats_syn = compute_shap_values(lgbn_syn, data_syn, target=

target_syn, instance=row_syn)
print ("SHAP valores (sintetico):", shap_syn)
print ("Stats:", stats_syn)

W

Se han renombrado columnas para coincidir con los nodos del modelo: {’
fixed acidity’: ’fixed_acidity’, ’volatile acidity’: ’
volatile_acidity’, ’citric acid’: ’citric_acid’, ’residual sugar’: °’
residual_sugar’, ’chlorides’: ’chlorides’, ’free sulfur dioxide’: ’
free_sulfur_dioxide’, ’total sulfur dioxide’: ’total_sulfur_dioxide
>, ’density’: ’demnsity’, ’pH’: ’pH’, ’sulphates’: ’sulphates’,
alcohol’: ’alcohol’, ’quality’: ’quality’}

SHAP valores (vino tinto): [(’alcohol’, np.float64(-0.3082181649643309)
), (’chlorides’, np.float64(0.02147432083720618)), (’citric_acid’,
np.float64(0.09152126398925092)), (’density’, np.float64
(-0.011367331767531852) ), (’free_sulfur_dioxide’, np.float64
(-0.025149875709804002)), (’pH’, np.float64(-0.12751933050387337)),
(’quality’, np.float64(0.0)), (’sulphates’, np.float64
(-0.100319552823781)), (’total_sulfur_dioxide’, np.float64
(0.049819227858875395)), (’volatile_acidity’, np.float64
(-0.18957205341206065) )]

;s Stats: {’time_sec’: 0.003373384475708008, ’n_vars?’: 10}

SHAP valores (sintetico): [(’X0’, np.float64(-0.0)), (’X1’, np.float64
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(0.02148001295867983)), (’X3?, np.float64(0.12743131618546408)), (°
X7’, np.float64(0.8807951667695173))]
Stats: {’time_sec’: 0.002032756805419922, ’n_vars’: 4}

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

def compare_red_white_shap_allvars(red_data, white_data, target="
quality",
max_parents_list=[2,3,4], score="bic

n
>

tabu_length=50, max_iter=100):
W
Entrena redes con distintos max_parents en red y white wine,
calcula SHAP y genera graficas comparativas de barras mostrando
todas las variables.
Si una variable no tiene valor SHAP -> se marca con una cruz en
lugar de barra.

nun

results = []

for mp in max_parents_list:
# 1) Aprender red para red wine
lgbn_red = learn_lgbn_structure(red_data, target=target,
score=score, max_parents=mp,
tabu_length=tabu_length,

max_iter=max_iter)

red_aligned = align_names(lgbn_red, red_data)
row_red = red_aligned.iloc [0]
shap_red, stats_red = compute_shap_values(lgbn_red, red_aligned

, target, row_red)

# 2) Aprender red para white wine

lgbn_white = learn_lgbn_structure(white_data, target=target,
score=score, max_parents=mp,
tabu_length=tabu_length,

max_iter=max_iter)

white_aligned = align_names(lgbn_white, white_data)

row_white = white_aligned.iloc[0]

shap_white, stats_white = compute_shap_values(lgbn_white,

white_aligned, target, row_white)

# 3) Incluir todas las variables posibles (de ambos datasets)

vars_all = sorted(set(red_aligned.columns) | set(white_aligned.
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columns))

36 shap_red_dict = dict(shap_red)

37 shap_white_dict = dict(shap_white)

38

39 shap_red_vals = [shap_red_dict.get(v, None) for v in vars_all]
40 shap_white_vals = [shap_white_dict.get(v, Nomne) for v in

vars_alll

%) results . append ({

43 "max_parents": mp,

44 "vars": vars_all,

45 "shap_red": shap_red_vals,

46 "shap_white": shap_white_vals,

47 "stats_red": stats_red,

48 "stats_white": stats_white

49 b

50

51 # 4) Plot grafico

52 x = np.arange(len(vars_all))

53 width = 0.35

54

55 fig, ax = plt.subplots(figsize=(12,6))
56

57 # Barras y cruces red wine

58 for i, val in enumerate (shap_red_vals):
59 if val is None:

60 ax.scatter(x[i] - width/2, O, marker="x", color="red",

s=60, label="_nolegend_")

61 else:

62 ax.bar(x[i] - width/2, val, width, color="red", alpha
=0.7, label="_nolegend_")

64 # Barras y cruces white wine

65 for i, val in enumerate(shap_white_vals):

66 if val is None:

67 ax.scatter(x[i] + width/2, 0, marker="x", color="gray",
s=60, label="_nolegend_")

68 else:

69 ax.bar(x[i] + width/2, val, width, color="gray", alpha
=0.7, label="_nolegend_")

71 # Labels y titulo
72 ax.set_ylabel ("SHAP value")
73 ax.set_title (f"Comparacion SHAP - max_parents={mp}")

74 ax.set_xticks (x)

75 ax.set_xticklabels(vars_all, rotation=45, ha="right")
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# Leyenda manual

ax.bar (0, 0, color="red", alpha=0.7, label="Red Wine")

ax.bar (0, 0, color="gray", alpha=0.7, label="White Wine")

ax.scatter ([], [], marker="x", color="red", label="Red Wine (
sin valor)")

ax.scatter ([], [], marker="x", color="gray", label="White Wine
(sin valor)")

ax.legend ()

# Coste computacional debajo

textstr = (f"Red Wine -> time: {stats_red[’time_sec?’]:.4f}s,
n_vars: {stats_red[’n_vars’]}\n"

f"White Wine -> time: {stats_white[’time_sec’]:.4f}s
, n_vars: {stats_white[’n_vars’]}")

plt.figtext (0.5, -0.08, textstr, wrap=True, ha="center',
fontsize=9)

plt.tight_layout ()

plt.show ()
return results
# oo e e oD __
# Ejemplo de uso
H oo e
res = compare_red_white_shap_allvars(red_data, white_data,
target="quality",
max_parents_list=[3,4,5])
Comparacion SHAP - max_parents=3
0.4 1 X Red Wine (sin valor)
%  White Wine (sin valor)
mmm Red Wine
s White Wine
0.2
» 0.0 — X X X X X — % II-— - —
% I
]
a
<L
& -0.2 -
0.4
—0.6 -
> > Py S I $ & & A
_&(_0‘\ \°.ob & ?"\ & Ob'\ '\dp & \"‘.)Q’a \‘Q(\é’ é‘\o*} 'DO&
& ) Y &7 o &7 A2
@£ S & * & &
o € 'b\';’ K3
W@ &

Red Wine - time: 0.0023s, n_vars: 8
White Wine — time: 0.0019s, n_vars: 8

Figura I1.1: Valores SHAP con RBG (max 3 padres) para vino tinto y blanco
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Comparacién SHAP - max_parents=4
0.4 - ®x Red Wine (sin valor)
®  White Wine (sin valor)
mmm Red Wine
W White Wine
0.2
0.0 4 I b .\ — X ) — - r 'Y r -- —
—0.2 1
—0.4
—0.6 4
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« &°
Red Wine — time: 0.0013s, n_vars: 10
White Wine —+ time: 0.0025s, n vars: 10
Figura I1.2: Valores SHAP con RBG (max 4 padres) para vino tinto y blanco
Comparacion SHAP - max_parents=5
0.4 1 % Red Wine (sin valor)
%  White Wine (sin valor)
=== Red Wine
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Red Wine - time: 0.0023s, n_vars: 8
White Wine —+ time: 0.0021s, n_vars: 10

Figura IL.3: Valores SHAP con RBG (max 5 padres) para vino tinto y blanco
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29

30

38

39

40

41

import time
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

import pandas as pd

# Auxiliar: asegurar que el target esta en la red

def ensure_target_in_graph(lgbn, target_syn):
wn
Asegura que el target este en los nodos de la red.
Si no esta, intenta mapearlo al indice numerico de la variable.
wn
nodes = list(lgbn.nodes ())
if target_syn in nodes:
return target_syn
# caso: target="X0" pero nodos son enteros o estan indexados
if isinstance(target_syn, str) and target_syn.startswith("X"):
idx = int(target_syn[1:])
if idx < len(nodes):
return nodes [idx]
raise ValueError (f"Target {target_syn} no esta en los nodos de la

red {nodes}")

def complexity_experiment(n_list=[8,12,16,20], max_parents_list
=[2,3,4,5],
N=5000, repeats=3, random_state=1234,
return_df=True) :
Realiza un experimento de coste computacional variando el numero de
variables (n)
y el parametro max_parents (que controla el tamano esperado del

Markov Blanket) .

Devuelve una lista de resultados y opcionalmente un DataFrame.

results = []

for n in n_list:
for mp in max_parents_list:
times = []

mb_sizes = []
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43 for r in range(repeats):

44 # Generar datos y red sintetica

45 data_syn, lgbn_syn, target_syn =
generate_synthetic_lgbn (

46 n=n, N=N, target_idx=0, max_parents=mp,

47 random_state=random_state + r + n*10 + mp*100

48 )

19

50 # Asegurar target valido

51 target_syn = ensure_target_in_graph(lgbn_syn,

target_syn)

53 # Tomamos una instancia

54 row_syn = data_syn.iloc [0]

56 # Medir tiempo

57 start = time.time ()

58 shap_vals, stats = compute_shap_values/(

59 lgbn_syn, data_syn, target=target_syn, instance=
row_syn

60 )

61 end = time.time ()

62
63 times.append (end-start)

64 mb_sizes.append(stats["n_vars"])
65

66 results.append ({

67 "n": n,
n " .
68 max_parents": mp,
69 "time_mean": np.mean(times),

70 "time_std": np.std(times),

71 "mb_mean": np.mean(mb_sizes),
72 "mb_std": np.std(mb_sizes),

73 b

74

75 if return_df:

76 return pd.DataFrame(results)

77 return results

s3)def plot_complexity_results (df_results):

nmnn
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Capitulo II. Cédigo utilizado:

Genera graficas de:
- Tiempo medio de computo en funcion de n y max_parents
- Tamano medio del MB en funcion de n y max_parents

nmnn

fig, axes = plt.subplots(l, 2, figsize=(14,5))

# --- Tiempo
for mp in sorted(df_results["max_parents"].unique()):

sub = df_results[df_results["max_parents"]==mp]
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axes [0] . errorbar (sub["n"], sub["time_mean"], yerr=sub["time_std

Il],
marker="o0", label=f"max_parents={mp}")
axes [0] . set_xlabel ("Numero de variables (n)")
axes [0] . set_ylabel ("Tiempo medio (s)")
axes [0] .set_title("Tiempo de computo vs n")

axes [0].legend ()

# --- MB size
for mp in sorted(df_results["max_parents"].unique()):

sub = df_results[df_results["max_parents"]==mp]

axes [1] . errorbar (sub["n"], sub["mb_mean"], yerr=sub["mb_std"],

marker="s", label=f"max_parents={mp}")
axes [1] . set_xlabel ("Numero de variables (n)")
axes [1] .set_ylabel ("Tamano medio del MB")
axes [1] .set_title ("Tamano del MB vs n")

axes [1].legend ()

plt.tight_layout ()

plt.show ()
. coocoococooocoo oo oo cooc oo S OO S OO S oS o
# Ejemplo de uso
B o o e
df _results = complexity_experiment (
n_list=[15, 20, 25, 30, 35, 40],
max_parents_list=[3, 5, 7, 9, 11],
N=3000,
repeats=5
)

# Mostrar tabla

print (df _results)

# Guardar tambien en una variable para usar despues




)
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results_table = df_results.copy()

# Mostrar graficas

sl plot_complexity_results (df_results)

Capitulo I1. Cédigo utilizado:

31 0 15 3 0.001620 0.000097 4.4
1 15 5 0.001790 0.000291 4.6
2 15 7 0.001723 0.000242 3.8
3 15 9 0.001634 0.000115 4.2

| 4 15 11 0.001645 0.000085 5.8
5 20 3 0.001668 0.000054 5.8
6 20 5 0.003853 0.004048 5.4
7 20 7 0.001980 0.000364 6.6
8 20 9 0.002318 0.000637 5.2
9 20 11 0.001803 0.000288 4.4
10 25 3 0.001790 0.000072 8.6
11 25 5 0.002079 0.000355 7.6
12 25 7 0.001810 0.000122 6.0
13 25 9 0.001880 0.000192 5.6
14 25 11 0.001919 0.000257 7.8
15 30 3 0.001899 0.000238 7.2
16 30 5 0.002164 0.000438 7.4
17 30 7 0.002066 0.000222 7.6
18 30 9 0.002852 0.001020 8.4
19 30 11 0.002730 0.001624 11.0
20 35 3 0.002014 0.000274 9.0
21 35 5 0.002034 0.000066 15.4
22 35 7 0.002537 0.000607 11.4
23 35 9 0.002241 0.000432 12.6
24 35 11 0.003686 0.003319 14.8
25 40 3 0.002492 0.000466 9.0
26 40 5 0.002276 0.000296 13.0
27 40 7 0.002144 0.000063 13.8
28 40 9 0.002152 0.000267 9.6
29 40 11 0.002441 0.000409 13.4

=============== Resultados del experimento S

n max_parents time_mean time_std mb_mean

BN W W w o WD, N W, RN OWOWNDNER, PR PR LONRR, P RPN

mb_std

.496663
.576820
.720465
.166190
.166190
.561250
.555278
.854724
.469694
. 743560
.244994
.006659
.405877
.416609
. 445222
.833030
.720215
.870540
.356466
. 774935
.690416
.870540
.200000
.498889
.910861
.033150
577709
.544009
. 727636
.409082
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