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Abstract— In this work we analyze several two-stage split-step dara lugar a errores importantes en aquellos problemassen lo
finite-difference time-domain (2SS-FDTD) schemes and compa  que los campos varien fuertemente en el espacio. Para mostra
their performance with that of the traditional FDTD formulat ion. este comportamiento analizaremos la propagacion del modo

We present the numerical dispersion relations and the local fund tal 2 d da WR75 .
truncation errors. All the schemes studied show error termsthat undamental €n una guia de onda con un Ins.

depend on the time step multiplied by the spatial derivative. We
show that these error terms are especially critical in the lgally Il. METODOS2SS-FDTD

one-dimensional (LOD)-FDTD scheme. To illustrate the releance . .
of these terms we simulate the propagation of the fundamenta ~ Las ecuaciones del rotacional de Maxwell para ondas TM

mode in a rectangular waveguide with a narrow iris. en medios isotropos sin pérdidas pueden escribirse como
U -
, - = [RIU @)
I. INTRODUCCION ot

Los métodos de pasos fraccionados o multipaso permiterijF?i‘de . T
resolucién numérica de problemas fisicos de gran compijid U=[E. H, Hy]| . (2)
Estos métodos empezaron a desarrollarse en la década
los cincuenta [1]. Sin embargo, fue en el afio 1999 cuan
comenzaron a aplicarse a los métodos en diferencias fing

q_% idea fundamental de los métodos de pasos fraccionados
8rte de descomponer la matfi?] en una suma de operadores

| dominio del ti EDTD. del inald&nite Diff @M una estructura mas simple. En los esquemas que vamos
en el dominio de tiempo ( » deting nite Di Erence 3 analizar la matriZR] se representa como la suma de dos
Time Domai) dando lugar a técnicas como el metOdBperadores

de direccion implicita alternante (ADI-FDTD, del inglés

) LT L . o R] = [A]+[B 3
Alternating-Direction Implici} o el método localmente unidi- (7] = [A]+(B] 3)
mensional (LOD-FDTD, del inglékocally One-Dimensional siendo

[2]-[4]. El principio en el que se basan estos métodos es 0 o L2 0 _10
descomponer el operador que caracteriza el problema en EXE: 0 0 663@ B]= | —12 608y 0
suma de operadores con una estructura mas simple y gu 19 9 o ’ w Oy

den lugar problemas mas sencillos de resolver computdeiona u Oz 0 0 0

mente. La principal ventaja que presentan los métodos Me forma que el problema original (1) se aproxima en cada

pasos fraccionados (SS-FDTD, del inglBplit-Step es que intervalo temporal por dos problemas més sencillos codesta

permiten una importante reduccion del coste computaciomaédiante las condiciones de contorno. El resultado es un

manteniendo la estabilidad incondicional del esquema. algoritmo mas sencillo de resolver y que requiere menos
En este trabajo presentamos un estudio analitico de fesbajo computacional que el problema original.

propiedades numéricas de varios métodos de dos pasos (2SS-

FDTD). En particular analizaremos los esquemas ADI—FDTI%, ADI-EDTD

LOD-FDTD y el método de dos ciclos (TC-2SS-FDTD, del”

inglés Two-Cyclg [1]-[4]. Revisaremos sus formulaciones, El método ADI-FDTD puede considerarse como una apro-

presentaremos sus relaciones de dispersion y su errorxtiacion de segundo orden del esquema de Crank-Nicolson

truncamiento local. Todos los esquemas estudiados pagsefEN)-FDTD. Formulado como un algoritmo de dos subinter-

términos de error que dependen de potencias del paso tdmpés temporales puede escribirse como

multiplicadas por derivadas espaciales. En el caso dekesgu A . A .
L. t n+1 t n
ADI- y TC-FDTD estos términos son de segundo orden en el ([I] - 7[14]) urte = ([I] + 7[B]> ur (4a)
tiempo. Sin embargo, veremos que el esquema LOD-FDTD A A
presenta términos de error que son de primer orden, lo que ([I] — Tt[B]) ffntl ([I] T f[A]) Jn+3s (4b)

Este trabajo ha sido financiado por el Ministerio de Econgm@ompe- . . =,
titividad a través de los proyectos TEC2010-21496-CosanNSoLIDER donde (/] es la matriz identidad 3x3 ¥/ es el valor del
CSD2008-00066 y el subprograma Ramén y Cajal RYC-2010-R0692 vector de campo (2) evaluado en,.



El ciclo computacional completo del esquema ADI-FDTRlondet,, € (nAy, (n + 1) Ay) Y 7, €stan dentro de una elipse
puede escribirse como con centro eniA,, jA,) y semiejes(A,/2, A,/2). Cabe
[fn+1 _ pADIGn destacar que los término; encuadrados son términos de error
- de segundo orden exclusivos del esquema ADI-FDTD.

dondeT4P! es el operador transicion que viene dado por

-1 -1
B. LOD-FDTD
ot~ (n-5hm) (- FHa)
2 2 En el método LOD-FDTD cada paso temporal se divide en
1] + ﬁ[A] 1] + ﬁ[B] dos subpasos (2SS-FDTD). A continuacién, se considera una
2 2 ' aproximacién de tipo CN en cada uno de los subintervalos

. . temporales. El algoritmo resultante puede escribirse como
Desarrollanddl’*P! en serie de potencias de, obtenemos P 9 P

2 At Fn4+i At n
TADI _ [I] +At[R] AQ [ ] —I—O(AS) ([I] 5 [A]) Urtz = <[I] 5 [A]) U (13a)
Comparando esta expresion con el desarrollo del operador (m _ ﬁ[B]) Urtt = (m + ﬁ[ ]> gnts, (13b)
transicionT¢" del esquema de CNdado por (7) observamos 2 2
que coinciden hasta el segundo orden’en Escribiendo (13) en un Gnico paso temporal tenemos
1) Relacion de Dispersion NuméricaPara ondas TM
la relacién de dispersion numérica del esquema ADI-FDTD {jntl — pLODfjn

viene dada por
tan? wA\ _ APK N AIK?  A}KZK?
2 €l €l e2u?

donde T1O9P es el operador transicion del esquema LOD-
(8) FDTD que puede escribirse como

LOD _ onCNmpCN
donde T =T T4

K, = sin(kaBa/2) (a=x,7) (9) siendoT§™ y TS™ los operadores transicion que se obtienen
Ao sustituyendo en (6) la matrig?] por [A4] y [B], respectiva-
y siendok,, el nimero de ondas numérico en la direccibn mente.
2) Error de Truncamiento LocalEl error de truncamiento  Desarrollandd@>©? en serie de potencias dg obtenemos

local del método ADI-FDTD podemos encontrarlo en [5]. Para

2
el caso TM dicho error se reduce a TLOD _ [IHAt[R],A; {[A]2 + 2[B][A] + [B]Z}Jro(Af)_
2hy —h e
. hy 2h€ 6 . Puesto que los operadorgd] y [B] no conmutan, entonces
TADI = L t U (10) [A]? + 2[B][A] + [B)* # [R)? y el error del esquema LOD-
ol fuwe |0 2hy FDTD es de primer orden ef, [1].
) 1) Relacion de Dispersién Numéric&@ara ondas TM el
siendo método LOD-FDTD presenta la misma relacion de dispersion
L AL 1) dada en (8) para el esquema ADI-FDTD.
v 24 Ou3 2) Error de Truncamiento Local: Siguiendo el
B AZ 53 12 procedimiento dado en [5], el error de truncamiento
Juvw = 7@ Oudvdw (12) local obtenido puede escribirse como [6]
y 2hy _hy he
- B . o o T : € € .
U=[ E:(Mt), He(t), Hy (T ts) | Foo— | 2 Sehaem | U (14)
: —— — he | A 02 2h
La aproximacion de (1) conforme al esquema de CN puede &seritbmo Iz 2ep Oz 0y t
([1] —E[RO gntt = ([1]+E[R]> ur (5) dondeh, viene dado en (11). De nuevo, los términos en-

cuadrados son términos de error de primer ordenZgn
donde la expresion de [R] viene dada por (3). Despejandolet da U™+l caracteristicos del esquema LOD-FDTD. Por ello, es impor-
podemos escribit/»+1 = TCN{™ siendoT’C™N el operador transicion del tante sefialar que el método LOD-FDTD y el ADI-FDTD no
esquema de CN-FDTD dado por . . .
) tienen el mismo orden de exactitud en el tiempo aunque ambos
A _ A . - ; 2
TON _ ([I} _ ?t[RD ([I] n f[R]) ' ) €squemas presenten la misma relacion de dispersion.

DesarrollanddI'®N en serie de potencias el obtenemos
C. TC-2SS-FDTD

A2
TN = [1] + Ad[R] - SEIR? + O(A}). (M El tercer esquema 2SS-FDTD que analizaremos es el
método TC-2SS-FDTD que aproxima (1) en el intervalo



temporal(n — 1)A; <t < (n+ 1)A; de la forma [1] ABC X =400Qy PEC\, ABC

/ \

A — 1 A s _ KI 1 N
(-3t 0 = (10 Bt 0= say - =259 e,

A n A Fn—3 g /2
(in-5m) 0" = (In+Fm) ot s 1 py—y

A — 1 A N z X
(1n-5tm) ot = i+ SHm) 0 ase

A A Fig. 1. Geometria de la guia de onda WR75 con un iris de andahza
<[1] - 7’5[14]) ot = ([I] + 7t[A]> gm+:. (15d)

Esto significa que el algoritmo resuelve el sistema the ecua- lll. RESULTADOS NUMERICOS

ciones (13) en el intervalgn — 1)A; < ¢ < nA; y @&  para comparar el comportamiento de los esquemas estu-
continuacion, en el intervaloA; <t¢ < (n+1)A¢, el mismo  diados hemos simulado una guia de onda WR75 con un

sistema de ecgaiilones pero en orden inverso. iris. La geometria del problema se muestra en la Fig.1. Para
Despejandd/" ™" podemos escribir simular la propagacion del modo JEhemos considerado una
{1l — pTCn—1 excitacion modal situada en el plang = 4000A,. Como

dependencia temporal de la sefial se ha tomado un pulso
dondeT”¢ es el operador transicion del esquema TC-2S&aussiano modulado con una frecuencia cenfsak= 12.5
FDTD que puede escribirse como GHz y ancho de banda BW2.5 GHz. El tamafio de la celda
TTC _ pCNTCNTCNON fue Aw_,: Ay = A = 0.075 mm. Por lo tanto, la minima
A B B “A resolucion espacial considerada fD& iin = Agmin/A =
siendoT§N y TSN los operadores transicion que se obtienet 3, SieNdoA, win la minima longitud de onda en la guia en
sustituyendo en (6) la matriz?] por [A] y [B], respectiva- €l rango de frecuencias de trabajo.

mente. Como referencia, hemos calculado el médulo del coeficiente
Finalmente, desarrollandb” en serie de potencias e, de reflexion empleando el método FDTD convencional. En ese
obtenemos caso, el paso temporal considerado fue el maximo permitido
9 por la condicion de estabilidadl; ,,.x = A/(V2¢) = 0.0177
TTC — [I] 4+ 2A[R] — (24¢) [R]? + O(AD). (16) Pps.El maédulo del parametr$;; calculado usando el métodos
2 ADI- LOD- y TC-2SS-FDTD se presenta en la Fig.2. Estos

Comparando (16) con (7) vemos que, independientementerg@gultados se han calculado tomando un factor de estabilida

que las matriceA] y [B] conmuten o no, el operad@“ s = A,/A; .ax = 10, lo que implica una resolucién temporal

coincide con el operador transicion del esquema de CN paftithima deN; min = Tiin/A: = 37.7.

un paso temporal doble hasta los términos de segundo ordeBn la Fig.2 podemos ver como el esquema TC-2SS-

enA;. FDTD presenta mayor error. Sin embargo, los métodos ADI-
1) Relacion de Dispersion Numericd:a relacion de dis- FDTD y LOD-FDTD proporcionan los mismos valores de los

persion numeérica del esquema TC-2SS-FDTD puede escribiss@ametros de scattering. Este resultado esta relaciooads

como [6] hecho de que ambos esquemas presentan la misma relacion de
dispersién numérica (8). Sin embargo, mientras que el roétod
27172 212 4772172
4 % % Até{“‘ZKy ADI-FDTD tiene una exactitud de segundo orden en el tiempo,
tan? (W) = pe e s el esquema LOD-FDTD es s6lo de primer orden. Por ello, para
) =

obtuvimos en (14) hemos calculado el patrén de campo de la
componentels, en el plano del iris. El resultado se presenta
en la Fig.3, donde el nodo 127 corresponde con el extremo
del iris. Vemos como cerca del borde del iris la soluciéon dada
por el método LOD-FDTD presenta grande errores.

En una segunda simulaciéon hemos considerado un linea de
2h, Zhul | ooy | ha| 4 Seuu corriente en espacio libre para el caso .;TWlcomparado la

€ < € < dispersion numérica de los esquemas en diferencias estudia

m dos. Definimos el error de fase relativo cofp= (B—B)/ﬁ,
Wl dondefS y 3 son el valor numérico y analitico de la constante
T 0 2hy de fase, respectivamente. Hemos tomado como frecuencia
(18) de trabajof = 10 GHz y una celda unidad de tamafio
dondeh, Y g Vienen dados en (11) y (12), respectivamentéd, = A, = A. La resolucion espacial se define como
Los términos de error encuadrados son Unicos del método TCG-= A\/A, donde) es la longitud de onda a la frecuencia de
2SS-FDTD. Comprobamos que el esquema TC-2SS-FDTfabajo. Andlogamente, la resolucion temporal se defineocom
preserva la exactitud de segundo orden en el tiempo. N; =T/A, siendoT el periodo de la onda.

5 . . o -
[1 <K§A§ . KjAf A;LKQ%K@/Z)] mostrar la influencia de los términos de primer orden que

€l €l e2u?
(17)
dondek, es el nimero de ondas numérico dado por (9).
2) Error de Truncamiento LocalSiguiendo la notacion y
el procedimiento dado en [5], llegamos a [6]

Zhy| 4 Goay 2h; 0

o

Nyl

T1C =
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Fig. 2. Modulo del parametro;$ del modo THo de una guia de onda Fig. 4. Error relativo de la constante de fase numérica ecidardel a&ngulo

WR75 con un iris para varios esquemas 2SS-FDTD.
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Fig. 3. Patron de campo de la componehtg del modo Th( de una guia
de onda WR75 con un iris. El patrén se ha extraido en el plahaisleel
nodo 127 corresponde con el extremo del iris.

de propagaciérp para varios esquemas 2SS-FDTD.

espaciales de los campos multiplicadas por potencias del
intervalo temporal. Sin embargo, mientras que en los esgsiem
ADIl y 2SS-TC-FDTD estos términos son de segundo orden en
el tiempo, en el método LOD-FDTD son de primer orden. Para
ilustrar la influencia de estos términos de error se ha sinud

una guia de onda WR75 con un iris. Aungque los esquemas
ADI y LOD-FDTD proporcionan los mismos resultados de
los parametros de scattering, el esquema LOD-FDTD presenta
grandes errores en el célculo del patron de campo en el plano
del iris. Por Ultimo se ha comparado el error de dispersion
numérica de los distintos esquemas y se ha mostrado que
los métodos ADI-FDTD y LOD-FDTD presentan menos error
de dispersion pero mayor anisotropia que el método TC-2SS-
FDTD.
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IV. CONCLUSION

En este trabajo hemos comparado las propiedades numéricas
de los métodos ADI-, LOD- y 2SS-TC-FDTD. Se han revisado
sus formulaciones, presentado su relaciones de dispersion
numéricas y sus errores de truncamiento local. Los treseesqu
mas presentan términos de error que dependen de las dsrivada



