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0.1. El contexto de las preguntas que motivan esta memoria

Esta memoria es un primer sondeo preliminar de las potenciales interacciones entre la Geometria Algebraica
Computacional (llamada, desde el siglo XIX, Teorfa de la Eliminacién) y el Aprendizaje Computacional. Para
comprender las motivaciones de este estudio hay que remontarse a la ultima década del siglo XX y a los desarro-
llos de algoritmos eficientes intrinsecos para la resolucion de sistemas de ecuaciones polinomiales multivariadas
dentro de la corriente TERA (Turbo Evaluation and Rapid Algorithms).

El problema esencial de la Geometria Algebraica Computacional es su falta de eficacia, es decir, los excesivos
requerimientos de complejidad computacional (tanto en tiempo como en espacio) exigidos por todos los algo-
ritmos conocidos en el tratamiento de sus problemas fundacionales. Para explicar esta dificultad, fijemos dos
problemas centrales:

PROBLEMA 1 (Nullstellensatz de Hilbert). Dada una familia de polinomios fi,..., fs,g € k[X1,...,Xn],

donde k es un cuerpo primo con clausura algebraica K, sea Vi :=V (f1,..., fs) € A"(K) la variedad algebraica
de los ceros comunes de los primeros s polinomios, que supondremos no vacia, i.e.
Vi=Valfr,..o fo) ={a € A"(K) : file) =" = fo(z) =0} # 0.

Nos pregquntamos si g se anula en algin punto de V, es decir, tratamos de decidir (algoritmicamente) si:
dr e A"(K), x € V Ag(x) =0.

PROBLEMA 2 (Polinomio Eliminante). Con las mismas notaciones para k y K, dada una familia de poli-
nomios fi1,...,fs,9 € k[X1,...,Xy], consideramos la variedad algebraica V := Vi (f1,...,fs) C A™(K) de los
ceros comunes de los s primeros polinomios. Supongamos que V es no vacia, equidimensional y de dimension
de Krull . Supongamos, ademds, que las variables estdn en posicion de Noether con respecto a 'V, es decir, que
la siguiente es una extension entera de anillos:

Kl X1, ..o, Xp) —— &[V] = 6[X1,..., X,/ I(V),

donde I(V) = {h € k[X1,...,Xn] : h‘v = 0} = /(f1,-.-,fs). Consideramos la siguiente aplicacion
polinomial:

Ty A"(K) — ATTHK)
(1, xn) — (T1,. ., 2p,g(T1,. ., 2p))
Entonces, la imagen m,(V) C A"TY(K) es una hipersuperficie definida por un tinico polinomio:
Xg € K[X1,..., X, T,
es decir,
mg(V) = Valxg)-

i
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Hallar el polinomio x4 (llamado polinomio eliminante).

Ambos problemas presentan enormes dificultades en términos de complejidad computacional. El Nullstellensatz
de Hilbert (HN), llamado asf a partir de [BSS, 89], es un problema NP¢-completo en la Teoria de las Maquinas
BSS (cf. [BSS, 89]). Ademds, como se observa en [Pa, 95] y [Pa, 12], todos los problemas NP-completos de la
Teorfa Clésica de Complejidad son instancias particulares del problema HN. Aunque las (discutibles) méquinas
BSS solo sirven para dar un contexto tedrico a problemas sobre alfabetos continuos, las dos consideraciones
precedentes indican la dificultad intrinseca de encontrar un algoritmo eficiente para HN: seria tanto como
resolver afirmativamente la Conjetura de Cook, uno de los Millenium Problems del Instituto Clay y también
uno de los problemas de la Lista de Steve Smale para el siglo XXI.

En cuanto al segundo problema, la dificultad para encontrar un algoritmo eficiente también es enorme. Para
comenzar, utilizando un poco de la Teorfa de Interseccién (en el sentido de [He, 83]), se observa que el grado
del polinomio x4 es muy alto. Aunque pueden existir casos defectivos, el grado usual de x, verifica:

deg(xgy) < deg(V) - deg(g).

Por lo tanto, escribir este polinomio en la forma densa usual (i.e. expresar x, como la suma de todos sus
términos, tengan o no coeficiente nulo) da lugar a un objeto de tamano:

(deg(V) : ief(lw +r+ 1) ~ (deg(V') - deg(g))"*".

Como, ademas, deg(V') tiende a ser una cantidad préxima a exponencial en el nimero de variables, representar
Xg llevaria a una expresién de tamano exponencial y, por consiguiente, intratable en términos de complejidad.

Ambos problemas estédn, de hecho, muy relacionados entre si. Por ejemplo, si V := Vi(f1,...,fs) es una
variedad cero-dimensional (i.e. un conjunto finito de puntos), g se anula en algin punto de V' (pregunta de
HN) si y solo si el polinomio eliminante x4, € [T se anula en ¢ = 0 (i.e. tiene término independiente nulo).

Sin embargo, el propdsito de esta memoria no es estudiar la interaccién entre estos dos problemas, que hasta la
fecha siguen siendo intratables.

Podemos decir que, en la ultima década del siglo XX, la corriente TERA se propuso llevar al limite la complejidad
de estos problemas (y otros relacionados) utilizando varios elementos:

i) En primer lugar, se discuti la idea de solving, esto es, se buscaron formas alternativas de representar
la informacién relativa a la variedad V' = Vi (f1,..., fs). A partir de esta discusién surgen varias ideas
que, esencialmente, toman como concepto de solucidn una descripcién de V' mediante un isomorfismo
birracional con alguna hipersuperficie (por ejemplo, una solucién “a la Kronecker”).

ii) Para representar la hipersuperficie mencionada en el punto anterior (mediante su polinomio eli-
minante), es necesario poner las variables en posicién de Noether y representar todos los polinomios
multivariados involucrados mediante una estructura de datos denominada straight-line program.

iii) Jugar de forma adecuada con la dualidad entre solving y eliminating: la tradicién de Teoria de la
Eliminacién supone “resolver primero” y “eliminar después” (lo que estd implicito, por ejemplo, en la
Conjetura de Cook). Sin embargo, la corriente TERA propuso un cambio de paradigma basado en los
Puntos i) y i) anteriores: “eliminar para resolver, para volver a eliminar” de manera iterativa.

Esta serie de ideas se inicia con [GH, 91], se contintda en [GHS, 93] y se culmina en [KP, 94] y [KP, 96].
Posteriores resultados extenderan estas ideas (como [GHSSS, 95]). Conviene destacar especialmente las re-
flexiones sobre el Punto i) precedente realizadas en la Seccién 3 de [KP, 96]. En dicho trabajo se desarrolla
una variante de los straight-line programs, con especial énfasis en el grafo subyacente y en el paralelismo. Esta
variante es una estructura de datos que recibe el nombre de esquema de evaluacidn (o evaluation scheme). A
la sazdn, las nociones de redes neuronales no eran ni tan populares ni tan conocidas fuera de ambitos muy
restringidos dentro del Aprendizaje Computacional. Sin embargo, los esquemas de evaluacién definidos en
[KP, 96] resultan ser, en esencia, las “neural networks with activation function ¢(t) = t*”, que se discutirdn
en detalle en el Capitulo 5 de esta memoria. Entre otros elementos innovadores, encontramos en [KP, 96] una
primera conexién entre Geometria Algebraica Computacional y Teoria del Aprendizaje:

COROLARIO 0.1.1 ([KP, 96]). Con las notaciones e hipdtesis del Problema 2, concerniente al Polinomio Eli-
minante, y suponiendo que d es una cota superior de los grados de los polinomios fi1,..., fs,g9 € k[X1,...,X,]
de la lista de entrada, tenemos que:
i) deg(xy) < d"*t.
ii) Existe una red neuronal con funcién de activacion o(t) = t? que codifica Xg COn:
e talla acotada por d°,
o profundidad (nimero de multicapas) en O(nlogy(d)).
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En otras palabras, los polinomios eliminantes admiten una representacién como redes neuronales (con funcién
de activaciéon ¢(t) = t?) de talla polinomial en su grado y de profundidad (nimero de multicapas) logarftmica
en dicho grado. Esto constituye la primera aproximacion entre Geometria Algebraica Computacional y ciertas
nociones tipicas de Aprendizaje Computacional. Desde un punto de vista conceptual, el resultado anterior
puede considerarse el punto de partida de esta memoria.

Posteriormente, la corriente TERA sigui6 profundizando en los Puntos @), i) y ii) mencionados previamente.
De este enfoque surgen los algoritmos de tipo intrinseco que se desarrollan en la serie de trabajos [Pa, 95],
[GHMP, 95|, [GHMP, 97] y [GHHMMP, 97]. El uso de estructuras de datos tipo esquema de evaluacién
(i.e. redes neuronales con funcién de activacién ¢(t) = t?) continuard hasta [HMPS, 00]. Con el tiempo, la
corriente TERA pasé a denominarse TERA-Kronecker o, simplemente, Kronecker, con desarrollos ulteriores
que evitaron el uso de esta estructura de datos con técnicas de eliminacién restringidas a dimensién uno (esto
es, curvas). Estos desarrollos corresponden a [GLS, 01] y [HMW, 01] (véase también [GHMPPP, 25] y sus
referencias).

En la secuencia de trabajos de la corriente TERA se produce un salto cualitativo muy relevante entre la
primera serie de trabajos, que va de [GH, 91] a [KP, 96|, y la segunda, que abarca desde [Pa, 95] hasta
[GHMMP, 98]. Entre ambas series de trabajos se introducen numerosas variaciones conceptuales y elementos
técnicos que cambian tanto la perspectiva como el diseno de los algoritmos, introduciendo una dependencia de
elementos seméanticos intrinsecos. Entre las novedades de la segunda serie de trabajos tiene un papel relevante el
uso de una técnica clasica: el operador de Newton no Arquimediano. A partir de una variedad cero—dimensional
construida ad-hoc (denominada lifting fiber en [GHHMMP, 97]), se reconstruye informacién que describe
variedades de interseccion completa de dimension positiva. No entraremos en el detalle de la descripciéon de
este proceso, pero si diremos que interviene un esquema de evaluaciéon con divisiones con una profundidad
extremadamente pequenia. En términos de la Teoria del Aprendizaje, los algoritmos de la serie que va de
[Pa, 95] a [GHMMP, 98] emplean redes neuronales con funcién de activacién racional inevitable cuya talla es
d°™ y que acumula un niimero de multicapas del orden O(nlog,(d)). Estas redes neuronales se utilizan para
modelizar el operador de Newton-Hensel en el anillo de series de potencias formales y constituyen un ejemplo
del tipo de redes neuronales que se analizan en el Capitulo 5 de esta memoria. Cabe destacar que este tipo de
redes neuronales sigue siendo de uso comun en posteriores evoluciones de la corriente TERA-Kronecker como
en [GLS, 01] y [HMW, 01], asi como en desarrollos més recientes (cf. [GHMPPP, 25] y sus referencias).

Todo el esfuerzo intelectual que suponen estos avances lleva la algoritmica hasta una barrera de tipo semantico: el
nimero de Bézout. Asi, suponiendo en el Problema 2, relativo al Polinomio Eliminante, que s = n, deg(f;) = d;,
1<i<mn,yqueV =Vy(fi,...,fn) es una variedad cero-dimensional, el grado de V satisface, genéricamente,
la siguiente igualdad:

deg(V) =[] di = 2.
i=1
La cantidad 2 anterior es el llamado nidmero de Bézout del sistema {fi,..., f,}. Los resultados de la corriente
TERA y TERA-Kronecker establecen que tanto HIN como el célculo del polinomio eliminante x, pueden hacerse
en tiempo polinomial en . Como en la conferencia de L. M. Pardo Symbolic solving: Getting closer to the
barrier? (MSRI, 1998), nos preguntamos si podemos superar esa barrera.

En [CGHMP, 03] se demuestra que la barrera del nimero de Bézout es infranqueable si se pretenden obtener
algoritmos de resolucién universales. Un algoritmo de resolucién es universal si permite responder de manera
continua en los coeficientes de los polinomios de entrada a cualquier pregunta de eliminacién. De hecho, en
[CGHMP, 03] se prueba que existen polinomios eliminantes tales que, si se codifican por cualquier medio que
dependa continuamente de los coeficientes de los polinomios de entrada, su representacién requiere una dimensién
exponencial. En otras palabras, manteniendo la forma usual de disenar algoritmos en Geometria Algebraica
Computacional, el nimero de Bézout sera una barrera infranqueable de la complejidad computacional.

Con posterioridad, surgen algunos intentos de bisqueda de algoritmos no universales que puedan evitar la barrera
del ntimero de Bézout. Un buen ejemplo es el trabajo [PSM, 04] para Sistemas de Pham Generalizados. Sin
embargo, la buena filosofia para los algoritmos no universales no viene del ambito simbdlico-algebraico sino del
ambito numérico. La pregunta conocida como Smale’s 17th Problem, de la Lista de Steve Smale para el siglo
XXI, plantea precisamente la cuestién sobre la existencia de algoritmos numéricos efecientes (i.e. polinomiales
en tiempo) para resolver sistemas de ecuaciones polinomiales multivariadas. En [BP, 09] y [BP, 11] se resolvié
afirmativamente esta pregunta: se mostraron dos algoritmos tipo Las Vegas que, en tiempo polinomial en
codificacién densa de los polinomios dados como entrada, permiten obtener una buena aproximacién de una de
sus soluciones. M4ds atin, el algoritmo [BP, 11] optimiza la entropia de tal modo que cualquiera de las soluciones
del sistema puede ser alcanzada. Esta propiedad no serd posible en los algoritmos deterministas (dada una lista
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de polinomios de entrada, el algoritmo siempre aproxima la misma solucién entre las 2 soluciones del sistema
genérico dado).

En cualquier caso, tanto con algoritmos probabilistas como con algoritmos deterministas, si los métodos
numéricos pretenden aproximar toda la variedad V', también necesitardn una complejidad mayor al ntmero
de Bézout . En otras palabras, los algoritmos no universales pueden sortear la barrera impuesta por el
ntmero de Bézout, pero si se pretende obtener una informacién completa (universal) sobre todas las soluciones,
el nimero de Bézout & reaparece (véase [Pa, 00] para una discusion).

Con todo lo expuesto hasta aqui, el lector podria llegar a la conclusiéon de que esta linea de investigacion
habia llegado, en el primer decenio del presente siglo, a un callején sin salida. Sin embargo, atin no esta
todo dicho. Ya en [Pa, 00] y [CGHMP, 03] se introduce una posibilidad aparentemente remota pero no
imposible. Al fin y al cabo, para el cientifico lo imposible no existe, salvo que se pruebe de manera irrefutable.
En esos trabajos se prueba que existe una forma alternativa de codificar los polinomios eliminantes de forma
muy sucinta. Retomando las notaciones del Problema 2, relativo al Polinomio Eliminante, y suponiendo, por
ejemplo, que todos los polinomios involucrados fi,..., fs,g € K[X1,...,X,] tienen grado acotado por 3 (i.e.
ecuaciones cibicas), se obtiene que el polinomio eliminante x, tendrfa grado 39(") - Ademsés, las redes neuronales
con funcién de activacién polinomial que lo codifican también tendran talla 3°("). Sin embargo, existe una
representacién biunivoca (i.e. mediante una biyeccién) que permite describir y, usando informacién explicita
acotada por O(n*). Esto es, los polinomios eliminantes admiten representaciones cortas y biunivocas, pero,
seguramente, no permitiran responder a preguntas mediante mecanismos continuos. Esta nueva codificacion se
basa en los valores del polinomio eliminante en un conjunto de puntos especial, que recibe el nombre de conjunto
cuestor (o correct test sequence).

La clave de lo descrito en [CGHMP, 03] pasa por disponer de x, mediante sus valores en un conjunto cuestor
cuya longitud es lineal en la dimensién de la variedad de polimomios eliminantes y no en su grado. En lo que
respecta a la posibilidad de utilizar representaciones mas habituales, como redes neuronales de profundidad
acotada, en [HOPRS, 23] se demuestra que dichas redes deben tener una talla comparable al niimero de
Bézout, incluso cuando se admite el uso de funciones de activacién de clase €.

Por otra parte, las reflexiones realizadas en [CGHMP, 03] nos llevan a preguntarnos cémo obtener informacién
(posiblemente incompleta) a partir de la codificacién de x4 sobre un conjunto cuestor. Esta cuestién parece
estar ligada de forma natural con el Aprendizaje Computacional: dada la lista (z1,41), ..., (zL,yr) formada por
un conjunto cuestor {x1,...,xr} y los valores y; = x4(;), 4qué clase de prequntas sobre el polinomio eliminante
Xg puedo responder con métodos de Aprendizaje Computacional?

Esta ltima pregunta marca el punto de partida de esta memoria. Sin embargo, el propédsito de esta memoria
no es cerrar la respuesta. El punto critico es que hay una enorme tarea preliminar necesaria antes de afrontar
la pregunta precedente con garantias de pisar el terreno apropiado. Esa “enorme tarea preliminar” comienza
con esta memoria y se continuard en desarrollos futuros de la investigacion que aqui se inicia.

Para afrontar esa “enorme tarea preliminar” hemos tratado de centrarnos en algunos aspectos esenciales que se
describen a continuacion:

i) La Teorfa de la Interseccién (i.e. la teorfa del grado y la desigualdad de Bézout) para conjuntos
constructibles estd incompleta desde [He, 83] y [He, 85]. En esta memoria se cierra dicha teorfa,
aportando no solo una, sino dos nociones de grado para conjuntos constructibles que satisfacen la
Desigualdad de Bézout (cf. Capitulo 2).

ii) La idea de conjunto cuestor nace en [HS, 82] y se profundiza en la Seccién 3 de [KP, 96] (véase
también [Pa, 95]). El Capitulo 3 estd destinado a llevar al limite las ideas y la metodologia de
[HS, 82] para obtener cotas finas de la presencia de conjuntos cuestores a partir de la Teorfa de la
Interseccién de conjuntos constructibles desarrollada en el Capitulo 2.

iii) En el Capitulo 4 comenzamos a establecer algunas conexiones entre familias de conjuntos constructibles,
conjuntos cuestores y los rudimentos de la Teoria del Aprendizaje en el contexto de la Teoria de Vapnik-
Chervonenkis (i.e. el aprendizaje en el caso binario). Para ello, hacemos un desarrollo de la nocién
de Erzeugungsgrand (o “grado de generacién”) de familias de conjuntos constructibles, introducida en
[He, 83] para familias de conjuntos localmente cerrados y olvidada en el tiempo. Usando la nocién
previa, probamos que la dimensién de Vapnik-Chervonenkis de una familia de conjuntos constructibles
estd linealmente acotada por la dimensién de Krull del espacio que parametriza dicha familia. Por
otro lado, en este capitulo, también estudiamos la probabilidad de encontrar conjuntos cuestores de
longitud apropiada en variedades evasivas de dimension positiva.

iv) Por tltimo, el Capitulo 6 presenta una primera aproximacion al Aprendizaje multiclase. Curiosamente,
este tipo de aprendizaje esta estrechamente vinculado al estudio de polinomios presentados en la forma
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de fewnomials, al estilo de Khovanskii (cf. [Kh, 91]), dados por sus términos con coeficiente no nulo.
Aunque los resultados descritos en este capitulo atin tienen consecuencias por explorar, destacamos la
introduccién de una nueva nocién: el grado de salida promedio. En este capitulo probamos que dicha
nocién es un invariante central, ligado a todas las nociones de dimensiéon en Aprendizaje multiclase
descritas en [BCDMY, 22]. Ademds, llevamos a cabo el primer estudio sistemético de la nocién de
pesudo-cubo definida en [BCDMY, 22].

Por supuesto, esta memoria contiene muchos mas aspectos y desarrollos relevantes que requieren explicaciones
(v notaciones) mds precisas. Por esta razén, incluimos a continuacién la Seccién 0.2, en la que ofrecemos una
vision general de los principales resultados, asi como la Seccién 0.3, que proporciona una revisiéon detallada de
los distintos capitulos.

0.2. Los conjuntos cuestores y una primera aproximacion a los principales resultados

En [HS, 82], para paliar las dificultades de los Tests de Nulidad probabilisticos de DeMillo—Lipton—Schwartz—
Zippel (cf. [DML, 78], [Zp, 79] v [Sch, 80]), se definen los conjuntos cuestores. Este concepto se inspira en
la demostracién realizada por L. Adleman (cf. [Ad, 78]) de la inclusién BPP C P/poly.

DEFINICION 1 (Conjuntos cuestores en el sentido de [HS, 82]). Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado.

Sea Q) una variedad algebraica de polinomios en K[X1,...,X,] de dimensién de Krull finita. Decimos que un
conjunto de puntos {z1,...,xr} C A™(K) es un conjunto cuestor para ) si:
VfeQ, flxr) == flxr)=0=[f=0,

Un ejemplo bésico de conjuntos cuestores es el siguiente: si Q := {f € K[X] : deg(f) < d}, entonces, por el
Teorema Fundamental del Algebra, cualquier conjunto de d + 1 puntos distintos es un conjunto cuestor para €.
Presentamos, a continuacién, sin entrar en demasiados detalles, el resultado principal de [HS, 82]:

TEOREMA 0.2.1 (Teorema principal de [HS, 82]). Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Supongamos que
char(K) = 0. Sea Q la clausura Zariski de un conjunto constructible parametrizable de polinomios (por ejemplo,
un esquema de evaluacion o una red neuronal con funcidn de activacion polinomial) de grado acotado por d.
Consideramos {1,...,u} C Z un conjunto de nimeros enteros y A := {1,...,u}™ C A"(K) un reticulo, con
u > 2d%. Sea L > 6dim(Q), donde dim(R2) es la dimension de Krull de Q. Entonces:

e Existencia: existen conjuntos cuestores Q := (x1,...,2r) € AL para Q.
e Densidad:

1
Prob T1,...,2L) es un conjunto cuestor para ] >1— ——.
(210 1) EAL [( 1 ) L) ] p ] = uL/6

donde la probabilidad considerada en A* es la uniforme.

Las herramientas principales que utilizaron estos autores para demostrar la existencia y la densidad de los
conjuntos cuestores son la Teoria de la Interseccién, la nociéon de grado y la Desigualdad de Bézout para
conjuntos localmente cerrados de [He, 83]. Es evidente que el teorema precedente presenta varias limitaciones:
char(K) =0, Q es la clausura Zariski de un conjunto constructible parametrizable o A es un reticulo.

Por otro lado, los conjuntos cuestores pueden verse como una técnica “similar” a los Tests de Nulidad proba-
bilisticos de DeMillo—Lipton—Schwartz—Zippel (cf. [DML, 78], [Zp, 79] v [Sch, 80]). Sin embargo, estos dos
enfoques presentan algunas sutiles diferencias que describimos a continuacion:

e Los conjuntos cuestores son, por definicién, “correctos” para toda la clase de entradas considerada: la
probabilidad de error en sus respuestas es siempre cero, independientemente de la instancia concreta
de entrada.

e Los Tests probabilisticos de DeMillo-Lipton—Schwartz—Zippel se basan en un conjunto de muestro facil
de construir, que en si mismo es un conjunto cuestor. En esta clase tan amplia, cada instancia de
entrada posee alguna muestra precisa donde no se anula, pero diferentes entradas requieren distintos
puntos de muestreo adecuados. Acotando la probabilidad de error de una eleccién aleatoria dentro del
conjunto de muestreo, obtenemos el algoritmo probabilista.

e Los conjuntos cuestores tienen una longitud del mismo orden asintético que la dimensién de Krull del
conjunto de entrada considerado, mientras que los Tests probabilisticos de DeMillo-Lipton—Schwartz—
Zippel requieren de un conjunto de muestreo de tamano exponencial en el nimero de variables para
obtener una probabilidad de error nula.

e No se conoce ningin algoritmo probabilista “eficiente” para generar conjuntos cuestores (ver [HS, 82],
[Sax, 09], [Sax, 14] y sus referencias). Por lo tanto, su existencia (y generacién) se basa en un
resultado que demuestra que son altamente densos en términos probabilisticos.
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e Bajo algunas hipdtesis no muy complicadas, podemos ver que los conjuntos cuestores son altamente
densos dentro de los conjuntos de muestreo (de tamafio exponencial) de DeMillo-Lipton—Schwartz—
Zippel.

Estas sutiles diferencias requieren explicaciones adicionales y nos conducen a la siguiente pregunta: ;Qué
son los conjuntos cuestores y qué puedo hacer con ellos? Por lo tanto, el primer objetivo de esta memoria es
comprender el significado, la potencia y las limitaciones de los conjuntos cuestores. En particular, nos centramos
en generalizaciones de la nocién en si misma: buscamos resultados fundacionales, tratamos de ver cémo esta
nocién subyace a otras presentes en la literatura matematica existente y, al igual que en el manuscrito original
[HS, 82], demostramos no solo su existencia sino también resultados probabilisticos.

Desafortunadamente, para llegar a nuestro objetivo nos encontramos con un problema en el camino. Para
trabajar con los conjuntos cuestores en el caso de cualquier conjunto constructible de polinomios necesitamos
definir y saber cémo utilizar la nocién de grado para conjuntos constructibles. Hasta donde sabemos, no existen
antecendentes de una Desigualdad de Bézout. Los conjuntos constructibles son objetos geométricos que surgen
de manera natural como proyecciones de variedades algebraicas (ver, por ejemplo, [Ch, 64-65]) y, por lo tanto,
son objetos naturales en la Teorfa de la Eliminacién o en la Geometria Algebraica Computacional. Sin embargo,
la nocién de grado de estos objetos geométricos no ha sido correctamente formulada hasta el presente trabajo.
El estudio de esta nocién fue iniciado en [He, 83], donde J. Heintz definié una primera nocién de grado de un
conjunto constructible C C A™(K) como el grado de su clausura Zariski (que en esta memoria denotaremos
por deg,(C)). Lamentablemente, la nocién de grado de J. Heintz no satisface una Desigualdad de Bézout (ver
La Croix de Berny en el Ejemplo 2.1.1). En [He, 85], el autor ya observé que sus resultados en [He, 83|
solo eran validos para subconjuntos localmente cerrados de un espacio afin. Dedicamos el Capitulo 2 de esta
memoria a este tema. Definimos dos nociones originales y distintas de grado para un conjunto constructible, que
denotamos por deg,;(C) (grado como descomposicién en conjuntos localmente cerrados irreducibles) y deg (C)
(grado como proyeccién), y demostramos que cumplen la Desigualdad de Bézout. Ademds, estudiamos otras
propiedades relevantes de ambas nociones.

Una vez que hemos obtenido nociones “correctas” para el grado de conjuntos constructibles, pasamos a estudiar
los conjuntos cuestores en el Capitulo 3. En primer lugar, generalizamos los conjuntos cuestores a aplicaciones
a valores vectoriales y enfatizamos que no estan definidos de forma natural para distinguir funciones nulas y no
nulas, sino para detectar, mediante evaluaciones en puntos, si una funcién pertenece o no a algiin subconjunto
“discriminante”. Ademds, observamos que los conjuntos cuestores aparecen bajo muchas formas distintas en la
literatura matematica (cf. Seccién 3.1 para una discusién de diversas interpretaciones).

En esta memoria, extendemos los resultados de [HS, 82] al caso de listas de polinomios. Uno de nuestros
primeros resultados en este contexto es que los conjuntos cuestores satisfacen la maldicion de la dimensionalidad:
la dimensién de Krull del conjunto constructible de listas de polinomios que estamos considerando es una cota
inferior para la longitud de cualquier conjunto cuestor. Usando la teoria del grado para conjuntos constructibles
que hemos desarrollado, obtenemos resultados que aseguran que los conjuntos cuestores existen para cualquier
conjunto constructible (y no dnicamente para clausuras Zariski de conjuntos constructibles parametrizables
como en [HS, 82]). Ademds, probamos que podemos encontrar conjuntos cuestores en cualquier conjunto
constructible de co-dimensién y grado apropiados (y no solo en conjuntos con forma de “reticulo” como se
establece en la literatura existente). Nuestros resultados no son unicamente existenciales, sino que también
probamos un resultado probabilistico que asegura que los conjuntos cuestores de longitud asintéticamente 6ptima
(i.e. de longitud del orden de la dimensién de Krull del conjunto constructible de listas de polinomios) estén
densamente distribuidos en cualquier conjunto constructible de co-dimensién y grado adecuados. Por otro lado,
mostramos que en el caso de listas de polinomios, el “asunto” de los conjuntos cuestores no son los Tests de
Nulidad, sino la dimensién.

Por otra parte, mostramos la ubicuidad de los conjuntos cuestores en la literatura matematica a través de
nuestras aplicaciones a la mejora de dos resultados famosos en el ambito de la Combinatoria, fundamentales
para el Método Polinomial (cf. [Tao, 14]): las cotas inferiores de Dvir para los conjuntos de Kakeya sobre
cuerpos finitos (cf. [Dv, 09]) y el Nullstellensatz Combinatorio de Alon (cf. [Al, 99]).

Uno de nuestros principales resultados es un algoritmo probabilista “poco comun”, basado en conjuntos cues-
tores, que decide en tiempo polinomial probabilistico si una lista de polinomios multivariados define o no una
variedad de interseccién completa (este problema es conocido como “Suite Sécante”). La principal caracteristica
de este algoritmo es que, a diferencia de los métodos clasicos de la Geometria Algebraica Computacional, no
realiza ninguna manipulacién sobre la lista de polinomios de entrada. Se trata de un algoritmo de “muestreo y
evaluacién”: simplemente evalta la lista de polinomios de entrada en unos pocos puntos seleccionados aleatoria-
mente, que, con alta probabilidad, permiten obtener una respuesta correcta. La probabilidad de éxito dependera
de si los puntos seleccionados forman un conjunto cuestor o no. Este enfoque probabilista permite mostrar tanto
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la potencia como las limitaciones de los conjuntos cuestores en algoritmos de “muestreo y evaluaciéon”. Por un
lado, los conjuntos cuestores son potentes, ya que permiten obtener respuestas rapidas con una probabilidad
de error muy baja. Por otro lado, cuando se considera més de una ecuacién, nuestro algoritmo deja de ser de
tipo Montecarlo, lo que implica que no se puede garantizar la correccién de la respuesta en ninguno de los dos
posibles sentidos.

En los parrafos anteriores, hemos visto que, en el caso de polinomios, los conjuntos cuestores nos permiten,
de alguna forma, “aprender” si un polinomio es nulo o si una lista de polinomios define una variedad de
interseccién completa. Durante los Ultimos anos, se ha producido un auge de las técnicas de Aprendizaje Com-
putacional en muchos dmbitos de la algoritmica y la ingenieria con resultados bastante prometedores. Nuestra
pregunta es si estas técnicas se pueden aplicar a nuestro contexto para responder preguntas sobre variedades al-
gebraicas. Casualmente, diez anos antes de los resultados de J. Heintz y C. P. Schnorr sobre conjuntos cuestores
surgié la Teorfa de Vapnik-Chervonenkis (cf. [VC, 71]). El resultado central de esta teoria es el Teorema de
Vapnik-Chervonenkis (cf. Teorema 1.3.2) que, bajo ciertas condiciones, garantiza el “aprendizaje” de familias
de funciones caracteristicas (también llamadas clasificadores en el dmbito del Aprendizaje binario). Cuando
dichas funciones estdn asociadas a variedades algebraicas, este teorema se puede interpretar como un método
Mountecarlo para Tests de Nulidad de Polinomios (ver Teorema 4.2.9 y su demostracién para los detalles de esta
interpretacion).

La cantidad clave involucrada en el Teorema de Vapnik-Chervonenkis es la funcién de crecimiento. El exponente
que aparece en la funcién de crecimiento es una dimension que indica el nimero de puntos que se necesitan
para obtener ciertas garantias estadisticas. En el caso de polinomios, los conjuntos cuestores son los objetos
de menor longitud tedrica demostrable que siguen las pautas de la Teoria de Vapnik-Chervonenkis. Puesto que
existen conjuntos cuestores cuya longitud es del orden de la dimensién de Krull, L. M. Pardo y el autor de
esta memoria propusieron la siguiente conjetura durante una conversacién con J. Heintz en su tultima visita a
Santander:

CONJETURA 1. Eziste una fuerte conexion entre la dimension de Krull del espacio de pardmetros y alguna
de las nociones de dimension en la Teoria de Aprendizaje Computacional, al menos en el caso de familias
constructibles de clasificadores binarios (sobre cuerpos algebraicamente cerrados).

La respuesta de J. Heintz fue un desafio: “;Suena interesante!... pero no tengo ni idea. Probadlo, si podéis”.
Dedicamos el Capitulo 4 a responder positivamente al desafio propuesto por J. Heintz.

En el caso de la Geometria Algebraica Real y la Teoria de Vapnik-Chervonenkis, existen conexiones entre
sus invariantes (cf. [GJ, 95], [CKKLW,95|, [KM, 97|, [MPC, 08|, [MP, 09] y sus referencias). Dado
que los conjuntos constructibles sobre cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica 0 pueden verse como
conjuntos semi-algebraicos de algiin espacio afin real, una primera idea seria emplear los resultados anteriores
para establecer algunas conexiones en nuestro contexto. Sin embargo, estas conexiones solo serian validas en
el caso de caracteristica 0 y se basan en cotas superiores para el nimero de componentes conexas de conjuntos
semi-algebraicos (cf. [Mi, 64|, [Th, 65], [Ol, 51], [OP, 62] y [Wa, 68]), y no en cantidades naturales de
la teoria de conjuntos constructibles. Nuestro objetivo es obtener resultados que sean validos para cualquier
caracteristica y que usen nociones naturales de la teorfa de conjuntos constructibles. Por lo tanto, hemos tenido
que buscar otras técnicas para dar respuesta a la Conjetura 1 y al desafio de J. Heintz.

Sorprendentemente, la nocién clave que nos va a permitir conectar la Geometria Algebraica sobre cuerpos
algebraicamente cerrados y la Teoria de Vapnik-Chervonenkis es la nocién de Erzeugungsgrad introducida por
J. Heintz en [He, 83]. Esta nocién fue utilizada por J. Heintz para acotar el nimero de celdas no vacias que
aparecian tras un proceso de eliminacién de cuantificadores. El resultado principal sobre el Erzeugungsgrad de J.
Heintz son unas cotas combinatorias que permiten acotar el nimero de celdas no vacias. En cierto sentido, estas
cotas combinatorias recuerdan a las funciones de crecimiento usadas en la Teoria de Aprendizaje Computacional
con un propédsito distinto. En este caso, la cantidad que aparece en el exponente es la dimension de Krull de
un conjunto constructible. Esta coincidencia es la que nos permitira resolver positivamente la Conjetura 1 y el
desafio de J. Heintz.

Antes de demostrar nuestros resultados, tenemos que resolver un problema técnico que aparece en la formulacién
original del Erzeugungsgrad en [He, 83]. J. Heintz utilizé el deg, como punto de partida para definir el
Erzeugungsgrad. Como ya hemos comentado, esta nocién de grado no verifica una Desigualdad de Bézout para
conjuntos constructibles y, por lo tanto, su uso afecta tanto a los argumentos como a las cotas que utilizan
el Erzeugungsgrad. Por ello, en la Seccién 4.1.1, adaptamos el Erzeugungsgrad y las cotas combinatorias del
Teorema 2 de [He, 83] al caso de conjuntos constructibles.

Una vez resueltas las dificultades del Erzeugungsgrad, pasamos en la Seccion 4.2 a establecer conexiones entre
la Geometria Algebrica y la Teoria de Vapnik-Chervonenkis. Nuestros resultados principales, que utilizan como
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ingrediente clave el Erzeugungsgrad, nos permiten responder de forma positiva a la Conjetura 1 y al desafio de
J. Heintz: en el caso de clasificadores binarios de clases parametrizadas por familias de conjuntos constructibles,
la dimension de Vapnik-Chervonenkis y la dimension de Krull estan relacionadas linealmente, salvo por factores
logaritmicos basados en la Teoria de la Interseccion. Usando este resultado, demostramos que los conjuntos
cuestores estan densamente distribuidos en variedades evasivas de dimensién positiva, extendiendo al caso de
dimensioén positiva el tratamiento habitual de dimensién de Krull cero.

Por otro lado, el Capitulo 5 estd dedicado al estudio de redes neuronales con funcién de activacién polinémica
o racional. En el caso racional, consideramos tnicamente redes neuronales que no admiten “Vermeidung von
Divisionen”, es decir, redes neuronales que calculan funciones racionales que no son polinomios. Comenzamos el
capitulo introduciendo el formalismo y recordando sus conexiones con la Geometria Algebraica Computacional
a través del algoritmo cldsico TERA. Posteriormente, aplicamos los resultados anteriores para, por un lado,
estudiar las funciones de crecimiento de la clase de clasificadores binarios asociada a una red neuronal con
funcién de activacién polinémica o racional mientras que, por otro lado, discutimos la existencia y la densidad
de conjuntos cuestores para clases de polinomios y funciones racionales definidas por familias parametrizadas
de redes neuronales.

A finales de los afos 80, N. Natarajan introdujo en [Na, 88] y [Na, 89] una generalizacién del Aprendizaje
binario de L. G. Valiant (cf. [Va, 84]) y de la Teorfa de Vapnik-Chervonenkis (cf. [VC, 71]). La nocién de N.
Natarajan fue denominada Aprendizaje multiclase. El Aprendizaje multiclase difiere del Aprendizaje binario de
Vapnik y Chervonenkis en varios aspectos. FEn el Aprendizaje multiclase se considera una clase de entradas X
y un conjunto de etiquetas que extiende al caso binario (aunque sigue siendo finito). Denotamos a este iltimo
conjunto por Y := Z/pZ = {0,...,p—1}, que son los representantes candnicos de las clases de los restos médulo
p, donde p > 2, no necesariamente primo. Noétese que el caso p = 2 del Aprendizaje multiclase es precisamente
el Aprendizaje binario. Denotamos por V¥ al conjunto de todas las funciones de la forma f: X — ). En el
caso finito, tenemos que X := [n] := {1,...,n}, por lo que las funciones serdn elementos de YI") = Y. Ademds,
como en todos los casos de aprendizaje, disponemos del conjunto Z := X x ), dotado con una c-dlgebra Z(Z)
y una distribucién de probabilidad “desconocida” v : #(Z) — [0,1] (esto significa que los resultados deben
probarse independientemente de la distribucién de probabilidad escogida).

Inspirdndonos en la relacién entre los conjuntos cuestores y la teorfa de Vapnik-Chervonenkis (i.e Aprendizaje
binario), surge de forma natural la siguiente pregunta: eziste alguna conexion entre el Aprendizaje multiclase,
los polinomios y los conjuntos cuestores? El Capitulo 6 constituye un primer acercamiento a esta cuestion y
el inicio de una linea de investigacién orientada a explorar estas posibles conexiones. En este capitulo, nos
centramos en el siguiente objetivo preliminar: el estudio de los elementos implicados en el algoritmo OIG (One
Inclusion Graph) en el contexto del Aprendizaje multiclase. Nuestro objetivo no es estudiar en algoritmo en
si, sino analizar los elementos ligados a este algoritmo y a su estructura de datos subyacente: el hiper-grafo
de una inclusion. El hiper-grafo de una inclusion y el algoritmo OIG fueron empleados por primera vez en
[Ha, 95, HLW, 94] para el caso binario. En [RBR, 06], sus autores extendieron tanto la nocién como el
algoritmo al caso multiclase. Posteriormente, en [DS, 14] y [BCDMY, 22] se vuelve a analizar el algoritmo
en el caso multiclase.

Aunque nuestro objetivo no es estudiar el algoritmo OIG, lo expondremos para ayudar al lector a comprender
la motivacién de nuestra investigaciéon. Comenzamos explicando en qué consiste el “problema de aprendizaje”
en el contexto multiclase. Partimos de una clase de funciones .7 C Y%, habitualmente denominada clase de
conceptos, que representa el conjunto de funciones que se desea aprender. El objetivo es determinar una funcién
a partir de una lista finita de muestras (también llamada dataset) de longitud m:

y = {(xlayl)v‘ ] (mm»ym)} € (X X y)m

Nuestro objetivo no es interpolar una funcion a partir del dataset, sino “calcular algoritmicamente” una funcién
h* € £ que minimice cierta funcién de riesgo. Més ain, en esta memoria no aspiramos a obtener la funcién
h*, sino Unicamente a predecir su valor en un punto dado z € X.

En el algoritmo OIG no trabajaremos directamente con la clase de conceptos S, sino con su restriccién al
dataset junto al punto que queremos evaluar (supondremos que esta restriccién puede “calcularse”):

H:= yf|(xh“_,xw) = {(h(z1), ..., h(zm), h(x)) € Y™« he A}

Antes de presentar el algoritmo, necesitamos introducir la nocién de hiper-grafo de una inclusién. Todo el
material que exponemos a continuacion se detalla en la Seccién 6.2. Consideramos una clase de conceptos finita
H C Y™+ donde, al igual que antes, Y := {0,...,p—1}. Sea m; : Y™+ — Y™ la proyeccién que “olvida” la
coordenada i-ésima. Para cada y € Y™, definimos la fibra sobre y de 7; en H como:

eyi =1 ({y}) N H.
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Si esta fibra es no vacia, definimos la arista: e, ; x {i} € H x [m+ 1] y consideramos todas las aristas asociadas
a la proyeccién 7;:

E,(H):={ey; x{i} : yem(H)}.
Definimos el conjunto de aristas E(H) del hiper-grafo de una inclusién como la siguiente unién disjunta:

m—+1

E(H):= | | Ei(H).

i=1

Para una arista e := e,; x {i} € F(H) y un elemento h € H, decimos que h € e siy solo si h € e,;. El
hiper-grafo de una inclusién asociado a H viene dado por G(H) = (H, E(H)). Una nocién central en nuestra
discusién es la de orientacién de G(H). Una orientacién (cf. Definicién 38) es una aplicacién ¢ : E(H) — H
que satisface la siguiente propiedad:

Ve € E(H), o(e) € e.

Una vez introducidas las nociones necesarias, estamos en condiciones de presentar el algoritmo OIG (revisado),
siguiendo el esquema propuesto en [DS, 14| (ya que la presentacién que realizan en [BCDMY, 22] no nos
parece correcta):

ArLcorITMO 0.2.2 (Algoritmo OIG, revisado, formato Toy Example).

e INPUT:
— Un punto (1,...,Tmy1) € X™HL

— La clase de conceptos H := %ﬁ( ) C ym+l,

T1yeesTomt1
— Un “dataset” y := (y1,...,Ym) € Y™.

guess un indice © € [m + 1]

verify que y € m;(H)

compute una orientacion o : E(H) — H que minimice outdeg, .. (o)

OUTPUT: h:=o0(ey; x {i}) € H % Es decir, h(z;) =h;, hz;) =y; si 1<j<i—1y h(z;) =

yj—1 81t +1<j<m+1

La inclusién de la instruccién guess (con distribucién de probabilidad uniforme en [m + 1]) es un requisito
necesario para que la Proposicién 15 de [ BCDMY, 22] (clave para que el algoritmo anterior sea un algoritmo
de aprendizaje) sea cierta. En otro caso, la Proposicién 15 de [BCDMY, 22] es falsa. Por otro lado, resulta
evidente que la cantidad clave del algoritmo anterior es:

min — outdeg, ,..(H) = min{outdeg, .. (o) : o: E(H) — H es una orientacién}.

La finalidad de nuestro estudio es controlar, de algin modo, la cantidad anterior. Esto se hace en el Teorema
6.4.27, mediante el uso de una nocién original de este capitulo: el grado de salida promedio. Para llegar a este
resultado, ha sido necesario llevar a cabo un anélisis detallado de las distintas nociones de grado (cf. Seccién
6.2) y dimensién (cf. Seccién 6.3), asi como de la técnica de shifting (cf. Seccién 6.4).

0.3. Resumen pormenorizado de los contenidos
Los resultados de esta memoria estan basados en los siguientes trabajos:

e Capitulos 2 y 3: [PS, 22] L. M. Pardo, D. Sebastidn, A promenade through correct test sequences
I: Degree of constructible sets, Bézout’s Inequality and density. J. of Complexity 68 (2022), 101588.

e Capitulos 4 y 5: [PS, 25] L. M. Pardo, D. Sebastidn, Erzeugunsgrad, VC-Dimension and Neu-
ral Networks with rational activation function. En arXiv:2504.11345 [cs.LG|. Sometido a Applicable
Algebra in Engineering, Communication and Computing.

e Capitulo 6: [PSZ, 25] L. M. Pardo, D. Sebastidn, J. Zhang, Some comments on the expected out-
degree and the average degree of the one-inclusion hyper-graph in multiclass learning. Manuscrito en
preparacion.

En las siguientes secciones hemos resumido los principales resultados de cada capitulo. Hemos omitido el
Capitulo 1 por tratarse de un capitulo de material preliminar.
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0.3.1. Capitulo 2: Desigualdad de Bézout para conjuntos constructibles. El objetivo de este
capitulo es generalizar la teorfa del grado para conjuntos localmente cerrados de [He, 83] al caso de conjuntos
constructibles. En primer lugar, un conjunto constructible es un subconjunto C' C A™(K) que puede obtenerse
como la proyeccién de una variedad algebraica de un espacio afin de dimensién mayor (ver, por ejemplo,
[Ch, 64-65]). Uno de los problemas de la Geometria Algebraica afin es la falta de una teoria consistente
para el grado de conjuntos constructibles que cumpla, al menos, una Desigualad de Bézout (el grado de la
interseccién esté acotado por el producto de los grados). En [He, 83], J. Heintz definié el grado de un conjunto
constructible C' como el grado de su clausura Zariski, que denotamos por deg,(C). Como ya observé el propio
J. Heintz en [He, 85], la Desigualdad de Bézout de [He, 83] es tinicamente valida en el caso de conjuntos
localmente cerrados. En el Ejemplo 2.1.1, mostramos un ejemplo original de un conjunto constructible C,
conocido como La Croiz de Berny, y una variedad algebraica V tal que deg,(C' N V) no estd acotado por el
producto deg,(C) deg, (V). Por lo tanto, deg, no satisface ni la Desigualdad de Bézout ni otros resultados de
[He, 83].

Inspirados por el espiritu implicito en [He, 83], nuestro trabajo crea un paradigma de lo que cualquier nocién
de grado para conjuntos constructibles debe satisfacer. Un grado para conjuntos constructibles ha de ser una
cantidad (que actia como un volumen o una probabilidad) que verifica las siguientes propiedades:

e Es siempre finita y coincide con la nocién habitual en el caso de variedades algebraicas y conjuntos
localmente cerrados.

e Es sub-aditiva.

e Presenta un “buen comportamiento” con respecto a las intersecciones con variedades lineales afines y
con respecto al producto cartesiano.

e Satisface una Desigualdad de Bézout.

e Estd “controlada” bajo proyecciones e imagenes de aplicaciones lineales.

e Satisface alguna variacién de la Proposicién 2.3 de [HS, 82].

De las propiedades anteriores, inicamente la Proposicién 2.3 de [HS, 82] requiere algunas explicaciones adi-
cionales. Notese que una aplicacién directa de la Desigualdad de Bézout sitia la co-dimension en el exponente
de las cotas para el grado de la intersecciéon de varios objetos geométricos. Es decir, dados f1,...,fn €
K[Xy,...,X,] tales que V := Vi (f1,..., fm) tiene dimensién n —m y una variedad algebraica W C A™(K), la
Desigualdad de Bézout nos proporciona la siguiente cota superior:

deg(W N Va(f1, -, fin)) < deg(W) [ deg(fi) < deg(W) (max{deg(f1), ..., deg(fn)}) ™).
i=1
Sin embargo, la Proposicién 2.3 de [HS, 82] reemplaza la co-dimensién de V por la dimensién de W, destacando
el papel de la dimensién de W en este tipo de cotas superiores. Esto es, aplicando la Proposicién 2.3 de [HS, 82],
obtenemos: .
deg(W N Vi(f1,- fn)) < deg(W) (max{deg(f), .., deg(fu) ™.

El “trade-off” entre estas dos cotas superiores es el ingrediente clave para demostrar en el Capitulo 3 la
existencia y la alta probabilidad de conjuntos cuestores de longitud asintéticamente 6ptima en cualquier conjunto
constructible.

Teniendo en cuesta los requisitos previos, hemos definido dos nociones originales y distintas de grado para
conjuntos constructibles. La primera nocién de grado para conjuntos constructibles C' C A™(K) estd basada en
el hecho de que los conjuntos constructibles pueden representarse como uniones finitas de conjuntos localmente
cerrados irreducibles (cf. Lema 1.1.2 para més detalles). Denotaremos a esta nocién por deg,.;(C') (ver Definicién
13). Por otro lado, la segunda nocién de grado se basa en que los conjuntos constructibles pueden representarse
como proyecciones C = 7(W) de conjuntos localmente cerrados W C A™(K), donde m > n. Para esta
segunda nocién, usaremos la notacién deg, (C') (ver Definicién 14). A continuacién, veremos cémo las diferentes
propiedades del paradigma descrito previamente se aplican de forma distinta al deg;.; y deg,. No hemos tomado
una decisién sobre cual de las nociones es “mejor” o “mas apropiada”. En los siguientes parrafos, resumimos
algunas de las propiedades de estos grados que se demuestran en esta memoria.

En el Ejemplo 2.1.3, mostramos un conjunto constructible C C A%(C) (una variacién de La Croix de Berny) en
el que las tres nociones de grado toman valores distintos:

degz(c) < deg.,r(C) < deglci(c)'
Hemos descartado deg, como nocién de grado ya que no verifica la Desigualdad de Bézout. Por lo tanto,
nos centraremos en el estudio de deg),; y deg,. Demostramos que ambas nociones de grado verifican las

propiedades esperadas: son sub-aditivas (cf. Proposicién 2.1.2), generalizan la nocién de grado para conjuntos
localmente cerrados de [He, 83] (cf. Proposicién 2.1.9) y tienen un buen comportamiento para intersecciones
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con variedades afines lineales y el producto cartesiano (cf. Proposicién 2.1.13). Finalmente, probamos que
ambas nociones de grado satisfacen una Desigualdad de Bézout para conjuntos constructibles (cf. Teorema
2.1.14). Este resultado afirma simplemente que, dados dos conjuntos constructibles C, D C A™(K), se verifican
las siguientes desigualdades:

deg,(C'N D) < deg, (C) deg, (D), degy;;(C'N D) < deg;(C) degye; (D).

Desafortunadamente, no hemos podido esclarecer completamente el papel de ambas nociones con respecto a las
dos propiedades restantes: la Proposicion 2.3 de [HS, 82] y el grado de las imdgenes bajo aplicaciones lineales.
Obviamente, deg, es “perfecto” para acotar el grado de las imdgenes bajo aplicaciones lineales. Por otro lado,
se puede extender la Proposition 2.3 de [HS, 82] para la interseccién de un conjunto constructible con varios
conjuntos localmente cerrados tanto para degy,; (cf. Proposicién 2.2.2) como para deg, (bajo la hipétesis de
presentable equidimensionalmente, cf. Proposicién 2.2.3).

En la Seccién 2.2, demostramos que deg,.; satisface una estimacién similar a la Proposicién 2.3 de [HS, 82]
para conjuntos constructibles de cualquier tipo (cf. Teorema 2.2.1), intercambiando la co—dimensién por la
dimensién en el exponente de la cota superior. A continuacién, reproducimos dicho teorema para facilitar al
lector el acceso a los resultados principales:

TEOREMA (DESTACABLE) 0.3.1 (Cotas superiores para el grado LCI de la interseccién de varios
conjuntos constructibles). Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y sea C1,...,Cs C A"(K) una familia
de conjuntos constructibles. Sea r := dim(C4) > 0 la dimension del conjunto constructible Cy. Se verifican las
stquientes desigualdades:

i) Primera cota superior:

S S _ 1
deg,, (ﬂ @) Sdeglci< cz») < (”jj )degm(cl)<max{degm(cj> 2<j<s)
i=1 =1

i1) Segunda cota superior:

deg, <ﬂ Ci) < degy; (ﬂ Ci) < deg;(C1) (1 + Zdegmi(@)) :
1=2

i=1 i=1
i11) Cota superior en términos del grado promedio: Dada una familia de conjuntos constructibles
Cy,...,Cs CTAM(K),

definimos su grado promedio como:
1 S
deg,.(C1,...,Cs) := gZdeglci(Ci).
i=1

Entonces, también tenemos que:

deg, (m C’i> < degy <ﬂ CZ) < deg,;(C1)s" (deg,, (C1,...,Cs))".

i=1 i=1

No hemos logrado establecer un resultado similar con deg, en el lado derecho de alguna de las desigualdades
anteriores. Tampoco hemos encontrado un contra-ejemplo que demuestre que deg, no es adecuado para este
tipo de resultados.

Por otro lado, también hemos estudiado como se comporta el grado de las imagenes de conjuntos constructibles
bajo aplicaciones lineales (como en el Lema 2 de [He, 83]). Sea C C A™(K) un conjunto constructible y ¢ :
A"(K) — A™(K) una aplicacién lineal. En el Ejemplo 2.1.3, demostramos que existen variedades algebraicas
W C A3(C) que verifican la siguiente desigualdad:

deg); (((W)) > degy;(W) = deg(W).

Por lo tanto, el Lema 2 de [He, 83] es falso para conjuntos constructibles y deg;.;. Esto es, el grado de las
imégenes de conjuntos constructibles por aplicaciones lineales puede aumentar. En el [tem i) de la Proposicién
2.1.11, probamos que: deg,(£(C)) < deg;;(C). Como ya hemos comentado antes, el deg, se comporta de forma
adecuada respecto a las aplicaciones lineales (cf. Proposicién 2.1.12). En concreto, demostramos que se cumple
lo siguiente:

deg, (€(C)) < deg,(£(C)) < deg,(C) < deg,;(C),
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para cualquier conjunto constructible C' y cualquier transformacién lineal £. Estas desigualdades dan lugar a la
nocién de defecto de la imagen ¢(C') de un conjunto constructible, definida como la siguiente diferencia:

degy; (£(C)) — deg, (¢(C)).

Este capitulo estaria, de alguna forma, incompleto si no intentdsemos obtener algunas cotas superiores para
este defecto. Esto se hace en la Subseccién 2.3.1, donde obtenemos cotas superiores para el defecto en el Lema
2.3.2. En la Observacién 2.3.3, mostramos un ejemplo en el que la cota superior obtenida en el Lema 2.3.2 es
Optima.

Las desigualdades anteriores muestran un control del grado de la imagen de un conjunto constructible obtenido
mediante aplicaciones lineales. Son cotas del tipo intrinseco-seméntico en la medida en que los tinicos elementos
que intervienen dependen del conjunto constructible C'. Sin embargo, en muchas ocasiones nuestro objeto
geométrico viene dado mediante expresiones sintacticas que involucran ecuaciones polinomiales. Los polinomios
particulares que definen un objeto geométrico no estdn univocamente determinados por el objeto y pueden
tener variaciones con impacto en la Teorfa de la Intseccién (cf. [HMPP, 21], por ejemplo). En este sentido,
podemos considerar extrinsecas las acotaciones de grados de objetos geométricos a partir de las ecuaciones
que los definen. Més atin, en muchas aplicaciones solo disponemos de la informacion sintdctica-extrinseca para
poder controlar los grados de los objetos geométricos y sus transformaciones. Por ello, en la Subseccién 2.3.2,
hemos obtenido una cota superior extrinseca para deg.;(¢(C)). Para que el lector tenga una idea més clara de
a qué nos referimos, reproducimos a continuacién el Teorema 2.3.4 de la Subseccién 2.3.2. En este resultado,
demostramos que deg, ;(£(C)) esta acotado (y, por lo tanto, “controlado”) en términos de algunas cantidades
sintécticas que dependen tnicamente de C:

TEOREMA (DESTACABLE) 0.3.2. Sea K wun cuerpo algebraicamente cerrado. Sea V- C A™(K) una variedad
algebraica irreducible de dimension r. Sea m un entero positivo tal que m < n. Supongamos que existen
polinomios g1, ...,g9s € K[X1,...,X,] de grados d; := deg(g;), 1 < i < r, tales que V.= Va(q1,...,9s) y se
verifican las siquientes desigualdades:
di>dy>...>ds.
Consideremos la siguiente cantidad:
., d; sis<n-—m

N = N(dl,...,ds,n,r) = {st (H?;lmfl dz) -1 sis >n—m

Definamos las siguientes cantidades:
e (N +(n— m)>

n—m

w2 (TR
A" = min{N, M +1}.

Sea m: A"(K) — A™(K) la proyeccion candnica que “olvida” las dltimas n — m variables y sea W := (V)
la clausura Zariski de 7(V') en A™(K). Entonces, tenemos que:

degye; (w(V)) < deg(V) (2dy )1 (g BmWIHL

z

0.3.2. Capitulo 3: Conjuntos Cuestores. En el Capitulo 3 revisamos y generalizamos la nocién de
conjunto cuestor y sus resultados. Comenzamos la Seccién 3.1 generalizando la definicién de conjunto cuestor
introducida en [HS, 82] para Tests de Nulidad de Polinomios al caso de aplicaciones a valores vectoriales (ver
Definicién 16). Esto es, consideramos un conjunto X y una clase de funciones .#(X) C KX con valores en un
cuerpo K. Dado Q C .Z(X)™, una clase distinguida de funciones en .#(X)™ (i.e. aplicaciones e X a K"), y
un subconjunto X C Q, un conjunto cuestor de longitud L para Q0 con discriminante ¥ es un conjunto finito de
L elementos Q := {z1,...,z1} C X tal que se verifica la siguiente férmula:

(0.3.1) VieQ, flx1)=-=flry)=0€ K" = feX

En el caso ¥ = {0} € Q, decimos simplemente que Q es un conjunto cuestor para 2. El objetivo de esta seccién
es mostrar varias nociones equivalentes a los conjuntos cuestores segiin el contexto: como puntos para Tests de
Identidad (ver Proposicién 3.1.1), como conjuntos normantes finitos en el caso de que K sea un cuerpo con algin
valor absoluto (ver Proposicién 3.1.5), en el anillo de funciones continuas % (X') sobre un espacio topolégico (ver
Proposicién 3.1.7) o como muestras en Espacios de Hilbert con Nicleo Reproductor (ver Proposicién 3.1.10).
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En la Subseccién 3.1.1, nos centramos en el caso de los polinomios multivariados. Sea K un cuerpo alge-

braicamente cerrado y d € N un entero positivo. Consideramos el espacio PdK = PdK(Xl, ..., X,) de todos
los polinomios en K[X,...,X,] de grado a lo sumo d. Para una lista de grados (d) := (di,...,dn) € N™,
consideramos la clase 9(1;) de todas las listas f := (f1,..., fm) de m polinomios tales que f; € Pdlf para cada

i, 1 <i < m. Estudiaremos los conjuntos cuestores Q asociados a subconjuntos constructibles 2 C &4, con
respecto a algiin subconjunto discriminante > C . Nuestro primer resultado en este contexto es la maldicion de
la dimensionalidad de los conjuntos cuestores (cf. Proposicién 3.1.12): si Q es un conjunto cuestor de longitud
L para un conjunto constructible 2 C &4y con respecto a ¥ C €2, entonces:

L > dim(?) — dim(X) = codimg(%).

La cota anterior establece un limite inferior para la longitud de los conjuntos cuestores. Por este motivo, decimos
que un conjunto cuestor tiene longitud asintéticamente dptima si su longitud estd en O(dim(2)).

A continuacién, en la Seccién 3.2, abordamos la cuestién de la existencia conjuntos cuestores de longitud
asintéticamente éptima. Nuestro resultado principal (cf. Teorema 3.2.1) demuestra, en primer lugar, que exis-
ten conjuntos cuestores para cualquier conjunto constructible y no Unicamente para conjuntos constructibles
parametrizados como en [HS, 82]. En segundo lugar, probamos que los conjuntos cuestores pueden encon-
trarse en cualquier conjunto localmente cerrado de co—dimensién y grado adecuados, ampliando asi la clase de
conjuntos “reticulares” (de la forma (Q; x --- x @,)* C (A™)f, donde Q; C K es un conjunto finito) consi-
derada en [HS, 82]. Finalmente, y no menos importante, demostramos que los conjuntos cuestores de longitud
asintéticamente 6ptima son altamente densos en términos probabilisticos en cualquier conjunto de la forma C¥,
donde C' es un localmente cerrado y L estd en O(dim(2)).

Dado un conjunto localmente cerrado C C A™(K'), un entero positivo L € Ny £ y ¥ como antes, denotamos
por R(, %, C, L) al conjunto constructible de todas las listas Q € C* de longitud L que son conjuntos cuestores
para €2 con respecto a . El Teorema 3.2.1 demuestra que, bajo ciertas hipotesis técnicas sobre el grado y la
co-dimensién de C, para L > 6dim(Q2), el conjunto R(Q, X, C, L) es altamente denso en C*. En el Corolario
3.2.4, extendemos el teorema anterior al caso en el que C es también un conjunto constructible de grado y
co-dimensién adecuados.

Una de las dificultades que hemos tenido para demostrar este tipo de resultados es que no hay una forma
“inmediata” de definir una distribucién de probabilidad en R(€2,%,C,L). Al comienzo de la Seccién 3.2,
incluimos varias referencias que explican cémo lograr lo anterior a través del nimero esperado de puntos en
intersecciones con varieades lineales afines “aleatorias” A C A™(K) en el Grassmaniano G(n,n —r), donde r es
la co—dimensién de C'. Esto es, con el fin de estudiar la distribuciéon de probabilidad de los conjuntos cuestores
de longitud L para ) con respecto a % en un conjunto constructible C, estudiamos la siguiente probabilidad:

#(R(Q,2,0,L)n AF)
#((CNA)E)

donde (C'N A)¥ estd dotado de su distribucién de probabilidad uniforme y A es una variedad afin lineal que
pertenece a un subconjunto abierto y denso con respecto a la topologia final (de Zariski) en G(n,n — r).

PI‘Ob(CmA)L [R(Q, Z, C, L)] =

Discutimos el caso particular en el que C' en una variedad de intersecciéon completa en varios corolarios. Repro-
ducimos aqui el Corolario 3.2.5, que muestra la alta densidad de conjuntos cuestores cuando C' es una variedad
de interseccién completa de co-dimension y grado adecuados:

TEOREMA (DESTACABLE) 0.3.3. Sean m,n € N dos enteros positivos, con m < n, y sean (d) := (di,...,dn)
una lista de grados y d := max{dy,...,d,}. Sean ¥ C Q dos subconjuntos constructibles de 2 ) (X1,...,Xy)
tales que X tiene co—dimension al menos 1 en 2. Supongamos que QL \ ¥ satisface la siguiente propiedad:

(0.3.2) V= (fis. s fm) € Q\E, dim(Va(f1, ..., fm)) =n —m.

Sea C := Vy(hy,...,h,) C A"(K) una variedad algebraica de interseccion completa de co—dimension r >
(n—m)+m/2+1/2 tal que deg(C) > ", donde 6 := min{deg(hy),...,deg(h,)}. Sea L € N un entero positivo
y supongamos que se verifican las siguientes propiedades:
i) L > 6dim(Q),
ii) log(0) > max{2(1 + log(d + 1)), 2&eBaly )
iti) max{deg(hi),...,deg(h,)} < (1 + —1-)8.

n—m

Sea R := R(Q,%,C, L) el conjunto constructible de todas las listas Q € CF de longitud L que son conjuntos
cuestores para Q con respecto a X.. Entonces, existe un subconjunto abierto no vacio G(C) C G(n,n —r), con
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respecto a la topologia final inducida por la aplicacion suprayectiva 9 introducida en la Ecuacion (1.2.2), tal que
para cada A € G(C), la probabilidad de que una lista Q € (VN A)L escogida aleatoriamente esté en R satisface:
1

Probcrayc[R] > 1 - dogpe; (Q)edm() Hm-1)L

donde (V N A)L estd dotado de su distribucion de probabilidad uniforme.

Noétese que si dotamos a C' de una distribucién de probabilidad basada en una férmula del tipo Poincaré para
cuerpos algebraicamente cerrados (ver la Seccién 2 de [BP, 07] para el caso complejo) involucrando #(C'NA) con
A € G(n,n —r), el resultado anterior simplemente establece que la medida de R(Q,%,C, L) en C* es cercana
al.

Con el objetivo de enfatizar algunas de las caracteristicas en las que se diferencian los Tests de DeMillo-Lipton—
Schwartz—Zippel y los conjuntos cuestores, demostramos que los conjuntos cuestores de longitud asintéticamente
6ptima son altamente densos en el conjunto de muestro empleado por estos autores en [DML, 78|, [Zp, 79]
and [Sch, 80]. Lo anterior se recoge en el Corolario 3.2.9, que reproducimos a continuacién:

COROLARIO (DESTACABLE) 0.3.4. Sean n,d € N dos enteros positivos. Sea k un cuerpo y K su clausura
algebraica y sea Q un subconjunto constructible de PX. Supongamos que Q\ {0} # 0. Sea Q C k un conjunto
finito. Sea L € N un entero positivo tal que se verifican las siquientes propiedades:

i) L > 6dim(2) y,
i1) $(Q) 2 max{(e(d + 1))?, degi;() T ).
Entonces, la probabilidad de que una lista Q € VI = (Q")L escogida aleatoriamente sea un conjunto cuestor
para ) es mayor que:
1
b deg; ()edim()”
En el caso de entrada denso (i.e. cuando Q = PdK), para cualquier L > 6dim(PdK) y Q C k tal que:

8(Q) > (e(d +1))?,

la probabilidad de que una lista Q € (Q")L escogida aleatoriamente sea un conjunto cuestor para P&K es mayor
que:

1
LT
En la Seccién 3.3, reformulamos dos enunciados del Método Polinomial (terminologia debida a T. Tao en
[Tao, 14]) en términos de conjuntos cuestores. Por un lado, discutimos, en la Subseccién 3.3.2, la cota inferior
exponencial obtenida por Z. Dvir para los conjuntos de Kakeya (cf. [Dv, 09]) en términos de conjuntos cuestores.
Bésicamente, un conjunto E C A"(F,), donde F, es un cuerpo finito, se denomina conjunto de Kakeya si
contiene una recta en cada direccién. Demostramos que los conjuntos de Kakeya son conjuntos cuestores para
ciertos conjuntos constructibles y, por lo tanto, la cota inferior de Z. Dvir es una consecuencia inmediata de la
maldicion de la dimensionalidad discutida previamente (cf. Corolario 3.3.2). Ademds, también demostramos
que la mayoria de los conjuntos cuestores no son conjuntos de Kakeya cuando el grado de los polinomios
involucrados estd acotado por ¢'=¢ — 1 para valores pequefios de € > 0 (cf. Corolario 3.3.3). A continuacién,
reproducimos el Corolario 3.3.3 con el objetivo de facilitar al lector el acceso a los resultados principales:

1—

COROLARIO (DESTACABLE) 0.3.5. Sea F, un cuerpo finito con q elementos y sea E su clausura algebraica. Sea
d € N un grado y k € N un entero positivo tal que:

(0.3.3) d<q=F—1.
Entonces, para s := k(d:"), la probabilidad de que una lista de puntos Q € A™(F,)® sea un conjunto cuestor
para Py(X1,...,X,) con respecto a {0} es al menos:
1
1- qdim(®)”

Si, ademds, d,k,q y n verifican la siguiente desigualdad:

k<d+n> <q7,
n 2n

entonces existen conjuntos cuestores para Py(Xy,...,X,) con respecto a {0} que no son conjuntos de Kakeya.
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Por otro lado, en la Subseccién 3.3.3, demostramos también que el Nullstellensatz Combinatorio de Alon (cf.
[Al, 99]) est4 relacionado con los conjuntos cuestores. En particular, mostraremos cémo la dualidad de dlgebras
reducidas cero-dimensionales (véase también [Pa, 24]) estd relacionada con el resultado principal de Alon en
[Al, 99].

En la dltima seccion del capitulo, esto es, en la Seccion 3.4, presentamos un algoritmo probabilista que muestra
tanto la potencia como las limitaciones de los conjuntos cuestores. Empleamos conjuntos cuestores de longitud
asintéticamente dptima para disenar un algoritmo que decide si una lista de ecuaciones es una “Suite Sécante”.
Este problema puede enunciarse de la siguiente forma:

PROBLEMA 3 (Problema de la “Suite Sécante”). Dado f := (f1,..., fm) € P(a), decidir si f es una “Suite
Sécante”. FEs decir, decidir si se verifica la siguiente propiedad:

La variedad algebraica Vy(f1,.-., fm) € A"(K) es una variedad no vacia de dimensidn n —m.

Nuestro algoritmo probabilista es algo “extrano” silo comparamos con las técnicas que se utilizan habitualmente
en Geometria Algebraica Computacional. En este dmbito, la entrada de los algoritmos suele ser una lista de
polinomios y el objetivo es determinar, entre otras cosas, la dimensién del conjunto afin de sus ceros comunes.
Esto se lleva a cabo manipulando la lista de entrada de diferentes formas (calculando una base de Grobner
del ideal, utilizando variaciones de los Teoremas de Bertini para aproximar el conjunto de ceros mediante una
variedad de interseccién completa, etc...).

La caracteristica principal de nuestro algoritmo es que responde al problema de la “Suite Sécante” realizando un
numero polinomial de operaciones aritméticas sin manipular la lista de los polinomios de entrada: simplemente
evalida la lista de ecuaciones polinomiales f en unos puntos seleccionados aleatoriamente, es decir, calcula
flx1),..., f(zr) € K™ para algunos x1,...,x;. Obviamente, la correccién de la respuesta no estd garantizada:
depende de una probabilidad de error acotada.

Por otro lado, nos restringimos al caso de cuerpos que son adecuados para muestrear conjuntos cuestores.
Decimos que un cuerpo K es adecuado para muestrear conjuntos cuestores en variedades cero-dimensionales
si verifica la siguiente propiedad: para cada R € N y para cada entero positivo n € N, existe una variedad
cero-dimensional Zp C A"(K) de grado R"™, dada por ecuaciones polinomiales de grado a lo sumo R, y de
manera que la siguiente tarea pueda realizarse con a lo sumo O(nlog,(R)) operaciones aritméticas:

muestrea aleatoriamente x € Zp,

con respecto a la distribucién uniforme en Zg.

El Teorema 3.4.2 muestra al mismo tiempo la potencia y las limitaciones de los conjuntos cuestores. Por un
lado, los conjuntos cuestores son potentes ya que ayudan a obtener respuestas rapidas con probabilidad de error
pequenia. Sin embargo, al mismo tiempo, para m > 2, no podemos garantizar que la respuesta sea correcta, ni
siquiera en uno de los lados. Es decir, nuestro algoritmo probabilista no es del tipo Montecarlo. La necesidad
de muestrear puntos de forma aleatoria se debe a que no se conocen algoritmos deterministas eficientes para
calcular conjuntos cuestores (ver [Sax, 14] y sus referencias). A continuacién, reproducimos el Teorema 3.4.2
para facilitar al lector el acceso a los resultados principales:

TEOREMA (DESTACABLE) 0.3.6. Sea K un cuerpo adecuado para muestrear conjuntos cuestores. Sea (d) :
(di,...,dm) una lista de grados y 2 C 33(15) un subconjunto constructible de listas de polinomios. Sea U C P (g
el subconjunto abierto Zariski de sistemas de ecuaciones polinomiales f = (f1,..., fm) tales que:

dim(Va(f1,..-, fm)) =n—m.

Supongamos que Q\ U tiene dimension a lo sumo dim(Q2) — 1. Entonces, existe un algoritmo probabilista para
el problema de la “Suite Sécante” con entradas restringidas a Q) que satisface las siguientes propiedades:

i) Dados como entrada f € Q y las cantidades dim(Q2) y deg;,;(2):
e SifeQnU, el algoritmo responde “f es una Suite Sécante” con probabilidad mayor que:
1 1
degy; (2)em dim()°

o Si el algoritmo responde “f no es una Suite Sécante”, entonces f € Q\ U (i.e. f no es “Suite
Sécante”) con probabilidad mayor que:
1 1
degy; (2)em dim()°
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i) Si B C 29 es una o-dlgebra que contiene a los subconjuntos de Borel de Q con respecto a la topologia
de Zariski y p : B — [0,1] es una distribucion de probabilidad sobre 9B, entonces:

wulf € Q ¢ el algoritmo responde de forma incorrecta sobre f]

es a lo sumo:

- Q .
deglci(Q)emdlm(Q) +'u'[ \U]

it1) El tiempo de ejecucidn del algoritmo en términos de operaciones aritméticas es a lo sumo:
O (dim(2)n ((T + log(dim(£2)) + log(d)) + Tnlog(deg.;(2))),

donde T es el numero mdzimo de operaciones aritméticas requeridas para evaluar cualquier lista f =
(fis--+) fm) € Q en un punto y d := max{ds,...,dp}.

En el caso denso (i.e. = BZ({%), el nimero total de operaciones aritméticas es del orden:
O(nN(2d) )v
donde N(d) = dimK(ﬂ(d)) y
ulf € W(Ig) : el algoritmo responde de forma incorrecta sobre f|

esta acotado por:

1

K
N +ulZa \ U],

donde p es una distribucién de probabilidad en 3”{5).

Por otra parte, mostramos en el Corolario 3.4.7 una aplicacién del teorema anterior al caso en que {2 es un
conjunto constructible de listas de ecuaciones polindémicas dadas por un esquema de evaluacion de talla y
profundidad acotada.

En el caso m = 1, el algoritmo esta en la clase RPg. Con algunas pequenias modificaciones, podemos trans-
formar de manera sencilla nuestro en algoritmo en otro que demuestre que el problema de la “Suite Sécante”
estd en la clase RPEN. Esto es, el problema de la “Suite Sécante” es decidible por un algoritmo probabilista
del tipo Montecarlo usando ordculos que deciden si una lista de ecuaciones polinomiales define o no la variedad
vacia (Nullstellensatz de Hilbert).

La complejidad de nuestro algoritmo esta determinada por dos factores: el coste de muestrear una lista aleatoria
de puntos Q := {x1,...,x1} C A"(K) y el coste de evaluar la lista de polinomios de entrada f := (f1,..., fm)
en los puntos de la lista muestreada. El segundo factor, esto es, el nimero de operaciones artiméticas requeridas
para evaluar los polinomios en la lista de puntos, estd relacionado con el problema de la evaluacién multivariada
en multiples puntos (en inglés “multivariate multi—point evaluation”). Varios autores, en sucesivos articulos, han
demostrado que la complejidad asintotica de la evaluacién multivariada en multiples puntos es arbitrariamente
cercana a la lineal (ver el increible trabajo realizado en [KU, 08], [KU, 11|, [HL, 20], [NRS, 20], [HL,21]
y sus referencias). Dentro de algunos contextos, como el caso de cuerpos finitos “grandes” K, el tiempo de
ejecuciéon de nuestro algoritmo probabilista es casi lineal gracias a los avances de estos autores.

Notese que, nuestro enfoque, es de alguna forma “inverso” a la evaluaciéon multivariada en multiples puntos, ya

) ) )
que nuestros conjuntos cuestores son una especie de “multiples puntos” donde la interpolacién esta garantizada
aunque no sea deseable (ver Proposicién 3.1.2).

0.3.3. Capitulo 4: Erzeugungsgrad y dimension de Vapnik-Chervonenkis. En este capitulo, es-
tablecemos conexiones entre la Teoria de la Interseccién afin sobre cuerpos algebraicamente cerrados y la Teoria
de Vapnik-Chervonenkis en el caso de familias de clasificadores binarios asociadas a clases parametrizadas de
conjuntos constructibles. Estas conexiones nos permitirdn responder afirmativamente a la Conjetura 1 (y al
desafio de J. Heintz).

En el caso de la Geometria Algebraica Real y la Teoria de Vapnik-Chervonenkis, existen ciertas conexiones
(cf. [GJ, 95], [CKKLW,95], [KM, 97|, [MPC, 08], [MP, 09] y sus referencias) que no son vélidas para
cuerpos de caracteristica positiva y se basan en cotas para el nimero de componentes conexas de conjuntos
semi-algebraicos (cf. [Mi, 64], [Th, 65], [Ol, 51], [OP, 62] y [Wa, 68]). En este capitulo, estableceremos
conexiones vélidas para cualquier caracteristica. Para ello, emplearemos el Erzeugungsgrad, una nocién de la
Teoria de la Interseccién definida por J. Heintz en [He, 83].

Antes de estudiar estas conexiones, debemos corregir un defecto que aparece en la formulacién original del
Erzeugungsgrad en [He, 83]. J. Heintz utilizé el deg, para conjuntos constructibles para definir esta nocién.
En el Ejemplo 2.1.1, mostramos que el deg, no satisface la Desigualdad de Bézout y, en consecuencia, su uso
afecta tanto a los argumentos como a las cotas que involucran al Erzeugungsgrad. Dedicamos la Seccién 4.1
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a adaptar el Erzeugungsgrad y sus cotas combinatorias al caso de conjuntos constructibles usando nociones
adecuadas para el grado (en particular, emplearemos el deg;.; que hemos introducido en la Definicién 13).
Comenzamos la Subseccién 4.1.1 generalizando la nocién de grado LCT de un conjunto constructible a una
familia finita de conjuntos constructibles:

DEFINICION 2 (Grado de una familia finita de conjuntos constructibles). Sea .# una familia finita de
subconjuntos constructibles de A™(K). Sea C una aplicacion que asocia a cada subconjunto construcible X € F
una descomposicion en subconjuntos localmente cerrados irreducibles de grado LCI minimo de acuerdo a la
Definicion 13. Entonces, definimos la clase finita de variedades irreducibles asociadas a C mediante la siguiente
igualdad:
C(F,0):={VCA"(K) : IX € .F, IWeC(X), V=W }= [J{W : WecCX)}
XeF

Definimos el grado de la familia F con respecto a la aplicacion C como la suma de los grados de todas las
variedades irreducibles V € € (F,C):

deg (#,0):= > deg(V).
VEE(Z,0)
Finalmente, definimos el grado de la familia F como el minimo de estos grados:
deg(#) := min{deg(.#,C) : C asocia a cada X € .% una descomposicién de grado LCT minimo}.

Siguiendo las ideas de J. Heintz en [He, 83], también consideramos el Z-grado de una familia finita de conjuntos
constructibles:

DEFINICION 3 (Grado de las clausuras Zariski de una familia finita de conjuntos constructibles).
Sea F una familia finita de subconjuntos constructibles de A™(K). Definimos:

P9(F) :={V CA"(K) : 3X €.Z, V es una componente irreducible de X }.
El grado de las clausuras Zariski de una familia F se define como la siguiente cantidad:

deg,(F) := Z deg(V).
Veg(#,0)

Nétese que si denotamos por Z  := {Yz : X € #}, entonces:
deg, (F) = deg(7),

que se corresponde con la nocién original de [He, 83]. Las dos nociones de grado que acabamos de definir son
sub-aditivas (cf. Lema 4.1.4) y coinciden en el caso de familias de conjuntos localmente cerrados (cf. Proposicién
4.1.5).

A continuacién, generalizamos la nocién de celda definida en la Seccién 3 de [He, 83] como sigue:

DEFINICION 4 (H—definible, H—celda). Sea H una clase finita de subconjuntos constructibles de A™(K) y
sea C C A™(K) otro conjunto constructible.
o Sea B(H,C) el dlgebra booleana de los subconjuntos de C' generados por H. Un subconjunto X de C
recibe el nombre de H—definible en C' si pertenece a esta dlgebra booleana, i.e. X € B(H,C).
e Llamamos H—celda en C' a cualquier subconjunto X C C' de modo que existe M C H tal que:

X:Cm(ﬂ Y)ﬂ () (C\Y)

YeM YeM

Denotamos por Z(H,C) a la clase de todas las H—celdas no vacias en C.
o Finalmente, definimos la clase Gen(#(H,C)) como la clase de todas las familias finitas de variedades
algebraicas W := {Wh, ..., W;} tales que B(H,C) C B(W,C).

Nétese que Z(H, C) define una particién de C'y que cada elemento en B(H, C') puede escribirse como la unién
finita de H—celdas en C'. Finalmente, definimos la nocién clave del capitulo, el Erzeugungsgrad de una familia
de conjuntos constructibles, de la siguiente forma:

DEFINICION 5 (Erzeugungsgrad). Sea H una familia finita de conjuntos constructibles de A™(K). Definimos
el Erzeugungsgrad o “grado de generacion” de H como:

grad(#H) := min{degW) : W € Gen(B(H,A"(K))), W es una familia finita de conjuntos cerrados}.



xviii 0. CONTEXTO Y RESUMEN DE CONTENIDOS DE LA MEMORIA

El lector debe observar que, en el caso de variedades algebraicas, el grado (en el sentido de [He, 83]) y el Erzeu-
gungsgrad, que acabamos de introducir, son cantidades muy diferentes. El Erzeugungsgrad siempre es menor
o igual que el grado, i.e. grad(H) < deg,(#), donde H es una clase formada por una sola variedad algebraica.
En algunos casos, el Erzeugungsgrad puede ser extremadamente menor. A modo de ejemplo, consideremos el
caso de una clase de conjuntos constructibles H := {V} formada por una sola variedad algebraica V de di-
mension n—r. Supongamos, ademads, que esta variedad es de interseccién completa, es decir, existen polinomios
fis--o, fr € K[X4,...,X,] de grados respectivos di,...,d,., tales que V := V(fi,..., f.). Genéricamente, el
grado de V (y, por tanto, el grado de la clase H) es el ntimero de Bézout:

@ = ﬁd“
i=1

que es una cantidad exponencial en la co-dimensién. Sin embargo, grad(H) esta acotado por la suma:

zr:dia
i=1

que es lineal en la co-dimension. Esta diferencia hace que el uso del Erzeugunsgrad para cotas combinatorias
(como se hace en el Teorema 0.3.7 més abajo) permita obtener cotas mucho més finas que las que se obtendrian
usando Unicamente el grado como invariante. Nuestro resultado principal en este contexto es la siguiente
generalizacién del Teorema 2 de [He, 83]. En nuestro resultado evitamos los problemas causados por el Z—grado
y extendemos las cotas para celdas definidas dentro un conjunto constructible fijo C C A™(K). Es importante
senalar que este teorema conecta aspectos combinatorios con nociones de la Teoria de Interseccién afin mediante
cotas superiores (que no son necesariamente éptimas).

TEOREMA (DESTACABLE) 0.3.7 (Erzeugungsgrad y cotas combinatorias). Sea C' C A"(K) un conjunto
constructible y H una familia finita de subconjuntos constructibles de A™(K). Entonces, tenemos que:
i) 8(Z(H,0)) < degy; (C)(1 + grad(H))) ™).

ii) deg.(#(H,C)) < degy(C)(1 + grad(H)) ™).

iii) Cualquier subconjunto finito H— definible de C contiene a lo sumo deg;.;(C)(1+grad(H))4™() puntos.

iv) §(B(A,C)) < 2de81:(C) (1Fgrad ()™
A continuacién, en la Seccién 4.2 mostramos cémo el Erzeugungsgrad nos permite relacionar la Teoria de
Interseccién afin y la Teoria de Vapnik-Chervonenkis asi como algunas aplicaciones.
Exponemos ahora algunos términos basicos de la Teoria de Vapnik-Chervonenkis para facilitar la lectura. La

nocién mas importante de esta teoria es la dimension de Vapnik-Chervonenkis:

DEFINICION 6 (Desmenuzar, Dimensién de Vapnik-Chervonenkis). Sea Y un conjunto y 5 C {0,1}Y
una familia de funciones caracteristicas de subconjuntos de Y, llamadas comiunmente clasificadores (binarios)
sobre Y. Dado un subconjunto finito X C Y, decimos que ¢ desmenuza X si para cada F C X, existe un
clasificador x € J tal que la restriccion a X de x es igual a la restriccion a X de X Es decir, 7 desmenuza
X si para cada F C X existe un x € I tal que:

X|x =X F’
Definimos la dimensién de Vapnik-Chervonenkis de una familia de clasificadores € como:

dimy ¢ () := max{#(X) : H# desmenuza X}.

X .

Por otro lado, la nocién clave que usaremos en nuestra discusion es la funcién de crecimiento:

DEFINICION 7 (Funcién de crecimiento). Sea Y un conjunto y 5 C {0,1}Y una familia de clasificadores.
Para cada subconjunto X CY, sea ,%”’X la clase de restricciones a X de las funciones en 5€. Es decir,

%”}X = {f|X s feAy.
La funcién de crecimiento G(5,+) de una familia de clasificadores € es la funcion:
G, ):N— N,
dada por la siguiente identidad para cada entero positivo m € N:

G(s,m) := sup{4 (‘%ﬂ|x) : X CY, #H(X) =m}.
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En la Subseccién 4.2.1, consideramos familias de clasificadores binarios definidas por clases parametrizadas de
conjuntos constructibles. Ademads, tratamos el caso en el que el conjunto de los parametros también es un
conjunto constructible. La idea de parametro hace referencia a la existencia de alguna “funcién” ¢ que parte
de una clase de pardmetros A y para cada A € A asocia un conjunto constructible ¢(A) C A™(K). Esto lleva,
de manera natural, a pensar en una variedad de incidencia V (p), asociada al “grafo” de la parametrizacién, de
tal modo que V(p) C A x A"(K), donde para cada A € A, los elementos de la forma ({A} x A™(K)) NV (y)
identifican a los elementos del conjunto constructible ¢(\). Hemos escogido esta interpretacién por ser mds
general y ajustarse a la idea de parametrizacién. Por ello, procedemos del siguiente modo para definir familias
de constructibles parametrizadas por otro constructible:

Sean N, n € N dos enteros positivos y V C AN (K) x A"(K) un conjunto constructible. Por ejemplo, V' puede ser
el grafo de una aplicacién constructible. Consideramos también un subconjunto constructible A C AN (K), al
que llamamos conjunto constructible formado por los parametros de nuestra familia de clasificadores. Ademads,
definimos también las dos proyecciones canénicas restringidas a V:

.
(k) A ()

Con estas notaciones, definimos la siguiente clase de conjuntos constructibles:
C(V,A) := {ma(r;'({a})) : a €A}

Definimos también grad(V) = grad({V'}) como el Erzeugungsgrad de la clase definida por V. Finalmente,
definimos la clase de clasificadores dada por las funciones caracteristicas definidas por los subconjuntos de
E(V,A):

A

H(V,A) = {XU L Uee(V, A)} .
Nuestra principal contribucién en la Subseccién 4.2.1 es el Teorema 4.2.1, que reproducimos a continuacion:

TEOREMA (DESTACABLE) 0.3.8. Con las mismas notaciones e hipdtesis que antes, se cumple la siguiente
desigualdad:
t(2(V,N)] ) < degei(A)(1+ H(X) grad(V)) ™),
Ademds, tenemos que:
G(A(V,A),m) < degy;(A)(1 + mgrad(V))™ ™)

Sin embargo, la conclusién mas descriptiva se presenta en el Corolario 4.2.2, que resuelve de forma afirmativa
la Conjetura 1 (y el desaffo de J. Heintz): salvo por ciertas cantidades logaritmicas basadas en la Teoria de
la Interseccion, la dimension de Vapnik-Chervonenkis de una familia de clasificadores binarios asociada a una
clase parametrizada de conjuntos constructibles estd acotada por la dimension del espacio de pardmetros. Es
decir, tenemos que:

COROLARIO (DESTACABLE) 0.3.9. Con las notaciones e hipdtesis precedentes, se verifica la siguiente desigual-
dad:
S log, (deg);(A))

logy(s) +k  logy(s) + k
donde s = dimy ¢ (H(V,A)) y k =1+ logy(grad(V)).

< dim(A),

El resto de la Subseccién 4.2 estd dedicada a exponer aplicaciones de los resultados previos. En la Sub-
seccion 4.2.2; aplicamos estos resultados al estudio de la funcién de crecimiento y de la dimensién de Vapnik-
Chervonenkis de clases parametrizadas de polinomios.

En la Subseccién 4.2.3 estudiamos la nocién de variedad evasiva. Esencialmente, una variedad evasiva (cf.
Definicién 26) es una variedad algebraica que no estd completamente embebida en ninguna variedad algebraica
de interseccién completa definida por polinomios de un conjunto constructible. Posteriormente, en la Subseccién
4.2.4, presentamos nuestra principal aplicacién de los resultados anteriores. Demostramos que los conjuntos
cuestores estan densamente distribuidos en cualquier variedad evasiva irreducible de dimensidon positiva con
respecto a cualquier distribucién de probabilidad con “buen comportamiento” con respecto a subvariedades
propias. El ingrediente clave en la demostracién es la conexién entre la dimensién de Krull y la dimensién de
Vapnik-Chervonenkis en el caso de clases parametrizadas por polinomios. Cabe destacar, que los estudios clasicos
sobre conjuntos cuestores se han realizado para conjuntos cero-dimensionales (como en [HS, 82], [KP, 96| y
sus referencias). La novedad es que extendemos estos resultados a dimensién positiva y a cualquier distribucién
de probabilidad sobre la variedad con “buen comportamiento” con respecto a subvariedades propias.
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TEOREMA (DESTACABLE) 0.3.10. Sea Q@ C PF(X1,...,X,) un conjunto constructible de polinomios de grado
a lo sumo d. Sea V. C A™(K) una variedad irreducible de dimensidn positiva que es evasiva para hipersuperficies
en Q. Sea B C 2V una o—dlgebra que contenga a los subconjuntos de Borel de V' con respecto a la topologia de
Zariski. Sea p: B — [0,1] una distribucidn de probabilidad sobre B que verifica la siguiente propiedad: para
cada cerrado Zariski A C V, si dim(A) < dim(V), entonces u(A) = 0. Sea L € N un entero positivo, B
la o—dlgebra en el producto VY inducida por (V, %) y u®F la distribucion de probabilidad definida sobre BT
por p: B — [0,1]. Sea R(Q,V, L) la clase de todas las listas Q € V¥ que son conjuntos cuestores para Q con
respecto a {0}. Supongamos que se satisface la siguiente desigualdad:

1+ log(deg;;(£2)) L
.34 4(1 < log(L(d+1 —_—
(0.3.4) 6 ( + dim(Q) +log(L(d+1)) | < dm ()
donde log denota al logaritmo neperiano. Entonces, se verifica la siguiente desigualdad:

1
 degy; ()edm(®’

Es importante destacar que, en el teorema precedente, se obtiene el mismo nivel de error de probabilidad que
en el caso cero-dimensional (cf. Corolario 3.2.6).

Prob,cye [z € R(Q,V,L)] >

0.3.4. Capitulo 5: Redes Neuronales con funciéon de activacién racional y conjuntos cons-
tructibles de parametros. En este capitulo, aplicamos las ideas introducidas y trabajadas en los capitulos
precedentes para estudiar familias parametrizadas de redes neuronales con funciones de activaciéon polinémicas
y racionales.

Las redes neuronales son la estructura de datos més exitosa en la Teoria del Aprendizaje Computacional. En la
Seccién 5.1 hemos tratado de fijar formalmente la nocién de red neuronal. La razén es que no hemos encontrado
una definicién precisa y formalmente matematica, adaptada a toda la casuistica conocida, en la literatura usual
de la Teoria del Aprendizaje. Creemos que nuestra definicién recoge todos los casos particulares discutidos en
la vastisima literatura del tema.

Una red neuronal con variables de entrada {X7,..., X, } es una terna A4 := (G, &7, ®), donde:

e (G es una grafo dirigido aciclico. Sus vértices y aristas son dados por:
Vi={(,j) : 0<i<(1<j<L}, EC{(vi,re) €V?: d) <d(vs)—1},

donde d(v) indica la profundidad del nodo v.

e o/ es la clase de funciones de activacion.

e O es una aplicacion que asocia a cada nodo v del grafo G, de profundidad mayor que 1, un par formado
por una funcién de activacién y una lista de pardmetros asociada a su abanico de entrada Fan — In(v).

Los nodos de profundidad 0 estdn asociados a las variables en {X1,...,X,,} y a la constante 1. Esto
es,
(f,,, {Al(,i’j) : (4,4) € Fan — In(u)}) sid(v) >1
D(v) =4 1, si v =(0,0)
Xj, SIV:(OaJ)71SJSn

Las variables paramétricas Al(,i’j ) reciben habitualmente el nombre de “pesos de la red neuronal”.
Por otro lado, tratamos la semantica de una red neuronal en la Seccion 5.2. En este caso, la idea clave es la
instanciacion de pardmetros. A grandes rasgos, instanciar una red neuronal en el vector de pardmetros:
a:=(a) : veV, (i,j) € Fan — In(v)),

consiste en evaluar las variables Al(,i’j ) en los valores a,(f’j ), Ademads, dado un nodo v € V, le asociamos una
funcién instanciada f,(a, X1,...,X,) definida en términos de la profundidad como sigue:

e Si v es un nodo de profundidad 0: f(o,0)(a, X1,...,Xn) :== 1, fo (@ X1,...,Xp) == X;, 1 <j <n.

e En otro caso,

fV(Qlea"'vXn) = fl/ Z a(ui’j)'f(i,j)(Qlea-”aXn)
(4,j)€Fan—In(v)

Sea O_y el conjunto de nodos de salida de la red neuronal 4", con m = #(O_y ), y a un vector de pardmetros.
La red neuronal .4 instanciada en a evalta la siguiente funcién:

fr(a,-): Dom(fy(a,-)) CAMK) — K™
x —  (fula,z1,...,2) : YEO,)
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Dado un conjunto A de pardmetros, denotamos por W(A4",A) a la clase de todas las funciones evaluadas por
A con pardmetros en A. Uno de los problemas centrales de la Teoria del Aprendizaje Computacional es el
estudio de las propiedades de aprendizaje y aproximacién de las clases W( A", A).

Una vez que hemos establecido las notaciones y el formalismo mateméatico de las redes neuronales, nos cen-
tramos en la clase de funciones de activacion empleadas por una familia de redes neuronales. En la Seccién
5.3, presentamos varios ejemplos de redes neuronales, usando nuestro formalismo, habituales en la literatura
matemadtica. En particular, nos enfocamos en las redes neuronales “algebraicas” (i.e. su funcién de activacién es
un polinomio o una funcién racional), ya que son las més relacionadas con nuestro estudio previo. En el Ejemplo
5.3.2 tratamos las redes neuronales con funcién de activacién ¢(t) = t2. Este tipo de redes neuronales coinciden
con la clase de esquemas de evaluacion definidos en la Seccién 3 de [KP, 96]. Estos esquemas de evaluacién son
centrales en la Teorfa de la Eliminacién, ya que todos los polinomios de eliminacion (cf. [GH, 91] y [KP, 96])
admiten una codificacién como redes neuronales bien paralelizables con funcién de activaciéon o(t) = t2. Esta
es la idea hay que hay detrds del algoritmo cldsico TERA (cf. [GH, 91], [KP, 96|, [Pa, 95|, [GHMP, 95],
[GHMP, 97|,  GHHMMP, 97], [GHMMP, 98] o [HMPS, 00)).

Posteriormente, en la Seccién 5.4 estudiamos en detalle las propiedades del conjunto constructible W(A4", A) en
el caso redes neuronales con funcién de activacién polinémica. Ademads, discutimos la funcién del crecimiento de
la clase de clasificadores binarios asociada a W(A4", A) asi como la longitud y la densidad de conjuntos cuestores
para este tipo de redes neuronales. En el caso polinomial, es importante destacar su relacién con el cldsico
Teorema de Stone-Weierstrass. Si consideramos un espacio compacto (por ejemplo, la esfera unidad compleja)
y el conjunto separante (es decir, funciones que distinguen puntos) formado por las proyecciones X, ..., X,,
entonces el Teorema de Stone-Weierstrass nos asegura que el dlgebra generada por estas funciones es densa en
el espacio de funciones continuas sobre X. Esto implica que podemos aproximar funciones continuas mediante
polinomios. En particular, la funcién de activacién t? permite expresar multiplicaciones X - Y (ver Ejemplo
5.3.2). Esto quiere decir, que las redes neuronales con funcién de activacién o(t) = t2? constituyen el ejemplo
“mas sencillo” de redes neuronales que “satisfacen” el Teorema de Stone-Weierstrass y, por lo tanto, permiten
aproximar funciones continuas.

Finalmente, en la Seccién 5.5, nos centramos en la clase de redes neuronales con funcién de activacién racional
(esto es, la funcién de activacién es ¢ = p/q, donde p y ¢ son dos polinomios univariados en K[T]). En
algunos casos, las funciones de activacion racionales son evitables y podemos aplicar la técnica “Vermeidung von
Divisionen” de [St, 73] (véase su adaptacion al caso de redes neuronales en [KP, 96]). En estos casos, podemos
evitar la presencia de divisiones y reducir el problema al caso de funcién de activacién cuadrética (i.e. p(t) = t2).
Por lo tanto, la novedad de esta seccién es considerar redes neuronales con funciones de activacion racionales no
evitables. Este tipo de redes neuronales es la estructura de datos natural para representar funciones racionales
multivariadas (es decir, funciones en K(Xy,...,X,)). En el Lema 5.5.3 demostramos que dada una red neuronal
A con funcién de activacién racional, existe otra red neuronal “doble” con funcién de activacién ¢(t) = t2 que
calcula los numeradores y denominadores de las funciones evaluadas por .#". Usaremos esta construcciéon para
demostrar nuestros resultados principales. En el Corolario 5.5.4 estudiamos la funcién de crecimiento de la clase
de clasificadores binarios asociados a una red neuronal con funcién de activacién racional:

COROLARIO (DESTACABLE) 0.3.11. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea N := (G, </, ®) una red
neuronal con nodos de entrada asignados a las variables en {X1,...,X,}, de profundidad ¢, talla L, requeri-
mientos de espacio acotados por S y un unico nodo de salida. Supongamos que A tiene N aristas y que

of = {p}, donde p := % es una funcion racional univariada, dada por el cociente de dos polinomios univariados

coprimos, de grado d (i.e. deg(y) = max{deg(p),deg(q)} = d). Sea A C AN(K) un conjunto constructible en
el espacio afin de los pardmetros de N y sea W( A, A) la clase de todas las funciones racionales evaluables
por A con pardametros en A. Sea F la clase de clasificadores dada por las funciones caracteristicas de los
subconjuntos abiertos distinguidos de A™(K) definidos por funciones racionales en W( A", A):

H =y hEWN M}

Entonces,
G(A,m) < degy(A) ((2(dS)™ —2) - (1+2m((dS) + 1)),

donde ¢ > 0 es una constante universal.

Por otro lado, también discutimos la existencia y la densidad de conjuntos cuestores para familias parametrizadas
de redes neuronales con funcién de activacién racional en el Corolario 5.5.5. En el Corolario 5.5.6 empleamos
los conjuntos cuestores como Test de Identidad de funciones racionales dadas por redes neuronales. En el
contexto de la Teoria de Aprendizaje Computacional, este tltimo resultado nos permite comprobar si dos redes
neuronales con funcién de activacién racional han “aprendido” la misma funcién.
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0.3.5. Capitulo 6: Un enfoque alternativo a la relaciéon entre aprendizaje y polinomios multi-
variados: Reescritura y Aprendizaje multiclase. Grado de salida promedio, dimensiones, shifting
y relaciones con bases monomiales de K-algebras de Artin. Este capitulo difiere metodolégicamente de
los anteriores. Mientras que en los capitulos previos se empleaban la Teoria de la Interseccion y los conjuntos
constructibles como substrato matematico, aqui se inicia la conexién entre el Aprendizaje Computacional y el
contexto de la manipulacién de representaciones monomiales de polinomios: lo que, conforme al pensamiento
iniciado en [MM, 82], conduce a los “word problems for commutative semigroups” o, en palabras de varios
autores del dmbito del dlgebra computacional, a las “técnicas de reescritura” (o “rewriting techniques”).

El capitulo difiere asimismo en sus objetivos respecto a los anteriores. En los Capitulos del 1 al 5 se construyen
puentes entre la Teoria de la Interseccién, la busqueda de conjuntos cuestores y el Aprendizaje Computacional
binario. En cambio, este capitulo aborda una refundacién del Aprendizaje multiclase a partir de una nocién
novedosa (el grado de salida promedio) y sus relaciones con las diversas nociones de dimensién conocidas en el
ambito, fundamentalmente la dimensién de Daniely-Shalev-Schwartz y la dimensién exponencial.

Finalmente, este capitulo difiere de los anteriores en las fuentes bibliograficas que lo inspiran y en el poten-
cial impacto de los resultados originales que aqui se muestran. Recientemente, ha habido un fuerte impulso
en la fundamentacién del Aprendizaje Computacional multiclase, concretamente en los trabajos [DS, 14| y
[BCDMY, 22], donde los autores reanalizan las propuestas cldsicas de B. K. Natarayan (cf. [Na, 88] y
[Na, 89]) utilizando nuevas ideas combinatorias con el propésito de refundar esta parte del Aprendizaje Com-
putacional. Por otra parte, aunque los resultados originales que se exponen son prometedores, aiin no tenemos
claridad sobre su impacto futuro: son las bases para el desarrollo de Futuras Lineas de Investigacion. En par-
ticular, pretendemos explorar en futuras investigaciones la conexién profunda entre el Aprendizaje multiclase y
los polinomios dados en codificacién fewnomial de A. Khovanskii (cf. [Kh, 91]). Nuestro objetivo es realizar
una publicacién que hemos incluido en la bibliografia como [PSZ, 25].

En el transcurso de la investigacion presentada en este capitulo, hemos identificado y desarrollado nuevas
nociones, caracterizado diversos conceptos y obtenido resultados originales en el contexto del Aprendizaje mul-
ticlase. Ademds, hemos logrado mejoras significativas con respecto a la literatura existente (cf. [DS, 14] y
[BCDMY, 22]), que es muy reciente.

En este capitulo se discuten las propiedades elementales de las nociones que surgen en el analisis del hiper-grafo
de una inclusién (la estructura de datos subyacente al Algoritmo 0.2.2), asociado a una clase de conceptos,
en el Aprendizaje multiclase. La introducciéon del “hiper-grafo de una inclusién” asociado a una clase de
conceptos binarios se remonta a [Ha, 95, HLW, 94]. Posteriormente, esta nocién fue extendida al contexto
del Aprendizaje multiclase en [RBR,, 06] y discutida en [DS, 14] y [BCDMY, 22]. Seguimos esencialmente
la terminologia de [BCDMY, 22| con algunas variaciones notacionales.

En particular, nos centraremos en el estudio de dos nociones ligadas al hiper-grafo de una inclusién del Apren-
dizaje multiclase. La primera de las nociones estd bien establecida en la literatura matematica y es simplemente
el promedio de los grados del hiper-grafo de una inclusién (que denotamos por avd(h)). La segunda nocién, en
cambio, es original y se trata grado de salida promedio de cualquier orientacién del hiper-grafo de una inclusién
(que denotamos por Eg[outdeg(c)]). Esta segunda nocién coincide con la nocién auxiliar avd’ definida en
[BCDMY, 22], aunque estos autores no la relacionan con las orientaciones ni con la densidad del hiper-grafo,
y tampoco la estudian o la consideran una nocién central.

Antes de presentar nuestros resultados, es necesario que introduzcamos las notaciones basicas que vamos a
emplear. En primer lugar, fijamos el rango de las funciones que estudiamos en el Aprendizaje multiclase.
Consideramos el conjunto Y := {0,...,p — 1} = Z/pZ, donde p € N es un entero positivo (no necesariamente
primo). Habitualmente, la mayorfa de los autores consideran el conjunto Y = [p| := {1,...,p}. Sin em-
bargo, hemos decidido modificar el rango para resaltar la relacién de esta terminologia con el estudio de bases
monomiales.

A continuacién, consideramos una clase de conceptos finita H C V" := y["l, con n > 2, formada por funciones
h : [n] — Y. Obviamente, cada una de estas funciones se puede identificar con un vector (h(1),...,h(n)) €
(Z/pZ)™. En esta memoria, usaremos ambas interpretaciones indistintamente. Como ya hemos comentado
antes, asociado a la clase de conceptos H existe un hiper-grafo de una inclusion G(H) = (H,E(H)). Los
vértices de este hiper-grafo son los elementos de H mientras que sus aristas pueden definirse de la siguiente
forma. Sea m; : Y[ — Y"1 la proyeccién que “olvida” la coordenada i-ésima. Para cada f € Y"!, sea
efi =T, Y{f}) N H # () 1a fibra sobre f en H, siempre que esta fibra sea no vacfa (o, equivalentemente, dado
que f € m;(H)). El conjunto de aristas E(H) se define mediante la siguiente igualdad:

E(H) :={es; x {i} : fem(H),ie€[n]}
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Para todo e :=ey; x {i} € E(H) y todo h € H, decimos que h € e si y solo si h € ef; (0, equivalentemente,
si y solo si m;(h) = f). Denotamos por #(e) a la cardinalidad del subconjunto subyacente ef, C H, donde
e =-eys; x {i}. Una arista e € E(H) recibe el nombre de unaria si verifica f (e) = 1. Denotamos por E)(H)
a la clase de aristas en E(H) que son unarias. La estructura de hiper-grafo que acabamos de definir no es
propiamente un hiper-grafo en sentido formal, ya que las aristas unarias pueden ser “contadas” varias veces (cf.
Observacién 6.2.1).

Una orientacién del hiper-grafo de una inclusién G(H) es una aplicacién o : E(H) — H que satisface la
siguiente propiedad:

Vee E(H), o(e) € e.

El objetivo de los algoritmos de aprendizaje discutidos en [DS, 14] y [BCDMY, 22| (cf. Algoritmo 0.2.2) es
encontrar una orientacién que verifique ciertas propiedades. A continuacién, pasamos a introducir el resto de
nociones asociadas a nuestro hiper-grafo de una inclusion:

e El grado de un vértice h € H se define como:
deg(h) :=t{e € E : he€e, f(e) > 2}.
El grado promedio (con respecto a la probabilidad uniforme en H) del hiper-grafo G(H) es:
1
avd(H) := —— deg(h).
(H) = s 3 deslh)

heH

El grado de salida de una orientacion ¢ en un vértice h € H se define de la siguiente forma:
outdeg(o,h) :=t({e € E(H) : he€e, o(e) # h}).

El grado de salida promedio (con respecto a la probabilidad uniforme en H) de una orientacién o viene

dada por:
1
Eyoutdeg(o)] :== —— Z outdeg(c, h).
t(H) =,
e La densidad del hiper-grafo G(H) se define como el siguiente nimero racional:

i (E(H))
gd(H) = =+~

£ (H)

El grado de salida méaximo de una orientacién es también relevante, especialmente para disenar algoritmos
voraces:

outdegmax (o) = max{outdeg(o,h) : h € H}.

Presentamos ahora el primer resultado original relevante (cf. Proposicién 6.2.5) del capitulo. Observamos no
solo que Fploutdeg] es independiente de la orientacién o sino que estd ligado a la densidad del hiper-grafo
(introducida en [RBR, 06)).

PROPOSICION (DESTACABLE) 0.3.12 (Principales caracterizaciones de avd(H), Ey[outdeg] y gd(H)). Con
las notaciones anteriores y suponiendo que n > 2, tenemos que:

i) El grado promedio del hiper-grafo de una inclusion G(H) verifica:
1 (BW(H))

avd(H) =n —
. ()
it) El grado de salida promedio de cualquier orientacion o : E(H) — H satisface:
t (E(H))
FEyloutdeg(o)] =n —gd(H) =n — ————=.

En particular, el grado de salida promedio de una orientacion es independiente de la orientacion
escogida y solo depende de la dimension n del espacio ambiente Y™ y de la densidad del hiper-grafo
gd(H). Por lo tanto, a partir de ahora, escribiremos simplemente Eg[outdeg] para denotar al grado
de salida promedio de cualquier orientacion del hiper-grafo. En particular, tenemos que:

t(EY(H))

avd(H) — Eyoutdeg] — gd(H) = — 4(H)

<0.

iii) También se cumplen las siguientes desigualdades:

Eyoutdeg] < avd(H) < 2Eg [outdeg].
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iv) Para cualquier orientacién o, tenemos que:
1 (BW(H))
4(H)

v) Sea G C H una subclase de H y sea 0 : E(H) — H una orientacidn. Entonces, existe una orientacion
o' : E(G) — G de modo que se verifica:

gd(H) — < Epyloutdeg].

Vg € G, outdeg(o’, g) < outdeg(a, g).
En particular, para toda orientacion o : E(H) — H, existe una orientacion o’ : E(G) — G tal que:
OUtdegmax(Ul) < Outdegmax(o)'

Finalmente, el grado de salida promedio raramente coincide con el grado promedio, ya que se cumple que:
e O bien
Eploutdeg] < avd(H),

e 0 bien E(H) = EV(H) (i.e. G(H) tiene solo aristas unarias), en cuyo caso:
Eploutdeg] = avd(H) = 0.

Cabe destacar que los valores del grado promedio y del grado de salida promedio dependen fuertemente de la
distribucién uniforme escogida sobre H. En la Observacién 6.2.8 mostramos que ni el grado promedio ni el
grado de salida promedio son independientes de la distribuciéon de probabilidad definida sobre H. En el Lema
6.2.9 y el Ejemplo 6.2.10 demostramos que el Item i1) de la Proposicién 6.2.5 es independiente de la distribucién
de probabilidad definida en H. Por otro lado, la primera desigualdad del [tem i4i) también sigue siendo cierta si

cambiamos la distribucién de probabilidad, pero esto no sucede con la segunda, como se muestra en el Ejemplo
6.2.13.

Otra nocién de interés para nuestro estudio es la de conjunto cerrado hacia abajo (o escalera). En [Di, 1913], el
autor definié un pre-orden sobre N, usualmente denominado pre-orden de Dickson y denotado por <. Este pre-
orden ha sido 1til para demostrar propiedades de finitud de los exponentes de ideales de polinomios multivariados
(véase la serie de cuatro volimenes que culmina con [Mo, 16] o algin texto introductorio como [CLO, 15]).
Una clase finita de conceptos H C Y se dice cerrada hacia abajo si y solo si es cerrada con respecto al
pre-orden de Dickson. Las clases cerradas hacia abajo finitas H C Y™ son exactamente los complementarios
de los conjuntos de exponentes de ciertos ideales en K[X, ..., X,], donde K es un cuerpo. Entre los conjuntos
cerrados hacia abajo més relevantes, consideramos los escalones &;,. Dado h € N", definimos el escaléon &},
como el conjunto de todos los elementos en N™ menores o iguales que h con respecto al pre-orden de Dickson.
Los escalones son relevantes ya que cualquier conjunto cerrado hacia abajo H C Y™ tiene una descomposicién
tnica como unién finita de escalones determinados por los elementos maximales de H con respecto al pre-orden
de Dickson, también llamados componentes maximales de la escalera H (cf. Proposicién 6.1.2). Discutimos el
grado promedio y el grado de salida promedio de los escalones en la Proposicién 6.2.18.

En lo que sigue, consideramos funciones mondtonas con respecto a la inclusion de conjuntos. Una funcién
¢ : 2 — R recibe el nombre de mondtona (con respecto a la inclusién de conjuntos) si se verifica la siguiente
propiedad:

(0.3.5) VF,G € 21 si F C G, entonces p(F) < ¢(G).

Desafortunadamente, ni el grado promedio ni el grado de salida promedio son funciones mondtonas con respecto
a la inclusién de conjuntos. Esto se discute en detalle en la Proposicién 6.2.16, mostrando condiciones suficientes
que incrementan o disminuyen estas cantidades al eliminar un elemento h € H. En este contexto, las funciones
monotonas naturales son las distintas nociones de dimension, las cuales se tratan en la Seccién 6.3.

Antes de abordar las diversas nociones de dimensién, discutimos la nocién de pseudo-cubo. Esta nocion fue
empleada implicitamente en [DS, 14] sin definirla de forma explicita. Serd [BCDMY, 22] quien, retomando
las ideas de [DS, 14], la defina por primera vez. La nocién es bastante inusual en Matemética Discreta y nunca
ha sido estudiada de manera sistematica. Como es una nocién nueva en Aprendizaje multiclase, realizamos un
estudio sistemdtico en este capitulo. En la Proposicion 6.3.5 presentamos las siguientes caracterizaciones de la
nocién de pseudo-cubo (y, a partir del Lema 12 de [BCDMY, 22], deducimos la dltima desigualdad):

PRrROPOSICION (DESTACABLE) 0.3.13 (Caracterizacién de los pseudo-cubos de dimensién n). Con las
notaciones precedentes, sea n € N, n > 1, H C Y™ una clase de conceptos finita, con #(H) > 2, y G(H) =
(H,E(H)) el hiper-grafo de una inclusion asociado a H. Los siguientes items son equivalentes:

i) El hiper-grafo de una inclusion G(H) es un psedo-cubo de dimensidn n.
i1) Para cada arista e € E(H), #(e) > 2.
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ii1) El grado promedio verifica avd(H) = n.
i) Para todo h € H, deg(h) =n.
v) El grado promedio, el grado de salida promedio y la densidad del hiper-grafo cumplen la siguiente
igualdad:

avd(H) = Fyloutdeg] + gd(H).

En particular, si H es un pseudo-cubo de dimension n y n > 2, tenemos que:

(0.3.6) g < Epyloutdeg] < n.

Posteriormente, introducimos en la Definicién 43 la nocién de dimensién DS (por Daniely-Shalev-Shwartz en
[DS, 14]), que denotamos por dimpg, empleando términos similares a los usados en [BCDMY, 22], esto es,
basandonos en los pseudo-cubos.

Una pregunta natural es si la primera desigualdad en la cadena de Desigualdades (0.3.6) (con n = dimpg(H)),
sigue siendo cierta si H no es un pseudo-cubo. Esto no es cierto en general y el Lema 12 de [BCDMY, 22|
no puede extenderse para el grado de salida promedio. En el Ejemplo 6.3.11 mostramos que, para cada p € N,

dado Y, = {0,...,p— 1}, existe una clase de conceptos asociada H,, C y}f] de modo que se verifica lo siguiente:

lim Ep, [outdeg] = llm avd(H,) = 0 < 2 = dimpg(H,).
p—00

p—

La segunda nocién de dimensién, llamada dimension exponencial (cf. Definicién 44), se trata siguiendo la
definicién introducida en [BCDMY, 22]. Denotamos por dimg(H) a la dimensién exponencial de H. Como
ejemplo, mostramos los valores de la dimensién DS y de la dimension exponencial en el caso de escalones en la
Proposicién 6.3.15.

PROPOSICION (DESTACABLE) 0.3.14. Sea n € N un entero positivo, n > 2, h € N un exponente monomial
y &, la clase de conceptos definida como el escalén determinado por h. Entonces, se verifican las siguientes
propiedades:

i) El grado promedio de &, el grado de h en G(&) y la dimension DS de &, coinciden. Es decir,
tenemos que:

deg(h) = ﬁ(DS(h)) = avd(éah) = dimDS(é’h).

1) La dimensidon exponencial de &), verifica:

dimg (&) ::min{n,[ 3" logy(L+ hy) J}.
i€DS(h)

En particular, se cumplen las siguientes desigualdades:
Eg, [outdeg] < avd(éy,) = dimpg(&},) < dimg(&3).

La dltima desigualdad se convierte en una igualdad si y solo si &, es un pseudo-cubo de dimension n (o,
equivalentemente, si h € (Z*)", donde Z* := Z\ {0}, o, también, si DS(h) = [n]).

Por otro lado, también estudiamos las caracterizaciones de los pseudo-cubos cerrados hacia abajo en el Corolario
6.3.17.

COROLARIO (DESTACABLE) 0.3.15. Si H C Y n > 1, es un conjunto cerrado hacia abajo, las siguientes
propiedades son equivalentes:

i) H es un pseudo-cubo de dimensidn n.
i1) Se verifica lo siguiente:

Eploutdeg] < avd(H) = dimpg(H) = dimg(H) = n < 2Eg[outdeg].

i11) Dada una descomposicidn H en sus componentes (escalones) maximales:

H =: O ghi,
i=1

entonces, se verifica lo siguiente:

avd(H) = é Z deg(h;) = max{deg(hy),...,deg(hs)} = dimpg(H) = dimg(H) = n.
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iv) Dada una descomposicion de H en sus componentes (escalones) maximales:

H =: Qghi,

entonces, para cada i, 1 < i < s, se cumple que:
an(H) = deg(hz) = dimDS(@ph,;) = dlmE(gh,) = dimDs (H) = dlmE(H) =nN.

Estas desigualdades no siguen siendo ciertas si eliminamos la hipétesis de pseudo-cubo. En el Ejemplo 6.3.18,
mostramos una sucesién de clases {F, C YR pe N}, donde Y :={0,1,...,p — 1}, tal que, para cada p € N,
p > 2, F), es cerrado hacia abajo pero no es un pseudo-cubo. Estas clases F), verifican:

1 = Ef,[outdeg] = lim avd(F,) < dimpg(F},) = dimg(F),) < 2EF, [outdeg] < 2avd(F}).
p—)OO
Para subconjuntos cerrados hacia abajo demostramos el siguiente resultado (ver Proposicién 6.3.21):

PROPOSICION (DESTACABLE) 0.3.16. Sea H C V" una clase de conceptos finita cerrada hacia abajo. Entonces,
tenemos que:

i) Sidimpg(H) > 1, entonces:

Epyloutdeg] < avd(H) < dimpg(H).
it) Sidimg(H) > 1, entonces:

Eploutdeg] < avd(H) < dimg(H).

Nétese que esta tltima proposicién mejora la cota superior de la Proposicién 27 de [BCDMY, 22] en el caso
de subconjuntos cerrados hacia abajo.

Posteriormente, en la Seccion 6.4, realizamos un estudio exhaustivo de la técnica del shifting en el caso multiclase
(que definimos en detalle en la Seccién 6.4.1). En [Ha, 95], D. Haussler utiliz6 esta técnica para producir una
demostracion del Lema de Sauer-Shelah-Perles y otros resultados en el contexto del Aprendizaje binario. Esta
técnica aparecié por primera vez en [Fr, 83] e, independientemente, en [Al, 83] (véase también el papel del
shifting en relacién con la traza y la dualidad en [Pa, 24]). En [RBR, 06], los autores extendieron esta técnica
al caso del Aprendizaje multiclase. Posteriormente, en [BCDMY, 22] vuelven a analizar esta técnica. Para
nuestra presentacién, seguiremos esta tltima referencia. Definimos el shift S; : 2" — 2Y" de una arista e
en la direcciéon de 7; como el siguiente operador:

Si(efﬂ-) = {g S y" : ’/Tz(g) = f, g(z) S {0, .. .,jj(eﬂ) — 1}} Q JJ”

Por otro lado, el shift S; : 29" — 2¥" de una clase de conceptos H en la direccién de 7; viene dado por:

SiH) = |J Silera)-
femni(H)

La primera observacién, ya realizada en [BCDMY, 22], es que la dimensién exponencial se preserva tras un
shift. Esto es, dada una clase de conceptos finita H C Y™ y dado i € [n], el shift S; en la direccién de w;
satisface:
Sin embargo, la dimensién DS puede incrementarse después de un shift (como ya se observé en el Ejemplo 19
de BCDMY, 22|). En el Ejemplo 6.4.24 mostramos una clase de conceptos H C {0, 1,2,3}!?! de modo que
si consideramos H' := So(H), entonces avd(H') < avd(H). Sin embargo, si consideramos H” := S;(H), que
es cerrada hacia abajo, se cumple avd(H") > avd(H) > avd(H’). En el Lema 6.4.25 y la Proposicién 6.4.26
explicamos, parcialmente, el comportamiento del grado promedio después de un shift.
En [Ha, 95], se muestra que, dada una clase de conceptos H C YI"l existe una palabra w € [n]* que define una
composiciéon de una secuencia de shifts:

Sw = Swl 0---0 Sw,« . y[n] — y[n]’
tal que la clase:
H,:=S,(H),
es cerrada hacia abajo con respecto al pre-orden de Dickson. El Ejemplo 6.4.24 también muestra que H, no es
Unico y algunos invariantes pueden cambiar de forma cadtica.

La técnica del shifting nos permite obtener una caracterizacién de los conjuntos cerrados hacia abajo (o escaleras)
en términos de ideales “especiales”: ideales de polinomios que se anulan en los puntos de la escalera. Esta
caracterizacion es consecuencia de las ideas de [Me, 19] y su predecesor [FRR, 06]. Antes de exponer estos
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resultados, es necesario fijar algunas notaciones. Sea <j¢; €l orden monomial lexicografico candnico sobre el
monoide (N +) (cf. Definicién 36) y sea a C K[X3,...,X,] un ideal de polinomios. Sea exp;.,(a) C N™ el
conjunto de los exponentes de los términos directores de los polinomios del ideal a con respecto al orden <jey
y Nexpio,(a) = N™\ exp;.,(a). El resultado principal de [Me, 19] se apoya fuertemente en un resultado de
[FRR, 06], quien, a su vez, estd altamente inspirado en elementos de la Teorfa de Juegos (en particular, del
lex game). En este capitulo damos una demostracién original del resultado de [Me, 19] usando tnicamente
elementos propios de la Divisién de Weierstarss-Hironaka y las Bases de Grobuner (cf. Teorema 6.4.11):

TEOREMA (DESTACABLE) 0.3.17 (Teorema 2 de [Me, 19]). Con las notaciones precedentes, tenemos que:
Nexpio(I(H)) =S, ... 1(H).

Usando el resultado anterior y nuestras discusiones de la Subseccién 6.1.2, obtenemos la siguiente caracterizacién
de los conjuntos cerrados hacia abajo (cf. Corolario 6.4.12):

COROLARIO (DESTACABLE) 0.3.18 (H es un conjunto cerrado hacia abajo siy solo si H = Nexp, ., (I(H))).
Con las notaciones precedentes, un subconjunto H C Y™ es cerrado hacia abajo si y solo si:

H = Nexplex(I(H))v
donde I(H) es el ideal de todos los polinomios p € K[X1,...,X,] que se anulan en H.
Por otra parte, en la Subsubseccién 6.4.2 estudiamos el comportamiento del grado de salida promedio tras

aplicar un shift. La Proposicién 6.4.18 prueba que el grado de salida promedio no disminuye después de un
shift:

PROPOSICION (DESTACABLE) 0.3.19. Con las notaciones precedentes, dados H C Y™ e i € [n], el nimero de
aristas y la densidad del hiper-grafo de una inclusién G(H) no crecen tras realizar un shift, i.e.
8 (E(Si(H))) <#(E(H)),
gd (Si(H)) < gd (H) .
En particular, el grado de salida promedio no decrece después de un shift, i.e.

Es, (#ry[outdeg] > Epfoutdeg].

A partir de nuestras discusiones, y utilizando una secuencia de shifts (como en [Ha, 95]), podemos concluir el
Teorema 6.4.20, que reproducimos a continuacion:

TEOREMA (DESTACABLE) 0.3.20 (El grado de salida promedio es estrictamente menor que la di-
mension exponencial). Sea H C Y una clase de conceptos finita. Entonces, tenemos que:

Eploutdeg] < dimg(H).
El resultado anterior implica el siguiente corolario:

COROLARIO (DESTACABLE) 0.3.21 (Mejora de la Proposicién 27 de [BCDMY, 22]). Sea H C Y™ una
clase de conceptos finita. Entonces, tenemos que:

i) Las dimensiones satisfacen la siguiente desigualdad:
1) El grado promedio y la dimension exponencial verifican:

avd(H) < 2dimg(H).

El ftem i) del resultado anterior mejora la Proposicién 27 de [BCDMY, 22] por un factor estrictamente mayor
que 2. El corolario anterior nos permite demostrar una mejora estricta del Corolario 28 de [ BCDMY, 22] sobre
la existencia de orientaciones con grado de salida méximo controlado. Antes de enunciar el resultado con esta
mejora, introducimos una serie de nociones necesarias para su formulacién. En primer lugar, definimos el grado
minimo de una clase de conceptos H C Y™ como el minimo de los grados de sus elementos en el hiper-grafo
de una inclusién G(H), i.e.
deg i, (H) := min{deg(h) : h € H}.
En [DS, 14], los autores consideran también el grado promedio “maximal”:
avdpax (H) := max{avd(F) : F C H},

que es obviamente una funcién monétona para la inclusién de conjuntos. Anédlogamente, consideramos el grado
de salida promedio “maximal” definido mediante la siguiente expresion:

E}{maX) [Outdeg] = maX{EF [outdeg] : F - H}a
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que es, de nuevo, una funcién mondétona con respecto a la inclusién de conjuntos. Obviamente, como avd(F') <
2FEr|outdeg] para todo F C H, también concluimos que:

(0.3.7) avdmax (H) < 2B [outdeg].
Finalmente, introducimos la siguiente cantidad:
min — outdeg, .. (H) = min{outdeg, .. (o) : o: E(H) — H es una orientacién}.
TEOREMA (DESTACABLE) 0.3.22 (Mejora estricta del Corolario 28 de [BCDMY, 22]). Con las mismas

notaciones que antes, sea H C Y™ una clase de conceptos finita. Sea ¢ : 2 —s R una funcidn mondtona con
respecto a la inclusion en 28 . Supongamos que la funcién ¢ también verifica las siguiente hipdtesis:

(0.3.8) VF € 2" deg;, (F) < o(F).
Entonces, existe una orientacion o : E(H) — H que cumple la siguiente desigualdad:
(0.3.9) outdeg, . (o) < ¢(H).

Ademds, tenemos que:
i) La Hipdtesis (0.3.8) se verifica siempre que la siguiente condicion sea cierta:

(0.3.10) avd(F) < o(F), VF C H.

En particular, la funcion mondnota ¢(F) := 2dimg(F) satisface la Desigualdad (0.3.10) y, por lo
tanto, existe una orientacion o : E(H) — H tal que:

(0.3.11) outdeg, .. (o) < 2dimg(H).

it) El grado promedio mazimal también verifica la Hipdtesis (0.3.10) y, por consiguiente, existe una orien-
tacion o : E(H) — H de modo que:

outdeg, .. (0) < avdpax(H) < QEI(qmaX) [outdeg].

iit) El Egloutdeg] es la cantidad que controla la complejidad del algoritmo OIG (cf. Algoritmo 0.2.2) ya
que:

Epfoutdeg] < min — outdeg, .. (H) < 2E1(qmax) [outdeg].

El Ttem 7) de este wltimo teorema mejora el Corolario 28 de [BCDMY, 22] por un factor estrictamente mayor
que 2. Por otra parte, el [tem i) extiende el Lema 3 de [DS, 14] incluyendo dos veces el grado de salida
promedio maximal. Finalmente, el [tem ii1) relaciona nuestros resultados con la complejidad del Algoritmo
0.2.2.
El Ejemplo 6.4.28 muestra que la Hipétesis (0.3.10) no es satisfecha por la dimensién DS. Este ejemplo prueba
también que avd,.x(H) puede ser mayor que dimpg(H). Por lo tanto, el Lema 3 de [DS, 14] no puede utilizarse
para producir orientaciones cuyo grado de salida maximo esté acotado por dimpg(H). En consecuencia, parece
que:

2B [outdeg]
es la cantidad “més fina” que podemos encontrar de modo que sea estable por shifting y que permita controlar
el grado de salida méximo de alguna orientacién en el hiper-grafo de una inclusién G(H) asociado a H.
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Nociones y notaciones basicas. Resultados preliminares
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El objetivo de este primer capitulo es exponer las notaciones, las nociones y los resultados basicos de la Geometria
Algebraica, la Teorfa de la Interseccién y la Teorfa del Aprendizaje Computacional (en particular, de la Teorfa
de Vapnik-Chervonenkis) que utilizaremos en esta memoria

En la Seccién 1.1 introducimos los conjuntos localmente cerrados y constructibles en la topologia de Zariski,
asi como sus propiedades fundamentales. En particular, en el Lema 1.1.2 mostramos las descomposiciones de
conjuntos constructibles en subconjuntos localmente cerrados irreducibles que vamos a considerar repetidamente
a lo largo de esta memoria. Ademds, presentamos el conjunto constructible La Croiz de Berny (ver Ejemplo
1.1.3), que jugard un papel fundamental en las discusiones del Capitulo 2.

Por otra parte, en la Seccion 1.2 discutimos la teoria del grado para conjuntos localmente cerrados desarrollada
por J. Heintz (cf. [He, 83]). Los resultados de esta teoria se presentan de forma gradual, culminando con
la famosa Desigualdad de Bézout para conjuntos localmente cerrados, un resultado clave en la Teoria de la
Interseccién afin. En el Capitulo 2 generalizamos esta teorfa al caso de conjuntos constructibles (demostrando
dos Desigualdades de Bézout para dos nociones de grado originales y distintas).

Finalmente, en la Seccién 1.3, fijamos las notaciones béasicas de la Teoria del Aprendizaje Computacional y
presentamos los resultados principales de la Teorfa de Vapnik-Chervonenkis (cf. [VC, 71]). Utilizaremos esta
terminologia y estos resultados en los Capitulos 4 y 5 de la memoria.

1.1. Conjuntos localmente cerrados y constructibles en la topologia de Zariski

En esta seccién recopilamos las notaciones, las nociones y los resultados bésicos de la Geometria Algebraica
que utilizaremos a lo largo de la memoria. En particular, nos centraremos en las propiedades de los conjuntos
localmente cerrados y constructibles.

Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y K[X,...,X,] el anillo de polinomios en el conjunto de variables
{X1,...,X,} con coeficientes en K. Denotamos por A"(K) (o simplemente A™ cuando no haya riesgo de
confusién) al espacio afin de dimensién n sobre K. Dado un conjunto finito de polinomios {fi,...,fs} C
K[Xy,...,X,], denotamos por Vi(f1,...,fs) C A"(K) a la variedad algebraica de los ceros comunes de estos
polinomios en A™(K). Es decir,

Valfi, - fo) = {z € AM(K) : fi(z) = fo(z) = -~ = fs(z) = O}.

Sia C K[X1,...,X,] es un ideal, también denotamos por Vi(a) C A™(K) al conjunto de los ceros comunes
de todos los polinomios en a. Obviamente, si a es el ideal generado por el conjunto finito {f1,..., fs} (i.e.
a=(f1,-..,[s)), entonces tenemos que Va(a) = Va(f1,..., fs)-

Existe una unica topologia en A"(K) cuyos conjuntos cerrados son las variedades algebraicas afines, la cual es
usualmente conocida como la topologia de Zariski en A™(K). Para cada subconjunto S C A™(K), denotamos
por S a la clausura de S respecto a la topologia de Zariski en A"(K). Para todo subconjunto X C A"(K),
la topologia inducida en X por la topologia de Zariski de A™(K) se denominard topologia de Zariski de X.
Usaremos los términos abierto Zariski en X o cerrado Zariski en X para describir los conjuntos abiertos y
cerrados en X con respecto a su topologia de Zariski. Notese que todos los resultados de esta memoria también
son validos para la topologia de Zariski de los conjuntos k-definibles en A™(K), donde x es un cuerpo y K su
clausura algebraica.
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Sea f € K[Xi,...,X,] un polinomio, definimos el abierto distinguido definido por f como el subconjunto
abierto Zariski dado por:
(1.1.1) D(f) :=={z € A"(K) : f(z)# 0} = A"(K) \ Va(f).

La familia de los abiertos distinguidos forma una base de abiertos para la topologia de Zariski y, como con-
secuencia del Teorema de la Base de Hilbert, todo abierto U C A™(K) con respecto a la topologia de Zariski
puede escribirse como la unién finita de abiertos distinguidos, i.e.

U:=D(fi)U...UD(fs),

donde f1,...,fs € K[X1,...,X,]. A continuacién, introducimos los conjuntos localmente cerrados y cons-
tructibles, que desempenaran un papel central en esta memoria:

DEFINICION 8 (Conjuntos localmente cerrados y constructibles en la topologia de Zariski de A" (K)).
La interseccién de un subconjunto abierto y uno cerrado en la topologia de Zariski de A™(K) se denominard
subconjunto localmente cerrado. Se dice que un conjunto localmente cerrado V- C A™(K) es irreducible si V
es un subconjunto abierto en una variedad algebraica cerrada irreducible de A™(K). Las uniones finitas de
conguntos localmente cerrados reciben el nombre de conjuntos constructibles (en la tradicidn mds cldsica de la
Teoria de la Eliminacién, ver [Ch, 64-65]).

Algunos autores prefieren usar el término variedad cuasi-proyectiva en lugar de conjunto localmente cerrado
(ver, por ejemplo, [Sha, 77]). Dado que el contexto de esta memoria es esencialmente afin, evitaremos discutir
la terminologia proyectiva, excepto cuando sea estrictamente necesario.

Como se muestra en el Ejemplo 1.1.3, existen conjuntos constructibles que no son localmente cerrados. Por
otro lado, la clase de los conjuntos constructibles es cerrada para uniones finitas, intersecciones finitas y com-
plementacion.

El Teorema clasico de Chevalley explica la necesidad de utilizar conjuntos constructibles en la Teoria de la
Eliminacién: estos son las proyecciones de conjuntos cerrados.

TEOREMA 1.1.1 ([Ch, 64-65]). Un subconjunto C C A™(K) es constructible si y sélo si existe algin m € N y
alguna variedad algebraica V.C A" (K) tal que C := n(V), donde m : A" (K) — A"(K) es la proyeccién
canonica.

Obviamente, los grafos de las aplicaciones polinomiales definidas sobre conjuntos constructibles son cons-
tructibles. Por lo tanto, las imagenes de conjuntos constructibles mediante aplicaciones polinomiales son
también constructibles. Reciprocamente, se puede demostrar de forma sencilla que un subconjunto C' C A™(K)
es constructible si y solo si existen m € N, una variedad algebraica V' C A™(K) y una aplicacién polinomial
v : AM(K) — A"(K) tal que C' = (V). En otras palabras, los conjuntos constructibles son simplemente las
imdgenes de variedades algebraicas afines mediante aplicaciones polinomiales.

De nuevo, por el Teorema de la Base de Hilbert, tenemos que los conjuntos localmente cerrados admiten una
descomposicién minimal como unién finita de conjuntos localmente cerrados irreducibles. La unicidad, salvo
permutacién, de estas descomposiciones minimales de conjuntos localmente cerrados nos permite emplear el
término componentes localmente cerradas irreducibles. Para un conjunto localmente cerrado V' C A™(K), sus
componentes localmente cerradas irreducibles estan determinadas de manera dnica ya que se encuentran en
biyeccion con las componentes irreducibles de su clausura Zariski V°. Este hecho es facil de demostrar, ya que
todo conjunto localmente cerrado irreducible es denso en su clausura Zariski. Més adelante, veremos que esta
unicidad no puede extenderse de manera inmediata a los conjuntos constructibles.

Para cada subconjunto localmente cerrado V- C A™(K), denotamos por K[V] al anillo de funciones polinomiales
sobre V. Una funcién polinomial entre dos conjuntos localmente cerrados ¢ : V. — W se denomina dominante
si la imagen (V') es densa en W respecto a la topologia de Zariski (lo cual es equivalente al hecho de que
K[W] estd inmerso como subanillo en K[V]). Ademds, V es irreducible si y solo si K[V] es un dominio de
integridad. Por ultimo, denotamos por K (V') al cuerpo de funciones racionales definidas sobre V' (i.e. al cuerpo
de fracciones de K[V]).

La dimension (de Krull) de un conjunto constructible C' C A™(K) serd su dimensién de Krull como espacio
topoldgico. Es decir, la longitud de la cadena maés larga de subconjuntos localmente cerrados irreducibles de
A™(K) contenidos en C. Esta dimensién es sub—aditiva y no aumenta bajo aplicaciones polinomiales (es decir,
dado un conjunto constructible C' C A™(K) y una aplicacién polinomial ¢ : A"(K) — A™(K), tenemos que
dim(p(C)) < dim(C)).

En [Ch, 64-65], C. Chevalley definié las componentes irreducibles de un conjunto constructible como las com-
ponentes irreducibles de su clausura Zariski. Como veremos en el Capitulo 2, este enfoque no es el adecuado para
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nuestros propésitos. Por ello, en esta memoria, consideraremos las siguientes descomposiciones de conjuntos
constructibles en “componentes” localmente cerradas irreducibles:

LEMA 1.1.2. Sea C C A™(K) un conjunto constructible. Entonces, existe un conjunto finito
€ ={U1nW,..., UNV}

de conjuntos localmente cerrados irreducibles que verifica las siguientes propiedades:

(1.1.2) C:={UiNnV)U---U(UsNVy),

)
i) Vi es una variedad algebraica irreducible en A™(K),
it) U; es el mdximo de los conjuntos abiertos Zariski O; C A™(K) tales que O; NV; C C,
i) Vi # V.
DEMOSTRACION. Como C' es una unién finita de conjuntos localmente cerrados:
C=WiU---UW,,

al tomar las componentes irreducibles de cada W;, concluimos que C es una unién finita de conjuntos localmente
cerrados irreducibles. Dado que los subconjuntos abiertos no vacios de variedades algebraicas irreducibles son
densos en la topologia de Zariski, simplemente reordenando estos conjuntos localmente cerrados irreducibles,
podemos asumir una descomposiciéon como la siguiente:

(1]_3) C:= (Olmvl)U"'U(OrmVr),

donde para cada i, 1 < i <r, O; C A"(K) es un subconjunto abierto Zariski y V; C A™(K) es una variedad
algebraica irreducible tal que V; # V; para cada ¢ # j. Si existieran ¢ y j tales que V; = V;, simplemente
remplazarfamos (O; N V;) U (0, N'V;) por (O; UO;)NV;. Por lo tanto, podemos asumir que la Propiedad ii7)
se verifica. Finalmente, basta con tomar el méximo de los conjuntos abiertos Zariski U; C A™(K) tales que
U; NV; C C para finalizar la demostracién. La existencia de este méximo esta garantizada por el hecho de que
la unién de conjuntos abiertos es abierta en cualquier topologia. ([l

EjeEMPLO 1.1.3 (La Croix de Berny). En primer lugar, observamos que la descomposicién de conjuntos
constructibles en subconjuntos localmente cerrados irreducibles no es tnica. Ademads, veremos que, aunque las
imégenes de variedades algebraicas por aplicaciones polinomiales son siempre conjuntos constructibles, no son
siempre localmente cerradas. Consideremos la siguiente hipersuperficie cibica de A3(C):

(1.1.4) W= {(z,3,2) € A¥(C) : zay+ (®+y* —1) = 0},
Notese que la anterior hipersuperficie es irreducible ya que el polinomio:

WX,Y,Z)=ZXY +(X*+Y?-1) € C[X,Y][Z]
es un polinomio primitivo (basta observar que mcd(XY, X2 +Y?2 —1) = 1 en C[X,Y]) de grado 1. Por otro
lado, el grado de esta hipersuperficie es 3 de acuerdo a la nocién de grado de [He, 83] (ver Seccién 1.2 para
més detalles).
Sea m : A3(C) — A2(C) la proyeccién que “olvida” la coordenada z (i.e. =(x,y,2) := (z,y), para todo
(v,y,2) € A*(C)). Entonces, tenemos que 7(W) es el siguiente conjunto constructible, al que denominaremos
La Croixz de Berny:

C:= W(W) = {(xv y) € A2((C) Day # 0} U {(Ov 1), (07 _l)a (170)v (_170)}'
Esta es una descomposiciéon de C' en cinco conjuntos localmente cerrados irreducibles que satisface las propiedades
del Lema 1.1.2 anterior:
C:=CrU{(1,0)} U{(=1,0} U{(0, 1)} U{(0,-1)},
donde C; C A?(C) es el siguiente subconjunto abierto Zariski:
Cy = {(z,y) € A*(C) : zy #0}.
También tenemos otra descomposicién de C = w(W) como la unién de dos subconjuntos localmente cerrados
irreducibles:
C:=CiU{(x,y) € A*(C) : 22 +y* —1=0}.
Esto sucede porque C' no es un conjunto localmente cerrado. Ademas, las componentes irreducibles de la clausura
Zariski C~ de C, que, en este caso, es inicamente la variedad irreducible A?(C), no estédn en biyeccién con las
clausuras Zariski de los conjuntos irreducibles que aparecen en las descomposiciones anteriores. En particular,
las componentes irreducibles de C' como espacio topoldgico Noetheriano (en el sentido de la Definicién 9, la
Proposicién 9 y las paginas 22 — 23 de [Ch, 64-65]) no son siempre conjuntos localmente cerrados.
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Veamos a continuaciéon un problema bésico relacionado con la dimensién de los conjuntos constructibles:

EJEMPLO 1.1.4 (Dimensién local y dimensién global en conjuntos constructibles). Reconsideremos el
ejemplo de La Croix de Berny introducido en el Ejemplo 1.1.3 anterior. Alli, consideramos el siguiente conjunto
constructible:
C:= {(xa y) € A2((C) LTy 7é 0} U {(0’ 1)7 (07 71)7 (170)’ (7170)}

Sea C, el germen local de C en el punto a = (1, 0) con respecto a la topologfa de Zariski (los argumentos también
son validos para la topologia Euclidea en A%(C)). Es obvio que la dimensién de C en a es 2: cualquier vecindad
de a contiene una pieza de dimensién 2 de C. En particular, C tiene dimensién local y global (en cualquier
punto b € () igual a 2, sin embargo, no puede representarse como unién finita de subconjuntos localmente
cerrados irreducibles de dimensién 2. Si C' fuese unién de varios subconjuntos localmente cerrados irreducibles
de dimensién 2, entonces C serfa un subconjunto abierto Zariski de A%(C), que no es el caso como ya hemos
visto en el Ejemplo 1.1.3.

La unicidad de las “componentes” localmente cerradas irreducibles solo estd garantizada para las componentes
de dimensiéon mas alta.

PRroOPOSICION 1.1.5 (Componentes de dimensién mas alta de un conjunto constructible). Con las
notaciones y las hipdtesis precedentes, si C C A™(K) es un conjunto constructible, entonces C' admite una
descomposicion que satisface las Propiedades i),1i1) y iii) del Lema 1.1.2 anterior:

C:(Ulﬁvl)UU(USﬁ‘/S)?

tal que existe r < s, verificando:
dim(C) =dim(V;) <= 1<i <.

Las variedades Vi, ..., V, estan determinadas de manera inica y son las componentes irreducibles de dimension
mds alta de la clausura Zariski de C'. Las variedades Vi1, ..., Vs reciben el nombre de componentes inmersas
de C.

DEFINICION 9 (Conjuntos constructibles presentables equidimensionalmente). Sea C C A™(K) un
subconjunto constructible. Decimos que C es presentable equidimensionalmente si existe una descomposicion
de C como union finita de subconjuntos localmente cerrados irreducibles:

CZ: (Ulﬂvl)U"'U(UsﬂVS),
que satisface las propiedades del Lema 1.1.2 y tal que su dimension también verifica:
dim(C) = dim(U; N V;) = dim(V;), 1 <i < s.

Como ya hemos visto, el conjunto constructible descrito en el Ejemplo 1.1.3 (i.e. La Croix de Berny) no es pre-
sentable equidimensionalmente, aunque es localmente equidimensional y es la proyeccién de una hipersuperficie.
En particular, los subconjuntos localmente cerrados cuya clausura Zariski es equidimensional son presentables
equidimensionalmente.

OBSERVACION 1.1.6 (Descomposicién en piezas presentables equidimensionalmente). Dada una des-
composicién de un conjunto constructible C = Wy U--- U W, C A™(K), con W; = U; N'V;, como en el Lema
1.1.2, también podemos descomponer C' como unién finita de conjuntos constructibles presentables equidimensio-
nalmente:

C:=C,U---UC(y,
donde r = dim(C) y
dim(W;)=k
Diremos que la descomposicién anterior es una descomposicion en piezas presentables equidimensionalmente
de C. Como ya hemos visto en el Ejemplo 1.1.3, las descomposiciones en piezas presentables equidimensio-

nalmente no son unicas. En concreto, La Croix de Berny admite varias descomposiciones en piezas presentables
equidimensionalmente:

C:={(z,y) € A%(C) : zy # 0} U{(£1,0),(0,£1)},

C:={(z,y) € A*(C) : zy #0}U{(z,y) € A*(C) : 2 +4* —1=0}.
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1.2. Grado de conjuntos localmente cerrados de acuerdo a [He, 83] y su Desigualdad de Bézout

El objetivo de esta seccién es exponer la teoria del grado para conjuntos localmente cerrados de J. Heintz y
su Desigualdad de Bézout (cf. [He, 83]). En el Capitulo 2 generalizamos esta teorfa al caso de conjuntos
constructibles.

Sea V' C A™(K) un subconjunto localmente cerrado irreducible de dimensién (de Krull) r. Sea A™ := A™(K) =
Moy (K) el espacio de las matrices de dimensién r x n. Sea A™ := A"(K) el espacio afin de dimensién r sobre
K. Aligual que en [He, 83], consideramos la siguiente funcién polinomial:

O: AV — AT XA

(1.2.1) (M,z) +—— (M,Mz)

El siguiente resultado fue demostrado en [He, 83]:
PROPOSICION 1.2.1. Con las notaciones anteriores, tenemos que:
i) El morfismo ® es un morfismo dominante y la siguiente es una extension de cuerpos finita y separable:
O K(A™ x A™) — K(A™ x V).
i) Para cada punto (M,b) € A™ x A", si la fibra @~ 1({(M,b)}) es finita, entonces tenemos que:
F(@ T {(M,B)]) < [K(A™ x V) = K(A™ x A7)
iti) Existe un subconjunto abierto ZariskiUd C A" x A" tal que para cada (M,b) € U, la fibra @~ ({(M,b)})
es finita y satisface:
£ (@ (M, 1)) = [K(A™ x V) + K(A™ x A7)
Dado un par (M,b) € A"™*1 consideramos la variedad afin lineal G(M,b) dada por la siguiente identidad:
G(M,b) :={x € A" : Mx'—b=0},

donde z' es la traspuesta de x = (z1,...,2,). Sea G(n,r) C Mprwn(K) x AT(K) = A™(K) x A™(K) el
subconjunto constructible denso con respecto a la topologia de Zariski de todos los pares (M,b) tales que la
correspondiente variedad afin lineal es no vacfa y codim(G(M, b)) = r. Por otro lado, denotamos por G(n,r) al
“Grassmaniano” abstracto de todas las subvariedades afines lineales de codimensién r. Obviamente, tenemos
la siguiente aplicacién suprayectiva:

t

4. G(n,r) — G(n,r)

(1.2.2) (M,b) +— G(M,Db).

Entonces, podemos dotar a G(n,r) con la topologia final inducida por esta aplicacién suprayectiva. Esta
topologfa final recibird el nombre de topologia de Zariski en G(n,r). En consecuencia, llamamos subconjuntos
abiertos, cerrados o localmente cerrados de G(n, ) a los subconjuntos abiertos, cerrados o localmente cerrados
de G(n,r) con respecto a esta topologfa.

Sea V. C A™(K) un subconjunto localmente cerrado irreducible de dimensién r. Introducimos el siguiente
subconjunto de G(n, r):

G(V):={A€Gn,r) : H{(VNA) < oo}.
Las siguientes propiedades se deducen de [He, 83]:

PROPOSICION 1.2.2. Con las notaciones y las hipdtesis anteriores, tenemos que:

i) La clase G(V) es no vacia y contiene un subconjunto abierto de G(n,r).
it) El mazimo max{§(ANV) : A€ G(V)} es finito.
iii) Existe un subconjunto abierto denso U C G(n,r), con respecto a la topologia definida previamente, tal
que para todo A € U se cumple:
FANV)=max{§ (T NV) : TeG(V)}.

DEFINICION 10 (Grado de un subconjunto localmente cerrado). Sea V C A"™(K) un subconjunto local-
mente cerrado irreducible. Definimos el grado de V' como la siguiente cantidad:

deg(V) :=max{ (ANV) : AeG(n,r), 4(ANV) < c0}.

Sea W C A™(K) cualquier subconjunto localmente cerrado y sean C1,...,Cs sus componentes localmente cerra-
das irreducibles. El grado de W se define como:

deg(W) := Z deg(C;).
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A continuacién, mostramos algunas de las propiedades del grado obtenidas en [He, 83].

PROPOSICION 1.2.3. Con las mismas notaciones e hipdtesis de las pdginas anteriores, tenemos que:

i) Para cualquier subconjunto localmente cerrado V- C A™(K), su grado coincide con el grado de su
clausura Zariski, i.e.

deg(V) = deg(V7).
it) El grado de un conjunto finito C C A™(K) es igual a su cardinalidad:
deg(C) = #(C).

iii) El ndmero de componentes irreducibles de un conjunto localmente cerrado estd acotado superiormente
por su grado.
iv) El grado de cualquier variedad afin lineal es 1.
v) El grado de los conjuntos localmente cerrados es invariante por isomorfismos lineales o afines.
vi) Para cualquier polinomio no constante f € K[X1,...,X,], el grado de la hipersuperficie Vo (f) es a lo
sumo el grado del polinomio deg(f) y deg(Va(f)) = deg(f) si y sdlo si f es libre de cuadrados.

El grado presenta un buen comportamiento para la interseccién con variedades lineales afines:

LEMA 1.2.4. Sea V C A™(K) un conjunto localmente cerrado y A C A™(K) una variedad afin lineal. Entonces,
se cumple:

deg(V N A) < deg(V).

LEMA 1.2.5. Sea V. C A™(K) un subconjunto localmente cerrado equidimensional de dimensién r. Entonces,
tenemos que:

deg(V) =max{§(ANV) : A€ G(n,r), H(ANV) < oo}.
Ademds, existe un subconjunto abierto Zariski no vacio U C A™ 1" (K) tal que para todo (M,b) € U se verifica:
1(G(M,0) N V) = deg(V),
donde, como antes, G(M,b) := {x € A" : Mz' = b}.
Por otro lado, se conserva el grado de la clausura Zariski al aplicar transformaciones lineales:

PROPOSICION 1.2.6. Sea ¢ : A"(K) — A™(K) una aplicacion lineal y V- C A™(K) un subconjunto localmente
cerrado. Entonces, se verifica:

— 7

deg(£(V) ") < deg(V).

Ademds, si (V) es localmente cerrado, se obtiene:
deg(¢(V)) < deg(V).

La clave de los resultados obtenidos en [He, 83] radica en el hecho de que el grado de los conjuntos localmente
cerrados se comporta de “forma adecuada” con respecto al producto cartesiano:

TEOREMA 1.2.7. Sean V C A"(K) y W C A™(K) dos conjuntos localmente cerrados. Sea V.x W C A"*"(K)
su producto cartesiano, que es también localmente cerrado. Entonces, tenemos que:

deg(V x W) = deg(V) deg(W).

Los resultados anteriores nos permiten establecer la Desigualdad de Bézout para conjuntos localmente cerrados
de [He, 83]. El elemento principal de la demostracién de J. Heintz consiste en considerar V N W como la
proyeccién de (V x W) N AR donde A®™ C A"(K) x A"(K) es la subvariedad diagonal en el espacio del
producto cartesiano. Dado que la imagen V N W es localmente cerrada, al aplicar la Proposiciéon 1.2.6 junto
con el Lema 1.2.4 y el Teorema 1.2.7, se obtiene el siguiente resultado:

TEOREMA 1.2.8 (Desigualdad de Bézout para conjuntos localmente cerrados, [He, 83]). Sean V,W C
A™(K) dos conjuntos localmente cerrados. Entonces, tenemos que:

deg(V NW) < deg(V) deg(W).
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1.3. Teoria de Vapnik-Chervonenkis

En esta ultima seccién del capitulo, introducimos las notaciones, las nociones y los resultados basicos de la
Teorfa del Aprendizaje Computacional para clasificadores binarios y de la Teorfa de Vapnik-Chervonenkis (cf.
[VC, 71]) que utilizaremos en los Capitulos 4 y 5 de esta memoria.

Sea Y un conjunto cualquiera y sea {0,1}Y la clase de todas las funciones definidas en Y con valores en {0, 1}.
Diremos que {0,1}Y es la clase de funciones caracteristicas definidas sobre Y. Para cada subconjunto F C Y,
denotamos por x r€ {0,1}Y ala funcién caracteristica (a veces llamada funcién indicatriz) asociada a F' como
subconjunto de Y. Si X C Y es un subconjunto de Y, para cada x € {0,1}Y, denotamos por x|X €{0,1}¥ a
la restriccién de x al subconjunto X.

En el contexto de la Teoria del Aprendizaje Computacional, las funciones que asignan datos de entrada al rango
{0, 1} suelen recibir el nombre de clasificadores (binarios). Estos clasificadores son funciones caracteristicas que
determinan si una entrada pertenece a una clase particular (etiquetada como 1) o no (etiquetada como 0). La
dimension de Vapnik-Chervonenkis (o simplemente dimension VC), introducida en [VC, 71], es una “medida”
de capacidad de un conjunto de clasificadores. La importancia de la dimensién VC radica en el hecho de que
una clase de clasificadores es “aprendible” si y solo si su dimensién VC es finita (cf. [Va, 84|,  BEHW, 89] y
otras referencias clésicas en el campo).

DEFINICION 11 (Desmenuzar, Dimensién de Vapnik-Chervonenkis). Sea Y un conjunto y # C {0,1}Y
una familia de clasificadores. Dado un subconjunto finito X C Y, decimos que S desmenuza X si para cada
F C X, existe un clasificador x € € tal que la restriccion a X de x es igual a la restriccion a X de X Es
decir, 7 desmenuza X si para cada F' C X existe un x € € tal que:

Xy =X ’X'
Definimos la dimension de Vapnik-Chervonenkis de una familia de clasificadores 7€ como:
dimy ¢ () := max{#§(X) : # desmenuza X}.

A continuacion, introducimos la nocién de funcion de crecimiento, que es ampliamente utilizada en el contexto
de la Teoria del Aprendizaje Computacional. Este concepto jugard un papel central en nuestra discusion del
Capitulo 4.

DEFINICION 12 (Funcién de crecimiento). Sea Y un conjunto y 5 C {0,1}Y una familia de clasificadores.
Para cada subconjunto X CY, sea Jf’x la clase de restricciones a X de las funciones en J€. Es decir,

A =1{flx : Fen}
La funcién de crecimiento G(2,-) de una familia de clasificadores A es la funcion:
G, ):N— N,
dada por la siguiente identidad para cada entero positivo m € N:
G(A, m) = sup{ff (%|X) : X CY, #(X) =m}.

Sid := dimy (), entonces para todo m < d, tenemos que G(4, m) = 2™. El famoso Lema de Sauer-Shelah-
Perles (cf. [Sau, 72], [She, 72|, [Ha, 95|, [Pa, 24| y sus referencias) demuestra que si ¢ es una familia de
clasificadores, entonces la funcién de crecimiento G(.%°, m) siempre toma valores finitos y proporciona una cota
superior.

LEMA 1.3.1 (Lema de Sauer-Shelah-Perles). Sea Y un conjunto y # C {0,1}¥ una familia de clasificadores.
Sea d := dimy ¢ (). Sim > d, tenemos la siguiente desigualdad:

d

m em\ 4

G(A#,m) < < (7) .

(#m) <3 < i > =\
=0

Noétese que el exponente que aparece en la cota superior del lema anterior es la dimensién VC.

Finalmente, enunciamos el famoso Teorema de Vapnik-Chervonenkis, que utilizaremos en la Subseccién 4.2.4
para demostrar que los conjuntos cuestores estan densamente distribuidos en variedades evasivas de dimensién
positiva:

TEOREMA 1.3.2 (Teorema de Vapnik-Chervonenkis, [VC, 71]). Sea Y un conjunto y Z =Y x {0,1}.
Sea (Z, B, 1) un espacio probabilistico, donde B C 2% es una o—dlgebra y u : B — [0,1] una distribucion de
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probabilidad definida sobre B. Sea S C {0,1}Y una familia de clasificadores. Sea m € N un entero positivo y
€ > 0 un ndmero real positivo. Supongamos que:
4log(2)
m
Sea B°™ la o—dlgebra producto en Z™ inducida por (Z,A) y sea u®™ la distribucion de probabilidad definida
sobre B°™ por u: B — [0,1]. Sea l : {0,1}> — [0,1] cualquier funcién no negativa (normalmente llamada
“funcion de error”). Entonces, tenemos que:

SEQ.

m

LS ), ) ~ B grez [ (), 0)

i=1

m52
>e| <AG(H,m)e” 37 .

(131) P?"Obzezm [Supf'ef

OBSERVACION 1.3.3. En la literatura actual sobre el Teorema de Vapnik-Chervonenkis, la constante que aparece
en el lado derecho de la Desigualdad (1.3.1) en el teorema anterior es 8. Una revisién cuidadosa de la prueba del
Teorema de Vapnik-Chervonenkis nos permite afirmar que la cota superior en la Desigualdad (1.3.1) se cumple.
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A comienzos de la década de 1980, tres autores llegaron de forma independiente a tres demostraciones dife-
rentes de ciertas Desigualdades de Bézout. Abordaron la nocién de grado de una variedad algebraica desde
diferentes enfoques y encontraron distintas técnicas para obtener sus resultados. Estos tres autores fueron W.
Vogel (cf. [Vo, 84]), J. Heintz (cf. [He, 83]) y W. Fulton (cf. [Fu, 83]). Ni Fulton ni Vogel trataron con
conjuntos constructibles, mientras que J. Heintz desarrollé en [He, 83] una versién afin de la nocién que se
llamé sisteméaticamente grado de conjuntos constructibles. Sin embargo, como ya observé el propio J. Heintz en
[He, 85], sus resultados no son vélidos para conjuntos constructibles y inicamente son ciertos para conjuntos
localmente cerrados de un espacio afin. El lector podrd encontrar los resultados de J. Heintz para conjuntos
localmente cerrados en la Seccion 1.2.

La cuestién que quedo abierta fue la de introducir una nocién “correcta” de grado para conjuntos constructibles
y demostrar que esta satisface una Desigualdad de Bézout. Al comienzo de la Subseccién 0.3.1, presentamos un
paradigma con las propiedades que debe satisfacer una nocién de grado “correcta”’. En este capitulo definimos
dos nociones de grado “correctas” que verifican una Desigualdad de Bézout y analizamos su comportamiento
con respecto al resto de propiedades establecidas en nuestro paradigma.

2.1. Dos nociones de grado y dos Desigualdades de Bézout para conjuntos constructibles

Una primera nocién de grado para conjuntos constructibles fue introducida en [He, 83]. En este trabajo, J.
Heintz defini6 el “grado” de un conjunto constructible C C A™(K) como el grado de su clausura Zariski. A
esta nocién de grado la llamaremos Z—grado de C'y usaremos la notacién deg,(C) := deg(C”~). Esta nocién
de grado no satisface una Desigualdad de Bézout para conjuntos constructibles. El siguiente ejemplo original

demuestra este hecho.
EJEMPLO 2.1.1 (El Z—grado no satisface una Desigualdad de Bézout para conjuntos constructibles).
Consideremos de nuevo el Ejemplo 1.1.3 anterior. Tenemos la hipersuperficie ciibica irreducible:
W= {(z,y,2) € A(C)® : zay+ (2* +y* — 1) =0}
y su imagen C := m(W) (i.e La Croix de Berny) bajo la proyeccién canénica 7 : A3(C) — A?(C) que “olvida”

la tltima coordenada. Tenemos que C~ = A2(C) y, por tanto, el Z—grado de C satisface deg,(C) = 1.
Consideramos también el siguiente par de rectas:

V= {(z,y) € A*(C) : 2y = 0},

que es una variedad algebraica de grado 2. La interseccion C' NV estd formada por los siguientes cuatro puntos
del plano:
cnV ={(0,1),(0,-1),(1,0),(—1,0)}.

9



10 2. DESIGUALDAD DE BEZOUT PARA CONJUNTOS CONSTRUCTIBLES

Por lo tanto, deg,(C NV) = deg(CNV) = 4. Sin embargo, tenemos que:
4 £ deg,(C) deg, (V) =2.

Este ejemplo muestra que las afirmaciones de [He, 83] referentes a conjuntos constructibles son errdneas o
incompletas al utilizar el Z-grado de un conjunto constructible como nocion de grado. Este hecho ya fue
observado en [He, 85], donde el autor limit6 la correccién de todas las afirmaciones de [He, 83] al caso de
conjuntos localmente cerrados (como hicimos en la Seccién 1.2 precedente). No hemos encontrado en la literatura
matematica una nocién de grado para conjuntos constructibles que generalice la nocién de grado de conjuntos
localmente cerrados y que, ademas, satisfaga una Desigualdad de Bézout. Esta situacién nos llevé a buscar una
nocion “correcta”’ de grado para conjuntos constructibles que cumpla una Desigualdad de Bézout.

A continuacién, definimos dos nociones originales de grado para un conjunto constructible: el grado minimo de
una presentacién como unién de conjuntos localmente cerrados irreducibles (grado LCI) y el grado minimo de
una presentacién como proyeccién de un conjunto localmente cerrado (77— grado).

DEFINICION 13 (Grado LCT de un conjunto constructible). Sea C C A™(K) un subconjunto constructible.
Sea € :={Uy NVy,...,U.-NV,} una descomposicion de C como unién finita de conjuntos localmente cerrados
irreducibles que satisface el Lema 1.1.2. Definimos el grado de C' relativo a esta descomposicion como:

deg(C, %) =Y deg(Vy).
=1

Finalmente, definimos el grado LCT (del inglés “locally closed irreducible”) de C' como el minimo de todos los
grados de todas las descomposiciones de este tipo:

deg),;(C) := min{deg(C, %) : ¥ es una descomposicién de C' que satisface el Lema 1.1.2}.

Decimos que una descomposicion € := {Uy NVy,...,U.NV,.} de un conjunto constructible C C A™(K) es una
descomposicion de grado LCT minimo de C si € satisface el Lema 1.1.2 y ademds:

deg;(C) = Zdeg(Vi).
i=1

DEFINICION 14 (m—grado de un conjunto constructible). Sea C C A"™(K) un conjunto constructible. Para
cada m € N, m > n, definimos:

I, (C) :={V C A™(K) :V eslocalmente cerrado y w(V) = C},

donde 7w : A"™(K) — A™(K) es la proyeccion candnica que “olvida” las dltimas m —n coordenadas. Definimos
entonces la clase de todos los subconjuntos localmente cerrados que se proyectan sobre C' mediante:

I(C) == J Mn(C),
m>n
Finalmente, definimos el grado de proyeccién (o w—grado) de C como el siguiente minimo:
deg,.(C) := min{deg, (V) : V e II(C)}.
Obviamente, tomando m = n, si C' es localmente cerrado, al usar la “proyecciéon” « := Id,, : A"(K) — A"(K),
obtenemos:
(2.1.1) deg,(C) < deg(C) = deg,(C).
A continuacién, demostramos que las tres nociones de grado son funciones sub—aditivas:
PROPOSICION 2.1.2. Las tres nociones de grado deg,, deg, y deg.; son funciones sub—aditivas. Es decir, dados
dos subconjuntos constructibles C,C" C A™(K), tenemos que:
deg.(CUC") < deg,(C) + deg.(C"),
deg,(C'UC") < deg,(C) + deg,(C")
Y,
degy;(C U C") < deg;(C) + degy;(C).
DEMOSTRACION. Como la clausura de una unién finita es la unién de las clausuras, la primera desigualdad
se verifica y deg, es sub-aditivo.
En cuanto a la segunda desigualdad, supongamos que V' C A™(K) y V' C A™2(K) son dos subconjuntos

localmente cerrados tales que my > mo > ny C := 1 (V), y C' := m(V’), donde w1 : A" (K) — A™(K)
y m : A™(K) — A™(K) son las proyecciones canénicas. Supongamos también que deg, (C) = deg,(V)



2.1. EL GRADO DE CONJUNTOS CONSTRUCTIBLES 11

y deg (C") = deg,(V'). Como my > msa, podemos definir V" := V' x A™~™2(K) y por el Teorema 1.2.7
sabemos que deg(V") = deg(V'). Por otro lado, es también evidente que w1 (V") = m(V') = C" y que
m(VUV")=CuUC’. Por lo tanto, tenemos que:

deg (CUC’) <deg, (VUV") <deg, (V) +deg, (V") =deg, (C) + deg, (C).

La tercera desigualdad es una consecuencia inmediata de la Definicién 13. A partir de dos descomposiciones de
grado LC'T minimo de C'y C’, podemos reconstruir una descomposiciéon de C'UC’ que satisface las propiedades

del Lema 1.1.2. El grado de tal descomposicién es obviamente mayor o igual que el grado de la unién de CUC".
O

EJEMPLO 2.1.3 (Tres “grados” distintos). Las tres nociones de grado deg,, deg, v deg; son distintas. Con
el objetivo de simplificar los argumentos, modificamos ligeramente el conjunto constructible que aparece en el
Ejemplo 1.1.3 (i.e. La Croix de Berny). En primer lugar, consideramos la siguiente hipersuperficie cuadratica:
(2.1.2) W' = {(z,y,2) € A*(C) : 2z + (y* — 1) =0},

y el subconjunto constructible C' := 7(W') C A%(C), donde 7 : A3(C) — A?(C) es la proyeccién candnica que
“olvida” la variable z. Dado que C' es un conjunto denso Zariski en A%(C), obviamente tenemos que deg, (C) = 1.
Como C es la proyeccién de W'y deg(W') = 2, tenemos que deg, (C) < 2. Ademds, deg, (C) # 1 ya que, en
otro caso, C serfa la proyeccién de un abierto Zariski no vacio de una variedad afin lineal, lo cual es imposible
ya que C no es un subconjunto abierto de A%(C). Por otro lado, vamos a demostrar que deg);(C) = 3. Tenemos

la siguiente descomposicién de C':
(2.1.3) C = {(z,y) € A*(C) : z#0}U{(x,y) € A*(C) : 2* +y* —1=0}.

Por lo tanto, concluimos que deg),;(C) < 3. A continuacién, veamos que 2 < deg;(C). Si suponemos que
deg,.;(C) = 2, como el conjunto abierto C; = A2(C) \ V4(X) es méaximo (ya que C no es un conjunto local-
mente cerrado), entonces C' podria descomponerse como unién de a lo sumo dos conjuntos localmente cerrados
irreducibles:

C ={(z,y) € A*(C) : z#0}UB,
donde B es un conjunto localmente cerrado irreducible de grado 1 (es decir, B es un subconjunto abierto Zariski
de una subvariedad afin lineal de A%(C)). Consideremos ahora la siguiente interseccién:

Cn{(x,y) € A*(C) : 2 =0} =Bn{(x,y) € A*(C) : = =0}.
Como
Cyn{(z,y) € A*(C) : z=0} =0,
Cn{(z,y) € A*(C) : z=0}={(0,1),(0,-1)}
y la Desigualdad de Bézout para conjuntos localmente cerrados (cf. Teorema 1.2.8) se verifica, concluimos que:
2=t (Bn{(z,y) € A*(C) : =0}) < deg(B)deg ({(z,y) €A*(C) : z=0})=1-1=1,

lo cual es falso. Por lo tanto, hemos probado que deg(B) > 2y, asi, 3 > deg,;;(C) = 1+ deg(B) > 3 como
querfamos demostrar. Por consiguiente, existen conjuntos constructibles C' C A?(C) para los cuales las tres
nociones de grado mencionadas previamente toman valores distintos:

1=deg, (C) <2 =deg,(C) < deg,;(C) = 3.

Por otro lado, no hay unicidad en las componentes inmersas de una descomposiciéon de conjuntos constructibles
que minimice el grado LCI:

OBSERVACION 2.1.4 (No hay unicidad en las componentes inmersas que minimizan el grado LCT).
Al igual que en el Ejemplo 2.1.3 anterior, consideramos un conjunto constructible C' C A%(C), denso en A%(C)
con respecto a la topologia de Zariski y de grado LC'L igual a 3, que viene dado por la siguiente descomposicién
como unién finita de subconjuntos localmente cerrados irreducibles que minimiza el grado:

C ={(x,y) € A*(C) : z #0}U{(z,y) € A*(C) : 2* +y* —1=0}.
Para cada a € C, definimos el polinomio:
ha(X,Y) = X?*+Y?+aXY —1€C[X,Y].

Entonces, hay infinitas descomposiciones de C' como unién finita de conjuntos localmente cerrados que minimizan
el grado LCT como se muestra en la siguiente igualdad:

C={(z,y) € A*(C) : 2 #0}U{(w,y) € A*(C) : ha(z,y) =0},
Esto se debe a que los ideales (X, X2+ Y2 —1) y (X, he(X,Y)) son el mismo ideal en C[X,Y] para cada a € C.
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Nuestro grado LCT generaliza la nocién de grado para conjuntos localmente cerrados introducida en [He, 83].
Resumimos este hecho en la siguiente proposicién:

PROPOSICION 2.1.5. Sea C C A"™(K) un conjunto constructible que sea localmente cerrado o presentable
equidimensionalmente. Entonces, deg,(C) y deg);(C) coinciden. Es decir,

—z
deg, (C) = deg(C") = deg,;(C).

DEMOSTRACION. Si C es localmente cerrado, entonces existe una biyeccién entre sus componentes irre-
ducibles y las de su clausura Zariski. Esta correspondencia permite concluir la igualdad del enunciado.
Por otro lado, si C es presentable equidimensionalmente, el resultado se deduce de la Proposicién 1.1.5. O
OBSERVACION 2.1.6 (Grado LCI y descomposicién en piezas presentables equidimensionalmente).
También podemos considerar una descomposicién en piezas presentables equidimensionalmente de un conjunto
constructible C' C A™(K) de dimensién r como en la Observacién 1.1.6. Al igual que en dicha observacion,

sea € := {C,,...,Cy} una descomposicién de C como unién finita de conjuntos constructibles presentables
equidimensionalmente. Consideramos la siguiente cantidad asociada a esta descomposicién:

deg,(C, %) Zdegz

Dado que deg.; es una funcién sub—aditiva (cf. Proposmlon 2.1.2) y gracias a la Proposicién 2.1.5, tenemos que:
degy;(C) < deg.(C,%).
Ademads, tomando una descomposicién de C en conjuntos localmente cerrados irreducibles que minimiza el

grado LCI:
C:=WiU---UW,,

tal que:

degi(C) = 3 deg(W.

y reorganizando esta descomposicién en piezas de la misma dimensién, obtenemos una descomposicién # :=

{Dy,..., Do} que verifica:
deglm Z deglm Z degz

Por lo tanto, el grado LCT podria haberse deﬁmdo en termmos de descomposiciones en piezas presentables
equidimensionalmente de la siguiente manera:

deg;;(C) = min{ deg,(C, %) : € es una descomposicién de C' en piezas

presentables equidimensionalmente como en la Observacién 1.1.6}.

PROPOSICION 2.1.7. Para todo subconjunto constructible C C A™(K) de dimensién r, se verifican las siguientes
desigualdades:
degz(c) < degw(c) < dEglci(C)'
Ademds, dada una descomposicion de C' en conjuntos constructibles presentables equidimensionalmente:
C:=C,U---UC(y,

tenemos que:
deg);(C) < (dim(C) + 1) max{deg,(C;) : 0 <i <r}.

DEMOSTRACION. Sea V € IL,,,(C) un subconjunto localmente cerrado de A™(K) tal que w(V) := C, donde
7w A™(K) — A"(K) es la proyeccién candnica, y deg,(C) = deg, (V). Gracias a la Proposicién 1.2.6, tenemos
que:

deg. (C) = deg(n(V)") < deg(V) = deg,(C),
lo que prueba la primera desigualdad.

Para la segunda desigualdad, supongamos una descomposiciéon de C' como unién finita de subconjuntos local-
mente cerrados irreducibles:
C=WiU---UW,,

tal que:

deg);(C) = Z deg(W;)
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Como deg, es una funcién sub-aditiva, obtenemos:

degﬂ(c) < Z deg‘n’(Wl)
=1

Por lo tanto, como W; es localmente cerrado, de la Desigualdad (2.1.1), concluimos deg, (W;) < deg(W;) y la
segunda desigualdad es cierta. La tltima desigualdad se sigue de forma sencilla a partir de la Observacién 2.1.6
anterior. 0

OBSERVACION 2.1.8. En general, no es cierto que:
degy;(C) < (dim(C) + 1) deg, (C).
Basta considerar el siguiente ejemplo, que extiente al conjunto constructible introducido en el Ejemplo 2.1.3:
C" = {(a,y) € A%(C) : @ # 0} U{(0,£1)} U {(0,£2)}.

Usando argumentos similares a los empleados en el Ejemplo 2.1.3, se puede demostrar que deg;;(C’) = 5. Por
lo tanto, este ejemplo prueba que:

5 = degy;(C") £ (dim(C”) + 1) deg.(C") =3 -1 = 3.

Nuestro m—grado también generaliza la nocién de grado para conjuntos localmente cerrados (y conjuntos cons-
tructibles presentables equidimensionalmente):

COROLARIO 2.1.9. Sea C C A"(K) un conjunto constructible. Si C es localmente cerrado o presentable
equidimensionalmente, tenemos que:
deg, (C) = deg(C") = deg,(C) = degy(C).

Ademds, si C C A™(K) es un conjunto constructible presentable equidimensionalmente de dimensidon r, entonces
existe un subconjunto abierto no vacio G(C) C G(n,r), con respecto a la topologia final inducida por la aplicacion
suprayectiva ¢ introducida en la Ecuacidon (1.2.2), tal que se cumple lo siguiente para cada A € G(C):

1(ANC) = deg,(C) = deg, (C) = degy(C).

DEMOSTRACION. Combinando la Proposicién 2.1.7 y la Proposicién 2.1.5, obtenemos la primera igualdad de
forma inmediata. Por otro lado, la segunda afirmacién se deduce también directamente a partir las definiciones
y de la Proposicién 1.2.2. O

En el caso general, lo tinico que tenemos para intersecciones con variedades afines lineales es el siguiente resul-
tado:

COROLARIO 2.1.10. Sea C C A™(K) un conjunto constructible de dimension r y sean Vi, ..., Vs las componentes
irreducibles de dimension mds alta de la clausura Zariski de C' (como en la Proposicion 1.1.5). Entonces, existe
un subconjunto abierto no vacio G(C) C G(n,r), con respecto a la topologia final inducida por la aplicacidn
suprayectiva 4 introducida en la Ecuacion (1.2.2), tal que se cumple lo siguiente para cada A € G(C):

HANC) = deg(Vi) < deg,(C) < deg, (C) < deg;;(C).
=1

Los siguientes resultados corrigen y explican el Lema 2 de [He, 83] sobre el grado de las imégenes por aplica-
ciones lineales de conjuntos constructibles. De nuevo, comenzamos con el grado LCI:

PROPOSICION 2.1.11. Sea C C A™(K) un conjunto constructible y £ : A"(K) — A™(K) una aplicacién lineal.
Tenemos que:

i) El grado de la clausura Zariski de la imagen estd acotado superiormente de la siguiente manera:

deg. (¢(C)) = deg ({(C)") < degyu (),
1) Si £(C) es localmente cerrado o presentable equidimensionalmente, también se verifica que:
deg, (€(C)) = deg; (€(C)) < deg;(C).
ii1) En general, no es cierto que dada una variedad afin lineal A C A™(K) se cumpla lo siguiente:
HANL(C)) < deg.(C).
iv) En general, no es cierto que deg;.;(£(C)) < deg,;(C).
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DEMOSTRACION. El primer {tem es una consecuencia inmediata de la Proposicién 1.2.6 combinada con la
sub—aditividad del grado LCI (cf. Proposicién 2.1.2 previa).

El Ttem i) se deduce del hecho de que deg,;(C) = deg_(C) para todo subconjunto constructible C' C A" (K)
que es localmente cerrado o presentable equidimensionalmente y la Proposicién 1.2.6.

Para el Item iii), consideramos el conjunto constructible C' C A%(C) descrito en el Ejemplo 2.1.3 anterior, la
Identidad Id : C — A?(C) como aplicacién lineal y la recta A := {(z,y) € A%2(C) : z = 0} del plano.
Entonces, tenemos que la interseccién A N Id(C) estd formada por dos puntos, mientras que deg,(C) = 1. Por
lo tanto,

2 = §(AN1d(C)) £ deg,(C) = 1.

Para el Ttem 4v), empleamos de nuevo el conjunto constructible ¢ € A2(C) introducido en el Ejemplo 2.1.3
anterior. En dicho ejemplo, demostramos que C' es un conjunto constructible tal que deg;.;(C) = 3 y, al mismo
tiempo, es la proyecciéon de una variedad algebraica W’ C A3(C) de grado 2. Por consiguiente, tenemos que:

3 = degy;(m(W')) £ degy;(W') = deg(W') = 2,

lo que prueba el [tem iv). O

Por otro lado, tenemos que el m—grado se comporta de manera “adecuada”’ para las imagenes de conjuntos
constructibles por aplicaciones lineales. Esto se muestra en el siguiente resultado:

PROPOSICION 2.1.12. Sea C C A™(K) un subconjunto constructible. Para todo m > n, consideramos la clase
% (C) de todos los pares (V,£), donde VC A™(K) es un conjunto localmente cerrado, £ : A™(K) — A™(K)
es una aplicacion lineal y (V) = C. Finalmente, consideramos la clase:

2(C) = |J Zn(0).
m>n
Entonces, tenemos que:

i) El m—grado satisface:
deg,(C) = min{deg, (V) : 3¢ : A™(K) — A™(K), (V,£) € Z(C)}.
it) Para toda aplicacion lineal ) : A™(K) — A™(K), se cumple:
deg. (A(C)) < deg,(A(C)) < deg,(C) < degy;(C).
DEMOSTRACION. Demostramos cada item por separado:

e Itemi): Sea (V,£) € £(C) uno de los pares descritos en el enunciado. Sea G C A™+"(K) el grafo de
la restriccién £ |V. En primer lugar, nétese que G es también un conjunto localmente cerrado, ya que:

G:={(z,y) e A"(K)x A"(K) : z€V, l(z) —y =0}
Obviamente, G es la interseccién de V' x A" (K) con la variedad afin lineal:
A= A"(K) x {(2,y) € A"T™(K) : £(2) —y = 0}.

Por lo tanto, aplicando la Desigualdad de Bézout para conjuntos localmente cerrados (Teorema 1.2.8
anterior), obtenemos:

deg,(G) = deg(G) < deg(V x A™(K)) deg(A) = deg(V) - 1 = deg(V).
Ademés, sea 7 : AmT"(K) — A"(K) la proyeccién canénica dada por:
7(z,y) =y, ¥(z,y) € A" (K).
Es evidente que C := 7(G) y, por lo tanto, concluimos que:
deg, (C) < deg, (V), V(V. ) € Z(C).

La otra desigualdad es evidente ya que las proyecciones son casos particulares de aplicaciones lineales.
Por lo tanto, hemos demostrado el primer item.

o Item ii): Si A : A"(K) —s A7(K) es una aplicacién lineal, entonces tenemos que:
ZNC) 2{(V, Ao t) = (V,1) € Z(C)}.
Por lo tanto, como:
deg, (MC)) = min{deg. (V) : 3p, (V,p) € Z(M(C))},
inmediatamente concluimos que:
deg,(A(C)) < min{deg, (V) : 3, (V,£) € Z(C),(V, Ao l) € Z(MC))} = deg,(C),
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y el ftem i) se verifica.
O

En lo que respecta al resto de operaciones naturales sobre conjuntos constructibles, tanto el grado LCI como
el m—grado cumplen las condiciones establecidas en el paradigma introducido en la Subseccién 0.3.1.

PROPOSICION 2.1.13. Sean C C A™(K) y D C A™(K) dos conjuntos constructibles.
i) Para toda variedad afin lineal A C A™(K), se verifican las siguientes desigualdades:

degi (AN C) < degy,(C),
deg, (ANC) < deg,(C).
it) Los grados del producto cartesiano satisfacen las siguientes desigualdades:
deg);(C' x D) < deg);(C) degy;(D),
deg,(C x D) < deg,(C)deg, (D).
ii1) Para todo subconjunto abierto Zariski U C A™(K), tenemos que:
deg)i(C'NU) < deg,;(C),
deg, (CNU) < deg,.(C).

DEMOSTRACION. Demostramos las desigualdades primero para deg;.; y después para deg, :

o Desigualdades para deg,;: Los Items i) y it) se deducen de forma sencilla de la sub-aditividad de deg;
(cf. Proposicién 2.1.2) y de las correspondientes propiedades para conjuntos localmente cerrados. Para
el tem iii), supongamos que C se descompone como unién finita de conjuntos localmente cerrados
irreducibles:

C=W1U---UWj,

tales que
degy;(C) = Z deg(W;).
i=1

Como U es abierto Zariski, entonces para cada ¢, 1 <1 < s, tenemos tnicamente dos opciones: o bien
UNW; =0, o bien UNW; # 0, en cuyo caso U N W; es localmente cerrado y denso Zariski en Wi .
Por lo tanto, obtenemos:

deg;(CNU) <Y deg(UNW;) < deg(W;) = deg;;(C).

i=1 i=1
e Desigualdades para deg, : Para el Item i), supongamos que existe un subconjunto localmente cerrado
V C A™(K) tal que 7(V) := C y deg,(C) = deg,(V), donde 7 : A" (K) — A"(K) es la proyeccién
canénica. Consideramos la subvariedad affn lineal B := 7= 1(A) C A™(K). Tenemos que 7(V N B) =
C N Ay, por consiguiente:
deg, (CNA) <deg,(VNB)<deg, (V).
Para el Item 11), supongamos que existen dos conjuntos localmente cerrados V- C A™(K) y W C
A™2(K) tales que my > ny mg >m,y m (V) :=C, meg(W) := D, donde 71 : A™ (K) — A"(K) y
o A2 (K) — A™(K) son las proyecciones candnicas, deg, (C) = deg, (V) y deg, (D) = deg,(W).
Consideramos el espacio affn A™1+m2(K) := A™ (K) x A™2(K) y la proyeccién producto:
Ti=m xme: A™(K)xA™(K) — A"(K)xA™(K)
(21, 22) — (m(21),m2(22))
Entonces, m(V x W) = C x Dy, como V x W es localmente cerrado, concluimos:
deg,(C x D) < deg(V x W) = deg, (V) deg, (W) = deg,(C) deg, (D).
Finalmente, para el ftem i), tenemos que existe V C A™(K) localmente cerrado tal que w(V) := C'y
deg(V) = deg, (C), donde 7 : A™(K) — A™(K) es la proyeccién canénica. Tomando el subconjunto
abierto U := 7~ 1(U) € A™(K), tenemos que C NU = 7(V NU) y las siguientes desigualdades se
verifican ya que V es localmente cerrado:
deg (CNU) <deg,(VNU) < deg, (V) = deg,.(C).
O

Finalmente, demostramos que tanto el grado LCT como el m—grado satisfacen una Desigualdad de Bézout.
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TEOREMA 2.1.14 (Desigualdades de Bézout para conjuntos constructibles). Sean C,D C A™(K) dos
conjuntos constructibles. Tenemos que:

degi(C'N D) < degy;(C) degyi (D), deg,(C'N D) < deg,(C) deg, (D).

DEMOSTRACION. Primero demostramos la desigualdad para deg, y, posteriormente, para deg);. En el
caso de deg,, el resultado se sigue de las definiciones del modo esperable. Consideramos en primer lugar el
producto cartesiano C' x D C A?*(K). A continuacién, sea A" C A?"(K) la subvariedad afin lineal (llamada
habitualmente subvariedad diagonal) dada por la siguiente identidad:

A(z’ﬂ) = {(xlv"'aznaylv"'ayn) €A2H(K) Py — Y :051 Slén}

Sea 7 : A?"(K) — A™(K) la proyeccién canénica sobre las primeras n variables. Tenemos que:
T ((c % D) N A<2n)) —CnD.
Aplicando el [tem 1) de la Proposicién 2.1.12, obtenemos:
deg, (C'N D) < deg, ((c % D) N A<2”>) .

Como A" es una subvariedad afin lineal, deducimos del [tem i) de la Proposicién 2.1.13 que:
deg, (CN D) <deg, (CxD).
Finalmente, el [tem i1) de la Proposicién 2.1.13 nos proporciona la desigualdad final para el m—grado:
deg, (CN D) <deg, (C x D) <deg,(C)deg, (D).

En el caso de deg,;, la dificultad radica en que el grado no se conserva mediante transformaciones lineales (como
se observé en el ftem i7i) de la Proposicién 2.1.11). Por lo tanto, debemos realizar algunos ajustes sutiles en
el esquema de demostacion que hemos utilizado para deg,.. Como antes, consideramos la subvariedad diagonal
A" C A?"(K) y su interseccién con el producto cartesiano:

C':=(C x D)NACY,
Por la Proposiciéon 2.1.13, concluimos que:
deg);(C") < deg);;(C x D) < degy;(C) deg,;(D).

A continuacién, consideramos una descomposicién de grado LCT minimo de C en subconjuntos localmente
cerrados irreducibles como en la Definicién 13. Es decir, una descomposicion:

C'=WiU...UW,,

donde W; = U;NV; # 0, U; C A" es un conjunto abierto Zariski en A, V; € A" es una subvariedad
algebraica irreducible para la topologia de Zariski y tal que:

degi(C) =) deg(W;) = > deg(V5).
i=1 =1

Para cada 7, 1 < i < s, consideramos:
e O; C A"(K) dado por:
0; :={z € A"(K) : (z,z) € Ui},
e ; C A"(K) dado por:
Qi :={z e A"K) : (z,z) € V;}.
Es inmediato que, si 7 : A?"(K) — A"(K) es la proyeccién sobre las n primeras coordenadas, entonces la
restriccion 7r| Alzn) ACY A™(K) es un isomorfismo birregular. Por lo tanto, concluimos que O; es un
conjunto abierto Zariski en A™(K), @; es un subconjunto cerrado Zariski de A™(K) y tenemos que:

©(Wi) = 0; N Q.
Como m(W;) es localmente cerrado, por la Proposicién 1.2.6 obtenemos:

deg(m(W;)) = deg(ﬁ(Wi)z) = deg(Q;) = deg(O; N Q;) < deg(W;).

Ademas, tenemos que:

CND=n((CxD)NAC)Y = (0;NQ1)U...U(0,NQy).
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Finalmente, aplicando la Proposicién 2.1.2, concluimos la Desigualdad de Bézout para el grado LCI:

deg(C'ND) < deg(0;NQ;) < Y deg(W;) = degy;(C') < degy,;(C) degy;(D).

i=1 =1

2.2. Cotas superiores para la interseccion de varios conjuntos constructibles

De acuerdo con el paradigma que hemos introducido en la Subseccién 0.3.1, una nocién “correcta” de grado para
conjuntos constructibles debe verificar alguna variante de la Proposicién 2.3 de [HS, 82]. Dicha proposicién
establece una elegante cota superior para la interseccién de varias variedades algebraicas. El objetivo de esta
seccién es generalizar la Proposicién 2.3 de [HS, 82] de diversas formas.

En primer lugar, nétese que una aplicacién literal de la Desigualdad de Bézout coloca la co—dimensién en el
exponente de las cotas para el grado. Es decir, sean fi,..., f;, € K[X1,...,X,] tales que V := Vi (f1,..., fim)
tiene dimensiéon n—m, y sea W C A™(K) una variedad algebraica. La Desigualdad de Bézout nos da la siguiente
cota superior:

deg(W NVa(fi.--. fm)) < deg(W) [ dea(f:) < deg(W) (max{deg(f1). ... deg(fn)}) "™
=1

Sin embargo, la Proposicién 2.3 de [HS, 82] reemplaza la co-dimensién de V por la dimensién de W, enfatizando
el papel de la dimensién de W en este tipo de cotas superiores. Es decir, la Proposicién 2.3 de [HS, 82] nos
proporciona el siguiente resultado:

deg(W N Va(fi,..., fm)) < deg(W) (max{deg(f1),.-., deg(fm)})dim(w) )

El “trade—off” entre estas dos cotas superiores es el ingrediente clave para demostrar la existencia y la alta
probabilidad de conjuntos cuestores de longitud asintéticamente 6ptima (ver Teorema 3.2.1 de la Seccién 3.2).
Nuestro objetivo es extender este tipo de cotas para la intersecciéon de varios conjuntos constructibles. Descar-
tamos deg, ya que no satisface una Desigualdad de Bézout. Por otro lado, no sabemos si este tipo de resultados
es valido para deg, (v no hemos encontrado ningin contra-ejemplo). Por lo tanto, esta seccién se centrard en
demostrar una generalizacién de la Proposicién 2.3 de [HS, 82] para familias finitas de conjuntos constructibles

y deglci'
Nuestro resultado principal es el siguiente:

TEOREMA 2.2.1 (Cotas superiores para el grado LCI de la interseccién de varios conjuntos cons-
tructibles). Sea Cy,...,Cs C A™(K) una familia de conjuntos constructibles. Sea r := dim(Cy) > 0 la
dimension del conjunto constructible Cy. Se verifican las siguientes desigualdades:

i) Primera cota superior:

deg,. (ﬁ C’i> < degy; <ﬁ Ci) < <8 + 7; - 1) deg.;(C1) (max{deg,;(C;) : 2<j <s}) .
i=1 i=1
i1) Segunda cota superior:
deg, <ﬁ Cz‘) < degy (ﬁ Ci) < degy;(C1) (1 + ideglci(ci)> :
i=1 i=1 i=2
iii) Cota superior en términos del grado promedio: dada una familia de conjuntos constructibles
Cy,...,Cs CA™(K),

definimos su grado promedio como:
1 S
d Ci,...,C4) = — deg,.;(Cy).
egav( 1 ’ ) S ; egl(:l( )

Entonces, también tenemos que:

degﬂ' (m Cl) < deglci <ﬂ CZ) < deglci(cl)sr (degav<cl’ ce CS))T .

i=1 i=1
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La primera cota superior del teorema anterior generaliza la cota principal de la Proposicién 2.3 de [HS, 82].
Sin embargo, el coeficiente constante es exponencial en s — 1 ya que:

s—1 s—1
r+s—1 < r+s—1 < e(r+s—1) ’
s—1 - T - s—1

donde e es la base del logaritmo neperiano. El lector también puede pensar que la constante es también

exponencial en r dado que:
(r—|—s—1> S(r—i—s—l)g(e(r—ks—l)) '
r r r

En cualquier caso, no es la constante 1 que esperarfamos de acuerdo a la Proposicién 2.3 de [HS, 82]. La
tercera cota superior se obtiene simplemente reescribiendo nuestra segunda cota superior, ya que siempre se
cumple que degy.;(Cy) > 1. Por lo tanto, la segunda y la tercera cotas superiores son exponenciales en r, pero
polinémicas en s, lo cual puede ser 1til en algunas aplicaciones. Nétese que las desigualdades del lado izquierdo
para el m—grado son consecuencia inmediata de la Proposicién 2.1.7.

Esta seccion estd estructurada de la siguiente forma. En primer lugar, en la Subseccién 2.2.1, demostraremos
que la Proposicién 2.3 de [HS, 82] se puede extender facilmente al caso de la interseccién de varios conjuntos
localmente cerrados (ver Proposicién 2.2.2). La demostracién emplea un argumento inductivo elemental que se
beneficia de la siguiente idea:

Dado un conjunto localmente cerrado irreducible €2 y otro conjunto localmente cerrado C, la intersecciéon QN C'
debe verificar:

e O bien dim(2 N C) = dim(£2), en cuyo caso N C es un subconjunto abierto Zariski en Q y, por lo
tanto, deg(Q2 N C) = deg(9).
e O dim(2NC) < dim(?) y podemos redirigir nuestros argumentos a los mismos pasos inductivos.
Esta dicotomia no es cierta cuando C' es cualquier conjunto constructible. Puede ocurrir que dim(Q2 N C) =
dim(Q2), pero deg;;(2 N C) > deg;;(©2). Ejemplos de este comportamiento contraintuitivo de los conjuntos
constructibles se derivan de forma sencilla del Ejemplo 1.1.3 (i.e. La Croix de Berny).

Por lo tanto, para demostrar el Teorema 2.2.1, necesitaremos realizar esfuerzos adicionales. Con este fin, en la
Subseccién 2.2.2, procedemos mediante otro argumento inductivo basado en la dimensiéon. Como la dicotomia
previa no se mantiene, aparece un nimero combinatorio, lo que da lugar a la primera cota superior del Teorema
2.2.1.

No sabemos si este nimero combinatorio es imprescindible. Parece que surge debido al tipo de argumento
que hemos escogido. Por este motivo, hemos buscado alternativas y esta es la segunda cota superior del
Teorema 2.2.1. En la Subseccién 2.2.3, probamos la segunda cota superior y su consecuencia obvia, la cota
superior en términos del grado promedio. Para demostrar la segunda cota superior, seguimos una estrategia de
prueba basada en “Dividir y conquistar”. En lugar de usar un argumento inductivo basado en la dimensioén,
estudiamos el nimero de celdas no vacias obtenidas como intersecciones finitas de varias familias finitas de
conjuntos localmente cerrados. Esto se puede llevar a cabo con la ayuda de la técnica de conteo que subyace en
el Lema 2.2.5.

Estas subsecciones dan lugar a algunos corolarios inmediatos. Por ello, hemos anadido la Subseccién 2.2.4 donde
presentamos un par de aplicaciones directas de nuestras cotas superiores para la interseccién de varios conjuntos
constructibles.

2.2.1. Una extensién directa de la Proposicion 2.3 de [HS, 82] a conjuntos localmente cerrados.
En la siguiente proposicién, extendemos el argumento inductivo de la Proposicién 2.3 de [HS, 82] al caso de la
interseccién de un conjunto constructible con varios conjuntos localmente cerrados.

PROPOSICION 2.2.2. Sea Q C A"(K) un conjunto constructible y sea C1,...,Cs C A"(K) una familia finita de
conjuntos localmente cerrados. Entonces, tenemos que:

deg,; (Q N <m Cl)) < deg;(©?) (max{deg,;(C;) : 1<i< 5})dim(ﬂ) :

i=1

DEMOSTRACION. El argumento es por induccién en s como en [HS, 82]. Comenzamos discutiendo el caso
s=1. Sis=1ydim(Q2) > 1, se trata de la Desigualdad de Bézout para conjuntos constructibles (ver Teorema
2.1.14). En el caso dim(Q2) = 0, es evidente que la interseccién de un conjunto finito de puntos con cualquier
otro conjunto C; esta contenido en (). Por consiguiente, en este ultimo caso, se cumple de manera obvia que:
deg(Q2N C1) < deg(9). Por todo lo anterior, queda demostrado el caso s = 1.
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Supongamos ahora que s > 2. En primer lugar, supongamos también que €2 es un conjunto localmente cerrado
irreducible (i.e. un conjunto abierto no vacio en alguna variedad algebraica irreducible). Descomponemos la
interseccién de la siguiente forma:

QN (ﬂc) =(@nc)n (ﬂc)
i=1 1=2

Notese que 2N C es localmente cerrado. Por lo tanto, podemos considerar los dos casos siguientes:

o Caso 1: dim(2N Cq) = dim(f2). En este caso, como 2 es localmente cerrado irreducible, entonces
QN Cy es un conjunto localmente cerrado denso en Q y, por consiguiente, se cumple que:

deg(2N Cy) = deg((UNC1) ) = deg(V) = deg(),

donde la ultima igualdad es cierta ya que €2 es localmente cerrado. Aplicando la hipétesis de induccién,
concluimos:

deg | 2N ﬂ C; < deg(QNCy) (max{deg(C;) : 2<i< S})dim(ﬂ) 7

j=1

lo que implica el resultado buscado.
e Caso 2: dim(Q N Cyp) < dim(?). En este caso, utilizando simplemente la hipétesis de induccién,
tenemos que:

deg [ 2N ﬂ C; < deg(©2N Cy) (max{deg(C;) : 2<i< 5})dim(nmcl) .

j=1

Empleando la Desigualdad de Bézout para conjuntos constructibles (nuestro Teorema 2.1.14), obte-
nemos:

deg | 2N Cj < deg(Q) deg(Ch) (max{deg(C;) : 2 < i< s})dmE=1
J

j=1
y esto también nos proporciona la desigualdad buscada.

Para el caso general, consideramos una descomposicién de §2 en subconjuntos localmente cerrados irreducibles
de grado LCT minimo. Es decir, consideramos una descomposicién:

Q:=(U1NV)U---U TNV,

donde U;NV; # 0, U; € A"(K) es un conjunto abierto Zariski, V; C A"(K) es un subconjunto cerrado irreducible
con respecto a la topologia de Zariski y tal que se verifica:

t
degy;(2) = Z deg(V;).
i=1

Como el grado es sub—aditivo, tenemos que:

s t s
degis QN [ (G| | €D deg | WinVi) N [ [ Cs
i=1 j=1

j=1

Dado que (U; N'V;) es localmente cerrado irreducible, al aplicar los argumentos previos obtenemos:

s t
degi [N [ (€] | <3 deg(Vi) (max{deg(Cy) = 1< j < shBmEm)
j=1 i=1

Como dim(€2) = max{dim(U; N'V;) : 1 <i < t}, se concluye la prueba de la proposicién. a
Para el m—grado, tenemos una cota superior similar para conjuntos constructibles presentables equidimensio-

nalmente:

COROLARIO 2.2.3. Sea Q) C A"(K) un conjunto constructible presentable equidimensionalmente y sea Cy, ..., Cs C
A™(K) una familia finita de conjuntos localmente cerrados. Entonces, tenemos que:

deg, (Q N <ﬁ Cz>> < deg, () (max{deg, (C;) : 1 <i< 8})dim(Q).
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DEMOSTRACION. Esencialmente, se trata de la misma demostracién que la de la proposicién anterior.
Unicamente, cabe senalar que, como {2 es presentable equidimensionalmente, entonces admite una descom-
posicién en conjuntos localmente cerrados irreducibles 2 = W7 U --- U W, de modo que se verifica la siguiente
propiedad:

degﬂ' (Q> = deglci(Q) = Zdeg(Wl)
i=1

]

En el siguiente corolario obtenemos, empleando la Proposiciéon 2.2.2 anterior, estimaciones del grado de las
imagenes de conjuntos constructibles por funciones polinomiales.

COROLARIO 2.2.4. Sea ¢ := (o1,...,¢0m) : A"(K) — A™(K) una funcion polinomial. Supongamos que para
cada i, 1 <i<m, ¢; € K[X1,...,X,] es un polinomio de grado a lo sumo d, donde d > 1. Sea C C A™(K)
un subconjunto constructible. Entonces, tenemos que:

degz (CP(C)) § deglci(c)ddim(C)a
deg, (¢(C)) < deg,(C)d™ < deg;;(C)d™.
Las cotas no son siempre ciertas si reemplazamos deg,; por deg, en la parte derecha de las desigualdades.

Ademds, si p(C) es localmente cerrado o presentable equidimensionalmente, entonces también se verifica que:
deg, (#(C)) = deg,(p(C)) = degy; (¢(C)) < degye;(C)d™™ ),
deg, (¢(C)) = deg,(¢(C)) = deg;;(¢(C)) < deg,(C)d™ < deg);(C)d™.

DEMOSTRACION.
e Desigualdad deg, (o(C)) < degy;(C)d¥™(): Supongamos, en primer lugar, que C es un conjunto

localmente cerrado irreducible. Por tanto, la clausura Zariski W := go(C’)z C A™(K) de ¢(C) es una
variedad irreducible. Sea D := deg(W) el grado de W y sea s := dim(W). Entonces, existe una
subvariedad afin lineal A C A™(K) de co—dimensién s tal que:

S(ANW) = § (AN @(C)) = deg(W) = D.

Consideremos ahora la variedad algebraica p~1(A) C A"(K). Como A estd dada por s ecuaciones
lineales, entonces ¢~!(A) viene también dada por s ecuaciones polinomiales de grado a lo sumo d
(combinando las coordenadas de ¢1, ..., @, de ¢ con las ecuaciones que definen A en A™(K)). Por
la Proposicion 2.2.2, concluimos:

dege; (C N (A)) < degy;(C)d™ ),

Sea ¢ la clase de componentes localmente cerradas irreducibles de C' N ¢~1(A4). Como el niimero de
componentes irreducibles de un conjunto localmente cerrado estd acotado por su grado (ver Item 4ii)
de la Proposicién 1.2.3), concluimos:

8(%) < degye; (C N H(A)) < deg, (C)dH™ ),

Sea V € ¥ una de las componentes irreducibles de C'N ¢~1(A). Sabemos que su clausura Zariski

<p(V)Z es irreducible y, al mismo tiempo, tenemos que:
(V) C Ane(C).

Como A N p(C) es un ntmero finito de puntos, (V) debe ser un punto en A™(K). Ademds, como
P(CNp~t(A)) = p(C) N A, existe una aplicaciéon suprayectiva entre los siguientes conjuntos finitos:

o: ¥ — e(C)NA
Vo o— (V) :=pV)

Entonces, concluimos que si C' es localmente cerrado irreducible, tenemos que:
deg(p(C)") = deg(W) = £ ((C) N A) < £ (%) < deg(C)d ™),

Para cualquier conjunto constructible C' C A™(K), basta considerar una descomposicién de grado LCT
minimo de C' como en la Definiciéon 13, i.e. una descomposicién de C' como unién finita de conjuntos
localmente cerrados irreducibles que satisface el Lema 1.1.2:

C:={UNnV)U---U(UsNVy),
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donde U; NV; # 0, U; C A™(K) es abierto Zariski, V; C A"(K) es cerrado irreducible con respecto la
topologia de Zariski y satisface:

(2.2.1) deg(C) =} _ deg(Vi)

Entonces, tenemos que:

Z

p(C) = (U ¢ (U mvn) =Je@nW)".
=1

i=1

Como deg es sub—aditivo cuando se aplica a variedades algebraicas, obtenemos:

deg( ) Zdeg( U:N Vi) ) Zdeglm (V; N U;)adm (V) = Zdeg V;)ddim(Va),

i=1

Como dim(C) := max{dim(V}),...,dim(Vy)}, de la Identidad (2.2.1) concluimos:

deg, (¢ (Z deg(V; ) A" = deg,;(C)d ™).

e Desigualdad deg, (p(C)) < deg, (C)d™ < deg;;(C)d™: En primer lugar, consideramos el grafo de la
funcién polinomial ¢:

Gr(p) ={(z,y) e C x A™(K) : y; —pi(x)=0,i=1,...,m} =

= (C x A™(K (ﬂ{y = 0})

Entonces, sea ® la siguiente funcién polinomial:
o: C —  Gr(p)
o (z,0(x)

Obviamente, tenemos que ®(C) = Gr(y) y, por lo tanto, Gr(y) es un conjunto constructible. Sea
m: A"(K) x A™(K) — A™(K) la proyeccién candnica que “olvida” las primeras n variables. Por
consiguiente, tenemos que p(C) = w(Gr(p)) y deg, (¢(C)) = deg, (7(Gr(¢))). Gracias a la Proposicién
2.1.12, concluimos:

deg. (m(Gr(p))) < deg,(m(Gr(p))) < deg,(Gr(p))-

Aplicando la Desigualdad de Bézout (para el m—grado, ver Teorema 2.1.14), deducimos que:

deg, (Gr(p)) = deg, ((0 x AT(K ﬂ{Y pi(X) = 0})>

< deg, (C x A™ (1) [ ] des, (1%; — :(X) = 0)).

i=1
Dado que deg,. (C x A™(K)) < deg, (C)deg, (A™(K)) = deg, (C), y para todo i, 1 < i < m, tenemos
que deg ({Y; — ¢;(X) = 0}) = deg(Y; — ¢;(X)) = max{deg(p;), 1} < d, se obtiene:

degr(C x A™(K)) [ ] deg,({Yi — 9i(X) = 0}) < deg,.(C)d™.
i=1

Finalmente, aplicando la Proposicién 2.1.7, concluimos:

degz ((p(C» < degﬂ' (C)dm < deglci(c)dm'

En cuanto al contra-ejemplo, basta tomar el que se empled en el [tem 1i1) de la Proposicién 2.1.11.

Las dos tltimas afirmaciones son evidentes por ser ¢(C') un conjunto localmente cerrado o presentable equidimensio-
nalmente. O
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2.2.2. Demostracién del ftem i) del Teorema 2.2.1. Procedemos por induccién. Comenzamos con-
siderando el caso s = 2. En este caso, aplicando la Desigualdad de Bézout para conjuntos constructibles (cf.
Teorema 2.1.14), obtenemos:

+1
deg.;(C1 N C2) < deg;(C1) deg;(C2) < <T , ) deg).;(C1) deg); (C2).

A continuacién, supongamos que s > 2 y que C; = W es un subconjunto localmente cerrado irreducible.
Entonces, tenemos que:
S S
WnCyN <ﬂ01> =wn (ﬂ@)
i=3 i=2

Distinguimos los dos casos siguientes:
o Caso 1: dim(W N Cy) < dim(W). Aplicando la hipétesis de induccién obtenemos:

) dim(WNCsq)+s—2
deglci (W N (ﬂ Cz>> < ( dlm(W n 02) ) deglci(W N CQ)

i=2
(max{deg,;(C;) : 3<j < 8})dim(Wr‘102).

Notese que si a < b son dos enteros positivos, se cumple:

(FH2) (P2 (P D)

Como dim(W N Cy) < dim(W) — 1 < dim(W), tenemos que:

deg <W N <ﬂ C’l>> < <dlmgj2(—‘;/§ - 2> dogy (W1 Ca)

i=2
(max{deg);(C;) : 3<j < s}dmW)=1

Ademsds, gracias a la Desigualdad de Bézout para conjuntos constructibles (cf. Teorema 2.1.14),

obtenemos:
desig <W . (ﬂ C)) < (M) dee() dea(Co)

1=2
(max{degy;(C;) : 3 < j<shtmWI~,

Finalmente, agrupando y acotando algunas cantidades, obtenemos la desigualdad buscada:

degy; (W N (ﬂ Ci)) < (dlmé?r;)(;/.j - 1) deg(W)

1=2
(max{degy;(C;) : 2 < j < s}

e Caso 2: dim(W N Cy) = dim(W). Consideramos una descomposicién de Cy como unién finita de
subconjuntos localmente cerrados irreducibles:

Co=W1UWoU---UW,,,
tal que el grado LCT de Cs verifica la siguiente igualdad:

m

degyi(C) = Y _ deg(W7).
1=1

Salvo reordenacién de los W;’s, dado que dim(W N Cs) = dim (W), existe un entero k, 1 < k < m, que
verifica lo siguiente:

— Para todo 4, 1 <i < k, dim(W NW;) = dim(W).

— Para todo i, k+1 < i <m, dim(W NW;) < dim(W).
A continuacién, vamos a demostrar que el siguiente conjunto es un subconjunto abierto Zariski en W
y, por lo tanto, un conjunto localmente cerrado irreducible:

k
wn <U Wi> .

i=1
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Comencemos recordando que tanto W como W; son localmente cerrados irreducibles. Por lo tanto,
existen subconjuntos abiertos Zariski Uy, Us C A™(K) y variedades algebraicas irreducibles V,V; C
A™(K) tales que:
W=U:nV, W, =UsNV,.
Como dim(W) = dim(W N W;), entonces W N W; # @ y, por consiguiente,
WnW,=U,nUNVNV,.

En particular, Uy N Uz NV es un subconjunto abierto Zariski no vacio en V' de dimensién igual a
dim (V). Ademds, la dimensién de la interseccién Uy NU; NV NV es también dim(V'). Por lo tanto,

dim(W NW;) = dim(U; N U, NV N V;) = dim(U; N Uz N V) = dim(V).

Entonces, la clausura Zariski de W N W; es una subvariedad cerrada de V de la misma dimensién que
V. Dado que V es irreducible, se verifica que:

wWaw, =V.

Por otro lado, es evidente que W N W, CV, y, por lo tanto, concluimos que V' C V;. Por consiguiente,
tenemos que:
WnWw,=U;NYV,

para algin subconjunto abierto U; C A™(K). En conclusién, obtenemos:

oo (i) ()

y se trata, como querfamos probar, de un subconjunto localmente cerrado irreducible.
Definimos ahora los dos siguientes subconjuntos constructibles:
k

Cé = UWi7 CNQZZ LSJ Wj.

i=1 j=k+1
Como C4 N W es un subconjunto abierto Zariski de la clausura Zariski de W, concluimos que:
deg(W N CY%) = deg(W).

Por otro lado, tenemos que:

deglci (ONQ> - deglm 02 Z deg < deglm(CQ)

Por lo tanto, aplicando la Desigualdad de Bézout para conjuntos constructibles (cf. Teorema 2.1.14),
obtenemos:

degy; (W N C2) < deg(W)(degyy (Ca) Z deg(W5)) < deg(W) degy;(Ca).

A continuacién, nétese que:

oo () (o0 () (050 )

Entonces, como deg,.; es sub—aditivo para conjuntos constructibles (cf. Proposicién 2.1.2), concluimos:

deg (Wﬁ (ﬂ c)) <IL+1,,
I, := degy, <(W ney)N (ﬂ C; >>
I := degy, <(W NCy) N (ﬂ C; >>

A continuacién, acotamos ambas cantidades por separado:

donde
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— Tomando 7 := dim(W) = dim(W N C}) y, sabiendo que deg(W) = deg(W N CY%), la aplicacién de
la hipétesis de inducciéon nos proporciona el siguiente resultado:

fos (7707?) des0) (moxdena(Cy) < 35 <)

— Por otro lado, consideramos ¢t := dim(W N 6’;) < r — 1. Sabiendo que deg;;(W N 6‘;) <
deg(W) deg,.;(C2), la aplicacién de la hipétesis de induccién nos proporciona el siguiente re-
sultado:

t+s—2 :
< (7577 desV) deg(Co) (maxfdena(C) 5 3<5 < 5}
Como t < r — 1, también tenemos que:
t+s—2 < r—14s—2 < r—14+s—1 ’
t - r—1 - r—1
y, por lo tanto, concluimos:

ts—2 BN
o< (7F0?) den() deta (Co) (max{dera(C5) < 3 <7 <))

Combinando las dos desigualdades anteriores en una sola, tenemos que:

I + I < deg(W) (max{deg(C;) : 3<j<s}) "
((T " 78“ . 2) max{deg,;(Cj) : 3<j <s}+ (T j:i; 2) deglci(c2)> :

Por consiguiente,

I 4+ I, <deg(W) (max{deg,;(C;) : 3<j < s})ri1
-2 -2
max{deg,;(C;) : 2§i§s}<(r+s )—|— (r—i—s ))
r r—1
Usando la igualdad del Triangulo de Pascal obtenemos:
r -1
I + I < deg(W) (max{deg,;(C;) : 2<j < s}) <7" T )

que es la desigualdad buscada.

Para obtener la desigualdad general, supongamos que C7 admite una descomposicién en subconjuntos localmente
cerrados irreducibles:
Cr:=ViuWVhUu.--UV,

tales que:
t
(2.2.2) degi(Ch) =Y deg(V;).
j=1
Dado que deg; es sub—aditivo (cf. Proposicién 2.1.2), obtenemos:

v e (1)) < S (1 (1))

Aplicando lo discutido previamente y tomando r; = dim(V;) < dim(V'), concluimos:

s t
deg); <01 N (m CZ>> < Z (Tj +: - 1) deg(V;) (max{deg,,;(C;) : 2<i<s})7.
i=2 j=1 J

Como r; < r para cada j, 1 < j < ¢, tenemos que:

(’I‘j+51> < (rJrsl)’
Tj r
y, por lo tanto, deducimos que:

dege; <01 N (ﬂ C>> < (”j‘ 1) D deg(V;) | (max{deg(C) = 2<i < s}’

=2
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Usando la Identidad (2.2.2) obtenemos el resultado buscado.

2.2.3. Demostracién del Item i) del Teorema 2.2.1. En esta subseccién adaptamos algunas de las
estrategias de demostracién de la Seccién 3 de [He, 83] para obtener una demostracién de una cota superior
para el grado de la interseccién de varios conjuntos constructibles. Antes de comenzar con esta demostracién,
necesitamos discutir algunos resultados preliminares.

2.2.3.1. Resultados preliminares.
DEFINICION 15. Sea C C A™(K) un conjunto constructible y V- C A™(K) una variedad irreducible. Decimos

que V' es una componente irreducible de C con respecto al grado LCI de C si existe alguna descomposicion de
grado LCI minimo de C' en conjuntos localmente cerrados irreducibles:

C:=WiU---UWg,
de modo que existe i con V = w;”.

Noétese que si C' es localmente cerrado o presentable equidimensionalmente, entonces la clase 2(C) de todas
las componentes irreducibles de C' con respecto al grado LC'T de C' es un conjunto finito y estd completamente
determinado por C'. Esto no es cierto en el caso general, como se mostré en la Observacién 2.1.4.

LEMA 2.2.5. Sea D C A™(K) un subconjunto localmente cerrado. Sean ¥1,...,%Ys varias familias finitas de
conjuntos localmente cerrados. Sea W la clase de todos los subconjuntos localmente cerrados de A™(K) que
pueden definirse como intersecciones con D de algunos conjuntos localmente cerrados escogidos de acuerdo con

la lista 1, ...,Y;. Es decir, definimos # como la clase de conjuntos localmente cerrados dada por la siguiente
identidad:
W o= {Dﬂ (ﬂ m) cSC{l,....s} Vi 67/}
€S

Sea € el conjunto de variedades algebraicas definidas por la siguiente identidad:
% :={V : V es una variedad irreducible y IW € # tal que un subconjunto
abierto no vacio de V' es una componente de W'}.
Entonces, tenemos que:
dim(D) s dim(D)
(2.2.3) Z deg(V) < deg(D) [ 1+ Z deg(V) < deg(D) <1 + Z Z deg(V)) .
vew vels_, % i=1Ve?;

Ademds, existe una biyeccion que preserva el grado entre € y el siguiente conjunto:

(2.2.4) 2 :={C : IW € #, C es una componente irreducible de W }.
y se verifica la misma cota superior:
dim(D) s dim(D)
(2.2.5) D deg(C) <deg(D) |1+ > deg(V) < deg(D) (1 +y° > deg(V)> .
Cce2 VelUs_, % i=1 Ve,

DEMOSTRACION. En primer lugar, dado que el grado es una funcién sub-aditiva (cf. Proposicién 2.1.2),
bastara con probar el lema para D localmente cerrado irreducible. A partir de ahora, asumimos este hecho.

En segundo lugar, nétese que todos los elementos de # son conjuntos localmente cerrados. Por lo tanto, para
cada W € #', sus componentes localmente cerradas irreducibles estdn en biyeccién con las componentes irre-
ducibles de W°. Esta biyeccién se produce por el hecho de que las componentes localmente cerradas irreducibles
son simplemente subconjuntos abiertos Zariski en las componentes irreducibles de w” y se preserva el grado.
Reciprocamente, las componentes irreducibles de W~ son simplemente las clausuras Zariski de las componentes
localmente cerradas irreducibles de W.

A continuacién, pasamos a demostrar la cota superior de la Identidad (2.2.5). Sea d = dim(D) la dimensién
de D. Nétese que cada W € # y cada C' € Z tiene dimensiéon menor o igual que d. Para cada k, 0 < k < n,
definimos Z(k) como el conjunto de los elementos en & de dimensién k, i.e.

2(k) ={C € 2 : dim(C) = k},
donde Z(r) = () para d +1 < r < n. Como D es localmente cerrado irreducible, tenemos que Z(d) = {D"}.

Para k < d, tenemos la siguiente afirmacion:
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AFIRMACION 2.2.5.1. Para cada C € 2D (k) existen C* € 9 y W € ¥, U---U ¥, tales que se verifican las
stguientes propiedades:

i) La dimension de C* es mayor que k + 1 (i.e. C* € Uf=k+1 D(r)).

it) La variedad irreducible C' es una componente irreducible de la clausura Zariski de la interseccion

crnw.

Demostracién de la Afirmacién. Sea C € 2(k) una componente irreducible y sea S C {1,...,s} un
subconjunto de cardinal minimo de modo que existe un subconjunto abierto Zariski U N C' de C' que es una
componente localmente cerrada irreducible de alguna interseccién:

()

donde V; € ¥%. Como k < d, S no puede ser el conjunto vacio. Definimos S’ := S\ {j} para algin j € S.
Entonces, U N C debe ser una componente localmente cerrada irreducible de

(DAW) AV,
donde W’ := (N;cq Vi)-
Por lo tanto, existe una componente localmente cerrada irreducible C* de W’ de modo que algin subconjunto
abierto Zariski de C' es una componente localmente cerrada irreducible de C* N'V;. Ademads, la dimensién de

C* debe ser mayor que k + 1 ya que, en otro caso, C* y C coincidirian en un abierto Zariski y, por lo tanto, S
no tendria cardinalidad minima. Esto prueba la afirmacién. =

La afirmacién anterior nos permite definir la siguiente aplicacién:

o, 9(k) — (Uﬁ:;ﬁq -@(T)> X (Uf:l %)
C — (c* V)

3

dada por la siguiente regla: a cada C' € 2(k) le asociamos un par (C*, V) de modo que un subconjunto abierto
Zariski no vacio de C es una componente localmente irreducible de C* N'V.

Definamos:
d
D) =3 3 deg(0),
r=k CePD(r)
y, a continuacion, vamos a demostrar por induccién en m = d — k la siguiente desigualdad:
(2.2.6) D(k)=D(d—m) <deg(D) | 1+ Y  deg(V)
Veli, 7

El caso m = 0 es obviamente cierto ya que 2(d) = {D"} y D es localmente cerrado. Tenemos que D(d) =
deg(D).
Supongamos ahora que m > 1. Tenemos la siguiente desigualdad:

> deg(O) < > Y. deg(0).
)

Ccea(k (C*V)e(Ullypy 200)x(Uiz, %) Ced M (Cx,V)

Dado que todos los subconjuntos involucrados son localmente cerrados, para cada C* € Uf:k 41 2(r) y para
cada V € |J;_, %, se obtiene del Teorema 1.2.8 que:

Y. deg(O) < deg(CT) deg(V).
Ced, 1 (C*,V)
Por lo tanto, tenemos que:
> deg(C) < > deg(C*) deg(V).
Cez(k) (C*’V)G(Uﬁ:k+1 @(T))X( im1 7/1)

Reordenando las sumas, obtenemos:

> deg(C) < > deg(C*) > deg(V) | =D(k+ 1R,

Cez(k) C*EUf:kJrl 2(r) Veli— %
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donde
R= Z deg(V).
VelUio, 7
Como

D(k)=D(k+1)+ > deg(C),
cea(k)
llegamos a que:
Dk)=D(d—-m)<D(d—(m—-1)R+D(d—(m—1))=Dk+1)(R+1).
Aplicando la hipétesis de induccién concluimos la Igualdad (2.2.6) y, por lo tanto, la demostracién del lema. O

2.2.3.2. Demostracion de la sequnda cota superior del grado en el Teorema 2.2.1. Supongamos que C; es
un conjunto constructible. Si el resultado es cierto en el caso de conjuntos localmente cerrados irreducibles,
podemos considerar una descomposicién de C; como unién finita de conjuntos localmente cerrados irreducibles
de acuerdo con el Lema 1.1.2:
C, =W, U"'UWS(l),

que minimice el grado LCI, es decir:
deg);(Ch) : Z deg(W.

Como el grado es sub—aditivo (ver Proposicién 2.1.2) y
dim(C1) = max{dim(W;) : 1 <j <s(1)},

concluirfamos la segunda cota superior a partir del caso de conjuntos localmente cerrados irreducibles mediante
la siguiente cadena de desigualdades:

s s(1) s(1) dim(W;)
deg;; <C1 N (ﬂ CQ)) < z:deglc1 (W N (ﬂ C; >> < Zdeg (1 + Zdeglc1 )
i=2

s(1)

s dim(C1) dim(Ch)
Z deg <1 + Z deglci(ci)> - deglm Cl (1 + Z deglm ) ’
i=1

lo que prueba la proposicién para cualquier conjunto constructible Cj.

IN

Denotamos por d := dim(Cy) a la dimensién de C; y supongamos que Cp es localmente cerrado irreducible.
Consideramos también para cada conjunto constructible C;, 2 < i < s, una descomposicién de acuerdo al Lema
1.1.2:

Ci=W;1U...U Wi,s(i)7
donde cada W; ; es un subconjunto abierto Zariski en una variedad irreducible que denotamos por V; ;. Supon-
gamos, ademds, que estas descomposiciones minimizan el grado LCT de los Cj, i.e.

5(4) (@)
deglm Zdeg Z] Zdeg(‘/@j), 2<i<s.
j=1
Introducimos ahora las clases de conjuntos localmente cerrados irreducibles 77, ..., ¥; dadas por las siguientes

identidades:
V= Wi, .., Wiswi}, 250 <s.

Definimos la clase ¥ de conjuntos localmente cerrados:

“I/::{W D Vi, 2<i <8, HWie%,W:Clﬂ<ﬂWi>}.
=2

Y, finalmente, definimos la clase ¥ de las variedades algebraicas irreducibles dada por la siguiente igualdad:
% :={C : C esirreducible y 3IW € ¥ tal que un subconjunto

abierto no vacio de C' es una componente de W}.

Para cada C € ¥, sea Uo C A™(K) un subconjunto abierto Zariski, maximo con la propiedad:

Q)#UCHCQ <Clﬂ<ﬁ01>>
1=2
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AFIRMACION 2.2.5.2. Con las notaciones anteriores, tenemos que:

cin (ﬁ@) = U UcnC.
i=2

Cces

Demostracién de la Afirmacién. Para cada C' € ¥, existe un subconjunto abierto Zariski Uy C A"(K)
tal que Up NC # () y Uy N C es una componente localmente cerrada irreducible de un subconjunto localmente
cerrado de la siguiente forma:

CiNn(Wen---NWy),
donde W; € %;. Por lo tanto, Uy N C C (C1 N (N;—, Ci)) ¥, por la definicién de Ug, concluimos:

UcnCC <C1ﬂ (QCQ))

Por otro lado, fijemos un punto z € (C1 N ((;_, C;)). Dado que se verifica la igualdad:

Clﬂ<ﬁ01> U Clm<ﬁWi>;
1=2 (Wa,... ,\We)EVL XX Vs 1=2

concluimos que existen Wa € %5, ..., Wy € ¥ tales que z € (C1 N ((;_, W;)). En particular, z debe pertenecer
a alguna componente localmente cerrada irreducible de (Cy N ((N;._; W;)) y, por lo tanto, debe existir algtin
CebtalquexeUsNC. m

Por la Proposicién 2.1.2 (el grado LCI es sub-aditivo), concluimos:

(2.2.7) deg); <01 N (ﬁ C’l>> < Z deg(C).

=2 Cce®

Consideramos ahora la familia % de conjuntos localmente cerrados (como en el Lema 2.2.5 anterior) dada por
la siguiente identidad:

W= {W : HSQ{Z...,S}, Vie S, dW; € ¥, W:Clﬂ<ﬂWZ>}

€S
Definimos también una nueva familia de variedades irreducibles:
2 :={C : C esirreducible y IW € # tal que un subconjunto

abierto no vacio de C' es una componente de W}.

Obviamente ¥ C Z y, usando el Lema 2.2.5, concluimos:

s dim(Ch)
> deg(C) < ) deg(C) < deg(Ch) (1 +> Y deg(V)> :

Cce¥ ceo =2 Ve,

Como tenemos que:
deglci(ci) = Z deg(V),
veY;

de acuerdo con la Desigualdad (2.2.7), concluimos finalmente la segunda cota superior del Teorema 2.2.1:

s s dim(C1)
degy; <m Ci) < deg(C1) <1 + Z deglci(ci)> .
i—2

i=1

2.2.4. Dos aplicaciones inmediatas de las cotas superiores previas.

EJEMPLO 2.2.6 (Contando puntos F,—racionales en conjuntos constructibles). Sea F, un cuerpo finito
y F, su clausura algebraica. Para cada subconjunto constructible C' C A"(F,), denotamos por Cr, == CNFy al
conjunto de sus puntos F,—racionales. El siguiente resultado generaliza a conjuntos constructibles un resultado
clésico para hipersuperficies de @. Ore (cf. [Ore, 22]).
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COROLARIO 2.2.7. Con las notaciones precedentes, para cada conjunto constructible C C A”(E), el numero de
puntos Fy—racionales verifica:

£(Cr,) =#(CNF;) < degs(C)g"™ .

En particular, para cada polinomio no nulo f € Fy[X1,...,X,], cuyo grado satisface deg(f) < q — 1, emiste
algin punto x € Fy tal que f(z) # 0. Ademds, el nimero de valores no nulos de f en Fy satisface:

t{z e Ty« f(x) # 0} > (g —deg(f))g" "

DEMOSTRACION. En primer lugar, consideramos para cada j, 1 < j < n, las siguientes variedades alge-
braicas:

W; = Fiqul x{z; €F, : af —x; =0} x Fiqnij C A™(F,).

Cada W; C A™(F,) es una hipersuperficie de grado ¢ y obviamente tenemos que:

n
F? = ﬂ W;.
j=1

Como Wi, ..., W, son variedades algebraicas de grado a lo sumo ¢, por la Proposicién 2.2.2, concluimos:
n
degyi(C NFy) = degi | €0 | [ W | | < degi(C)g™™ ).
j=1

Dado que C'NFy es una variedad cero-dimensional, tenemos que (ct. Proposicién 1.2.3):
i (CFq) =4 (C’ N IFZ) = deg,;(C NTFy).

Respecto a la segunda afirmacién, como V(f) es una hipersuperficie no vacia (de dimensién n — 1) en A(F,), la
Proposicién 1.2.3 implica que el grado de V(f) es a lo sumo deg(f). Por lo tanto, tenemos que:

E(V(H)NFy) <deg(V(f))g" " <deg(f)g" ™" < (g—1)g" "
Finalmente, concluimos que:
t{z € Fy = f(x) # 0} > (g — deg(f))g" .
([l

Los resultados de Weil, Lang y Stepanov (cf. [We,49], [LW, 54] y [St, 69]) muestran que la cota del corolario
previo es esencialmente 6ptima en el caso de que C sea una variedad algebraica.

EJEMPLO 2.2.8 (Variedades evasivas cero—dimensionales de conjuntos constructibles).

COROLARIO 2.2.9. Sea k un cuerpo, Q@ C k un subconjunto finito y K la clausura algebraica de k. Sea C' C
A™(K) un subconjunto constructible. Entonces, el nimero de puntos de interseccion de C' y Q™ satisface:

HCNQ") < degi(C)H(Q) ™).
En otras palabras, la probabilidad de que un punto x € Q" escogido al azar verifique x ¢ C' es mayor que:
deg;.; (C)
§(Q)codim(C)”
donde codim(C) = n — dim(C) es la co-dimension de C en A™(K).

DEMOSTRACION. La demostracién es similar a la del corolario precedente, reemplazando F, por Q, y
sustituyendo la ecuacién de grado ¢ que define a F, en F, por un polinomio univariado de grado #(Q) cuyos
ceros en K son exactamente los puntos del conjunto Q.

En lo que respecta a la cota inferior para la probabilidad, esta es consecuencia de la siguiente cadena de

desigualdades:
n d g ci(C)ﬂ(Q)dim(C) d g ci(C)
Probgnjz € Q" : 2 ¢C] >1— cEL Q) zl—ﬁ(Qe)Clow.

O

Nétese que, en el caso C = V(f), donde C' es una hipersuperficie definida por un polinomio no nulo, este ltimo
corolario es la base del Lema de DeMillo—Lipton—Schwartz—Zippel (cf. [DML, 78], [Zp, 79] y [Sch, 80]).
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2.3. Una observacion sobre las cotas de las imagenes de conjuntos constructibles por
aplicaciones lineales

Como ya observamos en las Proposiciones 2.1.11 y 2.1.12, una de las principales diferencias entre el “grado
de proyeccién” deg, y el “grado como descomposicién” deg;.; es que presentan un comportamiento distinto
respecto a imagenes lineales de variedades algebraicas y conjuntos constructibles. Dada una aplicacién lineal ¢ :
A"(K) — A™(K) y cualquier subconjunto constructible C' C A™(K), se verifican las siguientes desigualdades
(ver Proposicién 2.1.12):

Ademas, hemos visto un ejemplo en el que degy;(£(C)) > degy;(C) en la demostracién del Item iv) de la
Proposicion 2.1.11.

Para ser completos, en esta seccién presentamos cotas superiores para el defecto:
deg; (£(C)) — deg, (¢(C))
y, en términos de cotas extrinsecas, cotas superiores para el deg);(£(C)) basadas en el Nullstellensatz Efectivo

de [Je, 05].

2.3.1. Una primera cota para el defecto. En primer lugar, veamos que el defecto puede controlarse por
el grado del conjunto constructible de aquellos puntos cuyas fibras no tienen la dimensién genérica. Usaremos
las mismas notaciones que en las secciones anteriores.

LEMA 2.3.1. Sea V C A™(K) una variedad algebraica irreducible y £ : A™(K) — A™(K) una aplicacidn lineal.

Sea W := (V)Z la clausura Zariski de la imagen. Sea U C A™(K) cualquier subconjunto abierto Zariski tal
que UNW £ y:
(2.3.1) Yy € WNU, dim(4,' ({y})) = dim(V) — dim(W).

Por lo tanto, UNW C £(V). Ademds, sea U® := A™(K)\ U la variedad algebraica de aquellos puntos de V
para los cuales no se garantiza que las fibras de £ restringidas a V tengan la dimension apropiada. Entonces,
se cumple que:
degy;(£(V)) — deg.(£(V)) < deg,; (£(V) NU?),
donde dim(¢(V)NU®) < dim(¢(V)) — 1. También tenemos que:
degye; ((V)) — deg (£(V)) < deg; (L(V N E7HU))).
DEMOSTRACION. En primer lugar, tenemos que W es irreducible ya que V es irreducible. Por otro lado,

la existencia del conjunto abierto Zariski U estd garantizada por el Teorema de la Dimensién en la Fibra (cf.
[Sha, 77], Teorema 7, p. 60).

Como dim(V) — dim(W) > 0, de la Identidad (2.3.1) se deduce que, para cada y € W N U, se verifica que
=*({y}) # 0. Por lo tanto, £(V)NU = W NU es un subconjunto localmente cerrado. Entonces, tenemos que:

LV)Y=0(V)nD)u@vV)nUs)=Wnu)uVv)nue).
Por la sub—aditividad de deg,; (cf. Proposicién 2.1.2), obtenemos:
deg;;(((V)) < degy;(W NU) + degy;(¢(V) NTU®).
Como W N U es localmente cerrado y W es irreducible,
deg,;(W NU) = deg(W) = deg_ (¢(V)),
y, por lo tanto, tenemos que:
degy;(£(V)) — deg(£(V)) < degy; (£(V) NTU®).
Dado que W NU es denso Zariski en W, W es irreducible y £(V) N U° no interseca a U, deducimos que:
V) NTe) # W,
y, por lo tanto, es una subvariedad cerrada propia de la variedad irreducible W. Por consiguiente,
dim((V)NU®) < dim(¢(V)) — 1.
Finalmente, vamos a demostrar que se cumple la siguiente igualdad:
(Ve Ue) =ev)ynue.

Siz € (Ve U®)), es evidente que x € (V) NU®. Por otro lado, si z € £(V)NU® ey € V es tal que
{(y) = z, obviamente tenemos que y € {~1(U°) y, por lo tanto, z € £(V N ¢~H(U®)). O
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LEMA 2.3.2. Sea V C A"(K) una variedad algebraica irreducible de dimensién r y grado D. Sea ¢ : A"(K) —
A™(K) una aplicacion lineal. Supongamos que la restriccion €|V 1V — A™(K) es dominante (y, por lo tanto,
m < r). Sean {Xi,...,X,} las variables asociadas a A™(K) y, del mismo modo, {Y1,...,Y,} las variables
asociadas a A™(K). FEntonces, existe un polinomio no nulo q € K[Y1,...,Yy] de modo que se verifican las
siguientes propiedades:

i) El polinomio p:=qol € K[Xy,...,X,] es también no nulo y sus respectivos grados satisfacen:
deg(p) < deg(q) < (n —r)(deg(V) —1).
1) Para cada y € A™(K) tal que q(y) # 0, la dimensidn en la fibra verifica:
. -1 . -
d1m£|v {y}) =dim (Ve ({y}) =r—m.

iii) O bien VN Va(q) =0, o la dimension satisface dim(V N Vi(q)) = dim(V) — 1.
i) El defecto de £(V') cumple:

degy; (€(V)) — deg, (£(V)) < degy; (£(V N Va(q))),
donde deg,(¢(V)) =1 ya que €|V es dominante sobre A™(K).
DEMOSTRACION. En primer lugar, dado que ¢ ‘V es dominante, tenemos que £(V') es denso en A™(K) con

respecto a la topologia de Zariski, i.e. (V)z = A"(K). Como (V) CU(A™(K)) y £(A™(K)) es un subespacio,
tenemos que £(A"(K)) = A™(K) y, por lo tanto, la aplicacién £ : A"(K) — A™(K) es suprayectiva.

Sean {1, ..., 4, las funciones coordenadas de ¢. En particular, el anillo K[¢1,...,¢,,] es un anillo de polinomios
en m variables con coeficientes en K. Salvo por un cambio lineal de coordenadas en A™(K), supondremos que
{1 = Xq,..., 4y = X,n. Entonces, procedemos en nuestra demostracién como si £ fuese la proyeccién candnica

0=y A"(K) — A™(K) en las primeras m coordenadas de un punto en A" (K).

Sea I(V) € Spec(K[X;,...,X,]) el ideal primo asociado a V. Como €|V es dominante, tenemos la siguiente
extension de anillos:

KXy, .., X — K[V] = K[X1,..., X,)/I(V).

Consideremos el sistema multiplicativo S := K[Xi,...,X,,] \ {0} y sea F := K(X1,...,X,,) el cuerpo de
cocientes de K[X1,...,X,,]. Como

IV)NK[Xy,...,Xn] = (0),
también tenemos la siguiente extensién de anillos:
ST F s FlV] =S 'K[V] = F[Xmi1,---, Xnl/ps
donde p = S71I(V).
Dado que ¢ |V es dominante, el Teorema de la Dimensién en la Fibra implica que la dimensién genérica de una
fibra (€|V)*1({x}) es r —m. Por lo tanto, la dimensién de Krull satisface:

dim (F[V]) = dim (F[Xmt1,---, Xn]/p) =7 —m.

Como K es un cuerpo infinito, también lo es F', y existen genéricamente matrices A € #,,_,,(K) tales que el
siguiente cambio lineal de coordenadas:

Ym+1 Xerl
Col=al
Y, Xn
coloca a las variables {Y;,,11,...,Y,} en posicién de Noether respecto a p, esto es, la siguiente extensién es una

extensién entera de anillos:
FlYii1,.., Y| = F[V] := F[Ymi1,-.., Yal/p,

donde también llamamos p a la transformacién de p bajo dicho cambio lineal de coordenadas. Entonces, para
cada j, r+1 < j < n, existe un polinomio ménico h; € F[Y,,41,...,Y,][T] de grado positivo respecto a la
variable T (i.e. §; = degp(h;) > 1), tal que:

hi(Yj) €p, r+1<j<n.

Como p es un ideal primo, podemos suponer que h; es irreducible. Para cada j, » +1 < j < n, existe un
polinomio primitivo:
H; e K[Xy,...,Xm, Yomy1,.... Y, ][T],
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tal que h; y H; son asociados en el anillo F[Y,,41,...,Y,][T]. Es decir, para cada j, r +1 < j < n, existe un
polinomio de la siguiente forma:
5;—1
H, = eg)(Xl, e X)) TS 3 aP (X, X, Y, V) TR,
k=0

donde eg) € K[Xy,...,Xn]\ {0}, a,(cj) € K[X1,...,Xm,Yms1,...,Y:] y se cumplen las siguientes propiedades:

e Cada H; es un polinomio primitivo.
e Para cada j, r +1 < j < n, el polinomio H; es irreducible en K[Xq,..., X, Yint1,..., Y ][T] y se
verifica la siguiente igualdad:

e (e(j))‘lH_
J* 5 J
e Para cada j, r+1<j <n, H;j(Y;) €p, eg) Zp.

La tultima propiedad es consecuencia del hecho de que eg ) # 0 y p es un ideal primo. Definimos entonces el
siguiente polinomio no nulo:

j=r+1

Noétese que, como I(V') es un ideal primo, entonces ¢ € I(V'). A continuacién, definimos los siguientes conjuntos
localmente cerrados y anillos:

i) El subconjunto abierto distinguido de A™(K) dado por:
D(q) :=={x € A™ : q(z) # 0}.
ii) El subconjunto abierto Zariski no vacio V, de V' dado por la siguiente identidad:
Vy 1= {C = (2,y,u) € A™(K) x A7 (K) x A" (K) : C €V, q(x) # 0},
iii) El anillo de funciones regulares definidas sobre D(gq), dado como la localizacién en el sistema multi-
plicativo definido por ¢:
K[D(q)] = K[X1,..., Xmlq
iv) El anillo de funciones regulares definidas sobre V;, dado por:
KV, = K[X1,...,Xn|qYm+1, -, Y2/,
donde q es, al mismo tiempo, la extensién de I(V') a
K[Xq1,..., Xml¢[Ym+1,- -+, Yal
y la contraccién de p al mismo anillo.
Como para cada j, r+1<j <n, h; € K[X1,..., Xn]qYm+t1,...,. Y] [T] y h;i(Y;) € p, la siguiente extension es
una extension entera de anillos:
(2.3.2) K[D(Q)|[Ym+1,---, Y] — K[Vy] := K[X1,..., Xnlg[Yim+1,- -, Yal/q.

De esta extensién entera, se deduce inmediatamente que:

(2.3.3) Vo € D(q), £, ({x}) #0.
De hecho, recordando que ¢ = m,, es una proyeccién, la extensién entera de anillos de la Identidad (2.3.2)
implica que la siguiente aplicacién es suprayectiva:
e Va — D(q) x A"™(K)
(= (x,y,u) — (z,y).

Consideremos ahora las siguientes proyecciones:

II; Va —  A™H(K)

Ci=(z,y,u) — (z,y,u;),

donde = € D(q), y € A" ™(K) y u := (Upyg1,...,Un) € A" "(K). A continuacién, demostramos la siguiente

afirmacién:

AFIRMACION 2.3.2.1. Con las notaciones y las hipdtesis anteriores, 11;(Vy) es una hipersuperficie en D(q) x
AT H(K) de grado a lo sumo deg(V') y su polinomio minimo es el polinomio H; introducido previamente,
cuyo grado total verifica deg(H;) < deg(V).
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Demostracién de la Afirmacién. Es claro que I1;(V,) C D(g) x A""™1(K). Ademaés, si A : A" (K) —
A"(K) es la proyeccién que “olvida” la tltima coordenada, tenemos que:
Aoll; =,
donde 7 es la aplicacién suprayectiva que hemos definido previamente. Por consiguiente, concluimos que:
dim(IL; (V) = dim(A(IL;(Vg))) = dim(m(Vg)) = dim(D(g) x A™"™(K)) = r.
Por otro lado, el polinomio H; € K[X1,...,Xm, Ym+1,...,Y:|[T] es un polinomio no nulo y tenemos que:
I1;(Vy) € {(z,y,u5) € ATH(K) = q(x) # 0, Hj(w,y,u;) = 0}.
Por el Hauptidealsatz de Krull, la co-dimensién de II;(V,) es al menos 1 y hemos demostrado la siguiente
igualdad:
dim(IL; (V,)) = r.
Por lo tanto, Hj(‘/:z)z es una hipersuperficie en A"*!(K). Ademds, es irreducible ya que V era irreducible y, por
consiguiente, existe un polinomio irreducible g; € K[Xq,..., X, Y41,...,Y,, Y]] tal que I(Hj(Vq)Z) = (g5)-
Como H; se anula en II;(V,), entonces tenemos que g; | H; y, como H; es primitivo e irreducible, concluimos
que g; = H; salvo por alguna constante en K.

Finalmente, los grados verifican las siguientes igualdades y desigualdades:
deg(V) = deg(Vy) > deg. (I1;(Vy)) = deg(IT; (V) ) = deg(g;) = deg(H,).
]

Usando la afirmaciéon previa, concluimos que para cada j, r + 1 < j < n, tenemos que:
deg(egfs")) +0; < deg(H;) < deg(V).

Por lo tanto, como d; > 1 para cada j, obtenemos:

n

(2.3.4) deg(q) = Y deg(ef)) < Y (deg(V) —1) < (n—r)(deg(V) — 1),

j=r+1 j=r+1
Combinando esta tltima desigualdad con el resultado que aparece en la Ecuacién (2.3.3) y el Lema 2.3.1
precedente, concluimos que:
q€ K[Xy,...,Xn]\{0}
es el polinomio que estamos buscando. (|
OBSERVACION 2.3.3. Este tiltimo lema explica la existencia del defecto en el ejemplo utilizado para demostrar
el Item 7v) de la Proposicién 2.1.11. En dicho ejemplo, empledbamos la hipersuperficie cuadratica W' de A3(C)
de grado 2 dada por la siguiente identidad:
W' i= {(2,5,2) € A¥(C) : a2+ (42 —1) = 0}.

Consideramos ahora la proyeccién canénica ¢ = 3 : A3(C) — A?(C) que “olvida” la tltima coordenada. El
polinomio ¢ citado en el Lema 2.3.2 previo es el coeficiente director del polinomio cuadrético que define a W',
esto es, ¢ := Z. Su grado total verifica:

deg(q) =1 < (codim(W"))(deg(W') —1) = (3—-2)(2—-1) = 1.
Por consiguiente, el defecto estd acotado por:
degye; (m2 (W) — deg. (m2(W’)) < degq; (2 (W' N Va(q)))-
Tenemos que W’ N V4 (q) es un par de rectas dadas por:
W nVa(q) = {(z,y,2) € W' : 2=0} = {(x,y,0) € A*(C) : y* —1=0}.
y, por lo tanto,
m (W' N Va(g)) = {(z,y) € A*(C) : y e {+1}}
es una variedad algebraica. Entonces, se cumple que:
degy; (m2(W' N Va(q))) = deg(ma (W' NVa(q))) = 2.
Por otro lado, tenemos que degy,; (m2(W')) = 3 y deg,(m2(W’)) =1 (ver Ejemplo 2.1.3). En particular, la cota
del Lema 2.3.2 anterior es éptima en este ejemplo ya que:
degye; (m2(W')) — deg.(m2(W')) = 3 — 1 = 2 = degy; (m2(W' N Va(q)))-
Esto no significa que la cota superior del [tem iv) del Lema 2.3.2 precedente sea siempre 6ptima, sino que es
6ptima al menos en algunos ejemplos.
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2.3.2. Una cota extrinseca para el grado de una proyecciéon basada en el Nullstellensatz Efec-
tivo. En esta subseccién revisamos la Proposicién 2.1.11. Obtendremos una cota superior sintactica para el
grado LCT de la imagen 7(V') de una variedad algebraica irreducible V' con respecto a la proyeccién candnica
w. La cota es sintactica ya que unicamente tenemos en cuenta la descripcién sintéctica de V. El método
de demostracion que hemos escogido se basa en el Nullstellensatz Efectivo. Esto simplemente significa que el
grado LCT es “controlado” bajo imagenes lineales en términos de descripciones sintacticas del dominio. Aunque
podriamos haber usado las cotas de J. Kollar (cf. [Ko, 88]) o M. Sombra (cf. [So, 99]), hemos preferido em-
plear las cotas del Nullstellensatz Efectivo de J. Jelonek (cf. [Je, 05]). También hemos utilizado los resultados
de [Mu, 87] para las cotas de los grados, aunque podriamos haber usado otras referencias.

Al igual que antes, K es un cuerpo algebraicamente cerrado.

TEOREMA 2.3.4. Sea V C A™(K) una variedad algebraica irreducible de dimension r. Sea m € N un entero
positivo tal que m < n. Supongamos que existen polinomios gi,...,gs € K[X1,...,Xn] de grados d; := deg(g;),
1<4<r, tales que V.=Vp(g1,...,9s) y se verifican las siguientes desigualdades:

dy >dy > ... > ds.
Consideramos la siguiente cantidad:

I, di sis<n—m
N :=N(dy,...,ds,n,r):= st<H?:_1m_1di>_1 Sis>n—m’

y definimos las siguientes cantidades:
N (N—l—(n—m))

n—m

s (TR
A" = min{N, M +1}.

Sea m: A"(K) — A™(K) la proyeccion candnica que “olvida” las dltimas n — m variables y sea W := (V)
la clausura Zariski de w(V) en A™(K). Entonces, tenemos que:

degye; (w(V)) < deg(V) (2dy )1 (g BmWIHL

DEMOSTRACION. En primer lugar, para cada exponente monomial:

z

v=(vi,...,v) € NF,
denotamos su grado por:
v|:=v1 4+ eN
A continuacion, para cada i, 1 < i < s, vamos a introducir un nuevo conjunto de variables:
Z0:={z() : peN""" |yl < N —di},
ordenadas por el orden monomial “grado-+lexicogréafico”, y el polinomio con coeficientes genéricos:
Fy = > ZOXhm X
RENT=™ [u|<N—d;

Nétese que el nimero de variables involucradas en Z @ (v también el nimero de coeficientes genéricos de F;)

estd dado por:
M. <N—di+(n—m)>.

(n—m)
Ademas, para cada i, 1 < i < s, reescribimos los polinomios g1, ..., gs como:
gi = Z RN (X1, .oy X)) Xl o X2,

veNr—m™, |v|<d;

Finalmente, consideramos el vector columna:
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que codifica los coeficientes de 1 € K[X,,,41,. .., X,] usando un polinomio de grado a lo sumo N , con respecto
al orden monomial “grado-lexicografico” en K[X,,41,...,X,]. El nimero de coordenadas de 1 viene dado por
la siguiente cantidad:
- N _
N = ( +n m))
n—m

A continuacion, consideramos la siguiente suma:

Y Figie K2V, ... 29 X1, .., X[ X1, X

i=1
Tomando R := K[Z(l), 29 X, , Xm], los coeficientes de esta suma como polinomios en R[ X, 41, ..., Xp]
pueden representarse como un producto de matrices:

Z(l)

A(Xla"'vX’m) .

Z(S)
Los coeficientes de A(X1, ..., X,,), que son los elementos de la lista:
(2.3.5) A ={hD . ye N |v] <d;, 1<i< s},
tienen todos grado a lo sumo D := d;. Ademds, la matriz A(Xy,..., X,,) estd en:

‘%]\N[xM(K[Xh .. 7X7n]);

donde el nimero de filas y columnas estan determinados por las siguientes reglas:
e El nimero de filas es la cantidad:

N (N—l—(n—m)).

n—m
e El ntimero de columnas viene dado por la cantidad:
S
N—-d;+(n—m
M=Y ( . >>.

: n—m

=1
Finalmente, consideramos el sistema de ecuaciones lineales:

AR
7(2)
(2.3.6) (X, X)) = AKX, LX) | =1
Z&S)
Nétese que las siguientes dos afirmaciones son equivalentes para cada = = (21,...,2,,) € A™(K):
i) La fibra 7= 1({z}) NV # 0.
ii) El sistema de ecuaciones lineales (1, ..., ), obtenido al especializar las variables X; en las coor-

denadas x;, es incompatible.
Seguimos ahora la idea principal de [Mu, 87], que es vélida sobre cualquier cuerpo y en cualquier caracteristica.

El truco de Mulmuley funciona de la siguiente forma. En primer lugar, sea W := W(V)Z la clausura Zariski de
7(V) en A™(K). Definimos las dos matrices siguientes:

AX1y o, X)) € My (KIW)),
B(X1,..., Xpm) = (A(X1,..., X)) | 1) € M, 310y (K[W)).

Entonces, consideramos las dos siguientes matrices cuadradas y simétricas:

A (X, X) = (A<le~-~’Xm> 0

0 A(X17,_.7Xm)T> EJ//N+M(K[W})7

B*(X1,...,Xpm) = (B(Xl"o"7Xm) B(Xl,.9.,Xm)T) € M5y (K[W]).

Adem4s, tenemos que los rangos verifican las siguientes igualdades para todo x € A™(K):
rango (A*(x)) = 2rango (A(x)), rango (B*(z)) = 2rango (B(x)).

Para cada x € W, el sistema de ecuaciones lineales . (), descrito en la Identidad (2.3.6), es incompatible si y
solo si rango(A*(x)) # rango(B*(x)).
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Como A*(Xq,...,Xm) y B*(X1,...,X,,) son matrices simétricas, sus rangos dependen del orden de 0 como
raiz de sus respectivos polinomios caracteristicos. Por consiguiente, consideramos sus polinomios caracteristicos

médulo I(W):
e El polinomio caracteristico de la matriz A*(Xy, ..., X,,) viene dado por:
Xa(T) :==TNM pag, o TVAML T+ ag € KIW[T),

donde los coeficientes a; son de la forma A; + I(W), con A; € K[X1,..., Xpm].
e Andlogamente, consideramos el polinomio caracteristico de la matriz B*(Xy,..., X, ):

XB(T) = TNFMH Ly PNEM b T 4 by € K[W][T.
También concluimos que los coeficientes b; € K[W] son de la forma B;+I(W), con B; € K[X1,...,Xpn].

Sean .4 := min{N, M}y 4" := min{N, M+1} el minimo entre el nimero de filas y columnas de A(X1, ..., X,,)
y B(X1,...,X,,) respectivamente. Para cada x € W, tenemos que:

rango(A*(z)) < 2.4, rango(B*(x)) < 2.4".
Por lo tanto, el orden de 0 en x4(T) y x5 (T) verifica las siguientes desigualdades en K[W]:
ordo(xa) > N+M-24, ordy(xs) > N+M+1-24".
En particular, se cumplen las igualdades:

Xa(T) :i=TNM g PNEM-L o TNV KW,

XB (T) — Tﬁ+M+1 + bN+MT]\~/'+M S bﬁ+M+1_2ﬂ/Tﬁ+M+l_2JV, c K[W} [T]
Como las coordenadas de las matrices A*(X1,..., X)) y B*(X1,...,X;n) estdn en la clase 52 U {0, 1}, donde

A es la lista de polinomios introducida en la Identidad (2.3.5), y los polinomios en ¢ tienen grado a lo sumo
D := dy, concluimos:

e Para cada 7, 1 < i < 2.4, existe un polinomio AJ\7+M—1’(X17 o, X)) € K[Xy, ..., X,,] de grado a lo
sumo dyi tal que Ag, \, , +I(W)=ag ;.
e Para cada j, 1 < j < 247 existe un polinomio BN+M+17J‘(X1’ ooy Xm) € K[Xy,..., X de grado a

lo sumo dyj tal que B,y s +I(W) =bg 0y
Para cada x € W, como:

rango(B*(z)) = 2rango(B(z)) > 2rango(A(z)) = rango(A* (x)),
el sistema de ecuaciones lineales . (z) de la Identidad (2.3.6) es incompatible si y solo si existe k € {0,..., .4}
tal que:

rango(A*(x)) = 2k, rango(B*(z)) = 2(k + 1).

Transformando estas igualdades de rango en el orden de 0 como raiz de x4 y xp, para cada z € W, el sistema
de ecuaciones lineales .7 (z) descrito en la Identidad (2.3.6) es incompatible si y solo si existe k, 0 < k < A/,
tal que © € Ry, donde Ry es la clase dada por la siguiente interseccién:

Ry :={z €W : ordo(xaw)(T)) =N+M -2k} n{z €W : ordo(xp)(T)) =N +M+1—2(k+1)}.
En términos de ecuaciones polinomiales e igualdades, lo anterior puede escribirse de la siguiente forma:
Ry = A N By,
donde N _
Api={zeW : Ai(z)=0,N+ M =24/ <i<N+M-2k-1,A5 ,, . () #0},
y
By:={z €W : Bj(z) =0, N+ M+1-24"<j<N+M+1-2k+1) = 1,Bg, 1/ 1 o) (®) # 0}

En particular, se verifica la siguiente igualdad:

N —1
(V) := U Ry.
k=0

Ademis, cada Ry es un conjunto localmente cerrado dado como la intersecciéon de W con conjuntos abiertos e
hipersuperficies dadas por ecuaciones polinémicas de grado a lo sumo:

max({deg(Ai) : N+ M—2.4 <i}U{deg(B;) : J\~7+M+1—2JV’§j}>.



2.3. COTAS PARA IMAGENES POR APLICACIONES LINEALES 37

En particular, Ry es un conjunto localmente cerrado dado como la intersecciéon de un subconjunto abierto Zariski
de W con hipersuperficies de grado a lo sumo 2.4”. Gracias a la Proposicién 2.2.2, obtenemos:

deg(Ry) < deg(W) (QJV/dl)dim(W) '
Como el grado de conjuntos constructibles es sub—aditivo (cf. Proposicién 2.1.2), concluimos:
degi(m(V)) < deg(W) A (2JV,d1)dim(W) .

Aplicando la Proposicién 1.2.6 a la desigualdad previa obtenemos la desigualdad buscada. (|
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En este capitulo revisamos la nocién de conjunto cuestor o “correct test sequence” (introducida en [HS, 82]) y
mostramos que esta nocién es casi omnipresente en la literatura matematica (a través de varios ejemplos como los
conjuntos normantes, los conjuntos de Kakeya o el Nullstellensatz Combinatorio de Alon). Ademds, enfatizamos
que la aplicacion natural de los conjuntos cuestores no son los Tests de Nulidad, sino que estan disenados
para detectar, mediante evaluaciéon de “muestras”, si una funcién f € ) pertenece o no a un subconjunto
“discriminante” ¥ C €.

Por otro lado, estudiamos en detalle los conjuntos cuestores para listas de polinomios definidas en un conjunto
constructible 2. En primer lugar, probamos que los conjuntos cuestores verifican la “maldicién de la dimensio-
nalidad”: la dimension de Krull de €2 es una cota inferior para la longitud de cualquier conjunto cuestor para 2
con respecto a un discriminante ¥. Ademds, usando la nocién de grado LCT para conjuntos constructibles (ver
Definicién 13) y la Proposicién 2.2.2, introducidas en el capitulo anterior, demostramos que los conjuntos cues-
tores existen y son altamente densos en cualquier conjunto constructible de co—dimensién y grado apropiados
(no Unicamente en conjuntos “reticulares” como en [HS, 82]).

En la dltima seccién del capitulo, presentamos un algoritmo probabilista para el Problema de la “Suite Sécante”
que no manipula la lista de polinomios de entrada: simplemente evalda los polinomios dados en puntos de una
“muestra” aleatoria.

3.1. La nocidén, algunas nociones equivalentes y primeras propiedades

Comenzamos esta seccién generalizando al contexto de aplicaciones a valores vectoriales la nocién de conjunto
cuestor introducida en [HS, 82] para Tests de Nulidad de Polinomios:

DEFINICION 16 (Conjuntos Cuestores para aplicaciones a valores vectoriales). Sea X un conjunto, K
un cuerpo y sea .F(X) C KX un subgrupo del grupo abeliano (KX, +). Sea m € N un entero positivo y sea
Q C F(X)™ un conjunto de listas de tales funciones. Sea ¥ C Q un subconjunto propio de 2, al que llamaremos
discriminante. Un conjunto cuestor o “correct test sequence” (abreviado habitualmente como CTS) de longitud

L para Q con discriminante ¥ es un conjunto finito de L elementos Q := {x1,..., 21} C X tal que se verifica
la siguiente formula:
(3.1.1) VieQ, flo)=-=flzr)=0c K™ = feX.

En el caso X = {0} C Q, decimos simplemente que Q es un conjunto cuestor para €.
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Dado ©Q C .#(X)™, denotamos por Dif({2) al subconjunto de (.%#(X)™,+) dado por las diferencias entre los
elementos de Q. Es decir,

Dif(Q) :={f —g : f,g€Q} C F(X)™.

Noétese que si ©Q es un semigrupo de (F(X)™,+), entonces Dif({2) es simplemente el subgrupo abeliano de
(Z(X)™,+4) generado por €.

Para una lista de puntos Q := {x1,...,2}, definimos la funcién de evaluacién en los puntos de Q como la
siguiente aplicacién:
evg: FX)" — KmE

(fla'-'vfm) — (fl(xl)y---7fm(1'1)7~-~7f1(1'L)7~-~,fm(117L))7

que es una aplicacién K —lineal cuando .#(X)™ es un subespacio vectorial de (K™)X.

PROPOSICION 3.1.1 (Conjuntos Cuestores y Test de Identidad de Funciones). Con las notaciones
de la Definicion 16 precedente, sea Q un subconjunto de F(X)™. Entonces, las siguientes propiedades son
equivalentes para cada subconjunto finito Q = {x1,...,21} C X:

i) Q es un congunto cuestor para Dif () (con discriminante ¥ := {0} ).
i1) Se verifica la siguiente férmula:

VigeQ, flx1)=g(x1),....f(zr) =g(zr) = f =9

Si, ademds, F(X)™ es un subespacio vectorial de (K™)X y 0 € Q, las dos propiedades anteriores son equiva-
lentes a las siguientes:

ii1) La funcidn de evaluacion evg en los puntos de Q es una aplicacion K—lineal cuya restriccion a §) es
myectiva.
i) Si L = £(Q), eriste una aplicacion lineal A : K™F — F(X)™ que cumple las dos siguientes
propiedades:
o Para todo f € F(X)™, f— Alevg(f)) € ker (evq) v,
o evq(f) Nker(A) = {0}.

DEMOSTRACION. Las equivalencias entre los [tems i), 11) y, en el caso de que F (X)) sea un espacio vectorial,
1i1), son inmediatas. Respecto a la equivalencia entre los Items #ii) y iv), basta asumir que A es una extensién
a K™L de la inversa por la derecha del epimorfismo entre .7 (X)™ y evq(ZF(X)™) C K™L. O

La interpretacién mas comun de los conjuntos cuestores en la literatura matemaética es la de Test de Identidad
de Funciones. Cuando %#(X) es un grupo de polinomios definidos sobre una variedad algebraica X, los con-
juntos cuestores reciben el nombre de Hitting Sets (como en [Sax, 09], [Sax, 14] y sus referencias). Los Tests
probabilisticos de Identidad de Polinomios han sido empleados en Teoria de la Eliminacién durante anos para
calcular normalizaciones de Noether o descripciones birracionales de Kronecker de variedades equidimensio-
nales, asi como para otros muchos propdsitos (ver, por ejemplo, [Pa, 95], [GHHMMP, 97], [GHMP, 97| y
sus referencias). Retomamos el caso polinémico en la siguiente seccién.

Con las notaciones precedentes, supongamos que #(X) es una K—4&lgebra. Entonces, para cada = € X, el
siguiente ideal es maximal en .#(X):

my = {f € F(X) : f(z) =0} € MaxSpec(F(X)).

Es més, m, es el ntcleo de la aplicacién suprayectiva ev,, : #(X) — K dada por ev,(f) := f(x), para todo
f e F(X). Para cada Q C X, denotamos por 1(Q) al ideal radical dado por la siguiente igualdad:

1(Q) = (] ma.

T€EQ

PROPOSICION 3.1.2. Con las notaciones anteriores, supongamos que F(X) es una K—dlgebra y Q C F(X) un
subconjunto. Las siguientes propiedades son equivalentes:

i) Un subconjunto finito Q C X es un conjunto cuestor para Dif(Q).
ii) La proyeccion candnica © : F(X) — F(Q) = F(X)/I(Q) satisface que su restriccion a Q es
myectiva.
iii) Existe un K—subespacio vectorial W(Q) de F(X) de dimensidn 4(Q) que verifica las siguientes
propiedades:
e Para cada f € ), existe un unico g € W(Q) tal que f — g € I(Q).
e Para cada g € W(Q), existe a lo sumo un f € Q tal que f — g € I(Q).
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DEMOSTRACION. Por el Teorema Chino de los Restos, tenemos el siguiente isomorfismo de anillos:
L
L F(X)/1(Q) — [[ #(X)/m,, = K"
QD ZTq I
i=1

donde Q := {z1,...,21}. Observando que:
e(f +1(Q)) == (f + may, ..., [+ Mg, ),

concluimos la equivalencia entre los [tems i) vy 4t). Ademds, el Teorema Chino de los Restos nos asegura que

hay interpolacién en #(X). Es decir, existen funciones x1,...,xr € #(X) tales que x;(z;) = d; ;, para cada
1,7, 1 <4,j < L, donde J; ; es la delta de Kronecker. Entonces, tomando W(Q) := Span({x1,...,xzr}), €l
K —espacio vectorial generado por {x1,..., x5}, es claro que para cada f € , la funcién:

L
g = Z flx)x: € W(Q),

verifica los requisitos de nuestra afirmacién. Por lo tanto, dado cualquier g € W(Q), existe a lo sumo un
elemento f € Q tal que f — g € I(Q). a

Nétese también que la condicién de ser un conjunto cuestor es hereditaria, tal y como enuncia la siguiente
proposicién de demostracion inmediata:

PROPOSICION 3.1.3. Sean Q C Q C F(X)™ dos subconjuntos y sea ¥ C Q un discriminante. Sea QCX un
conjunto cuestor para ) con respecto a .. Entonces, Q es un conjunto cuestor para £ con respecto a 3N €Y.

EJEMPLO 3.1.4 (Conjuntos Normantes finitos). Con las notaciones precedentes, supongamos que (K, |- |)

es un cuerpo con algin valor absoluto y, para cualquier entero positivo m € N, sea || - || cualquier norma en
K™ inducida por | - |. Supongamos que % (X) es un K—espacio vectorial y Q@ C % (X) un subconjunto. Un
conjunto normante finito (o “finite norming set”) para 2 es un subconjunto finito Q := {x1,..., 21} C X de

modo que la siguiente expresién es una norma en 2
IS = max{|f ()] = 1<i<L}.

Como {2 no es siempre un subespacio vectorial, empleamos en este contexto el término “norma” en un sentido
més amplio. Una norma para 2 es una funcién || - || : @ — R que verifica las siguientes propiedades:

e ||f]| >0,Vfeq.
e Para todo f € Q, ||f||=0siysolosi f=0.
e Dados f,g € Q, si f 4 g € Q, entonces tenemos que:

ILf =+ gll < [IF11 + Mlgll-
e Dados f € Qy A€ K, si Af € Q, entonces ||Af|| < |A||f]]-
Obviamente, si  es un subespacio vectorial, esta es la nocién habitual de norma. Ver [AK, 06] y sus referencias

para el término conjunto normante (o “norming set”).

PROPOSICION 3.1.5. Con las mismas notaciones e hipétesis que en el Ejemplo 3.1.4 precedente, dados Q :=
{z1,...,2} C X un conjunto finito y Q@ C .F(X) un subgrupo del grupo aditivo (F(X),+), tenemos que los
siguientes items son equivalentes:
i) El conjunto Q es un conjunto cuestor para ).
i1) El conjunto Q es un conjunto normante finito para SQ.
i) La restriccion de la funcion de evaluacion evg a ) es un monomorfismo de grupos.
iv) Existe p, 1 < p < oo, tal que:

L 1/1’3
1116 = <Z|f<xi>p>
=1

es una norma en .
v) Para cada p, 1 < p < oco:

L 1/p
IF15Y = (Z If(xi)”>
i=1

es una norma en §).
vi) Q es un espacio métrico con funcién distancia:

dQ(f,9) = |If — gl|’Y.
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vii) Para cada p, 1 < p < oo, Q es un espacio méltrico con funcion distancia:

A (f,9) = |If - gll{¥.
En particular, ) tiene un conjunto cuestor de longitud finita si y solo si admite un conjunto normante finito.
Si, ademds, ) fuese un subespacio lineal de F(X), entonces Q tiene un conjunto cuestor de longitud finita si y
solo si §) es un espacio lineal normado de dimension finita.
DEMOSTRACION. La equivalencia entre los ftems es obvia a partir de las definiciones. O
Los casos interesantes se restringen, entonces, a subconjuntos (no necesariamente lineales) de algunos espacios
vectoriales de dimensién finita:

EJEMPLO 3.1.6 (Conjuntos Cuestores y el anillo de funciones continuas). Supongamos que X es un
espacio topolégico compacto, Kk = Ry .Z(X) C ¥(X) es un subespacio vectorial de la R—&lgebra de funciones
continuas definidas en X con valores en R. Supongamos que €' (X) estd dotado de la topologia definida por la
norma del maximo, lo que le confiere estructura de R—algebra de Banach. Por el Teorema de Banach—Stone—
Cech-Gel’fand-Kolmogorov (cf. [GHJ, 54]), sabemos que existe una biyeccién entre los ideales maximales en
el espectro de € (X) (que denotamos por MaxSpec(%'(X))) y el conjunto de puntos de X. Esta biyeccién viene
dada por la siguiente identificacion:

zr—my ={fe€F(X) : f(x)=0}

Con estas notaciones e hipétesis, un subconjunto finito Q := {z1,...,25} C X de cardinalidad L es un conjunto
cuestor para 0 C .%(X) con respecto al discriminante ¥ C €2 si y solo si se verifica la siguiente expresién:

L
Qn (ﬂ mxi> cy,

i=1

0, equivalentemente, si y solo si se cumple la siguiente inclusion:

L

Q\xC (U m;) ,

i=1
donde m§, = €(X) \ mg,.
PROPOSICION 3.1.7. Con las notaciones precedentes, supongamos que X es un espacio topolégico de Hausdorff
compacto, F(X)=€(X), QCE(X) y X C Q. Sea (X) el ideal en €(X) generado por ¥ y supongamos que:
(3.1.2) (E)NQ=13,

donde {/- denota al radical de Jacobson. Por lo tanto, si Q\X es casi—compacto en € (X) (i.e. todo recubrimiento
abierto admite un subrecubrimiento finito), entonces existe un conjunto cuestor para €1 con respecto a X.

En particular, si ¥ = {0} y Q\ {0} es casi—compacto, entonces existe un conjunto cuestor de longitud finita
para € o, equivalentemente, ) tiene un conjunto normante finito.

DEMOSTRACION. Por el Teorema de Banach-Stone-Cech-Gel’fand-Kolmogorov, dado que X es un espacio
topoldgico de Hausdorff compacto, se tiene la siguiente identificacién:

X = MaxSpec(%(X)).
Consideramos también el siguiente subconjunto cerrado de X:
VE)={zeX : flx)=0,VfeXt={zeX : f(z)=0, Vf e (D)}
Entonces, se verifican las siguientes igualdades:
Y = N m= (] m.

m € MaxSpec(€(X)) z€V(2)
moX

La primera igualdad es simplemente la definicién del radical de Jacobson de un ideal. Para la segunda igualdad,
obviamente tenemos que:
ﬂ mC mg.
(

m € MaxSpec(% (X)) z€V ()
m>X
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Reciprocamente, sea m un ideal maximal en %(X) que contiene a ¥.. Entonces, existe z € X tal que m = m,,.
Como m, D X, entonces f(x) = 0 para todo f € ¥y, por lo tanto, z € V(X). Esto implica la inclusién inversa.
Por consiguiente, obtenemos que:

J(Z)nQ= ﬂ m, | NQ=3.

zeV(X)
Por lo tanto,
Q\X C U ms.
zeV (%)

Como m¢ es abierto en % (X), tenemos un recubrimiento abierto de 2\ X, que es casi—compacto por hipdtesis.
Entonces, existe un subrecubrimiento finito:

L
Q\xcJmg,

i=1

para algun subconjunto finito Q := {x1,...,x}. Nbtese que esta dltima inclusiéon simplemente significa que Q
es un conjunto cuestor de longitud L para €2 con respecto a X y, por lo tanto, la primera afirmacién de nuestra
proposicién es cierta. El caso particular se verifica ya que V({0}) = X y {/(0) = {0}. O

Anélogamente, tenemos que:

COROLARIO 3.1.8. Sea r € NU {00} un entero positivo o oo y sea X una €"—wvariedad compacta. Para cada
N CE(X) tal que 0 € Q, si 2\ {0} es casi—compacto, entonces existe un conjunto cuestor para Q0 de longitud
finita o, equivalentemente, Q) tiene un conjunto normante finito.

DEMOSTRACION. Esencialmente la misma demostracién que en la proposicién anterior tras observar que:

MaxSpec(¢"(X)) = X.

Nétese que la hipdtesis descrita en la Identidad (3.1.2) puede reescribirse de la siguiente forma:

X)nQcCx,
donde () = {/(Z) es la clausura del ideal () en €' (X) con respecto a la m—topologfa de Hewitt (cf. [Hew, 48]
y [GHJ, 54]).

Un ejemplo tipico en el que se verifica la hipdtesis “Q\ X es casi—compacto” es el caso en que X es cerrado en
Q, para la topologia inducida por la de #(X), y Q es un espacio topoldgico Noetheriano.

Inspirados por el caso de funciones continuas, introducimos la siguiente notacién:

DEFINICION 17 (Ndmero de recubrimiento “en el contexto de Conjuntos Cuestores”). Con las nota-
ciones precedentes, el nimero de recubrimiento para Q@ C F(X) con respecto a ¥ es la longitud minima de un
conjunto cuestor finito para ) con respecto a Y. Denotamos a esta cantidad por:

Nets(©, ) :=min{L € N : Jun conjunto cuestor Q de longitud L para  con respecto a 3}.

Por simplicidad, usaremos la siguiente notacion:
=/Vcts(9) = f/Vcts(Qa {0})

EJEMPLO 3.1.9 (Conjuntos Cuestores en Espacios de Hilbert con Niicleo Reproductor). Sea K :
X xX — Cunnicleo y sea (%, (-, -) k) su espacio de Hilbert asociado (cf. [Ar, 50] y [CZ, 07]). Recordemos
que H# C CX y, en el caso en el que X es un espacio métrico y K un niicleo de Mercer, ¢ C €(X,C) =
C(X)[i] :== € (X)[T]/(T? + 1) estd formado por funciones continuas con valores complejos. Para cada z € X,
sea K, : X — C el elemento en 5% dado por:

Ko(y) == K(z,y), Vy € X.
Entonces, es conocido que para cada f € J% y para cada x € X, se cumple la siguiente igualdad:

f(x) = (f, Kq).
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PROPOSICION 3.1.10. Con las notaciones anteriores, sea Q0 C A un subconjunto y sea ¥ C Q un discriminante.
Un subcongjunto finito de puntos Q = {x1,...,21} C X es un conjunto cuestor de longitud L para Q con respecto
a X siy solo si:

QN (Span({Ky,, ..., K.y })) T C 3,
donde Span({K,,...,K,,}) es el subespacio vectorial de H#i generado por {K,,,..., K., } y + denota el
complemento ortogonal en .

DEMOSTRACION. Basta tener en cuenta que este resultado es simplemente otra manera de expresar la
Identidad (3.1.1). O

3.1.1. El caso de polinomios y listas de polinomios. Para cada entero positivo d € N, denotamos por
PE(X1,...,X,) al conjunto de todos los polinomios de grado a lo sumo d con coeficientes en K en el conjunto
de variables {X1,..., X, }. Cuando el conjunto de variables sea claro por el contexto, escribiremos simplemente
PdK . Si, ademds, se sobrentiende el cuerpo K, escribiremos simplemente P;. El conjunto PdK es un K-espacio
vectorial generado por una base de monomios de cardinal dado por siguiente el nimero combinatorio:

N, = <d+n>
n

En esta memoria, utilizaremos la identificacién P (X7,...,X,) = AN (K).

Sea m un entero positivo y (d) := (dy,...,d) una lista de grados. Usualmente se considera m < n, aunque
en algunas ocasiones también se consideran los sistemas sobredeterminados (i.e. con m > m + 1) que son
los que genéricamente definen (). Introducimos la clase @({g) (X1,...,X,) de todas las listas de polinomios

f=(f1,..., fm) tales que cada f; € Pd{.(. Es decir, 9{5) es el siguiente producto cartesiano:
Py (X1, Xp) = Hij(Xl, X)),
i=1

Si el conjunto de variables estd fijado por el contexto, escribiremos simplemente 9({5). Si, ademas, el cuerpo K
estd también fijado, escribiremos simplemente &7(4). Como &4 es el producto cartesiano de un nimero finito
de K-espacios vectoriales finitos, su dimensién también sera finita y viene dada por:

dimp (20 (X1, X)) =D dimg (P (Xy,..., X)) = > Na,.
=1

=1

Denotaremos a esta cantidad por N(g), la cual verifica la siguiente igualdad:

i=1
Por otro lado, a lo largo de estas paginas emplearemos la identificacién @(Ig)(Xh e Xp) 2 AN (K).

En [HS, 82], los autores consideran conjuntos cuestores para (la clausura Zariski de) un subconjunto cons-
tructible 2 C P, con respecto a {0} como discriminante. En esta memoria también consideraremos conjuntos
constructibles 2 C #(4) y discriminantes > C €.

Para cada conjunto constructible Q C &4y y para cada punto € A"(K), denotamos por 2, C AN@ (K) al
siguiente conjunto constructible:

Q. =aQn{fe Pay - f(z) =0}
Por lo tanto, podemos reescribir la nocién de conjunto cuestor como una lista Q := (z1,...,27) € VF, donde
V C A"(K), de puntos tales que:

Qe, N---NQ,, CX.

PROPOSICION 3.1.11. Sea Q = {x1,...,2L} un conjunto cuestor para Q con respecto a .. Entonces, tenemos
que:

degye; (o, N -+ N Q) < degy(9).
Ademds, si 3 es cero—dimensional, la interseccion Qy N---NQy, es un conjunto finito y tenemos que:

ﬁ(le n---N QIL) < deglci(Q)'

En particular, si deg;(X) > deg,;(2), tenemos la inclusion estricta:

Q,N---NQ,, CX.

=
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DEMOSTRACION. Nétese que para cada punto z € A™(K), el conjunto €2, es la interseccién de € con una
variedad afin lineal. Por consiguiente, todas las afirmaciones son consecuencias inmediatas de la Proposicién
2.1.13. O
La siguiente proposicién muestra cotas inferiores para la longitud de conjuntos cuestores en términos de la
dimension de Krull del conjunto constructible dado:

PROPOSICION 3.1.12 (Maldicién de la dimensionalidad). Con las notaciones precedentes, sea @ C &gy un
subconjunto constructible, ¥ C Q un discriminante en Q y Q € VX un conjunto cuestor de longitud L para
con respecto a . Entonces, tenemos que:

#(Q) = L > codimg(X) = dim(Q2) — dim(X).
En particular, el nimero de recubrimiento verifica:
(2, ) > dim(Q2) — dim(X).

DEMOSTRACION. La interseccién ,, N--- N, es la interseccién de 2 con una familia de L ecuaciones
lineales cuyas variables son los coeficientes de los elementos en &(4). Entonces, por el Hauptidealsatz de Krull,
la dimensién de esta interseccion satisface:

dim (Q Nn{fe gz(d) : flz)=0tn---Nn{fe r@(d) : flxp) = O}) > dim(Q) — L.
Por otro lado, si Q := (x1,...,z1) es un conjunto cuestor para ) con respecto a ¥, tenemos que:
an{fe z@(d) D flz)=0tn---Nn{fe e@(d) : f(zp) =0} CX.
Por lo tanto, concluimos la proposiciéon dado que tenemos:
dim(Q) — L < dim(%).
|

Teniendo en cuenta la Proposicién 3.1.12 precedente, diremos que un conjunto cuestor para ) tiene longitud
asintdticamente dptima si su longitud estd en O(dim(f2)).

3.2. Alta probabilidad de existencia de Conjuntos Cuestores de longitud asintéticamente
6ptima en conjuntos localmente cerrados equidimensionales para conjuntos constructibles
de listas de polinomios

Esta seccién estd dedicada a demostrar el Teorema 3.2.1. Dicho teorema no solo establece la existencia de
conjuntos cuestores en el caso de funciones polinomiales, sino que también proporciona cotas inferiores para la
probabilidad de su existencia en una gran cantidad de dominios donde es posible el muestreo.

Con las mismas notaciones que en las secciones precedentes, sea 2 C 4@(15) un conjunto constructible de poli-
nomios con (d) = (d1,...,dn), m < n. Nuestro objetivo es generalizar el resultado probabilistico principal
de [HS, 82], mostrando que el requisito de “reticulo” no es imprescindible y que podemos encontrar (con alta
probabilidad) conjuntos cuestores en muchos conjuntos localmente cerrados de co—dimensién y grado adecuados.
Ademas, veremos que los conjuntos cuestores son adecuados no solo para Tests de Nulidad, sino también para
decidir la pertenencia a subvariedades propias de €.

Al igual que en la Subseccién 1.2, dados n,r € N dos enteros positivos tales que r < n, consideramos el “Grass-
maniano” G(n,r) de todas las variedades afines lineales en A™(K) de co-dimensién r. Ademds, supondremos
que G(n,r) estd dotado de la topologfa Zariski final inducida por la aplicacién suprayectiva ¢ introducida en
la Ecuacién (1.2.2).

Sea ¥ C  un subconjunto constructible de co—dimensién al menos 1. Sea C C A"(K) un subconjunto
constructible y L > 0 un entero positivo. Denotamos por R(€, ¥, C, L) al conjunto de todas las listas Q € C'*
de longitud L que son conjuntos cuestores para {2 con respecto a ¥. Notese que:

R(O,X%,C, L) :={Q:=(x1,...,x) € CF : (VfeQ, flz1)=...= f(zr)=0€ K™ = f e X)}
es un conjunto constructible ya que se puede expresar usando légica de primer orden.
Hemos anadido una hipétesis (Hipdtesis (3.2.1)) sobre la dimensién de las variedades definidas por listas de
polinomios en Q2 \ 3. Nétese que esto simplemente generaliza el caso ¥ = {0} y explica que el asunto principal
de los conjuntos cuestores es la dimension y no solo los Tests de Nulidad. Para conjuntos localmente cerrados
C C A"(K), denotaremos simplemente por deg(C) al grado de C' (ver Subseccién 1.2).
Antes de enunciar el teorema principal de esta seccién, incluimos unas pocas palabras para explicar cémo

medimos las probabilidades en la clase R(2,%,C, L) de conjuntos cuestores de longitud L en C' para € con
respecto a ¥ con el fin de ayudar al lector de esta memoria.
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Las variedades algebraicas proyectivas equidimensionales complejas V' C P,,(C) tienen una distribucién de
probabilidad natural que ha sido ampliamente estudiada y empleada en la literatura matemdtica (cf. [BP, 07],
[BP, 08], [BP, 09] y sus referencias). La clase Reg(V) C V de puntos regulares de V' C P,(C) es una
subvariedad Riemanniana compleja de P, (C) de m—volumen finito (donde m = dim(V') = dim(Reg(V))). Por
lo tanto, Reg(V') estd dotada de forma natural de una distribucién de probabilidad, inducida por la estructura de
subvariedad Riemanniana compleja de P, (C). Como Reg(V) es abierto y denso Zariski en V', esto se extiende de
forma natural a V. En cuanto a las variedades afines complejas equidimensionales W C A™(C), existe también
una distribucién de probabilidad natural inducida por la de su clausura proyectiva W C P, (C) (cf. [BP, 07,
[BP, 08], [BP, 09] y sus referencias).

Desafortunadamente, no existe una estructura Riemanniana en P, (K) cuando K es cualquier cuerpo algebraica-
mente cerrado y, por lo tanto, no hay una traduccion directa de la distribucién de probabilidad de variedades
complejas a conjuntos constructibles de A™(K). Sin embargo, hay una forma de interpretar la distribucién
de probabilidad inducida por la estructura Riemanniana a través de férmulas tipo Poincaré (gran parte de
este enfoque fue estudiado en la Seccién 2 de [BP, 07]). A grandes rasgos, la probabilidad inducida por la
métrica Riemanniana es la esperanza del niimero de puntos de la intersecciéon de la variedad algebraica com-
pleja V' C P,(C) con variedades proyectivas lineales A escogidas aleatoriamente en el Grassmaniano de las
subvariedades de P,,(C) de co-dimensién igual a dim(V'). Este hecho nos inspiré para estudiar probabilidades
con respecto a la distribuciéon uniforme de la forma:

PrOb(CﬁA)L [R(Qﬂ Ea Ca L)]7

donde A pertenece al subconjunto abierto G(C') (cf. Corolarios 2.1.9 y 2.1.10 para esta notacién) del Grassma-
niano G(n,n — r) con respecto a la topologia Zariski final, siendo r la co—dimensién de C.

TEOREMA 3.2.1. Sean m,n € N dos enteros positivos, con m < n, y sean (d) := (dy, . ..,dy,) una lista de grados
y d := max{dy,...,dn}. Sean ¥ C Q dos subconjuntos constructibles de 9{5) tales que X tiene co—dimension
al menos 1 en Q. Supongamos que Q\ X satisface la siguiente propiedad:

(3.2.1) Vi=(f1, s fm) € Q\Z, dim(Va(f1,..., fm)) =n—m.

Sea C C A™(K) un conjunto localmente cerrado equidimensional de co—dimension r > (n —m) +m/2 4+ 1/2.
Supongamos que existen subconjuntos localmente cerrados Ch,...,Cs C A™(K) tales que C := CyN...NCs.

Sea D := max{deg(C1),...,deg(Cs)} > 1 el mdzimo de sus grados. Sea L € N un entero positivo y supongamos
que se verifican las siguientes propiedades:

i) L>6dim(Q),
i1) log(deg (C)) > r max{2(1 + log(d + 1)), %ﬂ%m))} Y,
iii) D < (14 2 )deg(O)m,

n—m

donde log denota al logaritmo neperiano. Entonces, existe un subconjunto abierto no vacio G(C) C G(n,n—r),
con respecto a la topologia final inducida por la aplicacion suprayectiva introducida en la Ecuacion (1.2.2),
tal que para cada A € G(C), la probabilidad de que una lista Q € (C N A)Y escogida aleatoriamente esté en
R:= R(O,%,C, L) satisface:

1
>1_
=1 deglci(Q)edim(Q)+(mfl)L ’

donde (C'N AL estd dotado de su distribucion de probabilidad uniforme.

Prob(CmA)L [R]

3.2.1. Demostracién del Teorema 3.2.1. En primer lugar, denotamos por § a la siguiente cantidad:
0:= deg(C)m.

Obviamente, tenemos que deg(C) := §" y nuestras hipStesis nos proporcionan las siguientes desigualdades:
o log(9) > max{2(1 + log(d + 1)), 2&e8a@)) v
e D< (14210
A continuacion, introducimos el siguiente conjunto constructible de incidencia:
V(Q,L) :={(f,z1,...,x0) € Xx (A"(K)" : f=(f1,...,fm) € Py, filz;) =0,1<i<m,1<j<L}
Consideramos también las siguientes dos proyecciones candnicas:

e La proyeccién sobre el conjunto de listas de ecuaciones consistentes: w1 : V(Q2, L) — Q.
e La proyeccién sobre los posibles ceros: mo : V(Q, L) — (A™(K))L.
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Por la Desigualdad de Bézout para conjuntos constructibles (ver Teorema 2.1.14), tenemos que:

- L
deg;;(V(2, L)) < degy;(€2) (H(dz + 1)) :

i=1
Sea 2 la clase formada por conjuntos localmente cerrados irreducibles W7, ..., W), tales que:
V(Q,L)y=W1U---UWy,
y que son minimos con respecto al grado LCT de V(Q, L):

M
deg,;(V (2, L)) = Z deg(W;).

Sea € C 2 la clase de aquellas componentes localmente irreducibles de V' (2, L) cuya proyeccién por 71 no esté
completamente incluida en X:

C:={We2 : mW)\Z #0}.
Como m; es la restriccion de una proyeccién, para todo W € %, podemos considerar la siguiente aplicacién:
7r1|Wz =W — 71'1(W)Z.
Se trata de un morfismo dominante entre dos variedades algebraicas irreducibles. Entonces, por el Teorema de
la Dimensién en la Fibra, para todo f € 71 (W) tenemos que:
(3.2.2) dim (m —_— f})) > dim (W) — dim(r (W) ) > dim(W) — dim(€).

Nétese que para cada f € w1 (W), se verifica la siguiente igualdad:

mile (D) = {FF < (Va(n)".

Luego, para cada W € €, existe algtn sistema de ecuaciones f € m (W) \ X y, por lo tanto, tenemos que:

. -1
dim (71'1 ’Wz ({f})) =(n—m)L.
Por consiguiente, la Desigualdad (3.2.2) se convierte para cada W € € en:
(3.2.3) dim(W) < dim(Q2) + (n —m)L.
Definimos ahora el conjunto constructible:
B(Q,L):= | J WCV(Q,L).
wWee
Tenemos que:
e dim(B(Q, L)) = max{dim(W) : W € €} < (n —m)L + dim() y,
e por la sub-aditividad del grado para conjuntos constructibles (cf. Proposicién 2.1.2), también se

verifica:
m

L
dege;i (B(£, L)) < deg;;(€2) (H(di + 1)) < degi(Q) (d+1)™",

i=1

donde d := max{ds,...,dn}.
Aligual que en los Corolarios 2.1.9 y 2.1.10, existe un subconjunto abierto no vacio G(C) C G(n,n—r), respecto
a la toplogfa final inducida por la aplicacién suprayectiva ¢ introducida en la Ecuacién (1.2.2), tal que para
todo A € G(C) tenemos que:
fH(CNA) =deg(C).

A continuacién, consideramos A € G(C) y el siguiente conjunto constructible:
m(B(Q, L)) n(CnAL
Aplicando la Proposicién 2.1.11, concluimos:
deg (m(BQ,L))) < degi( B, 1)) < degii(Q)(d + 1)™E.
Ademas, como C' = Cy N ---NCy, podemos definir los siguientes conjuntos localmente cerrados:
Cij = A"U"D(K) x C; x A"E7I)(K),

cuyo grado es igual a deg(C;). Definimos también la clase de variedades afines lineales A;, 1 < j < L, de grado
1, dadas por: ' _
Aj = A"UTY(K) x A x A"ETI(K).
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Entonces, tenemos que:
- - L
m(B(Q,L)) N(CnA)F =m(BQ,L) n|[(Cisi |04
i j=1
Por la Proposicién 2.2.2; concluimos también:
deg (m(BIO L)) 1(C'N A < degy (B(Q, L) DIm (D@10,
donde, como deg(A;) = 1, tenemos que:
1 <max{deg(C; ;) : 1<i<s, 1<j<L}=D=max{deg(C;) : 1<i<s}.
Juntando todo lo anterior, como dim(w2(B(£2, L))) < dim(B(€2, L)), obtenemos:
deg (WQ(B(Q, Y ncn A)L) < degy; (Q)(d + 1)L pImE+(n=m)L,
Esto implica:
deg (@(B(Q ) ncn A)L) < degy (Q) DI pn=m)L (g 4 1ymL.

Como & > €?(d + 1)?, tenemos que:
L

S

deg (mz n(cn A)L) < degy; (Q) D) pln=—m)L (jz)

Entonces, obtenemos:
deg (WQ(B(Q, L))Z N (C n A)L) _ deglci(Q)Ddim(Q)D(n_m)L(S%L
deg(C’)L — emL §codim(C)L

Como codim(C') > (n —m) +m/2 + 1/2, también tenemos que:

deg (7T2 (B(Q, L))Z N (C N A)L) deglc~(Q)Ddim(Q) D(nfm)L

< ! .
deg(C)L — emL§L/2 §(n—m)L

Como D < (14 ——-)4, obtenemos:

deg (WQ(B(Q, ) ncn A)L) g, () DY) L\ (L
< Cl .
deg(C)L - eml§L/2 ( n— m>

Por lo tanto,

deg (WQ(B(Q, ) ncn A)L) deg(@DI® (¢ 1\ L
< o .
deg(C)L - emL§L/2 ( + )

Por consiguiente,

deg (m(B(Q, L))z ncn A)L) B degy; () DAm () (1)(m—l)L
. .

deg(C) L - oL/2 e
De nuevo, como D < (1+ —-)§ y L > 6dim(Q2), también tenemos que:

0

e

deg (mzm(c ﬁA)L) dega(®) 1 (D) oy ok
deg(C)E = 5dim(Q) §dim(Q) () ( > :
Es decir,
deg (2(B@D) N(CNAY)  qog (@) 1 ame (1) D
deg(C)L = T5dim(Q) gdim() ¢ " (e> :
Como & > €?(d + 1)?, esto implica:

deg (WQ(B(Q,L)) nen A)L) _ degua(@) (1) (1) (D
deg(C)L — §dim(Q) '
Finalmente, como log(d) dim(€2) > 2log(deg).;(2)), también obtenemos:

deg (m N (CmA)L) . <1>dimm> (1><m—m.

e e

(3.2.4) <

deg(C)E ~ degy(Q)

e e
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A continuacion, consideramos el siguiente conjunto constructible:
RYQ,%,C,L) = {Q := (x1,...,21) € C* : Q no es un conjunto cuestor para 2 con respecto a X}.
Es obvio que:
R(Q,%,C, L) = (C)*\ R(Q,%,C, L).
AFIRMACION 3.2.1.1. Con las notaciones precedentes, si A € G(C), tenemos que:
$(R(Q,%,C, L) N AL) < deg (mz nEen A)L) .
Demostraciéon de la Afirmacién. En primer lugar, nétese que:
RE(V,%,C,L) C m(B(Q,L))NCE.
SiQ:=(z1,...,21) € R°(Q,%,C, L), entonces existe una lista de ecuaciones polinomiales f € Q\ ¥ tal que:
fla) =+ = flzL) =0.

Por lo tanto, (f,x1,...,21) € V(R, L). Ademds, debe haber alguna componente localmente irreducible W € &
de V(Q, L) que contiene a (f,x1,...,2r). Sin embargo, f := m (f,z1,...,21) € Q\ Xy, por lo tanto, W € €.
Entonces, (f,z1,...,21) € B(Q,L)y

Q:=(z1,...,71) € m2(B(Q, L)).
Por consiguiente, concluimos:

RY(Q°,%,0,L) C ma(B(Q, L)) NCE C (B, L)) NCE,

RE(QC,%,C,L) N A" C m(B(Q, L)) N (C N AL,
Como A € G(C), entonces C' N A es una variedad algebraica cero—dimensional (i.e. un conjunto finito) y, por

lo tanto, Rc(ﬁz, ¥, C, L) N AL es también un conjunto finito. Finalmente, como en el caso cero—dimensional el
grado es igual a la cardinalidad (cf. Proposicién 1.2.3), tenemos que la afirmacién del enunciado es cierta:

$(R(Q,%,C, L) N AL) < deg (ﬂg(B(Q, D) ncn A)L) .
[
Para finalizar, como para cada A € G(C), §(C N A) = deg(C), entonces obtenemos:
PI‘Ob(CﬁA)L [R} =1- Prob(CmA)L [RC}7
donde R := R°(Q),3,C, L). Es decir, tenemos que:
1 Ren(CnA*-
Probcnayr[R] =1 - ————< Z XRc(C):l—ﬁ( ( L) ),
t((Cnay) ceemae t((cna”)

donde yge es la funcién caracteristica de R°. Entonces, por la afirmacién previa y la Desigualdad (3.2.4),
concluimos:

1
PTOb(CmA)L[R] >1- deglci(medim(ﬂ)ﬂmq)y

y se deduce el teorema.

3.2.2. Algunos Corolarios ttiles. Tal y como mencionamos al comienzo de esta seccion, nuestros resul-
tados sobre distribuciones de probabilidad tienen una forma simplificada en el caso complejo K = C. Recordemos
que el Grassmaniano complejo estd dotado de una distribucién de probabilidad natural p. Para cada conjunto
de Borel B C G(n,n — r) con respecto a su topologia Zariski final, la medida u[B] verifica:

[ 1, B tiene interior no vacio en G(n,r)
(3.2.5) nlBl = { 0, en otro caso

Entonces, con esta medida de probabilidad, el Teorema 3.2.1 anterior se convierte en:

COROLARIO 3.2.2. Supongamos que K = C y que pu es una medida de probabilidad sobre los conjuntos de Borel
B(G(n,n — 1)) que satisface la Identidad (3.2.5). Con las mismas notaciones e hipdtesis que en el Teorema
3.2.1, se verifica la siguiente desigualdad:
1 (L) 1
——F . >1- - ,
degy(C)F o B} 21 o




50 3. CONJUNTOS CUESTORES

donde Eg(n,n—r) denota a la esperanza y

%) : Gnyn—-r) — Ry U{oo} .
A — (R(Q, 5,C,L)N AL)
DEMOSTRACION. En primer lugar, nétese que con la hipétesis de la Identidad (3.2.5) tenemos que:

L L
Egmn-nlts’] = Eeo) 15,

donde G(C) es el subconjunto abierto Zariski de G(n,n — r) discutido en la demostracién del Teorema 3.2.1
precedente. Basta aplicar el Teorema 3.2.1 al cociente:

&
deg); (C)F

para obtener el resultado buscado. O

= Prob(anc)t [R],

Con una ligera modificacién de las hipétesis del Teorema 3.2.1, obtenemos el siguiente resultado para el caso en
que C' es un conjunto constructible presentable equidimensionalmente:

COROLARIO 3.2.3. Sean m,n € N dos enteros positivos, con m < n, y sean (d) := (di,...,dy) una lista
de grados y d := max{ds,...,d;,}. Sean ¥ C Q dos subconjuntos constructibles de @5) tales que X tiene

co—dimension al menos 1 en . Supongamos que Q\ X satisface la siguiente propiedad:

(3.2.6) Vi=(f1,-.., fm) € Q\X, dim(Va(f1,..., fm)) =1 —m.
Sea C' C A™(K) un conjunto constructible presentable equidimensionalmente de co—dimension r > (n —m) +
m/2+1/2. Supongamos que existen subconjuntos constructibles C1,...,Cs C A™(K) tales que C := C1N...NC5.
Sea D := max{deg);(C1),...,deg;(Cs)} > 1 el mdzimo de sus grados. Sea L € N un entero positivo y
supongamos que se verifican las siguiente propiedades:
i) L > 6dim(Q),

ii) log(deg, (C)) > r max{2(1 + log(d + 1)), W} ,

iii) D < 1(14 —_)deg, (C) ==
Sea R := R(Q,%,C, L) el conjunto constructible de todas las listas Q € CF de longitud L que son conjuntos
cuestores para §) con respecto a X.. Entonces, existe un subconjunto abierto no vacio G(C) C G(n,n —r), con
respecto a la topologia final inducida por la aplicacidn suprayectiva introducida en la Ecuacion (1.2.2), tal que
para cada A € G(C), la probabilidad de que una lista Q € (C'NA)X escogida aleatoriamente esté en R satisface:

1

> —
=1 deglci(Q)edim(Q)+(m—l)L ’

donde (C N AL estd dotado de su distribucion de probabilidad uniforme.

PI‘Ob(CmA)L [R]

DEMOSTRACION. Con las mismas notaciones que en la demostracién del Teorema 3.2.1, tenemos que:
- - L
m(B(Q,L)) N(CNnA)F =m(BQ,L) n[(Cis |0 | (4]
i.j i=1

donde los Cj ;’s son conjuntos constructibles. Del Teorema 2.2.1, obtenemos:

(sL+ 1) + dim(ma(B(Q, L)) — 1

deg (WQ(B(Q,L))Z n(n A)L) < ( dim(ma( B L))

) degyo;(B(Q, L)) Dm(m2(BE.L)),

donde, como deg(A;) = 1, tenemos que:

1 <max{deg,;(C;;) : 1<i<s, 1<j<L}=D=max{deg,(C;) : 1<i<s}.

b
(az ) < eoth
Por lo tanto, juntando todo lo anterior, como:
dim(72(B(, L)) < dim(B(Q, L)) < (n —m)L + dim(9),

Nétese que si a,b € Z™T, se verifica:

obtenemos:

deg (77(_2(-3(97 L))Z A (C N A)L) S deglci(Q)(d + 1)mLDdim(ﬂ)-i—(n—m)LesL-l-dim(Q)-l-(n—m)L.
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Esto implica:
deg (m2(B(2, 1)) N(C'NAY") < degi(Q)(De) @ (De) " =mE(d + 1) ek
Como & > €?(d + 1)?, tenemos que:
dog (RBELDT" 01(C 14 < detyo()(De) (Do) % () i
Entonces, obtenemos:

deg (WQ(B(Q, L)) N (C N A)L) degl '(Q)(De)dim(Q) (De) (nfm)Lé'%LesL
< o .
degz (C)L - emL §codim(C)L

Como codim(C') > (n —m) +m/2 + 1/2, también tenemos que:

deg <7TQ(B(Q, L)) n (C n A)L) _ deglci(Q)(De)dim(Q) (De)(n—m)L oL
degz(C)L - emL§L/2 §(n—m)L
Como D < 1(1+ —1-)4, obtenemos:

deg (ﬂ'g(B(Q, L))Z N (C N A)L) - deglci(Q)(De)dim(Q) ) 1 (n—m)L S
deg (C)F <t — ()

n—m

Por consiguiente,

deg (m2(B(@, 1)) N (CNA)*) _ degu()(De) ™) < (1+ ) ><n_m>>LesL.

degz(C)L - emL§L/2

n—m

Y, por lo tanto,

deg <7T2(B(Q7L))Z NnCcn A)L> _ deglci(Q)(De)dim(Q) <1)(m—1)L .
- e .
e

deg, (C)L - §L/2
De nuevo, como D < (1 4+ —L-)§ v L > 6dim (), también tenemos que:
, ! —)0y , q

n—

deg (m2(B(@, 1)) N (CNA)Y) _degu(® 1 ( De>dim<m (1)<mm .

deg_(C)L = 5dim(Q) §dim(Q) \ §

e

Es decir,

deg (WQ(B(Q,L)) m(CmA)L) degu(® 1 s (1)OVF
deg_ (O)L = T5dim(@) gdim) ¢ " ( > e
Como § > €?(d + 1), esto implica:

€

deg (WQ(B(Q,L)) nen A)L) _ degya() (1Y (1)L
degz(C)L —  §dim(Q) ’
Finalmente, como log(d) dim(€2) > 2log(deg).;(£?)) + sL, también obtenemos:
deg (WQ(B(Q,L))ZQ(CQA)L) . L\ dm() /N (m-1)L
< — .
degz(c)L - deglci(Q) < ) ( >

La parte final de la demostracion es idéntica a la del Teorema 3.2.1. ]

(& (&

(& (&

Usando el Corolario 2.1.10, podemos generalizar el corolario previo a cualquier conjunto constructible de la
siguiente forma:

COROLARIO 3.2.4. Sean m,n € N dos enteros positivos, con m < n, y sean (d) := (di,...,dy) una lista
de grados y d := max{dy,...,dy}. Sean ¥ C Q dos subconjuntos constructibles de Qg) tales que X tiene
co—dimension al menos 1 en Q. Supongamos que Q\ X satisface la siguiente propiedad:

(3.2.7) V= (s fn) € QNS dim(Va(fi,. .-, fn)) =1 —m.

Sea C' C A™(K) un conjunto constructible de co—dimensidn r > (n —m) +m/2 + 1/2 y sean Vi,..., Vi las
componentes irreducibles de dimension mds alta de la clausura Zariski de C' (como en la Proposicion 1.1.5).
Supongamos que existen subconjuntos constructibles Cy,...,Cs C A™(K) tales que C := C1N...NCs. Sea
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D := max{deg,;(C1),...,deg,;(Cs)} > 1 el mdzimo de sus grados. Sea L € N un entero positivo y supongamos
que se verifican las siguientes propiedades:
i) L > 6dim(92),
i) log(Y1, deg( V) > rmax{2(1 + log(d + 1)), Zlesldeg @) tsly
iii) D < L1+ 25) (I, deg (Vi) =

Sea R := R(Q,%,C, L) el conjunto constructible de todas las listas Q € CT de longitud L que son conjuntos
cuestores para Q con respecto a X.. Entonces, existe un subconjunto abierto no vacio G(C) C G(n,n —r), con
respecto a la topologia final inducida por la aplicacion suprayectiva & introducida en la Ecuacion (1.2.2), tal que
para cada A € G(C), la probabilidad de que una lista Q € (CN A escogida aleatoriamente esté en R satisface:

1
Probcrayc[R] > 1 - dogpe; (Q)edm(@)+Hm-1)L

donde (C N A)E estd dotado de su distribucion de probabilidad uniforme.

DEMOSTRACION. La demostracién es similar a la del Corolario 3.2.3. En este caso, tomamos:

E deg . (‘odnn(c)

y, por el Corolario 2.1.10, tenemos que existe un subconjunto abierto no vacifo G(C) C G(n,n —r), con respecto
a la topologia final inducida por la aplicacién suprayectiva ¢ introducida en la Ecuacién (1.2.2), tal que para
todo A € G(C), tenemos que:

#(C' N A) Z deg(V;
|
Si suponemos que C' es una variedad algebraica de interseccién completa, obtenemos el siguiente resultado:
COROLARIO 3.2.5. Sean m,n € N dos enteros positivos, con m < n, y sean (d) := (di,...,dn) una lista de

grados y d := max{dy,...,dpn}. Sean ¥ C Q dos subconjuntos constructibles de Pqy(X1,...,Xy) tales que ¥
tiene co—dimensidn al menos 1 en Q. Supongamos que Q\ X satisface la siguiente propiedad:

(328) Vf .= (f1> caey fm) e \ PIN dim(VA(fl, ceey fm)) =n—-m.
Sea V' := Vi(hi,...,h,) C A"(K) una variedad algebraica de interseccion completa de co—dimension r >
(n—m)+m/241/2 tal que deg(V') > ¢", donde § := min{deg(h1),...,deg(h,)}. Sea L € N un entero positivo
y supongamos que se verifican las siguientes propiedades:

i) L > 6dim(Q),

ii) log(6) > max{2(1 + log(d + 1)), 2eeldeesi @)y

dim(92)
i11) max{deg(h1),...,deg(h,)} <( _lm)é.

Sea R := R(Q,%,V, L) el conjunto constructible de todas las listas Q € VL de longitud L que son conjuntos
cuestores para Q con respecto a X.. Entonces, existe un subconjunto abierto no vacio G(V) C G(n,n —r), con
respecto a la topologia final inducida por la aplicacion suprayectiva 9 introducida en la Ecuacion (1.2.2), tal que
para cada A € G(V), la probabilidad de que una lista Q € (VN A)L escogida aleatoriamente esté en R satisface:

1
PrOb(va)L[R] >1- degld(medim(ﬂ)ﬂmq)p

donde (V N A)L estd dotado de su distribucion de probabilidad uniforme.

DEMOSTRACION. Es una aplicacién directa del Teorema 3.2.1. Tomando C' =V, s =ry C; := Vi (h;) para
cada 7, 1 <1i < s, obtenemos el resultado. O
Podemos enunciar el corolario anterior para el caso en el que busquemos conjuntos cuestores en variedades

algebraicas cero—dimensionales:

COROLARIO 3.2.6. Sean m,n € N dos enteros positivos, con m < n, y sean (d) := (di,...,dy,) una lista de
grados y d := max{dy,...,dn}. Sean ¥ C Q dos subconjuntos constructibles de Pqy(X1,...,Xy) tales que ¥
tiene co—dimension al menos 1 en . Supongamos que Q \ X satisface la siguiente propiedad:

Vi=(f1,- s fm) € Q\Z, dim(Va(f1,..., fm)) =n—m.
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Sea V :=Vy(hy,...,hy) C A™(K) una variedad algebraica cero—dimensional dada por ecuaciones polinomiales
del mismo grado 6 := deg(h;), 1 <i <n. Supongamos que deg(V') = 6™. Sea L un entero positivo y supongamos
que se verifican las siguientes propiedades:

i) L > 6dim(92) vy,

ii) log(d) > max{2(1 + log(d + 1)), %%3(9))}

Sea R := R(Q,%,V,L) el conjunto constructible de todas las listas Q € VL de longitud L que son conjuntos
cuestores para §) con respecto a X.. Supongamos que V estd dotado de su distribucion de probabilidad uniforme.
Entonces, tenemos que:

1

Probyr[R] > 1 — deg; () edim(@)+(m-1)L"

3.2.3. Conjuntos constructibles unirracionales. Un contexto donde se utilizan habitualmente los con-
juntos cuestores es el de conjuntos constructibles unirracionales, esto es, conjuntos constructibles dados como
imdgenes polinomiales de algtn espacio afin (i.e. el espacio de pardmetros). A continuacién, discutimos nuestros
resultados para este contexto.

COROLARIO 3.2.7 (Familias unirracionales de listas de polinomios). Con las notaciones anteriores, sea
(d) := (d1,...,dy,) una lista de grados, d := max{dy,...,dn} y Q C P un conjunto constructible unirra-
cional, dado como la imagen de una funcion polinomial:

@::(@17--~7@N)ZAQAM—>Q§,@(@,

donde N := N(gy = dim(Zq)), A es un conjunto constructible de dimension s y Q = ¢(A). Seat := s/dim(Q2) >
1 el cociente entre las dimensiones de A y Q y sea D := max{deg(p;) : 1 <i < N} el mdzimo de los grados
de las coordenadas de @. Sea ¥ C Q) un conjunto constructible de co—dimension al menos 1 en Q y supongamos
que se satisface la siguiente propiedad:

Vf = (f1>~ . ;fm) IS \ PN dlm(VA(fl, .. 7fm)> =n-—-m.
Sea V := Viy(hi,...,h,) € A™"(K) una variedad algebraica de interseccion completa de co—dimension r >
(n—m)+m/2+1/2 tal que deg(V') > ", donde 6 := min{deg(hy),...,deg(h,)}. Sea L € N un entero positivo
y supongamos que se verifican las siguientes propiedades:
i) L > 6s,
i1) log(d) > max{2(1 + log(d + 1)), 2t (M + log(D))} Y,
iii) max{deg(h1),...,deg(h,)} < (14 —2-)d.

n—m

Sea R := R(Q,3,V,L) el conjunto constructible de todas las listas Q € VL de longitud L que son conjuntos
cuestores para §) con respecto a ¥.. Entonces, existe un subconjunto abierto no vacio G(V) C G(n,n —r), con
respecto a la topologia final inducida por la aplicacion suprayectiva 4 introducida en la Ecuacion (1.2.2), tal que
para cada A € G(V), la probabilidad de que una lista Q € (VN A)L escogida aleatoriamente esté en R satisface:

1
Prob(va)L[R] >1- dogys(A)eMoa D) T+ (m 1)L

donde (V N AL estd dotado de su distribucion de probabilidad uniforme.

DEMOSTRACION. La demostracién es similar a la del Teorema 3.2.1. Basta notar que los conjuntos cuestores
son hereditarios (cf. Proposicién 3.1.3) y que, por el Corolario 2.2.4, se verifica la siguiente igualdad:

deg.(©) = deg (p(A)) < degiy(A)D".
Por lo tanto, obtenemos:
deg (WQ(B(QZ,L))Z n(vna) )
deg(V)F = dogyq () oe(DIFTm-DE

y se concluye el resultado. O

OBSERVACION 3.2.8. Nétese que si A es una subvariedad afin lineal y la dimensién no disminuye demasiado a

S

través de ¢ (por ejemplo, t := Tm(@) < 2), las hipétesis del Corolario 3.2.7 anterior se convierten en:
i) L > 6s,
ii) log(0) > max{2(1 + log(d + 1)), 4 (log(D))} v,
iii) max{deg(hi),...,deg(h,)} < (1+ ﬁ)é,
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y obtenemos la misma cota inferior:

1
" eslog(D)+D)+(m—1)L "

Pl"Ob(VmA)L [R} >1

3.2.4. El conjunto de muestreo de DeMillo-Lipton—Schwartz—Zippel. Sea x un cuerpo y K su
clausura algebraica. El Corolario 3.2.6 nos permite demostrar que, bajo ciertas condiciones en la cardinalidad
del conjunto @ C k, los conjuntos cuestores de longitud asintéticamente éptima para PX estan altamente
distribuidos en el conjunto de muestreo Q™:

COROLARIO 3.2.9. Sean n,d € N dos enteros positivos. Sea Q un subconjunto constructible de P¥X . Supongamos
que Q\ {0} # 0. Sea Q C K un conjunto finito. Sea L € N un entero positivo tal que se verifican las siguientes
propiedades:
i) L > 6dim(Q2) y,
2
i) #(Q) > max{(e(d + 1))?, deg,;(©2) ™ }.
Entonces, la probabilidad de que una lista Q € VE = (Q”)L escogida aleatoriamente sea un conjunto cuestor

para ) es mayor que:
1

l— — .
degje; (Q)edim(©)
En el caso de entrada denso (i.e. cuando Q = PX), para cualquier L > 6 dim(PX) y Q C & tal que:

8(Q) = (e(d +1))*,

la probabilidad de que una lista Q € (Q")L escogida aleatoriamente sea un conjunto cuestor para Pj( es mayor

que:
1

)

Retomemos ahora el Corolario 2.2.9. Como aplicacién concreta de este corolario, consideremos un subconjunto
finito @ C &, un polinomio no nulo f € PX y la hipersuperficie C' := Vo(f) C A"(K). Al igual que en
[DML, 78], [Zp, 79] y [Sch, 80], hemos demostrado que la probabilidad de que f no se anule en un punto
aleatorio z € Q™ es mayor que:

1—

_ 4
Q)

Tomando @ con #(Q) > (e(d+1))?, el Corolario 3.2.9 anterior nos permite obtener un algoritmo probabilista para
Tests de Nulidad de Polinomios en el caso de entrada denso. Este resultado es la base de los Tests probabilisticos
de DeMillo-Lipton-Zippel-Schwartz, ya que muestra que la probabilidad de detectar la no nulidad al evaluar
un polinomio en muestras aleatorias de Q" es muy alta. La clave es que estos tests emplean conjuntos de
muestreo lo suficientemente grandes como para contener, con alta densidad, conjuntos cuestores de longitud
asintoticamente 6ptima.

3.3. Algunos Conjuntos Cuestores en la literatura matematica

En esta seccién, presentamos y analizamos en detalle algunos ejemplos de conjuntos cuestores que aparecen en
la literatura matematica.

3.3.1. Conjuntos Cuestores y variedades determinantales. Sean m,n € N dos enteros positivos con
m > n. Consideramos las variedades determinantales en el espacio Ay, %, (K) de matrices m x n con entradas
en un cuerpo algebraicamente cerrado K:

Y ={M € Mpxn(K) : corango(M) > r}.

Las propiedades de las variedades determinantales pueden consultarse en [Ar, 74] o [Ha, 92]
Es bien conocido que Y, es una variedad algebraica definida por ecuaciones polinomiales homogéneas (y, por lo
tanto, es también una variedad proyectiva), y su co—dimensién en  := 4, x,(K) viene dada por la siguiente
identidad:

codimg(X,) = dim (A xn(K)) —dim (2,) = (m — r)(n —r).
Entonces, para cada conjunto cuestor Q := (z1,...,21) € A" (K) para Q := #,«n(K) con respecto a %,
tenemos que (ver Proposicién 3.1.12):

L:=4(Q) = (m—r)(n—r).
Ademas, en el Teorema 3.2.1 hemos demostrado que existen conjuntos cuestores para 2 con respecto a X, de
longitud O(mn).
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Anélogamente, para r < s, tenemos que:
codimy, (3;) = (r—s)(m+n— (r + s)).
Por lo tanto, para cada conjunto cuestor Q C A"L(K) para ¥, con respecto a X, tenemos que:
HQ) > (r— s)(m+n— (r +5).

3.3.2. Conjuntos Cuestores y Conjuntos de Kakeya. La nocién de conjuntos de Kakeya en el caso de
cuerpos finitos se debe a [Wo, 99]. En [Dv, 09] se establecié una cota inferior exponencial para la cardinalidad
de los conjuntos de Kakeya en el caso de cuerpos finitos. El lector podra encontrar en [Tao, 14] otros resultados
relacionados.

En [Tao, 14], T. Tao afirma: “There is no known proof of the finite field Kakeya conjecture that does not go
through the polynomial method”. En esta subseccién, explicamos este fenémeno observando que los conjuntos
de Kakeya son conjuntos cuestores para ciertos conjuntos constructibles de polinomios. De hecho, la mayoria
de los métodos utilizados en lo que se conoce como el “Método Polinomial” consisten simplemente en emplear
un conjunto cuestor adaptado a alguna clase (t{picamente una clase dada como un conjunto constructible) de
polinomios. Sin embargo, probamos que el reciproco es falso: en el Corolario 3.3.3 demostramos que para un &
pequeno y positivo y grados menores que ¢' ¢ — 1, la mayoria de los conjuntos cuestores no son conjuntos de
Kakeya. Por otro lado, no conocemos ningin conjunto cuestor para polinomios de grado ¢ — 1 que no sea un
conjunto de Kakeya.

En esta subseccién, demostramos una generalizacién del resultado principal de [Dv, 09] usando la terminologia
de los conjuntos cuestores. Las notaciones son las mismas que en las secciones precedentes. Para un punto
proyectivo v € P,_1(K), denotamos por K(v) C K™ al subespacio vectorial de dimensién 1 de K™ generado
por cualquier representante no nulo v € K™ \ {0} del punto proyectivo v € P,_1(K). En primer lugar,
“generalizamos” la nocién de conjunto de Kakeya a su propio contexto natural.

DEFINICION 18 (¢—Conjunto de Kakeya con direcciones en una variedad proyectiva cero—dimen-
sional). Con las notaciones anteriores, sea V.C P,,_1(K) una variedad proyectiva cero—dimensional y ¢ € N
un entero positivo. Un g—conjunto de Kakeya con direcciones en V' es un subconjunto finito E C A™(K) tal
que se verifica la siguiente propiedad:

Para cada direccion v € V, existe un punto x € E tal que la recta afin p(x,v) := x + K{v) satisface:
t(ENp(z,v)) =g

Cuando k = F, es un cuerpo finito con ¢ elementos, denotamos por Fy(v) al F,—espacio vectorial generado por
v. Los conjuntos de Kakeya “usuales” son entonces definidos como:

DEFINICION 19 (Conjuntos de Kakeya “usuales” sobre cuerpos finitos). Sea F, un cuerpo finito de
cardinalidad q. Un subconjunto finito E C A™(F,) es un conjunto de Kakeya si se verifica la siguiente propiedad:
Para cada punto proyectivo v € P,,_1(Fy), eziste un punto x € E tal que el conjunto de puntos F,—racionales
de la recta afin p(x,v) C A™(F,) determinada por x y v estd totalmente contenido en E. Es decir, se cumple lo
stguiente:

p(z,v) == +Fy(v) :={x+tv : teF,;} CE.

Recordemos que la funcién de Hilbert de una variedad proyectiva V' C P,,_1(K) es una funcién yy : N — N
dada por la siguiente identidad para todo m € N:

xv(m) :=dimg (Hpn (X1, ..., Xn)/In(V)) =dimg (Hp, (X1, ..., Xp)) — dimg (I,(V)),

donde:
e dimg es la dimensién como K-espacios vectoriales,
e H,(X1,...,X,) es el espacio vectorial generado por todos los polinomios homogéneos de grado m en
el conjunto de variables {X1,..., X, } con coeficientes en K vy,
e 1,,(V) es el subespacio vectorial de los polinomios en H,,(Xi,...,X,) que se anulan en los puntos

proyectivos de V.
La funcién de Hilbert es una funcién polinémica de grado igual a la dimensién de Krull de V' como variedad
proyectiva. Ademés, existe un tinico polinomio h € Z[T| de grado igual a dim(V) y un entero R tal que:
xv(m) = h(m), Ym > R.
El polinomio A se llama polinomio de Hilbert de V' y el minimo de esos R tal que xy y h coinciden recibe el
nombre de regularidad de la funcion de Hilbert de V.

FEl siguiente resultado prueba que los g—conjuntos de Kakeya son conjuntos cuestores y, por lo tanto, tenemos
una cota inferior de su cardinalidad basada en la maldicién de la dimensionalidad de la Proposicién 3.1.12.
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PROPOSICION 3.3.1. Con las notaciones e hipdtesis precedentes, dada una variedad proyectiva cero—dimensional
V CP,_1(K), para cada q—conjunto de Kakeya E con direcciones en V tenemos que:
f(E) > xv(d), VvdeN, d<q-1.
Ademds, si R es la reqularidad de la funcion de Hilbert de V y q — 1 > R, se cumple que:
f(E) = 4(V) = deg(V).
Por otro lado, los g—conjuntos de Kakeya con direcciones en V- C P,_1(K) con cardinalidad (¢ — 1) deg(V) +1

existen.

DEMOSTRACION. Sea AN (K) el espacio afin sobre K dado como el K —espacio vectorial P; de todos los
polinomios de grado a lo sumo d con coeficientes en K, AN (K) := P;, donde N := Ny. Para cada polinomio
f € Py(Xy,...,X,), consideramos su descomposicién en componentes homogéneas:

=t o
donde fz € Hi(Xla s 7Xn) y fm 7é 0.
Denotamos por LHC(f) € Py (“leading homogeneous component”) a la componente homogénea de mayor
grado de f, LHC(f) = fmn. Para cada m, 0 < m < d, definimos los siguientes subconjuntos constructibles de
Pd:

Q= {f € Py : deg(f) =m},
Y = {f € Qp : LHC(f) € Im(V)}v

donde I,,,(V) es el espacio vectorial generado por todos los polinomios homogéneos de grado m que se anulan
en V. Finalmente, definimos:

d
Q=) Q="
. m=0
d
Y= U Y C Q.
m=0

AFIRMACION 3.3.1.1. Con las notaciones anteriores, se verifican las siguientes propiedades:

i) Si E es un g—conjunto de Kakeya con direcciones en V, entonces E es un conjunto cuestor para
con respecto a 3.
it) Definimos dy := max{m € N : m < d, I,,(V) # {0}}. Entonces, o bien dyg = d, o ., = {0} para
todo m < d.
it1) La dimension de los conjuntos constructibles 0 y 3 viene dada por las siguientes identidades:

d
dim(Q) == > dim (Hi (X1, .., X,)) = (d Z ”) ,
1=0

mmm:{wwumm+zﬁwmmmahuxm,ﬁMW#@}
’ 0, en otro caso

Demostracion de la Afirmaciéon. Probamos cada item por separado:

o ltem i): Sea f € Q un polinomio no nulo de grado m tal que f|g = 0. Entonces, para cada v € V,
existe x € E tal que f se anula en la interseccién E N p(z,v). Tomando las componentes homogéneas
de f:

f:fm+fm71+"'+f07
donde f,, = LHC(f) # 0, existen polinomios en 2n variables h; tales que para todo t € K, se verifica
la siguiente identidad:

m—1
flxz+tv) = frn(0)t™ + Z hi(z,v)t" + fo(x).
i=1
Consideramos ahora el polinomio univariado:
m—1

F(T) = f(x+Tv) = frn()T™ + Y hi(z,0)T" + fo(x) € K[T].
i=1
Como FE es un g—conjunto de Kakeya con direcciones en V', existen al menos ¢ puntos distintos
t1,...,ty € K tales que x+t;v € E, 1 < i < gq. Por lo tanto, deducimos que F(t;) =0,1 <1i < gy, por
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argumentos elementales de interpolacién, obtenemos que F' es el polinomio nulo en K[T]. Entonces,
concluimos que LHC(f)(v) = fm(v) = 0y, por consiguiente, LHC(f) € I,,(V) y hemos demostrado
que:
Ve, fle=0= feX.

o ltem i1): Notese que si dy > 0, entonces para cada polinomio homogéneo no nulo f € I (V), el
polinomio X% f € I,(V). Por lo tanto, o bien dy = d, 0 ,, = {0} para todo m < d.

o Item i41): En primer lugar, observemos que para cada m < d, la dimensién de los conjuntos cons-
tructibles Q,, y X, satisface las siguientes identidades:

dim (9 ZdlmK (X1, Xn)),

mientras que:

dim(S,,) = {dlmK( m(V) + 2, ()(,ilmK(Hi(Xl’ e Xn)), Sie{lmcft‘;z faig} .

Ambas identidades son inmediatas a partir de las definiciones de €, y 3,,, combinadas con la defincién
de dimensién de Krull para conjuntos constructibles. A continuacién, veamos que para m < d, se
verifican las siguientes desigualdades:

dim(92,,) < dim(Qy), dim(%,,) < dim(Xy).
La primera desigualdad es obvia. Para la segunda basta observar que si m < d y I,,(V) # {0},
entonces [4(V) # {0}. En este caso,

m—1 m

dim g (I, )+ ZdlmK (X, X <Zd1mK (X1, Xn)),
y, por lo tanto, tenemos que:
dim(%,,) < dimg (I4(V —i—ZdlmK (X1, Xn))-
Finalmente, concluimos:
dim (Q) = max{dim(Q,,) : 0 <m < d} =dim (Qy) = (d ;t n)

Por otro lado, si I4(V) # {0}, obtenemos:
dim () = max{dim(2,,) : 0 <m < d} < dimg (I4(V)) + ZdlmK (X1, X)),

Obviamente, si I4(V) = {0}, entonces I,,, (V) = {0} para todo m < d y, por lo tanto, & = {0}.
[

Por consiguiente, aplicamos la Proposicién 3.1.12 para concluir:
§(E) > dim(Q) — dim(X) > dimg (Ha(X1, ..., X)) — dimg (La(V)) = xv(d).
Como V es cero—dimensional, se verifica la segunda afirmacién. Esto es, para cada d > R, se cumple que:

xv (d) = deg(V) = (V).
Finalmente, la tltima afirmacién es obvia y no es 6ptima. Fijamos un conjunto A de g elementos en K incluyendo
al 0 y cualquier aplicacién ¢ : V. — K™. Entonces, el siguiente conjunto es un g—conjunto de Kakeya con
direcciones en V:
= [J{ow)+ 2 : Xe A},
veV
cuya cardinalidad es a lo sumo gdeg(V) = ¢#(V). Tomando ¢ como cualquier aplicacién constante, obtenemos
una cardinalidad acotada por:
(g —1)deg(V) + 1.
O

A continuacién, mostramos que el resultado principal de [Dv, 09] es una consecuencia de nuestra Proposicién
3.3.1 anterior:
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COROLARIO 3.3.2 ([Dv, 09]). Sea r := F, un cuerpo finito de cardinalidad q, y K := F, su clausura alge-
braica. Sea Pf = PdK(Xl, ..., X)) el conjunto constructible de todos los polinomios en el conjunto de variables
{X1,...,X,} de grado a lo sumo d con coeficientes en K =F,. Sid<q—1y E C A"(F,) es un conjunto de
Kakeya, entonces E es un conjunto cuestor para PdK (con respecto a {0}). En particular, se verifica la siguiente
desigualdad:

4(E) > dim (PK) = <d;:">, Vd<q-1.

DEMOSTRACION. En primer lugar, nétese que todo conjunto de Kakeya E C A™(F,) es un g—conjunto
de Kakeya con direcciones en V' = P,_;(F,;). Por lo tanto, E es un conjunto cuestor para Q := PdK con
respecto a Y, donde X es el subconjunto constructible de PdK definido en la demostraciéon de la Proposicion
3.3.1 precedente. Ademas, por la Proposicién 3.3.1 concluimos que:

#(E) > xv(d) = dimg (Hg(X1,...,Xy)) — dimg (La(V)), Vd < g — 1,

donde Hy(X1,...,X,) es el espacio vectorial sobre F, generado por todos los polinomios homogéneos de grado
d con coeficientes en F, e I;(V) es el espacio vectorial generado por todos los polinomios f € Hy(X1, ..., X,)
que se anulan en V. El corolario se sigue demostrando que ¥ = {0} para cada d < ¢ — 1. Esto se consigue si
probamos la siguiente afirmacién:

d+n
XP"—l(]Fq)(d) = ( n )7 Vdé q— ].

Equivalentemente, serd suficiente demostrar que I,,(P,—1(F;)) = {0} para todo m < d < ¢ — 1. Para probar
esta tltima afirmacién, sea f € H,,(X1,...,X,) un polinomio homogéneo no nulo de grado m. Como f es
no nulo, al menos una de sus trazas afines debe ser no nula. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
“f(Xoyooo, X)) = f(1, Xa,...,X,) € Fy[Xa,...,X,] es un polinomio no nulo de grado a lo sumo m < ¢ — 1.
Como f se anula en todo el espacio P,,_1 (F,), entonces * f se anula en los puntos afines de A"~ (F,) C P,,_1(F,),
donde:

AN F) ={(1 g m,) €Py 1 (Fy) : @o,..., 2, €F,}
Si “f se anula en F; !, tendriamos:
"t <t (Ve (°1)),

donde Vg, (f) son los puntos F,—racionales de la hipersuperficie Vj(f). Esto no puede ser cierto debido al
Corolario 2.2.7: como ®f es un polinomio no nulo de grado a lo sumo m < d < g — 1, tendriamos que:

¢t <t (Ve (“f)) < deg(“f)g" 7 < (¢ — 1)g" 2,
lo cual es una contradiccién y se deduce el corolario. (|
Sin embargo, la mayoria de los conjuntos cuestores no son conjuntos de Kakeya:

COROLARIO 3.3.3. Sea Iy un cuerpo finito con g elementos y sea IETq su clausura algebraica. Sea d € N un grado
y k € N un entero positivo tal que:

(3.3.1) d<q' % -1

Entonces, para s := k(dzn), la probabilidad de que una lista de puntos Q € A™(F,)*® sea un conjunto cuestor
para Py(X1,...,X,) con respecto a {0} es al menos:

1

11— ———.
qdlm(Q)

Si, ademds, d,k,q y n verifican la siguiente desigualdad:

(3.3.2) k (d * n) L

n on’
entonces existen conjuntos cuestores para Py(Xy,...,X,) con respecto a {0} que no son conjuntos de Kakeya.

DEMOSTRACION. Con las notaciones de la Subseccién 3.3.2, consideramos el subconjunto constructible
dado por la siguiente identidad:

Q= Py(X1,..., X)) = {f € Fy[Xq,..., X,] : deg(f) <d}.

Reproducimos a continuacién la demostracién del Teorema 3.2.1. Dado s := kdim(Q2) € N un entero positivo,
consideramos la siguiente variedad de incidencia:

V()= {(f,1,...,25) € @ x (A"(Fy)" = flai) =0, 1<i < s
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Consideramos también las dos proyecciones candnicas m : V(,s) — Q y w3 : V(Q,5) — (A”(E}))S, y la
clase ¢ formada por todas las componentes irreducibles W de V (€2, s) tales que w1 (W) \ {0} # 0. Usando los
mismos argumentos que en la demostracién del Teorema 3.2.1, concluimos las siguientes propiedades:

e Para cada W € %, su dimensién satisface:

dim(W) < (n — D)s + dim(Q) = (n — 1)s + (d Z ">

e Definiendo B(f, s) := Uy e¢W, por la Desigualdad de Bézout (cf. Teorema 2.1.14) obtenemos:
deg); (B(Q,5)) < deg;(Q) (d+1)°.
Ademids, tenemos que:
d
dim(B(,5)) < (n — 1)s + dim(Q) = (n — 1)s + ( Z”)
Como (2 es lineal en Py, se deduce que:
degii(B(Q,5)) < (d+1)°.
Gracias a la Proposicion 2.1.11, tenemos que:
deg(m2(B(9), 5)) < degi (B(Q,5)) < (d+1)°.
Tomando C := Fy, deducimos de la Proposicién 2.2.2 que:
deg(m2(B(),5) N (F})*) < degi (B(R, 5))g" ™7™,

Por lo tanto, de las cotas anteriores y de la ultima parte de la Demostracién del Teorema 3.2.1, concluimos que
la probabilidad de que una lista Q € C*® no sea un conjunto cuestor para € con respecto a ¥ = {0} es a lo
Sumo:

deg(mo(B(Q), ) N (Fy)*) _ degy(B(Q, 5))g"m P
£ ((Fg)") h 1((Fg)7) -

(d + 1)sq(n—1)s+dim(9) (d 4 1)sqdim(Q) 1
< < — 4dim(Q)\’
qns qs q im(Q)

donde A := (k — 1) — klog, (d + 1). Por lo tanto, la probabilidad de que una lista escogida al azar de longitud
s en F{ sea un conjunto cuestor para €2 respecto a {0} es al menos:

1

1- qdim(@X”

En particular, si log,(d + 1) < k-l = (1—1/k), existen conjuntos cuestores de longitud k dim(2).

Por otro lado, de acuerdo con [DKSS, 09], se verifica la siguiente cota inferior para la cardinalidad de conjuntos
de Kakeya en Fy':

(3:33) i g

Entonces, si d,k,q y n satisfacen las Desigualdades (3.3.1) y (3.3.2), deducimos de la primera parte de la
demostracion y de la Desigualdad (3.3.3) que existen conjuntos cuestores para P, con respecto a {0} de longitud

k(d:") que no son conjuntos de Kakeya. O

Mientras que la Desigualdad (3.3.2) es natural para valores asintéticos de n, la Desigualdad (3.3.1) implica que
nuestro método de demostracién no nos permite exhibir conjuntos cuestores que no sean conjuntos de Kakeya
parad=gq — 1.

3.3.3. Conjuntos Cuestores, Nullstellensatz Combinatorio de Alon y dualidad. El resultado de
[Al, 99], revisado en [Tao, 14], es otro método, al igual que los conjuntos de Kakeya, que muestra conjuntos
cuestores de longitud exponencial, aunque comtinmente se le conoce como el Nullstellensatz Combinatorio. El
resultado de Alon es el siguiente:

TEOREMA 3.3.4 (Nullstellensatz Combinatorio, de acuerdo a [Al, 99]). Sea k un cuerpo y K su clausura

algebraica. Sea di,...,d, una lista de enteros positivos y sea P € K[Xi,...,X,] un polinomio de grado
di + -+ d, tal que el coeficiente del monomio Xfl - X% en P es no nulo. Entonces, para cada familia de
subconjuntos E1, ..., E, C k, tales que {(F;) > d;, existe un punto  en el producto cartesiano E = F1 x---xX E,

tal que P(¢) # 0.
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Este resultado ha sido empleado en multitud de ocasiones por la comunidad cientifica de la Combinatoria, bajo
el marco general del “Método Polinomial”. La Observacién 5.3 de [Tao, 14| contiene informacién adicional
sobre el uso del nombre “Nullstellensatz Combinatorio”.

En esta subseccién, revisamos el resultado precedente bajo un formato diferente. Usaremos las mismas no-
taciones que en secciones anteriores. Para cada polinomio f € Py(Xi,...,X,) y para cada exponente u :=
(1, pn) € N™, tal que |p| = p1 + -+ + p,, < d, denotamos por f, al coeficiente del monomio X/ .. X#n»
en la expansion monomial de f. Nuestro objetivo es demostrar el siguiente resultado:

TEOREMA 3.3.5 (Nullstellensatz Combinatorio). Con las notaciones anteriores, sea (d) := (dy,...,dy,) una
lista de grados, con d; > 1. Sea D :=dy + -+ + d, —n un entero no negativo. Sea Az € N" el subconjunto
dado por la siguiente igualdad:

(3.3.4) Ay ={peN" : p=(p1,...,pn), 0 < g < di — 1}
Sea Qqy € PE(X1,...,X,) el siguiente subconjunto constructible:
Qay ={f € Pp(X1,...,Xy) + Ip € Awy, fu#0, [p|=deg(f)}uU{0}.
Entonces, para cada lista finita de subconjuntos Ey, ..., E, C K, tales que §(E;) = d;, el producto cartesiano

E:=FE; x -+ X E, es un conjunto cuestor para Q) con respecto a ¥ = {0}. Ademds, si fi(x) > max{d; +1 :
1 < i< n}, podemos escoger E; C k para cada i, 1 <i < n.

Como (dy —1,...,d, — 1) € A, este tltimo teorema incluye al Nullstellensatz Combinatorio de Alon. Pre-
sentaremos una nueva demostracién de este resultado, inspirada en algunos aspectos discutidos en [Tao, 14],
pero usando como principal ingrediente matematico la traza y la dualidad en algebras de variedades cero—
dimensionales.
Comenzamos con una construccion clasica que recordamos para fijar las notaciones. Con las mismas notaciones
e hipétesis precedentes, sea k un cuerpo y K su clausura algebraica. Para cada punto z € A"(K), denotamos
por m, C K[Xy,...,X,] al ideal maximal de todos los polinomios K[X7,...,X,] que se anulan en z, i.e.
m,:={f € K[Xy,...,X,] : f(z)=0}.

Sea E C A™(K) un conjunto finito y sea D = deg(E) = #(F) su cardinalidad. Supongamos que E =
{z1,...,2p} C A"(K). Denotamos por I(E) C K[X;,...,X,] al ideal de todos los polinomios en K[X1,..., X,]
que se anulan en todos los puntos de F, i.e.

D

I(E)={f € K[X1,...,Xy] : f(z)=0,Vz€ E}=[|m.,.

i=1
Sea K[E] := K[Xq,...,X,]/I(E) el anillo residual de K[X3,...,X,] médulo I(E), que es una K—algebra de
Artin cero—dimensional y un espacio vectorial de dimensién igual a §(E).
Si E C A"(k), consideramos también el anillo x[E] dado por:

K[ X1, ..., Xn)/I(E)S,
donde I(E)¢ := I(E) N k[X71,...,X,] es la contraccién de I(E). Entonces, k[FE] es también un anillo de Artin
cero—dimensional y tenemos que:
K ®, k[E] = K[E].
En particular, si F C A"(k), las siguientes dimensiones (como espacios vectoriales) coinciden:
dim,, (k[F]) = dimg (K[F]) .
A continuacién, recordamos una identificacién cldsica de clases residuales en K[E] (o k[E]) con homotecias
sobre los mismos espacios vectoriales. Para cada h € K[X,...,X,], denotamos por 7, : K[E] — K[F] al
siguiente endomorfismo de K —espacios vectoriales:
m o K[E]  — KIE]
g+ I(E) ~— (hg)+I(E)
Las trazas de estos endomorfismos nos permiten introducir la siguiente forma bilineal en K[E|:
(Ve K[E] x K[FE] — K
(gl + I(E)vg2 + I(E)) — T’r(nglgz).
Los siguientes resultados son consecuencias conocidas del Teorema Chino de los Restos aplicado a K[E|:

Para cada h € K[X1,...,X,], nn es un endomorfismo diagonalizable y su forma candnica de Jordan es la
siguiente matriz diagonal:

Diag(h(z1), ..., h(zp)).
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En particular, la traza de iy, estd dada por la siguiente identidad:

Tr(nn) = Z h(zi) =) h(z).

z€E
Ademas, tenemos el siguiente resultado:
LEMA 3.3.6. Con las notaciones precedentes, para cada base B = {v1,...,vp}, v; = fi + I(E), de K[E], como
K —espacio vectorial, existe una base (llamada dual respecto a (-,-)g) B* = {w1,...,wp}, w; = g; + I(E), tal

que para todo i,j € {1,..., D}, tenemos que:

(vi,wi)p = fil2)gi(2) = 6 ;,

zelR
donde 6; ; es la delta de Kronecker.
DEMOSTRACION. Sea B := {vy,...,vp} una base ordenada de K[E] como K —espacio vectorial. Por el
Teorema Chino de los Restos, podemos identificar K[E] y K mediante el siguiente isomorfismo:
p:  K[FE] — KP

g+I(E) — (g9(x1),-.-,9(2p))

Entonces, B es una base de K[FE] si y solo si la siguiente matriz (de Vandermonde) es regular:

vi(z1) - wvi(2p)
vdM (B) := : ) :
’L)D(Zl) UD(ZD)
Para cada i, 1 < i < D, sea ej, el k—ésimo vector de la base “canénica” de KP y sea w; := (Wit,--.,wi,p) € KD

la tnica solucién del siguiente sistema de ecuaciones lineales:

Wi, 1
wdM(B) | ;| =
Wi, D
donde e! es la matriz traspuesta del vector e;. Entonces, por el isomorfismo ¢ existe g; € K[X1,...,X,] ¥

w; = g; + I(E) € K[E] tal que:
S(g: + 1(E)) = (9i(21),---,9i(2p)) = (Wi, - ,wi,p).

La familia B* := {w1,...,wp} es una base “dual” de B. O
LEMA 3.3.7. Sean hq, ..., hy, € &[T] polinomios univariados con grados dy, ... ,d, respectivamente. Supongamos
que hy, ..., h, se escinden completamente en k y que son libres de cuadrados (i.e. no tienen raices multiples).

Definimos el ideal a = (h1(X1), ..., hn(Xyn)) C K[X1,...,X,] v, para cada i, 1 < i <mn, sea E; C k el conjunto
de ceros de h; en k. Consideramos también la variedad cero—dimensional dada por el producto cartesiano:
E=F x---x E, CA"(K). Tenemos que:

i) Elideal a = I(E) es radical (i.e. el anillo residual K[X7,...,X,]/a no tiene elementos nilpotentes no
nulos) y, por lo tanto:

a=I(E)={feK[Xi,...,Xn] : flz =0}

it) La familia {h1(X1),...,hn(Xp)} es una base de Gréobner de a = I(E) con respecto al orden monomial
“grado+lexicogrdfico” con el siguiente orden de variables: X1 < Xo < ... < X,.
iii) Fl siguiente conjunto es una base monomial de K[E]:

B={X{"-Xlrta:0<pu<d—-11<i<n}

i) Para cada i, 1 < i < n, denotemos por B} a la base dual en K[E;] respecto a la traza {-,-)p, de
B; :={T* + (h;) : 0 < p; < d; — 1}. Esta base dual viene dada por:

By = {g{ (1) + (hs) : 0 < k < d; — 1} C K[E;) := K[T]/(hs).

Entonces, el siguiente conjunto es una base dual de B en K[E] respecto a la forma bilineal {-,-)g:

B* = {(Hﬂ)(&)) +a: (m,---,un)eN”ﬂSdei—l,lSiSn}.
=1
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DEMOSTRACION. Los Items i), ii) y #ii) son conocidos y no necesitan demostracién. Para el ftem iv),
denotemos por (d) = (dy, ..., dy) alalista de grados y por A(g) a la clase de exponentes monomiales introducida
en la Identidad (3.3.4) del Teorema 3.3.5.

Nétese que para cada i, 1 <1i < n, tenemos que:

ng Z’L i _6]6’)"7

z,€E;
para 0 < k,r<d; — 1

Para cada pareja de exponentes monomiales 0 := (61,...,6,) € Ay v p:= (p1, ..., pn) € A(g), definimos la
siguiente cantidad:

HQ:ng DX XP rap= Y ((ﬁ ) Zz)

(2150,2n)EE

Tenemos que:

b= (Soes) (2 (([le)2ot)
B 21 €E; (22,0.2n)EEa X+ X By

Como B7 es una base dual de B;, concluimos que:

( Z gfti)(zl) 21 ) = 6#1,91’

z1€E;

y también tenemos que:

Dﬁ7Q = 6#1,91 Z ((H gff}(%)) 2’32 s ZZ”)
(22400320 )EE2 X - X Ey, =2

Por induccién en n, finalmente concluimos:

Dg,Q = 041,01 012,02 " * " Opu 0, = O,

I=
i©

y se demuestra el Ttem iv). O
El siguiente resultado es una variacién de un lema que puede encontrarse en [Tao, 14]. Daremos una de-
mostracién basada en nuestros argumentos de dualidad:

LEMA 3.3.8. Con las notaciones anteriores, sea 0 = (01,...,0,) € Agy un erponente monomial en Agy. Sea
= (p1,...,pn) € N" otro exponente monomial tal que |p| = p1 + -+ + pn, = |0]. Si existe algin indice i tal
que p; > d;, entonces se verifica la siguiente igualdad:

DQ,M=<<Hg9 >+aX”1-~-Xf1‘"+a> = 0.
E

DEMOSTRACION. La demostracién es similar a la del Lema 3.3.7 precedente. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que i, > d,. Dado que tenemos:

prt+-ctpn =0+ +60,, 0<60;, <d; — 1,

entonces debe existir j # n tal que p; # 6; y 0 < p; < d; — 1. Para probar lo anterior, basta observar que si
para todo j # n tenemos que o bien p; = 8; o p; > d;, entonces obtendriamos:

il =4 g 204 A O+ > O O+ O+ 1> (0] 41,

que contradice la hipétesis |u| = |6].

De nuevo, sin pérdida de generalidad, supongamos que g # 61 y 0 < p3 < d; — 1. Entonces, tenemos que:

Do <<Hg >+aX91~--X§n+a> —
) E
(21,...,2n)EE
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Por lo tanto, obtenemos:

(s} (¥ (i) )
B z1€E, (22501 2Zn)EE2X X Ep,

Y, como p1 # 61, concluimos:

b= 3 (M) ) ) <o
(22,.ey2n )EE2 X -+ X Ey, =2

lo que finaliza la demostracién del lema. O

CoRrOLARIO 3.3.9. Con las notaciones precedentes, sean 0 € Ay y p € N" dos exponentes monomiales. Si

|| < 10|, tenemos que:
D(M—<<Hg >+a X’“~--Xj;"+a> — S0,
E

donde 6,9 es la delta de Kronecker.

DEMOSTRACION. Si p € A(g), el Lema 3.3.7 implica el resultado. En caso contrario, si [u| < |0] y p & Ay,
el resultado se verifica gracias al Lema 3.3.8. O

Finalmente, estamos en condiciones de demostrar el Teorema 3.3.5:

DEMOSTRACION. (DEL TEOREMA 3.3.5). Sean di,...,d, € N enteros positivos, (d) = (dy,...,d,) la lista
de los grados que definen y Agy la clase de los exponentes monomiales como en el enunciado del Teorema
3.3.5. Sea D := di +--- +d, — n la cantidad también definida en el enunciado de dicho teorema. Sea
Q) € Pp(X1,...,X,) el siguiente subconjunto constructible formado por polinomios de grado a lo sumo D:

Qay == {f € PH(X1,..-,Xn) : Fu € Ay, fu#0, |ul = deg(f)} U{0}.

Sean Fj,...,E, C K subconjuntos finitos tales que §(E;) = d;, E := FE; x --- X E,, su producto cartesiano y
K|[E] el anillo residual de K[X7y,...,X,] mdédulo I(E). Sea (-,-)g la forma bilineal asociada a la traza en K[E].
Para cada i, 1 <1i < n, sea h; € K[T] el siguiente polinomio univariado:

hi(T) == H (T —¢).
CEE;
Sea a:= (h1(X1),...,h,(X,)) el ideal que generan. De acuerdo con el Lema 3.3.7, tenemos que:
K[E]|=K[X1,...,X,]/a.
Sea B la base monomial de K[E] dada por la siguiente igualdad:
B={X{"- Xl ta:0<pu <d—1,1<i<n},

y sea B* la base dual de B que aparece en el Lema 3.3.7 anterior:

Sea f € Q) un pohnomlo y supongamos que t := deg(f). La expansién monomial de f tiene la siguiente forma:
= a, X X
[u|<t
Dado que f € Q4), entonces existe § € A(q) tal que [0] = deg(f) =t y el coeficiente fp = ag # 0 es no nulo.

Sea Gy := (H” L g(g )(Xi)) +a € K[E]. Por el Corolario 3.3.9 anterior, deducimos que para todo pu € N™ tal
que p # 0, se verifica lo siguiente:

DQ =<GQ,X{“-~-X5"+C1>E:O.

=l

Como:

Dho— {(Go Xt Xt a) —1.

concluimos:

<G’Q,f+a>E =agy # 0.
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Por otro lado, tenemos que:

ag = (Go, [ +a), = Z (Hgél)(zl)> flz1y. o) 2n).

(%1, 20)EE \i=1

Por lo tanto, concluimos que no es posible que f se anule en todos los puntos de E ya que, en otro caso, ag = 0,
lo cual no es posible. O

3.4. Un algoritmo probabilista para detectar la dimensién genérica: “Suite Sécante”

En esta seccién mostramos una aplicacién algoritmica del uso de conjuntos cuestores que difiere de los usuales
Tests de Nulidad: el Problema de la “Suite Sécante” (o Sucesién Secante). Usando las mismas notaciones que
en las secciones precedentes, este problema puede formularse de la siguiente manera (para la notacion &4, ver
la Subseccién 3.1.1):

PROBLEMA 4 (El Problema de la “Suite Sécante”). Dado f := (fi,...,[m) € Pa), decidir si f es una
“Suite Sécante”. Fs decir, decidir si se verifica la siguiente propiedad:

La variedad algebraica Va(f1,..., fm) C A"(K) es una variedad no vacia de dimensidn n —m.

No estudiamos tinicamente el algoritmo que resuelve el problema anterior, sino que también analizamos su
complejidad. Usaremos el modelo de computacién de Mdquinas BSS sobre K (cf. [BSS, 89], [BCSS, 98] y sus
referencias). Distinguimos entre el caso denso y el caso de entrada restringida, donde las listas de polinomios
de entrada pertenecerdn a algtin subconjunto constructible @ C Z(4). Tendremos en cuenta el nimero de
operaciones aritméticas requeridas para evaluar los polinomios de la lista f := (f1,..., fin). Esto se representa
usando la codificacion de esquema de evaluacion no escalar de la lista de entrada f. Nétese que esta codificacion
es equivalente a redes neuronales con funciones de activacion ¢(t) = t* (ver Ejemplo 5.3.2). Para més detalles
sobre los esquemas de evaluacién no escalares, dirigimos al lector a las Secciones 2 y 3 de [KP, 96].

Es importante senalar que en multitud de trabajos de Geometria Algebraica Computacional se ha tratado este
problema (la bibliografia sobre este tema es muy extensa para citarlos a todos). La principal novedad de nuestra
contribucion es que no realizamos ninguna operacion (ni algebraica ni numérica) con los polinomios de entrada
de la lista f: simplemente los evaluamos en algunos puntos seleccionados aleatoriamente (ver Algoritmo 3.4.3
més abajo).

3.4.1. Algunos aspectos basicos sobre las “Suites Sécantes”. Comenzamos nuestra discusion ex-
poniendo algunos resultados béasicos sobre las “Suites Sécantes”. Incluimos las demostraciones para ser auto-
contenidos.

En primer lugar, consideramos la siguiente variedad de incidencia V(gy € Z(q) x A" (K):
(3.4.1) Viey = {(f,z) € Pqy x A"(K) : f(z)=0€ A™(K)}.

Podemos ver esta variedad de incidencia como la fibra del morfismo natural de evaluacién. Es decir, consideramos
el morfismo de evaluacién definido como sigue:

(3.4.2) ev(g) : f@(d) x A"M(K) — Am(K)

(f,x) —  f(2)
Obviamente, V(4 = ev(iil)({O}). Ademads, tenemos dos proyecciones canénicas que se definen de la siguiente
forma:

e La proyeccién 71 : Vigy — P(q) dada por m1(f,x) := f, V(f,z) € Vig).

e La proyeccién 73 : Vigy — A"(K) dada por ma(f, ) := z, V(f,z) € V(g).
Nétese que para cada f € &y, la fibra 71 L({f}) puede identificarse con la variedad algebraica V(f) de ceros
en A"(K).

FEl siguiente resultado contiene las propiedades principales de esta variedad de incidencia.

TEOREMA 3.4.1. Con las notaciones e hipdtesis precedentes, tenemos que:
i) La variedad de incidencia V(g es una variedad lisa de interseccion completa de dimension N(q)+(n—m)

y es pura (i.e. todas sus componentes irreducibles tienen la misma dimensidn).

i1) La proyeccidn candnica mo es suprayectiva y la fibra W{l({x}) es una variedad afin lineal de dimension
Nay —m contenida en Viq) e isomorfa a una variedad afin lineal de &gy de la misma dimensidn.

i41) Existe un subconjunto abierto Zariski Uy C P4y contenido en m1(V(q)) o, equivalentemente, existe una
subvariedad algebraica propia cerrada Wy C P4, tal que para todo f € P4\ Wy = Uy, mt{f}) =
Va(f) # 0.
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iv) La proyeccion candnica w1 es dominante en cada componente irreducible C' de V(g tal que m(C)
contiene una “Suite Sécante”. Es mds, para cada componente irreducible C de Viqy tenemos solo dos
casos posibles:

e O bien eziste f € m(C) tal que dim(x; ({f}) N C) = n —m, en cuyo caso 7 (C) es denso en
Pqy con respecto a la topologia de Zariski.
e O para todo f = (f1,..., fm) € T1(C), dim(zr; *{fHNC) >n—m+1 yla clasura Zariski de

71(C) estd estrictamente contenida en P 4. En este caso, fi,..., fm no es una “Suite Sécante”.
En conclusion, existe un subconjunto abierto Zariski U C P(qy tal que para cada f = (f1,..., fm) € U,
Va(f) # 0 y es una variedad algebraica de dimensién n—m. FEquivalentemente, para todo f = (f1,..., fm) € U,
la lista f1,..., fm es una “Suite Sécante”.

DEMOSTRACION. En primer lugar, consideramos el morfismo de evaluacién ev(q)- Resulta sencillo verificar
que ev (g es suprayectivo, ya que dados v € A™(K) y f € 7y H({0}), tenemos que f+v € Py yeva(f+v,0) =
.

Por el Teorema de la Dimensién en la Fibra, como &4y x A"(K) es irreducible, existe un subconjunto abierto
Zariski % C A™(K) tal que para todo v € %, la fibra no vacia ev(_dl)({v}) verifica:

dim (ev(jg({v})) = dim (Pg) x A"(K)) —m = Ng + (n —m).
Ademis, todas las fibras son identificables mediante la siguiente traslacién:

o) — evia({op)
(f,fE) — (f—’l)71')

Por lo tanto, concluimos que V(g = ev(jil)({O}) es una variedad algebraica de dimensién N + (n — m).

Consideramos dos conjuntos de variables para representar a los elementos de (4 x A"(K). Por un lado,
consideramos el conjunto de variables {X1,..., X, } que representan las coordenadas de los puntos en A" (K).
Por otro lado, consideramos la familia de coeficientes genéricos de los polinomios en & 4):

{Ul(f) 1 <i<m, |u <d;}
Por consiguiente, los polinomios genéricos de P, pueden describirse como sigue:

Fii= > UPX{ - X

| <d;

Entonces, las ecuaciones que definen a V(4) pueden interpretarse como las siguientes m ecuaciones en estos dos

conjuntos de variables:

donde los F; € K[(Uff) 1 <4 < myful <d;),Xi,...,X,] son polinomios de grado d; + 1 en estos dos
conjuntos de variables. Consideramos también la matriz Jacobiana D(F) := D(F1,..., Fy,) de estas ecuaciones
con respecto a todas las variables involucradas. Esta matriz Jacobiana contiene una matriz identidad de tamano
m X m:

oF, ... _0FR

(1) (m)

Uy Uy r -0
Lo = e i =
OF OFm,

8U<1) e BU(m) 0 1

©) O)
donde (0) = (0,...,0) € N™ es el exponente del término independiente. Por lo tanto, rango(D(F)) = m y
es independiente del punto (f,x) € V(4) que estemos considerando. Por el Teorema del Criterio Jacobiano,

concluimos que la variedad V4 es lisa y que su espacio tangente 7| ,)V(qy tiene dimensiéon N4 + (n—m). Esto
prueba el Ttem 7).

Para el [tem i1), basta observar que para cada x € A"(K), el subespacio {f € Py, : f(z) = 0} es un subespacio
vectorial de co—dimensién 1 en P,,. El resto de la prueba de este item se sigue de forma inmediata.

En cuanto al Ttem 4i4), recordemos los Sistemas Generalizados de Pham como en [PSM, 04] y sus referencias.
Sea f := (f1,...,fm) € P una lista de polinomios. Trabajaremos en el subconjunto abierto Zariski #(4) C
P (q) de todas las listas de polinomios f = (f1,...,fm) € P(q) tales que deg(f;) = d; para cada i, 1 <i < m.
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Dado f € #4), para cada i, 1 < i < m, consideramos la componente homogénea de mayor grado de f;. Es
decir, si:
fii= Z aﬁf)X{“ e Xt
[l <d;
entonces su parte homogénea de grado d; viene dada por:

(fi)a, := Z ag)X{“ o X
lul=d:

Consideramos ahora una matriz M € .#(;,—p)xn(K) en el conjunto abierto Zariski G((n —m) x n, K) de todas
las matrices en .#(;,—m)xn () de rango n —m y un vector b € A"~ (K). Estos definen una lista de polinomios
b, by s AM(K) — A""™(K) de grado 1 mediante la siguiente identidad:

l1(x) x1
: =M/ : | +b
Ly () Ty
Entonces, tenemos un sistema ampliado F := (f1,..., fm,?1,.-.,¢n—m) de ecuaciones polinomiales. Conside-

ramos ahora las componentes homogéneas de mayor grado de todos ellos:

Finit := ((f)dys -5 (Fm)dms )15+ -+ (Bnem)1)-
Se trata de una familia de polinomios homogéneos de respectivos grados determinados por la lista (§) :=
(di,...,dm,1,...,1) € N"™ en el conjunto de variables {X7,..., X, }. Al igual que en [PSM, 04], decimos que
F es un Sistema Generalizado de Pham si el conjunto de ceros comunes en el espacio proyectivo P,,_1(K) de
los polinomios en la lista Fi,;; es vacio. Por lo tanto, gracias a la Teoria clasica de Resultantes Multivariados
(cf. [Jo, 97], [CD, 05], [FP, 13], [BJ, 14] y sus referencias), sabemos que existe un polinomio no nulo en los

coeficientes de U,(f) de los polinomios y las coordenadas T} s de las matrices M € 4y —pm)xn(K),
Res(s) € Z[(UY :1<i<m, |pl=d;),(Trs : 1<r<n-m,1<s<n)],

tal que:

Res(5)((f1)dys -+ s (fm)dps (€1)15 -+, (bn—m)1) = 0 = Vb, _, () (Finit) # 0,
donde Ress)((f1)dys- - > (fm)dm> (€1)15 -+ -, (ln—m)1) representa el resultado de evaluar Res(s) en los coeficientes
de los polinomios de la lista Finic y Vp,_, (&) (Finit) €s el conjunto de ceros proyectivos en P, _1(kK) de la lista
de ecuaciones polindmicas homogéneas en Fi,;;. Esto implica que el siguiente conjunto (formado por Sistemas
Generalizados de Pham) es un subconjunto abierto Zariski en &gy X A () xn (K) x A" (K):

g(d) =A{F:=(f1,---, fm;l1,- - ln—m) € ﬂ(d)x
(3.4.3) XM p—m)yxn () X A""(K) : (f1,... 5 fm) € Hay,
y F es un Sistema Generalizado de Pham}.

Consideramos ahora la homogeneizacién con respecto a la nueva variable X de una lista de ecuaciones poliné-
micas F':= (f1,..., fm, 01, ln—m) € Yq). Denotamos por hF a esta nueva lista de ecuaciones polinémicas
homogéneas en el conjunto de variables {Xj,...,X,}. Como el nimero de ecuaciones homogéneas n y la
dimensién de P, (K) son iguales, la variedad de los ceros de " F en P,,(K) es no vacia y, como F € 9(4), ninglin
cero de "F se encuentra en el “hiperplano del infinito”:

Hyo :={(zo:21::12p) € P(K) : o =0}.

En otras palabras, existe un subconjunto abierto Zariski ¢4y C gy x %(n,m)xn(K) x A"~™(K) tal que para
todo F' € ¥4), el conjunto de ceros afines en A"(K') de F' coincide con el conjunto de ceros proyectivos de hp
en P, (K), el cual es no vacio:

VA(f:h'"7fm7£17"'7£7l—m) % VPn(K)(hF) # @-

En particular, existe un polinomio no nulo en la lista de coeficientes U := (Ul(f) 21 <i <m,|p| <d;) de las
ecuaciones en &4y, las coordenadas M := (T;.s : 1 <r <n—m,1 < s <n) de las matrices en .2, —p)xn(K)
y las coordenadas Z := (Z1, ..., Z,—m) de los puntos en A"™(K):

PU,M,Z) e KU, M, Z]\ {0},
de modo que si P(f1,..., fim,€1,---,8n—m) # 0, entonces la variedad:
Valfis- oy fms b1y oo Anem) # 0.
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Como K es un cuerpo infinito, existe alguna matriz M € #(;,—m)x,(K) y algin punto ¢ € A"~ (K) tal que
el polinomio:

QW) := PU,M,() € K[U]\{0}.

Por consiguiente, hemos demostrado que:
Vf = (flv'”vfﬂ’L) € gz(d)v Q(fl?vfm) 7&0:> VA(flv”'»fm) 7&(2)

Por lo tanto, el siguiente subconjunto abierto Zariski estd contenido en 71(V(4)) y el [tem iit) se sigue de forma
inmediata:

ﬂ-l(‘/(d)) 2 {f = (f17"'7fm) € ‘@(d) : Q(fhafm) %O}
Sea Up un subconjunto abierto Zariski no vacio de 2?(4) contenido en m(V(4)). Entonces, para cada f €

U@7VA(f) 7& @

A continuacién, para el [tem iv), consideramos una componente irreducible C' de V(4) y tomamos su proyeccién
m1(C) € P (). Consideramos también la siguiente restriccion:

e C — m(C) .

Se trata de un morfismo dominante y, por el Teorema de la Dimensién en la Fibra, concluimos que para cualquier
f € m(C) se cumple que:

z

dim(m; ' ({f}) N C) = dim(m|, " ({f})) > dim(C) — dim(m2(C) ).
Si dim (7 ({f}) N C) = n — m, entonces tenemos que:
dim(71(C)") > dim(C) — (n —m) = Nygy + (n —m) — (n —m) = Nyay,

¥, por lo tanto, 71 (C') es denso Zariski en & 4.

En caso contrario, existe un subconjunto abierto Zariski Ucs C 71 (C) C m (C)z tal que para todo g € Uc

tenemos que:
z

dim(r; ! ({g}) N €) = dim(m| .~ ({g})) = dim(C) — dim(m (C) ).
Si dim(m; ' ({g}) N C) > n —m + 1, para todo g € m2(C) concluimos:
dim(m (C)") = dim(C) — dim(m; ' ({g}) N C) < Nigy + (n —=m) — (n = m +1) = Nig — 1,
¥, por consiguiente, 7 (C) no serfa denso Zariski en Z 4.
En cuanto a la dltima afirmacién, basta demostrar que la clase:
S ={f € P : f esuna “Suite Sécante” },

contiene un subconjunto abierto Zariski no vacio. Sea % la clase de todas las componentes irreducibles de
Viay tales que existe algin f € m;(C) que satisface dim(77H(f)NC) = n—m. Sea # la clase de todas las
componentes irreducibles de V{4, tales que 71 (W) no es denso Zariski en 4.

Entonces, consideramos el subconjunto abierto Zariski no vacio de &4y dado por la siguiente identidad:

A= P\ ( U m(Cﬁ) :

cew
Para cada C' € ¢, tenemos que 7 (C) es denso Zariski en &(4y. Entonces, por el Teorema de la Dimensién en
la Fibra, para cada C' € ¢ existe un abierto Zariski Uc C &4 tal que para todo f € Uc, tenemos que:
. _ . -1 . .
dim (7 ({£}) N C) = dim (m|0 ({f})) = dim(C) — dim(24)) = Nig) + (n — m) — Ngy = n — m.

Como &4 es irreducible, el siguiente subconjunto abierto U C &4 es no vacio:

U::AmU@ﬂ<ﬂ U(;).

cew

Ademas, para cada f € U tenemos que:
e Como f € Uy, se cumple que Vi (f) # 0.
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e Como f € A, entonces f ¢ m (D) para cualquier D € # o, equivalentemente, tenemos que 7, *({f})N
D = () para cada D € #'. En particular, se verifican las siguientes igualdades:

Va(f) =1 ({f}) = < U (Wfl({f})ﬂD)) U ( U (Wfl({f})ﬁc)> =

Dew Ce%

= ='drhno).

ce®

e Ademds, como f € Ug, para cada C € €, dim(r; '({f}) NC) = n — m. Por lo tanto, para cada
[ € P4 tenemos que:

dim (Va(f)) = dim (77 *({f})) = max{dim (=7 '({f})NC)) : C€C}=n—m.

Es decir, para cada f € U, Vi(f) es una variedad de interseccién completa de dimensién n —m y, por lo tanto,
f es una “Suite Sécante” y se verifica la ultima afirmacion. a

3.4.2. El Algoritmo. Comenzamos esta subseccién definiendo la clase de cuerpos que son adecuados para
muestrear conjuntos cuestores.

DEFINICION 20 (Cuerpos que son adecuados para muestrear Conjuntos Cuestores). Decimos que
un cuerpo K es adecuado para muestrear conjuntos cuestores en variedades cero—dimensionales si satisface la
stguiente propiedad: para cada R € N y para cada entero positivo n € N, existe una variedad cero—dimensional
Zr C A™(K) de grado R"™, dada por ecuaciones polinémicas de grado a lo sumo R y de manera que la siguiente
tarea pueda realizarse con a lo sumo O(nlogy(R)) operaciones aritméticas:

muestrea aleatoriamente x € Zg

con respecto a la distribucion uniforme en Zg.

Los cuerpos de caracteristica cero son, evidentemente, adecuados para muestrear conjuntos cuestores. Basta
con considerar el subconjunto:

{1,...,R}CZCK
y la variedad Zg := {1,..., R}"™. Muchos otros cuerpos satisfacen una propiedad similar.

El poder restringido de los conjuntos cuestores nos permite probar resultados como el siguiente:

TEOREMA 3.4.2. Sea K un cuerpo adecuado para muestrear conjuntos cuestores. Sea (d) := (di,...,dm) una
lista de grados y sea ) C 95) un subconjunto constructible de listas de polinomios. Sea U C Pqy el subconjunto
abierto Zariski descrito en el Teorema 3.4.1 de listas que son “Suites Sécantes”. Supongamos que Q\ U tiene
dimension a lo sumo dim(2) — 1. Entonces, existe un algoritmo probabilista para el problema “Suite Sécante”
con entradas restringidas a ) que satisface las siguientes propiedades:
i) Dados como entrada f € Q y las cantidades dim(Q2) y deg;;(Q2):
o S5i feQNU, el algoritmo responde “f es una Suite Sécante” con probabilidad mayor que:
1 1
* degy; (Q)em dm(@)
o Si el algoritmo responde “f no es una Suite Sécante”, entonces f € Q\ U (i.e. f no es “Suite
Sécante”) con probabilidad mayor que:

1
1-— - .
deg;; (Q)em dim($)

ii) Si B C 29 es una o-dlgebra que contiene a los subconjuntos de Borel de Q con respecto a la topologia
de Zariski y p : B — [0,1] es una distribucion de probabilidad sobre B, entonces:

ulf € Q : el algoritmo responde de forma incorrecta sobre f|

es a lo sumo:

1
deg)e; (2)erm dim(©)
it1) El tiempo de ejecucidn del algoritmo en términos de operaciones aritméticas es a lo sumo:

O (dim(Q)n ((T + log(dim(€2)) + log(d)) + Tnlog(deg;;(£2))),

donde T es el numero mdzimo de operaciones aritméticas requeridas para evaluar cualquier lista f =
(fi,--, fm) € Q en un punto y d := max{dy,...,dn}.

+ u[Q\ U]
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DEMOSTRACION. El algoritmo se basa en la nocién de conjunto cuestor y en los resultados descritos en la
Seccidn 3.2 anterior (especialmente en el Corolario 3.2.6).

ALGORITMO 3.4.3 (“Suite Sécante” por evalucién de los polinomios de entrada en puntos de
muestreo).

INPUT: Una lista de polinomios f:= (f1,...,fm) € QC @{é), y las cantidades dim(Q)) y deg),;(2).

eval:

o L:=6dim(Q) y,

o R :=max{[(e(d+ 1))?], |deg;() ™ |}.
Como K es adecuado para muestrear conjuntos cuestores, sea Zr C A"(K) la correspondiente variedad cero—
dimensional de grado R™.

muestrea aleatoriamente una lista Q := (21,...,21) € ZE.

if f(z1) = f(ze) =--- = f(zr) =0 € K™, then OupPUT: No.
else, OuTpuT: Si.

fi

end

El tiempo de ejecucién de este algoritmo (en términos de operaciones aritméticas) es del siguiente orden:

e Tiempo O(Lnlog(dim(Q2)) + log(d) + loa(deeiei () 1)y para generar L, Ry para realizar el muestreo de

dim(Q2)
la lista Q := (z1,...,2L) € Z}%, dado que K es adecuado para muestrear conjuntos cuestores.
e Tiempo O(LT') para evaluar los m polinomios de la lista de entrada f := (f1,..., fin) en los L puntos

de la lista Q.
Como L = 6dim(Q), el ndmero total de operaciones aritméticas estd acotado por:

O (dim(Q)n((T + log(dim(2)) + log(d)) + T'nlog(deg;;(£2))) -

A continuacién, realizamos el andlisis probabilistico del algoritmo. De acuerdo con el Corolario 3.2.6, bajo

nuestras hip6tesis, la probabilidad de que una lista escogida aleatoriamente Q = (z1,...,21) € Z}% sea un
conjunto cuestor para ) con respecto a \ U es mayor que:
1 1 1

1-— . =1- . >1- c
deglci(Q)edlm(Q)+(m—1)L deglci(Q)e(67n—5)d1m(Q) - deglci(Q)emdlm(Q)
Por lo tanto, tenemos los siguientes casos:
e Si f € QN U, entonces la probabilidad de que el algoritmo responda: “S7, es una Suite Sécante”

coincide con la probabilidad de que Q sea un conjunto cuestor para €2 con respecto a Q\ U y, por lo

tanto, es mayor que:
1

1- deg,; (Q)em dim(®)
e Si el algoritmo responde: “No, no es una Suite Sécante”, entonces la probabilidad de que f € Q\ U
es mayor que la probabilidad de que Q sea un conjunto cuestor y, por lo tanto, mayor que:
1
1- deglci(Q)em dim ()
Finalmente, el algoritmo responde de forma incorrecta si f € QN U y la respuesta es incorrecta o si f € Q\ U
y la respuesta es incorrecta. La probabilidad de la unién de estos dos eventos es a lo sumo:

1
- Q .
degy;(Q)em dim(S) TuAU]

O

OBSERVACION 3.4.4. Sea % C 2 una o-algebra que contiene a los subconjuntos de Borel de €2 con respecto a la
topologia de Zariski. Si K es un cuerpo algebraicamente cerrado adecuado para muestrear conjuntos cuestores,
la clausura Zariski de € es irreducible y dim(Q2 \ U) < dim(2), entonces podemos introducir una distribucién
de probabilidad p : & — [0, 1] “sencilla” en {2 como sigue:

i {1 4T =0

0, en otro caso
Bajo estas condiciones, p[Q2\ U] = 0. Por lo tanto, el algoritmo anterior satisface las siguientes propiedades:
i) Dados como entrada f € Q y las cantidades dim(Q2) y deg;;(€2):
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e Si feQnNU, el algoritmo responde “f es una Suite Sécante” con probabilidad mayor que:

1
1-— - .
deg,; (Q)em dim(S)

e Si el algoritmo responde “f no es una Suite Sécante”, entonces f € Q\ U (i.e. f no es una “Suite
Sécante”) con probabilidad mayor que:
1 1
degye; (2)em dim(@)°

ii) Ademds, la probabilidad de que dado f € £, el algoritmo responda de forma incorrecta es a lo sumo:

1
dege; ()erm dim2)"

iii) El tiempo de ejecucién del algoritmo en términos de las operaciones aritméticas es a lo sumo:
O (dim(2)n ((T + log(dim(£2)) + log(d)) + Tnlog(deg).;(2))) .

donde T es el nimero maximo de operaciones aritméticas requeridas para evaluar cualquier lista
f=01,,fm) € Qenun punto y d := max{ds,...,dn}.

En el caso m = 1, el Hauptidealsatz de Krull implica que el Problema de la “Suite Sécante” se convierte en el
“Test de Nulidad de Polinomios”. Por lo tanto, en el caso m = 1, el Teorema 3.4.2 anterior se convierte en el
siguiente corolario:

COROLARIO 3.4.5 (Caso m = 1). Sea K un cuerpo adecuado para muestrear conjuntos cuestores. Sea d € N
un entero positivo, @ C PI un subconjunto constructible y ¥ = {0}. Supongamos que dim(Q) > 1. Entonces,
existe un algoritmo probabilista para el “Test de Nulidad de Polinomios” con entradas restringidas a €2 con
respecto a {0} que satisface las siguientes propiedades:

i) Dados como entrada f € Q y las cantidades dim(Q2) y deg;;(2):
e Si el algoritmo responde “f no es cero”, entonces f € Q\ {0} (i.e. f es un polinomio no nulo).
e Si el algoritmo responde “f =07, entonces f = 0 con probabilidad mayor que:
1 1
deg; ()@

it) El tiempo de ejecucidn del algoritmo en términos de operaciones aritméticas es a lo sumo:
O (dim(Q)n (T + log(dim(2)) + log(d)) + Tnlog(deg,(2))),

donde T es el nimero mdzimo de operaciones aritméticas requeridas para evaluar cualquier f € Q) en
un punto.

Noétese que el mismo algoritmo tiene una “naturaleza” diferente en el caso m = 1 y que la correccion de la salida
es mejor. Este algoritmo pone el “Test de Nulidad de Polinomios” en la clase RP g, lo cual no ocurre con el
problema de la “Suite Sécante”.

El algoritmo anterior generaliza los resultados previos de [HS, 82]. En dicho trabajo, los conjuntos cuestores
estaban restringidos a variedades cero—dimensionales de tipo “reticular” (de la forma {1,...,u}"), mientras que
nuestra formulacién permite el muestreo en cualquier clase de variedades de grado y co—dimensiéon adecuados
con alta probabilidad de éxito.

COROLARIO 3.4.6 (“Suite Sécante” con polinomios de entrada densos). Sea K un cuerpo adecuado para
muestrear conjuntos cuestores. Sea (d) := (dy,...,dn) una lista de grados. Sea Q = @{é) la clase de todas
las listas de grados respectivos a lo sumo (d) y denotamos por Ny a su dimension como K —espacio vectorial.
Sea U C Pqy el subconjunto abierto Zariski descrito en el Teorema 3.4.1 de listas que son “Suites Sécantes”.
Supongamos que Q\ U tiene dimension a lo sumo dim(Q2) — 1. Entonces, existe un algoritmo probabilista para
el problema “Suite Sécante” con codificacion densa de los polinomios de entrada que satisface las siguientes
propiedades:
i) Dado como entrada f € z@(lg) :

o Sife 32(15) NU, el algoritmo responde “f es una Suite Sécante” con probabilidad mayor que:

1
- e"”N(d) :
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e Si el algoritmo responde “f no es una Suite Sécante”, entonces f € @{(g) \U (i.e. f no esuna
“Suite Sécante”) con probabilidad mayor que:

1

11— —5—.
emN(d)

ii) Si B C 22 es una o-dlgebra que contiene a los subconjuntos de Borel de 3”{2) con respecto a la
topologia de Zariski y u : B — [0,1] es una distribucidn de probabilidad sobre B, entonces:

ulf € @(lg) : el algoritmo responde de forma incorrecta sobre f]

es a lo sumo:

1
v +HPE \ U

iit) El tiempo de ejecucidn del algoritmo en términos de operaciones aritméticas es a lo sumo:
2
Ademds, si K es un cuerpo algebraicamente cerrado adecuado para muestrear conjuntos cuestores, la Propiedad

1) de este algoritmo se convierte en:
it) La probabilidad de que dado f € @5), el algoritmo responda de forma incorrecta es a lo sumo:

1
emN(d) :

DEMOSTRACION. El resultado se sigue de forma inmediata del Teorema 3.4.2 teniendo en cuenta que
dim(Q) = Ny y deg;;(Q) = 1. O

3.4.3. Clase de todas las listas de polinomios evaluables por un esquema de evaluacién.
Consideramos ahora el caso en el que los polinomios de entrada vienen dados por algin esquema de evalu-
acién (o una red neuronal con funcién de activacién p(t) := t?). Es decir, consideramos el siguiente problema:

PROBLEMA 5 (“Suite Sécante” con entradas dadas por un esquema de evaluacién).

INPUT:

e Un esquema de evaluacion T' de talla S y profundidad £, con m nodos de salida en el conjunto de
variables {X1,..., X, }.
e Un conjunto constructible de instanciaciones paramétricas A C AN (K) (donde N denota el nimero

de pardmetros). Para cada a € A, consideramos la lista de polinomios fo := (f1,..., fm) dada por:
fi=fla, X1, .., X,) € K[X1,...,X,], 1 <i<m.
o Supongamos que la clase W(I',A) := {fo : a € A} verifica que, genéricamente, para cada lista
=01, fm) € W, A), la dimension de la variedad Vo(f1,..., fm) es n—m.
OutpuT: St si y solo si Aim(Va(f1,..., fm)) =n —m. NO, en otro caso.

COROLARIO 3.4.7 (Interpretacién en términos de esquemas de evaluacién del Problema de la “Suite
Sécante”). Sea K un cuerpo adecuado para muestrear conjuntos cuestores. Supongamos que nos proporcionan
la siguiente informacion:
e Un esquema de evaluacion T' de talla S y profundidad £, con m nodos de salida en el conjunto de
variables {X1,..., X, }.
e Un conjunto constructible de instanciaciones paramétricas A C AN (K) (donde N denota el nimero
de pardmetros). Para cada a € A, consideramos la lista de polinomios fo := (f1,..., fm) dada por:

f’i ::fil_‘(QaXlw'an)EK[XM'")XTL]) 1SZ§TI’L

o Sea W(I',A) :={fs : a € A} ysea U C Py el subconjunto abierto Zariski descrito en el Teorema
3.4.1 de listas que son “Suites Sécantes”. Supongamos que W(T',A) \ U tiene dimension a lo sumo
dim(W(T, A)) — 1.
Entonces, existe un algoritmo probabilista para el problema de la “Suite Sécante” con entradas dadas por un
esquema de evaluacion que satisface las siguientes propiedades:
i) Dados como entrada f € W(T',A) y las cantidades dim(A) y degq;(A):
e SifeW(T,A)NU, el algoritmo responde “f es una Suite Sécante” con probabilidad mayor que:
1
" dog (A)edm A log @2 fm)

1
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e Si el algoritmo responde “f no es una Suite Sécante”, entonces f € W(I',A)\ U (i.e. f no es
una “Suite Sécante”) con probabilidad mayor que:
1 1
 degy (A)edim(A)(log(27F1=2)+m)

i) Si B C VTN o5 una o-dlgebra que contiene a los subconjuntos de Borel de W(T, A) con respecto a
la topologia de Zariski y p : B — [0,1] es una distribucion de probabilidad sobre B, entonces:

ulf € W(I',A) : el algoritmo responde de forma incorrecta sobre f]

es a lo sumo:
1

deg;; (A)edim(A) (log(2¢+1 —2)+m) +ul

W(T,A)\ U
iit) El tiempo de ejecucidn del algoritmo en términos de operaciones aritméticas es a lo sumo:
O(dim(A)n?S?((¢ + 1) dim(A) + log(deg; (A)))).
Ademds, si K es un cuerpo algebraicamente cerrado adecuado para muestrear conjuntos cuestores, la Propiedad
i1) de este algoritmo se convierte en:

it) La probabilidad de que dado f € W(T', A), el algoritmo responda de forma incorrecta es a lo sumo:

1
deg,; (A)edim(A)(log (2T =2)+m)

DEMOSTRACION. La demostracién combina el Corolario 3.2.7, el Teorema 3.4.2 y los resultados de las
Secciones 2 y 3 de [KP, 96] (ver también [HS, 80] y [HS, 82]). En primer lugar, nétese que W(I',A) es
un conjunto constructible unirracional en @{2([) dado como la imagen del conjunto constructible A por una
lista de polinomios de grado a lo sumo D = (2! —2). Al igual que en el Corolario 3.2.7, consideramos su
clausura Zariski  := W(T, A)Z para estimar la probabilidad de error. Nétese que €2 es una variedad algebraica
irreducible (para una demostracién detallada de este hecho, ver la Seccién 3.1 de [KP, 96]). Dado que los
conjuntos cuestores son hereditarios (cf. Proposicién 3.1.3), tenemos que cualquier conjunto cuestor para ) es
también un conjunto cuestor para W(T', A). Combinando el Corolario 2.2.4 con los Lemas 14 y 16 de [KP, 96],
obtenemos las siguientes desigualdades:

deg(©2) = deg (W(T,A)) < degi(A) DM
dim(Q) = dim (W(T', A)) < dim(A).

Como en la demostracién del Teorema 3.4.2, consideramos el siguiente algoritmo (basado en la nocién de
conjunto cuestor y en los resultados de la Seccién 3.2 anterior, especialmente, en el Corolario 3.2.7):

ALGORITMO 3.4.8 (“Suite Sécante” mediante evaluacién de polinomios dados por un esquema de
evaluacién en puntos de muestro).

INPUT: Una lista de polinomios f := (f1,..., fm) € W(I',A) C @{;), y las cantidades dim(A) y deg;(A).

eval:

e L:=6dim(A) y,

o R:=max{[(e(d+1))?], [degy;(A) T D2 |},
Como K es adecuado para muestrear conjuntos cuestores, sea Zr C A"(K) la correspondiente variedad cero—
dimensional de grado R™.

muestrea aleatoriamente una lista Q := (z1,...,21) € Zk.

if f(x1) = f(xg) =---= f(xg) =0 € K™, then OupuT: No.
else, OuTpuT: Si.

fi

end

El coste de evaluar un elemento de W(I', A) en un punto estd acotado por O(S?). Segin Teorema 3.4.2, el
nimero total de operaciones aritméticas, reemplazando las estimaciones por nuestras desigualdades precisas, es:

O(dim(A)n?S?((¢ + 1) dim(A) + log(deg;(A)))).
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De acuerdo al Corolario 3.2.7, bajo nuestras hipétesis, la probabilidad de que una lista escogida aleatoriamente
Q = (21,...,21) sea un conjunto cuestor para W(I', A) con respecto a W(I', A) \ U es mayor que:
1
L™ deg (A)edm M) Tog (D))

Usando los mismos argumentos que en el Teorema 3.4.2, obtenemos facilmente las cotas de las Propiedades i) y
i1). Si K es un cuerpo algebraicamente cerrado adecuado para muestrear conjuntos cuestores, nuestras hipdtesis
verifican las condiciones de la Observacién 3.4.4 y, por lo tanto, tenemos que u[W(T',A) \ U] = 0.

O
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CAPITULO 4

Erzeugungsgrad y dimensién de Vapnik-Chervonenkis
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El objetivo de este capitulo es responder afirmativamente a la Conjetura 1 (y al desafio de J. Heintz). Esta
conjetura, propuesta por L. M. Pardo y el autor de esta memoria durante una conversacién con J. Heintz en su
dltima visita a Santander, sostiene que debe existir alguna conexion entre la dimensién de Krull del espacio de
pardametros y alguna de las nociones de dimensién de la Teoria de Aprendizaje Computacional en el contexto
de familias constructibles de clasificadores binarios (sobre cuerpos algebraicamente cerrados). En el caso de
la Geometria Algebraica Real y la Teoria de Vapnik-Chervonenkis existen algunas conexiones, sin embargo,
dichas conexiones no son validas para caracteristica positiva. Esto nos ha llevado a buscar otras técnicas.
Curiosamente, la nocién que nos va a permitir establecer las conexiones buscadas es el Erzeugungsgrad (o grado
de generacién), una nocién introducida por J. Heintz en [He, 83].

El Erzeugungsgrad fue fundamental en [He, 83] para acotar el ndmero de celdas no vacias que aparecen después
de un proceso de eliminacién de cuantificadores. Ademads, como veremos en este capitulo, el Erzeugungsgrad
es también relevante porque, independientemente, proporciona informacién sobre la “funcion de crecimiento”
de la Teoria del Aprendizaje Computacional, especialmente en el contexto de clasificadores binarios, de la
dimensiéon de Vapnik-Chervonenkis y del Lema de Sauer-Shelah-Perles. En otras palabras, el Erzeugungsgrad
estd estrechamente relacionado con la nocién de “desmenuzar” conjuntos finitos. El objetivo de este capitulo
es explorar esta relacién en detalle.

Desafortunadamente, antes de explorar dicha relacion, debemos corregir un inconveniente que aparece en la
formulacién original del Erzeugungsgrad en [He, 83], el cual afecta a sus consecuencias. J. Heintz utilizé la
nocién de Z-grado para conjuntos constructibles como punto de partida para definir este concepto. Como
ya hemos visto en el Ejemplo 2.1.1, el Z-grado no satisface la desigualdad de Bézout y, en consecuencia, su
uso repercute tanto a los argumentos como a las cotas que involucran al Erzeugungsgrad. Por esta razdn,
dedicamos la Seccién 4.1 a definir el Erzeugungsgrad utilizando nociones adecuadas para el grado de conjuntos
constructibles (en particular, emplearemos la nocién deg),;(C) que hemos introducido en la Definicién 13) asi
como a corregir y generalizar las cotas combinatorias del Teorema 2 de [He, 83| basadas en el Erzeugungsgrad,
proporcionando de esta forma un estudio més completo de esta nocion.

Una vez restaurada la definicién de Erzeugungsgrad y sus resultados principales, en la Seccién 4.2 exploraremos
algunas de las conexiones existentes entre el Erzeugungsgrad (una nocién de la Teorfa de la Interseccién) y la
funcién de crecimiento en la Teoria del Aprendizaje Computacional sobre cuerpos algebraicamente cerrados.
En particular, mostraremos que, en el caso de familias de clasificadores binarios de clases parametrizadas de
conjuntos constructibles, la dimensiéon de Vapnik-Chervonenkis y la dimensién de Krull estdn relacionadas
linealmente, salvo por unos factores logaritmicos basados en la Teoria de la Interseccion. Este resultado permite
responder afirmativamente a la Conjetura 1 (y al desafio de J. Heintz).
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4.1. Erzeugungsgrad: revisando la Seccién 3 de [He, 83| combinada con conjuntos constructibles

4.1.1. Definiciones y propiedades basicas. Comenzamos esta subseccién generalizando la nocién de
grado a familias finitas de conjuntos constructibles:

DEFINICION 21 (Grado de una familia finita de conjuntos constructibles). Sea F una familia finita de
subconjuntos constructibles de A™(K). Sea C una aplicacion que asocia a cada subconjunto construcible X € F
una descomposicion en subconjuntos localmente cerrados irreducibles de grado LCI minimo de acuerdo a la
Definicion 13. Entonces, definimos la clase finita de variedades irreducibles asociadas a C mediante la siguiente
igualdad:

C(F.0):={VCA"(K) : IX € .F, IWeC(X), V=W }= [J{W : WecCX)}
XeF

Definimos el grado de la familia F con respecto a la aplicacion C como la suma de los grados de todas las
variedades irreducibles V- € € (F,C):

deg (Z#,C) := Z deg(V).
Ve#(F.C)
Finalmente, definimos el grado de la familia F como el minimo de estos grados:
deg(.#) := min{deg(#,C) : C asocia a cada X € .# una descomposicién de grado LCIT minimo}.
Definimos también Max-deg (%) como el mdzimo de los grados LCI de cualquier X € % :
Max-deg (%) := max{deg;(X) : X € Z}.
Ademds, sea C C A™(K) un subconjunto constructible. Denotamos por 9’0 a la restriccion de los elementos

de F a C. Es decir,
Flo={CnX : X eZF}.

Usaremos la notacion deg(F,C) para referirnos al grado de 9’0.

OBSERVACION 4.1.1. Nétese que la aplicacién C(X) se basa en una descomposicién de grado LCT minimo y no
en las componentes irreducibles de la clausura Zariski X~ de X. La razén es que las componentes irreducibles
de X~ estén entre las componentes irreducibles de una descomposicién de grado LCT minimo. Sin embargo,
una descomposicién de grado LCT minimo puede contener conjuntos localmente cerrados irreducibles relevantes
(componentes inmersas) que desaparecen al tomar la clausura Zariski (ver Proposicién 1.1.5).

EJjEmpPLO 4.1.2 (Dependencia de la aplicaciéon C). La cantidad deg(.%#,C) depende de la aplicacién C,
tal y como se muestra a continuacién. Consideremos nuevamente el Ejemplo 2.1.3. Teniamos la siguiente
hipersuperficie cuadratica:

(4.1.1) W= {(x,y,2) € A3(C) : zz+ (y* — 1) =0},

y el subconjunto constructible C := w(W) C A2(C), donde 7 : A3(C) — AZ%(C) es la proyeccién candnica que
“olvida” la ultima coordenada. Sea D el abierto Zariski definido por:

D = A*(C)\ Va(X) = {(z,y) € A*(C) : = #0}.
Tenemos las siguientes dos descomposiciones distintas de C' que minimizan su grado LCT:
C =DU{(x,y) € A*(C) : 2 +4* —1=0},
C =DU{(x,y) € A*(C) : (z+1)—y*=0}.
A continuacién, definimos .# = {C,V}, donde V := V4 ((X + 1) — Y?) es la variedad algebraica irreducible

dada como el conjunto de ceros en A%(C) del polinomio h(X,Y) = (X +1) — Y? € C[X,Y]. Consideramos
ahora dos aplicaciones distintas, C; y Ca, sobre .%, definidas de la siguiente forma:

C(C) ={D,Va(X?+Y?> - 1)}, C1(V) =V,  C(C):={D,V}, Co(V) = V.
Estas dos aplicaciones generan dos clases diferentes de componentes irreducibles:
C(F,C) = {A%C),Va(X* +Y? ~1),V},  €(F,C) = {A*(C),V}.

Estas clases dan resultado a dos grados distintos:

deg(Z,C1) = Y deg(W) = deg(A*(C)) + deg(Va(X> +Y? —1)) + deg(V) = 1 + 2+ 2 =5,
WeE(F,C1)
deg(Z,Co) = Y deg(W)=deg(A*(C)) + deg(V) =1+2=3.

We€(F,Ca)
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OBSERVACION 4.1.3. Nétese que también se cumplen las siguientes desigualdades y que la igualdad entre ellas
no es siempre cierta:

Max-deg(#) < deg(F Z deg,;(D) < #(.F) - Max-deg(%F#).
DeF

DEFINICION 22 (Grado de las clausuras Zariski de una familia finita de conjuntos constructibles).
Sea F una familia finita de subconjuntos constructibles de A™(K). Definimos:

P2(F) :={V CA"(K) : 3X € .Z, V es una componente irreducible de X }.
El grado de las clausuras Zariski de una familia F se define como la siguiente cantidad:
deg,(F) := Z deg(V).
Vea(F)
Sea C C A"(K) un congunto constructible. Definimos:
deg,(#,C) := degz(3“|c).

Notese que si denotamos por 7= {YZ : X € .F}, entonces:
deg, (F) = deg(F"),

que se corresponde con la nocién original introducida en [He, 83].

A continuacién, demostramos que las dos nociones de grado que acabamos de definir para familias de conjuntos
constructibles son funciones sub—aditivas:

LEMA 4.1.4. Sean F y 4 dos familias finitas de subconjuntos constructibles de A™(K) tales que F C 9.
Entonces, tenemos que:

deg(7) < deg(9), deg,(7) < deg.(9).

Esto es, ambos grados son funciones sub—aditivas.

DEMOSTRACION. Sea C; una aplicacién que asocia a cada elemento de ¢ una descomposicién en compo-
nentes localmente cerradas irreducibles que minimizan su grado LCI y que verifica la siguiente igualdad:

D = deg(¥) = deg(¥,Cy).

A continuacién, consideramos Cs := Cy | P la restriccién de C; a .%. Obviamente, si C; asocia a cada elemento
de ¢ una descomposicién de grado LCT minimo, Co hace lo mismo para todos los elementos de .%. Tenemos
las dos siguientes clases de variedades irreducibles:

€(9,01):={VCA™K):3IX €9, IW €Ci(X), V=W},

C(F,Co) :={VCAYK) : IX € .F, IW € Co(X), V=W}.
Dado que C3(Y) = C1(Y) para cada Y € %, concluimos que € (%#,Cs) C €(¥,C1) y, por lo tanto:

deg(.F,Cy) = Z deg(V) < Z deg(V) = deg(¥4,C1) = deg(¥) = D.
Ve (F,Ca) Ve€(4,C)
Como deg(.#) es el minimo de deg(.%#,C) para cualquier aplicacién C, concluimos que:
deg(:F) < deg(¥) = D.
La segunda desigualdad es una consecuencia inmediata de la primera ya que:
deg,(F) =deg(F ), deg.(¥) = deg(¥)

y 7 . |
El siguiente lema demuestra que si YW es una familia de subconjuntos localmente cerrados de A™(K), entonces
deg(W) = deg,(W).

LEMA 4.1.5. Sea W una familia finita de subconjuntos localmente cerrados de A™(K). Sea 2(W) la clase finita
de variedades algebraicas irreducibles introducida en la Definicion 22. Es decir:

W) = {V CA™K) : 3W € W, V es una componente irreducible de WZ} .

Entonces, tenemos que:

deg(W) = Z deg(V) = deg,(W).
Vea(w)



78 4. ERZEUGUNGSGRAD Y DIMENSION DE VAPNIK-CHERVONENKIS

DEMOSTRACION. Sea C cualquier aplicacién que asocia a cada W € W una descomposicién de grado LCT
minimo. Para cada W € W, usaremos la notacién € (W,C) := €({W},C), de acuerdo con la Definicién 21.
Ademés, sea Z2(W) := Z2({W}), de acuerdo con la Definicién 22. Usando las notaciones precedentes, tenemos
que:

cw,0)= |J gm0,y
Wwew
gw) = |J 2w).
wew
A continuacién, vamos a demostrar que para cada W € W,

(W) C€(W,C).
Para probar lo anterior, observemos que W admite una decomposicién de la forma W = VNU, donde V C A™(K)

es un cerrado Zariski y U C A™(K) es un abierto Zariski. Nétese también que es posible elegir V' de manera
que admita una descomposicién de la forma:

(4.1.2) V=ViU---UVp,

tal que V; NU # () para todo 7, 1 <4 < m. Entonces, concluimos que la siguiente es una descomposicién de w”
en componentes irreducibles:

(4.1.3) W =ViU-- UV,

A continuacién, supongamos que C(W) = {A;,...,As}, donde A; es un subconjunto localmente cerrado irre-
ducible de A™(K). Entonces, también tenemos que:

(4.1.4) W' =4,"U...U4,",

y €(W,C) = {47 ,...,A,}. Por lo tanto, a partir de las Igualdades (4.1.3) y (4.1.4), y dado que la Igualdad
(4.1.3) es una descomposicién de W~ es componentes irreducibles, concluimos:
{Vh s 7Vm} c {E27 cee 7A752}'
Como 2(W) = {V1,...,Vin}, hemos demostrado que para cada W € W,
(W) C€(W,C).
Entonces, (W) C €(W,C) y, por lo tanto:
Y deg(V)< Do deg(V)=deg(W,C).
Vea(Ww) Vee(W,C)
Por otro lado, dado que W = VNU y teniendo en cuenta la descomposicién de V' descrita en la Igualdad (4.1.2),
tenemos una aplicacién C; que asociada a W € W la siguiente descomposicién de grado LCT minimo:
cc(w)y={wnU,...,V, "NU}
Entonces, €(W,C1) C (W) para cada W € W y, por lo tanto,
degW,C1) = Y deg(V)< Y deg(V).
Vee(Ww,Ch) Vea(w)
Esto prueba que:
degW) < > deg(V) = deg, (W),
Vea(w)
lo que completa la demostracion del lema. O
DEFINICION 23 (H—definible, H—celda). Sea H una clase finita de subconjuntos constructibles de A™(K) y
sea C C A™(K) otro conjunto constructible.

o Sea B(H,C) el dlgebra booleana de los subconjuntos de C' generados por H. Un subconjunto X de C
recibe el nombre de H—definible en C' si pertenece a esta dlgebra booleana, i.e. X € B(H,C). En el
caso C = A"(K), escribiremos simplemente B(H) := B(H,A"(K)).

e Llamamos H—celda en C a cualquier subconjunto X C C' de modo que existe M C H tal que:

X:Cm(ﬂ Y)ﬂ () (C\Y)

YeM YgM

Denotamos por Z(H,C) a la clase de todas las H—celdas no vacias en C. En el caso C = A"(K),
escribiremos simplemente 2 (H) := Z(H,A™(K)).
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o Finalmente, definimos la clase Gen(#B(H,C)) como la clase de todas las familias finitas de variedades
algebraicas W := {Wr, ..., W} tales que B(H,C) C BW,C). En el caso C = A"(K), escribiremos
simplemente Gen(#(H)) := Gen(B(H,A™(K)).

Nétese que Z(H,C) define una particién finita de C' y que cada elemento en #(H,C) es la unién finita de
‘H—celdas en C.

DEFINICION 24 (Erzeugungsgrad). Sea H una familia finita de conjuntos constructibles. Definimos el Erzeu-
gungsgrad (o grado de generacion) de H como:

grad(H) := min{deg(W) : W € Gen(ZB(H)), W es una familia finita de conjuntos cerrados}.

OBSERVACION 4.1.6 (Grado y Erzeugungsgrad: variedades algebraicas). En el caso de variedades al-
gebraicas, el grado (en el sentido de [He, 83]) y el Erzeugungsgrad (o grado de generacién), que acabamos
de definir, son cantidades muy diferentes. El Erzeugungsgrad siempre es menor o igual que el grado, i.e.
grad(H) < deg,(H), donde H es una clase formada por una sola variedad algebraica.

En algunos casos, el Erzeugungsgrad puede ser extremadamente menor que el grado. A modo de ejemplo,
consideremos el caso de una clase de conjuntos constructibles H := {V'} formada por una sola variedad alge-
braica V' de dimensién n — r. Supongamos, ademds, que esta variedad es de interseccién completa, es decir,
existen polinomios fi,..., f, € K[X1,...,X,] de grados respectivos dy,...,d,, tales que V := V(f1,..., fr).
Genéricamente, el grado de V' (y, por tanto, el grado de la clase H) es el nimero de Bézout:

@ = ll[d“
i=1

que es una cantidad exponencial en la co-dimensién. Sin embargo, grad(H) estd acotado por la siguiente suma:

idh
i=1

que es lineal en la co-dimensién. Esta diferencia hace que el uso del Erzeugunsgrad para cotas combinatorias
(como se hace en el Teorema 4.1.11) permita obtener cotas mucho més finas que las que se obtendrian usando
Unicamente el grado como invariante.

OBSERVACION 4.1.7. Dada una clase finita de subconjuntos constructibles H, existe una familia finita W de
variedades algebraicas irreducibles tales que H C B(W) y:

grad(H) = deg(W) = Z deg(W).
wew

Para ver esto, sea V' una familia finita de variedades algebraicas tales que H C Z(W) y grad(H) = deg(W). Al

igual que en la Definicién 22, sea Z(W) el conjunto de componentes irreducibles de WW. Obviamente, tenemos
que H C B(2(W)), yaque W B(P2(W)) y HC BW), y:

deg(W) = > deg(W)
Wea (W)

Por lo tanto, W = 2(W) es una familia finita de variedades algebraicas irreducibles tales que H C Z(W) y:

grad(H) = deg(W) = Z deg(W).
wew

El siguiente lema es la herramienta técnica que nos permitira demostrar los resultados principales de esta secciéon:

LEMA 4.1.8. Sea C' C A"™(K) un conjunto constructible y W = {W1, ..., Wi} una familia finita de subconjuntos
localmente cerrados de A™(K). Definimos el siguiente conjunto:

TW,C) = {XQA"(K) :3SC{l,...,s}, X=Cn (ﬂ W)}
€S
Sea 9 = (T (W,C)) la clase de las variedades algebraicas irreducibles asociadas a 7 (W,C) como en la
Definicion 22. Entonces, tenemos que:

Y deg(A) < degi;(C) (1 + deg(W)) ™).
AeD
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DEMOSTRACION. En primer lugar, observamos que es suficiente probar este lema en el caso en que C es
localmente cerrado. Para probar la afirmacién anterior, consideramos una descomposiciéon del conjunto cons-
tructible C' en subconjuntos localmente cerrados irreducibles que minimice el grado LCT como en la Definicién
13, i.e.
C:=C1U...UCpy,

tal que:
m
degy;(C) = Z deg(C5).
i=1
Con estas notaciones, se verifica lo siguiente:
AFIRMACION 4.1.8.1.

QQG%WW@»

Demostracién de la Afirmacién. Sea V' € Z una variedad algebraica irreducible tal que existe X € (W, C)
verificando que V es una componente irreducible de X . Ademds, dado que X € 7 W, (), existe S C {1,...,s}
tal que:

XCﬂ(ﬂwa.

€S

-i{or(o)

Entonces, tomando las clausuras Zariski, tenemos que:

Por lo tanto,

X’ :Qlcjm (ﬂ Wi)z.

€S

A continuacién, recordemos que cualquier descomposiciéon de una variedad algebraica A como unién finita de

variedades irreducibles puede refinarse para obtener una descomposicién de A en sus componentes irreducibles.
. . =4 .

Por lo tanto, las componentes irreducibles de X~ son elementos del conjunto:

Como V es una componente irreducible de YZ, tenemos que V debe ser una componente irreducible de
SO0 ¥ = T
c;n (ﬂies Wl) para algin j € {1,...,m}. Por lo tanto, dado que:

Cj n <ﬂ Wz) € y(WaCj)a
€S
concluimos que V € 2(7 (W, C;)) y la afirmacién queda demostrada. m

Si el lema se cumple en el caso localmente cerrado, tendriamos la siguiente desigualdad para cada j € {1,...,m}:

Z deg(A) < deg(C;) (1 + deg(W))dim(cj) '
Aez2(T(W,C5))
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Dado que dim(C) = max{dim(C;) : 1 < j < m} y aplicando la Afirmacién 4.1.8.1, concluimos:

m

> deg(A) <) > deg(4) | <

A€ J=1 \Ae2(T(W,C;))

deg(Cy) (1 + deg(W)) ™) <

-

.
Il
-

deg(Cy) (1 + deg(W)) ™) =

-

.
I
-

= [ S deg(C;) | (1 + deg(w)) =@ =
j=1

= degii(C) (1 + deg(W)) "™

que prueba el lema para cualquier conjunto constructible C.
A partir de ahora, supondremos, como se ha afirmado previamente, que C es un subconjunto localmente
cerrado de A™(K'). Demostraremos el lema para el caso en que C' es localmente cerrado (en cuyo caso deg(C) =
deg, (C) = deg,(C) = degy;(C))-
Sea d := dim(C'). Definimos las siguientes clases de componentes irreducibles:

e 9(d):={V : V es una componente irreducible de C" }.

e Para 0 <k <d -1, definimos:
(4.1.5) 2k)={VeZ  : dmV)=k V&2(d);}.

Por lo tanto, tenemos una particién de 2 dada por la siguiente unién disjunta:

d
2=\ 2(k).
k=0

A continuacién, probamos la siguiente afirmacion:
AFIRMACION 4.1.8.2. Sea k € N un entero no negativo tal que 0 < k < d—1. Sea A € D(k) un elemento de
2(k) de acuerdo a la Identidad (4.1.5). Entonces, existe A* € 9 yV € (W) tal que:

i) dim(A*) > dim(A)+1=k+ 1.

i1) A es una componente irreducible de A* N'V.
Demostracién de la Afirmacién. Como A € Z(k) C 2, existe un subconjunto S C {1,...,s} de cardinal
minimo que verifica las siguientes dos propiedades:

e El conjunto localmente cerrado B dado por:

€S
es un elemento de 7 (W, C).
e A es una componente irreducible de B’ .
Dado que A € 9(k) y k < d, sabemos que A no es una componente irreducible de C°. Por lo tanto, S # 0 (en
caso contrario B = C') y podemos elegir i € S. Definimos S’ := S\ {i} y:

B:=Ccn| (W] e ZW,0).

jes

Sea W := W, € W y observemos que B = B’ NW. Dado que A es una componente irreducible de B C FZ,
siempre existe una componente irreducible A* de B’ tal que A C A*. Ademas, debido a la cardinalidad minima
de S, A no puede ser una componente irreducible de B”. En particular, para cada componente irreducible A*
de B”” tal que A C A*, tenemos que A C A*. Como ambos son irreducibles, también concluimos que para cada
componente irreducible A* de B~ tal que A C A*, tenemos que dim(A*) > dim(A) + 1.

Dado que estamos suponiendo que C' es localmente cerrado y que los elementos de la familia ¥V son también
localmente cerrados, podemos concluir que B’ es también un subconjunto localmente cerrado de A™(K). Por
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lo tanto, existe una descomposicién de B’ como unién finita de conjuntos localmente cerrados irreducibles no
vacios:

B =(AiNB)U---U(Af N By),
donde:

e A% es un subconjunto cerrado irreducible de A™(K),

e Bj es un subconjunto abierto de A"(K) tal que A7 N B; # 0,Vje{l,... t},

e B = A% U---UA? es la descomposicién de B”" en componentes irreducibles.
Notese que W es también localmente cerrado y, por lo tanto, admite una descomposiciéon en conjuntos localmente
cerrados irreducibles no vacios:

W=WVinU)u---U(V,NU,),
tal que:

e V; es una variedad algebraica irreducible de A™(K),

e U, es un abierto Zariski de A™(K) que verifica V, N U, # 0, V€ € {1,...,7},

e W =VU---UV, es la descomposicién de W~ en sus componentes irreducibles.
Noétese que, en particular, se verifica:

{WV,....Vi.} C2W).

En consecuencia, concluimos que:

t T
B=BnW=JJ@AnV)n(B;n).
j=1¢=1
Por lo tanto: .
B=pnw =@ nv)nBnU) .
j=1¢=1

Dado que la descomposicién de la variedad algebraica B” como unién finita de conjuntos irreducibles puede
refinarse para obtener una descomposicién de B’ en sus componentes irreducibles, concluimos que existen
je{l,...;t} yLe{l,...,r} tales que A es una componente irreducible de:
4
(A5 N V)N (B;NU) .
A continuacién, nétese que A7 NV, C A"(K) es una variedad algebraica y B; N U, C A"(K) un subconjunto
abierto Zariski. Supongamos que la siguiente es una descomposicion de A;‘f NVy en sus componentes irreducibles:

ANVe=ZU---UZ,

Entonces, para todo ¢, 1 < ¢ < p, tenemos que Z, N (B; N Uy) es o bien vacio, o bien denso en Z;. Salvo
reordenacion de los indices, podemos suponer que u, con 1 < u < p, es tal que:

Z,N(B;NU;) #0siysolosil<g<u.

Entonces,

(AxnVe) N(B;NUL) =ZU---UZ,
y, por lo tanto, A € {Z,...,Z,}. Tomando A* = Aty V =1V, obtenemos el resultado. m

Debido a la afirmacién anterior, estamos en condiciones de demostrar el lema. En primer lugar, para cada
k < d, definimos la siguiente aplicacion:

o: 2) — (Ul 20) x 200)
A — (A%, V)

dada por la siguiente regla: a cada A € 2(k), con k < d, le asociamos un par (A*, V) de forma que A es una
componente irreducible de A* NV

)

Definimos la siguiente cantidad:
d

D(k):=Y | D deg(4)

r=k \A€P(r)
Demostramos ahora por induccién sobre m = d — k que la siguiente igualdad se cumple:
(4.1.6) D(k) = D(d—m) < deg(C)(1+ R)™,
donde:

R := deg(W).
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Nétese que:
(4.1.7) D(k)=D(k+1)+ > deg(A).
A2 (k)

El caso m = 0 es evidente ya que Z(d) es la clase de todas las componentes irreducibles del conjunto localmente
cerrado C. Por lo tanto:

> deg(A) = deg,(C) = deg(C).
Ae(d)
Supongamos ahora que la Desigualdad (4.1.6) se cumple para m —1 y vamos a demostrar que también se cumple
para m =d — k > 1. En primer lugar, nétese que se verifica la siguiente desigualdad:

3 deg(4) < 3 S deg(A).
AeD(k) (A V)E(UL, 11 2(r)x2(W)) Aed 1 (A%, V)

Usando la afirmacién previa, tenemos que A es una componente irreducible de A*NV para cada A € <I>,;1 (A%, V).
Asi, aplicando la Desigualdad de Bézout de [He, 83] (ver Teorema 1.2.8) y utilizando la definicién de Py,
obtenemos:
Z deg(A) < deg(A*NV) < deg(A™) - deg(V).
A€M (A*V)
Por lo tanto, tenemos que:
> deg(4) < > deg(A*) - deg(V).
AeD (k) (A V)e(Udl, 1 2(r)x2(W))

Por consiguiente,

(4.1.8) Z deg(A) < Z deg(A™) | - Z deg(V)

AeD(k) A*G(Uf:k+l @(T)) Vea(w)
Aplicando ahora el Lema 4.1.5, obtenemos:

> deg(V) =deg(W) = R.

Vea(W)
Nétese que:
d
> deg(A*) = Y D deg(A") | =D(k+1).
A*E(U?:Iwrl @(7)) r=k+1 \ A*€2(r)

Por lo tanto, la Desigualdad (4.1.8) se convierte en:
> deg(A4) <D(k+1)-R.
A€ (k)
En conclusién, combinando la Identidad (4.1.7) con la desigudaldad previa, obtenemos:
D(k)=D(k+1)+ >  deg(A) <D(k+1)+D(k+1)-R=D(k+1)-(1+R).
AeD (k)
Aplicando la hipétesis de induccién para m — 1 =d — (k + 1), concluimos:
D(k) < deg(C)(1+ R)™ - (1+ R) = deg(C)(1 + R)™.

Por lo tanto, el lema es cierto cuando C' es localmente cerrado. De acuerdo con lo expuesto al comienzo de esta
demostracién, el lema también se verifica para todo conjunto constructible C C A™(K). |

COROLARIO 4.1.9. Con las mismas notaciones e hipdtesis que en el lema previo, tenemos que:

s dim(C)
> deg(A) < deg(C) (1 + Z deg(Wi)> :

Ae9(W,C)

DEMOSTRACION. Basta observar que:

deg(W) <) " deg(W;).
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4.1.2. Cotas combinatorias.

DEFINICION 25. Sea W = {W1y,...,Ws} una familia finita de subconjuntos localmente cerrados de A™(K).
Definimos la cantidad deg(W) como el minimo del siguiente conjunto:

{degW) : W={Ay,...,A,,By,...,B,}, A;, B; C A"(K) cerrados Zariski, 1 <i < s,
Noétese que si W = {Wq,..., W} estd formado tnicamente por variedades algebraicas, tomando A; = W; y
B; = () para cada 1 < i < s, concluimos:
deg(W) = deg(W).
PROPOSICION 4.1.10. Sea C C A™(K) un subconjunto constructible. Sea W = {W1, ..., W} una familia finita
de subconjuntos localmente cerrados de A™(K). Sea H una familia finita de subconjuntos constructibles de
A™(K). Supongamos que:
7—[|C ={HNC : HeH} CBW,C).
Entonces, tenemos que:
H(Z (M, C)) < degi(C)(1 + deg(W)) ™).
St W estd formado inicamente por cerrados Zariski, se verifica que:

4(Z(H,C)) < degy;(C)(1 + deg(W))dim(©),

DEMOSTRACION. En primer lugar, nétese que 2°(H,C) depende tnicamente de sus intersecciones con C.
Por lo tanto,

Z(H|,,C) = Z(H,0),
y podemos suponer que los subconjuntos constructibles de H son también subconjuntos constructibles de C.
Comenzamos demostrando la siguiente afirmacién, que relaciona subconjuntos de indices con celdas:

AFIRMACION 4.1.10.1. Sea C C A"(K) un conjunto constructible y H = {Hy,..., H;} una familia finita de
conjuntos constructibles. Entonces, la siguiente aplicacion es una biyeccion:

(TCH] : Yr£0) — Z(HC)

(4.1.9) T — v

donde:
Yy :Cm(ﬂ Hk>m (N (A"E)\ He)
keT Ce[t\T

Demostracién de la Afirmacién. Basta observar que si Ty T son dos subconjuntos distintos de [t], con
Yr #0 v Yr # 0, entonces Y7 N Y7 = () ya que ambos son H-celdas en C. Por lo tanto, si T # T’, entonces
Yr # Y7/, y la aplicacién de la Identidad (4.1.9) es inyectiva. Dado que la aplicacién es obviamente suprayectiva,
se trata de una biyecciéon. m

A continuacién, acotamos el nimero de H-celdas en C' por el nimero de W-celdas en C para cualquier clase de
conjuntos constructibles tal que H C Z(W,C):

AFIRMACION 4.1.10.2. Con las mismas notaciones e hipdtesis que en el enunciado de la proposicidn, sea W =

{V1,...,Vi.} cualquier clase de conjuntos constructibles tal que H C B(W,C). Entonces, tenemos que:
(4.1.10) §Z(H,0)) < HZ W, 0)).
Demostracién de la Afirmacién. Supongamos que H = {H1, ..., H;}. Para cada T C [t], consideramos la

H-celda en C asociada con T':

YT::Cm<ﬂ Hk>ﬂ (| (A"(K)\ He)
keT Le[t\T
Como H C B(W,C), para cada T C [t], con Yz # 0, existe L(T) C 2[) tal que:

ve= cm<mv;>m N @)\
)

JeL(t ieJ JErIN\J
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Para cada J C [r], denotamos por X; € 2 (W, () al conjunto constructible:

X;:=Cn (ﬂ V) n{ (N @ E)\V)

ieJ i€lr\J

Para cada T C [t], con Y7 # (), existe al menos un J(T') € L(T) tal que X ;) # (). Esto nos permite construir
la siguiente aplicacién:

{TCl] : Yr#0} — {JCI] : X5 #0}

(4.1.11) . . 7T

A continuacién, demostramos que se trata de una aplicacién inyectiva. Si Ty T” son dos subconjuntos distintos
de [t] tales que Yr # 0, Y #£ 0y J(T) = J(T"), tendriamos:

Xy =Xy SYrNYr =0,

lo que contradice que X ;1) = X j(pry # 0. Por lo tanto, concluimos la Desigualdad (4.1.10) aplicando simple-
mente la Afirmaciéon 4.1.10.1.
|

Demostramos ahora la proposicién para el caso en que C' es un conjunto localmente cerrado y W es una familia
finita de variedades algebraicas:

AFIRMACION 4.1.10.3. Sea C C A"(K) un conjunto localmente cerrado, W = {W1y,..., W} una familia finita
de variedades algebraicas de A" (K) y H una familia finita de subconjuntos constructibles de A™(K). Supongamos
que H C BW,C). Entonces tenemos que:

H(Z (M, 0)) < deg(C)(1 + deg(W)) (),
donde deg(C) = deg,,(C) = deg;(C) y deg(W) = deg(W).
Demostracién de la Afirmacién. Consideramos las siguientes clases de conjuntos:

2(Z(W,0)) :={V CA™K) : 3X € Z(W,C), V es una componente irreducible de X},

T(W,C) = {ch cASCW, X =Cn ( N W)}
wes
2(T(W,0)):={V CAYK) : 3X € Z(W,C), V es una componente irreducible de X }.
La siguiente afirmacién demuestra que 2(Z (W, C')) es un subconjunto de 2(7 (W, C)):
AFIRMACION 4.1.10.3.1. Con las notaciones anteriores, tenemos que:
(4.1.12) D(ZW,C)) C2(7(W,C)).

Demostracién de la Afirmacién. Sea V € 2(Z(W,C)) una componente irreducible de X, donde X €
Z(W,C). Queremos probar que V es una componente irreducible de algin Y, con Y € Z(W,C). Como
X € Z(W, (), existe un subconjunto S C [s] tal que:

X:=Cn (ﬂwz) n{ @\ w;) | #0.

ieS j¢S
A continuaciéon, consideramos el siguiente conjunto localmente cerrado y su descomposicién en componentes
localmente cerradas irreducibles:

Y. =Cn (ﬂWz> =AU U Ag,
€S

donde A; = U; NV; C A"(K) es localmente cerrado irreducible, con U; C A™(K) abierto Zariski y V; C A™(K)

cerrado irreducible con respecto a la topologia de Zariski. Nétese que Y € 7 (W, C). Como todo abierto Zariski

no vacio de una variedad algebraica irreducible es denso en la variedad, tenemos que A =V, paral <i<k.

Por lo tanto, tenemos la siguiente descomposicion de Y en componentes irreducibles:

Y =Viu---UV,.
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Noétese que el conjunto X puede reescribirse, utilizando los conjuntos que acabamos de definir, de la siguiente
manera:

X=vna[Q@\w)|=u-uva)n| € \w) | =

JEZs JEZs
k k
=Jl4an|NCc\wy ]| =B
i=1 jgs i=1
donde:
JZs
Para cada i, con 1 <4 < k, tenemos tinicamente dos casos posibles:
e Caso 1:
Bi:=A;0 [ [(J(C\W)) | #0,
JEZs
entonces, B; es un subconjunto abierto en A;” para la topologia de Zariski.
o Caso 2:

B, :=A;N m(C\Wj) = .
Jgs
Salvo reordenacioén de los indices, supongamos que r < k es tal que B; # ) si y solo si 1 < ¢ < r. Entonces,
tenemos que:

k T
X = U B; = U B;.
i=1 i=1
Dado que la clausura de una unién finita es la unién de las clausuras, concluimos:
T
X =B
i=1

Puesto que todo subconjunto abierto Zariski no vacio de una variedad algebraica irreducible es denso en la
variedad, obtenemos:

z

Bi =An|(C\W)| =4 =V,
JE€s
Por lo tanto, tenemos la siguiente descomposicién de X" en componentes irreducibles:
T T
-UB =Uwn
i=1 i=1
Por consiguiente, si Vy es una componente irreducible de X para algin ¢ € [r], entonces Vp es una componente
irreducible de Y~. Asi, tomando V = V;, concluimos que V € 2(7(W,C)) y se verifica la inclusién de la
Identidad (4.1.12). m

A continuacién, probamos que la cardinalidad de 2°(W, C) es menor o igual que la cardinalidad de 2(Z (W, C)):

AFIRMACION 4.1.10.3.2. Con las notaciones precedentes, tenemos que:
(4.1.13) H(ZW,C)) < 1AL W, 0)).

Demostracién de la Afirmacién. Recordemos, en primer lugar, que 2 (W, C) es una particién de C en con-
juntos localmente cerrados. Vamos a demostrar que para cada X € Z (W, C) no vacio, existe una componente
irreducible Vx de X~ tal que Vx no es una componente irreducible de ningtin otro Y € Z(W,C) con Y # X.

Argumentamos por reduccién al absurdo. Sean X,Y € Z(W,C), con Y # X. Supongamos que existe una
componente irreducible T de X que es también una componente irreducible de Y~ . Dado que T es una
componente irreducible de X, debe existir un subconjunto abierto Zariski U C A"(K) tal que A=TnNVU es
una componente localmente cerrada irreducible de X. Por otro lado, existe otro subconjunto abierto Zariski
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U’ C A™"(K) tal que A’ = TNU’ es una componente localmente cerrada irreducible de Y. Como T es irreducible,
la interseccion de dos conjuntos abiertos Zariski no vacios en T es no vacia, y tenemos que:

DA£UNUNTCXNY =0,

lo cual contradice que XNY = (). Por lo tanto, no existe una componente irreducible de Yz, con X € Z(W,C),
que sea también una componente irreducible de algtin otro ?z, conY € Z(W,C)eY # X. Esto demuestra la
Desigualdad (4.1.13). m

Combinando la Desigualdad (4.1.12) y la Inclusién (4.1.13), obtenemos:

1H(ZW,0) <8(2(Z2W,0)) <8(2(F(W,0))) <
(4.1.14) <deg(2(7(W,0)= > deg(A).
Ae(T(W,C))
Aplicando el Lema 4.1.8, concluimos:
(4.1.15) ST deg(A) < deg(C) (1 + deg(W)) ™).
ACD(T(W,C))
Como H C B(W, C), la Afirmacién 4.1.10.2 implica:
(4.1.16) HZ(H,C)) <t(ZzW,()).
Combinando las Desigualdades (4.1.14), (4.1.15) y (4.1.16), concluimos finalmente que:
42 (H,C)) < deg(C)(1 + deg(W))) ™).
(]

A continuacién, acotamos el nimero de W-celdas en un conjunto constructible C' por la suma del ntimero de
W-celdas de los conjuntos localmente cerrados irreducibles en una descomposicién de C', donde W es una familia
finita de conjuntos constructibles.

AFIRMACION 4.1.10.4. Sea C C A"(K) un conjunto constructible y W = {V1,...,Vi} una familia finita de
conguntos constructibles en A™(K). Supongamos que la siguiente es una descomposicion de C en subconjuntos
localmente cerrados irreducibles que satisface las afirmaciones del Lema 1.1.2:

C=CiU---UCy,.

Entonces, tenemos que:

H(Z(W,C)) < Zﬁ(f(’v?,ci».

Demostracién de la Afirmacién. Sea S C [¢] un subconjunto de indices. La Wh-celda en C asociada con el
subconjunto S viene dada por la siguiente igualdad:

Xs:=Cn (ﬂ m) nl () @E)\V)

ies JE[\S

Para cada i, 1 <14 < m, definimos el subconjunto constructible X g) C C; mediante la siguiente igualdad:

x$.=cin (ﬂ m—) Nl N @u)\v) | cc.

ics JE\S
Obviamente, X g) es una W-celda en Ciy
Xg = O x5
i=1
Por lo tanto, para cada S C [f] tal que Xg # (), podemos elegir algin i(S) € [m] tal que Xéi(s)) # (). Esto
define la siguiente aplicacién:
{Sci: Xs#0) — UL 2W.C)

4.1.17 , 7
(4.L17) s X0
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A continuacién, vamos a demostrar que esta aplicacién es inyectiva. Si Sy S’ son dos subconjuntos distintos
de [t] tales que Xg # 0, Xg 0Dy Xg(s)) = X.(gl,(s )), tendriamos:

X1 = x0N ¢ xon Xg =0,

lo que contradice que Xg(s) = Xéi,(s/)) # (). Usando la Afirmacién 4.1.10.1, concluimos:

HZOW,0) <4 (U @f(W@) <D_HZW,0)),

i=1
y se verifica la afirmacién. m

Finalmente, estamos en condiciones de demostrar el enunciado de nuestra proposicion. Por la Afirmacién
4.1.10.2, dado que H C #(W, C), tenemos que:

HZ(H,0)) <g(Z(W,0)).

Sea W = {A4,..., A, Byq,...,Bs} una familia finita de variedades algebraicas tal que:

e W, =A;N(A"(K)\ B;), 1 <i<s,

o deg(W) = deg(W).
Ademads, como W C %’(W, (), de la Afirmacién 4.1.10.2 se deduce:

HZ(H,C)) S HZW,0) SHZ(W,0)).
Consideramos ahora una descomposicién de C' en subconjuntos localmente cerrados irreducibles que minimizan
su grado LCT como en la Definicién 13, i.e.
C=CU---Chp,

tal que:

m

degy(C) = ) _ deg(Cy).
i=1
Gracias a la Afirmacién 4.1.10.4, obtenemos:

(4.1.18) HZ(H,C)) S EHZW,0)) < 3 8(Z(W,C).

A continuacién, por la Afirmacion 4.1.10.3, como C; es localmente cerrado y los elementos de W son subconjuntos
cerrados Zariski de A™(K), concluimos:
(4.1.19) HZ W, ) < deg(Ca)(1+ deg(W)) ™) < deg(Ci) (1 + deg(W)) ™).

Para obtener la desigualdad del enunciado de la proposicién, basta con combinar las Desigualdades (4.1.18) y
(4.1.19):

(T (M,0)) < (i deg(@-)) (1 + deg(W)) ™€) = deg)i(C) (1 + deg(W)) (€)=

= degy (C) (1 + deg(W)) (@),
|
El siguiente resultado corrige y generaliza el Teorema 2 de [He, 83]:

TEOREMA 4.1.11 (Erzeugungsgrad y cotas combinatorias). Sea C C A"(K) un conjunto constructible y
H una familia finita de subconjuntos construtibles de A™(K). Entonces, tenemos que:

i) 4(Z(H,0)) < degy; (C)(1 + grad(H))) ™).

ii) deg.(B(H,C)) < degy;(C)(1 + grad(H)) ™).

i) Cualquier subconjunto finito H-definible de C' contiene a lo sumo deg;(C)(1+grad(H))5™(©) puntos.

iv) $(BH, C)) < 28a(O)(1arad(1) ™)

DEMOSTRACION. Sea W = {W,..., W} una familia finita de variedades algebraicas tal que H C Z(W)
y grad(H) = deg(W). Entonces, tenemos que:
H|,={HNC : He M} CBW,C).
Por lo tanto, gracias a la Proposicién 4.1.10, concluimos:
H(Z(H,C)) < degi(C)(1 + deg(W)) 1™ = deg;;(C) (1 + grad (1)) ™)
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y se obtiene el ftem 7).

Para el Item i1), supongamos que C' es localmente cerrado. En primer lugar, recordemos que:

D(B(H,C)) ={V CA™(K) : 3X € B(H,C), V es una componente irreducible de X},

deg,(B(H,C))= 3 deg(V).
Ve(#B(H,C))
Dado que cada elemento X € Z(H,C) es una unién finita de H—celdas en C, las componentes irreducibles

de X~ se encuentran entre las componentes irreducibles de los ?z’s, donde Y es una H—celda en C. Es decir,
tenemos que Z(%(H,C)) € 2(Z(H,C)) y concluimos:

(4.1.20) deg, (B(H,C))< Y deg(V).
Veo(Z(H,C))

Al igual que en la demostracién del [tem i), sea W = {W7y,..., W} una familia finita de variedades algebraicas
en A"(K) tal que grad(H) = degW) y H C Z(W, C). Como en el Lema 4.1.8, definimos la siguiente clase de

subconjuntos localmente cerrados:

TW,0C) = {X CA™K) : 3SC{l,...,s}, X =Cn (ﬂ W)}
i€S
y la siguiente clase de variedades algebraicas irreducibles:
2(TW,C)) ={V CA™K) : 3X € Z(W,C), V es una componente irreducible de X }.
A continuacién, vamos a demostrar que se cumple la siguiente inclusién:
(4.1.21) D(Z(H,C)) C2(T(W,C)).

Para probar esta inclusion, dado que C' es localmente cerrado, podemos suponer que C' = Wy N U, donde
Wy C A"(K) es una variedad algebraica y U C A™(K) es un subconjunto abierto Zariski. Sea V € 2(Z(H,C))
una componente irreducible de X, donde:

X=Cn (ﬂ Wi> N () AmE)\ W)

ies jZs
para cierto subconjunto S C [s].

Denotamos por U C A™(K) al subconjunto abierto Zariski dado por:

U=Un[[)A"K)\W;)
JgS
A continuacién, consideramos la variedad algebraica W’ C A™(K') dada por:
W' =W,N (ﬂ Wi> :
i€s
Consideramos una descomposicién de W’ en componentes irreducibles:
(4.1.22) W' =ViU---UV,.

Salvo reordenacion de los indices, existe r, 1 < r < m, tal que Un Vi # 0 si y solosi 1 <k < r. Entonces,
tenemos que:

x=wni=J(wn0)
k=1
y, por lo tanto,

T
X = U V.
k=1
En suma, V € {V4,...,V,.}.
Por otro lado, sea Y € (W, C) el siguiente subconjunto localmente cerrado:

Y =0Cn <ﬂWi> =W'nU.

i€S
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Consideramos de nuevo la descomposicién de W’ en componentes irreducibles descrita en la Identidad (4.1.22).
Nétese que para cada k, 1 < k < r, como Un Vi # 0, entonces U NV, # () (porque U C U). Por consiguiente,
salvo reordenacién de los indices, existe algin ¢t tal que, 1 <r <t<my V;NU # P siysolosi1<k<t Por
lo tanto, concluimos que:

t t
Y=wnU), Y =]V
k=1 k=1

En particular, V € {V1,...,V,.} C{Vi,....V;}. Ademds, Y € I(W,C) y {Vi,....V;} C 2(F(W,C)). Por lo
tanto, V € 2(7 (W, C)) y se cumple la inclusién de la Identidad (4.1.21).

Entonces, combinando las Identidades (4.1.20) y (4.1.21), y aplicando el Lema 4.1.8, concluimos que si C es
localmente cerrado, tenemos que:

(4.1.23) deg,(B(H,C)) < > deg(V) < deg(C)(1+ deg(W)) ™.
VeD(T(W,C))

En cuanto al caso general, consideramos una descomposicién de grado LCT minimo de C"
C=CiU---UCy,.
Noétese que cada elemento en #(H, ') es una unién finita de elementos en:
BH,C1)U---UB(H,Cp).

Por lo tanto, si V' es una componente irreducible de Yﬁ donde X € B(H,(C), existe algin i € [m] y algin
Y € B(H, C;) tales que V es una componente irreducible de Y”. En conclusién, tenemos que:

2B3,0) < | 72,0,

i=1

Finalmente, usando la Identidad (4.1.23), concluimos:

deg.(B(MH,C) = Y deg(V)<
VED(B(H,C))

Z deg(V) | <

1 \Ve2(8B(H,C:))

L.

(3

deg(C;) (1 + deg(W))dim(Ci) <

NE

S deglci(c) (1 —+ deg(W))dim(C) )

«
I
—

Como deg(W) = grad(H), obtenemos el Ttem 7).

Para el Item ii1), nétese que cada punto x de un subconjunto finito H-definible X es irreducible y, por lo tanto,
pertenece a Z(%(H,C)). Por consiguiente, aplicando el Item 4i) del enunciado, obtenemos que el nimero de
tales puntos satisface:

£(X) = deg(X) < deg, (B(H,C)) < deg(C) (1 + grad(H))™,

y se verifica el Item i) del teorema.

Finalmente, para el Item 1v), basta observar que Z(H, C) define una particién de C de modo que cada conjunto
constructible en Z(H, C) se puede escribir como unién finita de algunos elementos de Z(H, C). Por lo tanto,
aplicando el Item i) del enunciado, obtenemos:

§(B(H, C)) < 2HZ L)) < gderes(O)(1-+arad (1))

y se completa la demostracién del teorema. g
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4.2. Teoria de Vapnik-Chervonenkis sobre cuerpos algebraicamente cerrados

En Teorfa del Aprendizaje Computacional, la funcion de crecimiento (ver Definicién 12) se utiliza para acotar el
nimero de subconjuntos finitos que pueden ser descritos por un nimero finito de restricciones de clasificadores
binarios. El ingrediente clave en estas cotas es el exponente que aparece en ellas, al que se suele denominar
dimension (por ejemplo, en el Lema 1.3.1, la cantidad que aparece en el exponente de la cota superior es
la dimensién de Vapnik-Chervonenkis). Los distintos contextos (casos binario, multiclase o continuo) de la
Teoria del Aprendizaje Computacional generan diferentes nociones de dimensién. El objetivo de la funcién de
crecimiento empleada en la Teoria del Aprendizaje Computacional es proporcionar una cota para la longitud
minima del conjunto de datos necesario en un problema de aprendizaje, de forma que se garantice una alta
probabilidad de éxito (o una baja probabilidad de error) para cualquier algoritmo de aprendizaje que trabaje
con muestras aleatorias.

Las cotas superiores de [He, 83] y nuestras generalizaciones en la Proposicién 4.1.10 y el Teorema 4.1.11
proporcionan una especie de funcidn de crecimiento para acotar §(Z°(H,C)) superiormente. En este caso, el
exponente que aparece en dichas cotas es la dimensién de Krull. Este enfoque es parecido al descrito en la
Subseccién 1.3 en el contexto de la Teoria del Aprendizaje Computacional aunque con un propésito distinto. El
objetivo de esta seccion es hacer explicito lo que aparentemente es similar en ambos enfoques y mostrar algunas
consecuencias.

4.2.1. Dimensiéon VC y clasificadores constructibles. Una gran cantidad de investigaciones en la

literatura matemdtica han estudiado la dimensién de Vapnik-Chervonenkis de clasificadores definidos por con-
juntos semi-algebraicos (cf. [GJ, 95], [CKKLW,95], [KM, 97], [MPC, 08], [MP, 09] y sus referencias). La
mayor parte de estas investigaciones se basan en las cotas superiores para el nimero de componentes conexas de
conjuntos semi-algebraicos obtenidas por J. Milnor ([Mi, 64]), R. Thom ([Th, 65]), O. Oleinik e I. Petrovski
([0], 51], [OP, 62]) o H. E . Warren ([Wa, 68]). En nuestro contexto, estas cotas superiores topoldgicas solo
son aplicables al estudio de la dimensién de Vapnik-Chervonenkis de clasificadores de A™(K), donde K es un
cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero. Esto es, no pueden aplicarse en el caso de caracteristica
positiva.
Completamos este vacio considerando familias de clasificadores binarios definidas por clases parametrizadas de
conjuntos constructibles. Ademds, abordamos el caso en el que el conjunto de los pardmetros también es un
conjunto constructible. La idea de parametro hace referencia a la existencia de alguna “funcién” ¢ que parte
de una clase de pardmetros A y para cada A € A asocia un conjunto constructible p(A\) C A"(K). Esto lleva,
de manera natural, a pensar en una variedad de incidencia V (), asociada al “grafo” de la parametrizacién, de
tal modo que V(p) C A x A"(K), donde para cada A € A, los elementos de la forma ({A} x A™(K)) NV (y)
identifican a los elementos del conjunto constructible p(\). Hemos escogido esta interpretacién por ser mds
general y ajustarse a la idea de parametrizacién. Por ello, procedemos del siguiente modo para definir familias
de conjuntos constructibles parametrizadas por otro constructible:

Consideramos N,n € N dos enteros positivos y V C AY(K) x A"(K) un conjunto constructible. Por ejemplo,
V puede ser el grafo de una aplicacién constructible. También consideramos un subconjunto constructible A C
AN (K), denominado “el conjunto constructible formado por los pardmetros de nuestra familia de clasificadores”.
Ademas, consideramos las dos proyecciones canénicas restringidas a V:

;
V() A (K)

Con estas notaciones, definimos la siguiente clase de conjuntos constructibles:
E(V,A) := {m(r7 ({a})) : a €A}

Definimos también grad(V) = grad({V'}) como el Erzeugungsgrad de la clase formada tinicamente por V. Final-
mente, definimos la clase de clasificadores dada por las funciones caracteristicas definidas por los subconjuntos

en G (V,A):

A

HV,A) = {XU L Ue ‘5(V,A)}.

Al igual que en la Subseccién 1.3, para cada subconjunto finito X C A"(K), definimos la clase de restricciones
a X de los clasificadores en J#(V, A) como sigue:

%(V,A)|X = {x|X : x e H(V,N)}.

Entonces, se verifica el siguiente resultado:
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TEOREMA 4.2.1 (Cota superior de la funcién de crecimiento). Con las mismas notaciones e hipdtesis
que antes, se cumple la siguiente desigualdad:

$(A (V)] ) < degiei(A) (1 + §(X) grad(V)) 1.
Ademds, tenemos que:

G(A (V. A),m) < degi (M) (1 + mgrad(V)) =)
DEMOSTRACION. Denotemos por I1; y I, respectivamente a las proyecciones canénicas de AN (K) x A" (K)
sobre AN (K) y A™(K). Obviamente, tenemos que:
m = Hl‘V y mo = H2|V'

Supongamos, como se indica en la Observacion 4.1.7, que W = {W7, ..., W} es una familia finita de variedades
algebraicas irreducibles W; C AN (K) x A"(K) tales que V € Z(W) y se cumple la siguiente igualdad:

(4.2.1) grad(V) = deg(W) = Zdeg(Wj).

Supongamos también que X = {zy,...,2,,} € A"(K) con m = §(X). Para cada i € [m], sea L; C AN(K) x
A™(K) la variedad afin lineal dada por la siguiente identidad:
L= 15" (fa}) = AV (K) x {:}.

A continuacién, consideramos las secciones de V' con L; y, luego, proyectamos mediante I1;. Es decir, definimos:

e Los subconjuntos constructibles:

Vi:=1 (VN L) = m(ry ' ({2:})) € AN(K).
e Las proyecciones:
Wj’i =114 (Wj n Lz) - AN(K>,
donde j € [s] y i € [m].

Ademids, tenemos que se verifican las siguientes igualdades:

e VNL;=V; x{x;}, para cada i € [m].

e W,NL;=W,;,; x{z;}, para cada j € [s], i € [m].
En particular, tenemos que, como W; N L; es una variedad algebraica, W;; es también una variedad algebraica
de la misma dimensién: W; N L; y W;; son birregularmente isomorfas. Ademas, dado que el isomorfismo

birregular entre W; y W;; es lineal (la proyeccién II; restringida a W; N L;) y su inversa es también lineal,
concluimos inmediatamente, a partir de la Desigualdad de Bézout, que:

(4.2.2) deg(W;;) = deg(W; N L;) < deg(W;).

Finalmente, nétese que, como V € #(W), la familia finita de conjuntos constructibles:

¥V ={Vi,...., Vi, } T BW),
donde W es la familia finita de variedades algebraicas dadas por la siguiente identidad:
W= {W;, : jels], iem}
En particular, concluimos:
(4.2.3) grad(7) < deg(W) <> deg(W;.,).

i=1 j=1
Combinando las Desigualdades (4.2.2) y (4.2.3) y la Identidad (4.2.1), obtenemos:

(4.2.4) grad(?) < Z Z deg(W;) = mgrad(V).
i=1 j=1

Por otro lado, vamos a demostrar que se verifica la siguiente igualdad:
(4.2.5) LAV N)]y) =8(Z(V,0),

donde Z(¥,A) es el conjunto de ¥-celdas no vacias en A. Para probar la Identidad (4.2.5), consideremos
S C [m] y la celda:

Ag=AN <ﬂvi> n{ ) (ANE)\V;) | CA.

i€s jgs
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Si Ag es una ¥ -celda no vacia, sea a € Ag cualquier punto. Entonces, consideramos:
V(a) =m(m; ' ({a}) € €(V, M),

y su funcién caracteristica x := x Por lo tanto, tenemos que:

V(a)'
X|X($k) =1siysolosikels,

Y x|y € (VN
a € A tal que U = ma (7 ' ({a})). Consideramos S = {i € [m] : x(z;) = 1} y:

Reciprocamente, sea y € 5 (V, A)|X y U € €(V,A) tal que x = X, |- Entonces, existe
X

AszAﬂ(ﬂ%)ﬂ () (ANE)\V;) | A

i€s jgs

Claramente, a € Ag y, por consiguiente, Ag es una ¥ -celda no vacia en A. Por lo tanto, hemos obtenido una
biyeccién entre las funciones en J#(V, A)|,, v las celdas no vacias en Z(¥,A), lo que demuestra la Identidad
(4.2.5).

Finalmente, concluimos a partir de la Identidad (4.2.5), el Teorema 4.1.11 y la Desigualdad (4.2.4) la siguiente
cadena de igualdades y desigualdades:

) x

sV, A)|X) =4 (Z(V,A)) < deg;(A) (1 + grad(¥))Hm® <

< degi (A) (1 +m grad (V)™
Para la cota sobre la funcién de crecimiento, basta con observar que:

G(A(V,A),m) =sup{§ (A (V.A)] ) + X CA™K), §(X) =m} <

< deg;;(A)(1 + mgrad(V)) ™),

a
Nuestra conclusién principal a partir de estas discusiones técnicas es que la dimensién VC de una familia
de clasificadores estd linealmente acotada, salvo por unas cantidades logaritmicas basadas en la Teoria de la
Interseccién, por la dimensién de Krull del espacio de parametros. En concreto, tenemos que:

COROLARIO 4.2.2. Con las mismas notaciones e hipdtesis precedentes, se verifica la siguiente desigualdad:

S _ log, (degy; (A))
logy(s) + k logy(s) + k

donde s = dimy (A (V,A)) y & =1+ logy(grad(V)).

< dim(A),

4.2.2. Dimension VC de abiertos distinguidos definidos por una clase de polinomios. Dado un
polinomio f € K[Xy,...,X,], lamamos abierto distinguido definido por f al siguiente abierto Zariski:

D(f) :=={x € A"(K) : f(z) # 0} = A"(K) \ Va(f).

Consideramos el conjunto constructible V' C AV (K) x A"(K) (el complementario de la variedad solucién en
[SS, 93]), donde N := Ny, dado por la siguiente igualdad:

V= {(f.2) € AN(K) x AM(K) : f(z) # 0}.

Tenemos las dos proyecciones canénicas m : V. — PE(Xy,...,X,) y ma : V — A"(K). Sea Q C AM(K)
un conjunto constructible que define una familia de polinomios a través de sus coeficientes. Notese que V' es el
complementario de una hipersuperficie algebraica de grado d + 1. Por lo tanto, grad(V) = d + 1.

Ademds, €2 define una familia de abiertos distinguidos de A™(K):
Ca(V,Q) = {ma(n7 ({a})) : a € Q}.

Definimos ahora la familia de clasificadores dada por las funciones caracteristicas de los abiertos distinguidos
de A™(K) definidos por una ecuacién f € §2 de la siguiente manera:

AoV, Q) = {xp, ) = fEQ)
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TEOREMA 4.2.3. Con las notaciones e hipdtesis previas, para todo conjunto finito X C A™(K), se verifica la
stguiente desigualdad:

8 (Aa(V, Q)] ) < degia(@)(1+§(X)(d + 1),
En particular, si §(X) = dimy ¢ (54(V,Q)) = s, tenemos que:

S 10g2(deg1 (Q)) .
. ci < dim(Q).
logy(5) + 2 + logy(d)  logy(s) + 2 + logy(d) — im(£2)

Ademds,
G(A(V,Q),m) < deg;(Q)(1 + m(d + 1))

DEMOSTRACION. Se trata de una aplicacién inmediata del Teorema 4.2.1 de la subseccién anterior. Basta
observar que la clase W := {AN*"(K)\ V} es una familia finita de variedades algebraicas tal que V € Z(W)
y deg(ANFTM(K)\ V) =d + 1. O

4.2.3. Variedades evasivas. En esta subseccién estudiaremos las variedades evasivas. Basicamente, una
variedad evasiva es una variedad algebraica que verifica “ciertas propiedades” respecto a su interseccién con
variedades algebraicas definidas por polinomios que pertenecen a un conjunto constructible. En la literatura
matematica podemos encontrar varias nociones de “variedades evasivas” distintas y con propésitos diferentes
pero que guardan cierta relacién entre si (ver, por ejemplo, las definiciones de [DKL, 14] y [Guo, 21)).

Hemos estructurado esta subseccion de la siguiente manera. En primer lugar, mejoramos el resultado principal de
[DKL, 14] usando la Proposicién 2.3 de [HS, 82]. A continuacién, presentamos nuestra definicién de “variedad
evasiva” y, bajo ciertas hipétesis, demostramos su existencia. Por ultimo, partiendo del Corolario 3.2.5 y usando
técnicas de conjuntos cuestores, probamos la existencia de “variedades evasivas para la dimensién”.

En la Subseccion 4.2.4 demostraremos que, bajo ciertas condiciones, los conjuntos cuestores estan densamente
distirbuidos en variedades evasivas de dimensién positiva para cualquier distribucién de probabilidad razonable
(cf. Teorema 4.2.9).

4.2.3.1. Mejora del Teorema 2.2 de [DKL, 14]. En [DKL, 14|, una “variety evasive set” es un conjunto
U C A"(K) tal que, para toda variedad algebraica V' C A™(K) de grado y dimensién dados, U NV es una
variedad cero-dimensional (i.e. un conjunto finito) con una cota superior en la cardinalidad de la interseccién
#(UNV). Su resultado principal es una familia de ecuaciones (esencialmente un Sistema de Pham) cuyos ceros

definen un conjunto algebraico U C A™(F,) con “buenas propiedades”, donde F, es un cuerpo finito y F, es la
clausura algebraica de IF,.

Aplicando simplemente la Proposicién 2.3 de [HS, 82] (o nuestra generalizacién en el Teorema 2.2.2), se puede
mejorar la cota superior para $(U NV') en el Teorema 2.2 de [DKL, 14] de la siguiente forma:

PROPOSICION 4.2.4 (Mejora de las cotas superiores del Teorema 2.2 de [DKL, 14]). Sean k,D > 1

enteros positivos y sea m > k un entero positivo tal que m | n. Sean dy > do > --- > d,, > D enleros
positivos primos entre si. Sea A = (a;;) € Mixm(Fq) una matriz k—regular. Definimos los polinomios
fi,o o fw €Fy[Xa, ..., Xy de la siguiente manera:

fi(Xh e ,Xm) = Z(]JLJ‘X;}]‘.
j=1

Sea U :=V(f1,..., fx) € A™(F,) la variedad algebraica de sus ceros comunes. Finalmente, sea U™ C A™(F,)
la variedad dada como el producto cartesiano de U consigo mismo n/m wveces. Entonces, para toda variedad
algebraica afin V-C A" (E) de grado D y dimension k, la interseccion VOU™™ es una variedad cero-dimensional
(i.e. un conjunto finito). Ademds, su cardinalidad verifica:

(4.2.6) 4V U™ < deg(V)-d¥ =D - db.

DEMOSTRACION. La construccién de U se debe a [DKL, 14]. A continuacién, demostramos la cota supe-
rior para la cardinalidad de la interseccién.

En primer lugar, notese que U es la interseccién de m hipersuperficies de grado a lo sumo d;. Por lo tanto,
U™/™ es la interseccién de n/m - k hipersuperficies, cada una de ellas de grado a lo sumo d;. Para probar esto,
definimos para cada ¢, 1 < ¢ < k, y para cada j, 1 < j < n/m, los polinomios f;; € Fy[X1,...,X,] de la
siguiente forma:

f@j = fi(Xm(j—l)-i-lv - ,ij) c Fq[Xl, - ,Xn].
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Entonces, tenemos que:

k n/m
o = (Y () Vin (fi)-
i=1 j=1
De lo anterior, se deduce que:
k n/m
BV NU™™) = deg(V U™ =deg (VN [ () [ Vingy (i)
i=1 j=1

Por consiguiente, aplicando la a Proposicién 2.3 de [HS, 82], obtenemos:
dim (V)
HV AU = deg(V) (max{deg(Vy ) (fig)) - 1<i<k1<j<n/m}) .
Finalmente, concluimos:
n/m dim(V) _ k
4V U™ < deg(V) - di™Y) = D - df,

como queriamos demostrar. O

OBSERVACION 4.2.5. Nuestra cota superior en la Desigualdad (4.2.6) mejora considerablemente la cota superior
de [DKL, 14]. Como puede observar el lector, usando las notaciones precedentes, la cota superior principal

presentada en [DKL, 14] es:
k
k
Dk+1 <H dl) )
i=1

la cual es mucho mds débil que la que mostramos en la Desigualdad (4.2.6) anterior.

4.2.3.2. Variedades evasivas para un conjunto constructible de listas de polinomios. En nuestro caso, defi-
nimos las variedades evasivas como aquellas que no estdn completamente inmersas en las variedades definidas
por una familia de polinomios en un conjunto constructible 2 C :@(Ifl).
DEFINICION 26. Sea (d) := (di,...,d,) una lista de grados con r < n —1. Sea Q C Bz(fg)(Xl,...,Xn) un
congunto constructible de listas de polinomios (ver Subseccion 3.1.1 para esta notacién) y ¥ C Q un subconjunto
constructible de co-dimension al menos 1 en . Supongamos que para toda lista f := (f1,...,fr) € Q\ X, la
variedad Vo (f) :== Va(f1,..., fr) tiene dimension n —r. Una subvariedad equidimensional V- C A™(K) recibe el
nombre de evasiva para intersecciones completas en ) con respecto a X si se verifica la siguiente propiedad:

VieQ, f|,=0=>fex.
A continuacién, demostramos que este tipo de variedades evasivas existen:

PROPOSICION 4.2.6. Sea (d) := (di,...,d,) una lista de grados conr < n—1y Q C 9{5)()(1, oo, Xp) un
conjunto constructible de listas de polinomios. Sea ¥ C § un conjunto constructible de co-dimension al menos
1 tal que para todo f := (f1,...,fr) € Q\ X, la variedad Vi (f) := Va(f1,..., fr) tiene dimensién n — r. Sea
m € N un entero positivo tal que 1 <m < n —r. Sea A € N un entero positivo tal que A" > P4 = [T, di,
donde gy es el nmimero de Bézout de la lista de grados (d). Si'V C A™(K) es una variedad equidimensional
de dimension m que satisface las siguientes propiedades:

i) V estd dada como la variedad solucion de un conjunto de polinomios de grado a lo sumo A y,
it) deg(V) = A" ™ donde deg(V) es el grado de V como en la Seccion 1.2,

entonces, V' es evasiva para intersecciones completas en € con respecto a X.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe una lista de polinomios g1, ...,gs € K[X1,...,X,] de grado a lo
sumo A, tal que la variedad algebraica de sus ceros comunes V := Vi (g1,...,¢gs) es equidimensional de grado
An—ﬂ’l,.

Para cada f := (f1,..., fr) € Q\ X, denotamos por Vi (f) a la variedad algebraica Va(f) := Va(f1,..., fr), la
cual tiene dimensién n — r. Como deg(f;) < d;, para cada i, 1 < i < r, tenemos que:

deg (Va(fr, -, £) < [[ des(f) < [ di = Zta).
=1 =1

Consideramos ahora el K-espacio vectorial de matrices ., (n41)(K). Para cada matriz A € ., n41)(K),
tenemos la siguiente funcién afin:

A: A"MK) — A™(K)
T — (Al(x)a”'vAm(m))’
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donde cada A;(z) := a;1 X1 + -+ + @i n Xy + @i ny1 es una funcién afin lineal (i.e. un polinomio de grado 1).
Para cada f € Q\ ¥ y para cada A € .4y, (n+1)(K), denotamos por Wa(f) a la siguiente interseccion:

WA(f) = VA(f) N VA(Al, C 7Am).

Como 1 <m < n—r = dim(Va(f)), por el Lema de Normalizacién de Noether, existe un abierto Zariski no
vacio Uy C My, (nt1)(K) de matrices A tal que se cumple la siguiente igualdad de dimensiones:

(4.2.7) dim (Wa(f)) = dim (Vao(f) N (Va(41,...,Ap))) =dim(Va(f)) —m=n—r —m.
El conjunto abierto Uy es el conjunto definido por submatrices de m filas de cualquier normalizacién de Noether
genérica de Vi (f).

Por otro lado, como V es pura (i.e. todas sus componentes irreducibles tienen la misma dimensién), por la
Proposicién 1.2.2, existe también un abierto Zariski no vacio Uy C .4y, x (n+1)(K) de matrices tal que, si A € Uy,
entonces VN Vy(A1,...,A,) es un conjunto finito y se verifica la siguiente igualdad:

(4.2.8) deg (VN Vi(Ar, ..., Am)) = 4(V N V(AL ..., Ap)) = deg(V) = A"™,

Como My, x (n+1)(I) es irreducible, cualquier abierto no vacio es denso Zariski y, entonces, la interseccién de
dos abiertos no vacios es no vacia. Por lo tanto, para cada matriz A € U := Uy N Uy # 0, también se cumple lo
siguiente:

(4.2.9) deg(Wa(f)) = deg(Va(f) N Va(A1 N...N Ap)) < deg(Va(f)) < Z(a)-
Por consiguiente, aplicando la Proposicién 2.3 de [HS, 82], obtenemos:

deg (Wa(f)NV) =deg (Wal(f) N Val(g1,...,9s) <
< deg(Wa(f)) (max{deg(g;) : 1 <i < sp)tmWaU)

A partir de la Igualdad (4.2.7) y la Desigualdad (4.2.9), obtenemos:
deg (Wa(f)NV) < Dq) (max{deg(g;) : 1 <i<sh)" " < GgA"™ 7.
Como A" > P4y = [[;_, d;, de la Igualdad (4.2.8) concluimos:

A" = deg (V N Vi(Ay, ..., Ap)) = ATA7 5 g AWM= >

> 8 ((VNVa(Ar, ..., An) NVA(S))).

En particular, debe existir un punto z € VN Vy(A1,..., Ay) que no estd en Vi(f). En otras palabras, debe
existir un punto = € V tal que f(z) # 0 € K. Por lo tanto, concluimos que V' es evasiva para intersecciones
completas en €2 con respecto a X. O

Un caso particular es el de las hipersuperficies, que puede definirse de la siguiente forma:
DEFINICION 27. Sea d € N un entero positivo. Sea Q C PX(Xy,...,X,) un conjunto constructible tal que

0 # {0}. Una subvariedad equidimensional V. C A™(K) recibe el nombre de evasiva para hipersuperficies en §
si se verifica la siguiente propiedad:

VieQ, f|,=0=f=0.

Tomando r = 1 en la Proposicion 4.2.6, concluimos facilmente que existen las variedades evasivas para hipersu-
perficies:

COROLARIO 4.2.7. Sea d € N un entero positivo y ) C PdK(Xl, ..., X)) un conjunto constructible. Sea m € N
un entero positivo tal que 1 <m <n—1. Sea A € N otro entero positivo tal que A > d. SiV C A"(K) es una
variedad equidimensional de dimension m que verifica las siguientes propiedades:

i) V estd dada como la variedad solucion de un conjunto de polinomios de grado a lo sumo A vy,
i) deg(V) = An—™,

entonces, V' es evasiva para hipersuperficies en Q.
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4.2.3.3. Variedades evasivas para la dimension. El Corolario 3.2.5 nos proporciona condiciones suficientes
para que existan variedades de interseccién completa que sean “evasivas para la dimensién” (en [Guo, 21]
aparece otra variante que también tiene que ver con la dimensién) respecto a cualquier sistema de ecuaciones
de un conjunto constructible dado. Dada una lista de grados (d) := (d1,...,dn) y un conjunto constructible
Qc P (4), decimos que una variedad V' C A™(K) es evasiva para la dimensién respecto a Q si se verifica lo
siguiente:

V= (f1, . fm) €Q dim(V\Va(fi,..., fm)) = dim(V).

En el caso de que V sea equidimensional, la propiedad anterior significa simplemente que para cualquier sistema
f e ﬁ, existe alguna componente irreducible de V' que no estd completamente inmersa en Vi(f1,..., fm) 0,
equivalentemente, que siempre existe una componente irreducible que “evade” cualquier variedad definida por
ecuaciones de Q.

COROLARIO 4.2.8 (Variedades evasivas para la dimensién). Sean m,n € N dos enteros positivos, con
m < n, y sean (d) := (dy,...,dn) una lista de grados y d := max{dy,...,dn}. Sean ¥ C Q dos subconjuntos
constructibles de P(qy(X1,...,Xy) tales que ¥ tiene co-dimension al menos 1 en Q. Supongamos que 2\ ¥
satisface la siguiente propiedad:

Vi=(f1, s fm) € Q\Z, dim(Va(f1,..., fm)) =n—m.

Sea V. C A™(K) cualquier variedad de interseccion completa tal que V := Vi(hq,...,
dimension r > (n—m)+m/2+1/2 y deg(V) > 6", donde § := min{deg(hq),...,deg(h,)
verifican las siguientes propiedades:

i) log(d) > max{2(1 + log(d + 1)), %%53(9))} v,

ii) max{deg(hi1),...,deg(h,)} < (1+ ﬁ)é

Entonces, V evade a Q\ ¥ respecto a la dimensidn.

h.) € A™(K) de co—
}. Supongamos que se

DEMOSTRACION. Supongamos que V no evade a Q\ . Entonces, existe algtin f := (f1,..., fm) € Q\ X
tal que:
(4.2.10) dim(V\ Va(fi,..., fm)) < dim(V).

Como V es de interseccién completa, todas sus componentes irreducibles tienen la misma dimension n — r.
Por lo tanto, la Desigualdad (4.2.10) implica que todas las componentes irreducibles de V estdn incluidas en

Valfis- oy fm)-

Por la misma razén, existe un subconjunto abierto no vacio G1(V) C G(n,n — r), con respecto a la topologia
final inducida por la aplicacién suprayectiva ¢ introducida en la Ecuacién (1.2.2), tal que para todo A € G1(V)
y para cada componente irreducible W de V', tenemos que:

f(W N A) =deg(W).

Sea G(V) C G(n,n —r) el subconjunto abierto no vacio descrito en el Corolario 3.2.5. Entonces, G1(V)NG(V)
es también un subconjunto abierto respecto a su topologia Zariski final. Finalmente, para cualquier entero
positivo L € N, tal que L > 6dim(Q2), y cualquier A € G1(V) N G(V), tenemos que se verifican las siguientes
propiedades:

e Para cada Q € (ANV)%, Q no es un conjunto cuestor para 2 con respecto a . Esto se debe a que f
es idénticamente nula en Q. En particular, con las mismas notaciones que antes, obtenemos:

8 (R(Q,%,V,L)n A") =0.

e Por Corolario 3.2.5, dado que todas sus hipdtesis se cumplen, también tenemos que:

#(R(,%,V,L)N AL) 1
=21- . > 0.
deg(V)L - degy; (Q)edim(@)+(m—1)L
Hemos llegado a una contradiccién y, por lo tanto, no existe f € Q\ X. 0

En el caso ¥ = {0}, la nocién anterior coincide con la de variedades evasivas para hipersuperficies (ver Definicién
27).
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4.2.4. Los conjuntos cuestores estan densamente distribuidos en variedades evasivas de di-
mensién positiva. En esta seccién, demostraremos que los conjuntos cuestores estdn densamente distribuidos
en cualquier variedad evasiva irreducible de dimensién positiva con respecto a cualquier distribucion de probabi-
lidad con “buen comportamiento”. Esto repara las imprecisiones sobre distribuciones de probabilidad discutidas
en la Seccién 3.2. A partir de ahora, podemos hablar de distribuciones de probabilidad con toda naturalidad,
siempre que consideremos variedades evasivas irreducibles.

TEOREMA 4.2.9. Sea 2 C Pf(Xl, ..., Xp) un conjunto constructible de polinomios de grado a lo sumo d. Sea
V C A™(K) una variedad algebraica irreducible de dimensidn positiva que es evasiva para hipersuperficies en
Q. Sea # C 2V una o—dlgebra que contiene a los subconjuntos de Borel de V' con respecto a la topologia de
Zariski. Sea p: B — [0,1] una distribucion de probabilidad sobre B que verifica la siguiente propiedad: para
cada cerrado Zariski A C V, si dim(A) < dim(V), entonces u(A) = 0. Sea L € N un entero positivo, B>
la o—dlgebra en el producto V' inducida por (V, %) y u®L la distribucién de probabilidad definida sobre B
por u: B — [0,1]. Sea R(Q,V, L) la clase de todas las listas Q € VL que son conjuntos cuestores para Q con
respecto a {0}. Supongamos que se satisface la siguiente desigualdad:

1 + log(deg;;(2)) L
4.2.11 411 = log(L 1
(42.11) 0 ( T dim)  TosEdF D)) < i)
donde log denota al logaritmo neperiano. Entonces, se verifica la siguiente desigualdad:

1

Prob,cyr [ € R(Q,V,L)] > 1 — dogy (Q)etm(@)”

DEMOSTRACION. El cldsico Teorema de Vapnik-Chervonenkis (ver Teorema 1.3.2) puede interpretarse como
una estimacién para métodos de Montecarlo en una variedad V dotada con cualquier distribucién de probabi-
lidad. Esta interpretacién implica el siguiente resultado para el método de Montecarlo asociado a una familia
Z de funciones caracteristicas definidas en V. Para cada punto z € V¥, denotamos por z; € V a la i-ésima
componente de x := (331, ...,xr). Entonces, tenemos que:

1 L
P )= [ et

donde € > 0 es un nimero real positivo y G(%,m) es la funcién de crecimiento asociada a la clase .#. Con las
notaciones anteriores, supongamos que .% := J;(V’,Q), donde:

V' = {(f,2) € AN(K) x A"(K) : f(x) # 0}

y que V es una variedad irreducible evasiva para hipersuperficies en . Por lo tanto, dado f € Q\ {0}, tenemos
que f no se anula idénticamente en V (ya que V es evasiva) y, por lo tanto, V4 (f) NV C V es una subvariedad
propia de dimensiéon menor. Debido a nuestras hipdtesis sobre la distribucién de probabilidad p en V', tenemos
que para todo f € Q\ {0}, u(Va(f) NV)) = 0. Por consiguiente, concluimos:

vrea\ (o}, [ Kol duz) =1

En el Teorema 4.2.3 anterior, hemos obtenido la siguiente cota superior para la funcién de crecimiento de la
clase F:

Le2
32
’

(4.2.12) Prob,cyt lsupfeg >¢e| <4G(F,L)e”

G(F, L) < deg;(Q)(1 + L(d + 1))dim),
Por lo tanto, la Ecuacién 4.2.12 se convierte en:
L

1
EZXD(JC)(%) - B(f)

i=1

Le?

> 51 < 4degy; () (1 + L(d + 1))@= %

(4.2.13) Prob,cy: [supfeg

donde:
1, si f#£0
B(f) = { 0, en otro caso.

Si f es la funcién nula, i.e. f = 0, obviamente obtenemos:

1L
EZXO(%‘) - B(f)|=0.

Por lo tanto, también tenemos que:

Le2

>e| <4deg;(Q)(1+ L(d+ 1)) e %7,

L
1
(4.2.14) Prob,cyr [supfeg,\{o} I Zl Xp(s) () —1
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Para tener el mismo nivel de probabilidad de error que en el caso cero-dimensional (ver Corolario 3.2.6 con
m = 1), supongamos que:

2 _ 32

e” = - (log(4) + 2log(degy;(€2)) + dim(Q)(1 + log(1 + L(d + 1)))) -

Nétese que:

4log(2) <2,

I =
lo que significa que ¢ satisface las hip6tesis del Teorema 1.3.2. Ademas, tenemos que:
2 < 64 dim(2) <1 n 1+ log(deg;;(€2))

+log(L(d + 1))> <1

- L dim(92)
y, entonces se verifica ¢ < 1. De lo anterior, se deduce la siguiente igualdad:
: e2 1
(4.2.15) 4degy;(Q)(1 + L(d + 1))@

" degy; (Q)edm(®”
Entonces, obtenemos:

_ . i
Prob,cye [z & R(Q,V,L)] = Prob,cyr |supsea\ (o} |+ ZXD(f) (x;)—1|=1

Por lo tanto, también se cumple que:

L
1
Probyeye [z & R(Q,V, L)] < Probyeve |supses\(oy |7 > xpp(@) — 1| > €]
i=1

Aplicando la Identidad (4.2.15), obtenemos:
1
Prob,eye [z & R(Q,V,L)] < W-

Finalmente, concluimos:
1

ProbzevL [:L‘ S R(Q,VY,L)] Z 1-— W



100



CAPITULO 5

Redes Neuronales con funciéon de activacion racional y conjuntos
constructibles de parametros

Indice
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5.4. Propiedades del conjunto constructible W(.4",A) en el caso de funciones de
activacion polinémicas 106

5.5. Redes neuronales con funcién de activacién racional que evaliian funciones
racionales 108

La nocién de red neuronal es omnipresente en el Aprendizaje Computacional actual. En numerosos trabajos
dentro de este campo, los clasificadores y las funciones a aprender se representan mediante redes neuronales.
Sin embargo, resulta dificil encontrar en la literatura una definicién matematica precisa del concepto de red
neuronal. Esto se debe a que los investigadores suelen emplear nociones de red neuronal adaptadas a los
contextos especificos de sus estudios. Por esta razén, hemos optado por introducir una nocién matematica
general de red neuronal, aunque solo buscamos un estudio sistematico de un tipo particular dependiente del uso
de funciones de activacion definidas por funciones polinomiales o racionales.

Comenzamos el capitulo describiendo la sintaxis de las redes neuronales. Formalmente, una red neuronal es un
grafo dotado de ciertas estructuras subyacentes sobre las que se evalian funciones pertenecientes a una clase
7. Desde el punto de vista seméantico, estas funciones, conocidas habitualmente como funciones de activacion,
operan sobre combinaciones lineales del conjunto (o abanico) de entrada de cada nodo. La eleccién de las
funciones de activacién desempefia un papel crucial en la determinacion del conjunto de funciones que la red
neuronal es capaz de evaluar.

Una vez establecida la sintaxis abstracta en la Seccién 5.1, pasamos a describir la seméntica de una red neuronal
en la Seccién 5.2. Fijada una sintaxis y una clase de funciones de activacién 7, podemos instanciar los
pardametros de la red neuronal. En particular, si .4” es una red neuronal y A una clase de pardmetros admisibles,
denotamos por W(A4",A) a la clase de todas las funciones que .4 puede evaluar utilizando pardmetros en A.
Gran parte de la literatura en Teoria del Aprendizaje Computacional se centra en el estudio del aprendizaje de
la clase W(A4",A) y en su capacidad para aproximar funciones que se desea aprender.

Posteriormente, en la Subseccién 5.3, presentamos varios ejemplos de redes neuronales habituales en la literatura
cientifica. En particular, hemos incluido el Ejemplo 5.3.2, que se centra en las redes neuronales con funcién de
activacion ¢(t) = t2. Cabe destacar que este tipo de redes neuronales coincide con lo que los autores clésicos de
la Teorfa de la Complejidad Algebraica denominaban straight-line programs (ver [Os, 54|, [Mo, 55], [He, 89],
[St, 73] y otras referencias cldsicas). Por lo tanto, no se trata de un concepto nuevo. Un estudio exhaustivo
de las redes neuronales con funcién de activacién op(t) = t* puede encontrarse en la Seccién 3 de [KP, 96].
Estos autores no se referian a tales estructuras como redes neuronales, sino como esquemas de evaluacion. Su
trabajo presenta una coleccién de resultados que explican en detalle diversas estrategias para trabajar con estos
esquemas de evaluacién (o, equivalentemente, redes neuronales con funcién de activacién ¢(t) = t?), utilizando
una sintaxis que tiene en cuenta no solo el tamano del grafo subyacente, sino también su profundidad, entendida
como una medida de la interaccién entre las distintas capas de la red.

A simple vista, todo el trabajo de este capitulo puede parecer puramente abstracto. Sin embargo, las redes
neuronales estdn involucradas en la préactica totalidad de los problemas de la Geometria Algebraica Com-
putacional (llamada, desde el siglo XIX, Teorfa de la Eliminacién). En [GH, 91] y [KP, 96] se demuestra
que todos los polinomios de eliminacion pueden representarse con una red neuronal con funcion de activacion
©(t) = t2, de tamanio “admisible” y baja profundidad. En concreto, si definimos un polinomio de eliminacién
como un polinomio x4 € K[U,...,Uy,] que surge de la proyeccién de una interseccién V (fi,..., fs,g), donde
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fi,.. o fssg € [Xn,...,X,,Ur,...,Uy] son polinomios de grado a lo sumo d, entonces x, puede representarse
mediante una red neuronal de talla d°+™) y profundidad O(n +m(logy(d))), utilizando ¢(t) = > como tnica
funcién de activacién y usando tnicamente los pardmetros necesarios para codificar {f1,..., fs,g}. Mejoras de
los resultados presentados en [GH, 91] y [KP, 96] pueden encontrarse en la serie de articulos del algoritmo
TERA: [Pa, 95], [GHMP, 95|, [GHMP, 97|, [GHHMMP, 97|, [GHMMP, 98] o [HMPS, 00]. Todos
estos estudios dependen en gran medida del hecho de que todos los polinomios que aparecen en Geometria Alge-
braica Computacional admiten representaciones razonables como esquemas de evaluacion (o, equivalentemente,
redes neuronales con funcién de activacion ¢(t) = t2).

En resumen, las redes neuronales estan intrinsicamente involucradas en la Teoria de la Eliminacién como codifica-
ciones de los polinomios de eliminacién. Esto establece una conexién “imprecisa” entre la Geometria Algebraica
Computacional y la Teoria Computacional del Aprendizaje, cuyas consecuencias son ain desconocidas.

5.1. Sintaxis de una Red Neuronal
Comenzamos fijando las notaciones para redes neuronales:

DEFINICION 28 (Red Neuronal). Sea K un cuerpo. Una red neuronal A sobre el cuerpo K, con variables de
entrada en {X1,...,X,}, es una terna N := (G, o, ®), donde:

i) G := (V, E) es una grafo dirigido aciclico, cuyos vértices (que representan nodos o neuronas) estin
dados por:

Vi={(i,j) : 0<i<l1<j< L}

Usamos € para denotar la profundidad de la red neuronal. En el parv := (i,7), la primera coordenada i,
0 <i </, se denomina profundidad del nodo (denotada por d(v)), mientras que la sequnda coordenada
Jj, 1 < j < L;, hace referencia a una enumeracion del conjunto % = {(i,5) : 1 < j < L;},
que contiene a todos los vértices de profundidad i, donde §(.%;) = L;. Ademds, supondremos que el
conjunto de aristas E verifica:

E C{(vi,1n) € V? : d(v1) < d(vo) — 1}.

En otras palabras, el abanico de entrada de los nodos de profundidad i > 1 estd formado por nodos de
profundidad a lo sumo i — 1 1. Denotamos por Fan — In(v) al abanico de entrada del nodo v € V en
el grafo G. El grafo tiene Ly nodos con abanico de salida vacio, los cuales reciben el nombre de nodos
o neuronas de salida. El conjunto de los nodos de salida se denota por O s, donde $(O_ ) = Ly.

it) o es una clase de funciones univariadas parcialmente definidas f : Dom(f) C K — K, y se
denomina clase de funciones de activacion.

ii1) El dltimo elemento de la terna, ®, es una asignacion de etiquetas a cada nodo del grafo de acuerdo
con las siguientes reglas. En primer lugar, existe un conjunto de variables, llamadas parametros de la
red neuronal (también conocidos como “pesos” de la red neuronal), asociado a cada arista de la red
neuronal. Los denotamos de la siguiente forma:

Py :={AY : veV, peFan—In(v)}.

Denotamos por (P ) a la clase de subconjuntos de este espacio de pardmetros. La asignacion ® es
una aplicacion:
OV — (o x 2(Py)) | {1 X0, X},

definida mediante la siguiente identidad:

(fy, {A&W . (i,§) € Fan — In(y)}) € x P(Py), si d(v) > 1
(5.1.1) ®(v) =19 1, siv=(0,0)
X; siv=(04),1<j<n

Es decir, esta aplicacion asocia a cada nodo v, con d(v) > 1, un par formado por una funcion de
activacion f, : Dom(f,) C K — K € &, denominada funcidn de activacién del nodo v, y la lista de
pardmetros asociada a su abanico de entrada Fan — In(v). Los nodos de profundidad 0 estdn asociados
a las variables en {X1,..., X} y a la constante 1.

IEsta restriccién elemental puede reemplazarse por la siguiente condicién: “el abanico de entrada de los nodos de profundidad
i estd formado tdnicamente por nodos de profundidad i — 1”. Hemos decidido que el abanico de entrada esté formado por nodos de
profundidad a lo sumo i — 1 en lugar de restringirlo a nodos de profundidad ¢ — 1 para simplificar las demostraciones. Sin embargo,
es evidente que ambas condiciones son equivalentes.
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El nimero de nodos que no son de entrada, L(A") = Zle Ly, se denomina talla de la red neuronal. Final-
mente, el mdzrimo de las cardinalidades de los abanicos de entrada de cualquier nodo de la red neuronal recibe
el nombre de requerimientos de espacio de la red neuronal:

S(A) := max{f (Fan — In(v)) : v € V}.

5.2. Semaéantica de una Red Neuronal: instanciacién de parametros

Sea A := (G, o/, ®) una red neuronal definida como en la seccién precedente. Consideramos, en primer lugar, el
K-espacio vectorial K™ [¢/] formado por todas las funciones parciales f : Dom(f) C A"(K) — K generadas
a partir de la funcién constante, las proyecciones (representadas por las variables {X,..., X, }) y las funciones
de activacion de &7, y que es estable por combinaciones lineales y composicién. Decimos que K. é*” [/] es la clase
de funciones parciales con variables de entrada {X1,..., X} potencialmente evaluables por una red neuronal

que emplea funciones de la clase &/ como funciones de activacion.
Una red neuronal A4 = (G, o, ®) es una representacién sintictica de una clase de funciones parciales W(.A4") C

Kq(,n) [«/] que pueden ser evaluadas por .4 mediante instanciacion de pardmetros. Este proceso seméntico se
define de la siguiente manera:

DEFINICION 29. Sea A = (G, o, ®) una red neuronal. Instanciar A consisten en fijar un vector de pardmetros:

a:=(a : veV, p€Fan—In(v)) € KV,

donde N es el niumero total de aristas en el grafo G. Una red neuronal A instanciada en a es una red neuronal
Ny = (G, o, D,), donde G y o son los mismos que en A y @, es una asignacion a cada nodo determinada
por @ y a de la siguiente manera:

(fu,(a? : p€Fan —1In(v)}) € o x K#Fan=In()), sid(v) >1
Q,(v) =14 1, siv=1(0,0) .
X siv=(0,4),1<j<n

DEFINICION 30. Dada una red neuronal N = (G,o/,®) con N aristas y nodos de entrada asociados a las
variables en {X1,...,X,}, una lista de pardmetros a := (a* : v € V, uy € Fan—1In(v)) € KV, y la
instanciacion AN,, podemos asociar a cada nodo v del grafo subyacente de A" una funcion instanciada ¥ (a,-) €

Kc()n) [<7] definida recursivamente en términos de la profundidad de la siguiente forma:

e Para los nodos de entrada, definimos las siguientes funciones para cada x := (x1,...,2,) € K™:
f(?)‘j())(g7x) = ]-7 fﬁ/(){/j)(gvx):xjv 1§]§n
e Para los nodos v de profundidad d(v) > 1, dado z := (x1,...,2,) € K™ en el dominio de definicién

de todas las funciones en la clase {f,(a,-) : p € Fan —In(v)}, definimos:

fVJV(QPT) =fu Z agf{(g7w) )

pe€Fan—In(v)
dado que:
>, af)(ax)eDom(f (@)= () Dom(f;"(a)).
pEFan—In(v) pEFan—In(v)

En ocasiones, también decimos que la red neuronal &, instanciada en a, es un “dispositivo” que representa
todas las funciones parciales asociadas a cada uno de sus nodos:

(£ (a,") : Dom(f;¥ (a,)) CA™(K) — K : veV}C K" |[o].

DEFINICION 31. Sea A una red neuronal como en la definicion anterior y sea m := (O_y ) = L, el nimero de
nodos de salida de la red neuronal A . Sea a una instanciacion de los pardmetros. Decimos que AN, evalida la
funcion parcial:

- T — (fj‘/(g,xl,...,a:n) :VEOJV)’

donde Dom(f 4 (a,-)) C A™(K) es el dominio (posiblemente vacio) en el que la funcion f 4 (a,-) estd definida,
el cual depende tanto de le red neuronal ¥ como de la instancia de pardmetros a € K.

Finalmente, definimos la clase de funciones evaluables por una red neuronal mediante instanciacion de los
pardmetros de la siguiente manera:
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DEFINICION 32. Sea A := (G, o, ®) una red neuronal con N aristas, nodos de entrada asociados a las variables
en {X1,...,Xn} ym nodos de salida en O_y. Sea A C AN (K) un subconjunto. Definimos la clase de funciones

(parciales) definidas por A con pardmetros instanciados en A como el siguiente subconjunto de (K(En) [/])™:

WA, A) = {fr(a,) € (Kgn)[«@ﬂ)m s a €A}

5.3. Ejemplos de funciones de activacién: ReLUs, esquemas de evaluacién, polinomiales,
racionales, de Nash y de Pfaff

EJjempPLO 5.3.1 (Redes neuronales ReLU y funciones racionales algebraicas tropicales). Es la clase
maés simple de redes neuronales, pero su estudio esta fuera del alcance de esta memoria. El cuerpo base K = R
es el cuerpo de los nimeros reales. La clase o/ de funciones de activacién estd formada por una unica funcién,
a veces denotada por (-)4 (cf. [PMRML, 17] y sus referencias):

()+: R — R4
x +— ()4 := max{x,0}

La clase R{" [¢7] de funciones potencialmente evaluables por una red neuronal ReLU con n nodos de entrada
{X1,...,X,} y un solo nodo de salida es una extension de la clase de funciones racionales algebraicas tropicales
(cf. [Mi, 06], [MS, 15|, [Gr, 18] o [Gr, 20] y sus referencias para més detalles) que admite exponentes reales.
Recordemos que un polinomio tropical sobre R es una funcién f : R® — R para la cual existen aq,...,a,, € Z"
vy b1,...,bm € R tales que:

f(@) :=min{{a1,z) + b1, ..., {am,z) + by},

donde (a,z) := Y | a;x; para cada a = (a1,...,a,) € Z" y © = (1,...,2,) € R". Una funcidn racional
algebraica tropical es la diferencia entre dos polinomios tropicales (cf. [Gr, 20] y sus referencias). También
puede definirse como una funcién continua definida a trozos con pendientes enteras. Cambiando:

min{{ay,z) + b1,...,{@m,x) + by} = —max{—(a1,z) — b1,...,—{@m,x) — by},

se establece la relacién entre ambas teorfas. Dada una red neuronal ReLU .4 := (G, <, ®) con un solo nodo

de salida, la clase Rg”) [«7] de funciones potencialmente evaluables por .4 se define de la siguiente manera (ver
Proposicién 5.6 de [ZNL, 18] para més detalles): una funcién parcial f : Dom(f) € R™ — R verifica que

fe R&n)[d] si y solo si existen ay,...,am,C1,...,¢ ER™ y by,...,by,dy,...,d,. € R tales que:
f(z) :=min{{a1,z) + b1, ..., {a@m,x) + by} — min{{c1,z) + di,..., (¢, z) + d,}.

EJEMPLO 5.3.2 (Esquemas de evaluacién o redes neuronales con funcién de activacién ¢(t) = t?).
Consideramos una red neuronal .4 := (G, &, ®) sobre un cuerpo K y con variables de entrada en { X7, ..., X, }.
La clase de funciones de activacién o se reduce a una sola funcién ¢ : K — K, dada por ¢(t) = 2. Esta
clase de redes neuronales es exactamente la misma que la clase de programas descrita en las Secciones 2 y 3
de [KP, 96| como esquemas de evaluacidn. Con el objetivo de ser completos, hacemos explicita la equivalencia
entre los esquemas de evaluacién y las redes neuronales con funcién de activacién o(t) = t2. Usando las
notaciones previas, la funcién evaluada en un nodo v (que no es de entrada) en un esquema de evaluacién
(segtn lo definido en [KP, 96]) viene dada por:

fula,z) = > d fula) | - > alfulax)
pEFan—In(v) pEFan—In(v)

Notese que la siguiente igualdad relaciona el producto y la operacion de elevar al cuadrado:

X Y= ((X+Y)-X>-Y?).

N

Por lo tanto, si la caracteristica de K es distinta de 2, la funcién evaluada en el nodo v es equivalente a la
siguiente red neuronal de 4 nodos y profundidad 2:
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donde: ,
N 1 e
20 1)(g,x) = Z afy’! o (a,2) |,
pEFan—In(v)
2
N 2 N
V(0,2) (a,z) = Z at 2f“ (a,2) | ,
pEFan—In(v)
2
fmgaa) = > (@'+a)f @]
pEFan—In(v)
y

1 1 1
;//(‘11) (a, ) == if{,/(y(),s) (a,x) — if;/(‘i),l) (Qv .’L’) - 5]0%,2) (Qv '75)

Por lo tanto, reemplazado cada nodo del esquema de evaluacién por la red neuronal que acabamos de describir,
obtenemos una red neuronal con funcién de activacién p(t) = t? que es equivalente al esquema de evaluacion.
Nétese que también se verifica el reciproco. Dada una red neuronal con funcién de activaciéon () = 2,
podemos representarla como un esquema de evaluacion utilizando los mismos parametros para ambos términos
del producto en cada nodo.

En este contexto, la clase de funciones potencialmente evaluables K {n) [¢/] = K[X1,...,Xp,] es la clase de todos
los polinomios en n variables con coeficientes en K. Se puede demostrar facilmente que, si .4 tiene profundidad
a lo sumo 4, las funciones evaluables por .4  son polinomios de grado a lo sumo 2¢. Si fijamos un conjunto de
parametros A C KN, donde N es el niimero de aristas de .4, y si 4 tiene m nodos de salida, la clase de todos
los polinomios evaluables por .4 con parametros en A es un subconjunto constructible:

W(ANA) C Py (X, Xa),

donde (2%) = (2¢,...,2%) € N™ es una lista de grados. Nétese que esta clase clase de polinomios ya ha sido
empleada en la Seccién 3.4.3.

EJEMPLO 5.3.3 (Redes neuronales con funcién de activacién polinémica). En lugar de utilizar p(t) = 2
como unica funcién de activacién, también consideramos redes neuronales cuya funcién de activacion ¢ = p €
K|[T] es un polinomio. Discutiremos algunas propiedades de estas redes neuronales en la Seccién 5.4.

EJEMPLO 5.3.4 (Redes neuronales con funcién de activacién racional). Al igual que en los ejemplos
previos, consideramos redes neuronales A4 := (G, o/, P) sobre un cuerpo K y con variables de entrada en
{X1,...,X,} tales que la clase de funciones de activacién estd formada, de nuevo, por una unica funcién
o = {p}, donde ¢ : Dom(p) C K — K, es una funcién racional. Es decir, existen dos polinomios univariados
p,q € K[T], tales que Dom(p) ={t € K : q(t) #0} y
p(t)
o(t) = o)’ Yt € Dom(p).

Definimos el grado de la funcion racional ¢ de la siguiente forma:

deg () := max{deg(p), deg(q)},

donde p y ¢ son los polinomios anteriores. Esta clase extiende a las clases de redes neuronales definidas en
los Ejemplos 5.3.2 y 5.3.3 ya que estamos admitiendo cualquier funcién racional ¢ € K(T) como funcién de
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activacién. En este caso, la clase de funciones potencialmente evaluables por .4 con un nimero finito de
. . . n . . . . .
funciones racionales en .7 satisface K((, )[sz ] € K(X1,...,Xn). A continuacién, distinguimos dos casos:

i) Redes neuronales con funcién de activacién que admiten el “Vermeidung von Divisionen” de Strassen
(cf. [St, 73]). Este es el ejemplo discutido en detalle en la Seccién 3 de [KP, 96|, y utilizado en
trabajos posteriores del proyecto TERA (como en [GHMP, 95], [GHMP, 97], [GHHMMP, 97] o
[GHMMP, 98]). Este caso no sera el tema principal de nuestra discusién en esta seccién.

ii) Redes neuronales con funcién de activacién racional que evalian funciones racionales que no son
polinomios. Estudiaremos en detalle este caso en la Subseccién 5.5. Notese que este tipo de redes
neuronales son las que se utilizan para modelizar el operador de Newton-Hensel en el anillo de series de
potencias formales en la serie de trabajos de la corriente TERA que va de [Pa, 95] a [ GHMMP, 98|.

EJEMPLO 5.3.5 (Redes Neuronales con funciones de activacién de Nash o de Pfaff). En algunos casos,
se consideran funciones mas sofisticadas que los polinomios o las funciones racionales. Esto ocurre, por ejemplo,
cuando la funcién de activacién es una funcién de Nash (funcién algebraica analitica) o una funcién de Pfaff
(como se introducen en [Kh, 91]). Remitimos al lector a la amplia literatura sobre este tema, ya que en esta
memoria no trataremos estos casos: [CKKLW,95], [Ko, 99], [GJ, 95|, [KM, 97], [MPC, 08], [MP, 09] y
sus referencias.

5.4. Propiedades del conjunto constructible W(.#', A) en el caso de funciones de activacién
polinémicas

Consideramos el caso de redes neuronales con funcién de activacion polinémica. Las siguientes estimaciones son
tutiles para estudiar la funcién de crecimiento de la clase de clasificadores binarios asociada, asi como la longitud
y la densidad de conjuntos cuestores para W(A4", A).

PROPOSICION 5.4.1. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea N = (G, o/, ®) una red neuronal con nodos
de entrada asociados a las variables en {X1,...,X,}, de profundidad ¢, talla L, requerimientos de espacio
acotados por S y m nodos de salida. Supongamos que A tiene N aristas y que &/ = {p}, donde p es un
polinomio univariado de grado d > 2. Sea A C AN (K) un conjunto constructible en el espacio afin de los
pardmetros de A . Sea V(G) el conjunto de nodos del grafo G. Sea {A: : v € V(G), p € Fan —In(v)} el
conjunto de las variables de los pardmetros de la red neuronal y sea:

K[AY : v e V(G), p € Fan — In(v)],
el anillo de polinomios con coeficientes en K en este conjunto de variables. Entonces, tenemos que:
i) Para cada nodo o € V(G) de la red neuronal de profundidad i y para cada multi-indice 6 = (61,...,6y,) €
N™ de grado total |0] = 61 + --- + 0, < d*, existe un polinomio:
QY e K[A* : v e V(G), u € Fan —In(v)],
de grado total a lo sumo d*t! — 2 tal que se verifica la siguiente igualdad para todo a € A y para todo

x:=(21...,2,) € A™(K):

ey = Y QP -y € K.
0eN™,|0|<di
ii) El conjunto W(AN,A) C f@({%, donde (d*) = (d*,...,d") € N™, es un conjunto constructible que
satisface las siguientes propiedades:
(a) La dimension de Krull de W(A",A) estd acotada por la siguiente desigualdad:
dim(W(A,A)) < dim(A) < N < LS.
(b) El grado de la clausura Zariski de W(A", ) verifica la siguiente desigualdad:

dim(A) LS

deg, W(A,A)) < deg;(A) (¢ —2) < degy; (A) (d — 2)

DEMOSTRACION. El ftem i) se demuestra facilmente usando los mismos argumentos inductivos en la pro-
fundidad empleados en la prueba del Lema 14 de [KP, 96]. En cuanto al segundo item, sea {v1,...,vy,} la
lista de nodos de salida de .#". Nétese que las funciones f[,/: (a,-) evaluadas por ./ son polinomios de grado a

lo sumo d’. Por otro lado, los polinomios Q,(,i) definen una aplicacién desde A que parametriza W(A4, A):
Q: A — W(JV,A)Q@@Z)[XD...,X”]
a = (f;/IV(Q,X17~~~,Xn),~«~, I;/TZ(Qth"'vXn))?
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donde para cada k, 1 < k < m, tenemos que:

fla Xy, X)) = Y QW(a)X] - X € K[Xy,..., X,
0eN™,|6|<d*

Por lo tanto, hemos demostrado que W(.A4",A) es un subconjunto constructible dado como la imagen de un
subconjunto constructible A C AN (K) por una lista de polinomios de grado a lo sumo d‘*! — 2. Obviamente,
la dimensién de W(A4", A) estd acotada por la dimensién de A y, aplicando el Corolario 2.2.4, concluimos:

LS

)

deg. (WA, 1)) < degig (A) (@71 = 2)™™ ™ < degs(A) (@ —2)" < dogi(A) (@4 - 2)
como queriamos demostrar. O

OBSERVACION 5.4.2. Nétese que si A es una abierto Zariski, la cota superior del ftem i1) (b) se convierte en:
LS
deg, W(A,A)) < (dF—2)77 .
COROLARIO 5.4.3. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea N = (G, o/, ®) una red neuronal con nodos
de entrada asignados a las variables en {Xi,...,X,}, de profundidad ¢, talla L, requerimientos de espacio
acotados por S y un inico nodo de salida. Supongamos que </ = {p}, donde p es un polinomio univariado de
grado d. Sea A C AN (K) un conjunto constructible en el espacio afin de pardmetros de N y W(A ,\) la clase
de todos los polinomios evaluables por A con pardmetros en A. Sea € la clase de clasificadores dada por las
funciones caracteristicas de subconjuntos abiertos distinguidos de A™(K) definidos por polinomios en W( A, A):

H =Xy ¢ FEWN A}

Entonces,
G(,m) < degye; (A)((dF = 2) - (1 +m(d" +1))".

DEMOSTRACION. Para obtener el resultado, basta notar que la funcién de crecimiento es mondétona con
respecto a la inclusién de familias de clasificadores y combinar el Teorema 4.2.3 con las estimaciones obtenidas
en la Proposicién 5.4.1. O

COROLARIO 5.4.4. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea N = (G, o/, ®) una red neuronal con nodos
de entrada asignados a las variables en {X1,...,X,}, de profundidad ¢, talla L, requerimientos de espacio
acotados por S y m nodos de salida. Supongamos que &/ = {p}, donde p es un polinomio univariado de grado
d. Sea A C AN(K) el conjunto constructible en el espacio afin de los pardmetros de A y Q = W(A,A) la
clase de todas las listas de polinomios evaluables por A con pardmetros en A. Sea s := dim(A) la dimensidn
de A yt:=s/dim(Q) el cociente entre las dimensiones de A y Q. Sea X C Q un subconjunto constructible de
co—dimension al menos 1 en ) y supongamos que se satisface la siguiente propiedad:

Vi=(f1, s fm) € Q\Z, dim(Va(f1,..., fm)) =n—m.

Sea V. := Vi(hi,...,h.) C A"(K) una variedad algebraica de interseccion completa de co—dimension r >
(n—m)+m/2+1/2 tal que deg(V') > 0", donde 6 := min{deg(hy),...,deg(h,)}. Sea M un entero positivo y
supongamos que se verifican las siguientes propiedades:
i) M >6LS,

ii) log(8) > max {2(1 +log(d’ + 1)), 2t (M + log(d“+! — 2))} v,

iti) max{deg(hy),...,deg(h,)} < (1+ =1-)0.
Sea R := R(Q,%,V, M) el conjunto constructible de todas las listas Q € VM de longitud M que son conjuntos
cuestores para Q con respecto a X.. Entonces, existe un subconjunto abierto no vacio G(V) C G(n,n —r), con

respecto a la topologia final inducida por la aplicacion suprayectiva 4 introducida en la Ecuacion (1.2.2), tal
que para cada A € G(V), la probabilidad de que una lista Q € (V N A)M esté en R satisface:

1
Probynaym([R] > 1~ dog, (A)e (oa@ =D F 1 Hm=DM

donde (AN V)M estd dotado de la distribucion de probabilidad uniforme.

DEMOSTRACION. Es una aplicacién inmediata del Corolario 3.2.7 usando las cotas obtenidas en la Proposicién
54.1. O
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5.5. Redes neuronales con funcion de activacién racional que evaliian funciones racionales

En esta seccién, reducimos las redes neuronales con funcién de activacién racional a redes neuronales con
funcién de activacién (t) = t2. Ademés, discutimos cotas superiores para la funcién de crecimiento de la clase
de clasificadores binarios asociada asi como la longitud y la densidad de los conjuntos cuestores para este tipo
de redes neuronales.

LEMA 5.5.1. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea A := (G, o, ®) una red neuronal con nodos
de entrada asignados a las variables en {Xi,...,X,}, de profundidad ¢, talla L, requerimientos de espacio
acotados por S y m nodos de salida. Supongamos que AN tiene N aristas y que & = {p}, donde ¢ = % es
una funcién racional univariada, dada como el cociente de dos polinomios univariados coprimos, de grado d
(i.e. deg(yp) = max{deg(p),deg(q)} = d). Entonces, existe una red neuronal A" := (G', &', ®") con variables
de entrada en {X1,...,X,} sobre el mismo cuerpo K que verifica las siguientes propiedades:

i) La clase &/' de nuevas funciones de activacion se reduce a una tunica funcion o' = {t*}.
ii) La talla de A" estd en O((d + S?)L), la profundidad de A" estd en O(£(logy(d) + logs(S))), los
requerimientos de espacio de AN estdn en O(S(d + S?)) y el nimero de aristas de A" es del orden

O(N(d+ 5?%)).
iii) El numero de nodos de salida de A" doblan al nimero m de nodos de salida de 4. Ademds, si
O :=A{v1,...,Um} son los nodos de salida de de A, los nodos de salida de A" estdn dados por la

stguiente igualdad:
O :={(1n,1),(¥1,2),..., Wm, 1), ¥m,2)}.
iv) Las funciones evaluadas por A y las funciones evaluadas por A estdn relacionadas de la siguiente
forma:
F (A X, X))

f&:z)(A7X1w~~7Xn)7

flt//iV(AyXl,...7Xn):

para cada i, 1 <i<m.

DEMOSTRACION. La idea es construir una nueva red neuronal A" = (G', &’ ®') a partir de A = (G, &, ®),
donde cada nodo v del grafo G es reemplazado por una red neuronal JKPI“ que evalia el numerador y el
denominador de ¢ en el nodo v. Para hacer esto, primero construimos una red neuronal que evalte ¢ de
la siguiente manera. Supongamos que los polinomios p y g que definen ¢ vienen dados por las siguientes
identidades:

p(T) := baT? 4 bg_ 1T+ + by, q(T) := caT% + cq 1T 4 4 o,

donde b;,¢; € K. Sea I un conjunto finito de cardinalidad §(I) = M. Definimos los dos siguientes polinomios
multivariados parametrizados basados en las homogeneizaciones de p y g:

d k
PI(Aa Zla .. '7ZM7Y7X17 s 7XM) = Zbkydik (ZA221X1> )
k=0

iel
Yy
d k
Qi(A, Z1, ., Za, Y, Xa, o Xpg) =) Y F (Z AiZiXi> ;
k=0 iel
donde A := (41,...,Ap) := (A; : i € I) es una lista de variables paramétricas. Supongamos ahora que nos

dan un par de elementos en K:
{(oi, ) e K* i€},
donde S; # 0 para todo i € I y una lista de pardmetros:
a:=(a1,...,ap) = (a; : i €1I).

Definimos los siguientes elementos de K:

0:=]]s.

iel
y para cada i € I, definimos:

0
Qi = H 6]’ = E

JELj#i
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Noétese que se verifica la siguiente cadena de igualdades:

(Sug) HEn) Mt (Seres)

“B ¢ (Sierai)  ([er ) (Sieraity)

)

icl

y, por lo tanto,

o ZZ:O b (ITier 5i)d7k (Zie] @ (Hje[,j;éz' 5]‘) ai) '
¥ <Z aiﬁ') = p P 7
' 2 k=0 Ck (HieI /81) (Ziel aq (Hjejd';gi ﬂ]) 041‘)

w(zaiai> _ PI(Qvela"'aeMye,Oél,...,OzM)

icl E _Q[(Q,gl,--~,9M,0,0él,...,OéM).
Usando esta tltima identidad, concluimos que para cada conjunto finito I de cardinalidad #(I) = M, existe una
red neuronal e/VwI con variables de entrada en {X1,..., X, Y1,..., Y} de talla y requerimientos de espacio en

O(d+ M?), profundidad en O(log,(d)+1logy(M)), pardmetros en {Ay, ..., Ay}, funcién de activacion ¢(t) := 2
y dos nodos de salida: (1) y (2), que realiza las siguientes tareas:

el

Es decir, tenemos que:

e En primer lugar, la red neuronal calcula las siguientes cantidades para cada i € I:
Zi = H }/jv
JELj#i

utilizando O(M?) = O(#(I)?) nodos y profundidad O(loga(M)).
e Ademds, en O(1) nodos y profundidad O(1), la red neuronal calcula Y := [[,.;Y; (simplemente

multiplicando Z; por Y, por ejemplo).
e En O(M) nodos adicionales y profundidad O(1), la red neuronal calcula la siguiente lista de productos:

Z;X;, 1€l

e Luego, la red neuronal evalia para cada k, 0 < k < d:

<§}%z&>ﬁ

iel
empleando O(d) nodos en profundidad O(log,(d)).
e Usando O(d) nodos adicionales en profundidad O(logy(d)), la red neuronal evalia:
Y4k 0<k<d

e Con solo O(d) nodos en profundidad O(1), usando (b, ...,bq) v (co,...,cq) como pardmetros, la red
neuronal calcula los nodos de salida (1) y (2) de la siguiente forma:

PI(Ayzla"'7ZM7}/7X17"'7XM)7
y
Qi(A Zy,.... 20y, Y, X1, ..., Xn).

Esta idea elemental, aplicada a la red neuronal A4 := (G, &/, ®), nos proporciona el resultado. Para cada nodo
v de A, consideramos I, := Fan — In(v) el abanico de entrada de v. Definimos entonces A4 := (G, o7’, ®')
de la siguiente manera. En primer lugar, reemplazados la ocurrencia del nodo v en el grafo G de .4 por la
red neuronal %I" asociada al nodo v, determinada por ¢ y la lista de indices I,,, tal y como se describe en las
identidades previas. Esto determinada el nuevo grafo G’. La nueva red unicamente usa la funcién de activacién
o' := {t?}. Para cada nodo v del grafo original G, el subgrafo asociado a Ji{p[” tiene dos nodos de salida:
{(»,1),(r,2)}. Estos dos nodos asociados al nodo original v satisfacen la siguiente propiedad:

Supongamos que la funcién original evaluada en v por .4 es una funcién de la forma:
f (AR pel), X1,..., X,).
Supongamos que las dos funciones asociadas al nodo v en la nueva red neuronal .4 vienen dadas por:

f(u,ll)((A,Ij pE IV)aXla .. -7Xn)7

f&ng)((Aﬁ : /“L € IV)lea"'aXn)7
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donde M = #(I,). Estas dos funciones estdn dadas recursivamente en términos de la profundidad mediante la
siguiente regla:

Jiy =P, (Al w€ L), 28, 25 Y S e S )
Jilay = Qu (AL 2 e L), ZY o Z5 Y Sl S )
donde Fan —In(v) = {p1, ..., un}, Z7 viene dado por la siguiente identidad:
zi= JI fi

HEILL ,uF#pu;

Y (= H fﬁﬁ/’;)

pnel,
Por lo tanto, recursivamente, podemos probar facilmente que para cada nodo v del la red neuronal original .4,
tenemos que:

LA s g e L) Xy, X
fly(AL s pe L), X, ..., X,)
y se obtiene el resultado buscado. -

fl/JV((Allf : MGIV),Xl,...,Xn)

COROLARIO 5.5.2. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea N = (G, o/, ®) una red neuronal con nodos
de entrada asignados a las variables en {X1,...,X,}, de profundidad ¢, de talla L, requerimientos de espacio
acotados por S y m nodos de salida. Supongamos que A tiene N aristas y que o/ = {¢}, donde ¢ = %
es una funcion racional univariada, dada por el cociente de dos polinomios univariados coprimos, de grado d
(i.e. deg(p) = max{deg(p),deg(q)} = d). Sea A C AN(K) un conjunto constructible en el espacio afin de los
pardmetros de A . Sea V(G) el conjunto de nodos del grafo G. Sea {AX : v € V(G), p € Fan —In(v)} el
conjunto de las variables de los pardmetros de la red neuronal y sea:
K[AY : v e V(Q),p € Fan — In(v)],
el anillo de polinomios con coeficientes en K en este conjunto de variables. Entonces, tenemos que:
i) Existen dos subconjuntos constructibles:

WA A) Wa( AN A) € PE o (X, X,

donde ((dS)*) = ((dS)*,...,(dS)")) € N™, tales que las funciones evaluadas en los m nodos de salida
{v1,...,Um} de A, mediante instanciacion de pardmetros en a € A , pueden describirse como pares
de listas (f(1,a)>---> fima) € Wi(A,A), (9a,a)s- -1 9(ma) € Wa( A, A), tales que, para cada i,
1 <i<m, tenemos que:
_ f(i,g)(Xla v 7Xn)
9(i,a) (le v 7Xn)
ii) Las dimensiones verifican las siguientes desigualdades para cada i € {1,2}:
dim(W; (A, A)) < dim(A) < LS.
ii1) Existe una constante universal ¢ > 0, independiente de N y @, tal que los grados de las clausuras
Zariski de Wy (A, N) y Wa( A, A) verifican las siguientes desigualdades para cada i € {1,2}:
deg, (W,(A', A)) < degi(A) (2(d8) = 2)"" " < degyi(4) (2(d5) ~2)

DEMOSTRACION. Usamos la red neuronal .4 del Lema 5.5.1 y las estimaciones de la Proposicién 5.4.1. La
red neuronal 4", construida a partir de .4/ y ¢, es una red neuronal de profundidad O(¢(log,(d) + log,(S))).
Definimos los conjuntos constructibles Wi (A, A) y Wa(A", A) de la siguiente manera:

WA A) = {(f (@ X X))y (@ X, X)) - a €AY,

W2(</Va A) = {(f(izl,z)(g, le cee 7Xn)7 ce f(JyVW;Q)(Qv Xla s 7Xn)) T ac A}
Observando las operaciones realizadas, deducimos facilmente que los grados de los polinomios en los nodos de

salida de .4, con respecto a las variables {X1,..., X, }, estdn acotados por (dS)’. A continuacién, dado un
vector de parametros a € A, consideramos para cada i, 1 < i < m:

£ @ Xq,..., X,) € K(X1,...,X,).

LS

’

f(i,g)(X17'~-7Xn) = f('{/f’l)(Qquw'anL

9.0y (X1, Xn) = [ oy (0, X1, Xo).
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Obviamente, (f(1,a);-- - fima)) € Wi(A,A), (91,0 - -+ G(m,a)) € Wa(A', A) y se verifica el Item 7).

Excepto por los coeficientes del numerador y el denominador de ¢, que se utilizan instanciados, los pardmetros
de 4" son los mismos que los de .4". Por lo tanto, la dimensién de estos conjuntos constructibles estd acotada
por la dimensién del conjunto constructible de pardmetros A de .47, y, por lo tanto, se cumple el Item i1).
Para el ultimo item, podemos considerar .4 como una red neuronal doble, una para los numeradores y otra
para los denominadores. Aunque la talla de las redes neuronales aumenta, su profundidad estd acotada por
cl(logy(d) + logy(S))) para una constante universal ¢ > 0. Por otro lado, la funcién de activacién ¢(t) = ¢
utilizada por A4 tiene grado 2. Usando las cotas del [tem i) de la Proposicién 5.4.1, concluimos que tanto
Wi (A, A) como Wh(A", A) estdn parametrizados por polinomios de grado a lo sumo:

zci(logQ(d)+10g2(S))+l _9— Q(ds)d -2,

con parametros en el conjunto constructible A. Por lo tanto, aplicando el Corolario 2.2.4, concluimos que para
cada i € {i,2}:
et dim(A) ot LS
deg, (Wi(A4",A)) < degyi;(A) (2(dS)* - 2) < deg;(A) (2(dS)* —2) ™,
lo que prueba el [tem iii) del corolario. O
-

LEMA 5.5.3. Con las mismas notaciones e hipdtesis anteriores, existe un subconjunto constructible C(A", A)
Wi (A A) X Wa( A A) C e@{fds)z)(Xh...,Xn)Q, donde ((dS)*) = ((dS)*,...,(dS)")) € N™, de modo que, a
cada vector de parametros a € A, le podemos asociar una lista de polinomios (f(1,a);- - -, f(m.a)s 9(1,a)> - - s 9(m.a)) €
C(A,N) que satisface, para cada i, 1 < i < m:

B Jo.a) (X1, 0, Xn)
B g(i,g)(le oo 7Xn)

nyLV(Q7X157Xn) EK(XL,XTL)

Ademds, tenemos que:
dim(C(A,A)) < dim(A) < LS,

deg, (C(A', A)) < degs(A) (2(d8)% —2) ™"V < degyg (A) (2(d8)* - 2)"°,

donde ¢ > 0 es una constante universal.

DEMOSTRACION. Sea X el conjunto de variables {Xj,...,X,}. Al igual que en el corolario anterior,
consideramos para cada i, 1 <7 < n:

f(i,g) (X) = f(,//tvl) (27 1) Y 9(i,a) (X) = f(z/jjg) (Qv X)a
donde 4" es la red neuronal introducida en el Lema 5.5.1. A continuacién, definimos la siguiente aplicacién:

Q: A — Wi (A A) x WA A) € P o0 (X, X))’

o — (Fl @ X)L @ X f sy (@ X0, S o (X))
y el conjunto constructible C(A4",A) = Im(Q) = Q(A). Obviamente,
(f(l,g)? CRRR) f('m,g%g(l,g)a cee 7g(’rn,g)) € C(JVv A)

Gracias al [tem i) de la Proposicién 5.4.1, es inmediato concluir que C(47, A) es la imagen del conjunto cons-
tructible A por una lista de polinomios de grado 2(dS)* — 2. Por lo tanto, tenemos que:

dim(C(4",A)) < dim(A) < LS

y, aplicando el Corolario 2.2.4, obtenemos:
deg. (C(A', A)) < degi(A) (2(d8)°" —2)™" ™ < degi () (2(a8)* —2) "7
|

Sea h € K(X1,...,X,) una funcién racional, definimos el abierto distinguido definido por h como el subconjunto
abierto Zariski dado por:

D(h) = { €AM(K) ¢ fa) glo) £0.h =1,
A continuacién, obtenemos estimaciones para la funcién de crecimiento de la clase de conjuntos abiertos distin-
guidos definida por una red neuronal con funcién de activacién racional:

f,gEK[Xl,...,Xn]}
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COROLARIO 5.5.4. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea N = (G, o/, D) una red neuronal con nodos
de entrada asignados a las variables en {Xi,...,X,}, de profundidad ¢, talla L, requerimientos de espacio
acotados por S y un tnico nodo de salida. Supongamos que A tiene N aristas y que o = {¢}, donde ¢ := %
es una funcion racional univariada, dada por el cociente de dos polinomios univariados coprimos, de grado d
(i.e. deg(p) = max{deg(p),deg(q)} = d). Sea A C AN(K) un conjunto constructible en el espacio afin de los
pardmetros de Ny sea W( AN, A) la clase de todas las funciones racionales evaluables por A~ con pardmetros
en A. Sea J la clase de clasificadores dada por las funciones caracteristicas de los subconjuntos abiertos
distinguidos de A™(K) definidos por funciones racionales en W(A", A):
= {XD(h) s he W, A)}
Entonces,

G(#',m) < degig(A) ((2(dS)” = 2) - (1+2m((dS)" +1)) "

donde ¢ > 0 es una constante universal.

DEMOSTRACION. Del Lema 5.5.3, deducimos que, para toda funcién racional h € W(#", A), existe un par
de polinomios (f,g) € C(A, A) tal que h = f/g. Por otro lado, se cumple que:

f(@) : .
h(z) = —= #0siysolosi f(z)-g(x 0.
(x) = 05 #0siy solo s f(x) - o(x) #
De lo anterior, se deduce la siguiente igualdad:
H = {XD(h) s heW(/ A} = {XD(f.g) : (fog) eC(A M)}

Definimos ahora el conjunto constructible:
Vi={((f,9),x) € A*P(K) x A™(K) : f(x)-g(z) # 0},

b <(d5)4 + n>

n

donde:

Notese que V es un subconjunto abierto Zariski dado como el complementario de una hipersuperficie algebraica
de grado 2((dS)* + 1). Finalmente, para obtener la desigualdad del enunciado, basta tener en cuenta que
la funcién de crecimiento es mondtona con respecto a la inclusién de familias de clasificadores y combinar el
Teorema 4.2.1 con las estimaciones obtenidas en el Lema 5.5.3:

G, m) < degii(A) ((2(dS)* = 2) - (14 2m((dS)" + 1))

O

Generalizamos la nocién cldsica de conjuntos cuestores para conjuntos constructibles de polinomios a clases de
funciones racionales como sigue:

DEFINICION 33. Sea #Z C K(X1,...,K,) una clase de funciones racionales. Un conjunto cuestor de longitud
M para Z es un conjunto finito de M elementos Q := {x1,...,xar} € (K™M tal que:
f

Vh=3 €, frge KXy, Xl (f-9)(1) = 0,....(f - 9)(wpr) = 0= h =0.

COROLARIO 5.5.5. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea N := (G, o, ®) una red neuronal con nodos
de entrada asignados a las variables en {Xi,...,X,}, de profundidad ¢, talla L, requerimientos de espacio
acotados por S y un unico nodo de salida. Supongamos que A tiene N aristas y que &7 = {p}, donde p := §
es una funcion racional univariada, dada como el cociente de dos polinomios univariados coprimos, de grado d
(i.e. deg(p) = max{deg(p),deg(q)} = d). Sea A C AN(K) un conjunto constructible en el espacio afin de los
pardmetros de Ny sea W( A, A) la clase de todas las funciones racionales evaluables por A~ con pardmetros
en A. Sea Q= W,(A,A) el conjunto constructible dado por:

W, (AN, A) = {f-g : h:ﬁeww,/\)}.

Sea s := dim(A) la dimension de A y t := s/ dim(Q) el cociente entre las dimensiones de A y Q. Sea V :=
Va(hi, ..., hy) € A™(K) una variedad algebraica cero-dimensional dada por ecuaciones polinomiales del mismo
grado ¢ := deg(h;), 1 <i <n. Supongamos que deg(V) = §". Sea M € N un entero positivo y supongamos que
se verifican las siguientes propiedades:

i) M >6LS y,

ii) log(8) > max {2(1 +log(2(dS)* + 1)), 2t (M + log(4(dS)<* — 4)) }
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donde ¢ > 0 es una constante universal. Sea R := RW(A,A),Q,V, M) el conjunto constructible de todas las
listas Q € VM de longitud M que son conjuntos cuestores para W(A,N). Supongamos que V estd dotado de
su distribucion de probabilidad uniforme. Entonces, tenemos que:

1
Probym[R] > 1 — degy; (A)es(0e(dS)T=0)+1)”

DEMOSTRACION. Comenzamos aplicando el Lema 5.5.1 a la red neuronal .4#" para obtener la red neuronal
A, A continuacidn, construimos una nueva red neuronal .4 anadiendo O(1) nodos a la red neuronal 4", de
manera que .4 calcula el producto de los dos nodos de salida de la red neuronal .#”. Obviamente, el grado
del nodo de salida de .#" est4 acotado por 2(dS)*. De lo anterior, se deduce la siguiente igualdad:

Wp(f/’/aA) :W(’/VH7A) :{fﬁﬁ,/i)(gler"aXn)'f((ﬁ,/é)(gale-“vXn) : QGA}'

Por otro lado, senalar que los pardmetros de .4 son los mismos que los de .#” y, por lo tanto, tenemos la
siguiente cota superior para la dimensién de W,(A4", A):

dim(W, (A7, A)) < dim(A) < LS.

A partir de la Proposicién 5.4.1 y del Corolario 5.5.2, concluimos que W,(-4#", A) es un conjunto constructible
que esté parametrizado por una lista de polinomios de grado a lo sumo 4(dS)* — 4. A continuacién, aplicando
el Corolario 2.2.4, obtenemos:

deg. (Wp(A', A)) < degyi(A)(4(dS)*" — )1 < degye; () (4(dS)** — 4) ),

Finalmente, el resultado del corolario se obtiene al aplicar los Corolarios 3.2.6 y 3.2.7 con las estimaciones
previas para el conjunto constructible W, (A", A). O

Por ultimo, usamos los conjuntos cuestores para realizar Tests de Identidad de funciones racionales dadas por
redes neuronales:

COROLARIO 5.5.6. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Sean N1 = (G1,4,P1) y N5 = (Ga, o, Pa)
dos redes neuronales con nodos de entrada asignados a las variables en {X1,..., X, }, profundidad ¢, talla L,
requerimientos de espacio acotados por S, un iUnico nodo de salida y N aristas. Supongamos que <1 = {p} y
oty = {1}, donde ¢ y 1 son funciones racionales univariadas, dadas como cociente de dos polinomios coprimos,
de grado d. Sea A C AN (K) un conjunto constructible del espacio afin de los pardmetros de N1 y sea W(.AN7, A)
la clase de todas las funciones racionales evaluables por A7 con pardmetros en A. Andlogamente, seaT' C AN (K)
un conjunto constructible en el espacio afin de los pardmetros de N5 y sea W(A2,T') la clase de todas las
funciones racionales evaluables por N5 con pardmetros en I'. Sea:

W(’/VlvA) - W(JV%F) = {h'l - h’2 : h’l S W(JVMA)a h2 € W(’/‘/er)}
la clase de las diferencias entre los elementos de W( A1, A) y W(A2,T). Sea Q@ = W,((M,A), (A2,T)) el

conjunto constructible definido por:

Wo((.A), (A5,T)) = {f~g : hzgeww,A)—ww,r)}.

Sea s := dim(A x T') la dimension de A x T y t := s/dim(Q) el cociente entre las dimensiones de A X T' y Q.
Sea V := Vi(hy,...,h) C A"(K) una variedad algebraica cero-dimensional dada por ecuaciones polinomiales
del mismo grado 0 := deg(h;), 1 < i < n. Supongamos que deg(V) = §". Sea M € N un entero positivo y
supongamos que se verifican la siguientes propiedades:

i) M > 12LS y,
ii) log(8) > max {2(1 + log(4(dS)* + 1)), 2t (l°g<deglci<ﬁ,) degin@) | Jog(8(dS)et — 8)) }
donde ¢ > 0 es una constante universal. Sea
R:= ROW(M,A) =W (A3, T),Q,V, M)

el conjunto constructible de todas las listas Q € VM de longitud M que son conjuntos cuestores para W(A1, ) —
W(A,T). Supongamos que V estd dotado de su distribucion de probabilidad uniforme. Entonces, tenemos que:

1
>1_
Probym[R] > 1 dog, (A)c-00B(E(@S) T8 71)

DEMOSTRACION. En primer lugar, aplicamos el Lema 5.5.1 a las redes neuronales .4] y .45 para obtener
las redes neuronales .4 y .44, respectivamente. A continuacién, construimos una nueva red neuronal 4"
combinando .4#{" y A4 y anadiendo O(1) nodos que calcula el producto del numerador y el denominador de la
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diferencia entre las funciones racionales asociadas a A4, y 45. Para ello, supongamos que las funciones calcu-
ladas por #{ son fl‘/Vl/ (numerador) y f;Vl/ (denominador) y que las calculadas por 45 son f‘Q/Vll (numerador)
y f;VQ, (denominador). Podemos calcular la salida de la red neuronal 4 de la siguiente manera:

5 =B )
El grado del nodo de salida de la red neuronal 4" est4 acotado por 4(dS)¢. Sea X el conjunto de las variables
{X1,...,X,}. Tenemos que:

Wy((A5, A), (A5,T)) = WA, A xT) =
{1 @ £ 0X) -5 @X) 1 0.X) (5 @X) % 0).X) g€ ber},

Gracias a la Proposicién 5.4.1 y al Corolario 5.5.2, podemos concluir que W, ((-#1, A), (A43,T')) es la imagen del
conjunto constructible A x I' por una lista de polinomios de grado a lo sumo 8(dS) — 8. Obviamente, tenemos
que:
dim(W, (M, A), (A5,1))) < dim(A) + dim(T) < 2LS.
Usando ahora el Corolario 2.2.4, obtenemos:
deg, (Wp((A1, A), (5,T))) < degyi(A x I)(8(dS)** — 8)4mAxT) <

< degei(A) degye; (1) (8(dS) " — 8)*45.
Finalmente, aplicamos los Corolarios 3.2.6 y 3.2.7 usando las cotas anteriores para el conjunto constructible
Wy (M, A), (A2,T)) para obtener el resultado. O

En el contexto de la Teoria de Aprendizaje Computacional, este tltimo resultado nos permite comprobar si dos
redes neuronales con funcién de activacién racional han “aprendido” la misma funcién.
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En este capitulo discutimos las propiedades bésicas de las nociones comunes en el estudio del hiper-grafo de
una inclusién, asociado a una clase de conceptos, en el contexto del Aprendizaje multiclase. Nos centramos
principalmente en las nociones presentadas en [RBR, 06], [DS, 14] y [ BCDMY, 22]. Ademds, introducimos
y estudiamos tres nuevas nociones: el grado de salida promedio, la pseudo-dimensién DS y el grado de salida
promedio maximal del hiper-grafo de una inclusién. Cabe destacar que en este capitulo se realiza el primer
estudio sistemdtico de la nocién de pseudo-cubo, que es clave para definir la dimensién DS del Aprendizaje
multiclase.

Por otro lado, llevamos a cabo un anélisis novedoso de la técnica del shifting, introducida en [RBR,, 06] para
el caso multiclase. En particular, empleando esta técnica, obtenemos relaciones entre los conjuntos cerrados
hacia abajo y las bases monomiales de K-édlgebras de Artin finitamente generadas (con una nueva demostracién
de un resultado obtenido en [Me, 19]). Nuestro anélisis permite mejorar varios de los resultados obtenidos en
[BCDMY, 22].

Parte del material presentado en este capitulo estd ligado al articulo en preparacién [PSZ, 25].

6.1. Nociones basicas: Pre-orden de Dickson y bases monomiales

El objetivo de esta primera seccién del capitulo es presentar la terminologia y algunos resultados basicos sobre
el pre-orden de Dickson, los conjuntos cerrados hacia abajo (también conocidos como “escaleras”), los 6rdenes
monomiales y las Bases de Grobner que utilizaremos en el resto del capitulo. Ademds, estudiaremos la relacién
que existe entre los conjuntos cerrados hacia abajo y las bases monomiales de K-dlgebras de Artin. En particular,
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en el Corolario 6.1.11 identificamos los conjuntos cerrados hacia abajo con bases monomiales de ciertas K-
algebras de Artin, dadas como los cocientes K[X7,..., X,]/a, para un ideal monomial a construido ac hoc, con
respecto a cualquier orden monomial. En la Subseccién 6.4.2 probaremos una version “méas completa”’ para el
caso del orden lexicografico canénico (cf. Corolario 6.4.12).

Antes de pasar a discutir todo lo anterior, introducimos la nocién bésica de nuestro estudio: las clases de concep-
tos (finitas). Al igual que en [ BCDMY, 22|, sea [n] := {1,...,n} el conjunto de los primeros enteros positivos.
Por otro lado, denotamos por Y := Z/pZ = {0,...,p — 1} al conjunto de los representantes canénicos de las
clases de restos médulo p (con p > 2). Cabe mencionar que, normalmente, en el contexto del Aprendizaje mul-
ticlase, los autores prefieren considerar Y = [p] := {1,...,p}. Obviamente, ambos conjuntos son “equivalentes”.
Nosotros hemos preferido utilizar ) = {0,1,...,p — 1} para reflejar la conexién con los monomios considerada
en este capitulo. Finalmente, llamamos clase de conceptos (finita) H C Yl = Yym a cualquier subconjunto
de la clase de funciones Y. Cada una de las funciones h : [n] — Y de la clase de funciones ylnl puede
identificarse de forma evidente con un vector (h(1),...,h(n)) € (Z/pZ)™. Emplearemos ambas interpretaciones
de los elementos de Y indistintamente. Para cada subconjunto S C [n], denotamos por H ‘ s C V9 ala clase
de restricciones a S de las funciones en H, i.e.

(6.1.1) {hlg:S— Y : he H}.

En el caso p = 2, hablamos de Aprendizaje binario, el cual responde a las técnicas y propiedades descritas en las
Secciones 1.3 y 4.2. Por lo tanto, el Aprendizaje binario es solo un caso particular del Aprendizaje multiclase
que discutimos en este capitulo. Curiosamente, al generalizarlo, con p > 3, los resultados del caso binario
resultan insuficientes. Por ello, muchos autores, comenzando en [Na, 88] y [Na, 89] hasta el mds reciente
[BCDMY, 22], han desarrollado elementos propios que permiten entender mejor las ideas del aprendizaje en
el caso multiclase. Este capitulo pretende profundizar en algunas de las nociones que van surgiendo, ofreciendo
nociones y resultados nuevos y aproximaciones originales con el propésito de cerrar esta teoria.

6.1.1. Pre-orden de Dickson y clases de conceptos cerradas hacia abajo: escalones y escaleras.
En esta subseccién introducimos el pre-orden de Dickson y los conjuntos cerrados hacia abajo asi como algunas
de sus propiedades. La mayor parte de los resultados de esta subseccion son elementales y se deducen de forma
casi inmediata a partir de las definiciones, por lo que omitiremos sus demostraciones.

Sea H C Y[ = Y" una clase de conceptos. Dotamos a ylnl (v también a H) del pre-orden de Dickson. Es
decir, consideramos la siguiente relacién de orden parcial: dados h := (hi,...,hn), g == (91,...,gn) € VM,
decimos que h es menor que g con respecto al pre-orden de Dickson (y lo denotamos por h < g) si y solo si se
cumple lo siguiente:

hi <gi, 1<i<n.
Consideramos también el pre-orden de Dickson en toda la clase de listas de longitud n de enteros positivos,

es decir, (N, <) es un conjunto pre-ordenado. El siguiente lema muestra el resultado fundamental de L. E.
Dickson (cf. [Di, 1913]):

LEMA 6.1.1 (Lema de Dickson). Con las notaciones anteriores, todo subconjunto no vacio S C N™ posee un
numero finito de elementos minimales con respecto a <.

A continuacién, introducimos la nocién de conjunto cerrado hacia abajo, que jugard un papel central en nuestra
discusién:

DEFINICION 34 (Conjuntos cerrados hacia abajo). Decimos que una clase de conceptos H C Y™ es cerrada
hacia abajo (con respecto al pre-orden de Dickson =) si se verifica la siguiente propiedad:

VYhe H Yge Y, g=<h = ge H.
El ejemplo més sencillo de una clase de conceptos cerrada hacia abajo es el escalon determinado por algiun
elemento h € N™:
(6.1.2) én:={g€eN": g=<h}.
Obviamente, si h € H y H es una clase de conceptos cerrada hacia abajo, entonces &, C H. El siguiente resul-

tado muestra que los conjuntos finitos cerrados hacia abajo pueden expresarse como unién finita de escalones:

PROPOSICION 6.1.2 (Escalera finita). Una clase de conceptos finita es cerrada hacia abajo siy solo si H admite
una descomposicion del siguiente tipo: existen hy,...,hs € N tales que se verifican las siguientes propiedades:

i) Cada elemento h; no estd en los escalones determinados por el resto de los elementos:

hi &) én,.
JFi
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it) La clase H es la unidn finita de tales escalones (i.e. H es una escalera):

H := LSJ (g)hi.
i=1

Ademds, los escalones &, ..., 6én, estdn determinados de manera unica por H y los elementos hy, ..., hs son
elementos mazximales de H con respecto al pre-orden de Dickson. Los escalones (unicamente determinados)

Ehys- -, En, reciben el nombre de componentes (o escalones) maximales del conjunto finito cerrado hacia abajo
H.

DEMOSTRACION. Si H es un conjunto finito cerrado hacia abajo, entonces tiene solo un niimero finito de
elementos maximales con respecto a <. Como &}, es siempre cerrado hacia abajo, obviamente tenemos que si
h € H, el escalén que determina verifica que &, C H. Esto prueba que si H es cerrado hacia abajo, entonces
es la unién finita de los escalones de sus elementos maximales con respecto a =<, lo que demuestra la Propiedad
Nétese que los elementos maximales de H no son comparables respecto al pre-orden de Dickson. Para de-
mostrarlo, supongamos que h; y ho son dos elementos maximales distintos de H y que hy = ho. Como hy # ha,
esto contradice el hecho de que h; sea maximal. Por lo tanto, concluimos que dos elementos maximales distintos
no son comparables. De lo anterior, se deduce que para cada i € {1,...,s},

hi & | &,
J#i
lo que prueba la Propiedad 7).
Obviamente, las uniones finitas de escalones son conjuntos cerrados hacia abajo, lo que prueba el reciproco. [J

Por lo discutido en la proposicién anterior, también llamaremos escaleras a los conjuntos cerrados hacia abajo.

OBSERVACION 6.1.3. Dado un subconjunto finito & C N como unién de escalones:

t
¢ = .,
k=1

es obvio que & es cerrado hacia abajo. Ademads, esta descomposicién puede refinarse para obtener una descom-
posicién que cumpla las Propiedades i) y i4) de la proposicién precedente. Esto es, tomando los indices de los

elementos maximales S C {1,...,t}, tenemos que la descomposicién:
&= én.
kesS

satisface las Propiedades ¢) y i7) de la Proposicién 6.1.2.

Por otro lado, dado h € N, definimos el anti-escalén de h como el siguiente subconjunto de N™:
h+N':={geN*": ImeN'" h+m=g}={geN": h<g},

donde h 4+ m denota la suma estdndar en el monoide (N, +).

PROPOSICION 6.1.4. Con las mismas notaciones e hipdtesis que antes, para cada H C Y™, H es cerrado hacia
abajo si y solo existen g1, ...,9: € N no comparables entre si con respecto al pre-orden de Dickson tales que:

Hi= () (N" ~ (g + N")).
=1

Ademds, los elementos g1,...,g: estan determinados de manera unica por H por ser los elementos minimales
de N™ \ H con respecto al pre-orden de Dickson <.

DEMOSTRACION. Basta considerar el subconjunto N™\ H y aplicar el Lema de Dickson (cf. Lema 6.1.1) para
concluir que solo existe un ndmero finito {g1, ..., g:} de elementos minimales de N™\ H. Estos son precisamente
los elementos mencionados en el enunciado de la proposicién. O

Nuestro siguiente resultado prueba que la condicién de ser cerrado hacia abajo es hereditaria por restricciones:

LEMA 6.1.5. Sea H C Y una clase de conceptos finita y S C [n] un subconjunto. Entonces, H es cerrada
hacia abajo si y solamente si lo son todas sus restricciones H|S para cualquier subconjunto S C [n].
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DEMOSTRACION. Supongamos que H es una clase de conceptos finita cerrada hacia abajo. Sea S C [n] un
subconjunto. Sea g € H una funcién de la clase de conceptos H y consideramos su restriccién g| s €H ‘ g al

subconjunto S. Consideramos también una funcién f: S — Y tal que f < g’ 4 Definimos ahora la extension
fr [n] — Y de f como sigue:

T Jf@), siie S

F(i) = {g(z’), siig S

Obviamente, ﬂs =fy f =< g. Por lo tanto, como H es cerrado hacia abajo, se cumple que fv € H. De lo

anterior, se deduce inmediatamente que f = ﬂ eH | 5+ 10 que prueba que la clase H | es cerrada hacia abajo.

El reciproco es inmediato tomando S = [n]. O

6.1.2. Ordenes monomiales y Bases de Grobner. Esta subseccién estd dedicada a introducir la ter-
minologia y los resultados necesarios para demostrar el Corolario 6.1.11 asi como los resultados de la Subseccién
6.4.2. Comenzamos recordando los 6rdenes monomiales sobre el monoide (N”, +).

DEFINICION 35 (Orden monomial). Un orden monomial sobre el monoide (N, +) es un buen orden < sobre
N™ que satisface las siguientes propiedades:

i) Dados p,v,7 € N", si u <w, entonces p+7 < v+7.
i1) El elemento 0 := (0,...,0) € N es el elemento minimo de N™ con respecto al orden <.

En el caso n = 1, cualquier orden monomial es el orden usual sobre N.

OBSERVACION 6.1.6. El pre-orden de Dickson introducido en la Subseccién 6.1.1 no es un orden monomial para
n > 2 (cf. [Pa, 25] para mds detalles). Sin embargo, si u,v € N* y u < v, entonces por la Propiedad i) de la
Definicién 35, tenemos que p < v para cualquier orden monomial <.

A continuacién, introducimos el orden monomial “lexicografico canénico”, que emplearemos en nuestros resul-
tados de la Subseccién 6.4.2:

DEFINICION 36 (Orden lexicografico canénico). Con las notaciones anteriores, el orden lezicogrdfico candnico
<iex €s el orden monomial definido por la siguiente regla: dados p:= (p1,..., fn), v :i= (v1,...,v,) € N*, dec-
imos que p <iex v si existe k € {0,...,n} de modo que se verifican las dos propiedades siguientes:

i) p =v;, paral <i <k,

i) prt1 < Vkt1-
Usaremos la notacion g =1ex Vsik =n, y p <iex V si k < n.
Por otro lado, es evidente que existe una biyeccién entre el monoide (N” +) y el monoide multiplicativo del
conjunto de monomios en n variables. Sea K un cuerpoy K[Xj,...,X,] el anillo de polinomios en n variables
con coeficientes en K. Consideramos el conjunto de sus monomios:

%(Xl,...,Xn) = {X{LIX;LL” : (,U,l,...,,un) GNH},

que es una base de K[X1,...,X,] como K-espacio vectorial. Tenemos el siguiente isomorfismo de monoides:

exp : (N, +) — (A (Xy1,...,X0n),")

= (s pin) D SREEED (A
donde - es el producto del anillo K[X7, ..., X,] restringido a .# (X1, ..., X,). Obviamente, un orden monomial
sobre N” puede transferirse a un orden sobre los monomios .# (X, ..., X,) que respeta la operacién natural
de producto de monomios. Lo denotaremos usando los mismos simbolos, es decir, escribimos X} - X#n <
Xt XEr sty solosi (p, .-y pn) < (V1,...,vp). Por esta razén, también llamaremos exponentes monomiales
a los elementos de N”.
A partir de ahora, cuando el contexto esté claro, dado = (p1, . - . , itn ), escribiremos X* en lugar de X4 - - - X},
Consideramos el polinomio f € K[X;,...,X,]. La expansién monomial de f viene dada por:
f = Z m X”y
nes

donde S C N™ es un conjunto finito y a,, € K. Este tipo de representacién es posible ya que .# (X1, ..., X,) es
una base de K[Xy,...,X,] como K-espacio vectorial. Ademds, podemos escoger un subconjunto finito S C N
tal que a, # 0 para todo i € S. En este contexto, el conjunto S recibe el nombre de soporte de f y lo denotamos
por supp(f). Por lo tanto, podemos expresar f de la siguiente forma:

f= Z a, X"

pesupp(f)



6.1. NOCIONES BASICAS: PRE-ORDEN DE DICKSON Y BASES MONOMIALES 119

Dado que supp(f) es un conjunto finito, el orden inducido por < serd un orden total y un buen orden. Por lo
tanto, supp(f) posee tanto elemento maximo como minimo.

Por otro lado, llamamos monomio director de f (y lo denotamos por LM< (f)) con respecto al orden monomial
< sobre A (X1,...,X,) al mdximo del conjunto supp(f), i.e.

LM< (f) = X",
donde p = max(supp(f)). Ademds, usaremos la notaciéon exp.(f) = p, donde 1 = max(supp(f)). Evidente-
mente, el monomio director de f depende del orden monomial escogido.

Sea a C K[X1,...,X,] un ideal y sea < un orden monomial, definimos el conjunto de los exponentes de a con
respecto al orden < como:

expe(a) :=={peN" : If €a, X" =LMc(f)} ={p eN" : 3f € a, p=exp(f)}.
Consideramos también su complementario:
Nexp (a) := N"\ exp_(a).
PROPOSICION 6.1.7. Sea < un orden monomial sobre (N, +), K un cuerpo y a un ideal del anillo de polinomios

K[X1,...,X,]. Entonces, tenemos que:

i) El conjunto exp<(a) es cerrado hacia arriba para el pre-orden de Dickson <.
it) Su complementario Nexpg(a) es cerrado hacia abajo para el pre-orden de Dickson <.

DEMOSTRACION. Comenzamos demostrando el ftem i). Sean u,v € N" dos exponentes monomiales. Si

p = vy p€expe(a) es porque existen:

o v:=(71,...,7) € N" tal que v = p + 7 en el monoide (N" +).

o f catal que LM<(f) = p.
Consideramos ahora el polinomio:

g =X{"--XI"fea
Como los érdenes monomiales respetan la estructura del monoide (N, +) (ver Propiedad ¢) de la Definicién
35), concluimos:
LM<(g) =~ + LM<(f) =7+ p=v € exp(a).

Esto prueba que el conjunto expg(a) es cerrado hacia arriba para el pre-orden de Dickson <. Obviamente, su
complementario serd cerrado hacia abajo con respecto a =<, lo que prueba el [tem i7). O
El Lema de Dickson (ver Lema 6.1.1) nos permite concluir el siguiente resultado:

COROLARIO 6.1.8. Sia C K[Xy,...,X,] es un ideal y < un orden monomial, entonces existe un conjunto finito
de elementos {g1,...,9s} C a tales que:

exp<(a) = U exp<(g:) +N".

i=1
La divisiéon de Weierstrass-Hironaka garantiza el siguiente resultado:

TEOREMA 6.1.9 (Existencia de Bases de Grobner). Sea K un cuerpo, a un ideal del anillo de polinomios
K[Xy,...,X,] y < un orden monomial sobre (N",+) (i.e. sobre (M (X1,...,Xn),-)). Entonces, existen
gi,-.-,9s € a tales que:

Z) a= (gla"'agss)a
i1) expg(a) =U_, expg(gi) + N".

Ademds, el conjunto {X" +a : p € Nexp.(a)} es una base como K-espacio vectorial del anillo cociente
K[Xi,...,Xyu]/a que recibe el nombre de base monomial y estd en biyeccion con Nexp(a).
El conjunto de elementos {g1,...,gs} C a que verifica las Propiedades i) y ii) del teorema anterior recibe el

nombre de Base de Grébner (o base estdndar) del ideal a. Las Bases de Grobner no son, en realidad, bases
del ideal como K-espacio vectorial, sino sistemas finitos de generadores del ideal. El uso del término “base”
en este contexto se debe a que el teorema anterior implica al Teorema de la Base de Hilbert para un anillo de
polinomios K[X;,...,X,] con coeficientes en un cuerpo K.

Por otra parte, tenemos el siguiente resultado:

TEOREMA 6.1.10. Con las notaciones anteriores, tenemos que:

i) Nexp.(a) es un conjunto finito.
it) El anillo K[X4,...,X,]/a es un anillo de Artin.
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iii) Fl anillo K[X1,...,X,]/a es un K-espacio vectorial de dimension finita.
iv) Los siguientes espectros coincide:
Spec(K[X7,...,X,]/a) = MaxSpec(K|[X1,...,X,]/a).
v) Existe un nidmero finito de ideales mazimales: {my,...,ms} C MaxSpec(K[Xy,...,X,]), tales que
a Cm; y existen ny,...,ng € N, n; > 1, tales que:
(0+a)=(my/ @)™ - (mg/ a)".
Si K es un cuerpo algebraicamente cerrado, las propiedades anteriores son equivalentes a:

v) La variedad algebraica:

Va(a) :={¢e K" : f({)=0,Vf€a}

es un conjunto finito de puntos.

Finalmente, estamos en condiciones de demostrar el resultado principal de esta subseccién. En realidad, este
resultado no debe ser desconocido. Lo enunciamos y lo demostramos por falta de una referencia apropiada.

COROLARIO 6.1.11 (Las escaleras finitas son equivalentes a las bases monomiales de K-algebras
de Artin). Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2. Sea p € N un entero positivo con p > 2. Sea
Y:={0,....,p—1} y H C Y" un subconjunto finito. Entonces, los siguientes items son equivalentes:

i) H es una escalera finita (i.e. un conjunto finito cerrado hacia abajo con respecto al pre-orden de
Dickson =<).
it) Para cualquier orden monomial < sobre el monoide (N, +), existe un ideal a tal que:
e H :=Nexp.(a) =N"\exp (a).
e La K-dlgebra K[X1,...,X,]/a es una K-dlgebra de Artin, que tiene la siguiente base monomial
como K-espacio vectorial:
BH)[a:={X}" - XFrt+a: pi=(u1,....,pn) € H}.
Ademds, se verifica la siguiente igualdad:
dimg (K[ X1,...,X,]/a)=4(H).

Adicionalmente, en el Ttem 11), es posible escoger el ideal a de modo que sea un ideal monomial de K[X, ..., X,],
aunque no es imprescindible.

DEMOSTRACION. Probamos cada implicacién por separado:

e i) = 4i): Comenzamos considerando el ideal monomial b := (X7,..., X?). Obviamente, el anillo
residual A := K[X1,...,X,]/b es un anillo de Artin y un K-espacio vectorial de dimensién p™. A
continuacion, consideramos el conjunto Y™ \ H y el conjunto finito de monomios asociado:

A VN H) =X X = (s ) € YT\ H

Definimos los exponentes {p - e1,...,p- ey} € N7, donde {e1,...,ep} C {0,1}" es la base candnica
usual de R™, y consideramos el conjunto complementario de H en N, dado por:

H* = N"\ H = (V" \ H) U (U, (p- e + N")).

Sea m(H¢) el conjunto de elementos minimales de H¢ con respecto al pre-orden de Dickson <. Por la
propia definicién de elementos minimales de este conjunto y por ser este conjunto cerrado hacia arriba,
tenemos que:

(6.1.3) H =] (p+N").
HEM
Escribimos m(H®¢) := {u1,..., 4}, con la condicién de que son distintos dos a dos. Obviamente,

tenemos la siguiente inclusién:
m(H®) C HC.
Finalmente, definimos la siguiente familia de monomios:
%O(HC) = {X{Lll R Xﬁbn Doy = (,U/i,la Ce 7/17;,”) S m(HC)}
Consideramos ahora el ideal monomial a generado por .#,(H¢), esto es:
a:= (Mo(H)) = (Mo(H")) + b,

ya que los exponentes p - e; de los monomios de la forma X? deben pertenecer a algin conjunto
w; +N™ para algin ¢ € [t] minimal en H® con respecto al pre-orden de Dickson <. Por lo tanto, b C a
y podemos considerar el ideal @ := a/b de clases residuales de elementos en el ideal a médulo el ideal
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b. Ademsds, tenemos el epimorfismo natural de K-dlgebras que, combinado con el Segundo Teorema
de Isomorfia, nos proporciona:

7T:A—>A/E’EK[X1,...,X7L]/CL.

En particular, 7 es un epimorfismo de K-espacios vectoriales. Por el Teorema 6.1.10, concluimos que
K[Xy,...,X,]/a es un K-espacio vectorial de dimensién finita y una K-&lgebra de Artin. Ademds,
nétese que el conjunto .#o(H€) no es solamente un sistema generador del ideal monomial a de
K[X1,...,X,], sino que también es lo que en [CLO, 15] (Problema 8 de la Seccién 4 del Capitulo 2)
recibe el nombre de “base minimal” del ideal monomial a. La razén es que no puede haber relacién
de divisibilidad entre ellos ya que sus exponentes son los elementos minimales de H¢ con respecto
al pre-orden de Dickson y son distintos dos a dos. Finalmente, probamos que para cualquier orden
monomial <, se cumple que:
t

(6.1.4) exp<(a) = J (i +N").
i=1
La inclusién C es obvia ya que a estd generado por los monomios m(H¢) := {u1,...,u:}. La otra
inclusion se sigue del hecho de que un orden monomial < induce una graduacién sobre el anillo de
polinomios K[X7,...,X,] de la siguiente forma:
K[X1,...,Xn] = @ K(X!" .o Xy,
nEN™

donde K (X/" ... X}ln) es el K—subespacio vectorial de K[X7,..., X,] de dimensién 1 generado por el
monomio X4 --- X#n . Los ideales monomiales son precisamente los ideales homogéneos con respecto
a esta graduacion y, por lo tanto, si f € a, entonces todos sus términos estan en a. En particular,
LM<(f) € a'y, por consiguiente, debe ser divisible por alguno de los monomios en .#,(H®) (que es lo
que viene a decir el Lema 2 de la Seccién 4 del Capitulo 2 de [CLO, 15]). Por lo tanto, para cada
f € a, tenemos que:

eng(f)GU(Mi-i'Nn): U w+nm.

neEm(H®)

Esto prueba la Identidad (6.1.4) que, gracias a la Igualdad (6.1.3), podemos escribir como:

exp< (a) = U (u+N") = He.
pem(He)

Finalmente, el teorema sobre la existencia de Bases de Grobner (cf. Teorema 6.1.9) nos permite concluir
que A(H)/a es una base de K[X1,...,X,]/a como K-espacio vectorial. El resto de la demostracién
se deduce a partir de esta tltima conclusién.

e i) = i): Para demostrar esta implicacién, basta probar que Nexp.(a) = N\ exp. (a) es siempre un
conjunto finito cerrado hacia abajo, bajo la hipétesis del Item i1). Consideramos b = (X7,..., XP).
En primer lugar, nétese que el anillo residual A := K[X;,..., X,]/b es una K-édlgebra de Artin, ya que
es un K-espacio vectorial de dimensién p™, cuya base puede expresarse de forma sencilla como clases
residuales médulo b de elementos de Y™, y cumple el Teorema 6.1.10 precedente. Al igual que en la
implicacién anterior, definiendo @ := a/b como las clases residuales de los elementos de a 2 b mddulo
el ideal b, tenemos el siguiente epimorfismo de K-algebras dado por Segundo Teorema de Isomorfia:

m:A— Ala= K[Xq,...,X,]/a.
Por lo tanto, usando el Teorema 6.1.10, concluimos que Z(H)/a es base del anillo residual
K[X1,...,Xn]/a

como K-espacio vectorial. Por consiguiente, Nexp.(a) es un conjunto finito (biyectable con B(H)/a
para cualquier orden monomial <). Por otro lado, gracias a Proposicién 6.1.7, sabemos que el conjunto
Nexp<(a) es cerrado hacia abajo para el pre-orden de Dickson <. En conclusién, tenemos que Nexp (a)
es un conjunto finito cerrado hacia abajo o, equivalentemente, una escalera finita. -
a
En conclusién, para cualquier escalera finita H C Y™ y para cualquier orden monomial <, existe un ideal a tal
que:
H:= Nn \eXp< (Cl),
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donde dicho ideal puede elegirse como un ideal monomial. Veremos mas adelante (Subseccién 6.4.2) una relacién
mas intrinseca.

6.2. El hiper-grafo de una inclusiéon: grado promedio, grado de salida promedio y orientaciones

El objetivo de esta seccién es presentar la nocién de hiper-grafo de una inclusion (también conocido como OIG:
One Inclusion Graph) y realizar un primer estudio de algunos de sus invariantes. Esta nocién fue definida por
primera vez en [Ha, 95, HLW, 94| para el Aprendizaje binario. Posteriormente, en [RBR, 06], los autores
extendieron la nocién al caso de Aprendizaje multiclase. Recientemente, esta nocién ha sido discutida en
[DS, 14] y [BCDMY, 22]. En nuestra exposicién, seguiremos la terminologia empleada en [BCDMY, 22],
con pequenas variaciones notacionales y corrigiendo algunas imprecisiones.

Con las mismas notaciones que en la seccién precedente, sea m; : Y[ — Y7~ la proyeccién que “olvida” la
i-ésima coordenada. Es decir,

o yin) — PN} = pn-1

6.2.1
( ) (hl,...,hn) — (h17~-~7hi71;hi+la---;hn)-

Para cada clase de conceptos finita H C Y™ denotamos por mi(H) a la imagen de H en la “direccion” de ;.
Obviamente, m;(H Reciprocamente, para cada f € Y"1, consideramos la fibra sobre {f} en la

direccién de 7;:

)= Hlp gy

i  {FD = eV gy =
Si intersecamos la fibra ;' ({f}) con H, i.e.
m {({fHNH,

tenemos que esta interseccién es no vacia si y solo si f € m;(H). Por lo tanto, para cada f € m;(H), definimos
los siguientes subconjuntos de H, que constituyen las “aristas” de nuestro hiper-grafo de una inclusion:

(6.2.2) eri =7 "({fHNH:= {h €H: h|["]\{i} = f}
En primer lugar, consideramos el conjunto de aristas en la direcciéon determinada por 7;:
Ei(H) = {ef: : fem(H)}
Obviamente, las fibras en la direccién i-ésima determinan una particién de H. Ademas, tenemos que:
(6.2.3) 8 (Ei(H)) =4 (mi(H)).

Finalmente, definimos el conjunto de aristas del hiper-grafo de una inclusién determinado por H (y las pro-
yecciones) como la unién disjunta de las familias F;(H):

(6.2.4) E(H):= | | Ei(H),

donde el simbolo LI denota la unién disjunta. Una forma clésica de representar esta unién disjunta es la utilizada
en [BCDMY, 22], que reproducimos a continuacién. Para cada i € [n] y para cada f € m;(H), consideramos
el producto cartesiano:

eri x {i} CTH x [n].

Por lo tanto, podemos identificar:

Ei(H) = {es; x {i} : fem(H)}y EH) = | {ers x {i} : fem(H)}.

1€[n]

Dado e =ey; x {i} € E(H) y h € H, escribimos h € e para indicar que h € es; y definimos el cardinal de una
arista como el cardinal de la fibra subyacente: f(e) := #(es,). Una arista e € E(H) recibe el nombre de unaria
si #(e) = 1. Denotamos por E(V(H) a la clase de aristas en F(H) que son unarias.

DEFINICION 37 (Hiper-grafo de una inclusién). Con las notaciones anteriores, definimos el hiper-grafo de
una inclusién de la clase de conceptos H C Y como el hiper-grafo G(H) := (H,E(H)), donde E(H) es el
conjunto de aristas definido en la Identidad (6.2.4).
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OBSERVACION 6.2.1 (El hiper-grafo de una inclusién no es propiamente un hiper-grafo: las aristas
unarias pueden ser “contadas” varias veces). Aunque hemos empleado el término hiper-grafo, la estruc-
tura G(H), que acabamos de presentar en la Definicién 37, no es propiamente un hiper-grafo. Algunas de las
aristas pueden ser consideradas como objetos distintos dependiendo de la direccién tenida en cuenta y, por lo
tanto, contadas varias veces. Dos aristas e :=ey; x {i} € E(H) y e :=e4; x{j} € E(H) coni # j y la misma
fibra subyacente, contenida en H (esto es, ef; = €,4;), pueden ser aristas unarias y, sin embargo, considerarse
como aristas distintas. Esto es, puede existir h € H tal que e = {h} x {i} y ¢’ = {h} x {j}, pero e y €' se
consideraran aristas distintas en nuestro hiper-grafo de una inclusién ya que i # j.

Resulta sencillo obtener ejemplos de esta situacién. Basta tomar H := {(1,1)} C {0,1}? y considerar las dos
aristas distintas e := {(1,1)} x {1} y ¢/ := {(1,1)} x {2}.

OBSERVACION 6.2.2 (El hiper-grafo de una inclusién difiere de la estructura de grafo definida en
[Ha, 95]). En [Ha, 95|, D. Haussler asoci6 a las clases de conceptos finitas H C {0,1}" (i.e. en el caso binario
p = 2) una estructura de grafo que difiere de la que hemos presentado, de acuerdo a [BCDMY, 22], en la
Definicién 37. A continuacién, vamos a comparar estas estructuras.

En [Ha, 95| se considera una funcién de distancia proporcional a la distancia de Hamming. Esto es, dados
f,9 € H, D. Haussler define la siguiente funcién:

9= 1 Y156 - ()] = Domth),

n

donde dpam(f, g) es la distancia de Hamming o, equivalentemente, donde:
. . 1, sif(e i
1) - ={y BI070

0, en otro caso °
A continuacién, reproducimos la misma funcién distancia para el caso general. Consideramos H C Y™, donde
Y ={0,...,p— 1}, y la funcién distancia:
p: HxH — R4
(frg) o mlhel

n

Dado h € H, consideramos también la bola cerrada de radio 1/n centrada en h con respecto a la distancia p:
B,(h,1/n):={g € H : p(h,g) < 1/n}.
Resulta sencillo verificar que esta bola cerrada viene dada por:
h 1/71 U Cri(h)yi
1€[n]

Teniendo en cuenta que h € ex;(n),i» Vi € [n], obtenemos la siguiente igualdad:

n

4(B,(h,1/n)) Zﬁ ri(h),i) — (n—1).

En el caso p = 2 (i.e. caso binario), las aristas de la forma €r,(h),i tienen a lo sumo dos elementos. En [Ha, 95],
el autor considera una estructura de grafo sobre H definiendo las aristas de la siguiente forma:

Haussl(H) := {(g,h) € H* : p(g,h) = 1/n}.

Nétese que un par (h, g) € Haussl(H) siy solo si g € B,(h,1/n)\ {h}. En particular, en el caso p = 2, tenemos
una biyeccién entre el abanico de salida:

Fan — Outyaussi(h) :={g € H : (h,g) € Haussl(H)},
y el conjunto de aristas que contienen a h y tienen exactamente dos elementos distintos, i.e.
{e€ E(H) : hee, f(e) =2}

En particular, la cardinalidad del Fan-Out o abanico de salida de h en Haussl(H) coincide con lo que llamaremos
posteriormente el grado de h en G(H) (cf. Definicién 39):

ﬁ (FGTL - OUtHaussl(h)) = deg(h)

Esto también significa que, en el caso p = 2 (i.e. caso binario), cada arista e ; es contada dos veces si no es un
elemento de E®(H). Por lo tanto, concluimos:

(6.2.5) ¢ (Haussl(H)) = 2 (ﬁ (E(H) \E<1>(H))) .
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El siguiente lema establece las propiedades béasicas del hiper-grafo de una inclusién:
LEMA 6.2.3. Con las notaciones anteriores, se verifican las siguientes propiedades:
i) Para cada h € H, denotamos por E(H), a la clase de todas las aristas que contienen a h. Es decir,
E(H)p:={e : hee}.
Entonces, tenemos que:
§(E(H)p) = n.
it) Se cumple la siguiente igualdad:
E(E(H)) =Y t(m(H)).
i€[n]
iii) Para cada i € [n], la siguiente descomposicion describe una particion de H en la direccion de m;:
H:= |_| €fi-
femi(H)
Al tratarse de una union disjunta, tenemos que:
f(H) = Y tlesi).
femi(H)
DEMOSTRACION. Los tres items se deducen de forma inmediata a partir de las definiciones. O

DEFINICION 38. Una orientacion del hiper-grafo de una inclusion G(H) es una aplicacion:
c:FE(H)— H,
que verifica la siguiente propiedad:
Ve € E(H), o(e) € e.
A continuacién, presentamos una nueva particién del conjunto de aristas E(H). Para cada k € N, definimos:
(6.2.6) E®(H):={eec E(H) : t(e) = k}.

Dicho de otro modo, E*) (H) es el conjunto de aristas cuyas fibras subyacentes tienen cardinal k. Como cada
arista tiene a lo sumo p elementos (i.e. f(es;) < #()) = p), la siguiente descomposicién es una particién de
E(H) en términos del nimero de elementos de las aristas:

E(H) := |i| EW) (H).
k=1

DEFINICION 39 (Grado, Grado de salida). Con las notaciones precedentes, definimos:
e Para cada h € H, el grado de h en G(H) viene dado por:

degy (h) ::ﬁ({eeE(H) : h€e, e%E(l)(H)}) zn—ﬂ({eEE(l)(H) : hEe}).

e Para cada h € H y para cada orientacion o : E(H) — H, definimos el grado de salida de o en h
mediante la siguiente erpresion:

outdegy(o,h) :=t({e€ E(H) : h€e, ole)#h}).

NOTACION 6.2.4. Como es habitual, omitiremos el sub-indice H de degj; y outdegy; y escribiremos simplemente
deg(h) y outdeg(o, h), siempre que H y G(H) queden determinados por el contexto. No obstante, ambas
cantidades dependen fuertemente de la clase de conceptos finita H y del hiper-grafo de una inclusién asociado
G(H).

6.2.1. Grado promedio, grado de salida promedio y densidad del hiper-grafo de una inclusién.

DEFINICION 40 (Grado promedio, Grado de salida promedio y Densidad del hiper-grafo). Con las
notaciones anteriores, definimos nuestros primeros invariantes cuantitativos del hiper-grafo de una inclusion
G(H) (con respecto a la distribucién uniforme en H ):

i) El grado promedio de los vértices h € H viene dado por la siguiente igualdad:

(6.2.7) avd(H) := ﬁ Z deg(h).
heH
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1) El grado de salida promedio de una orientacion o : E(H) — H se define como:

1
6.2.8 FEyloutdeg(o)] := —— outdeg(a, h).
(6.2.8) H[outdeg(o)] ﬁ(H)};{ g(o, h)
iii) La densidad de G(H) viene dada por el siguiente nimero racional:
£ (E(H))
gd(H) = A
=)

iv) El grado de salida mdzimo de una orientacién se define mediante la siguiente expresion:
outdeg, .. (o) := max{outdeg(o,h) : h € H}.

Noétese que avd(H) depende tnicamente de G(H), mientras que Ey[outdeg(o)] parece depender también de
la orientacién o : E(H) — H. Nuestra primera tarea serd caracterizar estas nociones en términos del hiper-
grafo de una inclusién G(H). En particular, demostraremos que el grado de salida promedio no depende de la
orientacion escogida (ver Item 11) de la Proposicién 6.2.5), sino que es un invariante de G(H) que solo depende
de la dimensién del espacio “ambiente” (i.e. n) y de la densidad del hiper-grafo G(H) (término que hemos
tomado de [RBR, 06]).

PRrOPOSICION 6.2.5 (Principales caracterizaciones de avd(H), Eg[outdeg] y gd(H)). Con las notaciones
anteriores y suponiendo que n > 2, tenemos que:

i) El grado promedio del hiper-grafo de una inclusion G(H) verifica:
1 (BW(H))

avd(H) =n —
- H(H)
i1) El grado de salida promedio de cualquier orientacion o : E(H) — H satisface:
t(E(H))
FEyloutdeg(o)] =n —gd(H) =n — ————=.

En particular, el grado de salida promedio de una orientacion es independiente de la orientacion
escogida y solo depende de la dimension n del espacio ambiente Y™ y de la densidad del hiper-grafo
gd(H). Por lo tanto, a partir de ahora, escribiremos simplemente Eploutdeg] para denotar al grado
de salida promedio de cualquier orientacion del hiper-grafo. En particular, tenemos que:

EO(H
avd(H) — Eyloutdeg] — gd(H) = —u <0
i(H)
iii) También se cumplen las siguientes desigualdades:
Eyoutdeg] < avd(H) < 2Eg [outdeg].

iv) Para cualquier orientacion o, tenemos que:
< Egloutdeg].
v) Sea G C H una subclase de H y sea o : E(H) — H una orientacidn. Entonces, existe una orientacion
o' E(G) — G de modo que se verifica:
Vg € G, outdeg(o’, g) < outdeg(a, g).
En particular, para toda orientacion o : E(H) — H, existe una orientacidn o’ : E(G) — G tal que:

outdegmax((/) < outdegmax(g) :

Finalmente, el grado de salida promedio raramente coincide con el grado promedio, ya que se cumple que:
e O bien
Epfoutdeg] < avd(H),

e o0 bien E(H) = EM(H) (i.e. G(H) tiene solo aristas unarias), en cuyo caso:
Eploutdeg] = avd(H) = 0.

DEMOSTRACION. Demostramos cada item por separado:
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e Item i): En primer lugar, dado i € [n], consideramos la clase E;(H). Tenemos que:

(6.2.9)

(6.2.10)

(6.2.11)

{({e € E(H) : heet(e)>2)) =t({e € Bi(H) : heel)—t{ec E(H) : e={h}}).

Como exactamente n aristas contienen al vértice h € H, tenemos que:
n
> t({e € Ei(H) : hee})=n.
i=1

Por lo tanto, como F1(H),..., E,(H) definen una particién de E(H ), obtenemos:

Z(Zﬁ({eEE'L(H h€e, ﬁ >2}> Zdeg

i=1 \heH heH

Intercambiando los sumatorios, tenemos que:

> deg(h) = > <Zﬁ {e € Ei(H hee,ﬁ(e)>2})>.

heH heH

Por otro lado, se verifica la siguiente igualdad:

Zﬁ({eEEi(H h e e i( )>2})—n—<2ﬁ({€€Ei(H) 1 €={h}}>-

Por lo tanto, concluimos que:

> deg(h) =ni(H) - > (Zﬁ({e €E(H) : e= {h}}) .

heH heH

Para terminar, tenemos que:

E(l)(H)Z U (U{eEEi(H) : e:{h}}>

heH

es una descomposiciéon como unién disjunta de aristas unarias. En términos de cardinalidad, se cumple

que:
u(EU) ) Z(Zﬁ{eeE :e:{h}}>.

heH
Por lo tanto, combinando la Identidad (6.2.9) con la igualdad anterior y dividiendo por #(H), con-
cluimos:

_H(EY(H))
avd(H hEZHdeg I

Item ii): Sea o : E(H) — H una orientacién. Por lo tanto, tenemos la siguiente particién de E(H):

E(H) := U o ({h}).

heH

Ademas, para cada h € H, consideramos el siguiente subconjunto:

O(h,o):={e€ E(H) : hee,h#o(e)}.
Nétese que:

O(h,o):={ec E(H) : hee}\{e€ E(H) : hee,h=0(e)}.

Esto es,

O(h,o):={e€ E(H) : hee}\ o *({h}).
Por lo tanto, sus cardinalidades verifican:

outdeg(o,h) = 4 (O(h,0)) =n —1{ (071({h})) .

Por consiguiente,

Z outdeg(a, h) = nf(H (Z t (o~ ({h}) )

heH heH
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Como la Identidad (6.2.10) define una particién de E(H), la tltima igualdad se convierte en:
S outdeg(a, h) = nt(H) — t (E(H)).

heH

Dividiendo ambos lados por § (H), obtenemos la igualdad principal del Item i1). El resto se deduce al
combinar el Item ¢) del enunciado con lo que acabamos de demostrar.
Item iii): En primer lugar, vamos a demostrar que se cumple la siguiente igualdad:

avd(H):%) Z f(e).

u( ecE(H)
f(e)>2

Para probar esta primera igualdad, denotamos por X, : H — {0,1} ala funcién caracteristica definida
por la arista e € F(H), considerada como subconjunto de H. Por lo tanto, tenemos que:

S o= S x .

eCE(H) c€E(H) heH
fi(e)>2 fle)>2

Por consiguiente, obtenemos:

doote=> | D x| =) deg(h).

ecE(H) heH | ecE(H) heH
f(e)>2 #(e)>2

Dividiendo por #(H), obtenemos la Identidad (6.2.12). A continuacién, pasamos a demostrar la sigu-
iente igualdad:

Epfoutdeg] = @ Z (8(e) = 1).
e€E(H)

Para probar esta segunda igualdad, consideramos nuevamente la siguiente descomposicién de FE(H)
como unién disjunta (segun se describe en la Igualdad (6.2.4)):

n

Yo oGle-n=> | > (e -1

e€E(H) =1 \e€E;(H)
Dado i € [n], tenemos que la siguiente descomposicién es también una particién de H:
H= |_| e.
ecE;(H)
Entonces,
HH) = D ().
ecE;(H)

Por lo tanto, tenemos que:

Sotle)-n=1| > e - D 1| =4H) -t(E(H).

ecE;(H) ecE;(H) ecE;(H)

Por consiguiente:

> e-1= (ZMH)) - (Zﬁ(Ei<H))> = ni(H) = 4(E(H)).

e€E(H)

Dividiendo por #(H) en ambos lados y aplicando el ftem 47) del enunciado, concluimos la demostracién
de la Identidad (6.2.13). Finalmente, demostramos el Item #ii) usando las Identidades (6.2.12) y
(6.2.13). Tenemos que:

Enloutdeg) = —— 3 (fe)=1) = —— 3 (#e)—1).
) 2= i >eﬁ€(E)(H)
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Por lo tanto:

Eploutdeg] < ﬁ(T ee; )ﬁ = avd(H).

fi(e)=2
Para la segunda desigualdad, nétese que:

Enfontdes] = ;o 37 (4e) ~1).

ﬁ;). Por lo tanto, obtenemos:

Pero, para cada arista e € E(H) tal que ﬁ(e) > 2, tenemos que fi(e) —1 >

Egoutdeg] > Z ﬁ M

)

ﬁ

(

eEE H)
ﬁ(e)>2

lo que implica la segunda desigualdad del [tem 1it).
Item iv) : A partir de los Items ) y i7) anteriores, se deduce inmediatamente que:

1(EH)) — ¢ (BV(H))
1(H) '

Aplicando ahora la segunda desigualdad del [tem 1i1), concluimos:

2(E(H)) — ¢ (EW(H))
4(H)
Item v): En primer lugar, conviene observar la relacién existente entre los conjuntos de aristas E(H) y
E(G). Dada una arista e := ey, x {i} € E(H), donde ef; es como en la Identidad (6.2.2), denotamos
por eNG := (ef; N G) x {i} € E(G), siempre que f € m;(G) C m;(H) (o, equivalentemente, siempre
que ef; NG # (). Entonces, tenemos que:
Dado ¢’ € E(Q), existe una unica arista e € E(H) tal que ¢ = eNG # 0.

Se trata de una consecuencia inmediata de la construccién de los hiper-grafos de una inclusién:
dada ¢’ € E(G), existe i € [n], f € m(G) € Y"! tal que ¢’ := €, x {i}, donde:

avd(H) = Eploutdeg] +

Eyoutdeg] + < 2Fy[outdeg].

- . —
ef,i i {g €G : g‘[n]\{z} - f}
Por lo tanto, es evidente que existe un e € F(H) tal que ¢/ = e NG y esta arista e € E(H) solo puede
ser e:=es,; x {i} € E(H).
Por consiguiente, estamos en condiciones de definir ¢/ : E(G) — G en términos de o. Distin-
guimos los siguientes casos:
— Sie’ € E(G) es tal que existe e € E(H) con e’ :=eNGye € o }(G) C E(H), entonces definimos:
a'(e') = ale).
Estd bien definida ya que e es tinica con la propiedad e’ := eN G.

— En otro caso, se cumple lo siguiente: ¢’ € E(G) es tal que existe una tnica e € E(H)\ 0 1(Q) y
¢/ :=eNG. Eneste caso, e =ey,; x {i}, o(e) € Gy e :=(ef;NG) x {i} € E(G). Pero, entonces,
eri NG # 0y, por lo tanto, podemos tomar un punto g. € ey; N G. Como e es Unica para cada
e’ dado, podemos definir:

Tl
o'(€e) := ge.

Finalmente, tenemos las notaciones necesarias para expresar nuestro argumento. Supongamos g € G.

Definimos:

O(o,9) :={e€ E(H) : g€e, g#o(e)},
O(o',g9) ={e' € E(G) : ge ¢, g# ()}
Por lo tanto, tenemos la siguiente descomposicion:
O(0',9) = O1(c’, 9)| | 0a(c", 9),
donde:
O1(0’,9) ={ € E(G) : 3eco H(G),gce =enG, g#7'(c) =0a(e)},
Os(o’,9) = {¢ € B(G) : e € E(H)\ o™ (G),g € =eNG, g #g.}.
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Por consiguiente, tenemos la siguiente aplicacién inyectiva:
¢ :0(0",9) — O(0,9),
dada por:
() :=e,
donde €’ := e N G. Ya hemos probado que e es tnica para cada €’ y ¢ es claramente inyectiva por
construccién. Unicamente nos queda por ver que est bien definida (i.e. ¢(O(o’,g)) C O(o,g)):
— Si e’ € O1(o,g), entonces la tnica arista e € E(H) tal que ¢/ = eN G, satisface o(e) # g v, por lo
tanto, ¢(e) € O(o,g).
— Si e € Oy(0,g), entonces, obviamente, la unica arista e € E(H) tal que ¢/ = e N G, verifica que
o(e) € Gy, en particular, o(e) # g.
En definitiva, tenemos que:

outdeg(c”, g) = £(0(0’,9)) < £(0(0,9)) = outdeg(a, 9),
y se deduce el Item v).

La dicotomia final se sigue de forma inmediata de los Items i) y i) ya que Ep[outdeg] = avd(H) si y solo si
E(H) = EW(H) y, en este caso, § (EV(H)) = nf (H) (o, equivalentemente, avd(H) = 0). O

OBSERVACION 6.2.6 (Caso n = 1). En el caso n = 1 algunas de las nociones anteriores carecen de un significado
apropiado. Sin = 1, no existen proyecciones que “olviden” la 1-ésima coordenada. Ademas, sin =1y §(H) =1,
tenemos un cubo “candénico” de dimensién 1 y tanto el grado promedio como el grado de salida promedio son
0, mientras que la densidad del hiper-grafo es 1.

OBSERVACION 6.2.7. Nétese que, en la demostracién de la Proposicién 6.2.5, hemos usado la Identidad (6.2.13).
Esta identidad implica que el grado de salida promedio Eg[outdeg] coincide con la cantidad avd’, denominada
“shifting average degree”, utilizada implicitamente en una demostracién en [BCDMY, 22]. Sin embargo, en
dicho trabajo no se realiza ningtin estudio ni andlisis especifico sobre ella.

OBSERVACION 6.2.8 (Los “grados promedio” dependen de la distribucién uniforme sobre H). Los
valores del grado promedio y el grado de salida promedio dependen fuertemente de la distribuciéon uniforme
escogida en H. A continuacién, incluimos un par de ejemplos elementales que muestran esta dependencia.

e Fjemplo 1: En este caso, avd(H) no cambia al modificar la distribucién de probabilidad definida
sobre H. Por otro lado, el grado de salida promedio de las orientaciones varia cuando modificamos la
distribucién de probabilidad. Ademas, la independencia del grado de salida promedio no se mantiene
cuando cambiamos la orientacion. El ejemplo consiste en un cubo de dimensién 2 con p = 2. Es decir,
consideramos:

H = {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)} = {0,1}*
Las aristas en E(H) son cuatro subconjuntos, todos ellos de cardinalidad 2:
E(H) = {617 €2, €3, 64}5
donde:
€1 = {(07 1)5 (17 1)}7 €2 = {(170)’ (Oa O)}7 €3 = {(07 1)7 (0’ 0)}5 €4 = {(1’ 0)7 (17 1)}
El grado de cada h € H es 2 ya que cada vértice estd exactamente en dos aristas del hiper-grafo de

una inclusién. Por consiguiente, el promedio de los grados, con respecto a cualquier distribucién de
probabilidad sobre H, es igual a avd(H) = 2.

Por otro lado, consideramos las orientaciones o1, 09 : E(H) — H, dadas por las siguientes tablas:

or: E(H) — H os: EH) — H
€1 — (07 1) el — (1, 1)
(D) — (0,0) (D) — (1,0)
es — (0,0) es — (07 1)
€4 — (1,0) €4 — (1, 1)

Obviamente, tenemos que:
outdeg(o1, (0,1)) = outdeg(oy, (1,0)) = 1, outdeg(oy, (0,0)) = 0, outdeg(oq,(1,1)) = 2,
outdeg(o2, (0,1)) = outdeg(os, (1,0)) = 1, outdeg(oz, (0,0)) = 2, outdeg(os, (1,1)) = 0.
Si consideramos la distribucién uniforme sobre H, obtenemos:

Eyoutdeg(o1)] = Egloutdeg(oz)] = Egloutdeg] = 1.



130

6. APRENDIZAJE MULTICLASE

Sin embargo, si elegimos cualquier otra distribucién de probabilidad que difiera en (0,0) y (1, 1), como
por ejemplo:
1 1 3
14 = —. U = U = —. U = -
(0,0) ]’ (1,0) (0,1) 4’ (1,1) ]’
entonces, tenemos que:

5 3
1= Z outdeg(oy, h) - v # Z outdeg(og, h) - v, = T

heH heH

Por lo tanto, el grado de salida promedio varia cuando modificamos la distribucién de probabilidad vy,
en general, no es independiente de la orientacién escogida.

Ejemplo 2: El grado promedio tampoco es un invariante de la distribucién de probabilidad elegida
sobre H, como se muestra en el siguiente ejemplo. Supongamos que H viene dado por la siguiente
igualdad:

H :={(0,0),(1,0),(0,1)},
y, por lo tanto, sus aristas son:
E(H) = {e1,e2},
donde:
€1 = {(070)7 (0, 1)}» €2 = {(070)7 (1, 0)}
Los grados de los vértices son:
deg((0,0)) =2, deg((0,1)) = deg((1,0)) = 1.

Suponiendo la distribucién uniforme sobre H, tenemos que:

4
d(H) = —-.
avd(H) 3
Si consideramos la distribucién de probabilidad sobre H dada por:
1 3 4

V(0,0) = 3 V(1,00 = ]’ Vo,1) = 3

tenemos que el grado promedio con respecto a esta distribucién de probabilidad verifica:

Z deg(h) - vy = % # avd(H).

heH

En conclusién, ni el grado de salida promedio ni el grado promedio son independientes de la distribucién de
probabilidad definida sobre H. Ademads, la independencia de la orientacién del grado de salida promedio no se
preserva si cambiamos la distribucién de probabilidad sobre H.

A continuacién, mostramos que algunas de las propiedades demostradas en la Proposicién 6.2.5 son independi-
entes de la distribucién de probabilidad elegida sobre H.

LEMA 6.2.9. Con las notaciones anteriores, sea o : E(H) — H una orientacion y {vy, : h € H} cualquier
distribucion de probabilidad definida sobre H. Definimos:

EY;[outdeg(o)] := Z outdeg(a, h) - vp,
heH

Eqlto™"]:= ) tlo™ ({h})) - v

heH

Entonces, tenemos que:

EYJoutdeg(o)] + E% [0~ = n.

DEMOSTRACION. Para cada h € H, consideramos el siguiente conjunto:

O(h,o):={e€ E(H) : hee,h#o(e)}.

Nétese que:

Esto es,

O(hyo):={e€ E(H) : hee}\{e€ E(H) : hee,h=0(e)}.

O(h,o):={e€ E(H) : hee}\ o '({h}).

Entonces, en términos de cardinalidades, tenemos que:

outdeg(a, h) = £ (O(h, o)) = n — 8o ({h})).
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Por lo tanto,

Ejloutdeg(0)] = ) outdeg(o,h) - v = Y (n = (o™ ({h}))) - vn =

heH heH
=S nve= S e AR v =0 Y v — Eflio ).
heH heH heH
Como
Z Vp = 1,
heH
concluimos:

EYJoutdeg(o)] = n — E%[to ]
O
EJEMPLO 6.2.10. El lema anterior prueba que el Item i) de la Proposicién 6.2.5 (donde se considera la dis-
tribucién uniforme en H) es cierto para cualquier distribucién de probabilidad sobre H. Sin embargo, las

cantidades EY [outdeg(c)] y E%[fo~1] dependen de la orientacién escogida como muestra el siguiente ejemplo.
Consideramos Y = {0,1,2} y H C Y1 dado por las siguiente igualdad:

H = {(170)7 (O’ 1)7 (17 1)’ (27 1)7 (17 2)}a

cuya imagen es:

El hiper-grafo de una inclusién asociado tiene 6 aristas:

E(H) = {e1, 2, €3, €4, €5, €6},
donde:
e1 ={(1,0)}, e2 ={(0,1),(1,1),(2,1)}, es = {(1,2)},
es ={(0,1)}, e5 ={(1,0),(1,1),(1,2)}, es = {(2,1)}.

Consideramos ahora las siguientes orientaciones de G(H):

¢: B(H) — H : EH) — H
eq — (1,0) eq — (1,0)
€9 — (1, 1) €9 — (2, 1)
es3 — (1,2) es3 — (1,2)
€4 — (0, ].) €4 — (0, ].)
€5 — (1, 1) €5 — (1,0)
€6 — (2, 1) €6 — (2, 1)

A continuacion, calculamos el grado de salida de cada vértice respecto a cada orientacion:
outdeg(ip, (1,0)) = 1, outdeg(y, (0,1)) = 1, outdeg(¢y, (1,1)) = 0, outdeg(yp, (2,1)) = 1, outdeg(p, (1,2)) =1
outdeg(1), (1,0)) = 0, outdeg(y, (0,1)) = 1, outdeg(v, (1,1)) = 2, outdeg(¢), (2,1)) = 0, outdeg(v, (1,2)) = 1.
Calculamos también el cardinal de las fibras de cada vértice respecto a cada orientacion:

e ((L0)) =1, 4™ ((0,1))) =1, e~ (L)) =2, #e™H((2,1) = L, t¢™ 1 ((1,2) = 1,

H7H((1L0)) =2, £ 1(0,1))) =1, 87 ((1, 1) =0, #(¥~1((2,1)) =2, 4(¥71((1,2))) = L.
Consideramos la distribucién de probabilidad {v,, : h € H} sobre H dada por:

1 2 2 1 1
V(1,00 = 7 Vo,1) = 7 Va,1) = 7 Vi,1) = 7 V(i,2) = 7
Obtenemos:
1 2 2 1 1 )
Ef[outdeg(p)] = Z outdeg(p, h) - vy = 1'; +1'?+0' ?‘f‘l ?‘Fl'? =7

heH
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2 2 1 1 9
EHﬁ§071 Zﬁ 71{}1/} thl 7-}-1 - 2-7+1.7+1.7:,,
heH 7 7 7 7 TT
v 2 2 1 1
EYJoutdeg(y)] = Zoutdeg(w, h) v, =0- ?—#1 = 2-?4—0-?4-1.? =1,
heH
1 2 2 1 1
Eflgy! Zti L{n})) =2 ol o0 2 o=
heH
Finalmente, nétese que:
5 y .
- = EYloutdeg(p)] # Ef;[outdeg(y)] = 1,
9 _
> = Byl # Byl =1,
v v — 5 9
Efloutdeg(p)] + Exlte™ = = + = =2,
B loutdeg(y)] + Byt~ =1+1=2.

LEMA 6.2.11. Con las notaciones precedentes, para cada h € H y cada orientacion o : E(H) — H, tenemos
que:
outdeg(h, o) < deg(h).

DEMOSTRACION. Comenzamos definiendo el siguiente conjunto:
A={e€ E(H) : he€e,le >2}.

Obviamente, #(A) = deg(h). Por otro lado, nétese que podemos escribir el conjunto A como unién disjunta de
los siguiente subconjuntos:

Ai={ec A :o(e)=h}yAy={ec A : ole) #h}.
Tenemos que:
#(Az) = outdeg(o, h).
Por lo tanto,
outdeg(c, h) = §(Az2) < §(A1) + £(A2) = deg(h).
a

OBSERVACION 6.2.12. Del lema anterior, se deduce que la primera desigualdad del [tem ii1) de la Proposicién
6.2.13 es cierta para cualquier distribucién de probabilidad {v;, : h € H} definida sobre H. Es decir, se cumple

que:
Z outdeg(h, o) - vy < Z deg(h) - vy,
heH heH

EJEMPLO 6.2.13. La segunda desigualdad del [tem i7i) de la Proposicién 6.2.13 no es cierta si cambiamos la
distribucién de probabilidad en H como se muestra en el siguiente ejemplo. Sea ) := {0,1,2}. Consideramos
la clase de conceptos H C V2! dada por la siguiente igualdad:

H:={(1,0),(0,1),(1,1),(2,1),(1,2)}.
El hiper-grafo de una inclusién asociado tiene 6 aristas:
E(H) = {e1,e2, €3, €4, €5, €6},
donde:
{(1,0)}, e2 ={(0,1),(1,1),(2,1)}, es = {(1,2)},
{0, 1)}, es ={(1,0),(1,1),(1,2)}, es = {(2,1)}.

Los grados de los vértices son:
deg((1,0)) =1, deg((0,1)) =1, deg((1,1)) =2, deg((2,1)) =1, deg((1,2)) = 1.

Consideramos la siguiente orientacién de G(H):

o: E(H)
€1
€2
€3
€4
€5
€6

LITITTL
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Obviamente, tenemos que:
outdeg(o, (1,0)) = 0, outdeg(o, (0,1)) = 1, outdeg(o, (1,1)) = 2, outdeg(c, (2,1)) = 0, outdeg(o, (1,2)) = 1.

Tomando la siguiente distribucién de probabilidad sobre H:

3 1 1 3 1
V1,0 = 9’ Vo,1) = 9’ Va,1) = 9’ Vi2,1) = 9’ V(i,2) = 9’

obtenemos:
10 4
Z deg(h) -vp=—1y Z outdeg(h,o) - vp = —=.
9 9
heH heH
Por lo tanto, concluimos:
8 10
9= 2 Z outdeg(h, o) - v < Z deg(h) - vy, = o
heH heH

lo que demuestra que la segunda desigualdad del [tem i7i) de la Proposicién 6.2.13 varfa si cambiamos la
distribucién de probabilidad definida sobre H.

Tras esta breve discusién sobre cémo varian las definiciones y los resultados al modificar la distribucién de
probabilidad sobre H, retomamos nuestra exposicién considerando, de nuevo, la distribucién de probabilidad
uniforme en la clase de conceptos H.

OBSERVACION 6.2.14. En el caso p = 2, tenemos que:

(6.2.15) avd(H) = Eyoutdeg] + ﬁ(H;ﬁu(SIS;;H)),

y
£ (Haussl(H))

24(H)
donde Haussl(H) es la estructura de grafo definida en [Ha, 95]. En particular, en el caso p = 2, la diferencia

entre el grado promedio de H y el grado de salida promedio de H es un medio de la densidad del grafo considerado
por D. Haussler en [Ha, 95].

< Egloutdeg] < outdegmax (o),

El siguiente lema muestra como varian el grado promedio y el grado de salida promedio al eliminar un elemento
h € H. En particular, demostramos que ninguno de estos invariantes es mondétono con respecto a la inclusiéon
de conjuntos.

LEMA 6.2.15. Sea H C Y una clase de conceptos finita tal que §(H) > 2 yn > 2. Sea h € H un elemento
de H. Definimos H' := H \ {h} como la clase obtenida al eliminar el elemento h de H. Denotamos por deg(g)
al grado de un elemento g € H' en el hiper-grafo G(H) y por deg'(g) al grado correspondiente en el hiper-grafo
G(H'). Entonces, tenemos que:

(6.2.16) deg’(g) < deg(g), Vg € H'.

DEMOSTRACION. Nétese que las aristas que contienen a g € H' en el hiper-grafo de una inclusién G(H')
son:

! . . _
€rilg)i = {t e H' t|[n}\{i} =mi(9)} # 0.

Denotamos por e, (4, a las aristas que contienen a g € H' C H en el hiper-grafo de una inclusién G(H), i.e.
Cri(g),i *= {teH : t|[n]\{i} =mi(9)} # 0.

Entonces, tenemos tres casos posibles:

o Casol: Sih € ey (g ¥ e;i(g)ﬂ. # (), entonces:
e;ri(g),i = Cri(9),i \ {h}a
y, por lo tanto,

: <e;i(g)’i> =1 (eﬂi(g),z‘) —1.

En este caso, (em(g)yi) > 2. Notese también que, en este caso, puede ocurrir que (e;i(g) Z) =1 dado

que f (em(g),i) = 2 o, equivalentemente, que e, (q); = {9, h}.
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e (Caso2: Sih € Cri(g),ir Y u (6/

m(g”) > 2, entonces:

Cri(g)i = milg)i
y, por lo tanto,
Ij (efrri(g),i) = ﬁ (eﬂ'i(g)vi) .
En este caso, se cumple que:
t(emiei) 2 2

o Caso 3: Sih ¢ ex (g, v (e;i(g)ﬂ.) = 1, entonces:

e;—i(g),i = Cri(g)i — {g}a
y, por lo tanto,
t(ruo) = 8 (emoni) = 1
Por consiguiente, concluimos que tinicamente las aristas de los dos primeros casos cuentan para deg’(g) y, por
lo tanto, tenemos que:

deg'(9) = #({e\{h} € E(H') : e€ E(H), g€e, hee, f(e\{h}) =2})+
+i({ec E(H') : ec E(H), gce, hde, f(e) =2 2})
Esto es, se verifica la siguiente desigualdad:
deg’(g) <t ({e € E(H) : g€e, hce, fle)>2})+i({ec E(H) : g€e, he, #(e) >2}).
De lo anterior, se deduce que:
deg’(g) < deg(g),

lo que prueba la Desigualdad (6.2.16). a
PROPOSICION 6.2.16 (Los “grados promedio” no son funciones monétonas respecto a la inclusién de

conjuntos). Con las notaciones precedentes, sea H C Y una clase de conceptos finita, f(H)>2yheH.
Definimos H' := H \ {h} y sea G(H') el hiper-grafo de una inclusidn asociado a H'. Tenemos que:

i) Si deg(h) > avd(H), entonces:
avd(H') < avd(H).
it) Sin embargo, el grado promedio (avd) no es una funcidn mondtona con respecto a la inclusion de
conjuntos. Supongamos que existe h € H tal que deg(h) + ea(h, H) < avd(H), donde:

ea(h,H):=t({e€ E(H) : #(e) =2, h€e}).
Entonces, si H' := H \ {h}, tenemos que:
avd(H) < avd(H').

Ademds, deg(h) + ea(h, H) < avd(H) implica avd(H) < avd(H').
iii) Si deg(h) > Eploutdeg], entonces Ep [outdeg] < Eploutdeg].
iv) Si, por el contrario, deg(h) < Egloutdeg], entonces Egs[outdeg] > Egloutdeg].
v) Egloutdeg] no es una funcidn mondtona con respecto a la inclusion de conjuntos. Ademds, sideg(h) <
Eploutdeg], entonces Egloutdeg] < Eg[outdeg).

DEMOSTRACION. Demostramos cada item por separado:

e [tem i): Por la definicién de avd(H), sabemos que:

wd(H) = o > desto

Por lo tanto, tenemos que:

#(H)avd(H) = | Y deg(g) | + deg(h).
geH’

Por consiguiente, obtenemos:

(de H deg(g))

f(H)avd(H) = (4(H) — 1) (#(H) —1)

+ deg(h).
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Modificando la expresién anterior, llegamos a que:
(de e deg(Q))
(#(H) — 1)
Como, por hipdtesis, el lado derecho de esta igualdad es positivo (i.e. deg(h)—avd(H) > 0), obtenemos:

(cn des(s))
AOED

(#(H) - 1) [ avd(H) —

= deg(h) — avd(H).

avd(H) —

0, equivalentemente:

(de Hr deg(g))
avd(H) >
(#(H) — 1)
Por el Lema 6.2.15, sabemos que deg’(g) < deg(g), para todo g € H' y, por lo tanto, concluimos:

(Zoen deg'(9))
()~ 1)

Ttem i1): Mostramos a continuacién un ejemplo en el que avd no es una funcién monétona. Conside-
ramos ) := {0, 1,2} y la clase de conceptos H C Y2l dada por:

H :={(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,2)}.
El hiper-grafo de una inclusién G(H) tiene una tnica arista unaria: {(2,2)}. Por lo tanto, aplicando

el Ttem i) de la Proposicién 6.2.5, obtenemos:

avd(H) =2 — % =13/7<2.

avd(H) > = avd(H").

Si eliminamos el vértice h := (2,2) € H, obtenemos la clase H' := H \ {(2,2)}. Nétese que la clase H’
es un cubo con 6 vértices (y, por lo tanto, no tiene aristas unarias). Por consiguiente, es evidente que:

avd(H') =2 > avd(H),

aunque H' C H. La siguiente imagen muestra todos los vértices de H' representados mediante o y el
elemento h := (2,2) € H que ha sido eliminado con x:

Para el segundo resultado de este item, consideramos las siguientes particiones de las aristas unarias
de H y H’, respectivamente:

EW(H)={ec EV(H) : hee}| [{ec EV(H) : he},

EW(H') ={e\{h} : ec E(H), f(e) =2, hee}| [fec EV(H) : he}.
Por lo tanto,
H(EW(H)) - t(EW(H')) = (n — deg(h)) — ea(h, H),

ya que:
ea(h, H) = §({e\{h} : e € E(H),4(e) = 2,h e}),

n —deg(h) =4 ({e e EN(H) : he e}) .
Por consiguiente, obtenemos:

(1) ) (g7
(ﬁ(H))ﬁ(E (H)) §(EY)(H"))

4(H) —(8(H) -1 W:(n—deg(h))—eg(h,H).
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Y, por lo tanto, concluimos:

(1) O (g’
otar) — 1) (A5 - AESED) — (o deut) — eatn 1) -

Gracias al [tem i) de la Proposicién 6.2.5, tenemos que:

(€] W (g
) = 1) (A - B — avaan) — (o) + eath, 1),
Como #(H') = #(H) — 1, de nuestras hipdtesis obtenemos que:

HEW(H) HEVHY))
t(H) ey

De nuevo, por el [tem i) de la Proposicién 6.2.5, concluimos:

H(EM(H)) H(EM(H)) /
avd(H)=n—-"———"><n—-"———2 =avd(H').
) (ST ) -
o ltem i41): Siguiendo un razonamiento similar al del Lema 6.2.15, demostramos que:
(6.2.17) 8 (E(H)) =t (E(H')) + (n — deg(h)).
La razén es que podemos descomponer E(H') como la siguiente unién disjunta de subconjuntos:
E(H'Y = {e\{h} : ec E(H),h € e,f(e) > 2}
{e : ec E(H),h & e}.
Por otra parte, tenemos la siguiente particién de E(H):
E(H) {e€ E(H) : hee,te) >2}
{e€ E(H) : he}
{e€c E(H) : hee,f(e) =1}

(EW(H))
t(H)

ol

Por lo tanto,

§(BE(H)) —#(EH') =4({e€ E(H) : heete)=1}),
y se deduce la Identidad (6.2.17). A continuacién, nétese que la Identidad (6.2.17) nos proporciona la
siguiente igualdad:

t(E(H)) _ 1 (E(H"))
ﬁ(H)W = (#(H) - 1) YH) -1 + (n — deg(h)).
Por lo tanto, obtenemos:
o (REU)  HEH))) _ H(E(H))
(o) - 1) (EEED BN g - A
Aplicando el Item i1) de la Proposicién 6.2.5, tenemos que:
o (HEH))  BEEH))N _
) - 1) (22 - EEEED) — Bufoutdes] - deg(n)
Como, por hipétesis, Fyloutdeg] < deg(h), el lado derecho de esta igualad es negativo y, por lo tanto,
concluimos:
§(E(H)) _ 3 (BUH))
8H) T a(H)
De nuevo, por el Item 1i) de la Proposicién 6.2.5, concluimos:
_ o B(EdH)) E(E(H))
Ey[outdeg] = n — ON <n-— O Eyoutdeg].
o Item iv): Empleando un argumento similar al usado en el [tem 1i1), concluimos:
oy (HEWEH)  EEEHD))N _ 4(E(H))
a0 - (5 - Yy 1) =~ - H

Por lo tanto, si deg(h) < Ep[outdeg], entonces el lado derecho de la expresién anterior es positivo.
Esto implica que:
t(EH)) _ $(EH))
8H) — 4(H)
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y concluimos la demostracion del segundo resultado del [tem w):

i (E(H")) i (E(H))
EpJoutdeg]) =n — "=——= > n — = = FEyloutdeg].
4(H') 4(H)
o ltem v): Para el dltimo item, el mismo ejemplo usado en el [tem i1) para probar que avd(H) no es
una funcién monoétona con respecto a la inclusién, muestra que el grado de salida promedio tampoco
es una funcién mondtona con respecto a la inclusién de conjuntos. Esto es, tomando Y := {0,1,2}, la

clase de conceptos H C y[21 dada por:

H :={(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,2)},
h = (2,2), con deg(h) =1, y H' := H \ {h} obtenemos, aplicando el ftem #i) de la Proposicién 6.2.5:
Eyloutdeg] =2 —6/7 < 2 —5/6 = Eg[outdeg].
De la expresién anterior, se deduce que el grado de salida promedio no es una funcién mondtona

respecto a la inclusién de conjuntos.
O

La proposiciéon anterior indica que no podemos emplear argumentos inductivos basados tnicamente en la in-
clusién de conjuntos para estudiar propiedades del grado promedio o del grado de salida promedio, lo que
dificulta el analisis de estas nociones.

6.2.2. Grado promedio, grado de salida promedio y conjuntos cerrados hacia abajo. Para cada
h:= (h1,...,h,) € N, definimos el conjunto:

(6.2.18) DS(h):={i€n] : hy > 1}.

LEMA 6.2.17. Con las notaciones anteriores, tenemos que:

i) Sean f,g € N*. Si f < g con respecto al pre-orden de Dickson, entonces DS(f) C DS(g) y, por lo
tanto, §(DS(f)) < #(DS(g)).

it) Si H C Y™ es una clase cerrada hacia abajo y h € H, entonces deg(h) > #(DS(h)). La desigualdad
anterior se convierte en una igualdad cuando h es un elemento maximal de H con respecto al pre-orden
de Dickson.

DEMOSTRACION. El primer item se deduce inmediatamente de la definicién del pre-orden de Dickson. Para
la primera parte del [tem i1), como H es un conjunto cerrado hacia abajo, se cumple que para todo h € H se
verifica la siguiente inclusion:

{ex;n),i @ h(i) > 1} C{ec E(H) : hce,f(e) > 2},
y, por lo tanto, se tiene que deg(h) > #(DS(h)). Si h es un elemento maximal de H con respecto al pre-orden
de Dickson, los conjuntos anteriores coinciden y se verifica la tltima parte del Item i1). (|

6.2.2.1. Ejemplo: escalones &,. Retomamos el ejemplo del escalén (cerrado hacia abajo) &}, determinado
por algin h € N", definido en la Identidad (6.1.2). Consideramos también el conjunto DS(h) definido en la
Identidad (6.2.18) precedente.

PROPOSICION 6.2.18. Sea n € N un entero positivo, n > 2, h € N" un exponente monomial y &, la clase de
conceptos definida como el escalon determinado por h. Entonces, se verifican las siguientes propiedades:

i) El grado promedio de &, el grado de h en el hiper-grafo de una inclusion G(&,) y el cardinal del
conjunto DS(h) coinciden. Es decir, tenemos que:

deg(h) = §(DS(h)) = avd(&}p).
it) El cardinal de &, viene dado por la siguiente igualdad:
t&) = [ a+h)
i€DS(h)
ii1) El nimero total de aristas en E(&},) viene dado por:
8(E(én)) = (n — 4(DS(h)))§(&n (14 hy)
ZEDS JEDS(h NE

iv) El grado de salida promedio de &), verifica:

Eg, [outdeg] = #(DS(h Z
€DS
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DEMOSTRACION. Demostramos cada item por separado:

o Item 1): La primera igualdad ya fue discutida en el Lema 6.2.17 (basta tener en cuenta que h es un
elemento maximal de &}, con respecto al pre-orden de Dickson). Para la segunda igualdad, sin pérdida
de generalidad, supongamos que DS(h) = [m] = {1,...,m}, para algin m < n. Entonces, se verifica
la siguiente igualdad:

(6.2.19) S 1= 6|,y x {03

[m

Estudiamos, a continuacion, las aristas en E(l)(ﬁh)7 esto es, las aristas unarias del hiper-grafo de una
inclusién G(&3,). Distinguimos dos casos:
— Casoi € [m]: Para cada g € &, y para cada i € [m], la arista er,(,),; tiene exactamente 1+ h; > 2
elementos.
— Caso j ¢ [m]: Para cada g € &, la arista e, () ; contiene un tinico punto ({g}) en &, que es
cerrado hacia abajo.
De lo anterior, se deduce que el conjunto de aristas unarias en &}, viene dado por:

E(l)(gh) = {eﬂ'j(g),j 1 g€ (fh’ ] g [m]}

Por lo tanto, tenemos la siguiente expresion para el cardinal del conjunto de aristas unarias:
£ (BV@) = (0 - m)z(én).
Finalmente, aplicando el [tem i) de la Proposicién 6.2.5, obtenemos:

@) n—m
avd(éah)zn—wZH—W:m:ﬁ(DS(h)).

e Item ii): De la definicién de &, se deduce que:
&y = {(gl, Ce ,gn) g < hi, Vi € [n]}
Obviamente, tenemos que:
i) = [ (a+h),
i€DS(h)

donde se han omitido aquellas coordenadas nulas de h, ya que no afectan al producto.
e [Ttem iii): Al igual que antes, supongamos, sin pérdida de generalidad, que DS(h) = [m] para algin

m < n. Consideramos la clase de aristas F;(&%) determinada por la proyeccién ;. A continuacion,

distinguimos dos casos:
— Caso 1: Sii € [m], entonces:

(6.2.20) 8Ei(6) = [ @+hy).

Para demostrar la identidad anterior, basta observar que §(F;(&r)) = #(mi(éh)) v que

Wi(éah) = H {0,1,...,h]’} X {O}R_m
J=1,j7#i
— Caso 2: Si j & [m], tenemos que:

m

(6.2.21) H(E; (&) = [ (1 + k) = 8(6n).

i=1

Esta igualdad se prueba mediante argumentos similares al Caso 1. Aplicando la Igualdad (6.2.19),
concluimos que si j & [m], tenemos que la proyeccién de & en la direccién determinada por 7,
verifica:

ﬂ-j(éah) = gh|[m] X {O}nimil'

Por lo tanto, obtenemos:

m

H(E; (&) = #(m;(6n) = [+ hy) = §(6n).

i=1
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Combinando las Igualdades (6.2.20) y(6.2.21), concluimos:

HEE)) =D 4E(E)+ Y #E(&)=> | TI +hr) |+ (n—m)&).
i=1 j=m+1 i=1 | 1<j<m

i

o Item iv): En primer lugar, por el Item i1) de la Proposicién 6.2.5, obtenemos:

1(E(¢h))
FEg [outdeg) = n — ———".
h [ ] H(éah)
Aplicando ahora el ftem 141) anterior y tras cancelar términos iguales en numeradores y denominadores,

concluimos:

1 1
Egh[outdeg]:nle_‘_h‘ f(nfm):mle_i_h‘,
3 i=1 7

1=

1
donde, al igual que antes, m = §(DS(h)).

6.3. Pseudo-cubos, dimensiéon DS y dimension exponencial

6.3.1. Pseudo-cubos: definicion, caracterizacién y propiedades basicas. El término pseudo-cubo
fue empleado por primera vez en [ BCDMY, 22], donde se utiliza para designar una nocién que aparece implicita
en la nocién de dimensién de [DS, 14]. Esta nocién es clave para poder definir uno de los conceptos de dimensién
que surgen en el Aprendizaje multiclase. En [BCDMY, 22], esta dimensién recibe el nombre “dimension de
Daniely-Shalev-Schwartz” (o simplemente dimensién DS). El objetivo de esta subseccién es caracterizar los
pseudo-cubos en términos de los invariantes del hiper-grafo de una inclusién introducidos y discutidos en la
Seccién 6.2.

Comenzamos la subseccion introduciendo las nociones de “cubo” y “poli-cubo”:

DEFINICION 41 (Cubo). Un cubo H C Y™ de dimension n es cualquier subconjunto de modo que existe Z C' Y
tal que H = Z™.

OBSERVACION 6.3.1. Puesto que estamos tratado con conjuntos finitos, resulta mds complicado usar términos
como politopo, polidisco o rectangulo, entre otros. Por ello, emplearemos el término poli-cubo para referirnos

al producto cartesiano de cubos, esto es, H C Y™ es un poli-cubo si existen Z,..., 2, C Y tales que:
n

(6.3.1) H:=]]z.
i=1

En [BCDMY, 22], inspirados en [DS, 14], estdn interesados en la siguiente “generalizacién” de la nocién de
“cubo”:

DEFINICION 42 (Pseudo-cubo). Con las notaciones de las secciones precedentes, dados n € N, n > 2, y una
clase de conceptos finita H C Y, decimos que el hiper-grafo de una inclusion G(H) asociado a H es un
pseudo-cubo (de dimension n) si y solo si se verifica la siguiente propiedad:

Para todo i € [n] y para todo h € H, existe un i-vecino de h en H (i.e. existe g € H tal que h(i) # g(i), pero
h(j) = g(j) para todo j € [n]\ {i}).

En el caso n = 1, llamamos pseudo-cubo de dimension 1 a cualquier hiper-grafo de una inclusion G(H) asociado
a un subconjunto H C Y de cardinal mayor o igual que 2. Finalmente, llamamos pseudo—cubo de dimension 0

a G(0).

OBSERVACION 6.3.2 (Vecinos, distancia de Hamming y aristas del hiper-grafo de una inclusién). En
la definicién anterior, hemos introducido la nocién de i-vecino y la hemos empleado. A continuacién, propor-
cionamos definiciones equivalentes de esta nocién utilizando elementos que hemos descrito con anterioridad.
Esto es, dos elementos g, h € H son i-vecinos si y solo si se verifica cualquiera de las dos siguientes propiedades:

i) Ambos elementos son vecinos, i.e. la distancia de Hamming entre fy g es 1 (i.e dgam(f,g9) = 1) o, en
la terminologia de [Ha, 95| (cf. Observacién 6.2.2), la distancia p de D. Haussler entre f y g verifica:

p(f,9) = %



140 6. APRENDIZAJE MULTICLASE

ii) Tenemos que f # g y existe ¢ € [n] tal que, considerando la proyeccién que “olvida” la coordenada
i-ésima, m; : Y — Y"1 se cumple que:

mi(f) = mi(g).
En términos de las aristas del hiper-grafo de una inclusién G(H), dos elementos distintos g, h € H son i-vecinos
si y solo si estdn en la misma arista i-ésima de G(H) para algin ¢ € [n] (i.e. siy sélo si g,h € ey ;, para algin
f=mi(h) =mi(g)).
OBSERVACION 6.3.3 (Pseudo-cubo: casos defectivos). Ndétese que los casos defectivos n =1y H = () han
sido definidos por los siguientes motivos:
e En el cason =1y f§(H) = 1, es habitual decir que G(H) es un cubo de dimensién 1. Sin embargo,
G(H) no es propiamente un pseudo-cubo ya que no posee ningin vecino distinto en la tnica direccién
de proyeccion posible.
e Enelcason=1y H C Y, con §(H) > 2, podemos suponer que hay una tnica arista (ya que no hay
proyecciones) y, entonces, tenemos que deg(h) = 1 para todo h € H. Evidentemente, obtenemos:
1
avd(H) =1, gd(H) Tk
y el grado de salida promedio de cada orientacién o : E(H) = {e} — H verifica:

_J1, sih#o(e)
outdeg(c, h) := {0’ en otro caso

Por consiguiente,
1

Ey[outdeg(o)] = m Z outdeg(o, h) =
heH

y, entonces, en este caso, se cumple que:
avd(H) — Egoutdeg] — gd(H) = 0.

e El caso H = () es usado como caso defectivo del caso defectivo. Si no hay ningin punto, todos los
puntos poseen vecinos distintos.

t(H) -1
BH) -

OBSERVACION 6.3.4. Nétese que si h € H e i € [n], la clase de los i-vecinos de h en H son exactamente los
elementos de la arista e, ) ;. Por lo tanto, ser un pseudo-cubo implica que todas las aristas e € E(H) verifican
e) > 2.

PROPOSICION 6.3.5 (Caracterizacion de los pseudo-cubos de dimensiéon n). Con las notaciones prece-
dentes, sean € N, n > 1, H C Y™ una clase de conceptos finita, con $(H) > 2, y G(H) = (H,E(H)) el
hiper-grafo de una inclusion asociado a H. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) El hiper-grafo de una inclusion G(H) es un pseudo-cubo de dimension n.
it) Para cada arista e € E(H), fi(e) > 2.
iit) El grado promedio verifica avd(H) = n.
i) Para todo h € H, deg(h) = n.
v) El grado promedio, el grado de salida promedio y la densidad del hiper-grafo cumplen la siguiente
igualdad:
avd(H) = FEyloutdeg] + gd(H).
En particular, si H es un pseudo-cubo de dimension n y n > 2, tenemos que:

(6.3.2) g < Eyloutdeg] < n.

DEMOSTRACION. El caso n = 1 ya fue discutido en la Observacién 6.3.3. Por lo tanto, supondremos que
n > 2.
En primer lugar, las Observaciones 6.3.2 y 6.3.4 muestran que el [tem 1) implica al [tem 71). A continuacion,
demostramos que el Item i) implica al Item i). Dados i € [n] y h € H, la arista e := ey, (;),; contiene todos los
i-vecinos de h. Por lo tanto, como f(e) > 2 y h € e, existe al menos un i-vecino de h en H.

Por el Item i) de la Proposicién 6.2.5, tenemos que los [tems i1) y #it) del enunciado son equivalentes.
Obviamente, el Item iv) implica al tem i), mientras que el ftem i) implica de forma inmediata al ftem iv).
La equivalencia de los ftems 7ii) y v) del enunciado se sigue de los ftems i) y ii) de la la Proposicién 6.2.5.
Las tltimas desigualdades se deducen de la Proposicion 6.2.5:

Egoutdeg] < avd(H) = n < 2Eg[outdeg],
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lo que implica:
d(H
% = aVT() < Egloutdeg] < n = avd(H).

Por la dltima dicotomia de la Proposicion 6.2.5, sabemos que si n > 1, entonces:
Eploutdeg] < avd(H),
lo que prueba la tltima desigualdad. (|

EJEMPLO 6.3.6 (Cubos, poli-cubos y conjuntos cerrados hacia abajo: su relacién con los pseudo-cu-
bos). Estudiamos, a continuacién, la relacién existente entre los cubos, poli-cubos y conjuntos cerrados hacia
abajo con los pseudo-cubos. Abordamos cada situacién por separado y nos restringimos al caso n > 2:

i) Todo cubo no vacio H := Z™, con n > 2, es un pseudo-cubo si y solo si § (£) > 2.

ii) Todo poli-cubo no vacio H := [[;_, Z; es un pseudo-cubo si y solo si #(Z;) > 2. Nétese que si
todos los Z;’s tienen cardinal al menos 2, entonces en la direccién de la proyecciéon m;, todo punto
(21,...,2n) € H tiene un i-vecino reemplazando x; € Z; por otro elemento de Z; distinto de z;, que
debe existir en Z; ya que §(Z;) > 2.

iii) Un subconjunto cerrado hacia abajo H C Y™ es un pseudo-cubo si y solo si ninguno de sus elementos
maximales (con respecto del pre-orden de Dickson <) se encuentra sobre alguno de los ejes. Esto es,
si no hay elementos maximales de H en:

n
U{ﬂﬁ:(m,...,xn)eN” : x; = 0}.
=1

Obviamente, si un elemento maximal tiene una coordenada nula, por ejemplo, si h = (0,z2,...,2,) €
H es un elemento maximal, y H es cerrado hacia abajo, entonces no puede haber dos puntos en la
arista e, (),1 = {h}. Si hubiese un segundo punto en dicha arista de H, tendria que ser de la forma
(a,22,...,2,) con a > 0, lo que impedirfa que h fuese un elemento maximal. Mostramos ahora un
ejemplo de un conjunto cerrado hacia abajo que no es un pseudo-cubo. Sea ) := {0,1,2,3,4} y
consideramos la clase de conceptos H C ym dada por:

H = {(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(1,0), (1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(3,0) }.

Una imagen de una clase de conceptos anterior viene dada por:

Los vértices (0,4) y (3,0) son elementos maximales de H, con respecto al pre-orden de Dickson
=, que 1o tienen vecinos en alguna de las direcciones: (0,4) no tiene 1-vecinos (en la direccién de 7y,
la proyeccién que “olvida” la primera coordenada), mientras que (3,0) no posee 2-vecinos.

OBSERVACION 6.3.7. Si H es un pseudo-cubo de dimensién n, entonces para cualquier orientacién o : G(H) —
H, tenemos que:

|3

< Epyloutdeg] < outdeg,, (o).

La desigualdad simplificada (i.e. n/2 < outdeg,,,.(c) para orientaciones de pseudo-cubos de dimensién n)
corresponde al Lema 12 de [BCDMY, 22], aunque sin reconocer el papel esencial que juega Ep[outdeg] en
esta desigualdad. Esto se debe a que estos autores no reconocen la presencia y singularidad de Fploutdeg], ni
son capaces de observar que esa cantidad es independiente de la orientaciéon o. En suma, esta cantidad estéd
implicita en su Lema 12 pero no la perciben.

6.3.2. Dimensiones. Estudiamos ahora algunas de las dimensiones relacionadas con el Aprendizaje mul-
ticlase. Esencialmente, estas dimensiones indican el nimero minimo de puntos de muestreo necesarios para
lograr un aprendizaje aproximadamente correcto (cf. [DS, 14] y [BCDMY, 22] para més detalles). El lector
podra observar cémo algunas de estas nociones se inspiran “vagamente” en la dimensién VC descrita en la
Subseccién 1.3.
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Comenzamos introduciendo la nocién de dimensién de [DS, 14], la cual, al igual que en [BCDMY, 22],
definimos basandonos en la nocién de pseudo-cubo discutida en la subseccién previa.

DEFINICION 43 (Dimensién DS, [DS, 14]). Dada una clase de conceptos finita H C Y™ y dado S C [n],
8(S) = d, decimos que S es DS—desmenuzado por H si H’s contiene un pseudo-cubo de dimension d. Definimos
la dimension DS de H como el mdzimo d tal que existe S, #(S) = d, de modo que S es DS—desmenuzado por
H. Denotamos a la dimension DS de H mediante dimpg(H).

OBSERVACION 6.3.8 (La dimensién DS es mondétona con respecto a la inclusién de conjuntos). A
partir de la definicién anterior, se deduce de forma sencilla que la dimensién DS es una funcién mondtona con
respecto a la inclusién de conjuntos. Esto es, dados G C H C JJ[”L tenemos que:

dimDs(G) S dimDs(H).
Esto se debe a que si S C [n] es un subconjunto de cardinalidad maxima con la propiedad G ‘ g contiene un
pseudo-cubo de dimensién §(5), entonces H ‘ s 2G | 5 también contiene un pseudo-cubo de dimensién §(.S).

En [BCDMY, 22], los autores introducen otra nocién de dimensién para una clase de conceptos finita:

DEFINICION 44 (Dimensién exponencial, [BCDMY, 22]). Dada una clase de conceptos finita H C Y,
definimos la dimensién exponencial de H como la siguiente cantidad:

dimg (H) == max{#(S) : ¢ (H| ) > 259}
OBSERVACION 6.3.9 (La dimensién exponencial es hereditaria). Nétese que la dimensién exponencial es

hereditaria para subconjuntos y restricciones. Esto es:
e Dado GC H C yW, tenemos que:

dimg(G) < dimg(H) < n.
e Dado S C [n], también se cumple:
dimg(H| ) < dimg(H) < n.
El Lema 12 de [BCDMY, 22] es el siguiente corolario de nuestros resultados previos:

COROLARIO 6.3.10 (Lema 12 de [BCDMY, 22|). Sea H C Y™ una clase de conceptos finita de dimension
DS igual a n. Entonces, para cada orientacion o : E(H) — H, tenemos que:

g = dlmeS(H) < outdeg, .. (o).

DEMOSTRACION. Como dimpg(H) = n, existe un pseudo-cubo maximal ¢ C H de dimensién n. Por el
Item v) de la Proposicion 6.2.5, para cada orientacién o : E(H) —s H, existe otra orientacién o’ : E(€) — €
tal que:

outdeg,, .. (0') < outdeg,,... (o).
Entonces, por la primera desigualdad la Identidad (6.3.2) de la Proposicién 6.3.5, concluimos:

g < Fyloutdeg] < outdeg,,,.(c") < outdeg,... (o),

de lo que se deduce la expresién del enunciado. O

Una pregunta que surge de forma natural es si la Desigualdad (6.3.2) sigue siendo cierta si H no es un pseudo-
cubo. A continuacién, incluimos un ejemplo que muestra que esta iltima desigualdad no es cierta en general
(en particular, no es cierta si H no es un pseudo-cubo de dimensién n).

EJEMPLO 6.3.11. En este ejemplo, mostramos que la primera parte de la Desigualdad (6.3.2) no sigue siendo
cierta si H no es un pseudo-cubo. Sea p > 3. Dado Y, := {0,...,p — 1}, vamos a demostrar que existe una

sucesion de clases asociadas H, C y,?] que verifica lo siguiente:
lim Ep [outdeg] = lim avd(H,) =0 < 2 = dimps(H)) = dimg(H)).
p—00

p—o0

Consideramos ahora el conjunto:
H, == {(0,0),(0,1), (1,0), (1L, )} J{(k k) : 2<k <p—1}.

Tenemos que #(H,) = p + 2. Obviamente, H, contiene un cubo de dimensién 2 y su dimensién exponencial no
puede ser mayor que 2. Por lo tanto, dimpg(H,) = dimg(H,) = 2. Ademads, H, no es un pseudo-cubo. El
numero total de aristas verifica:

§(E(Hn)) =4+2(p—2)=2p,
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mientras que el nimero total de aristas unarias viene dado por:

£ (B (H)) =200 - 2).

Entonces,
2 4
Ey [outdeg] =2 — P —_—
v p+2 p+2
mientras que el grado promedio satisface:
2p —4 8
avd(H,) =2 — P =—.
p+2 p+2

Por lo tanto, tomando limites, concluimos:

lim Ep, [outdeg] = li_>m avd(H,) =0 < 2 = dimpg(H,) = dimg(H,),
p—ro0

pP—00
y no se verifica la primera parte de la Desigualdad (6.3.2).

La nocién empleada tradicionalmente en el Aprendizaje multiclase es la nocién de dimension de Natarajan. Sin
embargo, como se observé en [BCDMY, 22], la dimensién de Natarajan resulta insuficiente para caracterizar
el aprendizaje en el caso de que #()) no esté acotado. A continuacién, mostramos la relacién de esta dimensién
con la dimensién exponencial.

OBSERVACION 6.3.12 (Dimensién de Natarajan). En [Na, 88| y [Na, 89], B. K. Natarajan introdujo una
primera nocién de dimensién para el contexto del Aprendizaje multiclase. Esta nocién no serd central en
nuestras discusiones, sin embargo, merece cierto reconocimiento histérico. Expondremos esta nocién siguiendo

el enfoque de [ BCDMY, 22].

Al igual que antes, sea H C Y una clase de conceptos finita. Dado ¢ € N, 1< ¢ <n, y dado S = ($1,...,84) €
[n]?, decimos que S es N-desmenuzado por H si existen f,g € H tales que f(s;) # g(s;) para todo ¢ € [g] y
tales que:

H(S) 2 {f(s1),9(s1)} x - x {f(sq),9(5¢)},
donde:
H(S) :={(h(s1),...,h(sq)) € V! : h e H}.

Nétese que la condicién anterior es equivalente a que H(S) contenga un poli-cubo (cf. Observacién 6.3.1),
dado como el producto cartesiano de subconjuntos de cardinalidad 2, aunque sus elementos vengan de funciones
distintas de H restringidas a S. La dimensién de Natarajan de H es el mdximo de los ¢'s para los cuales existe
un subconjunto S € [n|? que es N-desmenuzado por H. Denotamos a la dimensién de Natarajan de H por

Con las notaciones precedentes, sea S = {s; : i€ qg]} el conjunto formado las diferentes coordenadas de una
lista S = (s1,...,84) € [n]9. Evidentemente,
() =e

Si S es N-desmenuzado por H, entonces s; # s;, para todo 7 # j. Nétese que si s; = s;, con i # j, entonces,
existe h € H de modo que se verifican las siguientes propiedades:

h(Si) = f(sz)v h(sj) = g(Sj), h(sk) € {f(sk)>g(5k)}7 para k ¢ {27.7}

Pero, si s; = s;, entonces f(s;) = f(s;) = h(s;) mientras que g(s;) = g(s;) = h(s;) = h(s;) y, por lo tanto,
f(si) = g(si), lo cual no puede ser posible si S es N-desmenuzado por H.

Por consiguiente, si S € [n]? es N-desmenuzado por H, entonces:
(6.3.3) §(H|g) =205 = 20,
En particular, tenemos que:

(6.3.4) dimy (H) < dimp(H).
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6.3.3. Pseudo-dimensiéon DS. Mientras que la dimensién exponencial depende tinicamente de sus pro-
yecciones, la dimensién DS ha sido definida para ser mondtona con respecto a la inclusién de conjuntos al
incluir el término “contiene” en su definicién. Esto nos lleva a definir la nocién de pseudo-dimensién D.S.

DEFINICION 45 (Pseudo-dimensién DS). Con las notaciones precedentes, dada una clase de conceptos finita
H C YWM, definimos su pseudo-dimension DS como el mdzimo de los cardinales de cualquier subconjunto
S C [n] tal que H|S sea un pseudo-cubo de dimension §(S). Es decir, definimos:

pdimpg(H) := max{f(S) : S C [n], H|s es un pseudo-cubo de dimensién £(.5)}.

Si no hay ningin subconjunto S C [n] tal que H|S es un pseudo-cubo, decimos que su pseudo-dimension DS es

0.

La pseudo-dimensién DS esta caracterizada por la cardinalidad de un conjunto que maximiza una cierta funcién
definida en 2.

PROPOSICION 6.3.13 (La pseudo-dimensién DS es el valor donde se maximiza cierta funcién). Con
las mismas notaciones que antes, sea H C Y™ una clase de conceptos finita. Definimos la siguiente funcion:

v 2 — R
avd(H|S) - EH| [outdeg] — gd(H|S), sin>2o0f#(H)>2
S SO, sin=1uf(H)=1
0, si H = 0.

Entonces, tenemos que:

pdimpg(H) = argmax ¥g(5).
SC[n]

DEMOSTRACION. Evitamos los casos defectivos n =1y §(H) =1 o §(H) = 0.

De acuerdo con nuestros resultados previos, tenemos que para cada subconjunto S C [n], se verifica la siguiente
propiedad:
H(EO)

1(Hlg)

Ademds, ¥y (S) = 0 si y solo si H}S es un pseudo-cubo de dimensién £(.5). Por lo tanto, S maximiza ¥y si y

Yu(S) =—

solo si H|S es un pseudo-cubo. O

EJEMPLO 6.3.14 (La pseudo-dimensién DS no es una funcién monétona con respecto a la inclusién
de conjuntos). El problema con la pseudo-dimensién DS es que no es una funcién mondtona con respecto a
la inclusién de conjuntos como muestra el siguiente ejemplo. Consideramos la clase de conceptos finita:

H = {(0,0),(0,1),(1,0), (1,1),(0,2)} € {0,1,2},

y el subconjunto G := H \ {(0,2)}. Nétese que G = Z2, donde Z = {0, 1}, es un cubo y, por lo tanto, es un
pseudo-cubo de dimensién 2 (cf. Ejemplo 6.3.6). Por otro lado, H no es un pseudo-cubo ya que tiene una arista
unaria {(0,2)} (cf. Proposicién 6.3.5) y, en consecuencia,

pdimDs(H) < 2.
Si consideramos la restriccién de H a S = {1}, obtenemos H } s = 10,1}, que es un pseudo-cubo debido a que
tiene mds de un elemento (ver Definicién 42). Por lo tanto,
pdimps(H) = 1.
Esto es,
1 =pdimpg(H) < pdimps(G) = 2,

pero G C H. La siguiente imagen muestra todos los puntos de H y representa mediante x el punto {(0,2)} que
se elimina para obtener G:
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Por otro lado, la pseudo-dimensién DS da lugar a la dimensiéon DS como un maximo. Es decir, tenemos que:

(6.3.5) dimpg(H) = max {arg max ¢¥g(S) : GC H} .
SC[n]

6.3.4. El escalén &), y sus dimensiones. En esta subseccion retomamos las notaciones introducidas
en la Subseccién 6.2.2.1. La siguiente proposicién complementa, en términos de dimensiones, el analisis de los
invariantes del escalén &}, iniciado en la Proposicién 6.2.18.

PROPOSICION 6.3.15. Sea n € N un entero positivo, n > 2, h € N" un exponente monomial y &, la clase de
conceptos definida como el escalon determinado por h. Entonces, se verifican las siguientes propiedades:

i) El grado promedio de &, el grado de h en G(&1) y la dimension DS de &), coinciden. Es decir,
tenemos que:
deg(h) = ﬁ(DS(h)) = avd(é"h) = dimps(gh).

i1) La dimension exponencial de &}, verifica:

dimg (&) := min{n, { Z logy (1 + h;) J}
i€DS(h)

En particular, se cumplen las siguientes desigualdades:
Eg, [outdeg] < avd(&),) = dimpg (&) < dimg(&y).
La dltima desigualdad se convierte en una igualdad si y solo si &, es un pseudo-cubo de dimensidn n (o,

equivalentemente, si h € (Z*)"™, donde Z* :=Z\ {0}, o, también, si DS(h) = [n]).

DEMOSTRACION. Demostramos cada ftem por separado:

o Item i): Ya hemos demostrado las dos primeras igualdades en la Proposicién 6.2.18. Al igual que en

la demostracién de dicha proposicién, supongamos, sin pérdida de generalidad, que DS(h) = [m] =
{1,...,m}, para algin m < n. Por lo tanto:
(6.3.6) & = @@h![m] x {0},

Bajo estas hipdtesis, en la Proposicién 6.2.18 ya estudiamos la clase de aristas de G(&},) que son
unarias:

E(l)(oﬁh) = {eﬂ'j(g),j D g €6, j & ml}.
Por lo tanto, tomando S = [m], tenemos que el conjunto:

éahhm] = @@h‘[ |
es un pseudo-cubo cerrado hacia abajo de dimensién DS igual a m. Por otro lado, para cada S C [n],
si existe j € S\ [m], entonces, para todo g € &, la arista ey, (y); s unaria en &, (y, por lo tanto, en
cg’h|s). En particular, si SN [n]\ [m] # 0, £’h|s no puede ser un pseudo-cubo y [m] es méximo con la

propiedad &} | contiene un pseudo-cubo de dimensién £(.5). Es decir, tenemos que:

deg(h) = m = dimpg(&y).

s

e Iltem ii): Supongamos, al igual que en el ftem i), que DS(h) = [m] para algin m < n. Sea S C [n]
cualquier subconjunto tal que [m] C S. Gracias a la Identidad (6.2.19), concluimos de forma sencilla
que:

gh|S = gh X {O}S\[m]

Por lo tanto, tenemos que:
m

[1+Ri) = t(&n|g) = 24
se verifica si y sélo si: -
(8) < [ logy(1+ b))
Como la dimensién exponencial es siempreZ Trllenor o igual que n, concluimos la igualdad del enunciado.

Las tltimas desigualdades se deducen de forma inmediata de la Proposicién 6.2.18 y los items anteriores. [
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6.3.5. Pseudo-cubos cerrados hacia abajo. Comenzamos la subseccién mostrando la siguiente carac-
terizacion de los pseudo-cubos cerrados hacia abajo:

PROPOSICION 6.3.16 (Pseudo-cubos cerrados hacia abajo). Sea H C Y n > 1, una clase de conceptos
finita. Las siguientes dos propiedades son equivalentes:

i) H es un pseudo-cubo cerrado hacia abajo de dimension n.
i) H es la unidn finita de escalones de dimension DS igual a n. Es decir, eziste una familia finita
hi,...,hs € N de exponentes monomiales que verifican:
(a) El grado promedio, la dimensién DS y la dimensidn exponencial de cada uno de los escalones
determinados por cada hy es igual a n, i.e.

Vk e {l,...,s}, avd(&,,) = dimpg (&, ) = dimg(&,,) = n.
(b) H satisface:

(6.3.7) H =] é,.

DEMOSTRACION. Demostramos las dos implicaciones:

e i) = ii): Si H es cerrado hacia abajo, la Proposicién 6.1.2 implica que H admite una descomposicién
como en la Identidad (6.3.7), donde hq, ..., hs estdn determinados de forma tnica y son los elementos
maximales (distintos dos a dos) de H con respecto al pre-orden de Dickson <. Supongamos que H
es un pseudo-cubo cerrado hacia abajo y que contamos con dicha descomposicién. A continuacién,
demostramos, por reduccién al absurdo, que #(DS(h;)) = n para cada i € {1,...,s}. Sin pérdida
de generalidad, supongamos que dimpg(ér,) < n. Entonces, de acuerdo a la Proposicién 6.2.18,
tenemos que f (DS) (h1) < n. Equivalentemente, suponiendo que hy = (hi1,...,h1,,), deberfa existir
algtin i € [n] tal que hy; = 0. Consideramos ahora la proyeccién m; : H — V"~ ! y supongamos
que f = m;(h1) y sea ey, la arista asociada en H. Obviamente, h; € ef,;. Vamos a demostrar que
ef; = {h1}. Supongamos que g = (g1,...,9n) € ey,. Entonces, m;(g) = m;(h1) y, por lo tanto, tenemos
que g; = hyj, Vj # 4. Como h1 = (¢1,---,9i-1,0,Gi+1,---,9n) ¥ g; > 0, inmediatamente concluimos
que h; < g. Al ser hy un elemento maximal en H, entonces g = hy y ey; = {h1}. Esto implica que H
no puede ser un pseudo-cubo de dimensiéon n. Es decir, si H es un pseudo-cubo cerrado hacia abajo,
entonces por la Proposicién 6.3.15 concluimos:

avd(&y,, ) = dimpg (&, ) = n,Vk € {1,...,s}.

Como la dimensién exponencial no puede ser estrictamente mayor que n, también tenemos que
dimg (&, ) = n para todo k y se cumplen las Propiedades (a) y (b) del Item ii).

e i) < i): Como H es la unién finita de escalones, tenemos, de forma inmediata, que es cerrado hacia
abajo. De acuerdo a la Observacion 6.1.3, toda descomposicién de un conjunto cerrado hacia abajo
como en el Identidad (6.3.7) puede refinarse hasta obtener una descomposicién en la que hq, ..., hs
son elementos maximales distintos de H con respecto al pre-orden de Dickson <. Supongamos que la
descomposicién mostrada en la Identidad (6.3.7) es dicha descomposicién tinica de H. A continuacion,
vamos a demostrar que H es un pseudo-cubo de dimensiéon DS igual a n. Para ello, consideramos
i € [n] y h € H. Entonces, debe existir un elemento maximal hy de H tal que h € &p,,. Consideramos
también la proyeccién f := m;(h) de h y la arista e;;, € E(H) determinada por esta proyeccién.
Tenemos que

he€én Neri Cefs,

y, por la hipétesis (a), sabemos que &3, es un pseudo-cubo de dimensién n. Entonces, tenemos que:
flefi) 2 8(&h, Negi) > 2.
Por lo tanto, H es un pseudo-cubo de dimensién n.

O

COROLARIO 6.3.17. Si H C Y™, n > 1, es un conjunto cerrado hacia abajo, las siquientes propiedades son
equivalentes:

i) H es un pseudo-cubo de dimensidn n.

i1) Se verifica lo siguiente:

Epfoutdeg] < avd(H) = dimps(H) = dimg(H) = n < 2Ey[outdeg].
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ii1) Dada una descomposicidn H en sus componentes (escalones) maximales:

H=: U Eh,;s
i=1
entonces, se verifica lo siguiente:
1 S
avd(H) = — > deg(hi) = max{deg(h1), ..., deg(hs)} = dimps(H) = dimg(H) = n.
i=1

iv) Dada una descomposicion de H en sus componentes (escalones) maximales:

H = O Eh,;s
i=1

entonces, para cada i, 1 <1 < s, se cumple que:
avd(H) = deg(h;) = dimpg(&y,) = dimg(&y,) = dimpg(H) = dimg(H) = n.
DEMOSTRACION. Demostramos las equivalencias de los {tems anteriores como sigue:

o ltem i) <= Ttem i1): Por la Observacién 6.3.9, la dimensién exponencial de H es menor o igual que n 'y
es mayor o igual que la dimensién exponencial de cualquiera de sus subconjuntos (por ser hereditaria).
Por lo tanto, aplicando la Proposicién 6.3.5 y el Item i) de la Proposicién 6.3.16, concluimos de forma
inmediata que si H es un pseudo-cubo de dimensién n, entonces se verifica la siguiente igualdad:

an(H) = dimDs(H) = dlmE(H)
Como n > 1, la dltima dicotomia de la Proposicién 6.2.5 implica que:
Eyloutdeg] < avd(H).

La otra desigualdad es consecuencia de la Proposicién 6.2.5. Para el reciproco, siavd(H) = dimpg(H) =
n, entonces por la Proposicién 6.3.5, tenemos que H es un pseudo-cubo.

o ltem iii) <= Item iv): Es inmediata.

o Item i) = Ttem iv): Como la dimensién DS es mondnota con respecto a la inclusién de conjuntos
(cf. Observacion 6.3.8), tenemos que:

(6.3.8) deg(h;) = dimpg(&r,) < max{dimpg(ér,) : 1 <i< s} < dimpg(H) = avd(H) = n,

donde la primera igualdad es consecuencia del Item i) de la Proposicién 6.3.15 (ndtese que h; es un
elemento maximal de H con respecto al pre-orden de Dickson <). Como avd(H) = n, tenemos que
deg(h;) = n y concluimos que las desigualdades de la Identidad 6.3.8 son igualdades. La igualdad
dimpg(ér,) = dimg(&y,) es consecuencia inmediata de la dltima parte de la Proposicién 6.3.15.

o Item w) = Item i1): Es una consecuencia inmediata de la Proposicién 6.3.16.

O

EJEMPLO 6.3.18. Los resultados anteriores muestran que en el caso de pseudo-cubos cerrados hacia abajo,
avd(H) coincide con las dimensiones exponencial y DS. Sin embargo, esto no es cierto, en general, cuando H
no es un pseudo-cubo. A continuacién, mostramos un contra-ejemplo.

Dado Y, :={0,1,...,p—1}, entonces existe una sucesién F, C y}?] de clases de funciones cerradas hacia abajo
que verifica:

1 = Ef,[outdeg] = lim avd(F},) < dimpg(F},) = dimg(F)) = 2 < 2EF, [outdeg].
p—00

Consideramos ahora las siguientes clases:

F, :=4(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} U{(O,kz) 2<k<p-2}.
Estos conjuntos son cerrados hacia abajo, pero no son pseudo-cubos para p > 2. Al igual que en el Ejemplo
6.3.11, contienen un pseudo-cubo de dimensién 2 y, por lo tanto,
dimpg(F}) = dimg(Fp) = 2.
El nimero de vértices verifica §(F,) = p + 2. Por otro lado, el nimero de aristas viene dado por:
L(E(Fp)) =p+2, ﬁ(E(l)(fp) =p—2
Entonces, tenemos que:

p+2 —
Ep,[outdeg] = 2 — P 1, avd(Fp) =2 ——— =1+ —.
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Por lo tanto, concluimos:

1 = Ep, [outdeg] = ILm avd(F},) < dimpg(F,) = dimg(F)) = 2 < 2EF, [outdeg].
p—00

LEMA 6.3.19. Sea H C Y!" una clase de conceptos finita y S C [n] un subconjunto no vacio. Sea f € H una de
las funciones en H. Denotamos por f':= f|S a la restriccion de f al subconjunto S. Entonces, tenemos que:

é"f|sz{g|s cgE&={9:S—Y : g=<f'} =6 QH|S.
DEMOSTRACION. La inclusién C es inmediata a partir de la definicién del pre-orden de Dickson. Si h =< f,
entonces h|s =< f|s.

Para la otra inclusién, supongamos, sin pérdida de generalidad, que S = [m] para algiin m € [n]. Supongamos
también que h’ € &. Entonces, tenemos que:

h= (W (1),.... 0 (m) = (f(1),.... f(m)) = f".
Consideramos h € Y™ dado por:
h«+ (K'(1),...,h'(m),0,...,0).
Nétese que:
h 2 (f(A),..., f(m), f(m+1),..., f(n)) = f,
ya que f(j) > 0 para todo j € [n] y f(i) = f'(i) para 1 < i < m. Como &} es cerrado hacia abajo, entonces
heé&ry h’ g = h'. Esto prueba la inclusién D y concluye la demostracién del lema. O

Antes de continuar, introducimos el siguiente resultado técnico conocido, que nos sera 1til para demostrar la
Proposicién 6.3.21.

LEMA 6.3.20. Sean ay,...,ar,b1,...,byn € R ndmeros reales no negativos que verifican:
by <by < - <bp<ar << ap.

Entonces, tenemos que:
ar+ag+---4+ap+by+---+ by, < ai+ -+ a,

m-+r r

DEMOSTRACION. Bajo nuestras hipétesis, se cumple que:
a1 +---+a- _rax may _ by +---+by

V
Il
V

Entonces, obtenemos:

Finalmente, concluimos:
a+...+ar a+...+ar a+...+aT
b1+"'+bm+a1+"'+ar+§m<lr)‘FT(IT)Z(m+r)<lr)7

de lo que se deduce el enunciado. O

La siguiente proposicién mejora y amplia, en el caso de clases cerradas hacia abajo, la Proposicién 27 de
[BCDMY, 22|

PROPOSICION 6.3.21. Sea H C Y una clase de conceptos finita cerrada hacia abajo. Entonces, tenemos que:
i) Sidimpg(H) > 1, entonces:
Eploutdeg] < avd(H) < dimpg(H).
i) Si dimg(H) > 1, entonces:
Eploutdeg] < avd(H) < dimg(H).

DEMOSTRACION. La primera desigualdad de ambos ftems es consecuencia inmediata de la Proposicién 6.2.5.

Consideramos ahora una descomposicién de H en sus componentes maximales (como en la Proposicién 6.1.2):

S
H := U é()hi,
i=1
donde {h1, ..., hs} son los elementos maximales (distintos dos a dos) de H con respecto al pre-orden de Dickson

<. Salvo reordenacién de los indices, supongamos que r, 1 < r < s, es tal que:
T :=4(DS(h;)) =max{f (DS(h;)) : 1<i<s} & 1<i<r.



6.3. PSEUDO-CUBOS, DIMENSION DS Y DIMENSION EXPONENCIAL 149

Y #(DS(h;)) < T parar+1 < j <s. Consideramos S; := DS(h;), donde 1 <i <ry#(S;) =T. La restriccién
de H a S; verifica:

S
S; = U éahk’& ; ghi
k=1 '

H

DS(hi)’

Consideramos ahora h/ : o Y tenemos que:
k2

= hi}DS(
H’Sv 2 ghgv
y hi(j) > 1 para todo j € DS(h;). Ademds, deg(h;) en G(&;) cumple que T' = deg(h;) = deg(h;). Entonces,
& es un pseudo-cubo cerrado hacia abajo que verifica:
deg(h;) = #(DS(hi)) = T = dimps (& ).
Por lo tanto, T' < dimpg(H). Adicionalmente, para cada h € H, tenemos que:
deg(h) < max{deg(hi),...,deg(hs)}.
Por consiguiente:

_ deg(hy) + ...+ deg(h;)
. .

deg(h) < min{deg(hq),...,deg(h,)} =T = max{deg(h1),...,deg(h,)}

Aplicando el Lema 6.3.20, salvo reordenacién de los indices, concluimos:

ovd(H) = @ <Z deg(h)) < deg(hy) + ...+ deg(h,) _ T < dimps (H).

r
heH

Esto demuestra la segunda desigualdad del Item i).

Para probar la segunda desigualdad del [tem i), procedemos de forma andloga y concluimos que para todo 1,
1 <4 < r, tenemos que:

2" <) = [ (lk)+1),

keDS(h;)

Ds(h, S H|DS(hi)'
Como T = (DS(h;)), obtenemos:
9T — 9#(DS(h)) < 4 (H|D5(h.)> _

De lo anterior, se deduce que T' < dimg(H) como querfamos demostrar. O

COROLARIO 6.3.22. Sea H C Y wuna clase de conceptos finita cerrada hacia abajo y m := dimpg(H) su
dimension DS. Si S C [n] es un subconjunto tal que §(S) =m y H}S contiene un pseudo-cubo de dimension
m, entonces existe un subconjunto € C H|S que verifica las siguientes propiedades:

e ¥ es un pseudo-cubo cerrado hacia abajo.
e Se cumple que:
e ¢ es mazximal con respecto a la inclusion de conjuntos (C) verificando las dos propiedades anteriores.

Ademds, el propio H|s es un pseudo-cubo si y solo si:
avd(H|S) = dimpg(H).

DEMOSTRACION. Por el Lema 6.1.5, si H es cerrado hacia abajoy S C [n] es un subconjunto, entonces H s

es también cerrado hacia abajo. Gracias a la Proposicién 6.1.2, tenemos que H | 5 admite una descomposicion
en componentes maximales:

H}S = U @@hw
k=1
de modo que para cada k € {1,...,s}:
hi & | &,
ik

Salvo reordenacién de los indices, podemos suponer que existe ¢ € [s] tal que:

dimDS(gk) = ﬁ(S) = dimDs(H> =m<=k<t.
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Definimos € C H | 5 de la siguiente forma:

t
C = U @@hk-
k=1
La Proposicién 6.3.16 implica que % es un pseudo-cubo cerrado hacia abajo que verifica las propiedades del
enunciado. |

OBSERVACION 6.3.23. Del corolario anterior se deduce la siguiente caracterizacién de la dimensién DS para
subconjuntos cerrados hacia abajo H C ylnl.

dimpg(H) := max{#(S) : S C[n], 3¢ C H|s’ avd (%) = 4(5)}.

6.4. La técnica del “shifting” en el Aprendizaje multiclase

6.4.1. La técnica del shifting. La técnica del “shifting” fue empleada por D. Haussler en [Ha, 95] para
demostrar el Lema de Sauer-Shelah-Perles (cf. Lema 1.3.1) y otros resultados en el contexto del Aprendizaje
binario. Esta técnica fue definida en [Fr, 83] e, independientemente, en [Al, 83] (véase también el papel del
shifting en relacién con la traza y la dualidad en [Pa, 24]). En [RBR, 06], los autores extienden esta técnica
al caso multiclase. Posteriormente, en [BCDMY, 22] se vuelve a analizar esta técnica. Utilizaremos las
notaciones, con algunas variaciones, de esta ultima referencia.

DEFINICION 46 (Shifting de una arista). Sea H C Y™ una clase de conceptos finita y G(H) = (H, E(H)) el
hiper-grafo de una inclusion asociado a H. Para cada i € [n], sea m; : Y" — Y"1 la proyeccion que “olvida” la
coordenada i-ésima. Para cada f € Y"1, sea ep; =7, '({f})NH la fibra sobre f en la direccion determinada
por m;, que es el substrato como subconjunto de H de la arista correspondiente en E(H). Para cada i € [n],
definimos el shift de la arista ef; en la direccion de m; de la siguiente forma:

Si(eri) :={g € V" :mi(g) = f, 9(i) €{0,... . #(eps) — 1}} S V™.

Dicho de otra forma, el operador S; modifica la arista ef; para obtener otra arista del mismo cardinal, en la
misma direccién y cerrada hacia abajo en la direccién de m;, preservando el pre-orden de Dickson =< sobre sus
elementos. Es decir, “empuja hacia abajo” la coordenada i-ésima de cada elemento en ey ; mientras preserva
tanto la cardinalidad f(ef,;) como la proyeccién (i.e. f) en la direccién de ;. En particular, ef; y S;(ey,;) son
biyectables mediante una biyecciéon que preserva el pre-orden de Dickson < y que denotamos por:

Sf’i efi Si(ef,i).

DEFINICION 47 (Shifting de una clase de conceptos). Con las notaciones anteriores, definimos el shift de
H en la direccion de m; como el siguiente conjunto:

SiH) = |J Silera)-
femi(H)
Esto es, tenemos una aplicacion:
S :2Y" — 2V,
donde 2¥" es la clase de subconjuntos de Y™.

En el lado positivo, el shifting no incrementa la dimensién exponencial (cf. Corolario 23 de [BCDMY, 22]).

PROPOSICION 6.4.1 (Afirmacién 22 y Corolario 23 de [BCDMY, 22]). Con las notaciones precedentes,
sea H C Y™ una clase de conceptos finita. Para cada i € [n] y para cada S C [n], tenemos que:

f (Sl(H)|s) <t (H|s) :
Ademds, también se cumple que:
dimg(S;(H)) < dimg(H).
A continuacién, exponemos (con todos los detalles) el Ejemplo 19 de [BCDMY, 22].

EJEmPLO 6.4.2 (Ejemplo 19 de [BCDMY, 22]). El grado promedio y la dimensién DS pueden aumentar
después de un shift como se muestra en el Ejemplo 19 de [ BCDMY, 22]. Sea Y := {0, 1,2}. Consideramos la
clase de conceptos H C V? dada por:

H = {(0, 1), (07 2)a (LO)v (L 1)7 (27 0)}a

cuya imagen es:
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Aplicamos un shift en la direccién de la proyeccién 71 (que “olvida” la primera coordenada) y obtenemos:
H' :=S:(H) := {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0), (1,1)},

cuya imagen resulta ser:

m
<—

Ocurre algo similar si aplicamos un shift en la direccién de mo:

H" = SQ(H) = {(Oa O)’ (07 1)3 (1’0)7 (la 1)’ (27 0)}a

(¢]

cuya imagen viene dada por:

En ambos casos, obtenemos conjuntos cerrados hacia abajo que no son pseudo-cubos, aunque ambas transfor-
maciones contienen un pseudo-cubo de dimensién 2. Por lo tanto, se cumple la siguiente igualdad:

dimDs(H/) = dlmE(H/) = dimDs(HN) = dimE(H”) =2> dimDs(H) =1.
Ademds, en ambos casos, el ndmero de aristas disminuye (esto es estdndar en el shifting, como veremos mds

adelante), y también lo hace el niimero de aristas unarias. Por consiguiente, tenemos que:

1=2-5/5= Ep~[outdeg] = Ep [outdeg] > Exfoutdeg] =2 —6/5 =4/5

9/5=2-1/5=avd(H") = avd(H') > avd(H) =2 — 2/5 = 8/5.

OBSERVACION 6.4.3. En primer lugar, es evidente que el shifting no modifica las proyecciones de los conjuntos
en la direccién determinada por la proyeccién i-ésima. Es decir, se cumple que:
mi(H) = mi(Si(H)).

Ademas, dada una proyeccién 7;, tenemos una particién de la clase de conceptos basada en las fibras de esta

proyeccion:
H:= |_| €fis
femi(H)
que nos permite construir una biyeccién natural a partir de las biyecciones sobre cada una de las fibras de la
particiéon. Denotamos a esta biyeccion por:

(6.4.1) Sui: H — Si(H),

dada la propiedad:
Sui| =S
€fi
para cada f € m;(H) = m;(S;(H)). Nétese que S’,v; es una biyeccién que preserva el pre-orden de Dickson <y,
por lo tanto, preserva los cardinales, i.e.
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Ademis, tenemos una biyeccion entre las aristas asociadas con la direccion de m; de cada uno de los hiper-grafos
de una inclusién asociados con cada uno de los conjuntos, i.e. Sy ; define una biyeccién entre E;(H) y E;(S;(H)).
En particular, se cumple la siguiente igualdad:

i (Ei(H)) =t (Ei(Si(H))) -

Finalmente, también tenemos que S;(H) es cerrado hacia abajo en la direccién de ;. Sin embargo, no debemos
olvidar que la biyeccién entre H y S;(H) depende del conjunto H involucrado.

En [Ha, 95], el autor no aplica tnicamente un shifting, sino que utiliza secuencias de shiftings como definimos
a continuacion:

DEFINICION 48 (Secuencias de shiftings). Sea H C V" una clase de conceptos finita y sea
wi=wi, - -wy € 0]
una palabra sobre el alfabeto [n]. Definimos el shift determinado por la palabra w como la siguiente composicion:
(6.4.2) Sw :=Sw, 0-+-08S,, :2Y" — 2"
Por lo tanto, tenemos que:
(6.4.3) Su(H) i= oy (Sun (-++ (Sun (H))))..

OBSERVACION 6.4.4 (Las secuencias de shiftings determinan biyecciones que preservan =<). Un shift
S, determinado por una palabra w = wy - --wy € [n]* determina una biyeccién entre los conjuntos H C Y™ y
S, (H), pero no es literalmente una composicién de funciones, sino que toma la siguiente forma:

—

(644) SH,w = SHl,UJl OSH%W2 O"‘OSHk,wk7
donde Hy = H y para cada j, 2 < j < k, tenemos que: Hy := S;(H_1). Por lo tanto, podemos concluir:

i) Las aplicaciones Spr, son biyecciones entre H y S,,(H) que preservan = (porque lo preserva cada una
de las biyecciones que interviene en su definicién).

i) #(H) = #(Su(H)).

OBSERVACION 6.4.5. En [Ha, 95| se demuestra (usando induccién y las observaciones precedentes) que, para
cada clase de conceptos finita H C Y, existe una palabra w € [n]* que define una secuencia de shifts S,,, de
modo que la clase H := S, (H) es cerrada hacia abajo con respecto al pre-orden de Dickson <. Notese que
cada H tendrd asociada una o varias palabras w := w(H) y que no es el mismo w para todo H C Y. Adem4s,
el conjunto cerrado hacia abajo biyectable con H no es tnico y los invariantes pueden cambiar segun la palabra
escogida.

Como ejemplo, podemos considerar la clase de conceptos H descrita en el Ejemplo 6.4.2. Tomando la palabra
w:=1 € [n]*, obtenemos una clase H} :=S,,(H) que es cerrada hacia abajo con respecto a <. Anélogamente,
tomando la palabra w’ := 2 € [n]*, tenemos la clase HY, := S,/ (H) = Sy (H), que es también cerrada hacia
abajo. Finalmente, ndtese que las clases H, y H}, obtenidas son distintas.

6.4.2. Shifting, clases cerradas hacia abajo y bases monomiales. Al final de la Subseccién 6.1.2,
concluiamos que las escaleras finitas pueden obtenerse como complementarios de conjuntos de exponentes aso-
ciados a ciertos ideales, independientemente del orden monomial escogido (ver Corolario 6.1.11). En esta
subseccion, seguiremos de alguna forma el “camino inverso”.

Fijamos un orden monomial (usaremos érdenes lexicogréficos) y tratamos de asociar escaleras finitas con ideales
“especiales”. Estos ideales “especiales” resultan ser los ideales de polinomios que se anulan en los puntos de la
propia escalera. Estas son las ideas de [Me, 19] y su predecesor [FRR, 06]. La demostracién de [Me, 19] se
apoya fuertemente en un resultado de [FRR, 06], quien, a su vez, estd altamente inspirado en elementos de la
Teorfa de Juegos (en particular, del lez game). Hemos construido nuestra propia demostracién del resultado de
[Me, 19] usando tnicamente elementos propios de la Divisién de Weierstarss-Hironaka y las Bases de Grobner.
Comenzamos estudiando el ideal asociado a un subconjunto finito:

LEMA 6.4.6. Sea K un cuerpo (no necesariamente algebraicamente cerrado), V. C K™ un conjunto finito e
I(V) C K[Xy,...,X,] el ideal dado por:

I(V):={feK[Xy,....,Xa] : f|, =0}
Entonces, para cualquier orden monomial < sobre el monoide (N", +), tenemos que Nexp (I(V')) es un conjunto

finito y:
4(V) = dimg (K[V]) = §(Nexp (I(V))).
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Ademds, como en el Teorema 6.1.9, el conjunto:
BIV) = {XI o XE 4+ I(V) ¢ = (-, ) € Nexpo (I(V))},
es una base de K[V] como K—espacio vectorial, denominada “base monomial” asociada al orden monomial <

y estd en biyeccion con Nexp (I(V)).

DEMOSTRACION. Sea D = #(V). Supongamos que V = {(; : 1 < i < D}. Paracadai, 1 <1i < D,
consideramos el ideal maximal m; asociado al punto afin ¢; € A™(K), i.e.
m; == I({G}) ={f € K[X1,.... X,] : f(G) =0}
Notese que m; es el nicleo del siguiente epimorfismo de anillos:

eve, - K[Xi,...,X,] — K
f — f(G)

Por el Teorema Chino de los Restos, concluimos (ya que los ideales m; son co-maximales dos a dos, por ser cada
uno de ellos maximal):

N ~D D
D) Mz mi =[5 m.
ii) La siguiente aplicacién es un isomorfismo de K-édlgebras:
evy s K[Xp,.. ., X,/ 12, mi — KD
A+ IL2 ms ()

En otras palabras, tenemos que:
D D
1v) = [T 14GH) = (N me.
i=1 i=1

En particular, D = §(V) = dimg (K[V]). Como Nexp.(/(V)) determina (de forma biyectiva) una base del
anillo cociente K[X1,...,X,]/I(V) como K-espacio vectorial, concluimos:

8(V) = dimg (K[V]) = #(Nexp (I(V)))-
O

Como ya hemos visto en la Proposicién 6.1.7, al ser I(V) un ideal del anillo de polinomios K[X7,...,X,],
tenemos que el siguiente conjunto es cerrado hacia abajo:

Nexp (I(V)) = N" \ exp_ (I(V)),

para cualquier orden monomial <. Dedicaremos el resto de la subseccién al estudio de una forma de “reciproco”,
para lo cual nos restringiremos al orden lexicografico canénico <i., introducido en la Definiciéon 36, en el que
las variables estan ordenadas de la siguiente forma:

Xl >lex X2 >lex - - - Zlex Xn-

Con el objetivo de simplificar la terminologia, emplearemos las siguientes notaciones para cualquier ideal a C
K[Xy,...,X,]:

eXplex(a) = eXPglex(a)a NeXplex(a) = Nn \eXPSIeX(a)-
Sea )Y :={0,...,p — 1}. Supongamos que el cuerpo K verifica ) C K (con cualquier inmersién razonable) y
sea H C Y™ una clase de conceptos finita. Para cada ¢ € [n], a diferencia de las proyecciones usadas en las
secciones anteriores, consideramos la proyeccién 7; : Y™ — Y™~ * que “olvida” las primeras ¢ coordenadas de
los elementos de Y™, i.e.

Ti(T1, ..o @n) = (Tig1,- .-, Tn), V(T1,...,2,) € Y".
Dado q := (q1,...,qn_i) € Y" ¢, denotamos por H(q) a la parte i-inicial de la fibra en H sobre q a partir de
%i, i.e.
(6.4.5) H(q) :=={(61,...,0) €Y = (b1,...,0i,q1,...,qn_s) €7; " {g}) N H}.

LEMA 6.4.7 (de eliminacién cuantificada). Con las notaciones anteriores, sea v := (vy,...,v,) € N" un
exponente monomial. Supongamos que se verifica:

f({gey : (v1,...,Vn-1) € Nexp1rex({(H(¢)))}) > vrn + 1.
Entonces, v € Nexpiex(I(H)).
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DEMOSTRACION. El caso n = 1 es inmediato y no requiere discusién adicional.

Consideramos el caso n > 2 y definimos:
By :={q€eY : (vi,...,Vn-1) € Nexprex(I(H(q)))}-

Supongamos que #(B1) > v, + 1 y procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos que v € expiex({(H)).
Entonces, existe un polinomio f € I(H) de la siguiente forma:

(646) f(Xl, ce ,Xn) = X{l s X,Z“ + g(Xl, R ,Xn)7
donde los términos no nulos de g tienen exponentes estrictamente menores que v con respecto a <je, i.e.
(6.4.7) 9(X1, . Xp) =) ay X{T e X P

M<iexV

A continuacién, distinguimos los siguientes casos para los términos de g:
e Caso 1: Términos cuyo exponente monomial es de la forma (v1,...,v,_1,k), donde k < v, — 1.
o Caso 2: p:=(u1,...,tn-1,7) € N? para cualquier r, pero verificando:
(,Uh s 7,un—1) <lex (Vla ) Vn—1)~
Podemos agrupar los términos correspondientes al Caso 1 y considerar el siguiente polinomio univariado:

vp—1

hn(Xn) = X;:n + Z a(yh...,vn_l,k)X'rli'
k=0

Entonces, reescribimos el polinomio f descrito en la Identidad (6.4.6) de la siguiente manera:

F(Xq, 0, X)) = X7 X ha (X)) + h(X, -, X)),

n—1
donde todos los términos no nulos de h pertenecen al Caso 2. En otras palabras, h tiene la siguiente forma:
WXy, Xn) =Y agX{t - X0,
ocJ
donde J C N™ es un conjunto finito y 8 := (61,...,6,) € J si y solo si:

(01, O0n—1) <tex (V1,---sVn-1).
Consideramos ahora b € ) y el polinomio:

f(Xl,...,Xn_l,b) = Xijl "')(Vn_1 . hn(b) +h(X1,...,Xn_1,b).

n—1
Debido a la forma en que hemos construido f, tenemos que:

o f(X1,...,X,_1,b) se anula en H(b).

e Si h,(b) # 0, el monomio director de f(Xi,...,X,—1,b) con respecto a <jex €s (V1,...,Vp_1).
Por lo tanto, si h,,(b) # 0, entonces:

(V1. oy Un—1) € exprex({(H(D)))
y, por lo tanto, b ¢ By. En conclusién,
By C{be) : h,(b) =0},

pero como h,, es un polinomio unvariado de grado v, el nimero de posibles raices estd acotado por v,, esto es,

ﬁ(Bl) S Vn,
lo que contradice nuestra hipétesis. Esto completa la demostracion del lema. O
LEMA 6.4.8 (existencia de factores triangulares). Con las notaciones precedentes, seav = (v1,...,v,) € N*

un exponente monomial. Supongamos que n > 2 y que se verifica lo siguiente:
HgelY : (v1,...,vn—1) € Nexprex({(H(9)))} < vp.
Entonces, existen ¢1,...,g9n € K[X1,...,X,] tales que:

i) 9i € K[Xy, Xiy1,...,Xn] es un polinomio monico con respecto a la variable X; que satisface degx (gs) <
v;, para cada i, 1 <1 <n.
i1) El polinomio:

h = H Gi
i=1

se anula en H, esto es, h € I(H).
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En particular,
(V15 .., vp) = exp<,,, (h) € exprex(I(H)).
DEMOSTRACION. Procedemos por induccién en n. Comenzamos con el caso n = 2. Definimos el conjunto
By C Y como:
By :={be) : v € Nexprex(I(H(D)))},
y supongamos que §(B;) < vo. Entonces, existe un polinomio ménico g € K[X5] de grado acotado por vy de
modo que go se anula en By. Nétese que, en particular, g se anula en:

U H®) x {b}.
be B,

Consideramos ahora el conjunto:
By :=Y\Bi={a€) : v €exprex({(H(a)))}.

Como vy € exprex(I(H(a))), para cada a € B, existe un polinomio ménico univariado gia) € K[X;] de grado

(a) (a)

deg(g;"’) < 11 tal que g;" se anula en H(a). Esto es, para cada o € Bz, podemos escribir, sin pérdida de

generalidad:
vi—1
SO = X0+ 3 aff) XE.
k=0

Si el grado d; := deg(g%a)) fuese estrictamente menor que v, podriamos reemplazarlo por:

v1—de (a) a
X11 g(9"") _gg )(Xl)-

A continuacion, aplicamos interpolaciéon de Lagrange. Por lo tanto, consideramos los siguientes polinomios:

a Ha/ a (X2 - Cl/)
g1,x(X2) == Z a;) I €Bz\{a} s
a€Bs weBa\{a} (@ — @)

Noétese que g (a) = a,(f) para cada a € Bs. Finalmente, consideramos el siguiente polinomio:

Vlfl

gl(Xl,XQ) = Xlul + Z ng;(XQ) X{c
k=0

Ademsds, tenemos que ¢1(X7,a) = g%a)(Xl), Ya € By y, por lo tanto, g; se anula en la siguiente unién:

U H(a) x {a}.

En particular, el polinomio h = g1 (X7, X3) - g2(X2) se anula en todo H ya que:

H:(U H(b)x{b})U(U H(a)x{a}).

beB; a€ B
Por otro lado, es evidente que usando el orden lexicogréafico candnico obtenemos:
LM, (h) = (v1,v2),
ya que h(X7, Xo) = X7 X352 + ¢, donde los términos no nulos de ¢ tienen grado estrictamente menor que (v1, v2)
con respecto al orden lexicografico candnico.

Supongamos ahora que n > 2. Al igual que antes, definimos el conjunto:
By :={bec)Y (vi,...,Vn-1) € Nexprex(I(H(b)))}.

y supongamos que £(B1) < v,. Como en el caso n = 2, existe un polinomio univariado g, € K[X,,] de grado
vy, ménico con respecto a la variable X, tal que g, se anula en B;. En particular, tenemos que:

U H(b) X {b} c VA”(K)(QTL) = {C = (Cla .- -7Cn) ey . gn(C) = gn(gn) = O}
be B
Consideramos ahora el conjunto By := Y \ By. Por definicién, tenemos que:
By:={a€) : (v1,...,vn—1) € exprex(I(H(a)))}.

Dado a € By, si aplicamos el Lema 6.4.7 anterior a H(a) (ya que (v1,...,Vn—1) € exprex(I(H(a)))), entonces el
siguiente conjunto no puede tener cardinal mayor o igual que v, + 1:

Bi(a) :={ce€) : (v1,...,Vn—2) € Nexprex(I(H(a,c)))}.
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Como #(B1(a)) < vp—_1, aplicando la hipétesis de induccidn, existirdn polinomios
0" g € KXy K]
tales que:

i) gz(a) € K[X;,X;41,...,X,-1] es un polinomio ménico con respecto a la variable X; que verifica
degy, (gga)) <y, paracada i, 1 <i<n.
ii) El polinomio:

k-1
W =] g
i=1

se anula en H(a), i.e. h(®) € I(H(a)).
Como By € Y C K y K es un cuerpo, podemos considerar los anillos R; := K[X;,...,X,,_1] y aplicar
interpolacién de Lagrange sobre R;[X,,] siempre que el denominador sea una constante no nula en K. En otras
palabras, supongamos que para cada a € Bs, tenemos que:

vi—1

9" =X+ gl Xk,
k=0

donde gf? € Riv1 = K[Xit1,...,X,] son los coeficientes con respecto a la variable X;. Aplicando interpolacién

de Lagrange, consideramos los siguientes polinomios:

a Ha/ B a (X’ﬂ - al)
Gike(Xig1, ..., Xpn) = Z ggyk)(Xi—i-l,n-;Xn—l)' €5s\fa} -
a€Bs Ha’EBg\{a}(a —a)

Noétese que podemos hacer esta interpolacién porque el discriminante es un elemento no nulo de K. Ademads,
tenemos que:

1) Gi.k S K[XiJrl’ . 7Xn]

ii) Para cada a € Bs:

Gie(Xis1, oo, Xn1,0) = g (Xis1, -, Xno1)-
Finalmente, definimos el siguiente polinomio:
vi—1
9i( X X)) = XU+ Y gin(Xiga, .., X)) - XE.
k=0
Nétese que:
9i(Xi, Xiv1, -, Xoo1,0) = ¢! (Xi, .., X a).
Definiendo:

n—1

ho = H91 € K[Xla"'aXn]a
i=1
concluimos que Va € By y V((1,...,Cn—1) € H(a), tenemos que:

n—1 n—1
hO(Ch' .. 7Cn717a> = H gi(clw . 'aCnflaa) = H gga)(Ch .. '7Cn71> = h(a)<<1a o '7(7171) =0.
i=1 =1

Por lo tanto, hg € I(H(a) x {a}) para todo a € By. Consideramos ahora la familia de polinomios g1, ..., g, €
K[X1,...,X,]. Tenemos que:
gi € K[Xi, Xiq1,..., Xnl,

y gi es un polinomio ménico con respecto a X; de grado degy, (g;) < v;. Si definimos:

hi=ho-gn(Xn) =[] 9 € K[X1,.... Xu],
i=1
concluimos que para cada (1, ...,(,) € H, tenemos que:
i) Si ¢, € By, entonces g,(¢,) =0, i.e. g, se anula en H({,). Por lo tanto, h({,...,¢,) =0.
ii) Si, por otro lado, {, € By = Y \ By, entonces ((1,...,(n—1) € H((,). Por lo tanto,
RS (¢ G1) =0

y, en particular:
ho(Gry -5 Gn) = B (G, Gamr) = 0.
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Nétese que se verifican las condiciones para el caso n. Por lo tanto, h € I(H) y se deduce de forma inmediata
que:
LM§1ex(h) = (Vl7 ey Vn).
|
Los dos lemas anteriores nos permiten concluir el siguiente teorema debido a [FRR, 06]:

TEOREMA 6.4.9 (Corolario 8 de [FRR, 06]). Sea Y un conjunto finito y K un cuerpo. Supongamos que
Y C K (con cualquier inmersion razonable) y sea H C Y™. Los siguientes items son equivalentes para un
exponente monomial v := (vy,...,v,) € N":

i) v € Nexpiex(I(H)),
i1) se verifica la siguiente desigualdad:
Hgel : (v1,...,vn—1) € Nexprex(L(H(q)))} > vy + 1.

DEMOSTRACION. Cada implicacién es uno de los lemas anteriores:
e ii) = i) es el Lema 6.4.7.
e i) = ii) es el contrarecirpoco del Lema 6.4.8 tras recordar que:
Nexprex(I(H)) = N \ exprex(I(H)).
|
6.4.2.1. Las ideas de [Me, 19]. Al igual que en las secciones previas, sea ) := {0,...,p — 1} un conjunto
finito, K un cuerpo que contiene a ) (esto es, suponemos que la caracteristica de K es mayor o igual que p o
cero) y H C Y™ una clase conceptos finita. Consideramos la estructura de hiper-grafo de una inclusién discutida
en la Seccion 6.2 y los operadores de shifting:
Si:2Y" — 2V,
para cada i € [n] definidos previamente. Finalmente, para cada b € ), sea H(b) el conjunto definido en la
Identidad (6.4.5):
H®) :={(q1,- - qn_1) €Y" ' : (q1,...,qn_1,b) € H}.
Dados H C Y™ y b € ), tenemos las siguientes estructuras de hiper-grafo de una inclusion:
e G(H):=(H,E(H)),
o G(H(b)) := (H(b), E(H(D))).
Sobre ambos hiper-grafos, podemos definir las correspondientes operaciones de shifting y las palabras asociadas
en [n]*. En particular, estamos interesados en los siguientes dos conjuntos:
Ser(H),  Sar (H(D)),

donde: 2’ :=n—1 n—2 --- 2 1€ [n]*. La siguiente proposicién nos permite relacionar el resultado de
ambos operadores de shifting:

PROPOSICION 6.4.10. Con las mismas notaciones que antes, tenemos que:
S (H(b)) x {b} CSu(H).
Ademds, S, x {b} estd contenido en la siguiente fibra:
{11, s 10) € Sur (H) © ptn = b} C Sy (H).
DEMOSTRACION. Basta observar que los shifts involucrados en S,/ no afectan a la tltima coordenada de

los elementos de Y™, que permanece inalterada. O

Finalmente, enunciamos y demostramos el teorema que justifica esta subseccion.

TEOREMA 6.4.11 (Teorema 2 de [Me, 19]). Con las notaciones precedentes, tenemos que:
(6.4.8) Nexpo(I(H)) =S, ... 1(H).

DEMOSTRACION. Procedemos por induccién en n. El caso n = 1 es evidente, por lo que supondremos que
n > 2. En primer lugar, combinando la Observacién 6.4.4 con el Lema 6.4.6, obtenemos la siguiente cadena de
igualdades:

£ (Sn .. 1(H)) = £ (H) = dimg (K[H]) = § (Nexp, ., (I(H))) -
Por lo tanto, serd suficiente con probar una de las inclusiones de la Identidad (6.4.8) para obtener la igualdad
ya que son conjuntos que tienen el mismo cardinal. Por consiguiente, nos limitamos a demostrar la siguiente
inclusion:
Nexp o (I(H)) €Sy n-1 ... 1(H).
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Consideramos (v1, . ..,,) € Nexp,([(H)) y la palabra:

:=n—-1n-2 - 21€n]"
Definimos el conjunto:
By :={be) : (v1,...,vn_1) € Nexp, o, (I(H(D)))}.
Por el Teorema 6.4.9 anterior, tenemos que:
f(B1)=t({bedY : (v1,..-,Vn-1) € Nexpyo,(I(H(b))}) > v, + 1.
Por otro lado, aplicando la hipétesis de induccién, para cada b € Y tal que H(b) # (), tenemos que:

Nexp, o (I(H(D))) = Sor (H(D)).

Comoz'=n—-1n—-2 --- 2 1€ [n]*, la Proposicién 6.4.10 implica que para cada b € Bj, obtenemos:
(6.4.9) (U1, vy Un—1,b) € Sp(H(b)) x {b} C Sy (H).
Tomando f := (v1,...,v,_1) € Y"1, podemos considerar la arista efn del hiper-grafo de una inclusién

G(S./ (H))) dada por:

e = Sur(H) Ny ({)),
donde 7, : Y* — Y"1 es la proyeccién que “olvida” la tltima coordenada. Por la inclusién descrita en la
Identidad (6.4.9), esto significa que:

{f} X {b} = (V1>‘ . '7Vn717b) € SI’(H)
y, obviamente, 7, proyecta (vq,...,v,—1,b) sobre f. Esto es, hemos probado la siguiente inclusion:

efn 2 {(v1,...,vn_1)} X By.
Por lo tanto, concluimos la siguiente desigualdad de cardinales:
f(ern) >8(B1) > v + 1.

Entonces,

Snlefn) 2 {(v1,.. ., vn-1,t) : 0<t<w,}.
Por lo tanto,

(V1o Vn) €ESp(Se(H)) =Sy pe1 .. 1(H).
De lo anterior, se deduce que:

Nexp,ox (1(H)) € Sp n-1 ... 1(H),

y el resultado se sigue debido a que ambos conjuntos tienen el mismo cardinal. O

En el Corolario 6.1.11 obtuvimos una caracterizacién de los conjuntos finitos cerrados hacia abajo como comple-
mentarios de conjuntos de exponentes monomiales de ideales cuyos anillos residuales son K-édlgebras de Artin.
El siguiente resultado nos permite ser mas precisos:

COROLARIO 6.4.12 (H es un conjunto cerrado hacia abajo si y solo si H = Nexp,,(I(H))). Con las
notaciones precedentes, un subconjunto H C Y" es cerrado hacia abajo si y solo si:

H = Nexplex(I<H))’
donde I(H) es el ideal de todos los polinomios p € K[X,...,X,] que se anulan en H.

DEMOSTRACION. En primer lugar, en la Proposicién 6.1.7 ya demostramos que los conjuntos de la forma
Nexps,(I(H)) son cerrados hacia abajo. De hecho, lo probamos para cualquier ideal. Por otro lado, en el
Corolario 6.1.11 probamos que todo conjunto finito cerrado hacia abajo es el complementario de exp.(a) para
cualquier orden monomial y un ideal a construido ad hoc. B
Notese que si H es cerrado hacia abajo, entonces es invariante por la accién de los shifts. Es decir, para
cualquier ¢ € [n], tenemos que S;(H) = H. Entonces, usando induccién, podemos demostrar facilmente que si
H es cerrado hacia abajo, tenemos que:

S,..1(H)=H.
El Teorema 6.4.11 especifica un orden y un ideal monomial cuya base monomial coincide con H, esto es,

H = Nexp,, (I(H)),

lo que prueba la equivalencia buscada. O
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6.4.3. Shifting e invariantes de clases de conceptos finitas. En esta subseccién trataremos de com-
pletar el estudio, iniciado en la Subseccién 6.4.1, sobre el comportamiento de los invariantes del hiper-grafo de
una inclusién después aplicar una operacién de shifting.

Como ya vimos en el Corolario 6.4.1, la dimensién exponencial no se incrementa al realizar una operacion de
shifting. Por otro lado, en el Ejemplo 6.4.2 hemos observado que tanto el grado promedio como la dimensién
DS pueden incrementarse.

En particular, demostraremos que el grado de salida promedio no se incrementa tras un shift (Afirmacién 26
de [BCDMY, 22]) y obtendremos algunos resultados que nos permitirdn entender mejor el comportamiento
“impredecible” de grado promedio tras un shift. Estos resultados nos permitiran mejorar la Proposicién 27 y el
Corolario 28 de [ BCDMY, 22]. Ademds, ampliamos el Lema 3 de [DS, 14] proporcionando una cota superior
que es estable por shifting y que permite controlar el outdeg,, .. (o).

6.4.3.1. Shifting: grado de salida promedio. Nuestro primer objetivo serd analizar el comportamiento del
grado de salida promedio después de aplicar un shift.

Dados i,j € [n], coni # jy, HC Y denotamos por m;,; & la proyecciéon que “olvida” las coordenadas i y j,
ie.
T yl i)

(6.4.10) :
he = bl

donde h|[n]\ () quiere decir que hemos eliminado las coordenadas ¢ y j del h original.

Comenzamos introduciendo el siguiente lema cuya demostracién se sigue de las definiciones:
LEMA 6.4.13. Con las notaciones anteriores, dados i # j, tenemos que:
mij(H) = mi5(Si(H)).

Introducimos a continuacién dos subconjuntos para ¢ € ; ;(H):

(6.4.11) Agy = U efi-
femi(H)
f ["]\{’ivj}:é
(6.4.12) Biii=  |J  Silesa).
femi(H)
Mo =

Nétese que las uniones (de aristas en la direccién determinada por 7;) que aparecen en el lado derecho de las
Igualdades (6.4.11) y (6.4.11) son disjuntas. Ademads, tenemos que:

LEMA 6.4.14. Con las notaciones precedentes, las dos siguientes igualdades muestran respectivamente particiones

de H y S;(H):

(6.4.13) H:= |_| Ags.
éemvj(H)

(6.4.14) Si(H):= || Bui
Zeﬂ'i,]‘(H)

DEMOSTRACION. En primer lugar, vamos a demostrar que ambas uniones son disjuntas:

e Dados (1,05 € m; j(H), si Ag, ; N Ag,,i # 0, entonces existe h € Ay, ; N Ay, ;. Por lo tanto, de acuerdo
con la Identidad (6.4.11), tenemos que:

61 :Wl(h)| :m’j(h):ﬁg.

[n]\{é.5}
Por consiguiente, la parte derecha de la Identidad (6.4.13) describe una unién disjunta.
e Andlogamente, dados ¢1,0; € m; ;(H) = m; j(S;(H)), si existe h' € By, ; N By, ; # 0, entonces tenemos
que:
bl =mij(h) = la,

y la parte derecha de la Identidad (6.4.14) también describe una unién disjunta.
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Obviamente, Ay; € H y By; C S;(H). De lo anterior, se deducen las inclusiones en la direccién O en ambas
identidades.

Respecto a las otras inclusiones, probaremos tnicamente la segunda ya que la primera se obtiene utilizando
argumentos similares. Sea h' € S;(H). Consideramos la proyeccién f := m;(h') y tenemos que b’ € S;(ey;). Por
lo tanto, tomando £ := f|[n}\{i7j} = m; ;(h), tenemos que:

h' € S;i(ef,;i) C By,
y se deduce la inclusién en la direccién C. O

LEMA 6.4.15. Con las mismas notaciones que antes, dados i,j € [n], con i # j, tenemos que:

(6.4.15) Bm(H) = Y #(m(Ai),

EETr,;J'(H)

(6.4.16) Em(Si(H) = Y £ (m(Bea)).

€€7T1‘,1J(H)

DEMOSTRACION. Por las definiciones y los resultados anteriores, lo inico que tenemos que demostrar es que
7 respeta las uniones disjuntas descritas en las Identidades (6.4.13) y (6.4.14). Es decir, tenemos que probar
que las siguientes uniones son disjuntas:

(6.4.17) mi(H) = |_| i (Ari)s
tem; j(H)

(6.4.18) nSHE) = || (B
Lem i (H)

Estas uniones disjuntas se deducen a partir de las siguientes afirmaciones:

o Sim;(Ay i) Nm;(Ag,,:) # 0, entonces ¢4 = {s.

e Sim;(Be, i) N7;(Be,,i) # 0, entonces ¢4 = {s.
Ambas afirmaciones se demuestran empleando argumentos similares. Si existe g € m;(Ay, ;) N7 (Ag, i) # 0
(respectivamente, ¢’ € m;(By, ;)N7;j(By, ;) # 0) es debido a que existe f € m;(H) (vesp. f' € m(S;(H)) = mi(H))
tal que h € ey; (resp. ' € S;(ey;)) vy b1 = f|[n}\{i7j} =m; j(h) =¥y (resp. {1 = f’|[n]\{i7j} =m; (k) ={s). Las
igualdades entre los cardinales se siguen de manera obvia por tratarse de uniones disjuntas. O
Introducimos ahora dos cantidades relacionadas con la proyeccién m; j. Dados i,j € [n], i # j, y £ € m; j(H),
denotamos por H(¥) a la fibra de £ en H:

H() = 71';]-1(6) NH:={heH : m;h)=1}
Nétese que:
mi(H)) ={m(h) : h€H, h|[n]\{i’j} =(}.

DEFINICION 49. Con las notaciones anteriores, dados i,j € [n], i # j, y £ € m; j(H), definimos el mdzimo de
los cardinales de las aristas que se proyectan sobre £ como:

(6.4.19) wi(0) == max{f(ef;) : fem(H))}

DEFINICION 50. Con las mismas notaciones, dados i,j € [n], i # j, y £ € m; j(H), elijamos fo € m;(H) N H({)
tal que £ (eys, ;) = wi(0). Definimos el “segundo” cardinal mdzximo de las aristas que se proyectan sobre { de la
siguiente forma:

o Sif(m(H(Y))) > 2, entonces definimos:
(6.4.20) (€)== max{t (ers) : f € m(H(O), f# fo),
e en otro caso, esto es, sif(m;(H(L))) =1, definimos ul(?)(é) =0.

Los siguientes lemas explican, parcialmente, las variaciones en el numero de aristas del hiper-grafo de una
inclusion después de aplicar un shift.

LEMA 6.4.16. Con las notaciones precedentes, tenemos que:

HmSHE))) = Y ).

Lem; ;(H)
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Ademds, se verifica la siguiente igualdad:

BES(H) =g(EHE)+Y | D ml0)

J#1 \Lem; ;(H)
DEMOSTRACION. Como 7; ;(H) = m; j(S;(H)), de acuerdo con el Lemma 6.4.15, tenemos que:
EmSi(H) = Y £ (m(Bea)).
tem; j(H)
Para terminar la demostracion de la primera igualdad del lema, inicamente nos falta probar la siguiente igualdad:
(6.4.21) 8 (mj(Be,i)) = pa(0).

Sin pérdida de generalidad, supongamos que i = 1y j = 2. Por lo tanto, nétese que dado f € m(H) tal que
= { y dado Si(ey,1), tenemos que:

ma(S1(er1)) = {0, .. 4 (ep1) — 1} x {(€(3), £(4), ..., £(n))}-

Por lo tanto, concluimos:

ma(Be) = | 100 (enn) = 1 x {(EB) o £m)} = {0, (€)= 1} x {(£(3),..... £(n))).

fem(H)

f|[n]\{1,2}

=L
f‘[n]\{lﬂ}

Y, entonces, se deduce la Identidad (6.4.21) y la primera igualdad del lema. Para la segunda igualdad, basta
observar que:

$(E(Si(H)) =)t (Ex(Si(H))).
k=1

Como #(E;(S;(H))) =t (E;(H)), la dltima igualdad se sigue de nuestro estudio previo. O

LEMA 6.4.17. Con las notaciones precedentes, dados i,j € [n], ¢ # j, £ € m; ;(H), se cumple la siguiente
igualdad:

8 (mj(Agi)) = pa(0).
Ademds, también tenemos que:

(6.4.22) tmE) > Y o).

tem; j(H)

DEMOSTRACION. Por la definicién de Ay ; (Identidad (6.4.11) previa), tenemos que:

mi(A) = |J  milera)
femi(H)

=/

f|[”]\{iyj}

Por lo tanto, concluimos:

ﬁ(ﬂ-j(Al,i)) > max{ﬁ (7Tj<€f,i)) c fe WZ(H)afhn]\{ZJ} = E}
Nos falta demostrar que la restricciéon de 7; a ey ; es inyectiva. Esto es inmediato puesto que dados h € ey ;
y f € mi(H) tales que f|[n]\{i N = ¢, sabemos que 7;(h)(k) = (k) para cada k # i,j. Pero m;(h)(i) = f(9) y,
entonces, 7;(h) estd determinado de forma tnica por f para cada h € ey ;.

Como 7; restringida a ey; es inyectiva, concluimos que:

i (miera)) =t (era)
y, por lo tanto,
8 (mj(Ara)) = max{t (esq) = f € m(H), 55y =0 = mal0),
como queriamos demostrar. O

Estos resultados técnicos nos permiten demostrar que el grado de salida promedio no decrece tras aplicar un
shift (este resultado es la Afirmacién 26 de [ BCDMY, 22]).
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PROPOSICION 6.4.18 (El grado de salida promedio no decrece tras un shift). Con las mismas notaciones
que en los resultados anteriores, dados H C Y™ ¢ i e [n], el nimero de aristas y la densidad del hiper-grafo de
una inclusion G(H) no aumentan tras realizar un shift, i.e.

§(E(Si(H))) <t (E(H)),
gd (Si(H)) < gd (H).
En particular, el grado de salida promedio no decrece después de un shift, i.e.

Es, (my[outdeg] > Ey[outdeg].

DEMOSTRACION. De acuerdo con la Identidad (6.2.3), tenemos que:
FESi(H)) =8 (E;(Si(H)) =Y _#(m;(Si(H))).
j=1 j=1

Como # (E;(S;(H))) =t (E;(H)), podemos escribir:
2(E(Si(H))) =t (Bi(H)) + D _# (m(Si(H))).
J#i
Aplicando el Lema 6.4.16, concluimos:

FESH) =tEHE)+> | Y. w0

j#i \Lem; ;(H)
Gracias a la Desigualdad (6.4.22) del Lema 6.4.17, tenemos que:
H(E(S(H))) <t (Bi(H) + >t (m;(H)).
JFi
De nuevo, aplicando la Identidad (6.2.3), concluimos:
§(E(Si(H))) < §(Bi(H)) + Y _#(E;(H)) = (B(H)).
J#i
Esto prueba la primera desigualdad de la proposicién. Como £ (S;(H)) = §(H ), la segunda desigualdad, relativa

a la densidad del hiper-grafo de una inclusion, es una consecuencia inmediata de la primera. En lo que respecta
la dltima desigualdad, esta se sigue del Item iz) de la Proposicién 6.2.5. g

OBSERVACION 6.4.19. De acuerdo con nuestro andlisis, la dimensién exponencial y el grado de salida promedio
evolucionan en direcciones opuestas cuando aplicamos una secuencia de shifts. Ademads, el nimero de aristas
del hiper-grafo resultante tras aplicar un shift verifica la siguiente igualdad:

HES(H)) =4 (EE)+Y | > w0

JF#i €€rr,;,_,»(H)

4 13 ” . , . . . . ,
Noétese que no podemos “permutar” los sumatorios con indices j # i y ¢ € m; ;(H) debido a que 7; j(H) varia
con j.

Finalmente, ya estamos en condiciones de demostrar uno de nuestros resultados principales:

TEOREMA 6.4.20 (El grado de salida promedio es estrictamente menor que la dimensién exponen-
cial). Sea H C Y una clase de conceptos finita. Entonces, tenemos que:

Eploutdeg] < dimg(H).

DEMOSTRACION. Al igual que en la Observacién 6.4.5, seguimos la idea de emplear secuencias de shifts
como en [Ha, 95]. Para cada H C Y™ existe una palabra w := w; - - -w, € [n]* que define una composicién de
una secuencia de shifts:

Sw =S4, 0---08,, : 2" — 2V
de modo que la clase:
H, :=S,(H),
es cerrada hacia abajo con respecto al pre-orden de Dickson <. Gracias a la Proposicién 6.4.18, obtenemos
Eploutdeg] < Ep, [outdeg].

Por la Proposicién 6.4.1, tenemos que:
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Finalmente, por la Proposicién 6.3.21, como H, es cerrado hacia abajo, obtenemos:
Epy. [outdeg] < avd(H,) < dimg(H,),

lo que concluye la demostracién del teorema. O

A continuacion, utilizamos el teorema anterior para obtener una mejora estricta de la Proposicién 27 de
[BCDMY, 22]. Esta mejora consiste en transformar la desigualdad avd(H) < 4dimg(H) en el Item i7)
del siguiente corolario, i.e.

avd(H) < 2dimg(H).
Esta mejora es posible gracias al uso del grado de salida promedio.
COROLARIO 6.4.21 (Mejora de la Proposicién 27 de [ BCDMY, 22]). Sea H C Y!"! una clase de conceptos
finita. Entonces, tenemos que:

i) Las dimensiones satisfacen la siguiente desigualdad:

(6.4.23) dimpg(H) < 2dimg(H).
ii) El grado promedio y la dimensidn exponencial verifican:
(6.4.24) avd(H) < 2dimg(H).

DEMOSTRACION. Sea S C [n] un subconjunto maximal con la propiedad de que H ¢ contiene un pseudo-
cubo de dimensién r = #(S) = dimpg(H). Sea 6 C H|4 dicho pseudo-cubo. Por la Proposicién 6.3.5, tenemos
que:

dimps(H) = r = §(S) = avd(¥%).
Gracias a la Proposicién 6.2.5, obtenemos:
avd (%) < 2FE¢[outdeg].
Por lo tanto, aplicando el Teorema 6.4.20 anterior, concluimos:
dimpg (H) =r<?2 dlmE(%)
A partir de la Observacién 6.3.9, obtenemos de forma inmediata que:
dimpg(H) = r < 2dimg(?) < 2dimg(H|4) < 2dimp(H),
y hemos probado la Desigualdad (6.4.23).
En cuanto a la segunda desigualdad, por la Proposicién 6.2.5, tenemos que:
avd(H) < 2Fp[outdeg],
y el Teorema 6.4.20 anterior implica:
avd(H) < 2dimg(H),
lo que demuestra la Desigualdad (6.4.24). O
EJEMPLO 6.4.22. Si cambiamos la distribucién de probabilidad definida en la clase de conceptos H, la segunda
desigualdad del corolario anterior no es cierta. Sea H C {0, 1}[3] una clase de conceptos dada por la siguiente
igualdad:
H = {(07 07 0)7 (17 0’ 0)7 (O’ 17 0)7 (O’ 07 1)}'
El hiper-grafo de una inclusién asociado tiene 9 aristas:
E(H) = {613 €2, €3, €4, €5, €6, €7, €3, 69}3
donde:
€1 = {(Oa 07 0)7 (17 0) 0)}7 €2 = {(05 07 O)a (Oa 17 O)}7 €3 = {(07 07 0)7 (07 07 1)}7
eqs ={(1,0,0)} = e5, eg ={(0,1,0)} = e7, es = {(0,0,1)} = eg.
Los grados de los vértices son:
deg((0,0,0)) = 3, deg((1,0,0)) = 1, deg((0,1,0)) = 1, deg((0,0,1)) = 1.
Consideramos la siguiente distribucién de probabilidad sobre H:

4 1 1 1
Y(0,0,0) = ?7 V(1,0,0) = ? VY,1,0) = ? Y(0,0,1) = 7

Tenemos que:
15
> deg(h) v ==

heH
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Por otro lado, se cumple que dimg(H) = 1 ya que cualquier restriccién a dos coordenadas tiene cardinalidad 3.

Finalmente, concluimos:
1
B Z deg(h) - vp, > 2dimg(H) = 2.

7
heH

6.4.3.2. Shifting: grado promedio. Analizamos en detalle el comportamiento, aparentemente “impredeci-
ble”, del grado promedio tras un shift.

En primer lugar, nétese que, en el caso binario (p = 2), avd(H) no decrece al aplicar el operador de shifting:

COROLARIO 6.4.23. En el caso p =2, dado i € [n] y una clase de conceptos finita H C {0, 1}, tenemos que:
avd(S;(H)) > avd(H).

DEMOSTRACION. De acuerdo con la Identidad (6.2.15) de la Observacién 6.2.14, dado un shift S;, tenemos

que:
f (Haussl(S;(H)))

24(H)
Aplicando la Afirmacién 2 de la demostracién del Lema 2 de [Ha, 95], obtenemos:

# (8 (Haussl(S;(H)))) > £ (Haussl(H)) .

avd(S;(H)) — Es, () |outdeg] =

Por lo tanto, tenemos que:

# (Haussl(H))

avd(S;(H)) — Es,m[outdeg] > 28(H)

= avd(H) — Eg[outdeg].

Por la Proposicién 6.4.18, obtenemos:
avd(S;(H)) — avd(H) > Es,g)[outdeg] — Eg[outdeg] > 0.
Finalmente, concluimos:
avd(S;(H)) > avd(H).
O

Sin embargo, en el caso p > 2, el grado promedio del hiper-grafo de una inclusién G(H) tiene un comportamiento
“impredecible” como muestra el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 6.4.24 (El grado promedio puede crecer o decrecer tras un shift en el caso no binario).
Consideramos ) := {0, 1,2,3}, n = 2 y definimos la clase de conceptos:

H :={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,2)} C V?

cuya imagen es:

El hiper-grafo de una inclusién G(H) asociado a H tiene 7 aristas y, por lo tanto:

7
Eploutdeg] =2 — 7= 1.

Por otro lado, contiene un cubo de dimensién 2, de lo que se deduce que:
dimDs(H) = dlmE(H) =2.
Ademés, tenemos que § (EY(H)) = 2 (i.e. hay solo dos aristas en G(H) que son unarias). Por consiguiente,
2 12

dH)=2— == —.
avd(H) - 7

En primer lugar, realizamos un shift en la direccién de la proyeccién w5 (i.e. la proyeccién que “olvida” la
segunda coordenada):

H':=85(H) ={(0,0),(1,0),(2,0),(0,1), (1, 1), (1,2), (1,3)},

cuya imagen es:
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o lm
(¢]

En este caso, tanto la dimensién exponencial como la dimensién DS se mantienen invariantes. Lo mismo ocurre
con el niimero total de aristas y, en consecuencia, con la densidad del hiper-grafo y el grado de salida promedio,
ie.

Epy[outdeg] = Egloutdeg] = 1.

Sin embargo, el nimero de aristas unarias aumenta:
3=t (EO@)) >4 (EO(H)) =2.
Por lo tanto, el grado promedio disminuye:

11 12
7 = an(H/) < an(H) = 7

Por otra parte, si hacemos un shift en la direccion de la proyeccién 1, obtenemos:
H" :=8,(H) = {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1),(0,2),(1,2),(0,3)}
cuya imagen es:

1
—

El conjunto H” es cerrado hacia abajo, pero no es un pseudo-cubo. Tanto la dimensién exponencial como la
)

dimensiéon DS se preservan. Sin embargo, el nimero de aristas decrece de forma estricta y, por lo tanto, el

grado de salida promedio aumenta. Es decir:

t(E(H")) =6, 8/7= Egnloutdeg] > Eyoutdeg] = 1.

En esta ocasién, el nimero de aristas que son unarias también decrece (i.e. (E(l)(H”)) =1) y, por lo tanto,
el grado promedio aumenta:
gL _13_ avd(H") > avd(H) = 12
77 T
El principal problema es la evolucién (aparentemente) “cadtica” e “impredecible” del grado promedio tras
aplicar un shift. El siguiente resultado determina, parcialmente, dicho comportamiento:

LEMA 6.4.25. Con las mismas notaciones e hipotesis que antes, el numero de aristas que son unarias tras un
shift verifica:

t(EOEm)) =t (B nEOm) + 3 (Y (o) -uP©) .

J#i \Lem; ;(H)
donde p;(0) y ,uz(?) (€) son las funciones introducidas en las Definiciones 49 y 50 respectivamente.

DEMOSTRACION. El proceso de shifting respeta las cardinalidades de las aristas en la direccién de m;. Por
lo tanto, se deduce de forma inmediata la siguiente igualdad para aristas unarias:

(B (H) N BO(S(H))) = ¢ (Bi(H) N ED (H)).

Por consiguiente, consideramos ahora el comportamiento de las aristas en G(S;(H)) en la direccién w;, con
j # 4. A continuacién, vamos a demostrar que dados i, j € [n], con i # j, se verifica la siguiente igualdad:

(6.4.25) t (B nEOEH)) = > (o) - 1P 0),

Lem; ;(H)
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donde p;(€) y ,uEQ)(E) son respectivamente el “médximo” (cf. Definicién 49) y el “segundo maximo” (cf. Definicién
50) de las cardinalidades de las aristas determinadas por m;(H (¢)).

Nétese que tanto S;(H) como S;(H)({), para todo £ € m; ;(H) = m; ;(S;(H)), son conjuntos cerrados hacia
abajo con respecto a la coordenada i-ésima. Es decir, ambos conjuntos verifican la siguiente propiedad: dado
h € S;(H) (respectivamente, h € S;(H)(£)), para todo g € Y tal que 7;(g) = mi(h) y g(i) < h(i), entonces
g €S;(H) (resp. g € S;(H)(¥)).

A continuacién, demostramos una serie de propiedades relativas a clases de conceptos cerradas hacia abajo con
respecto a la i-ésima coordenada:

AFIRMACION 6.4.25.1. Con las notaciones anteriores, sean i,j € [n], con i # j, y sea £ € m; ;(H) la proyeccion
de alguna funcion en H bajo m; j. Supongamos que H({) es cerrado hacia abajo con respecto a la coordenada
i-ésima. Entonces, tenemos que:

i) Sipi(l) = NE )(6), entonces, para cada f € m;(H({)), la cardinalidad de la arista ey j € E;(H) verifica:

(¢
fler) =2
i) Si pi(0) > ugz)(ﬁ), entonces, para cada f € w;(H({)) tal que 0 < f(i) < u§2)(€) —1, la cardinalidad de

la arista ey ; € Ej(H) cumple que:
tlers) = 2.

iii) St pi(0) > /J,E )(f), entonces, para cada f € w;(H({)) tal que /152)(5) < f(1) < wpi(0) —1, la cardinalidad
de la arista ef ; € E;(H) satisface:

flerg) = 1.
En particular, siempre se verifica la siguiente igualdad:
(6.4.26) t(lers CH = [ m(HO), Eegy) =1)) = ml() = w” (0).

Demostraciéon de la Afirmaciéon. Demostramos cada uno de estos items por separado. Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que t =1y j = 2.

e Item i): Consideramos f € my(H(¢)). Tenemos que:

f=0L3),...,4n)),
donde 0 < r < py(¢) — 1. Como ¢ € m2(H), obviamente tenemos que u1(¢) > 1y, por lo tanto,

también se cumple que p( )(E) > 1. Por consiguiente, debido a la definicién de estos dos maximos,
existen gi,g2 € mi(H({)) tales que eg 1 # eg,2 ¥ sus cardinalidades satisfacen f(eq,.1) = p1(4)

y f(eg,1) = u?) (). Como H(¢) es cerrado hacia abajo con respecto a la coordenada i-ésima, y
u(€) = u:(LZ)(E), concluimos que:

g1 = {0, .., (0) = 1} x {(91(2), ..., 91(n))},
€gs,1 = {07 e ’M1<£> - 1} X {(92<2)’ e 792(”))}7

Ademas, tenemos que:

(91(2)7 s 7gl(n)) = (91(2)75(3)7 s 7€(n))7 (92(2)’ s 7g2(n)) = (92(2)’6(3)7 s 7£(n))7

donde ¢1(2) # ¢2(2). Definimos ahora las dos siguientes funciones:
hl = (rvgl(2)7‘€(3)7"'7€ ))7

(n
hy = (r,92(2),£(3), ..., £(n)).
Como ¢1(2) # ¢2(2), entonces hy # ho. Como 0 < 7 < py(¢) — 1, tenemos que h; € eg, 1 C H(()
para cada i € {1,2}. Por otro lado, ma(h1) = 7r2( 2) = f. Entonces, hi,hs € eo y, por lo tanto,
ﬁ(ef,g) > 2.

e [tem ii): Supongamos ahora que ¢ € my 2(H) es tal que pq(¢) > ué )(6). Sea f € ma(H (L)), tal que
0< f(1)=r< ,u?) — 1. Existen g1,92 € H(¢) de modo que f(eg, 1)) = t1(€) y #(eg,1)) = ,ugz)(ﬁ).
Como p;(¢) # u?) (£), entonces g1 # go. Ademds, como H () es cerrado hacia abajo con respecto a la
coordenada i-ésima, tenemos que:

g1 = {0, (f) = 1} x {(92(2), .-, 91(n))},

egan = {0, 17 (0) = 1} x {(g1(2), ..., g1(n))}.
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Alser g1 # g2 ¥ 91,92 € mi(H(()), entonces g1 (k) = ga(k) = £(k), donde 3 <k < n,y g1(2) # g2(2).
A continuacion, definimos las dos funciones siguientes:

hy = (7‘, 91(2)7“3)’ s 76(”))7

h2 = (’I“, gg(2),€(3), ap. ,E(H))
Por lo tanto, hq € eg, 1, ha € €g,1 ¥ h1 # ho. En particular, hy, ho € H({) y, obviamente, hi, ha € ef 9.
Por consiguiente, f (ef2) > 2 como queriamos demostrar.

e [tem iii): Finalmente, supongamos que ¢ € my o(H) cumple que p1(£) > ,ug2) (£). Sea f € mo(H) tal
que u?)(ﬁ) < f(1) =r < () — 1. Supongamos que existen hq, he € ef 9 tales que hy # hy. Como
hi,ha € ef 2, entonces concluimos:

= ha(k) = ha(k) = f(K), para ks # 2,
i (2) # ha(2).
Consideramos g1 = m1(h1) v g2 = 71(he). Como hy(2) # h2(2), entonces g1 # go. Ademas,
g1 = (h1(2),£(3),...,€(n)),

g2 = (h2(2)a£(3)a cee 7é(n))
Entonces, tenemos que:
€gr1 S {0, (6) = 1} x {(h1(2),£(3), ..., £(n))},
egs1 € {0,..., 1 (€) — 1} x {(h2(2),£4(3),...,€(n))}.
Adicionalmente, por razones obvias, se cumple que hy € eg, 1y ha € €4, 1. Pero hi(1) = f(1) > uEQ)(f)
y ha(1) = f(1) > ,ul(?) (£). Por lo tanto, para todo i € {1,2}, concluimos:

{0, nP (@) = 1} x {(h1(2),£(3),..., 6(n))} G egy 1,

{0, 12 (0) = 1} x {(h2(2), £(3), ..., €(n))} C €g, 1.
Asi que, necesariamente:
h(e!]l,l) = ﬁ(egz,l) = /1/1(6)

con g1 # go. Sin embargo, esto no es posible debido a la definicién de ambos méximos. Por lo tanto,
no pueden existir hq,ha € ey 2 con hy # ho y, entonces, en este caso tenemos que

tlep2) =1.
La Identidad (6.4.26) se sigue inmediatamente de los Items i), ii) y 7ii) anteriores. m

Con el objetivo de simplificar las notaciones, consideramos i,j € [n], con i # j, y escribimos H' := S;(H). Sea
e m;(Si(H)) =m;(H")=m,;(H). Por definicién, tanto H' como H'(¢) son conjuntos cerrados hacia abajo

.. 2 . .
con respecto a la coordenada i-ésima. Denotamos por v; y I/i( ) respectivamente al “méaximo” y al “segundo

méximo” de las cardinalidades de las aristas determinadas por m;(H'(¢)) = H'(¢). Con estas notaciones, tenemos
que:

pil0) = vill), i (0) = v (€), VU € w5 (H) = mi j(H').
Consideramos ahora el conjunto:
BV (Si(H)) = {ep; € BUH') :eg,; € BV (S,(H)}.
La siguiente igualdad muestra una particién de E](l)(Si(H)):
EVSH) = | Aers CH ¢ fem(H'(), Hepy) =1}

fEﬂ'i,j (H)

Por lo tanto, tenemos que:
t(EVEE)) = Y tleps CH : femH (D), $lery) = 1))
EEﬂ'id‘ (H)

Dado que tanto H' como H'(¢) son cerrados hacia abajo con respecto a la coordenada i-ésima, la afirmacién
anterior implica:

t({ep; CH = fem(H(0), tlesy) =1}) = vi(0) — v (0) = mi(l) — 1> (2).
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Por lo tanto, concluimos:
(B nEYSH)) = > () - i),
Lemy ;(H)
que es la Identidad (6.4.25). El lema se verifica ya que:
¢ (BO@Si(H)) =t (BiS:i(H) 0 EO(Si(H)) ) + 8 (By(Si(H) 0 BV (Si(H)))
i
(|

Este resultado técnico implica la siguiente expresién para la variacion del grado promedio y el grado de salida
promedio tras un shift:

PROPOSICION 6.4.26. Con las notaciones anteriores, tenemos que:

t(B BV )+ Y w0

J#1 \Lem; ;(H)

avd(S;(H)) — Es, () [outdeg] = ﬁ(%)

DEMOSTRACION. De la Proposicién 6.2.5 se deduce que:
vd(§.(H) — Eo, g fontdes] = o (H02(S () = 6=V (5,(21)))

Aplicando los Lemas 6.4.16 y 6.4.25 a la expresién anterior, se obtiene la igualdad del enunciado. O

6.4.3.3. Orientaciones con grado de salida mdzximo controlado. El Corolario 6.4.21 nos permite probar una
mejora estricta del Corolario 28 de [BCDMY, 22] sobre la existencia de orientaciones con grado de salida
méximo controlado. En el Corolario 28 de [BCDMY, 22], los autores prueban la existencia de una orientacién
o: E(H) — H que verifica la siguiente desigualdad:

outdeg, ... (0) < 4dimg(H).

Establecemos esta mejora mediante nuestro Teorema 6.4.27, especialmente su Item ) y la Desigualdad (6.4.31).
A continuacién, introducimos una serie de nociones que necesitaremos para nuestro Teorema 6.4.27. En primer
lugar, definimos el grado minimo de una clase de conceptos H C Y como el minimo de los grados de sus
elementos en el hiper-grafo de una inclusién G(H), i.e.

deg i, (H) := min{deg(h) : h € H}.
En [DS, 14], los autores consideran también el grado promedio “maximal”:
avdmax(H) := max{avd(F) : F C H},

que es obviamente una funcién monétona para la inclusiéon de conjuntos. Anédlogamente, consideramos el grado
de salida promedio “maximal” definido mediante la siguiente expresion:

E™) outdeg] := max{Ep[outdeg] : F C H}.

que es, de nuevo, una funcién mondtona con respecto a la inclusién de conjuntos. Obviamente, como avd(F') <
2FEr[outdeg] para todo F' C H, también concluimos que:

(6.4.27) avdmax (H) < 2E1(qmax) [outdeg].
Finalmente, introducimos la siguiente cantidad:
min — outdeg,, .. (H) = min{outdeg,,,.(c) : o : E(H) — H es una orientacién}.

TEOREMA 6.4.27 (Mejora estricta del Corolario 28 de [BCDMY, 22]). Con las mismas notaciones que
antes, sea H C Y™ una clase de conceptos finita. Sea ¢ : 28 — R una funcidn mondtona con respecto a la
inclusion en 27 . Supongamos que la funcion ¢ también verifica las siguiente hipdtesis:

(6.4.28) VF €21, degin (F) < o(F).
Entonces, existe una orientacion o : E(H) — H que cumple la siguiente desigualdad:
(6429) OUtdegmax(U) S SO(H)

Ademds, tenemos que:
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i) La Hipdtesis (6.4.28) se verifica siempre que la siguiente condicion sea cierta:
(6.4.30) avd(F) < o(F), VF C H.

En particular, la funcion mondnota o(F) := 2dimg(F) satisface la Desigualdad (6.4.30) y, por lo
tanto, existe una orientacion o : E(H) — H tal que:

(6.4.31) outdeg,,.,(0) < 2dimg(H).

it) El grado promedio mazimal también verifica la Hipdtesis (6.4.30) y, por consiguiente, existe una ori-
entacion o : E(H) — H de modo que:

outdeg,... (0) < avdpax(H) < 2E§{max) [outdeg].

iii) Fl Eploutdeg] es la cantidad que controla la complejidad del algoritmo OIG (cf. Algoritmo 0.2.2) ya
que:
Epfoutdeg] < min — outdeg,,,, (H) < 2E"™ [outdeg].

DEMOSTRACION. Procedemos por induccién en el cardinal de H (formalizando con cuidado los argumentos
de [BCDMY, 22]). El caso #(H) =1 es evidente.

De acuerdo con la Identidad (6.4.28), sea h € H tal que deg(h) < ¢(H). Consideramos la clase H' := H\ {h} y
el hiper-grafo de una inclusién G(H') asociado. A continuacién, clasificamos las aristas de E(H) en las siguientes
tres clases disjuntas:

e La clase de aristas que no contienen a h:
0
E\"(H):={ec E(H) : h¢e}.
e La clase de aristas que contienen a h pero que no son unarias:
EP(H):={ec E(H) : hee, f(e) >2}.
e La clase de aristas unarias cuyo tnico elemento es h:
1
EN(H) := {e € E(H) : e={n}}.
Tenemos la siguiente particién de E(H):
0 1 2
B(H) =B, @) B )| |57 ().
Aplicamos ahora la hipétesis de induccién y suponemos que existe una orientacién ¢’ : E(H') — H' tal que:
outdegmax(0') < o(H').

A continuacién, extendemos ¢’ a una orientacién o : E(H) — H de la siguiente forma:
o Si
0 2
e BV ()| | B (H),

entonces definimos:

o(e) :=0o'(e\{h}) € H' C H.
e En otro caso, es decir, si e € E}(Ll)(H), definimos:
o(e) := h.
Noétese que para cada g € H' (i.e. g # h), tenemos que:
outdeg(a, g) = outdeg(a’, g).

Por otro lado, se verifica la siguiente igualdad:

t({ec B(H) : heeo(e) #h}) =t (B (H)) = deg(h).
Entonces,
outdeg(co, h) = deg(h)
y, por consiguiente, obtenemos:
outdegmax (o) := max{outdegmax(c’),deg(h)}.
Ademids, también tenemos que:

e Por la hipétesis de induccién y el hecho de que ¢ es mondtona, se cumple la siguiente desigualdad:

outdegmax(0') < p(H') < o(H).



170 6. APRENDIZAJE MULTICLASE

e Por nuestra Hipétesis (6.4.28), h ha sido escogido de modo que satisface:
deg(h) < @(H).

Por lo tanto, concluimos que:
outdegmax (o) < @(H).

Para el Item i), nétese que si avd(F) < o(F) es cierto para todo F' C H, entonces la Hipétesis (6.4.28)
también se verifica. Finalmente, como la funcién ¢(H) := 2dimg(H) es mondtona con respecto a la inclusién
de conjuntos, gracias al Corolario 6.4.21, tenemos que esta funcién satisface la Hipétesis (6.4.28), lo que implica
el Ttem 7).

La primera desigualdad del [tem i1) se verifica porque la funcién avd,,,x es mondtona con respecto a la inclusién
de conjuntos y, evidentemente, verifica la Hipétesis 6.4.30. Por otro lado, la segunda desigualdad de este item
es la Desigualdad 6.4.27. Por dltimo, el Item #i7) es una consecuencia inmediata de los resultados anteriores. O

El Item 7) de este wltimo teorema mejora el Corolario 28 de [BCDMY, 22] por un factor estrictamente mayor
que 2. Por otra parte, el [tem i) extiende el Lema 3 de [DS, 14] incluyendo dos veces el grado de salida promedio
maximal. Sin embargo, no hemos sido capaces de probar resultados similares para la funcién (naturalmente
monétona) dimpg.

El siguiente ejemplo muestra que la Hipétesis (6.4.30) no es satisfecha por la dimensién DS. Ademds, este
ejemplo prueba también que avdmax(H) puede ser mayor que dimpg(H). Por lo tanto, el Lema 3 de [DS, 14]
no puede utilizarse para producir orientaciones cuyo grado de salida méximo esté acotado por dimpg(H). En
consecuencia, parece que:

2E1(qmax) [outdeg]

es la cantidad “més fina” que podemos encontrar de modo que sea estable por shifting y que permita controlar
grado de salida méximo de alguna orientacién en el hiper-grafo de una inclusién G(H) asociado a H.

EJEMPLO 6.4.28 (El grado promedio no es siempre menor o igual que la dimensién DS). Consideramos
n=2 Y¥:={0,1,2} y la clase de conceptos H C Y2 dada por la siguiente igualdad:

H:= {(Ov 0)7 (07 1)5 (17 1)’ (15 2)7 (2’ 2)}’

cuya imagen es:

Unos célculos sencillos nos permiten concluir que:
$(B() = 6, 4 (B () = 2.

Por lo tanto,
8

avd(H) = £ > 1, Eploutdeg] = g < 1.
Como #(H) = 5 > 22, inmediatamente tenemos que dimg(H) = 2. Sin embargo, H no es un pseudo-cubo.
Una discusién de diversos casos, muestra que si eliminamos un solo punto de H, los cuatro puntos restantes
no forman un pseudo-cubo. Si eliminamos dos puntos de H, tampoco obtenemos una clase H' que sea un
pseudo-cubo. En consecuencia, concluimos que H solo contiene pseudo-cubos de dimensién 1. Por consiguiente,
dimps(H) = 1 y este ejemplo verifica que:

4 8
Epfoutdeg] = =< dimps(H) =1 < avd(H) = = < dimg(H) = 2.

Por lo tanto, la Hipdtesis (6.4.30) no se verifica para dimpg(H). Tampoco el Lema 3 de [DS, 14] ayuda con
este ejemplo, ya que dimpg(H) < avdpax(H). Sin embargo, la Hipétesis (6.4.28) se cumple en este ejemplo y
la tesis del Lema 13 de [BCDMY, 22] sigue siendo cierta en este caso. Una cuestién que queda abierta es si
el Lema 13 de [BCDMY, 22] sigue siendo vélido en un contexto méds general.
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RESUMEN EN CASTELLANO Y EN INGLES

Esta tesis establece conexiones entre la Geometria Algebraica y la Teoria de Aprendizaje
Computacional. En primer lugar, cerramos la Teoria de la Interseccién para conjuntos
constructibles, aportando dos nociones de grado que satisfacen la Desigualdad de Bézout. Estos
resultados nos permiten refinar y extender las técnicas de J. Heintz y C. P. Schnorr para obtener
cotas finas sobre la existencia y densidad de conjuntos cuestores. Posteriormente, exploramos las
conexiones entre familias de conjuntos constructibles, conjuntos cuestores y la teoria de Vapnik-
Chervonenkis. Para ello, generalizamos la nocién de Erzeugungsgrad de J. Heintz al caso
constructible. Empleando esta nocién, demostramos que la dimensién de Vapnik—Chervonenkis de
una familia de clasificadores constructibles estd linealmente acotada, salvo por unas cantidades
logaritmicas basadas en la Teoria de la Interseccién, por la dimensién de Krull del espacio de
pardmetros. Usando la relacidén anterior, estudiamos la probabilidad de encontrar conjuntos
cuestores de longitud apropiada en variedades evasivas de dimension positiva. Aplicamos los
resultados anteriores al andlisis de redes neuronales con funcidn de activacidon racional.
Finalmente, abordamos el aprendizaje multiclase. En este contexto, introducimos una nueva
nocion, el grado de salida promedio, y demostramos que se trata de un invariante central. Ademds,
llevamos a cabo un estudio detallado de la nocidn de pseudo-cubo y de la técnica del shifting.

This thesis establishes connections between Algebraic Geometry and Computational Learning
Theory. First, we complete the Intersection Theory for constructible sets by introducing two notions
of degree that satisfy Bézout’s Inequality. These results allow us to refine and extend the techniques
of J. Heintz and C. P. Schnorr to obtain sharp bounds on the existence and density of correct test
sequences. Next, we explore the connections between families of constructible sets, correct test
sequences and the Vapnik-Chervonenkis theory. To this end, we generalize the notion of
Erzeugungsgrad, introduced by J. Heintz, to the constructible case. Using this notion, we prove that
the Vapnik-Chervonenkis dimension of a family of constructible classifiers is, up to logarithmic
factors based on Intersection Theory, linearly bounded by the Krull dimension of the parameter
space. Using the previous relation, we analyze the density of short correct test sequences in evasive
varieties of positive dimension. We then apply our results to the study of neural networks with
rational activation function. Finally, we address multiclass learning. In this context, we introduce a
new notion, the expected outdegree, and prove that it is a central invariant. Additionally, we
provide a detailed study of the notion of pseudo-cube and the shifting technique.
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