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Resumen

Consideramos el espectro del operador de Laplace en modelos de estructuras de barras 3D con una
pequena seccién transversal que depende de un parametro €. Las condiciones de contorno son, prin-
cipalmente, de tipo mixto (Dirichlet-Neumann). Estudiamos el comportamiento asintético de los
valores propios, y de las funciones propias asociadas, cuando € — 0. En particular, los aproximamos
por los de un modelo 1D que tiene en cuenta la geometria del dominio original. Los calculos explicitos
y numéricos ilustran el interés de este estudio cuando el parametro se hace pequeno, para distintas
condiciones de contorno. Para diversos dominios, mostramos el distinto comportamiento asintético
del espectro dependiendo de las condiciones de contorno.

Palabras clave: Problema espectral, pequeno parametro, problema limite, comportamiento asintéti-
co, perturbaciones espectrales.

Abstract

We consider the spectrum of the Laplace operator on 3D rod structures with a small cross section
that depends on a e parameter. The boundary conditions are mainly of mixed (Dirichlet-Neumann)
type. We study the asymptotic behaviour of the eigenvalues, and of the associated eigenfunctions,
when € — 0. In particular, we approximate them by those of a 1D model that takes into account the
geometry of the original domain. Explicit and numerical calculations illustrate the interest of this
study when the parameter becomes small, for different boundary conditions. For different domains,
we show the different asymptotic behaviour of the spectrum depending on the boundary conditions.

Key words: Spectral problem, small parameter, boundary problem, asymptotic behaviour, spec-
tral perturbations.
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1. Introducciéon

Este trabajo se sitia en el contexto del andlisis asintético de problemas para perturbaciones singu-
lares en los que aparece un pequeno parametro que tiene gran influencia en el comportamiento de
las soluciones. Asi, abordamos el comportamiento asintotico de los valores propios y las correspon-
dientes funciones propias para el operador de Laplace en modelos de estructuras de barras delgadas,
cuando el diametro de la seccion transversal tiende a cero. En concreto, trabajamos en dominios
3D de tamano O(1) a lo largo de la direccién longitudinal y O(e) en las otras dos direcciones, que
denominamos direcciones transversales.

Este tipo de estructuras aparecen en numerosos disenos de la Ciencia y la Ingenieria que contienen
barras o tubos delgados, pero desde el punto de vista matematico existen lagunas en la descripcién
de los valores propios y funciones propias en su dependencia del pequeno pardmetro en estructuras
3D; en particular el modelo con condiciones de contorno mixtas que consideramos en este trabajo es
todavia un problema abierto en la literatura de la Matematica Aplicada. El interés desde el punto
de vista dinamico es evidente, tanto para los modelos que surgen en difusién o en vibraciones de
estructuras tubulares y/o multiestructuras (ver [1], [7], [10]).

Los célculos explicitos para ciertas geometrias de estas estructuras (de tipo prisma) muestran el
diferente comportamiento asintético de los valores propios y funciones propias dependiendo de las
condiciones de contorno. Dichos célculos son importantes para esclarecer el orden de magnitud de
las denominadas bajas frecuencias, su comportamiento asintético, a medida que ¢ — 0, y el de las
funciones propias asociadas, observando lo diferente que es dicho comportamiento dependiendo de las
condiciones de contorno. Estos cdlculos explicitos también muestran que para capturar oscilaciones
de las funciones propias diferentes de las longitudinales, con condiciones de contorno mixtas o de
Neumann, necesitamos tratar con las altas frecuencias. Asimismo, muestran que el comportamiento
es muy distinto para condiciones de contorno de Dirichlet.

Aunque para condiciones de Dirichlet (Neumann respectivamente) el comportamiento de los valores
propios ha sido estudiado en [3] ([1], respectivamente), creemos que la estructura de las funciones
propias necesita un estudio mas detallado. Por ello, en las secciones finales proporcionamos calculos
explicitos junto con graficos que ilustran distintos fenémenos para las funciones propias. Las figuras
se han obtenido mediante métodos numéricos utilizando la PDE Toolbox de MATLAB 2024b y mues-
tran lo importante que es un analisis asintético en el caso de que los calculos explicitos no funcionen.
De hecho, observamos inestabilidades numéricas cuando el didmetro O(e) se hace mas pequeno (por
ejemplo, para un prisma, cuando € = 0,005 ya se detectan tales inestabilidades).

El objetivo principal de este trabajo es estudiar el comportamiento de las bajas frecuencias para
condiciones de contorno mixtas (Dirichlet-Neumann) y proporcionar un problema limite. Hemos ob-
tenido un problema de Dirichlet unidimensional que tiene en cuenta la geometria del dominio. Los
valores propios de dicho problema aproximan el espectro del problema original con conservacién de
la multiplicidad. Ademas, también se proporciona una aproximacién de las funciones propias en un
cierto sentido (ver [7] para el caso 2D y [2] para el caso 3D).
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En cuanto a la estructura de esta memoria, en la parte introductoria presentamos el problema a
estudiar y el software empleado. Posteriormente, introducimos algunas conceptos y resultados de la
teoria espectral de operadores, en particular el principio del min-max, que utilizamos a lo largo del
trabajo.

En la tercera seccién proporcionamos ciertos resultados de perturbaciones espectrales que nos permi-
ten obtener convergencia espectral para operadores dependientes de un pequeno parametro € cuando
verifican ciertas condiciones. A continuacion, aplicamos estos resultados al problema planteado en
una estructura delgada con condiciones de contorno mixtas, probando dos resultados: uno de identi-
ficacion del problema limite y el otro de convergencia con conservacion de la multiplicidad.

Finalmente, en las dos tltimas secciones proporcionamos célculos explicitos junto con graficos que
ilustran distintos fenomenos para las funciones propias considerando diferentes condiciones de con-
torno.

1.1. Problema a estudiar

A lo largo de estas paginas vamos a estudiar un problema de valores propios en distintos dominios
tridimensionales, G, dependientes de un pequeno parametro ¢ > 0 que hacemos tender a cero.
En dichos dominios consideraremos diversas condiciones de contorno con el objetivo de estudiar y
comparar el comportamiento de las soluciones. En concreto, vamos a tratar el siguiente problema:

{ —Auf = Xu¢ en G, (1)

+ condiciones de contorno
donde A representa el operador de Laplace, es decir,
€ __ € € €
Au = ug, +uy, +us,

y A€ el valor propio con u€ la funciéon propia asociada.

En cuanto a las condiciones de contorno, consideraremos tres tipos:

s Condiciones de Dirichlet.
» Condiciones de Neumann.

» Condiciones de tipo mixto (Dirichlet y Neumann).

De manera general, a estos problemas se llega mediante la separacion de variables a partir de pro-
blemas de evolucion para la ecuacion de ondas y del calor.

1.2. Software utilizado

A continuacion presentamos el software utilizado para la realizacién del trabajo.

En primer lugar es necesario tener los dominios tridimensionales en archivos .stl, que han sido crea-
dos con dos tipos de software. Para los dominios sencillos, como los ortoedros, se ha programado en
Python un método que permite crear la figura en un archivo .stl, y en la creaciéon de dominios mas
complejos se emplea Blender, un software libre para disenos tridimensionales, entre otras cosas, que
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nos permite exportar dichas figuras a archivos .stl.

Para resolver el problema numéricamente hemos usado MATLAB (versién R2024b), en concreto
su paquete PDE Toolboz, pues tiene integrados métodos para la resolucion de problemas de valores
propios. MATLAB permite importar una geometria de un archivo .stl e indicar las ecuaciones y las
condiciones de contorno en el dominio para la resoluciéon del problema.
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2. Herramientas de la teoria espectral de operadores

En esta seccién introducimos conceptos y resultados conocidos de teoria espectral que nos seran de
utilidad a lo largo de la memoria, basandonos en [4], [5], [8], [9] y [10].

2.1. Preliminares
Vamos a recordar ciertos aspectos necesarios sobre espacios de Hilbert y operadores.

Consideramos H un espacio de Hilbert real y denotamos por (-,-) a su producto escalar y || - ||
su norma asociada.

En primer lugar nos serd ttil la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Dados x,y € H, tenemos que

(= y)| < lll lyl]-

También debemos tener en cuenta un par de nociones de convergencia, en concreto la convergencia
débil y fuerte en un espacio de Hilbert H. Dada una sucesién {x,}, y un elemento x en H decimos
que:

» {,}, converge fuerte a x si lim ||z, — x|| = 0y se suele expresar por x, — = cuando n — oc.
n—oo

» {z,}, converge débil a = si lim ¢(x,) = ¢(z) para cualquier ¢ € H’', donde H’ denota el dual

n—oo
de H. Se suele expresar por x,, — x o bien se escribe x, — x en H-débil cuando n — oo.

Como consecuencia del Teorema de Riesz, esto equivale a

(Tp,v) = (r,v) Vv e H.

Asimismo, tenemos el siguiente resultado practico que emplearemos a lo largo de la memoria (ver
Seccién 3 del Capitulo 1 de [10]).

Proposicién 2.1. En un espacio de Hilbert H separable, cualquier subconjunto B de H acotado
es precompacto para la topologia débil, esto es, para cualquier sucesion {b,}, de B podemos extraer
una subsucesion en B que converge débilmente. En particular, si B es una bola cerrada, el limite
pertenece a B.

Recordamos que el espacio de Hilbert H se dice separable si contiene un subconjunto denso y nume-
rable.

Por otro lado, consideramos 7" un operador lineal en H, es decir una aplicaciéon lineal T : H — H.

Recordamos las definiciones de valor y vector propio de un operador.

Definicién 2.2 (Valor y vector propio). Sea H un espacio de Hilbert. Dado un operador T en H, se
dice que un escalar p € C es un valor propio de T si existe x € H \ {0} tal que Tx = px y diremos
que T es un vector propio asociado a fi.

Pablo Benavent Ocejo 4 Delfina Gémez Gandarillas
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Con todo lo anterior, a lo largo de estas paginas vamos a considerar espacios de Hilbert separa-
bles y operadores lineales T' : H — H tales que:

1. El operador T es continuo, es decir, si ||z, —z|| — 0, entonces ||T'z,, —Tz|| — 0 cuando n — oo.
Esto es equivalente a que el operador esté acotado, es decir, ||T|| < oo donde

|| T]|

|||

||I7°[| := sup = sup{||Tz[| : [[z|| < 1}.
x€EH

xz#£0

La norma anterior se define en el espacio de los operadores lineales continuos de H, que se suele
denotar por L(H).

2. T es compacto, es decir, si x, — = en H-débil, entonces Tz, — Tz en la norma de ‘H cuando
n — o0.

3. T es autoadjunto, es decir, se tiene que (T'z,y) = (z, Ty) para cualesquiera z,y € H.
4. T es positivo, es decir (Tx,z) > 0y, ademas, Tz # 0 si x # 0.

A continuacién se enuncia un resultado sobre los valores propios de un operador 1" que verifica las
condiciones anteriores.

Teorema 2.3. Bajo las hipdtesis 1 —4 anteriores, el operador T posee un niumero infinito numerable
de valores propios positivos que convergen a 0, es decir,

U1 > g > o>y > — 0,

y cada valor propio tiene multiplicidad finita. Ademds, si E; denota el espacio propio asociado a i;,
entonces los espacios E; son ortogonales entre si y su suma directa es todo el espacio H.

Por otro lado, seleccionando una base ortonormal en cada E; y suponiendo que cada p; se repite
tantas veces como su multiplicidad, podemos obtener una base ortonormal {ex}32, de H formada por
vectores propios y los valores propios se pueden escribir como

> e > >y > 0,

Demostracion. La demostracién de este resultado se puede encontrar en [I0], concretamente en la
Seccién 4 del Capitulo 1. Un resultado alternativo (Teorema de Hilbert-Schmidt) se puede encontrar
enunciado y demostrado en [9], concretamente en la Seccién 6 del Capitulo 16. [
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2.2. Problema espectral para formas bilineales

En esta seccién introducimos algunos conceptos y resultados convenientes, siguiendo las referencias

8] y [10].

Definicién 2.4. Sea V un espacio de Hilbert. Una aplicacion ® 1V XV — R se dice forma bilineal
si es lineal en ambas componentes, es decir, si se cumple que

i) Para todos vy, vy, w € V, tenemos que ®(vy + v, w) = vy, w) + P(vq, w).
ii) Para todos v, wy,wy €V, tenemos que ®(v,w + wy) = ®(v,wy) + (v, we).
iii) Para todos v,w € V y para todo p € R, se tiene que ®(Av,w) = AP (v,w) = ®(v, \w).
Ademds, diremos que la forma bilineal es
» Simétrica si se verifica que (v, w) = ®(w,v) para cualesquiera elementos v,w € V.

= Continua si existe una constante M tal que para cualesquiera v,w € V se tiene

®(v,w) < Mlv[ly [Jully.

s Coerciva o V-eliptica si existe una constante o > 0 tal que

d(v,v) > al|v||y Vv e V.

A lo largo de esta memoria, consideraremos formas bilineales simétricas, continuas y coercivas en el
siguiente contexto abstracto: dos espacios de Hilbert V y H reales, separables de dimensién infinita
con V C H, una inyeccién continua y compacta de V en H y V denso en H. Con estas condiciones,
® define un producto escalar cuya norma asociada es equivalente a la de V.

Dado f un elemento de H, consideramos el problema que consiste en encontrar u € V tal que
O(u,v) = (f,v) Yvel. (2)
Notemos que (f,v) denota el producto escalar en H y define un elemento del dual de V, V', con la
identificacion
VCH=H cV.

La existencia y unicidad de solucién del problema viene dada por el siguiente resultado:

Teorema 2.5 (Lax-Milgram). Supongamos que la forma bilineal ® es simétrica, continua y coerciva.
Entonces, para cada L € V' el problema

O(u,v) = L(v) YveV
tiene una unica solucion uy, € V y la aplicacion lineal L — uy, es continua de V' en V.

Demostracion. Se puede encontrar en [§], concretamente en la Seccién 2 del Capitulo 2. O]
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Ahora consideramos el problema espectral asociado a consistente en buscar u # 0 en V C H
y A € R tales que

O(u,v) = Mu,v) Yve . (3)
Bajo las hipdtesis del Teorema , podemos definir un operador 7' € L(H,V) tal que dado f € H,
se tiene

O(Tf,v) = (f,v) Yoe. (4)
Con el operador T" anterior, reescribimos el problema espectral como un problema espectral para

el operador T en ‘H
u = N\Tu. (5)

Lema 2.6. Supongamos que la inyeccion canonica de Y en H es compacta y que la forma bilineal ®
simétrica, continua y coerciva. Entonces el operador T', definido previamente, es compacto de V en

V.

Lema 2.7. Supongamos que la forma bilineal ® es simétrica, continua y coerciva. Entonces, consi-
derando en el espacio V el producto escalar dado por ®, el operador T € L(V) es

(i) Simétrico: para todos u,v € V, se tiene que ®(Tu,v) = ®(u,Tv).

(ii) Positivo: para todo v € V no nulo, tenemos que ®(Tv,v) > 0.

Teorema 2.8. Supongamos que la inyeccion candnica de V a H es compacta y que la forma bilineal ®
es simétrica, continua y coerciva. Entonces, los valores propios del problema forman una sucesion
creciente que tiende a 400, es decir,

donde suponemos que cada valor propio se repite tantas veces como su multiplicidad, y existe una
base de Hilbert ortonormal de H, {@m}5c_,, formada por vectores propios asocidados a los valores
PTropLos:

D(pm,v) = Ap{om,v) Yo eV, m=12 ...

Ademds, la sucesion {SOTm};’,ff:l forma una base de Hilbert ortonormal del espacio V considerando
m
el producto escalar dado por ®.

Demostracion. De los lemas previos, se deduce que el Teorema puede aplicarse al operador
T € L(V), donde V esta dotado del producto escalar ®. Por tanto, tenemos que sus valores propios
I son estrictamente positivos, forman una sucesién decreciente que tiende a 0 y existe una base de
Hilbert ortonormal de V formada por los vectores propios v, tales que Tv,, = V.

Por y , deducimos que los valores propios del problema vienen dados por

1
Ay = —.
Lan
Por otro lado, usando la definicién del operador (4) y que Tv,, = piy v, para todo v € V tenemos
que
D (U, V) = An@(TU, v) = Ay (U, 0). (6)

Consideremos los vectores ¢, = v/ A,v,, v veamos que forman una base ortonormal de H.

Pablo Benavent Ocejo 7 Delfina Gémez Gandarillas
Maria Eugenia Pérez Martinez



Uc | racutac de Clenclas Problemas espectrales en barras delgadas
Master en Mateméaticas y Computacion

= En primer lugar, veamos que los vectores (,, son ortonormales. De @, tenemos lo siguiente:

1 n,
<90ma 9071> = )\_(I)(Sprm Spn) = _(I)(Uma Un) = 5mn7

m )\m

1, sim=n

donde ¢,,, es la delta de Kronecker, es decir, 9,,, = ) )
0, sim#n

= Veamos que con los vectores (,, generan todo el espacio. Para ello, basta ver que si tenemos
f € H tal que (f, ) = 0 para todo m > 1, entonces f = 0.

Si (f,om) = 0 para todo m > 1, en particular tendremos que (f,v) = 0 para todo v € V,
pues el conjunto {v,,}>°_; es una base de Hilbert de V. Por tanto, como V es denso en H,
tenemos que f = 0, lo que permite concluir que el conjunto {¢,,}>°_, es una base ortonormal

de H.
]

2.2.1. Principio de min-max

Vamos a ver a continuacion el Principio de min-max, que nos da una caracterizacién de los valores
propios y nos permite obtener estimaciones en las secciones posteriores.

Definicién 2.9 (Cociente de Rayleigh). Sean H, V y ® los espacios y forma del Teorema .
Definimos el cociente de Rayleigh de un elemento no nulo v € V como

R(v) = 20:0)
[[vl13,

Sean {\,,}°°_; los valores propios (ordenados de menor a mayor) y {¢,}>°_; una base ortonormal
formada por los vectores propios asociados. Se tiene la siguiente expresién a partir del Teorema [2.8

CI)(U, U) = Z /\m<v7 Som>2'
m>1
Si calculamos el cociente de Rayleigh, distinguimos dos casos:

» Siv=p,, entonces R(p,,) = \,, para cualquier m > 1.

. Zi>1 /\iO‘z‘Q
s Siv= E @, entonces tenemos que R(v) = T=——.
i>1 2131 a;

Como A; > \; para cualquier j > 2, tenemos que R(v) > Ay, de donde también deducimos que

A1 = min R(v).
veEY
v#0

Denotamos por V;, al subespacio de V generado por los m primeros vectores propios y por Vi al
ortogonal de V,,, en V segtn el producto escalar dado por ®, es decir, al conjunto

Vi={veV: dv,g;)=0paral <i<m}
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Teniendo en cuenta @, también se puede expresar como
Voo={veV:(v,¢)=0paral <i<m}.

Si tomamos v = Z o € Vrj_l, tenemos que a; = 0 para 1 < ¢ < m — 1 y el cociente de Rayleigh
i>1
cumple que

jz:Aﬂﬁ
Rv) =22 >\,
> ol
i>m
de donde se deduce que
Am = min R(v). (7)

veVt

m—1

v#0
Teorema 2.10 (Principio de min-max). Bajo las hipdtesis del Teorema tenemos que

A = min max R(v
T BV vEEm (v),
v#£0

donde V,, denota el conjunto de los subespacios E,, de dimension m del espacio V.

Demostracion. En primer lugar consideramos FE,, = V,,, siendo V,, el subespacio definido previa-
mente. Consideramos v € V;,, no nulo, de forma que podemos escribir v = """ | a;¢;. El cociente de

Rayleigh para dicho elemento es

E 2
i=1

R(v) = =

— :
o
i=1
Como los valores propios forman una sucesion creciente, tenemos que \; < A\, para 1 < i < m, lo
que nos lleva a que R(v) < A, y por tanto, a que

max R(v) = Ap,.

’l)GVm
v#£0

Solo nos falta ver que para cualquier subespacio F,, C V de dimension m se cumple que
Am < méx R(v).
vEE,
v#0

Para ello, podemos tomar v € E,, no nulo de forma que (v,¢;) = 0 para 1 < i < m — 1, es decir,
un elemento tal que v € E,, N V.- . De esta forma, por , sabemos que A, < R(v), de donde se
concluye al resultado. O

2.2.2. Nociones sobre espacios de Sobolev

En esta seccién introducimos resultados de espacios de Sobolev que se utilizan a lo largo del trabajo
de manera explicita e implicita. En particular los espacios V y ‘H de la Seccién estan relacionados
con espacios H' y L2

Pablo Benavent Ocejo 9 Delfina Gémez Gandarillas
Maria Eugenia Pérez Martinez



Uc | racutac de Clenclas Problemas espectrales en barras delgadas
Master en Mateméaticas y Computacion

Dado un dominio (abierto y conexo) acotado G C R3, definimos H'(G) como la complecién de

%¢>°(G) con respecto a la norma

3
lulliney = (llul e + IVullfe) )
Los elementos de H'(G) son funciones de L?(G) tales que su derivada débil pertenece a L*(G).

Cuando la frontera de G, 9G, es suficientemente regular, tiene sentido hablar de la traza de u € H'(G)
como una funcién ulsg € L*(9G).

Teorema 2.11. Sea G un dominio acotado con frontera Lipschitziana. Se tiene:
» La inclusion H'(G) en L*(G) es compacta (Teorema de Rellich-Kondravoch) y densa.

» Fxiste una constante C', dependiente de G unicamente, tal que
HuHLz(ag) < CHu||H1(G) Yu € Hl(G)
Para los resultado anterior, véase Teorema 1.2 del Capitulo 1 de [6] o Capitulo 9 de [4] o Capitulo 2
de [10].

Finalmente, observamos que en el caso unidimensional (ver Teorema 8.8 del Capitulo 8 de [4]),
se da la siguiente inclusion compacta

H'(lg, 1) € € ([l 1))
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3. Resultados de perturbaciones espectrales

El objetivo de la seccién es introducir varios teoremas de perturbaciones espectrales que estan bien
adaptados para obtener convergencia espectral cuando los operadores y los espacios dependen de
un pequeno parametro €. Seguimos las demostraciones de [6] que, ademads, se han complementado y
resultan mas clarificadoras.

3.1. Lema de Vishik-Liusternik

Comenzamos con un lema sobre aproximacion de valores propios y vectores propios (adaptado de la
referencia original [11]), que nos sera 1til en otros resultados.

Lema 3.1. Sea A : H — H un operador lineal autoadjunto, continuo y compacto en el espacio de
Hilbert H. Supongamos que ezisten un valor real 1 > 0 y un vector u € H de manera que ||ully =1

Y
|| Au — pully < « para o > 0 constante. (8)

Entonces, existe un valor propio u; del operador A de forma que

i — pf < a. (9)
Ademds, para cualquier d > «, existe un vector u tal que
2a R

y u es una combinacion lineal de vectores propios del operador A asociados a los valores propios de
A en el intervalo [ — d, p + dJ.

Demostracion. En H, consideramos {¢x }72; una base ortonormal formada por los vectores propios
del operador A asociados a los valores propios {ux}2,, esto es, Apy = puppr, con k = 1,2,3,---
Dicha base existe por el Teorema [2.3] Entonces, escribimos:

u = Z crpr;  Au = ZCkMkSOk; Cp = <Ua %)H
k=1 k=1

Por hipdtesis, tenemos que

[l — Aul 3, = (= Aw, = Auy = O el — i) er, > crlpe — k) er) = > e — p)? < o’
k=1 k=1 k=1

En (*) se usan las propiedades de linealidad del producto escalar, asi como el hecho de que los ¢y,
forman una base ortonormal.

Sea p; el valor propio de A que verifica |p — p;| = ming | — pr|. Entonces:

o0
—u’Y G <o
k=1
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y, por tanto, como 1 = |ul[3, = Y 7=, 2, se concluye la primera parte, es decir, que |p; — p| < .

Veamos la segunda parte. Fijamos la siguiente notacion:

du—pu=wi w=3 A
k=1

Entonces:

> crlun = mer =Y Bupr,
k=1

k=1
de donde se tiene que

o0
Sd<at
k=1

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que p # j; para cualquier j, de forma que, igualando

coeficientes, ¢, = . Sea ug = E cp1, donde la suma se toma sobre todos los indices [ tales

K — [ ]
que py € [ —d, u+ d]. Asi, tenemos que

B
UZUQ—i-Z
o HE —

Pk = Ug + VU,
1

donde la suma v = Z ©r se toma sobre los indices k tales que py ¢ [ — d, pu + d]. Tenemos
k

He — p
que:

2

5k B _ B\ _ o« o
oI5 = (v, 0) Z Pry Y —— 90k>(*—)2 < v = [lolln < =
k

PR K — 1

En (*) se tiene en cuenta que {p}7°, es base ortonormal y en (**) se emplean las desigualdades
o

Z B2 < oy, como |y —p| > d, tenemos que (g — i1)? > d?, de donde concluimos que d% > m

Consideramos 4 = y veamos que es el vector que estabamos buscando. Claramente es un vector

||u H
unitario. Teniendo en cuenta que |[u — uolly = [|v|ln < G, [Juolln < 1y [|uolla > [|ulln — [|v]|x, se

sigue que:

R N 2a
[l = @fls < JJu = wolln + [luo = @flae = [vllae + 1 = lluollz < [lvllze +1 = [lulls + [Jvll2 < —

Con esto concluimos la prueba del lema. O
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3.2. Problemas dependientes de un pequeno parametro

En numerosos problemas matemdticos podemos encontrarnos con parametros (pequenos o grandes)
que afectaran de una forma u otra a la solucion, tanto a nivel analitico como a nivel numérico. Dichos
parametros pueden aparecer en las ecuaciones del problema, en las condiciones adicionales, en los
datos o en el dominio de resolucion, relacionados con parametros de tipo fisico o geométrico.

La teoria que vamos a tratar se centra en la dependencia de la solucién en términos de los pequenos
parametros. Nosotros tenemos un problema dependiente de un parametro 0 < ¢ < 1 y queremos
aproximar la solucién cuando € tiende a cero. Desarrollaremos la base teérica para cualquier conjunto
de operadores que verifique ciertas propiedades que presentamos a continuacién (condiciones C;—Cy).

De esta forma, vamos a introducir la siguiente notacion:
= u., que denota una solucion de un problema P, dependiente del pardmetro e.

= ug que es la solucién de un problema Fy, denominado el problema limite, que se corresponde
con la solucién a la que tiende u. cuando € — 0 en una cierta topologia.

Para ello, vamos a considerar espacios de funciones donde se buscan u, y ug. En concreto, consi-
deraremos espacios de Hilbert H, y Ho (separables, como se menciona al principio de la memoria),
respectivamente, con sus productos escalares y consideraremos operadores lineales y continuos A,
en H. y Ay en Hy, de forma que Im(Ag) C V C Ho, donde V es un subespacio de Ho e Im(Ap)
denota la imagen del operador Ay. Ademas, se supone que dichos espacios y operadores verifican las
siguientes condiciones:

» Condicién 1 (C}): Existen operadores lineales continuos R, : Ho — H. y una constante v > 0
tales que

(Refo, Refo)u. — v(fo, fo)n, cuando e — 0 para cualquier fy € V. (11)

» Condicidn 2 (Cy): Los operadores A, y Aq son positivos, compactos y autoadjuntos. Ademas,
las normas de los operadores A, estan acotadas por una constante independiente de .

» Condicién 3 (Cs3): Para cualquier f € V C H, se tiene que

|AcR.f — ReAof|l%. = 0 cuando € — 0. (12)

» Condicién 4 (Cy): La familia de operadores {A. }.~o es uniformemente compacta en el siguiente
sentido: para cada sucesién {f.}e=o de He tal que sup,||fe|lz. < oo, podemos extraer una
subsucesion { fo }eso tal que para algin wy € V se tiene que

| Ae fo — Rowgl[3, — 0 cuando € — 0. (13)

A partir de las condiciones C7 — Cy, introducimos ciertos resultados que nos serviran para demostra-
ciones posteriores.
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Proposicién 3.2. La condicion Cy implica que si las sucesiones { fe}eso, {geteso0 y los elementos fo,
go son tales que

||f6 - Ref0|

n. = 0; ||ge — Regoll. = 0 cuando e — 0, (14)

entonces
<f67ge>7‘le — 7<f0790>7‘10' (15>

Demostracion. Tenemos lo siguiente:
<feage>7-[,€ - <R€f07 R690>’HE = <feage>7-[,€ - <R€f07ge>7-[e + <Ref0age>He - <Ref07 ReQO)?—iE

= <f€ - Reang€>He + <g6 - R6907 R6f0>7‘[5
1. 1 119e — Regol|n. || Re fol

. — 0 cuando € — 0 por ([14]).

He g€|

(§)||f6_R6f0| He

En (*) hemos aplicado la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Ahora solo nos falta ver que, en efecto,
(Refo, Rego)n. — v{(fo, 9o)n,- Para ello vamos a usar la Identidad de Polarizacion:

[(u+v,u+v)—(u—v,u—0v).

N

1
(u,v) = 7 [llw+oll” = flu =] =

Tenemos que

(Refo, Rego)n. = i [(Re(fo+ 90), Re(fo + g0))m. — (Re(fo — 90), Re(fo — g90)) 2] -

Por la condicién C;, tenemos que
(Re(fo+90), Re(fo+g0))m. — v(fot+g0, fotgo)me;  (Re(fo—90); Re(fo—90))n. — v{(fo—90, fo—90)20-

Por las propiedades del producto escalar (real), podemos escribir:

(fo+ g0, fo + g90) = (fo. fo) +2(fo. 90) + (90, 90);  {fo — g0, fo — g0) = (fo. fo) — 2(fo, 90) + (90, 90)-

Por tanto, uniendo todo lo anterior:

(Refo, Rego) . — i [v{fo + 90, fo + go)r, — ¥{fo — g0, o — Go)ro] = % [4(fo, 90)#0) = Y{Sfo, 90)#o-

Finalmente, concluimos que (R, fo, Rego)#n. — V{fo, 90)#, cuando € — 0y, con ello, la demostracién.

O
Proposicion 3.3. Las condiciones Cy y Cs implican que si fe € He, fo €V y
l|fe = Refolln. = 0 cuando € — 0, (16)
entonces
| Acfe — ReAofolln. = 0 cuando e — 0. (17)
Pablo Benavent Ocejo 14 Delfina Gémez Gandarillas

Maria Eugenia Pérez Martinez



Uc | racutac de Clenclas Problemas espectrales en barras delgadas
Master en Mateméaticas y Computacion

Demostracion. Aplicando la desigualdad triangular y la definicién de norma de un operador, tenemos
la siguiente cadena de desigualdades:

He < HAe(fe _RefO)‘
< HAGH H(fe - R6f0)| He T HAeRefO - Re-AOf0’

Por hipétesis tenemos que ||fe — Rcfolls. — 0y, por la condicién Cy, sabemos que los operadores
A, estan acotados, lo que implica que || A|| ||(fe — Refo)|lw. — 0 cuando € — 0. Por otro lado, por
la condicién C3 tenemos que ||AR.fo — ReAofolln. — 0 cuando ¢ — 0. De esta forma, podemos
concluir ((17)). ]

He

H-Aefe - REAOf0’

He + HAeRefO - REAOfO’

He-

Nuestro objetivo es relacionar los valores propios de los operadores A, y Ay vy poder estimar la
diferencia entre los vectores propios y los valores propios asociados a cada uno de ellos cuando € es
muy pequeno. Para ello consideramos los siguientes problemas espectrales P, y Fp:

(Auf = pkut k=1,2,...; uFeH.
(P plzp2>>pf .y phb>0 (18)

L (Ul u) g, = Oim

(Aguf = phuf, k=1,2,...; ufeH,

(P) po=pd>-->pb>...; pb>0 (19)

\ <u€)7u(r)n>7'io = Oim
donde los valores propios se repiten tantas veces como su multiplicidad, y &;,, hace referencia a la
delta de Kronecker.

Observacién 3.4. Notemos que para cada k fijo, los valores propios {u*}eso estdn acotados, pues
los operadores A, lo estdn. De hecho, tenemos lo siquiente:
‘|

#e = |[MAeue] e < M|l

|| He = P z pl |[ul] A (S) C,

donde en (*) usamos que ||u¥|

. = 1 por como esta definido el problema y la acotacion de los A..

Asi, para cada k se pueden extraer subsucesiones convergentes de {u*}eo.

Para comparar los valores propios y los vectores propios de los problemas y (19), primero veremos
un par de resultados previos que describen algunas propiedades de los operadores A, y Ap.

Proposicién 3.5. Sean A., Ay y R. operadores verificando Cy — Cy y {uF}2,, {uF}2, sucesiones
de vectores y valores propios respectivamente del problema . Para cada k fijo, sean . un escalar
y us €V tales que (por subsucesiones que sequimos denotando por €)

||uf _ RGU*| w. — 0; ﬂ’: — s cuando € — 0. (20)

Entonces uy, p, son, respectivamente, un vector y un valor propio del operador Ay, es decir, se verifica
que Ao, = LUy, con u, # 0.
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Demostracién. Tomando f. = u¥, fy = u, en la Proposicién , y usando (20) junto a se

sigue que

\ |A€uf — R.Aogu|

Ademas, se tiene el siguiente desarrollo:

#. — 0 cuando € — 0. (21)

|| Re(patte — Apu)|

e = || Rew — piud + pfug — ReAou.|

He

< || ps R, — ﬂfuf‘ H T HAeuf — R Aou.|
(*)

He

He + H-Aeu]: - RGAOU*|
w. + [|Acuf — ReAgu.|

= || Rt — pf R + pu R — piug|
< (e = p) Re|

donde en (*) hemos usado que A.u* = pFuk.

He
wo e (Rewe — )]

Hes

Teniendo en cuenta la hipdtesis (20]), los dos primeros términos de la ltima expresién tienden a
cero cuando € — 0 y el tercer término tiende a cero por (21]). Con ello, se tiene que

|| Re(pestie — Aoty )|z, = 0 cuando € — 0,

de donde, aplicando la condicién Cf, , deducimos que Agu, = pusu,. Falta ver que, en efecto, se
verifica u, # 0.

De acuerdo a 7 |||

#. — || Retts||2. — 0 cuando € — 0 y aplicando ([11]), sabemos que

1
|| Retel g = 72|l 4o
Ahora, teniendo en cuenta la formulacién del problema v que ||u¥|[. = 1, concluimos que
v ||uy||2, = 1y, por tanto, que u, # 0. O

A grandes rasgos, lo que nos dice el resultado anterior es que, si las sucesiones {u*} o v {1¥}es0 “se
aproximan” a algo, ese algo ha de ser un vector propio y un valor propio del operador Ay.

El siguiente resultado nos permite asegurar que, bajo las condiciones descritas previamente, el
k-ésimo valor propio de tiende al k-ésimo valor propio de cuando € tiende a 0.

Teorema 3.6. Sean A., Ay y R. operadores verificando las condiciones C; — Cy. Entonces se tiene
que
,uf — u’g para k =1,2,... cuando ¢ — 0,

donde p¥ y uk son los k-ésimos valores propios de los problemas Yy respectivamente.
Demostracion. En primer lugar, probemos las siguientes desigualdades
co>p! >c(j) >0, j=1,2,..., (22)

donde c¢q, ¢(7) son constantes independientes de € y, ademds, ¢y no depende de j. Para la cota superior
basta con tener en cuenta la acotacion de los operadores A,; ver Observacion [3.4]

Pablo Benavent Ocejo 16 Delfina Gémez Gandarillas
Maria Eugenia Pérez Martinez



Uc | racutac de Clenclas Problemas espectrales en barras delgadas
Master en Mateméaticas y Computacion

Por tanto, se tiene que u < ||A|| < o, con ¢y la cota para cualquier A.,.

Para la cota inferior, fijado j > 0, sean g} > ... > ﬂ%ﬂ valores propios de Ay y 4, .. ,ﬂéﬂ
los vectores propios asociados tales que ||@}||%, = 1 con I = 1,...,j + 1. Tomando f = af en la

condicién Cj, , para cada k =1,...,5 4+ 1, obtenemos que
AR E — R.Ayif||y, — 0 cuando e — 0.
Como Apif = jikuf, de lo anterior deducimos que
o = || AR AL — bR |3, — 0 cuando € — 0.

Entonces, aplicando el Lema |3.1| para

~ Reak ) ﬂk_/:bk+1 ,ak_l_ﬂk
A=A, H=H., p=j, U:m y Oéeﬁmln{ ¢ 30 , =2 3 ¢

(de forma que evitamos solapamientos entre los intervalos que separan los valores propios), existe
Ny m(k,e) m(k,e)
una sucesion . CON [le

propios del problema con

— fif cuando € — 0 para k = 1,...,j + 1, donde 1" "9 gon valores

pr e > s e

para todo € més pequefio que algin J; > 0. Asi, la desigualdad es vélida, pues p! > ey
pruthe fi)t" cuando € — 0.

Teniendo en cuenta (22), que A/ = plul y usando un proceso de diagonalizacion, de la condi-
cién Cy, ([13]), concluimos que existen vectores u? € V y valores pl tales que

Hui,ui, - Re’uiHHa = HAG’UZ’ - Re’uiHHa — O; Hi’ - 'ui <23>
para una subsucesion € — 0y j =1,2,... Ahora, podemos escribir
i, — Rt o, = e, — s, + g, — R,

< || — )|, + ||l — Ronid|

y de (23) se sigue que los dos sumandos de la derecha tienden a 0 cuando ¢ — 0y, por tanto, se
concluye

Hers

: 1 .
|lu) — Re—ulllw, -0, j=12,..., cuando€ — 0. (24)
En virtud de la Proposicién [3.5] u es un vector propio asociado al valor propio i/ de Ay, con ui # 0.
Tomando f. =), fo = l%ui, ge=ulygo= M—l,cuf en la Proposicién y usando la Proposicién
junto a , obtenemos
_ e

5jk = <UZ/7 UI:/>H€/ — ! j <Ui, u5>7{0 cuando € — 0= <U1,U5>HO

i 1

k- (25)
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De esta manera los uJ, son ortogonales. Por tanto, hay un ntmero infinito de u/ (distintos) que
convergen a 0 cuando j — oo. Si no convergiera a 0, encontrariamos una subsucesiéon que converge
a algo distinto y tendriamos un nimero finito de valores propios y alguno de ellos con multiplicidad
infinita.

1
Veamos que los vectores U7 = =4l con § = 1.2,.... forman una base ortonormal en H,. Su-
NJ * ) “y ) 0
J

pongamos que no es el caso. Entonces existe un vector U € V de forma que para algin pf tenemos
que

AOU:FLISU7 <U> Uj)"Ho =0, j=12,..., ||U||Ho =1 (26)
Tomemos fy = U en la condicién Cs, . Entonces ||Ae¢ReU — Ra AgU]||3,, — 0 cuando € — 0, lo
que lleva a

|AcUs — p§Uo| |3, = a(€) = 0 cuando € — 0, ||Us||p, =1, (27)
donde R
Usy=——" (28)
| B Ul

1 1
Hr — 72||U||H0 =72

ya que, por la condicién C1, ||RU|

Tomando A = Ao, H = He, a = al€), u = Us y p = pf en el Lema implica que
hay una sucesién de valores propios pe de los operadores Ao que converge a uf cuando ¢ — 0.
Para € suficientemente pequeiio, como pf — 0 cuando j — oo, podemos encontrar valores tales
que pf > puf > pitl. Considerando sucesiones tales que p/ — pl y pl*t — pI*l tenemos que
wit < e < pd. Sino fuera asi, existirfa una subsucesién uf,(e) de los pe tal que ,uf,(e) > 1o

u]:,(e) < /'y tomando limites, tendriamos que o bien pf > pf o bien uf < pi™! lo que lleva en

cualquier caso a un absurdo. Por tanto, existe un p™ tal que pu™ = uk.
Tomando 1
d= 5 inf |ug— pll
2
Ak
en el Lerna, y suponiendo que la multiplicidad de p™ es [, esto es, u™ = p™+l = ... = ymeti=1

entonces el intervalo [uf — d, uk + d] puede contener solo aquellos valores propios del operador Ay
que coinciden con p"** y, ademas, por tenemos que para € suficientemente pequeno, el intervalo
(11 —d, ik -+ d] solo puede contener los valores propios 7%, ..., u"* ™! de A, asociados a los vectores

propios u_,*, ... w1 En virtud del Lema y (27), para ¢ suficientemente pequerio, existe un

)y Pl
_ -1 4 ; _
vector fy = ;o chul* " con ||te|ly, = 1 de forma que

2a(¢')
=

Tomando una subsucesién €’ — 0 tal que ¢, — ¢ cuando €’ — 0, de acuerdo a (24)) obtenemos que

| Uer = ter|lae, < (29)

||tter — Rentiy|l3,, = 0  cuando €’ — 0,

donde
= '
Uy = — Z Lt (30)
Ho =5
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En consecuencia, usando y tenemos que

R U
H . - Re“a* = HUe” — Uerr + Uer — Re”ﬂ*H'He//

|| e Ho

< N|Uer — Uen||pe + ||Ger — Rentiy]|3,, — 0 cuando €’ — 0.
Asi, denotando ner = ||ReUl|3,, podemos escribir
RU
‘ e Rty HR //(U 776”“*)”7-[ ,  con ner —» ’}/%

el Ho T]E//

y llegamos a

1 _ _ 1 _
[|[Rer (U — v2y) = |[|Rer (U = nenit) + (er — 72)Re”u*||H€u

< |[Ber(U = nenti. )|

+ vz — o] ||Rentiy||3,, — 0 cuando €’ — 0.

Con ello, por la condiciéon Cf, , tenemos que

2, = (Ra(U = y30,), Rn(U = v3 ) )3 — YU — 770, U — Y7 )30,

€

1_
[Rer(U = 3a,)

y como el limite de la izquierda es cero, por la unicidad del limite se sigue que U = 7%22*.

Ahora bien, de concluimos que U es una combinacién lineal de los vectores U7 para
7=0,1,...,1—1, lo que entra en contradiccién con .

Por tanto, los vectores U j? 7 =1,2,..., forman una base ortonormal en H, y tenemos todos los
valores propios, es decir, u, = pl, concluyendo la prueba del resultado para la subsucesion €.

Finalmente, por reduccién al absurdo, si no fuera cierta la convergencia de los valores propios para la
sucesion original €, para cada k podriamos extraer una subsucesion y repetiriamos el proceso anterior,
obteniendo los mismos limites y llegando a contradiccion. O

Con los resultados previos, podemos demostrar el siguiente teorema, que permite estimar la diferencia
entre los valores propios de los problemas y .

Teorema 3.7. Sean los espacios H., Ho, V y los operadores A., Ay y R, verificando las cuatro
condiciones Cy — Cy. Entonces, hay una sucesion {8*} tal que 8% — 0 cuando ¢ — 0, 0 < BF < pk y

_1
bk < H0YT2 AR — R.A k=12 31
e — |_u’“— - s(up )|| R — RAgully, k=12...., (31)
0 e uEN(uk, Ao
ol [0 1

donde u¥, pk son los k-ésimos valores propios de los problemas Y respectivamente,
N(pk, Ao) = {u € Ho : Aou = pfu} es el espacio propio del operador Ay correspondiente al va-
lor propio .
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Demostracion. Fijamos k y consideramos la sucesion pfuf = Auf. Por el Teorema 3.6, pu* — uf
cuando € — 0y, por (24), existe una subsucesién ¢ — 0 y un vector u¥ € N(uf, Ay) C V tal que

Il ~ R, 0 cvando ¢ —0; [t = 48 32
Teniendo en cuenta que los operadores A, son autoadjuntos, tenemos
pé(ud, Rul)y, = (Acud, Reul)w, = (ug, ARl ).
lo que nos lleva a
0 = e (ul, Reul)p, — g (ul, Reu)ae, + g (ud, Reul)ay, — (uf, ARl ),
de donde obtenemos
(e = 1) (g, Reu ), = (udy AcReu — pg Reus), (33)

Por otro lado, de y de la Proposicion tomando f, = uf y g. = Rou se sigue que:

1 gl
<U§/, RE/uI:>H€/ = Mlg<u’;’7 Re’mui:)?ie/ — EHUng{O = :U“lg >0 cuando € — 0.

0 0

Fijando (ue, Reuf)y , = pf + ae, donde aw — 0 cuando ¢ — 0, de y se deduce la siguiente
cadena de desigualdades:

1 1

kAo Rouk — RoAgu® k=2 2 2
|,LL]:/ o Mg‘ S |<ue7 ?:* Ou*>He < l]’iory 2 ||A5’Re’%uf _ RE’AO%UI:”’HJ
1§ + el o g + ael I 16
koL
S ]’go# sup HAE’RE’U/ - RE’AOU| ’7—[6/7 (34>
(o) Mg — |over ueN (uk,Ao)

[l [#25=1

donde en (*) se aplica la desigualdad de Cauchy-Schwarz y en (**) basta con tener en cuenta la

- k ko : 1 1
desigualdad |pg + | > pg — |ae|, de donde deducimos que o] < il

Por tanto, la estimacién (31)) se cumple para una subsucesién ¢ — 0y 8% = |ae|.

Veamos que para e suficientemente pequefio podemos construir 3* verificando las condiciones del

teorema. Primero, afirmamos que existe una constante C' > 'y’% verificando la desigualdad
W= <O sup AR — Rodgull, (35)
llullag=1

para cada e suficientemente pequeno. Procedemos por reduccion al absurdo, si para cualquier ¢ > 0
existe un €; tal que no se verifica la desigualdad, es decir,

e, = pgl > sup ||AcReu — R Aoull,,
ueN (pf,Ao)
lullag=1
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entonces, tomando una sucesion C,, — oo cuando n — oo, tenemos /ﬂjn verificando

|,ufn - u]§| >C, sup ||A., R, u— R, Aoul
[lul|#g=1

Hep

Repitiendo el proceso desde hasta , podemos extraer una subsucesion €, tal que

Co  sup ||Ae Rou— RGZ-AO“HHE;L > |,uf,n —uf| > C! sup || Ae Rt — RE%AOUHH%,

ueN (k. Ao) uEN (k. Ao)
llull2g=1 [lull2g=1
_1
pey 2

1 :
con Cy = — v~z y (] la constante (), asociada a e,,.

ng—B%
n

Ahora bien, de la desigualdad anterior, tenemos que el primer término tiende a un valor finito y
el tercero tiende a infinito, lo que lleva a un absurdo, luego es cierta, donde podemos tomar
C>ys.

Definimos C. como el infimo de las constantes C' > 'y’% verificando . Por otro lado, tomemos (¥

obteniendo

tal que C, = B’“

Nos falta ver que, en efecto, 35 — 0 cuando € — 0. Supongamos que no es asi. Entonces construimos
una subsucesién €/ — 0 tal que 8% > ¢ > 0 para alguna constante ¢ y repitiendo el proceso desde
(32) hasta (34]), existe una subsucesién € de la sucesién ¢’ de forma que (31)) se cumple con 8% — 0,
lo que lleva a una contradiccién y concluimos la demostracion. O]

También se puede obtener una estimacion de la aproximacion de los vectores propios, como se muestra
en el siguiente resultado.

Teorema 3.8. Sea k > 0 ym > 1 enteros tales que pf > p™ = - = pkt™ > uk+m+1, es decir,

la multiplicidad del valor propio ukH del problema es m, considerando que p) = co. Entonces,
para cualquier w € N(ugtt, Ag) con HwHHO 1, eziste una combinacion lineal u. de los vectores
propios uF*tL . yktm del problema (18) tal que

l|ae — Rew||ly, < Mg||AcRcw — ReAqwl||y, = 0 cuando € — 0, (36)

donde My, es una constante independiente de €.

A _ _ _ Rew L k+1
Demostracion. En el Lema 3.1 tomamos H = H,, A = A, u = TRl M = /~Lo yd> 0 de
forma que el intervalo [ug*! — d pE* 4 d] solo contenga a los valores propios g™t = -+ = pk*™ del

operador A, y ningtn otro.

Tomamos o, = ||Raw||3 || AcRw — R.Agw|

#. que converge a cero por Cs y (4, dado que

HRew|

2. = Ywllf, =7 cuando e — 0.
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Aplicando la segunda parte del Lema existe un vector u, que es combinacion lineal de los

vectores propios del operador A, asociados a los valores propios de dicho operador en el intervalo
(™ — d, pbt* 4 d], verificando ([36)).

Por el Teorema , los valores propios p! con | = k+1,...,k + m convergen a /ﬂé“ == /L’é*m
y puF = plk, gttt b para e — 0, luego para e suficientemente pequefio en el intervalo
(g™ — d, pus™ + d] solo encontramos los valores propios {ul};F . Por tanto, @ solo puede ser
combinacién lineal de los vectores propios uf™t, ... uf+m. O
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4. Aplicacién de la teoria de perturbaciones a estructuras
delgadas

En esta seccién aplicamos la teoria de perturbaciones espectrales introducida en la secciéon anterior
a un problema planteado en una barra delgada con condiciones de contorno mixtas.

En primer lugar describimos el dominio donde se va a plantear el problema. Para ello considera-
mos un dominio acotado (abierto y conexo) tipo barra (abreviando una barra) G C R? con frontera
Lipschitziana, que supondremos situado a lo largo del eje X;. Concretamente, G admite una repre-
sentacion de la forma siguiente

G = U {(x1, 22, 23) : (x2,23) € Dy, }y (37)

z1€(lo,l1)

donde D,, son las secciones transversales, es decir, dado z1 € (ly, 1) fijo, D,, es un dominio abierto
del plano que depende de x; y tal que (0,0) € D,,. Ademés, supondremos que el drea de las secciones
D,, cumple que

0<cy< |Dm1| <cy, Vr, € [lo,ll], (38)

para algunas constantes ¢y y ¢; independientes de .

Denotamos por dG a la frontera de G, que esté formada por la union de dos caras planas, denotadas
por Iy y I'y, y una superficie lateral I'; C R3. En concreto, vamos a considerar Ty = G N {x; = [y},
T =Gn {z1 = 1} para cualesquiera constantes [y < 0 < [; y la frontera serd 0G = Toul; UTy.
Por simplicidad, en la descripcién se ha considerado que el origen de coordenadas estd en G.

Ahora, sea € € (0,1) un pequeno pardametro que haremos tender a 0 y consideramos el dominio

G siguiente:
To I3

Ge = {(z1, 22, 23) : (21, P ?) € G},

es decir,
G€ = U {(1'1,1‘2,1'3) : (1'2,1'3) € D;l} con D0601 = EDxl

z1€(lo,l1)

Denotamos por I'? las dos caras perpendiculares al eje X7, esto es:
P =T{uTlS con Tg=GN{ri=10}t vy T5=Gn{z =104},
y la superficie lateral es T'L = G, \@ Notemos que, de (38)), se deduce

0 < coe? < 1D | < c1€?, V€ [l ] (39)
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4.1. Algunos ejemplos de dominios

Con el objetivo de clarificar el tipo de dominios que estamos considerando a lo largo de esta secciéon
(ver también Secciones [5|y @, vamos a mostrar algunos ejemplos.

1. Prisma y/o cilindro: En el caso de que D,, = D para cualquier z; € (ly,[;), G es un dominio
tubular G = (lp,[1) x D, por ejemplo un prisma cuya expresion puede ser la de un ortoedro

G.=1(0,1) x (0,€) x (0,¢).

También se puede considerar un cilindro de radio € y longitud h = 1.

Figura 1: A la izquierda, ortoedros con € = 0,1 y a la derecha, un cilindro con radio ¢ = 0,1

2. Unién de dos prismas: La unién de dos prismas de distinto tamano como, por ejemplo, dos
ortoedros que estan en contacto a través de una de sus caras y cuyas expresiones sean

6= (03) x e s 0= [5r) < (55) < (5)

Figura 2: Unién de dos ortoedros con € = 0,05
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3. Ortoedros cruzados: También nos sirve un dominio con ortoedros cruzados, u otras configu-
raciones, como vemos en la siguiente figura.

Figura 3: Ortoedros cruzados con diferentes configuraciones y € = 0,1

4. Bovedas o dominios ondulados: Otro tipo de dominio con el que vamos a trabajar es uno
con forma de boveda. De manera general, podemos considerar dominios cuya expresiéon es

Ge=(0,1) x (0,€) x (—e¢,€eh(xy)),

donde h es cierta funcién positiva continua.

También pueden servir dominios que presenten algin tipo de ondulacién, como vemos en la
siguiente figura.

Figura 4: A la izquierda, boveda con € = 0,1 y, a la derecha, un dominio con ondulaciones.

5. Dominios mas generales: Dominios cuya expresién se escribe como
Ge = (lo, 1) x (—€hi(x1), eha(x1)) X (—€hs(x1), ehy(x1)),
donde las funciones h; son regulares uniformemente acotadas:
0<co<hj(xy) <ecr Vay € (lp,lh),

de forma que nos aseguramos que se verifica la condicién (38|) y que proporcionen un dominio
G con frontera Lipschitziana.

Dentro de este tipo, se pueden incluir la union de prismas, los ortoedros cruzados y los dominios
con ondulaciones.
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4.2. Planteamiento del problema

Vamos a centrarnos en el problema de valores propios para el operador de Laplace con condiciones
de contorno mixtas (Dirichlet-Neumann):

—Au, = \u. en G,

ou —
¢ = D
o 0 en 0G, \ I'

donde n es el vector normal exterior a 0G.. Para obtener la formulacién débil del problema ({40]),
definimos H'(G,,T?) como la complecién de

{u € €>(G.) :u=0en P}, (41)

considerando la norma usual de H'(G,), dada por

1

2
lullir e = (llul B + 19Ul B2,)

Supongamos que existe una solucién regular u, de y consideramos v en el espacio de forma

que
/ (—Au)vdr = /\6/ uevdz.

Usando la identidad de Green, reescribimos la integral de la izquierda como

du,
/ (—Au)vdr = Vu, - Vudr — ivngg.
c Ge aG. On
Ahora bien, como v =0en '’ y % =0 en 0G, \ I'D, lo anterior se reduce a
/ (—Aue)vdx = Vu, - Vudz.
€ GE

Asi, la formulacién débil del problema consiste en buscar (A, u.) € R x HY(G¢,T'P) con u, #£ 0
de forma que
Vu, - Vodr = )\e/ uvdr Yo e HY(G., F?). (42)
G. c
Reciprocamente, si tiene una solucion regular, se verifica en el sentido de las distribuciones
considerando v € 65°(G.) en y usando la identidad de Green. La condicién en I'? viene dada
por la pertenecia al espacio H'(G,,T'?) y la condicién en G, \ T'P se tiene de forma natural.

Para aplicar el Teorema [2.8 definimos la forma bilineal

¢e(u,v) = | Vu-Voudz u,v € H' (G, TP). (43)
Ge

Veamos que ¢, es simétrica, continua y coerciva. La primera condicién es inmediata. La continuidad
se deduce de la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

Vu - Vodx
Ge

- | (Vu, VU>L2(G€)

< ||Vul|r2(qy

Vv||L2(G€) < ||U||H1(Ge) U||H1(Ge)-
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Finalmente, para probar la coercividad, necesitamos una desigualdad de Poincaré en G,
/ vdr < C | |Vo|de WYv e H(G,TP), (44)
€ G(

con C' una constante independiente de € y v. A continuacién demostramos (44)).

En primer lugar, para una funcién regular v que se anulan en I'? y (21,29, 73) € G, considera-
mos w(xy) = v(xy1, za, x3), de forma que w(ly) =0y w(l;) = 0. Tenemos que

/ w'(t)dt
lo

wlen)? < (o~ 10 [ ()Pt < (1 — o) / ()P, (45)

lo lD

2

w(z1) = /w1 w' (t)dt = |w(z)|* =

lo

Aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz, obteniendo

esto es,

Tl
o(z1, 22, 75)]? < C / 100t o, ) e,

lo

siendo C' = (I; — lp)* y, en consecuencia, integrando para (z2,x3) € DS v después para x1 € (lo, 1),

llegamos a
/ vidr < O/ |Vv|*d, (46)
Ge Ge

donde C' es una constante independiente de € y v. De esta forma, teniendo en cuenta que el espacio
de funciones 41| es denso en H'(G,,T'?), podemos usar un argumento de densidad para obtener .

De , se obtiene que
lullin e,y = llullz2,) + 1 Vullzae,) < (L+CH)[[Vulliac,),
y podemos deducir que
1
Ge(u,u) = ||VU||%2(GE) > WHUH?P(GE)'

Con todo lo anterior, podemos aplicar el Teorema [2.8 a la forma bilineal ¢. tomando los espacios
V= HY G, TP)yH = L*G.), lo que nos lleva a que los valores propios del problema cumplen

0<A <M<...<A"<... 500 cuando n — oo,

donde los valores propios se repiten tantas veces como su multiplicidad. Ademas, vamos a considerar
el conjunto de funciones propias {u"}>°, de forma que sean una base ortogonal de H'(G.,TP) y
L*(G.,), sujetas a la condicién de normalizacién siguiente:

/ uc|?dr = €. (47)
Gs
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Veamos en primer lugar que, para un valor fijo de ¢, los valores propios A!' estan acotados supe-
rior e inferiormente.

Lema 4.1. Supongamos la hipotesis de acotacion uniforme . Entonces, para cadan € N, tenemos
la acotacion

0<Cy <N <C(C,, Ve>0, (48)

donde Cy y C,, son constantes independientes de €

Demostracion. Haciendo uso de la desigualdad de Poincaré, , llegamos a la cota inferior para la
desigualdad , ya que se tiene

Jo. IVulPdx . Jo, ludlPde 1
Joo WP = O, uiPdz ~ C

Ar > Al = = (.

Veamos la cota superior. Para ello, usando el principio del min-max (Teorema [2.10)) con la forma
bilineal ¢., tenemos que

Je. IVv|*dx

n

AL = min __ max ——————,
EnCH(Ge.TP) vE L fG v2dz

donde E, denota un subespacio de dimensién n de H'(G,,T'?), y el minimo se toma sobre todos los
subespacios de dimensién n. Escribiendo u(xy, s, 23) := u(z;) para cada u € 65°(ly, 1), podemos

tomar el espacio E* generado por los vectores propios {ug, u2, ..., ul} asociados a los valores propios
{N, A8, ..., A8} del problema de Dirichlet en (ly, [ ):

u” + )\OU =0, z1€ (l(), ll)
u(ly) =u(ly) =0

De esta forma, teniendo en cuenta que el area de las secciones transversales cumple la acotacién (39)),
obtenemos la siguiente cadena de desigualdades

)2 !
. lo fDE U, dl’gdedSE’l c i lol (U/(xl))le'l c1
A? < méx < —max —- =N
e, fDe v(z1))2drodrsdr, o e (v(z1))?dxy o
Con ello, concluimos la cota superior y, por tanto, la demostracion del lema. O
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4.3. El problema limite

En esta seccién identificamos el problema limite de (42)) (o equivalentemente de (40f)) con un pro-
blema unidimensional asociado a modelos de difusién/vibraciones en medios no homogéneos, cuyas
caracteristicas fisicas tienen en cuenta la geometria del dominio original.

Para ello, introducimos una variable auxiliar, ¥ = (y1,¥2,y3) que se denomina stretching variable
(variable de alargamiento), cuya conexién con la variable original = (x1, x5, x3) viene dada por el
cambio que transforma G, en G:
) I3
B=Tn Y= Ys = (49)

Denotando por U(y) := u.(y1, €ya, €y3) reescribimos el problema (42)) como
/((93,l Udy,V + € 20,,U.0,,V + ¢ 20,,U.0,,V)dy = )\e/ UVdy con UV € HY(G,T?), (50)
G G
siendo H'(G,TP) la complecién de
{u € €°(G):u=0enIP} (51)
con la norma usual de H'(G), donde IT'? =Ty UT}.

Ahora, la normalizacién (47)), pasa a ser

/ UPdy = 1. (52)
G
Consideramos la forma bilineal asociada a (50))
(U, V) = / (0,,U08,,V + € 20,,Ud,,V + € 20,,Ud,,V)dy. (53)
G

Cabe destacar que la forma bilineal ®., , es simétrica, continua y coerciva por razonamientos
analogos a los realizados para la forma ¢, (43)), y, con ello, tenemos que ®. define un producto
escalar, cuya norma asociada es equivalente a la de H'(G) (vedse (44) para ¢ = 1). Ademds, los
valores propios de ambos problemas son los mismos, y , pues Unicamente se han reescalado
las dimensiones del dominio.

Teniendo en cuenta la normalizacion , y la acotacion dada por , para cada n fijo,

considerando la notaciéon A = A\ y U, = U , podemos escribir

/('aleﬁ‘z + 672’8312[]6’2 _'_ 672‘87;3[]5‘2)(19 - )\6 S Cn7
G

y tenemos las cotas siguientes
Uy < Cny  100,Ucllz2(c) < Cne,  10y,Uel |12y < Che, (54)

donde las constantes dependen del n-ésimo valor propio.
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Con las cotas anteriores, (54]), para cualquier sucesién de (A, U.), podemos extraer una subsucesién
(que seguimos denotando por €) de forma que

A = Xo, Uc— Uy en H'Y(G)-débil cuando € — 0, (55)
para algiin valor \g > 0y Uy € H'(G,T'P). Ademés, considerando de nuevo , tenemos que
||c9y2UEHL2(G) — 0, ||ay3U€HL2(G) —0 cuando € — 0,

es decir:
9,,Uc =0 en L*(G) cuando € — 0 para i = 2, 3. (56)

De esta manera, U, converge a Uy en L*(G) y las derivadas 9,,U, convergen a 9,,Uj en el sentido
de las distribuciones para ¢ = 1,2,3. Teniendo en cuenta , por la unicidad del limite se tie-
ne que 0,,Uy = 0 para i = 2,3, es decir, Uy es independiente de y, e y3, lo que permite escribir

Uo(y1,y2,y3) = Uo(y1), Up € Hy(lo, 1).

Ahora solo nos falta identificar el problema que verifica el par (Ao, Up). Para ello, vamos a tomar
limites en (50) para funciones de la forma V' = p(y1) € €5°(lo, [1). Con ello, tenemos

/8y1U6g0’dy:)\6/ U.pdy.
G G

De acuerdo a (j55)), cuando € — 0, obtenemos la expresién

/ 0y, Upp'dy = )\0/ Uopdy Vo € 657 (lo, 1) (57)
e e

Teniendo en cuenta la representacion del dominio G, (37)), podemos reescribir (57]) como sigue

l1 ll
/ / 0y Uop dyrdyadys = Ao / Uopdyidyzdys Vo € 65°(ly, lh).
lo Dyl

lo Dy,

Usando un argumento de densidad para funciones de Hg(ly, [1), obtenemos la formulacién

ll ll
/ | Dy, |0y, U’ dyr = Ao/ |Dy, |Uopdyy Vo € Hy(lo, 1), (58)

lo lO
que se corresponde con la formulacién débil del siguiente problema con condiciones Dirichlet
_6I1<|D$1|a$1U0) = >\0|le|[]0, T € (10711)

(59)
Uo(ly) =0, Up(l) =0

Con los desarrollos anteriores, y teniendo en cuenta que Uy # 0 debido a la normalizaciéon y la
convergencia fuerte en L*(G) (véase (55))), se ha demostrado el siguiente resultado:

Teorema 4.2. Supongamos que el drea de las secciones transversales del dominio G, |D,,|, es una
funcidn continua a trozos para x1 € (lg,1y) verificando la condicion ([B8). Sean {A"}e2, y {Ur},
valores y wvectores propios del problema , respectivamente. Para cualquier n € N fijo, y para
cualquier subsucesion de € (que sequimos denotando por €), tal que

A= A UM = Ug en HY(G)-débil cuando € — 0,

entonces A es un valor propio de (58) y U es una funcion propia asociada.
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4.4. Convergencia con conservacion de la multiplicidad

Teniendo en cuenta los resultados de la Seccion [3.2], vamos a identificar los elementos H., Ho, A,
Ao v R que aparecen en la teoria espectral presentada en la Seccién |3| (ver condiciones Cy — Cy).

» Espacios H. y V.: En el problema dependiente de ¢, consideramos H,. = L?(G) con el producto
escalar usual; el dominio siempre es fijo y no depende de e. Ademds, también se considera el
subespacio V, = H'(G,T'P) dotado del producto escalar dado por la forma bilineal ®,, .

» Espacios Hy y Vo: En el caso del problema limite, cuando ¢ — 0, nos quedamos con un
dominio unidimensional en el eje X7, luego tenemos que Hg = L*(ly, ;) con el producto escalar

1
(u,v)HO:/ | D, |uvdz;.

lo

También consideramos el subespacio Vy = H{(ly, ;) dotado con el producto escalar dado por

51
<u,U>VO:/ | Dy, |u'v'dxy .

lo

Notemos que la norma asociada al producto escalar considerado en V, es equivalente al usual
en H'(ly,l1) debido a la desigualdad de Poincaré en dimensién uno (ver (44)) y la acotacién

(38).

= Operador A.: El operador A : H. — H,, que envia f € H. a un elemento u§ € V. C H.
(Acf = u}), siendo u/ la tinica solucién del problema

O (uf,v) = (f,v)n, Yv eV,
esto es,
/(8y1u;8ylv + € 205, u50y,v + € 20y, uG0y,v)dy = / fody Yv e V.. (60)
G G

La existencia y unicidad se tienen por el Teorema [2.5 Recordamos la definicién de P,
@wwq:/ﬁ%U%v+aﬂ%U@y+a%%U@ym%
a

y que la forma bilineal ®. es simétrica, continua y coerciva (ver desarrollo de a )
Ahora veamos que el operador A, es continuo, compacto, autoadjunto y positivo.

e Continuo: Usando la desigualdad de Poincaré para el dominio fijo G, que se obtiene de
forma andloga a la del dominio G¢, , tenemos que

u¢llc2e) < ClIVugllz)

También tenemos que
196512y < [ (005 + €20y + 20,05 )y = @ela) = (Foi

(S) [ e e e (S) Cll eIV,

*%
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usando en (*) la desigualdad de Cauchy-Schwarz y en (**) la desigualdad de Poincaré. De
lo anterior deducimos que

IVu§llr2c) < Cllfllr2q), (61)

y por tanto, utilizando de nuevo la desigualdad de Poincaré

lufllr20) < K| fllz2)-

De esta forma, hemos visto que

[Acf 22y < K| fllz2 @),

es decir, el operador A, es acotado y, por tanto, es continuo. Ademas, la constante es
independiente de €, lo que implica que es uniformemente acotado.

e Compacto: La inclusién del espacio de Sobolev V. = HY(G,T?) en H. = L*(G) es com-
pacta. Ver Teorema [2.11]

Queremos ver que si f, — f en L?(G)-débil cuando n — oo, entonces uf, = Acfn = uf =
A.f fuerte en L?*(G) cuando n — oco. Como A, es continuo, tenemos que A.f,, — A.f en
L?(G)-débil cuando n — co. Por definicién de A, tenemos que u§, ,us € Ve y, utilizando
la cota para f = f,‘L, se demuestra la convergen'cia débil u§ — u§ en H'(G) cuando
n — oo. Al ser la inclusién compacta, la convergencia es fuerte en L*(G).

e Autoadjunto: Como la forma bilineal es simétrica, tenemos que
<-Aef> g>He = <uef7g>He = <g7u6f>He = (I)E(ug? uf) = @€<’U/{’ uf) = <f7 ug>7{e = <f? A69>He'

e Positivo: Es directo porque (A.f, f) = ®.(u/,u/) > 0y solo se anula si u/ = 0 porque @,
define un producto escalar equivalente al usual en H*(G,T'P), lo que implica f = 0 por la

unicidad de solucién del problema .

Cabe destacar que los valores propios del operador A, son los inversos de los valores propios
de la forma ®., es decir, los valores de A, son

ME:V'

€

» Operador A: El operador Ay : Hy — Ho, que envia f € Hy a un elemento uy € Vy C Ho
(Aof = uy), siendo uy la tinica solucién del problema

51 I
/ | Doy [ (21)0" (1) dy = / |D., | fode, Yo € Vg,

lo lo
esto es,
Do (up,v) = (f,v)n, Vv e,
donde L
Do (u,v) ::/ | Dy, |t/ (21)0 (21)dxy.

lo

La existencia y unicidad de la solucién us se obtiene, de nuevo, por el Teorema . Para ello,
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veamos que P es una forma bilineal simétrica, continua y coerciva en V. Las dos primeras
condiciones son inmediatas. La continuidad se sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz

I L
By (u, )| = < / Dy [}l (22)] Doy} o (21) s

lo

5
| 1D v/ o)y

lo

< lullwollv]lve-

Finalmente, la coercividad se sigue de la definicion del producto escalar en V.

» Operador R,: El operador R, : Hy — H. es tal que dado f € Ho = L*(ly,l1), tenemos que
(Ref)(x1,2,23) = f(x1). Notese que conservamos la notacién de la Seccién [3| pero al ser el
dominio fijo, R, es una extensién independiente de e.

Nos falta ver que se verifican las condiciones C; — Cy con los elementos anteriores.

= Comprobacién condicion C;: Debemos ver que
(Refo, Refo)n. — v(fo, fo)u, cuando e — 0  para cualquier fo € Vo = Hy(lo, 1)

para algin v > 0. Tenemos que

HRafO’

l1 ll
2 = / fol?dy = / (ol Py / dyadlys = / Do |folen) Pder = 1ol
G lo Dy, lo

Entonces, basta tomar v = 1 > 0 para que se verifique la condicion.

= Comprobacién condicion Cs: Se ha verificado al presentar los operadores A, y A que son
positivos, compactos y autoadjuntos y, ademads, las normas de los operadores A, estan acotadas
por una constante independiente de e.

= Comprobacién condicion C5: Debemos ver que para cualquier f € Vy C Hy se tiene que

||A5Ref - REAOf|

n. — 0 cuando € — 0.

Fijado f € Vo = Hg(lo, 1), denotamos por u§ = A.R.f y por u} = R.Af. El objetivo es ver
que u§ — u} en H, = L*(G) cuando € — 0 donde u} verifica que

<I>0(u?c,v) = <f, U>’Ho Yo € H&(lo, ll) (62)

En primer lugar vamos a ver que uj y su gradiente estan acotados en L?(G). Partiendo de la
formulacién débil, tenemos que

O (uf,v) = (R f,v)n, Yve H(G,TP). (63)

Tomando v = uf, escribimos
(I)E(u;’ u;) = <f’ u€f>H€
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Tenemos el siguiente desarrollo
IVl |72y < /G(\3y1U§\2+6_2!3yQU}\2+6_2!8y3U§!2)d = Pe(uf,uf) = (f, uf)n.

(S) 1|2l [ufll zea) (S) Cllfllz2 eI VU2

usando en (*) la desigualdad de Cauchy-Schwarz y en (**) la desigualdad de Poincaré en un
dominio fijo.

Ahora, dividiendo entre |[Vu§|[r2(q) lo anterior, tenemos que
IVuillzze) < Cllfllz

Ademds, podemos obtener una cota para ||u%|[z2(q), pues por la desigualdad de Poincaré se
tiene
Sl r2ie) < K|[Vus§l e < K|l 2.

Esto implica que
P (uf, uf) < || fllezellufllrze < Kl Il
y por tanto, se obtiene

ml

10y, ufl L2y + € 100l L) + € 100l L) < KISz

de donde deducimos que

e [10,,ufll72(6) < Kl fl72i) = 10muillize) < Kellflliz —+ 0 cuando e =0, (64)

’QH(?ysufHLg <KHfHL2 :>H U2 (@) <KerHLz — 0 cuando e — 0.  (65)

Las convergencias (64) y (65 1nd1can que las funciones limite de las subsucesmnes u$ no de-
penden de las variables y, e y3 (reescribiendo el razonamineto entre (56 y (| . .

Con todo lo anterior, tenemos que la sucesion u} estd acotada y, por tanto, de cada suce-
sién existe una subsucesion € tal que u}' — u en H'(G)-débil y, al ser la inclusién de H'(G)

en L*(G) compacta, la convergencia es fuerte en L?(G) para algtiin v € H*(G,T'P). Vamos a
identificar u con ugc = R.Apf y por la unicidad de solucién del problema , se tendra que
toda la sucesion converge a u[}. Para ello tomamos funciones v, € H'(G) de la forma
Ue(yla 92793) = U(yl) con v € %Ooo(l()) ll)
Tenemos que
I
D (uf,ve) = / Oy, w0y vdy — / Oy, u0y, vdy = / | Dy |00y w0, vdzy = Po(u, v), (66)
G G lo

y como 7 = 1 en la condicién C, haciendo uso de la Proposicién tenemos que

<Ref> 'U6>L2(G) — <f> U>H0
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Teniendo en cuenta la igualdad , y que u = 0 en I'P, un argumento de densidad nos
permite concluir que

CDQ(U, U) = <f, U)'Ho \V/U - H&(lo, ll),

y por tanto verifica (62)). Por la unicidad del limite u = Ay f. Es decir, us — Aof = ReAof en
L?(G), lo que concluye la comprobacién de la condicién Cs.

» Comprobacién condicién Cy: Debemos ver que la familia de operadores {A.}eso es unifor-
memente compacta en el siguiente sentido: para cada sucesion {f}.~o de H. tal que
sup, || fells. < oo, podemos extraer una subsucesion { fe}e~o tal que para algin wy € Vy se
tiene que

|| Ae fo — Rowgl[3, — 0 cuando € — 0.

Sea {f}eso una sucesién de H, = L*(G) acotada, es decir, sup, || fe||12(q) < 0o. Consideramos
la sucesién u, := A, f., que pertenece a L?(G), esto es, u. la solucién de

D (ue,v) = (f,,v)n, Vv HY(G,TP). (67)

Como los operadores A, son uniformemente acotados y la sucesion { f.}.~o es acotada, enton-
ces la sucesién {u,}eso definida anteriormente es acotada en L?(G), es decir, ||uc||3, < C para
alguna constante C' > 0. Entonces, reescribiendo el desarrollo de la condicién Cj (ver —
(65))), obtenemos una cota para el gradiente, es decir, ||Vuc||r2) < K y los posibles limites de
{ue}eso son independientes de ys € ys.

De esta forma, podemos extraer una subsucesion {ug }o~o convergente en L?(G) fuerte y débil
en H'(G), es decir,

ue —u en L*(G) para algin u € H'(G,I'P).

Como u = 0 en I'” y es independiente de v, e 35, podemos identificar u con R.w, para algin
wo € Vo = H&(lo, l1), lo que concluye la comprobacién de la condicién Cy.

Con todos los desarrollos anteriores, aplicamos el Teorema [3.6]y el Teorema [3.8| a los operadores A,
Ao v R, definidos previamente y a los espacios H, = L*(G) y Ho = L*(lo, 1), y tenemos demostrado
el siguiente resultado:

Teorema 4.3. Supongamos que el drea de las secciones transversales del dominio G, |D,,|, es una
funcidn continua a trozos para x € (lg,l1) verificando la condicion (38). Sean {\"}2, los valores
propios del problema y {U™}°2 | wectores propios, formando una base ortonormal en L*(G) (ver
). Entonces, para cualquier n € N, tenemos que

A=Ay cuando € — 0,

donde N} es el n-ésimo valor propio de (59)). Ademds, para cada sucesion €, se puede extraer una
subsucesion (que sequimos denotando por €) tal que

Ur = U"  en H'(G)-débil cuando € — 0,

siendo U una funcidn propia asociada a N} y tal que {U"}>°, forman una base de Hj(ly,l1) y
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Asimismo, para cada Uy funcion propia del problema limite asociada a Ao valor propio con mul-
tiplicidad m, N < ASTH = M2 = - = NP < NP con || U, = 1, emiste una combinacion
lineal U, de las funciones propias U™ ... U™ del problema tal que

|Ue = Usl|r2@@y = 0 cuando e — 0. (68)
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5. Calculos explicitos y simulaciones numéricas con condi-
ciones mixtas

Para ilustrar los resultados obtenidos en la secciéon anterior, vamos a mostrar calculos explicitos y
simulaciones numéricas para condiciones de contorno mixtas en distintos dominios tipo barra.

En primer lugar, consideramos el caso mas simple de un prisma, es decir, cuando los dominios
G y G, se pueden expresar como sigue

G =(0,1;) x (0,1) x (0,1) Ge=(0,11) x (0,€) x (0,¢) (69)

Figura 5: A la izquierda, dominio G y a la derecha dominio G, con [y =1y ¢ = 0,1

En este caso, el problema se escribe

—u, (z,y,2) — uzy(x,y,z) —us (x,y,2) = Au(x,y,z) en G.=(0,1;) x (0,¢) x (0,€)
ue(o’y’ Z) = ue(llvya Z) = 07 (yv Z) ) ( )
ul (x,0,2) = u(x,€,2) =0, (z,z) 1) X (0,€)

( 1

UZ(xayaO) = UZ(.CE,:(/,E) =0, ) ( )

y podemos calcular los valores propios y funciones propias de forma explicita aplicando separacién
de variables. Asi, buscamos soluciones de la forma u‘(z,y,2) = F(x)G(y)H(z) con F, Gy H no
idénticamente nulas, de forma que llegamos a los siguientes problemas en una dimension:

€0 70
€ (0,1 (70)
x,y) € (0,1

F'(z) +~F(x) =0, x€(0,l1); FO)=F(;)=0
G"(y) + nG(y) =0, ye(0,6); G'(0)=GC'(e) =
H"(2) + icH(z) =0, z€(0,¢); H'(0)=H'(c)=0

donde A\ = v + pe + fi.. Resolviendo los problemas anteriores, se obtienen las siguientes expresiones
de los valores propios y funciones propias asociadas:

kr\ 2 2 2
— (l—”) (X)) + (55) keN, mmeNg:=NU{0} (71)
1 € €
k
U, = Fr(2)Gr(y)Hp(2) = Agnmsen (l—wx) coS (n—ﬂy> coS <mz) Appm ER, k€N, n,m € Ny
1 € €
(72)
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De y , tenemos que para € pequeno, las oscilaciones de las funciones propias correspon-
dientes a bajas frecuencias son longitudinales (asociadas a los pardmetros n = m = 0), es decir,
A= 0(1) y las oscilaciones solo se dan a lo largo del eje X;. Para poder apreciar oscilaciones trans-
versales de las funciones propias debemos considerar las altas frecuencias, esto es, A = O(e7?).

A continuaciéon vamos a mostrar algunas imégenes de las soluciones que obtenemos de forma numéri-
ca y utilizando la PDE Toolbox de MATLAB, [14]. En todos los casos, se van a mostrar 3 imagenes:
la funcién propia en 3D; algunas secciones transversales (que denominaremos rodajas) de la figura
vistas en una escala en la que se aprecia la estructura delgada, que muestran las oscilaciones de
las funciones propias en el interior del dominio; finalmente, las rodajas reescaladas para observar en
detalle el comportamiento de la funcién propia, tanto en una parte de la frontera, como en el interior
del dominio. Ademas, todas las imagenes tienen un grafico de color que va de colores frios a colores
calidos segin aumenta el valor de la funcién propia correspondiente. La estructura de las imagenes
se repetird para todos los casos que vamos a estudiar.

Rodajas do a solucién asociada ol valor propio: Rodajas do a solucién asociada ol valor propio:
9869 98696

! I

Rodajas de a solucién asociada sl valor propio: Rodajas de a solucién asociada sl valor propio:
157.9276 157.9276

v v 0o

Rodajas do a solucién asociada ol valor propio: Rodajas do a solucién asociada sl valor propio:
167.8043 167.8043

. o N ‘ . .

Rodajas de a solucién asociada sl valor propio: Rodajas de a solucién asociada sl valor propio:
ey ey

(' I I \\\\ I
- “ l‘ ' ~” ' NM ‘ - '
s | . .

Ii . e I . L Ii

o8
0 0
y

Figura 6: De arriba a abajo, aproximaciones numéricas de las funciones propias asociadas a los valores
¢ =72 & 9,8696, \{ = 167% ~ 157,9276, A\f = 1772 ~ 167,8043 y \j, = 327? ~ 315,9432 para el
problema conly =1ye=0,25.
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En todos los casos se muestra una funcién propia asociada al primer valor propio no nulo y una
de las primeras que ilustra el cambio de oscilaciones. Observamos que la funcién propia asociada al
primer valor propio es positiva en los diferentes dominios.

Rodajas do a solucién asociada ol valor propo:
98696

zzzzzzz

Figura 7: De arriba a abajo, aproximaciones numéricas de las funciones propias asociadas a los
valores \§ = 72 &~ 9,8696, \§ = 2572 ~ 246,8093, \§, = 1007? ~ 990,7488, \{; = 1017? =~ 1002,8505
v Ao = 22572 &2 2226,7928 para el problema conly =1ye=0,1.

La Figura [6] muestra aproximaciones numéricas de algunas funciones propias asociadas a los valores
propios A\{ = 72 & 9,8696, \{ = 167? &~ 157,9276, \§ = 1772 ~ 167,8043 y \{, = 327% ~ 315,9432
para el problema con l; = 1y e = 0,25. Observamos que es necesario llegar al valor propio
e = 1772 &~ 167,8043, asociado a los pardametros k = 1, n = 0 y m = 1, para comenzar a apreciar
oscilaciones transversales.
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La Figura [7] muestra aproximaciones numéricas de algunas funciones propias asociadas a los valores
propios A = 2 & 9,8696, \i = 2572 ~ 246,8093, XS, = 1007* &~ 990,7488, \{; = 1017* ~ 1002,8505
v A = 22572 & 2226,7928 para el problema , tomando [y = 1y € = 0,1. En este caso, obser-
vamos que es necesario llegar al valor propio A, = 10172 ~ 1002,8505, asociado a los pardmetros
k=1, n=0ym=1, para comenzar a apreciar oscilaciones transversales.

=
=
..
e,
e
e
-
-
~ee
=~
-
e

Figura 8: De izquierda a derecha, aproximaciones numéricas en 3D de las funciones propias asociadas
a los valores \; = 62572 ~ 6265,8906 y A\, = 250072 ~ 30256,2278, para el problema con
=1y e=0,01.

La Figura [§l muestra aproximaciones numéricas de algunas funciones propias asociadas a los valores
Ags = 625m% & 6265,8906 y A5, = 250072 &~ 30256,2278 para el problema cuando reducimos el
parametro € a 0,01. Se observa que para niimeros de valores propios considerablemente mas grandes,
todavia no se aprecian oscilaciones transversales.

Las Figuras[0] [7] y [§ ponen de manifiesto la observacién realizada previamente sobre la necesidad de
alcanzar frecuencias de orden O(e™?) para apreciar oscilaciones transversales.

Cuando los dominios no son ortoedros, en general, el cdlculo explicito de los valores propios y las
correspondientes funciones propias se vuelve laborioso o imposible. Asi, para ilustrar el comporta-
miento de otros dominios tipo barra, més generales, hacemos uso de aproximaciones numeéricas.

Como segundo dominio, consideramos la unién de dos ortoedros, de distinto tamano, que estan
en contacto a través de una de sus caras. En concreto, se ha tomado la unién de los siguientes
ortoedros (véase Figura [2)):

u=(03) x et = [ha)n(55)x(55)

La Figura [9] muestra aproximaciones numéricas de algunas funciones propias asociadas a los valores
propios A\] ~ 9,8697, \f ~ 173,7835, A5 ~ 2474973, \{; ~ 332,881 y A§; ~ 929,793 para el problema
con G, la unién de los conjuntos dados por y € = 0,125.
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Rodajas do a solucién asociada ol valor propio: Rodajas do a solucién asociada ol valor propo:
98607 98607
Rodajas de a solucién asociada sl valor propio: Rodajas de a solucién asociada sl valor propio:
17aTas 1737835
005
s -~ o
s s - s
o o1 q
o
02 T 00 T
o ° 08 0 ° 08 w0
0r e 005 e
v 04 o x v x

Rodajas do la solucién asociada ol valor propio: Rodajas do a solucién asociada ol valor propio:
27.4973 274973

Rodajas de a solucién ssociada sl valor propio:
asr.7672

UEP—
-
. as
. . ‘ : “r
’ ) - - . ol
° o oo | |
. " X - .
o o 4
o ot ® o 1
- — - —
. ° s o s .
- . . .
v 04 o x v o [ x

Figura 9: De arriba a abajo, aproximaciones numeéricas de las funciones propias asociadas a los valores
XS & 9.8697, \§ ~ 173,7835, \S ~ 247,4973, X5 ~ 487,7872 y \5; ~ 929,793 para el problema
con G, la unién de los conjuntos dados por y € = 0,125.

La Figura[I0] muestra aproximaciones numéricas de algunas funciones propias asociadas a los valores
propios A{ ~ 9,8699, A5 ~ 492,3832, A\{; ~ 1059,4908, \{; ~ 1296,63 y A, ~ 2268,4598 para el
problema con G, la unién de los conjuntos dados por y € = 0,05.

Observamos que para € = 0,125, Figura [9 en la funcién propia asociada al quinto valor propio
ya se aprecian oscilaciones transversales, mientras que para ¢ = 0,05, Figura se aprecian en el
décimoprimer valor propio. Notamos que las oscilaciones de las funciones propias asociadas a valores
propios mas grandes pueden ser, de nuevo, longitudinales.
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Rodajas do a solucién asociada ol valor propio: Rodajas do a solucién asociada ol valor propio:
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Figura 10: De arriba a abajo, aproximaciones numéricas de las funciones propias asociadas a los
valores A\{ ~ 9,8699, A\ ~ 492,3832, A\{; ~ 1059,4908, \{; ~ 1296,63 y A5 ~ 2268,4598 para el
problema con G, la unién de los conjuntos dados por y € = 0,05.

Como tercer dominio consideramos un dominio tipo béveda (véase Figura , de la forma
Ge = (0,1) x (0,€) x (—¢, eh(z1)) (74)
donde A es cierta funcién positiva continua.

La Figura muestra aproximaciones numéricas de algunas funciones propias asociadas a los va-
lores propios A{ ~ 7,851, A\f ~ 236,4331, A5 ~ 326,3893, \{, ~ 472,3394 y A\{y ~ 1076,3092 para el
problema con G, dado por y € =0,1.
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Figura 11: De arriba a abajo, aproximaciones numéricas de las funciones propias asociadas a los
valores A\{ ~ 7,851, A\ ~ 236,4331, A\ ~ 326,3893, \{, ~ 472,3394 y A{, ~ 1076,3092 para el
problema con G, dado por y e =0,1.
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6. Calculos explicitos y simulaciones numéricas con otras
condiciones de contorno

A modo ilustrativo, en esta seccién incluimos los resultados obtenidos cuando en toda la frontera del
dominio tenemos condiciones de contorno de Dirichlet o de Neumann.

6.1. Condiciones de Neumann

Siguiendo la estructura de la seccion anterior, comenzamos presentando el problema para un prisma
con condiciones de Neumann.

—ut (z,y,2) — ugy(x, y,z) —ul (z,y,2) = \u(z,y,2) en G.=(0,11) x (0,€) x (0,¢€)
us(0,y,2) = ul(lh,y,2) = O, (y,2) € (0,€) x (0,¢)
ug (7,0, 2) = ug(z,€,2) = (x,2) € (0,11) x (0,¢)
(x,y,€) = (z,y) € (0,51) x (0,€)

Igual que antes, se puede resolver explicitamente por separacién de variables, llegando a los problemas
unidimensionales:

- (75)
y

us(z,y,0) =u

F'(@) +7F(x) =0, z€(0,0); F(0)=F()=0
G"(y) + uGy) =0, ye (0 G(0)=G"(e)=0
H'(2)+aH(z) =0, z€(0,e); H(O)=H'(e)=0

donde A\° = v + p + fie v obtenemos las siguientes expresiones de los valores propios y funciones

propias asociadas:
. k)2 nm 2 mm 2
o= (7 ) +(7) (7)) kmmen, (76)

k7r

) cos (n—ﬂy> cos <mz> Apem €R,  k,n,m € Ny
€ €

(77)
De forma similar al problema con condiciones mixtas, de y , para valores pequenos de ¢, las
oscilaciones en las funciones propias que se corresponden con las bajas frecuencias son longitudinales
(asociadas, de nuevo, a los pardmetros n = m = 0), y para apreciar las oscilaciones transversales
debemos considerar las altas frecuencias.

Notemos que el primer valor propio en este problema es el cero, es decir, \j = 0, y sus funcio-
nes propias asocidas son las constantes.

La Figura muestra aproximaciones numeéricas de algunas funciones propias asociadas a los va-
lores \§ = % & 9,8696, \s = 497% ~ 484, 0867 Ao = 817% ~ 801,5943, A\{; = 10072 ~ 992,648 y
XS, = 10472 ~ 1032,7994 para el problema (75) con l; =1y e = 0,1.
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Rodajas do a solucién asociada ol valor propio: Rodajas do la solucién asociada alvalor proplo
98606 98608

Rodajas de a solucién ssociada sl valor propio:
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Figura 12: De arriba a abajo, aproximaciones numéricas de las funciones propias asociadas a los
valores \{ = w2 ~ 9,8696, \S = 4972 &~ 484,0867, \{, = 817% ~ 801,5943, \{; = 10072 ~ 992,648 y
- = 1047% &~ 1032,7994 para el problema conly =1ye=0,1.

A diferencia del problema con condicones mixtas (ver Figuras , la posibilidad de que los parame-
tros k, m,n tomen valor nulo en da lugar a oscilaciones en una sola direccion distinta del eje X;

(ver Figura (12| para Af,).

La Figura muestra aproximaciones numeéricas de algunas funciones propias asociadas a los va-
lores \{ ~ 9,3458, A\ ~ 158,1078, g ~ 160,8509, A5 ~ 363,2807 y \5, ~ 643,5763 para el problema
con condiciones de Neumann en el dominio G, compuesto por la unién de los conjuntos dados en

y € =0,125.
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Rodajas do a solucién asociada ol valor propio: Rodajas do a solucién asociada ol valor propo:
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Rodajas de a solucién asociada sl valor propio: Rodajas de a solucién asociada sl valor propio:
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Rodajas do a solucién asociada ol valor propio: Rodajas do a solucién asociada ol valor propio:
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Figura 13: De arriba a abajo, aproximaciones numéricas de las funciones propias asociadas a los
valores \{ ~ 9,3458, \{ ~ 158,1078, \; ~ 160,8509, \{; ~ 363,2807 y A5, ~ 643,5763 para el
problema con condiciones de Neumann en el dominio GG, la unién de los conjuntos dados por y
e =0,125.

En la Figura[13]se observa que las oscilaciones de algunas funciones propias se localizan en una parte
del dominio (ver también Figuras [9] y [L0).

La Figura muestra aproximaciones numeéricas de algunas funciones propias asociadas a los va-
lores \{ ~ 11,6241, \§ ~ 2494917 y A\ ~ 217,6736 para el problema con condiciones de Neumann
con G, dado por y e=0,1.
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Rodajas de a solucién asociada sl valor propio: Rodajas de a solucién asociada sl valor propio:

sssss

Figura 14: De arriba a abajo, aproximaciones numéricas de las funciones propias asociadas a los
valores \{ ~ 11,6241, \§ ~ 249,4917 y A\ ~ 217,6736 para el problema con condiciones de Neumann
con G, dado por ([74)) y e = 0,1.

6.2. Condiciones de Dirichlet

Consideramos el problema siguiente para un prisma con condiciones de Dirichlet:
—ug, (7, Yy, 2) — ug, (v, y, 2) —ul,(z,y,2) = Xu(z,y,2) enG.=(0,0;) x (0,€) x (0,¢)
u(0,y,2) = u(l,y,2) =0, (y,2) €(0,€) x (0,¢)
u(z,0,2) = u(z,€,2) =0, (x,2) € (0,11) x (0,¢)
u(x,y,0) = u(z,y,e) =0, (x,y) € (0,1;) x (0,¢€)
Resolviendo el problema por el método de separacion de variables llegamos a los siguientes problemas:
F'"(x) +vF(z) =0 z€(0,l4); F0)=F(;)=0
G'(y) + 1Gy) =0 ye(0,¢); G(0)=G(e) =0
H"(z) + pH(z) =0 z€(0,e); H()=H(e)=0

donde A\ = v + pe + fi.. Resolviendo los problemas anteriores, se obtienen las siguientes expresiones
de los valores propios y funciones propias asociadas:

(78)

. e\ nm 2 mm 2
iom = | 5|+ <—> + (—) k,n,meN (79)
I € €
k
U = Fe(2)Gr(y)Hm(2) = Agnmsen <—7Tx) sen (n—ﬂy) sen <m2> Agnm € R k,n,m € N (80)
l € €
Pablo Benavent Ocejo 47 Delfina Gémez Gandarillas

Maria Eugenia Pérez Martinez



Uc | racutac de Clenclas Problemas espectrales en barras delgadas
Master en Mateméaticas y Computacion

De se deduce que los primeros valores propios ya son muy grandes, de orden O(¢~2). Por
ejemplo, \{ 1= A{;; = e 27% [2+ €%l;']. Esto parece originar un cambio importante en el compor-
tamiento asintético de los valores propios y de las funciones propias. Por analogia con el resultado
de convergencia que hemos demostrado en la Seccién [£.4] ahora se tiene que, para todo k € N,
N, == €’X;, 1, — 21 cuando € — 0. Ahora 272 es el primer valor propio del problema de Dirichlet
en el cuadrado de lado unidad.

Rodajas do a solucién asociada sl valor propio:
2027.5061
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Figura 15: De arriba a abajo, aproximaciones numéricas de las funciones propias asociadas a los
valores \§ = 20172 ~ 2027,5961, \{ = 21672 ~ 2186,9573, \{, = 34472 ~ 3620,2144, \§, ~ 6128,601
y Ao ~ 7018,9184 para el problema conly =1ye=0,1.
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Al contrario que en los problemas con condiciones de contorno mixtas o de Neumann, en el caso
de condiciones de Dirichlet, a partir de (79) y , las oscilaciones de las funciones propias corres-
pondientes a bajas frecuencias no son de caracter longitudinal; estan asociadas a k,n, m no nulos.

La Figura muestra aproximaciones numéricas de algunas funciones propias asociadas a los va-
lores A{ ~ 2027,5961, \§ ~ 2186,9573, \{, ~ 3620,2144, A5, ~ 6128,601 y A}, ~ 7018,9184 para el
problema con [y =1y e=0,1. Esta figura, corrobora los calculos explicitos y . Para el

resto de dominios tenemos las siguientes figuras.

Rodajas de a solucién asociada afvalor propo: Rodajas do a solucién asociada ol valor propio:
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Figura 16: De arriba a abajo, aproximaciones numéricas de las funciones propias asociadas a los
valores A\ ~ 357,3769, \; ~ 1000,07, \{, ~ 1338,2136, A5, ~ 1850,453 y Ay, ~ 2958,9818 para el
problema con condiciones de Dirichlet en el dominio G, formado por la uniéon de y e =0,125.
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Figura 17: De arriba a abajo, aproximaciones numéricas de las funciones propias asociadas a los
valores \{ ~ 1350,4461, \{ ~ 1611,743, \§ ~ 1925,7425, \{, ~ 2740,21 y A5, ~ 4208,7183 para el
problema con condiciones de Dirichlet con G, dado por y e=0,1.

o 0z

La Figura[l6 muestra aproximaciones numéricas de algunas funciones propias asociadas a los valores
A & 357,3769, A\ ~ 1000,07, A\, ~ 1338,2136, A\, ~ 1850,453 y Aj, ~ 2958,9818 para el problema
con condiciones de Dirichlet en el dominio G, dado por y € =0,125.

La Figura muestra aproximaciones numeéricas de algunas funciones propias asociadas a los va-
lores \{ ~ 1350,4461, \{ ~ 1611,743, \§ ~ 1925,7425, \{, ~ 2740,21 y A5, ~ 4208,7183 para el
problema con condiciones de Dirichlet con G, dado por y e=0,1.
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