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Resumen

En este trabajo, se estudia la propiedad del punto fijo en espacios topoldgicos. Un espacio
topoldgico X tiene la propiedad del punto fijo si toda aplicacién continua f : X — X deja al
menos un punto invariante. Esta es una propiedad topoldgica, ya que se conserva por homeo-
morfismos.

A lo largo de la memoria se presentan, por un lado, ejemplos de espacios que si cumplen esta
propiedad y, por otro, ejemplos que no la satisfacen. También construimos espacios que verifican
la propiedad del punto fijo a partir de otros que ya la tienen.

En el caso de espacios métricos, probamos el Teorema del punto fijo de Banach y una gene-

ralizacién del mismo.
En el dltimo capitulo se introducen diferentes propiedades topolégicas como la conexién local, la
separabilidad, la compacidad local y se estudia la relaciéon de estas propiedades con la propiedad
del punto fijo. En particular, se prueba que un espacio topoldégico con la propiedad del punto
fijo es conexo. También se demuestra que, si un espacio métrico localmente conexo y localmente
compacto verifica la propiedad del punto fijo, entonces el espacio es compacto.

Palabras clave: Punto fijo, conexion, compacidad, invariante topoldgico, continuo de Peano.

Abstract

The present work is a study of the fixed point property in topological spaces. A topological
space X is said to have the fixed point property if every continuous map f : X — X leaves at
least an invariant point. This is a topological property, as it is preserved under homeomorphisms.

Throughout the work, examples of spaces that do satisfy the fixed point property and exam-
ples of topological spaces that do not satisfy it are presented. We will also construct new spaces
that verify the fixed point theorem from other spaces that already have it.

In the case of metric spaces, we will prove the Banach fixed-point theorem and a generaliza-
tion of it.

In the last chapter, different topological properties are introduced such as local connected-
ness, separability, local compactness and the relation between these topological properties and
the fixed point property is studied. In particular, it is proved that a topological space with the
fixed point property is connected. Also, it is proved that if a locally connected, locally compact
metric spaces has the fixed point property, then it is compact.

Key words: Fixed point, connectedness, compactness, topological invariant, Peano continuum.






Indice general

T Tacadn

B Prolim |
[2.1. Grupo fundamentalf. . . . . . . . ...

[3. Propiedad del punto fijo
[3.1. Ejemplos de espacios con la propiedad del punto fijof . . . . . . . . ... ... ..
[3.2. Construccion de espacios sin la propiedad del punto fijo.| . . . . . . . . ... ...

[4. Resultados sobre la propiedad del punto fijo|
|4.1. La propiedad del punto fijo en espacios métricos| . . . . . . . . ... .. .. ...

[5. Propiedades topologicas y la propiedad del punto fijo.|
|5.1. Espacios regulares y propiedad del punto fijo.| . . . . . ... ... ...
[b.2. Conexion y conexion local| . . . . .. ... ... oo oo
[5.3. Compacidad local y compactificacion por un punto| . . . . . . . . . ... ... ..

|5.4. Espacios separables y localmente separables| . . . . . . .. ... ...

[5.5. Propiedades de separacion y numerabilidad| . . . . . ... ... ... ... ...
[5.6. Propiedades de los Continuos de Peano|. . . . . .. ... ... ... ........
[5.7. Conexion, compacidad y la propiedad del punto fijo.| . . . . . . . ... ... ...

[ Bibliogratfial

15
16
18

23
26

29
29
32
34
36
38
40
42

51






Capitulo 1

Introduccion

Un espacio topolégico X tiene la propiedad del punto fijo si toda aplicacién continua f :
X — X tiene un punto fijo, es decir, un elemento p € X tal que f(p) = p.

La propiedad del punto fijo no es relevante solo desde un punto de vista tedrico, también
tiene aplicaciones en otras areas de las matematicas como en el andlisis. De hecho, los teoremas
de punto fijo son una herramienta para garantizar la existencia de soluciones de ecuaciones sin
la necesidad de conocer explicitamente la solucién. Por ejemplo, dado un sistema de ecuaciones,

gi(x1, ..., xn)

0
92(1, ey xn) =0

gn(x1, i) =0

con g; : R — R continuas, entonces garantizar que el sistema tenga solucién es lo mismo que
considerar h;(z) = g;(z)+z;coni=1,2,....ny z = (21,9, ...,Ty), y encontrar un subconjunto
X C R"™ que posea la propiedad del punto fijo con h definida en X y h(X) C X.

El objetivo de este trabajo es analizar qué propiedades topoldgicas debe verificar un espacio
para que tenga, o no, la propiedad del punto fijo. Para ello, veremos distintos resultados y
ejemplos a lo largo de la memoria, la cual se estructura de la siguiente manera:

Comenzaremos con un capitulo de preliminares. En este, definimos nociones béasicas sobre
espacios topoldgicos y espacios métricos y daremos algunas propiedades que se utilizaran a lo
largo del trabajo. Ademas, fijaremos la notacién que vamos a utilizar.

En el Capitulo [3] introduciremos la nocién de punto fijo. Veremos que es un invariante
topoldgico y que se conserva en los retractos. También presentaremos ejemplos cldsicos como
que el intervalo unidad [0, 1] posee esta propiedad o el Teorema del punto fijo de Brower el cual
asegura que el disco D? = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1} C R? posee la propiedad del punto
fijo. También se presentaran ejemplos de espacios que no poseen la propiedad, lo que nos hace
preguntarnos que propiedades debe verificar un espacio para que tenga la propiedad del punto
fijo. Al final del capitulo, se demostrara un resultado sobre retractos, que se utilizard para el
desarrollo del capitulo

En el Capitulo [4], se estudiaran construcciones de espacios topoldgicos que poseen la propie-
dad del punto fijo a partir de otros que también la poseen. Se veran teoremas sobre la existencia
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v unicidad del punto fijo en espacios métricos como el Teorema de Banach o una generalizacion
del mismo.

Los ejemplos vistos en el Capitulo |3 del disco y del intervalo unidad, son ambos ejemplos de
espacios conexos y compactos por lo que nos preguntamos si son dos propiedades topologicas
necesarias para que un espacio topologico verifique la propiedad del punto fijo. El objetivo del
Capitulo [5| era probar los resultados que relacionan la conexién y la compacidad y la propiedad
del punto fijo dados en el articulo [4]. Para ello hemos tenido que introducir diferentes propie-
dades topoldgicas como la regularidad, la compacidad local, compactificaciones, separabilidad y
hemos visto la relacion de algunas de ellas con la propiedad del punto fijo. En la iltima seccion
del trabajo se detallan los ejemplos que aparecen en dicho articulo.



Capitulo

Preliminares

En este primer capitulo se introducirdn los conceptos fundamentales de la topologia general y
la teoria de espacios métricos. Se presentaran definiciones y resultados necesarios para entender
el comportamiendo de los espacios en los que trabajaremos a lo largo de estamemoria. Ademaés,
fijaremos la notacién que vamos a usar a lo largo del trabajo.

La mayoria de los resultados presentados en este capitulo se han visto a lo largo del grado,
por ese motivo, no incluiremos sus demostraciones que se pueden encontrar en [9] o [13].

Comenzamos introduciendo la nocién de espacio métrico.

Definicién 2.0.1. Un espacio métrico es un par (X,d) donde X es un conjunto no vacio y
d: X x X — R es una aplicacion que satisface las siguientes condiciones:

1. d(x,y) > para todos z,y € X

w

. d

(

2. d(z,y) =0=2x=y
(x,y) =d(y,x) para todos x,y € X
(

4. d(xz,z) <d(x,y)+d(y,z) paratodos z,y,z € X
La aplicacién d se denomina métrica o distancia en X.

Si tenemos un subconjunto A C X, este subconjunto hereda la métrica de X de forma que
d|axA es una métrica para el conjunto A.

Definicién 2.0.2. Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto A C X estd acotado si existe
M > 0 tal que d(x,y) < M para cuales quiera z,y € A.

Ademsds si A es no vacio y esté acotado, se puede definir el didmetro de A de la siguiente
formas:

diam A = sup{d(z,y) : z,y € A}

Si tenemos un espacio métrico (X, d) tomando la siguiente métrica podemos hacer que el
diametro del espacio sea menor o igual que 1.

Definicién 2.0.3. Dado un espacio métrico (X, d), llamamos métrica acotada asociada a d

a la métrica dada por
d*(z,y) = min{d(z,y),1}  z,y€X

3
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Veremos que si estamos interesados en la topologia inducida por la métrica, las dos métricas
d y d* definen la misma topologia en X.

Definicién 2.0.4. Sean (X,d;) y (Y,d2) dos espacios métricos y f : (X,dx) — (Y,dy) una
aplicacién. La aplicacién f es continua en zy € X si para cada € > 0 existe § > 0 tal que

si di(zo,y) <6 entonces da(f(xo),f(y)) <e.

Definicion 2.0.5. Una topologia sobre un conjunto X es una coleccién 7 de subconjuntos de
X con las siguientes propiedades:

1. 0, X eT;
2. La unién de elementos de T pertenece a T;
3. La interseccién finita de elementos de 7 pertenece a 7.

Un espacio topolégico es un par (X,7) donde X es un conjunto y 7 es una topologia sobre
X.

A los elementos de una topologia 7 se le denominan abiertos y un subconjunto A de X se
dice que es cerrado si y solo si su complementario X\ A es abierto.

Veamos diferentes ejemplos de topologias las cuales utilizaremos mas adelante.
Dada una distancia d en un espacio X y dado € > 0, se define la bola abierta de radio € y
centro x como el siguiente conjunto:

B(z,e) ={y € X : d(x,y) < €}.

Y definimos la bola cerrada de radio € y centro z como el siguiente conjunto:

B(z,e) ={y € X : d(x,y) < €}.

Mediante estas bolas, podemos dotar a un espacio métrico de estructura de espacio topoldgico
con la siguiente topologia, denominada topologia inducida por la métrica d:

74 ={0}U{U C X : para cada x € U existe € > 0 tal que B(z,e) CU}

Dados dos elementos z,y € R", conn > 1y z = (x1,....,2,) € y = (Y1,,...,Yn), tomamos la
siguiente distancia llamada distancia euclidea:

Esta distancia induce una topologia en R™ llamada topologia usual. La denotaremos por 7,.

Definicién 2.0.6. Si (X, 7) es un espacio topolégico, se dice que X es un espacio metrizable
si existe una distancia d de forma que 7 = 74.



Dado un espacio métrico (X, d), la métrica acotada d*, y d son topolégicamente equivalentes,
es decir, general la misma topologia.

Ademss de la topologia usual en R, introducimos las siguientes topologias definidas en cual-
quier conjunto X las cuales utilizaremos en ejemplos posteriores:

La topologia cofinita se define de la siguiente forma:

Teof = {0} U{U C X : X\U es finito}

Recordamos que un conjunto A se dice que es numerable si existe una biyecciéon entre A y N.
La topologia conumerable es la siguiente:

Teonum = {0} U{U C X : X\U es finito o numerable}

La topologia discreta sobre un conjunto X es la topologia formada por P(X), es decir,
todos los subconjuntos de X son conjuntos abiertos.
En algunos casos, podremos comparar dos topologias sobre un mismo conjunto.

Definicién 2.0.7. Sean 7 y 7/ dos topologias para un conjunto X. Decimos que 7 es mas fina
que 7 si 7/ C 7.

Definicién 2.0.8. Sean (X, 7x) e (Y, 7y) dos espacios topolégicos y f : (X,7x) — (Y, 7y) una
aplicacién. Entonces f es una aplicaciéon continua si y solo si para cada conjunto abierto U
en Y, se tiene que f~1(U) es abierto en X.

Definicién 2.0.9. Sean (X, 7x) e (Y, 7y) dos espacios topolégicos y f : (X,7x) — (Y, 7y) una
aplicacién biyectiva. Si f y su inversa f~! : (Y, 7y) — (X,7x) son continuas, entonces se dice
que f es un homeomorfismo y se dice que (X, 7x) e (Y, 7y) son homeomorfos.

Ejemplo 2.0.10. Tomando el siguiente homeomorfismo

f:[0,1) — [0, 00)
1
14 22

T —

tenemos que los espacios [0,1) y [0,00) con la topologia inducida por (R, 7,) son homeomorfos.

Al igual que en un espacio métrico, un subespacio puede heredar una métrica, en un espacio
topoldgico, se puede inducir una topologia sobre un subespacio.

Definicién 2.0.11. Sean (X, 7) un espacio topolégico y A C X un subconjunto. La coleccién
Ta={UNA:Uc€r}
es una topologia para A denominada topologia de subespacio.

Una base para una topologia nos permite describir la topologia a partir de una subcoleccion
mas pequena de abiertos.
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Definicién 2.0.12. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Una base para la topologia 7 es una
colecciéon B C 7 de forma que todo abierto de 7 se puede escribir como unién de elementos de

B.

Por ejemplo dado un espacio métrico (X, d), la familia B = {B(x,¢) : 2 € X, € > 0} es una
base para (X, 74).
Las bases para una topologia se pueden caracterizar de la siguiente forma:

Lema 2.0.13. Sean (X,7) un espacio topoldgico y B C 7. La coleccion B es una base de la
topologia T para X si y solo si para todo abierto U € 7 y cada x € U, existe B € B de forma
que x € B CU.

El siguiente resultado nos da una forma de ver si una coleccién de subconjuntos de un
conjunto X, genera una topologia sobre X.

Teorema 2.0.14. Sea X un conjunto y B € P(X). Se tiene que B es una base para una topologia
en X siy solo st,

1. X — UBGBB.

2. Si B1,By € B yx € BN By, entonces existe By € B tal que x € By C By N Bo.

Definicion 2.0.15. Una subbase S para una topologia sobre X, es una coleccién de subcon-
juntos de X cuya unién es X.

La topologia que genera S es la coleccién 7 de todas las uniones e intersecciones de elementos
de §

Definicién 2.0.16. Sea (X, 7) un espacio topolégico y z € X. Un entorno de z es un conjunto
U C X tal que existe un abierto V con x € V C U.

La familia de todos los entornos de x € X se denomina sistema de entornos de = y la
denotamos por &,.

La definicién de entorno proporciona una manera alternativa de describir cudles son los
conjuntos abiertos en una topologia.

Lema 2.0.17. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Un conjunto U C X es abierto si y solo si U
es entorno de todos sus puntos, es decir si para todo x € U, existe un abierto V conxz € V C U.

De la misma manera que una topologia puede definirse a partir de una base de conjuntos
abiertos, tampoco es necesario especificar todos los entornos de un elementos x € X para definir
un sistema de entornos, basta con proporcionar una base de entornos.

Definicién 2.0.18. Sean (X, 7) un espacio topolégico y z € X. Una base de entornos en z
es una subcoleccién B, C &, de forma que cada U € &, contiene a un V € B,.
De esta forma el sistema de entornos &, queda determinado de la siguiente manera:

E={UCX:V CU paraalgin V € B,}

Los elementos de una base de entornos se denominan entornos basicos.



Dados dos espacios topoldgicos, existe una forma de definir una topologia sobre su producto
cartesiano de la siguiente forma:

Definicién 2.0.19. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) dos espacios topolégicos. Una base para la topologia
producto sobre X x Y estd dada por

B={UxV:Uerx yVern}

Hemos definido la topologia producto para el producto de dos espacios topoldgicos, veamos
que pasa si tenemos el producto de cualquier familia de espacios topoldgicos.

Definicién 2.0.20. Consideramos una familia de conjuntos {X;};cr. El producto cartesiano
de estos conjuntos se define de la siguiente forma:

HXi ={z:I— UXz : z(i) € X; paracada i€ I}
i€l iel

Como cada z € [[,c; X; es una aplicacién definida sobre el conjunto de indices, a (i) se le
denota por z;. En el espacio [],.; X; podemos tomar la proyeccién sobre la j-esima coordenada
7 ¢ [Lier Xi = Xj dada por mj(z) = x;. Ademas, dado un conjunto Y, si tenemos una familia
de aplicaciones f; : Y — X, entonces existe una aplicacién f : Y — [[..; X; con w0 f = f;
para cada i € 1.

En este espacio, consideramos la topologia de Tychonoff o topologia producto. Esta

el

es la topologia que toma como subbase la coleccién

U{Wfl(Ui) : U; es abierto en X;}
el

Luego los abiertos de una base para la topologia producto en [[;.; X; se pueden escribir como

' (Un) NN (Us,)

11

Las aplicaciones continuas en la topologia producto se pueden caracterizar de la siguiente
forma:

Teorema 2.0.21. Sea {(X;,7;)}ier una coleccion de espacios topoldgicos y consideramos su
producto [[;,c; Xi con la topologia producto. Entonces, una aplicacion f : Z — [[;c; Xi es
continua si y solo si, fy =m; o0 f: Z — X; es continua para todo i € I.

Ejemplo 2.0.22. Si consideramos X,, = R con la topologia usual con n € N. Denotamos
R“ = [],,ey Xn con la topologia producto.

Partiendo de un subconjunto A de un espacio topolégico X, podemos definir diversos sub-
conjuntos a partir del mismo.

Definicién 2.0.23. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X un subconjunto.

1. Llamamos interior de A a la unién de todos los conjuntos abiertos contenidos en A. Lo
denotamos por A.
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2. Llamamos adherencia o clausura de A a la interseccién de los cerrados que contienen a,

A.

A la clausura de un subconjunto A de un espacio topolégico la denotaremos de distintas
formas segun el contexto en el que estemos trabajando.

= Si no hay lugar a confusién, generalmente la denotaremos por A.

» Si deseamos especificar la topologia, la denotaremos por Cl,(A), siendo 7 la topologia con
la que estemos trabajando.

= Si deseamos especificar el espacio topoldgico en el que consideramos la adherencia, la
denotaremos por Clx(A) con X el espacio topolégico en el que estemos trabajando.

Dado un conjunto A con A= A, entonces A es abierto mientras que si A = A, el conjunto A
es cerrado. El siguiente resultado describe algunas propiedades relacionadas con la adherencia.

Lema 2.0.24. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X un subconjunto de X. Entonces se
tiene que:

1. x € A siy solo si todo abierto U que contiene a x interseca a A.

2. SiACY C X yenY consideramos la topologia de subespacio, tenemos que

Cly(A) =Y NClx(A).
Definicién 2.0.25. Sea (X, 7) un espacio topolégico y A un subconjunto de X, entonces se
tiene que:
1. El conjunto A es denso en X siy solosi A = X.

2. Llamamos frontera de A al conjunto

9A = AN (X\A)

3. Un punto = es un punto de acumulacién o punto limite de A si cada entorno de x
interseca a A en algin punto distinto de x. Es decir, x es un punto de acumulaciéon de A
si pertenece a A\{z}.

Al conjunto de puntos de acumulacién de un conjunto A lo denotamos por A’.

Una forma diferente de definir la clausura de un conjunto de la dada en la Definicién [2.0.23
es tomando A = AU A’

Observamos que un subespacio es cerrado si y solo si contiene a todos sus puntos de acumu-
lacién.

Definicién 2.0.26. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que una sucesion {z, },en de ele-
mentos de X converge a x € X si para cada entorno U de x, existe un entero N de forma que
xz, € U para todo n > N. A z lo llamamos punto limite de la sucesién.



Observamos que una sucesion {x, }nen converge a un punto x € X siy sélo si z es un punto
de acumulacién del conjunto A = {x,, : n € N}.

El punto limite de una sucesién no tiene por que ser tnico, lo que nos lleva a introducir la
siguiente propiedad:

Definicion 2.0.27. Un espacio topolégico X es Hausdorff si y solo si para cada par de puntos
z,y € X existen abiertos disjuntos U,V C X conz € UeyeV.

Lema 2.0.28. 5i X es un espacio Hausdorff, entonces una sucesion de puntos de X converge
a lo sumo a un punto de X.

Este resultado no se tiene porque cumplir si el espacio topoldgico X no es Hausdorft.

Tomamos en X = R la topologia cofinita 7., = {U C R : R\U es finito}. Veamos primero
que este espacio no es Hausdorff. Dados x,y € R, si existiesen dos abiertos disjuntos U y V con
x €U eyeV, tendrifamos que V C R\U, por lo que o V tendria que ser finito o U tendria que
ser finito, lo que es una contradiccién.

Sea ahora la sucesién {7, },cyy dada por x, = n para cada n € N. Tomamos z € R, y U
un entorno de . Como U € 7.f, tenemos que R\U es finito, luego a lo sumo puede contener
un numero finito de elementos de la sucesion {x, }nen, por lo que siempre podemos encontrar
N € N de forma que x,, € U para todo n > N.

Por tanto, la sucesién {x, }nen converge a todo x en R.

Un espacio métrico es Hausdorff ya que dados z,y € X tomando € = %d(:r, y), tenemos que
los conjuntos B(x,€) y B(y, €) son abiertos disjuntos que contienen a x y a y respectivamente.

El siguiente resultado muestra como se comportan las sucesiones cuando consideramos su
imagen por una aplicacién continua.

Teorema 2.0.29. Sean (X, 71), (Y,72) espacios topoldgicos y f : X — Y es una aplicacion
continua. Si{Tn}nen es una sucesion en X que converge a x € X, entonces { f(xy) }nen converge
a f(x) enY.

El reciproco de este Teorema no se cumple en general. Solo se cumple si los espacios X e YV
cumplen el Primer Axioma de Numerabilidad.

Definicién 2.0.30. Un espacio topoldgico (X, 7) cumple el Primer Axioma de Numerabi-
lidad si tiene una base de entornos numerable en cada uno de sus puntos.

Ejemplo 2.0.31. Todo espacio métrico (X, d) verifica el primer axioma de numerabilidad porque
para cada x € X, la familia {B(z, 1) : n € N} es una base de entornos en X.

Al considerar una aplicacién sobreyectiva entre espacios topoldgicos, se puede inducir una
estructura topolégica en el conjunto de llegada mediante la preimagen de los abiertos.

Definicién 2.0.32. Sean (X,7) un espacio topolédgico, ¥ un conjunto y p : X — Y una
aplicacién sobreyectiva. La coleccién

7, ={U CY :p ' (U)es abierto en X}

es una topologia en Y denominada topologia cociente inducida en Y por p.
Decimos que Y es un espacio cociente de X y p es una aplicacién cociente.
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Recordemos la nocién de conexiéon que serd una propiedad importante en los espacios que
verifican la propiedad del punto fijo.

Definicion 2.0.33. Un espacio topoldgico X se dice que es conexo si no existen dos abiertos
disjuntos no vacios A y B tales que X = AU B.

Observemos que un espacio topoldgico X es conexo si los inicos conjuntos que son abiertos
y cerrados al mismo tiempo son X y 0.

Proposicion 2.0.34. Sea X un espacio topoldgico. Si tenemos un conjunto U C X que es conexo
yU CV CU, entonces V es conexo. En particular tenemos que si U es conexo, entonces U es
conezxo.

Proposicion 2.0.35. La imagen de un conjunto conexo por una aplicacion continua es un
conjunto conexo.

Sobre la unién de espacios topolégicos conexos se tiene el siguiente resultado.
Proposicién 2.0.36. Sea (X, T) un espacio topoldgico.
1. Si X = Uie[ X; con cada X; conexo y ﬂie] X; # 0, entonces X es conexo.

2. 8i X = UneN X, con cada X, conexo y X,_1 N X, # 0 para todo n > 2, entonces X es
conezxo.

Como ejemplo que se usard en resultados posteriores, se tiene que el intervalo [0, 1], con la
topologia de subespacio de (R, 7,) es conexo.

Recordamos ahora la nocién de compacidad, que al igual que la conexién, serd una propiedad
fundamental en el desarrollo de este trabajo.

Definicién 2.0.37. Un recubrimiento de un espacio X es una coleccién {U;};c; de subcon-
juntos de X tal que X = J;c; Us.

Si los conjuntos {U;};cr son abiertos en X, entonces se dice que es un recubrimiento
abierto de X.

Un subrecubrimiento de un recubrimiento {U; };cs es una subcoleccién {U;} ey con J C I
que a su vez es un recubrimiento.

Definicién 2.0.38. Un espacio topoldgico (X, 7) es compacto si todo recubrimiento abierto
de X admite un subrecubrimiento finito.
Un conjunto A C X se dice que es compacto si el espacio (A, 74) es compacto.

Podemos caracterizar si un subespacio de un espacio topolégico es compacto de la siguiente
forma:s:

Lema 2.0.39. Un subespacio topoldgico (A,T4) de un espacio topoldgico (X,T) es compacto si
y solo si dada una coleccion de abiertos {U,;}icr, con U; € T y A C UierU;, entonces existe un
numero finito de abiertos Uy, ...,U;, de forma que A CU;; U...UU;,.

Las siguientes son algunas propiedades sobre la compacidad.

Teorema 2.0.40. Dado (X, T) un espacio topolégico, entonces se tiene que:
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1. Los subespacios cerrados de un espacio topoldgico compacto son compactos.

2. Los subespacios compactos de un espacio topolégico Hausdorff son cerrados.

3. La union finita de subespacios compactos es compacta.

4. La interseccion de conjuntos compactos en un espacio Hausdorff son compactos.

Veamos que la condicién de ser Hausdorff para que la interseccién de conjuntos compactos
sea compacta es necesaria. Este ejemplo se ha obtenido de [12].

Ejemplo 2.0.41. Sea R con la topologia 7 generada por la base B = {[a,00) : a € R}. El
espacio (R, 7) no es Hausdorff.

Consideramos el conjunto A = {—1} U (0,1) que es compacto en este espacio, ya que dado
un recubrimiento abierto {U;}icr, para algin ig € I se tiene que —1 € U;, para algin ig € I,
luego existe [a;,,00) C Uj,. Por lo tanto, A C U;, y obtenemos que A es compacto.

Consideramos ahora el conjunto B = {—2}U(1,0). Utilizando el mismo argumento que antes,
el conjunto B es compacto.

El conjunto ANB = (0, 1) no es compacto ya que el recubrimiento {[1, 00) : n € N} no admite
un subrecubrimiento finito. La unién de cualquier subrecubrimiento finito sera un conjunto de
la forma [1, 00) que no contiene al conjunto (0,1).

Proposicién 2.0.42. Sea (X,d) un espacio métrico. Si A C X es compacto, entonces A es
cerrado y acotado.

Definicion 2.0.43. Un espacio topologico X es separable si y solo si X tiene un subconjunto
numerable que es denso en X.

Por ejemplo, tomando (R, 7,), el conjunto @ es un subconjunto denso y numerable de R, por
lo que (R, 7,) es un espacio separable.

Lema 2.0.44. Si X es un espacio topdlogico separable, y A C X un abierto en X, entonces A
es separable.

Introducidas las nociones de conexién y compacidad, podemos introducir la nocién de conti-
nuo que describe espacios métricos donde ambas propiedades se combinan y que sera fundamental
en los resultados que se trataran posteriormente.

Definicion 2.0.45. Un continuo es un espacio métrico compacto y conexo con mas de un
punto. Un subconjunto de un continuo X que sea conexo y cerrado es un subcontinuo de X.

Por ejemplo, el intervalo [0, 1] con la topologia de subespacio de (R, 7,,) verifica las condiciones
de espacio continuo.

2.1. Grupo fundamental

Este apartado aborda el estudio del grupo fundamental, una herramienta que permite clasifi-
car espacios topoldgicos en términos de sus lazos y caminos. Se definen formalmente los caminos,
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lazos, la homotopia de caminos y la operacion de concatenacion, lo que conduce a la construc-
cién del grupo fundamental 71 (X, xg). Asimismo, se introduce la nocién de espacio simplemente
conexo y los homomorfismos inducidos por aplicaciones continuas.

A lo largo de la memoria denotaremos I = [0, 1] con la topologia de subespacio de (R, 7).

Definicion 2.1.1. Un camino en un espacio topoldgico es una aplicacion continua v : [ — X
donde v(0) y (1) son el origen y el extremo del camino respectivamente. Si v(0) = (1) = o,
el camino es un lazo con base en zg € X.

Definicion 2.1.2. Un espacio topolégico X es conexo por caminos si dados x,y € X, existe
un camino en X que une x e y.

Lema 2.1.3. Un espacio conexo por caminos es conexo.

Dados dos caminos 7,9 : I — X en X . Si tenemos que (1) = §(0), podemos obtener
un nuevo camino producto o concatenacién de los caminos v y ¢, recorriendo primero v y
depués 9, que se define como:

7*5(t):{ v(2t) site [(3,;1],
2

Observemos que la aplicacién v % : I — X es continua.
A continuacién introducimos la nocién de caminos homdétopos que va a permitir definir el
grupo fundamental de un espacio topolédgico.

Definicion 2.1.4. Sean «, 6 : I — X dos caminos en un espacio topolégico X. Decimos que ~
y 0 son dos caminos hométopos relativamente a {0,1}, lo denotamos ~y ~0,1} 0, si existe
una aplicacién continua H : I x I — X tal que

H(s,0) = v(s), H(s,1) =4(s), Vs el,
H(0,t) = v(0) = 6(0), H(1,t) =~(1) = 4(1), Vtel.

A H se le denomina homotopia de caminos entre v y §. La relaciéon ~ define una relacién de
equivalencia en el conjunto de caminos de X.

Definicién 2.1.5. Dados un espacio topolégico X y zg € X, denotamos por (X, zp) al con-
junto de clases de equivalencia [y] definidas por la relacién de homotopia de lazos v con base en
i) de X.

Dados [v], [0] € m(X,xg), el producto definido por [y] - [§] = [y * 6] dota a m (X, x¢) de
estructura de grupo donde el elemento neutro [eg,], es el lazo constante con base en xg, y el
elemento inverso [y]™! de un lazo [y] es [y~!] donde y~1(t) = v(1 —t). El grupo 71(X,z) es el
grupo fundamental de X en zg

Si X es un espacio conexo por caminos, entonces los grupos fundamentales (X, xo) y
71 (X, x1) son isomorfos para cualquier par de puntos xg, x1 € X, por lo que (X, () no depende
de zg. En algunos casos, si el grupo fundamental de un espacio no depende del punto escogido,
lo denotaremos por 7 (X).
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Definicion 2.1.6. Sean 29 € X e yp € Y con X e Y espacios topoldgicos y f : X — Y una
aplicacién continua tal que f(xg) = yo. Entonces f induce un homomorfismo f, entre los
grupos fundamentales de forma que

fe (X, 20) = m1(Y, m0)
[o] — [f o]

Definicion 2.1.7. Sean X e Y dos espacios topolégicos, y dos aplicaciones continuas f,g : X —
Y . Decimos que f y g son homdtopas si existe una aplicacién continua H : X x I — Y tal
que:

H(z,0) = f(z) y H(z,1)=g(x) VeeX
A H le llamamos homotopia entre f y ¢g. Si g y f son hométopas lo denotamos como f ~ g.

Una vez definido el grupo fundamental, es posible caracterizar espacios cuya estructura de
lazos es trivial desde el punto de vista homotépico.

Definicion 2.1.8. Un espacio topoldgico es simplemente conexo si es conexo por caminos y
su grupo fundamental es el trivial.

Como ejemplo de un espacio simplemente conexo, podemos tomar D? = {(z,y) € R? :
22 + 9% < 1}, el disco en R2. Este espacio es conexo por caminos, ya que para cualquier par
de puntos en D? existe un camino contenido en el disco que los une. Ademas, cualquier lazo
con base en un punto de D? es hométopo al lazo constante. Por tanto, su grupo fundamental es
trivial y se concluye que D? es simplemente conexo.

A continuacién introduciremos la nocién de grado para aplicaciones continuas f : S' — S!,
que describe el "nimero de vueltas” que realiza un lazo de S' alrededor del origen.

Definicién 2.1.9. Dada una aplicacién continua f : S' — S', el grado de f se define como

deg f = f«(1)
donde f, es el homomorfismo inducido por f definido en la Definicién [2.1.6

Se tiene que m1(S') = Z, por lo que el homomorfismo f, : Z — Z queda determinado por
f+(1) = deg f.

Consideramos el lazo a : I — S! dado por «a(t) = €2™. Este lazo genera m1(S!) por lo que
determinar el grado de una aplicacién f se reduce a estudiar la imagen de la clase [«] por la
aplicacion fy, es decir fi([a]) = [f o a].

Ejemplo 2.1.10. Veamos los grados de algunas aplicaciones continuas sobre S!:
1. El grado de la aplicacién identidad Idg: es 1.

2. Una aplicacién constante en S, es decir, una aplicacién f : S — S tal que f(z) = c para
todo x € S!, tiene grado 0.

3. Al igual que la identidad, la aplicacién antipodal a : S' — S! dada por a(z) = —z tiene
grado 1.
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Tenemos la siguiente propiedad sobre el grado de una aplicacién.
Lema 2.1.11. Dos aplicaciones son homdtopas si y solo si tienen el mismo grado.

Recordemos también el siguiente resultado que caracteriza las aplicaciones de S! es un espacio
topoldgico X que son homotdpicamente nulas.

Proposicién 2.1.12. Sea h : S' — X wuna aplicacion continua. Las afirmaciones siquientes son
equivalentes:

1. La aplicacion h es homotopicamente nula, es decir, es homdtopa a una aplicacion cons-
tante.

2. La aplicacion h se extiende a una aplicacion continua k : D> — X.
3. La aplicacion hy : m(S',1) — 7(X, x0) es el homomorfismo trivial.

Como consecuencia de esta Proposicién, se puede ver que la aplicacién Idg: : S' — S' no es
homotoépicamente nula.



Capitulo 3

Propiedad del punto fijo

En este capitulo, introduciremos la nocién de la propiedad del punto fijo. Ademds veremos
dos ejemplos vistos en el grado de espacios que verifican esta propiedad.

Definicion 3.0.1. Se dice que un espacio topoldgico X tiene la propiedad del punto fijo, si
dada cualquier aplicacién continua f: X — X, existe un punto p € X tal que f(p) = p.
A p se le llama punto fijo de f. A la propiedad del punto fijo en ocasiones la denotaremos

por p.p.f..
Comenzamos viendo algunas propiedades.
Lema 3.0.2. La propiedad del punto fijo es un invariante topoldgico.

Demostracion. Sean X e Y dos espacids topologicos homeomorfos tal que X tiene la p.p.f.
Queremos ver que toda aplicacion continua f : Y — Y tiene al menos un punto fijo.

Como X e Y son homeomorfos, existe h : X — Y un homeomorfismo y podemos considerar
la aplicacién continua h™'o foh: X — X.

Como X tiene la p.p.f., existe z € X tal que h~!o foh(z) = x, luego tenemos que foh(x) =
h(z) por lo que h(x) es un punto fijo para f como queriamos ver. O

Definicion 3.0.3. Sean X un espacio topolégico y A C X un subespacio. Un aplicacién continua
r: X — Aesunaretraccién si roi = Idg donde i : A — X eslainclusiébn e Idyg : A — Aesla
aplicacién identidad. Si existe una retraccién de X en A decimos que A es un retracto de X.

Lema 3.0.4. St X tiene la p.p.f. € Y es un retracto de X, entonces Y tiene la p.p.f. .

Demostracion. Veamos que si f : Y — Y es una aplicacién continua, entonces f tiene al menos
un punto fijo.

Seanr : X — Y laretraccién de X en Y y consideramos la aplicacion de inclusién ¢ : Y — X.
Entonces la aplicacién i 0 for : X — X tiene un punto fijo por lo que existe x € X tal que
iofor(x)=uw.

Como i es la aplicacién inclusion, tenemos que f(r(x)) € Y, luego z € Y y como ’I“‘Y = Idy,
entonces r(z) = x. Obtenemos que f(x) = x y por tanto, concluimos que z es un punto fijo de
la aplicacion f. O

15
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3.1. Ejemplos de espacios con la propiedad del punto fijo

La propiedad del punto fijo no se cumple en todos los espacios, lo que plantea la pregunta
de qué caracteristicas son esenciales para su existencia.

Uno de los espacios més sencillos que posee la propiedad del punto fijo es el intervalo cerrado
y acotado [0, 1].

Lema 3.1.1. Toda aplicacion continua f : I — I tiene al menos un punto fijo.

Demostracion. Supongamos que existe una aplicacion continua f : I — I que no tiene ningin
punto fijo y definimos la aplicacién continua g : I — R dada por g(x) = f(z) — 2. Si f no
tuviese ningtin punto fijo, entonces 0 ¢ Im g. Se tendria que I = g~1((—00,0)) U g~ 1((0,0)).
Tenemos que 0 € g~ 1((0,00)) porque f(0) > 0,y 1 € g~ ((—o0,0)) porque f(1) < 0, Luego
I =g (~00,0)) Ug((0,00)) es la unién de dos abiertos disjuntos y no vacfos, por lo que T
no seria conexo. En consecuencia, la aplicacién f tiene que tener al menos un punto fijo. O

Otro resultado bien conocido es el teorema del punto fijo de Brower, el cual asegura que el
disco D? = {(x,y) € R : 22 + 3? < 1} con la topologfa de subespacio de (R?,7,) tiene la p.p.f.
Para demostrar este resultado, veamos primero que no puede existir una retraccién de D? en S'.
Para ello probamos primero el siguiente resultado sobre los homomorfismos inducidos entre los
grupos fundamentales.

Lema 3.1.2. Si existe una retraccion r : X — A , entonces el homomorfismo ry : 71 (X, ag) —
m1(A, ag) es sobreyectivo e iy : (A, ap) = m1(X, ap) es inyectivo con ag € A.

Demostracion. Como r es una retraccién, roi = Idy, coni : A — X lainclusion. Luego, (r0i), =
7 0 = (Ida)x = Idy (4,40)- De aqui obtenemos que i, es inyectiva y 7. es sobreyectiva. O

Como consecuencia del lema anterior obtenemos el siguiente resultado.
Corolario 3.1.3. No existe una retraccion de D? en S!.

Demostracién. Si existiese una retraccién r : D? — S!, dado by € S!, el homomorfismo
ix @ m1(SY bo) — m1(D?,bg) serfa inyectivo. Esto no es posible porque el grupo fundamental de
S! es Z mientras que como D? es el simplemente conexo, su grupo fundamental es el trivial. [J

Teorema 3.1.4. Toda aplicacion continua f : D*> — D? tiene al menos un punto fijo.

Demostracion. Sea f :D? — D? continua. Queremos ver que existe z € D? con f(r) = .
Supongamos que f(z) # x para todo x € D?, entonces, podemos definir la aplicacién r dada
por la interseccién de la semirrecta l¢(,, que empieza en f(z) y pasa por x con la circunferencia

St.

r:D? — St

T — lf(a:)oc nst

Esta aplicacién es continua y tenemos que 7 o4 = Idg1, luego tenemos una retracciéon de D?
en S'. Esto no puede ser por el Corolario por lo que f tiene que tener un punto fijo. [



3.1. EJEMPLOS DE ESPACIOS CON LA PROPIEDAD DEL PUNTO FIJO 17

I(z)

Figura 3.1: Ejemplos de imagenes de elementos de D? por la aplicacién .

Vamos a dar otra demostracién de este resultado utilizando la nocién del grado de una
aplicacién de S! en S! introducida en la Definicién m

Demostracién. Supongamos que existe una aplicacién continua f : D? — D? sin ningtin punto
fijo. En este caso podemos definir la siguiente aplicacién continua:

0 D? — St
fl@) -2
T @) =4l

Veamos que entonces las aplicaciones antipodal a y ¢|s1 son hométopas. Definimos la homo-
topia H : S' x I — S' dada por

t—z-(1—t
P C N )
lo(z) -t —z- (1 —t)|
En el caso de que el denominador no se anule, la aplicacién H es continua y verifica H (z,0) = —x

y H(z,1) = ¢|s1(z) para todo = € S'. Luego serfa la homotopia que buscamos.
El denominador se anula en el caso que t = 1/2. Si t = 1/2, el denominador solo se anularia

si:

De aqui obtenemos que
f@) =z +|f(z) — =)

Lo cual no puede ocurrir porque |[f(z)|]] < 1, ||| = 1 y como = # f(z), entonces
L+ [ f(2) ] > 1.

Luego hemos obtenido una homotopia entre la aplicacién antipodal a y ¢|si1. La aplicacién
¢ls1 se extiende al disco por lo que es homotdpicamente nula por la proposicén y por
tanto su grado es 0, mientras que el grado de a es 1. Luego por el Lema las aplicaciones a
y ¢|st no pueden ser hométopas y por tanto, la aplicacién f tiene que tener al menos un punto
fijo. O

Ambos ejemplos, son ejemplos de espacios continuos que verifican la p.p.f, ya que espacios
métricos conexos y compactos.

En el siguiente ejemplo, se ve como el espacio [0, c0) con la topologia de subespacio de (R, 7,)
no posee la p.p.f. En este caso, el espacio [0,00) es conexo pero no compacto.
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Ejemplo 3.1.5. Tomamos la aplicacién continua

f:[0,00) — [0, 00)
r—x+1

Esta aplicacién, no tiene ningin punto fijo, por lo que el espacio [0,00) con la topologia de
subespacio de (R, 7,) no tiene la p.p.f.

El ejemplo que acabamos de dar sera la base para la construccion de otros espacios sin la
p-p-f- que vamos a hacer en la siguiente seccién.

3.2. Construccion de espacios sin la propiedad del punto fijo.

En este apartado, veremos que si tenemos un subconjunto cerrado B de un espacio métrizable
X que es homeomorfo la semirecta [0, 00) de (R, 7,), entonces B es un retracto de X y por tanto,
X no tiene la p.p.f.

Como consecuencia, veremos que dado un arco L y un elemento p en L, entonces L\{p}
no posee la p.p.f. Este resultado lo utilizaremos posteriormente en el capitulo Para esta
demostracién, seguiremos la referencia [3].

En la seccién hemos introducido la nocién de camino. Un caso particular de caminos son
los arcos que vamos a definir a continuacién. Ademés, vamos a introducir la nocién de extension
de una aplicacién relativa a un conjunto.

Definicién 3.2.1. Un camino v : I — X se dice que es un arco si v : I — ~(I) es un
homeomorfismo. Si v(0) = 1 y (1) = 22, decimos que v es un arco que une z; con xra y que
T1 y x2 son los extremos del arco.

Definicion 3.2.2. Un espacio topolégico X es conexo por arcos si dados z,y € X, existe un
arco que une r con .

En algunas ocasiones para simplificar la notacién, identificaremos un arco h : I — X con su
imagen h([).

Definicion 3.2.3. Sean X e Y dos espacios topoldégicos y P C X. Dados una aplicacién continua
¢ : P —Y ysubconjuntos Py C X con P C Py ACY conp(P)C A, decimos que la aplicacién
continua 1 : P, — Y es una extension de ¢ al conjunto P; relativa a A si se verifica:

1. ¥(P) C A.
2. Y(z) = ¢(x) para todo = € P.

El siguiente resultado nos muestra que si existe una extension de una aplicacién relativa a
un conjunto, entonces también existird una extension de esa aplicacién relativa a un retracto de
ese conjunto.

Lema 3.2.4. Sea ¢ : P — Y wuna aplicacion continua. Si existe una extension continua v : P| —
Y de ¢ relativa a un subconjunto A, entonces para cualquier retracto B C A con ¢(P) C B,
también existe una extension continua Ypg: P1 — Y de ¢ relativa a B.
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Demostracion. Como B es un retracto de A, existe una retraccion r : A — B. La aplicacién
ro : Pi — B estd bien definida, porque (P;) C A y es continua por ser composiciéon de
aplicaciones continuas.

Tenemos que ¥(P;) C A, entonces (r o ¢)(P;) C r(A) y como r(A) = B, se tiene que
(rov)(P) C B,

Por dltimo, dado = € P, como r|p = Idp y por hipétesis ¢(P) C B, por lo que r(¢(x)) =
r(e(x) = ¢().

Luego la aplicacion ¢p = r o1 es una extensién continua de ¢ relativa a B. O

La nocién de extensién continua relativa a un conjunto nos permite caracterizar los retractos
de un conjunto dado.

Proposicion 3.2.5. Un conjunto B C A es un retracto de A, si y solo si toda aplicacion
continua ¢ : B —'Y admite una extension continua a A relativa a ¢(B).

Demostracion. Si B es un retracto de A, entonces existe una retraccién r : A — B. Sea ahora la
aplicacién continua ¢ : B — Y y consideramos la composicién g or : A — Y, la cual esta bien
definida y es continua por ser composicién de aplicaciones continuas. Como r(A) = B, se tiene
que (por)(A) = ¢(B). Por ultimo, dado z € B, como r|g = Idp, se tiene que (por)(z) = ¢(x).
Luego ¢ or es una exstension continua de ¢ a A relativa a p(B).

Supongamos ahora que toda aplicaciéon continua ¢ : B — Y admite una extensién continua
P A = Y relativa a ¢(B). Tomando en particular ¢ = Idpg, la aplicacién Idp admite una
extensién continua ¢ : A — Y relativa a B. Tenemos que ¢|p = Idp y ¥(A) C ¢(B) = B.
Luego la aplicacién

r:A— B
s ()
es una retraccién de A en B. ]

Definiciéon 3.2.6. Se dice que espacio topolégico X es normal si dados A y B conjuntos
cerrados y disjuntos de X, entonces existen U y V abiertos disjuntos con AC Uy BCV.

Lema 3.2.7. Todo espacio métrico es normal.

Demostracion. Sea (X, d) un espacio métrico. Sean A y B subconjuntos cerrados y disjuntos en
X. Como X\B es abierto, y A C X\B, para cada a € A podemos elegir ¢, > 0 de forma que
B(a,e,)N B = (). Para cada b en B, elegimos ¢;, > 0 tal que B(b, &) N A = (). Entonces, tomamos

v-Usaym v-UBe3
acA beB

que son abiertos disjuntos que contienen a A y a B respectivamente. Los abiertos U y V son
disjuntos, ya que si existiese z € U NV, entonces

z € B(a,%)NB(b, %)
para algin a € Ay b € B. Luego tenemos que d(a, z) < & y d(b,z) < 2 y por tanto,

Ea t+ €p

d(a,b) <d(a,z)+d(b,z) < 5
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Suponiendo que g, < gy, se tiene que d(a,b) < e, y por tanto, a € B(b,¢&p), lo que es una
contradiccién, porque B(b,e,) N A = () para todo b € B. O

El siguiente resultado, conocido como el Terema de Tietze lo enunciamos con el fin de de-
mostrar el Lema Se puede encontrar su demostracién en 13, p. 103].

Teorema 3.2.8. (Teorema de Tietze) Sea X un espacio topoldgico. El espacio X es normal si
y solo si dado un subespacio cerrado A de X, y f : A — R una aplicacion continua, entonces
existe una extension de f a X.

Recordemos que R* denota el producto numerable de copias de R (ver ejemplo [2.0.22)).

Lema 3.2.9. Sea B un subconjunto cerrado de un espacio metrizable X. Para cada i € N,
sea fi : B — R una aplicacion continua y consideremos la aplicacion f : B — R dada por
mi o f(x) = fi(x). Si existe n € N tal que para cada i > n, la aplicacion f; = 0, entonces existe
una extension F: X — R¥ de f a X relativa a R™.

Demostracion. Por el Teorema de Tietze, cada aplicacion f; admite una extensiéon continua
ﬁ' : X — R. Como {0} es un retracto de R, por el Lema existe una extensién continua ;
de f; a X relativa a {0}, es decir, ¢; = 0 para i > n.

Entonces podemos considerar la aplicacién continua F' : X — R“ definida por F(z) =

{F;(x)}nen donde )
Yi(z) =0 sii>n.

que cumple lo que queremos.
Por lo tanto, podemos considerar la extensién F' de f como una aplicacién F : X — R™. [

Teorema 3.2.10. Sea B un conjunto cerrado de un espacio metrizable X. Si B es homeomorfo
a un retracto de R™, entonces B es un retracto de X.

Demostracion. Por hipdtesis existe un homeomorfismo h : B — By con B un retracto de R".
Podemos aplicar el Lema a la familia de aplicaciones {h;};eny con h; = mjohsii <ny
h; = 0si¢ > n donde m; : R® — R son las proyecciones sobre la coordenada i-esima. Luego,
tenemos una aplicacién continua H : X — R"™ que es una extensién de h.

Como h(B) = By, por el Lema existe una extensién H : X — B; de h. Consideremos
la aplicacién continua r : X — B definida por r(z) = h~'(H(x)). Si € B, tenemos que
r(x) = h=Y(h(z)) = x. Luego, r es una retraccién de X en B. O

Corolario 3.2.11. Sea L un arco contenido en un espacio topoldogico X, un elementop € L y
M C X un espacio metrizable tal que L\M = {p}. Entonces M no admite un punto fijo.

Demostracion. Sea L un arco, es decir, L es un espacio homeomorfo al intervalo [0,1]. Como
p € L, existe un arco A contenido en L que tiene p como uno de los extremos. Tenemos que A es
un conjunto cerrado en L (por ser homeomorfo a [0, 1]) y como L es cerrado en X, se tiene que A
es cerrado en X. Luego, AN M es un conjunto cerrado de M. Como L\M = LN (X\M) = {p},
por hipétesis {p} € A C L por lo que AN (X\M) = {p}, y tenemos que AN M = A\{p}.

Por otra parte, A\{p} es homeomorfo a [0,1), y por lo tanto, A\{p} es homeomorfo a la
semirecta [0,00) (ver ejemplo [2.0.10). Hemos visto en el ejemplo que la semirrecta [0, 00)
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no posee la p.p.f., y como por el Lema la p.p.f. es un invariante topoldgico, concluimos

que A\{p} no posee la p.p.f.
La semirrecta [0,00) es un retracto de R, para verlo basta considerar la aplicacién

r: R —1[0,00)

Entonces tenemos que A\{p} es un conjunto cerrado del espacio metrizable M y A\{p} es
homeomorfo a un retracto de R. Luego por el Teorema obtenemos que A\{p} es un
retracto de M.

Como A\{p} no tiene la p.p.f., entonces por el Lema el espacio M tampoco tiene la
p-p.f. O






Capitulo 4

Resultados sobre la propiedad del
punto fijo

En este capitulo, construiremos espacios topoldgicos que verifican la p.p.f. a partir de otros
que también la verifican.

Definicién 4.0.1. Sea {X,}aca una coleccién de espacios topolégicos. La unién disjunta de
estos espacios se define de la siguiente forma:

uXa:{(x,a):aeAyxeXa}
acA

Si el conjunto A es finito, la unién disjunta la denotamos como Xj LI ... LU X,,.

Para cada Xg € {Xqa}aca, se puede considerar la inclusién de Xg en la unién disjunta dada
por:

ig : Xg — | | Xa
acA
x — (z,0)

De esté forma, identificamos los elementos de Xg con ig(Xg). Se puede definir la topologfa en

| loca Xa de forma que U C | |, 4 X es abierto si y solo si igl(U) = XgNU es abierto en Xg

para todo 8 € A. Esta topologia se denomina topologia final asociada a las aplicaciones i,.
A partir de este espacio topoldgico, podemos definir uno nuevo de la siguiente forma:

Definicion 4.0.2. Sean X, Xo, ..., X, espacios topoldgicos y x; € X;. Definimos la unién por
un punto de estos espacios como el espacio cociente obtenido por X7 LI XsLl...l1UX, identificando
Tl ~ Ty~ ...~ T, con x; € X; y lo denotamos por X; VXV ..V X,.

En este espacio tomamos la topoldgia cociente definida en la Definicion [2.0.32]
Teorema 4.0.3 (|2]). Si X eY tienen la p.p.f., entonces X VY también.

Demostracion. Para simplificar la notacion, supondremos que los espacios X e Y son disjuntos.
De esta forma, las aplicaciones inclusién de los espacios X e Y en su unién disjunta son las

23
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siguientes:

ix: X — XUY iy Y — X UY,
T—x Y —> .

Tomamos la siguiente topologia en el espacio X LI'Y: Un conjunto U C X LY es abierto en
XUY siysolosi X NU y Y NU son abiertos en los espacios X e Y respectivamente.

La unién por un punto de los espacios X e Y la obtenemos mediante la aplicacién cociente
m: XUY — X VY que identifica los puntos z¢g € X e yp € Y de forma que 7w (zg) = 7(yo) = p.
Six € X con x # g, entonces w(x) =z y siy €Y con y # yo, entonces w(y) = y.

Sea f: X VY — X VY una aplicacién continua. Tenemos el siguiente diagrama:

Xy ~ Xy

X\/YT>X\/Y

Veamos que f tiene al menos un punto fijo.

Si f(p) = p, entonces el punto p es un punto fijo para f.

Si f(p) # p, podemos suponer sin perdida de generalidad que f(p) € (X \{zo}). Definimos
la aplicacion g : X — X dada por:

o(z) = {:Uo si f(m(z)) € n(Y)
(moix) ' (f(n(z))) si f(n(z)) € n(X)

La aplicacién g estd bien definida ya que si f(7(z)) = p € 7(X) N7 (Y), entonces

(moix)H(f(n(2))) = (moix) ™ (p) = ix' ({zo} U {yo}) = zo

Veamos que g es una aplicacién continua. Tomamos un abierto U de X.
Si zg ¢ U, entonces

g7 (U) = e € X : (moix) " (f(n())) € U}
— {2 € X : f(n(x)) € moin(U)}
= (fom) M(xoix(U)).

Si f(m(x)) = p, entonces (ix om) 1 (f(n(x))) = ¢ pero como xg ¢ U, se tiene que 7(ix (U) = U
y por lo tanto g H(U) ={x € X : f(z) e U} =n Lo f7L(U).

Veamos primero que si U es abierto en X y z¢ ¢ U, entonces U es abierto en X VY. Como
en X VY tenemos la topologia cociente inducida por 7, si 7~ }(U) = U es abierto en X LIY,
el conjunto U es abierto en X VY. Como en X UY tenemos la topologia final asociada a las
aplicaciones ix e iy, el conjunto U es abierto en X LY si i;(l(U) =UNX = U es abierto en X
e i;l(U ) =UNY =0 es abierto en Y. Esto ultimo se cumple, por lo que si U es abierto en X
con xg ¢ U, entonces U es abierto en X VY.
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Como moix(U) = U es abierto en X VY y f es continua, se tiene que f~1(U) es abierto en
X VY, luego g1 (U) = (f o) H(moix(U)) es abierto en X.
Si se tiene que xg € U, con U un abierto de X, entonces

g7 (U) = {r € X : f(n(2)) € 7(Y)} Uz € X : (moix) " (f(m(x)) € U}
— (fomoix)  (x(Y) U (moix)(U))

El conjunto m(Y) U (7 oix)(U) es abierto en X VY si 7 H(m(Y)U (7 oix)(U)) es abierto en
XuY.

Como g, yo € UUY, se tiene que 7~} (r(UUY)) = UUY. Por tanto, como U UY es abierto
en X UY siiy (UUY)=Uy iy (UUY) =Y son abiertos en X e Y respectivamente, lo cual
se verifica, el conjunto 7(Y) U (moix)(U) es abierto en X VY.

Como fomoiy es continua, el conjunto (f owoix) '(m(UUY)) es abierto en X.

Hemos visto que la aplicacién g es continua, por hipdtesis el espacio X tiene la p.p.f. y por
tanto, ¢ tiene al menos un punto fijo en X.

Si g(wg) = w0, como f(p) € 7(X), tenemos que g(zp) = (7 oix) *(f(p)) = zo, lo cual solo
ocurre si f(p) = p, luego p seria un punto fijo para la aplicacién f.

Si g(x) = x con x # w0, entonces g(x) = (moix) " (f(z)) = f(z) = = y concluimos que la
aplicacién f tiene al menos un punto fijox € X VY.

O

A partir de este teorema, podemos ver como por ejemplo I V I tiene la p.p.f.
Ejemplo 4.0.4. Tomamos I con la topologia de subespacio de (R, 7,) y tomamos
Xo =1 x{0} X1 =1x{1}
La unién disjunta de I con él mismo es el espacio

Tul=XoUX,

(0,1) X, (1,1)

(0,0) Xo (1,0)
Figura 4.1: TU T

En este espacio, identificamos los puntos (0,0) ~ (0,1) y obtenemos I V I.
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(1,1)

X1

* X, T (1,0)

Figura 4.2: IV 1

Por el Teorema como I con la topologia de subespacio de (R, 7,,) tiene la p.p.f., se tiene
que I V I también tiene la p.p.f.

4.1. La propiedad del punto fijo en espacios métricos

En este apartado exploraremos cémo la estructura métrica de un espacio puede influir en
la existencia y unicidad de puntos fijos. Introduciremos conceptos como la completitud y las
aplicaciones contractivas, y mostraremos resultados como el Teorema del Punto Fijo de Banach,
que garantizan condiciones bajo las cuales un espacio métrico tiene la p.p.f.

Definicién 4.1.1. Sean (X,d;) e (Y,d2) dos espacios métricos y f : (X,d1) — (Y,d2) una
aplicacién. Se dice que f es una aplicacién contractiva o una contraccion, si existe r € (0, 1)
tal que

do(f(x), f(y)) < rdi(z,y) paratodos z,y € X.

Al valor r se le denomina constante de contraccién.

Observamos que si f es una contraccién, entonces es una aplicaciéon continua. Dados € > 0
y 2o € X si d(zo,y) < 6 entonces da(f(x0), f(y)) < rd(xo,y) < ré tomando § = £ se cumple la
Definicién 2.0.41

Recordamos la definicién de sucesién de Cauchy en un espacio métrico.
Definicién 4.1.2. Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesién {z, }nen de elementos de X se

dice que es una sucesién de Cauchy en (X, d) si se cumple que dado € > 0, existe un entero
N tal que

d(zp,xm) < € para todo n,m > N.
Un espacio métrico (X, d) es completo si toda sucesiéon de Cauchy de X es convergente en X.

Un resultado clasico de teoremas de punto dijo es el Teorema de Banach que vamos a de-
mostrar a continuacion.

Teorema 4.1.3 (Teorema del punto fijo de Banach). Sean (X, d) un espacio métrico completo

y f: X — X una aplicacion contractiva. Entonces [ es continua y tiene un dnico punto fijo en
X.
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Demostracion. Ya hemos visto que f es continua, veamos ahora que tiene un tinico punto fijo.

Sea r la constante de contraccién de f y zp € X. Veamos que la sucesién {x, }nen donde
xn = f™(xg) es de Cauchy, siendo f™ la aplicacién que obtenemos componiendo n veces la
aplicacién f. Tenemos que:

d(xp, nt1) = d(f(zn-1), f(xn)) < rd(xn-1,25) < r"d(z0, 21).

Para cuales quiera n,m € N con m = n + ¢ para ¢ > 0, por la desigualdad anterior se tiene que

i—1 i—1 i1 "
d(Zp, Trm) < d(Tptjs Tngjrr) < rnﬂd(xg,xl) = r"d(xg,x1) ZT] < 1= Td(ﬂfo,ﬂfl)
=0 =0 =0

Como r < 1, la sucesién {f™(zg)}nen es una sucesiéon de Cauchy.

Como el espacio métrico X es completo, la sucesion { f™(xz¢) }nen converge a un punto x € X.
Veamos que z es un punto fijo de f. Como {z,}nen converge a z y f es continua, la sucesién
f(wo) = f(x,_1) converge a f(z). Tenemos que f(x,) = f"(x0) = zn11, luego {f(zn) neny =
{Zn+1}nen. Por la unicidad del limite en un espacio métrico, concluimos que f(z) = x. Luego z
es un punto fijo de f.

Veamos que el punto fijo es tnico.

Supongamos que existe otro punto y € X con f(y) = y, entonces tenemos que

d(z,y) = d(f(z), f(y)) < rd(z,y)

Lo cual implica que
(1 —=r)d(z,y) <0

luego d(z,y) = 0 y por las propiedades de los espacios métricos (Ver Definicién [2.0.1]) obtenemos
que Tz =y. O

Recordemos la definicién de subsucesién:

Definicién 4.1.4. Sean {z,}nen una sucesién de elementos de un espacio métrico (X,d) y
ny < ng < ... < n; < ... una sucesion creciente de enteros positivos. Entonces la sucesion {y; }ien
con y; = T, es una subsucesién de {z, },en.

Lema 4.1.5. Dados un espacio métrico (X,d) y una sucesion de Cauchy {xy}nen, si la suce-
sidn contiene una subsucesion {Tn, }ien € {Zn}nen convergente, entonces la sucesion {Tp}nen
converge.

Demostracion. Como la sucesién {x, }nen es de Cauchy, dado € > 0 existe un entero N tal que
d(zp,xm) < € paratodos n,m > N

Como la subsucesién {x,, };cn es convergente a un punto x € X, para todo € > 0, existe un
entero M tal que
d(xz,xn,) <€ paratodo n; > M con i€ N.

Sea n > méax(N, M), entonces tomando n; > max{N, M}, tenemos
d(z,xy) < d(z,xp,) + d(Tn,, Tn) < 2€

Luego la sucesién {z, }nen es convergente. O
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Proposicién 4.1.6 ([6]). Sean X un espacio métrico y S un subconjunto cerrado y no vacio de
X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. X es completo.
2. Si f: 5 — S es una contraccion, entonces f tiene un punto fijo.

Demostracion. En primer lugar supongamos que X es completo, y veamos que toda contraccién
f S — S tiene que tener un punto fijo.

Como S es un subconjunto de X toda sucesién de Cauchy de S es también una sucesion de
Cauchy en X y por tanto, como X es completo, la sucesiéon converge en X. Como S es cerrado,
el limite de la sucesién estd en S, por lo que toda sucesién de Cauchy en S converge en S.

Luego S es completo y por el Teorema f tiene un punto fijo.

Para ver que la segunda afirmacién implica la primera, supongamos que X no es completo,
luego existe una sucesién de Cauchy {x,, }nen en X que no es convergente en X. Como {xy, }nen
es de Cauchy y no es convergente, no puede contener ninguna subsucesién convergente. Luego
la sucesién {z,, },en tiene infinitos elementos y son todos distintos.

Fijamos r € (0,1) y definimos la aplicacién [ : X — R dada por:

l(x) = inf{d(z, zy) : * # xp,n € N}

para cada x € X.

Definimos otra aplicacién o : N — N, con ¢(0) = 0 y sucesivamente, tomamos o(n) de forma
que d(z;,7;) < rl(25(n—1)) para todos i,j > o(n) y o(n —1) < o(n). Como {x,}nen es de
Cauchy, siempre podemos encontrar o(n) que cumpla esas propiedades.

Veamos que S = {Z,(,) : 7 € N} es un conjunto cerrado. Si existe = € Sy x ¢S, entonces
z es un punto de acumulacién de S, es decir = es limite de la subsucesion {IL‘U(n)}nEN. Pero la
sucesion {xa(n)}neN no puede ser convergente porque sino lo seria la sucesién {zy }nen por el
Lema luego S = S y por tanto es cerrado.

La aplicacién f : S — S tal que f(Zy(n)) = To(nt1) € una aplicacion contractiva. Hemos
fijado r € (0,1), y tomando m > n, tenemos que

d(f(xa(n))7 f(xa(m))) = d(xo'(nJrl)? xa(m+1)) <r- l(xa(n)) <r: d(xg(n% xa(m))

La aplicacién f no tiene puntos fijos ya que o(n) < o(n+1) y los términos de S son distintos.
Por tanto, hemos construido un subconjunto S C X que es cerrado y no vacio, junto con
una aplicacién contractiva f : S — S que no tiene punto fijo. Esto contradice la hipétesis de que

toda contraccién en un subconjunto cerrado y no vacio de X tiene un punto fijo.
O



Capitulo 5

Propiedades topoldégicas y la
propiedad del punto fijo.

En este apartado se estudiard la relacién existente entre la propiedad del punto fijo y dife-
rentes propiedades topoldgicas. Concretamente, se analizardn las condiciones bajo las cuales un
espacio topoldgico que posee la p.p.f. es compacto.

Se seguiran principalmente las referencias [4],[9], [13] y [7].

5.1. Espacios regulares y propiedad del punto fijo.

En esta seccién vamos a construir un ejemplo de un espacio Hausdorff y no compacto que
verifica la p.p.f. Para ello veremos como a partir de un espacio topolégico regular con la propiedad
del punto fijo, podemos construir otros espacios topolégicos que verifican la p.p.f.

Definicion 5.1.1. Un espacio topolégico X es regular si y solo si dados A un conjunto cerrado
y x ¢ A, existen abiertos disjuntos U,V C X conz € Vy ACU

Proposicién 5.1.2. Si (X, 7) es un espacio topoldgico Hausdorff y compacto, entonces es re-
gular.

Demostracion. Sean zp € X y un conjunto cerrado A C X con zy ¢ A. Como X es Haus-
dorff, para cada a € A podemos encontrar abiertos disjuntos U, y V, que contienen a a y a x
respectivamente. Como X es compacto y A es un conjunto cerrado de X, entonces A es com-
pacto, y como A C (J,c4 U, existe un nimero finito de conjuntos Uy, ..., U,, de forma que
A CU, U...UU,,. Luego tenemos que U = Uy, U...UU,, y V =V, N...NV,, son abiertos
disjuntos, ya que cada U,, y V,, son disjuntos y ademas contienen a A y a xg respectivamente,
luego X es regular. O

Proposicién 5.1.3. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. X es regular.

2. Si U es abierto en X con x € U entonces existe un abierto V con x € V tal que V. C U.

29
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3. Cada x € X tiene una base de entornos de conjuntos cerrados.

Demostracion. Veamos en primer lugar que la primera afirmacién implica la segunda. Supon-
gamos que X es un espacio regular, y sea U un abierto en X con x € U. Entonces X\U es un
conjunto cerrado en X con x ¢ X\U. Como X es regular, podemos encontrar dos abiertos V'
y W disjuntos con x € V' 'y X\U C W. Como W es abierto, el conjunto X\W es cerrado y
X\W C U. Los conjuntos V' y W son disjuntos, por lo que V. C X\W C U, y como X\W es
cerrado, se tiene que V. C X\W C U.

Veamos ahora que la segunda afirmacién implica la tercera. Si se cumple la segunda afir-
macién, cada conjunto abierto U que contiene a x contiene a un entorno cerrado de x y por la
Definicién tenemos una base de entornos cerrados de .

Para ver que la ultima afirmaciéon implica la primera, supongamos que cada z € X tiene
una base de entornos formada por conjuntos cerrados. Sea A un conjunto cerrado de X que no
contiene a z. El conjunto X\ A es abierto en X y contiene a = por lo que es un entorno de z.
Como existe una base de entornos de conjuntos cerrados, existe un entorno cerrado B de x con
x € BC X\A. Como B es entorno de z, existe un abierto V' con x € V' C B por lo que z € B.
Los conjuntos B y X\ B son abiertos disjuntos que contienen a x y a A respectivamente. Luego
X es un espacio regular. O

Fl siguiente resultado nos muestra que si partimos de un espacio regular con la p.p.f. y
refinamos su topologia sin cambiar las clausuras de los abiertos, la p.p.f. se conserva en la nueva
topologia.

Teorema 5.1.4. ([4]) Sea X un conjunto y T, u dos topologias definidas sobre X . Supongamos
que el espacio topoldgico (X, T) es un espacio regular con la p.p.f.

Si la topologia p es mas fina que T y para cada abierto U € 7 se verifica que Cl.(U) = Cl,(U)
entonces (X, u) también tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Sea f : (X,u) — (X, u) una aplicacién continua. Veamos que f también es
continua si la consideramos como f : (X,7) — (X, 7) y por tanto, f tiene un punto fijo.

Sean p € X y U abierto en (X, 7) con f(p) € U. Dado que (X, 7) es un espacio regular, por
el Teorema existe V abierto en (X, 7) con f(p) € V C Cl (V) C U. Como V es abierto
n (X,7), se tiene que CL(V)=Cl,(V)=V.

Sea D = f~1(V), como V es abierto en (X, 7), el conjunto V también es abierto en (X, )
y f es continua en (X, ), luego el conjunto D es abierto en (X, pu) y ademds p € D. Como
D es abierto en (X, u), se tiene que Cl (D) = Cl,(D) = D. Esto implica que el conjunto
X\D es abierto en ambas topologias. Como X\D es abierto en (X, u), entonces Cl,.(X\D) =
Cl,(X\D) = X\D y por tanto, el conjunto X\X\ﬁ es un conjunto abierto en ambas topologias.

Como V C U, tenemos que f~1(V) C f~1(U). La aplicacién f : (X, u) — (X, i) es continua,
por lo que f~ (7) es un conjunto cerrado en (X ). Luego como f~Y(V) C f~YV)y fHV)
es cerrado, obtenemos que D = (f~1(V)) C f~1(V) C f~1(U).

Por otro lado, , si existe z € X\(X\D) y x ¢ D, entonces € X\D, y tenemos que x € X\D
lo que contradice que x € X\(X\D) luego tenemos que X\ (X\D) C D.

Ademss, veamos que p € X\(X\D). Como p € D C D, se tiene que X\D 2 X\D. El
conjunto X\ D es cerrado en (X, ) y X\D es abierto en (X, 1) y (X, 7) por lo que X\D D X\D,
luego D C X\ (X\D).
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De esta forma obtenemos que

peX\X\DCD=fYV)C [ HV)C )
Luego f~1(U) es abierto en (X, 7), por tanto f es continua en (X, 7) y tiene un punto fijo.
O

El teorema anterior nos permite dar un ejemplo de un espacio Hausdorff no compacto que
tiene la propiedad del punto fijo.

Ejemplo 5.1.5. Tomamos como espacio topolégico el intervalo unidad I, con la topologia de
subespacio de (R, 7).
Como hemos visto en la Seccion el intervalo unidad tiene la propiedad del punto fijo en
la topologia usual y es un espacio compacto y Hausdorff, por lo que es un espacio regular.
Veamos que la siguiente base genera una topologia 7 sobre I:

B={SCI:S=U\B conU €T, y B es numerable o finito}

Considerando 7, la topologia usual en I inducida por (R, 7). Como I € 7, y () es finito, se da
la primera condicién del Teorema [2.0.14] Veamos que se cumple la segunda. Dados S1, 52 € By
x € 51N S9, entonces existen Uy, Uy € 7, y B1, By finitos o numerables tal que = € U;\ By = Si.
Tomando S3 = (U; NUz)\(B1 U Ba), se tiene que z € S3 C S; N S por lo que B genera una
topologia sobre 1.

De la definicién se tiene que 7 es mas fina que 7.

Sea S C I un abierto en 7, y queremos ver que Cl.(S) = Cl., (S). Como 7, C 7, tenemos
que si un conjunto es cerrado en 7,, su complementario es abierto en 7,, por tanto sera abierto
en 7 y su complementario cerrado en 7. Luego los cerrados en 7, son cerrados en 7. Como la
clausura de S es la interseccién de los cerrados que lo contienen, Cl,(S) C Cl,,(95).

Veamos la otra contencién. Sea p un punto de acumulacién de S en 7,. Sea S; = U\B un
abierto de la base en 7, con p € S1 y con U € 7, y B un subconjunto numerable o finito de I y
veamos que S7 interseca a S.

Como p € 51, tenemos que p € U y como U es un abierto de la topologia usual, tenemos
que U NS es no vacio. Como U NS es una intersecciéon no vacia de dos abiertos de la topologia
usual, la interseccién es un abierto de la topologia usual, por lo que se intersecan en un conjunto
no numerable de puntos.

Luego (U\B) N S # 0, luego el punto p también es punto de acumulacién de S en 7 y por
tanto, tenemos que Cl,(S) = Cl.,(S5).

Por el Teorema el intervalo unidad con la topologia 7 tiene la p.p.f. pero con esta
topologia, el intervalo unidad no es un conjunto compacto, ya que tomando los siguientes abiertos

U, = <[0,1]\{ni1:neN}>U{nil}

el recubrimiento I = J,,cyy Un no admite un subrecubrimiento finito.
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5.2. Conexioén y conexion local

En esta seccién probaremos un lema sobre las componentes conexas de un conjunto que
sera necesario mas adelante. Para la prueba de este resultado necesitamos introducir algunas
nociones como la conexién local y la compacidad por punto limite.

Definicion 5.2.1. Sea X un espacio topolégico. El espacio X es localmente conexo en x € X
si para cada entorno U de z, existe un entorno conexo V' de x contenido en U.
Si X es localmente conexo en cada uno de sus puntos, entonces X es localmente conexo.

Definicién 5.2.2. Sean X un espacio topoldgico y x € X. Se llama componente conexa de
x al mayor subconjunto conexo de X que contiene a x. La denotamos por C,.
Siz,y € X con z # y, tenemos que o bien C; = Cy o bien C, N Cy = 0.

Notemos que las componentes conexas de un espacio topolégico X son conjuntos cerrados,
ya que si U C X es conexo, entonces U también.

El siguiente resultado caracteriza la conexion local de un espacio topoldgico a través de las
componenetes conexas de los conjuntos abiertos.

Proposicion 5.2.3. Sea X un espacio topolégico. Entonces X es localmente conexo si y solo si
las componentes conexas de los conjuntos abiertos son conjuntos abiertos.

Demostracion. En primer lugar, supongamos que X es localmente conexo. Sea U un abierto de
X. Dado z € U y Cx(U) la componente conexa de U que contiene a . Como X es localmente
conexo, y U es entorno de z, entonces existe un entorno conexo V con x € V C U y como V es
conexo, necesariamente V' C C,(U) =, luego C(U) es abierto.

Ahora supongamos que cada componente conexa de cada abierto de X es un conjunto abierto.
Luego si U es un entorno abierto de x € X, entonces la componente conexa C,(U) de U que
contiene a x es un entorno abierto de x contenido en U, luego X es localmente conexo.

O

Definicion 5.2.4. Un espacio topoldgico X se dice que es compacto por punto limite si
cada subconjunto infinito de X tiene un punto limite.

Proposicion 5.2.5. Si un espacio topdlogico es compacto, entonces es compacto por punto
limite.

Demostracion. Sea X un espacio topoldgico y A C X un subconjunto infinito. Veamos que si A
no tiene ningtin punto limite entonces tendria que ser finito.

Si A no tiene puntos de acumulacién, entonces A’ = ) y tenemos que A = A por lo que A es
cerrado. Como A es cerrado, para cada a € A podemos elegir un entorno U, de a de forma que
solo interseca a A en a, ya que si este entorno no existiese, a seria un punto de acumulacién de
A. El espacio X lo podemos escribir como la unién de los siguientes conjuntos abiertos

X = (U Ua> U (X\A)
acA
Al ser X compacto, todo recubrimiento abierto admite un subrecubrimiento finito y como
(X\A)N A = 0 y cada U, contiene a un tnico elemento de A, el conjunto A tiene que ser
finito.
O
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El reciproco de este resultado no se cumple si el espacio no es métrico. Veamos un contra-
ejemplo.

Ejemplo 5.2.6. Sea Y = {zg,x1} con la topologia 7 = {0, Y}, llamada la topologfa trivial.
Tomamos en N la topologia discreta y en X = N x Y la topologia producto.

Veamos que X es compacto por punto limite. Sea A C X infinito y ng € N tal que ({no} x
Y)N A # (. Sin perdida de generalidad supongamos que (ng,xo) € A. Todo entorno V de
(no, o) en la topologia producto contiene a U = {(ng, o), (no, z1)}. Entonces (no,z1) es punto
de acumulacién de A, ya que (U\{(ng,x1)})NA # ), por lo que X es compacto por punto limite.

El espacio X no es compacto, ya que tomando el recubrimiento formado por los abiertos
U, = {n} x Y, no admite un subrecubrimiento finito.

Para poder demostrar el Lema [5.7.1} necesitamos demostrar el siguiente Lema.

Lema 5.2.7. ([4]) Sea X un espacio métrico conexo y localmente conexo. Consideremos M un
subconjunto compacto de X y D un conjunto abierto con M C D y tal que D es compacto.
Entonces solo un nimero finito de componentes conexas de X\M interseca a X\D.

Demostracion. Supongamos que {FE;};c; es una coleccién infinita de componentes conexas de
X\M de forma que cada una de ellas interseca a X\D.

Como X es localmente conexo y X\ M es abierto, por la Proposicién cada E; es un
conjunto conexo y abierto en X.

Como F; es componente conexa en X\M, el conjunto E; es cerrado en X\M y

Clx\n(Ei) = E;. Por el Lema tenemos que
Clx\m(Ei) = Clx (E;) N (X\M).

Si tuviesemos que Clx (E;) M = (), tendrfamos que Clx (E;) € X\M y por tanto Clx\ y(Ei) =
Clx(FE;) = E;, en consecuencia, F; serfa cerrado en X. Como X es un conjunto conexo, los tinicos
conjuntos que son abiertos y cerrados en X son el mismo y (), por lo que necesariamente se tiene
que Clx(E;) N M # 0.

Como E; C X\M y Clx(E;) N M # 0, el conjunto E; tiene que tener al menos un punto de
acumulacién en M, al cual llamaremos x;.

Como z; € M C D,y D es abierto, D es entorno de z; y como z; es un punto de acumulacién
de E;, por la Definicién tenemos que (D\{z;}) N E; # (.

Como cada E; es conexo, tenemos que F; N (D\D) # 0 ya que en caso contrario tendrfamos
que E; C (X\D) U D y podriamos escribir E; como E; = ((X\D) N E;) U (D N E;) que es una
unién de abiertos disjuntos y no vacios en FEj;, lo cual no puede ser por ser E; conexo. Luego E;
interseca a la frontera de D.

Para cada i € I, elegimos un p; en E; N (D\D). Observamos que p; # p; si i # j con
i,j € I. Ademds, como D\D es un conjunto cerrado contenido en el compacto D, entonces
D\D es compacto. Tenemos que el conjunto P = J,.;{pi} es un conjunto infinito contenido
en el compacto D\D y por tanto, por la Proposicién P tiene un punto de acumulacion p
en D\D. Como X\D C X\M, entonces D\D C X\M y el punto p estd contenido en alguna
componente conexa E de X\ M.

Si tuviesemos que p = p; para algin ¢ € I, tomamos F = E; y F es un entorno de p que no
interseca a P en ningin punto distinto de p.
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Sipe E; para algin i € I y p # p;, como X es Hausdorff, podemos encontrar un abierto U
que contenga a p y no contenga a p;, luego el conjunto ENU es un entorno de p que no interseca
a P en ningun punto, luego p no seria punto de acumulacién de P.

En el caso que E # E; para todo ¢ € I, basta tomar E como entorno de p y como tendriamos
que E y P son disjuntos, el punto p tampoco seria punto de acumulacién de P. En cualquier
caso, P no tiene punto de acumulacion, lo cual es una contradiccion. ]

5.3. Compacidad local y compactificacién por un punto

A continuacién, introducimos la nocién de espacio topoldgico localmente compacto y veremos
algunas de las propiedades de estos espacios.

Definicion 5.3.1. Un espacio topolégico X es localmente compacto si para cada x € X y
entorno abierto U de z, existe W entorno de x con W compactoy z € W C U.

Esta definicion es equivalente a decir que X tiene una base de entornos formada por conjuntos
compactos para cada x € X.

En un espacio Hausdorff, no es necesario dar una base de entornos formada por conjuntos
compactos para cada elemento para saber si el espacio es locamente compacto, en ese caso basta
con dar un entorno compacto para cada z € X.

Proposiciéon 5.3.2. Un espacio topologico Hausdorff X es localmente compacto si y solo si cada
elemento x € X tiene un entorno compacto.

Demostracion. Supongamos que cada x € X tiene un entorno compacto K y veamos que X es
localmente compacto. Sea U un entorno abierto de z en X y V.= (K NU)°.

Observemos que el conjunto V' es no vacio. Como K es entorno de x, existe W abierto con
x €W C K por lo que WNU es un conjunto abierto no vacio contenido en V= K NU y por
lotantox e WNUCV.

Luego el conjunto V' es un entorno abierto de x. Tenemos que Clx (V) C K, por lo que
Clx (V) es compacto y Hausdorff, luego es regular por la Proposicién Ademas, por la
Proposicién dado x € Clx(V), como V es entorno de = en Clx(V), existe W abierto
en Clx(V) con Clgy, (v)(W) € V. Como Cleg, vy (W) C Clx (V) y Clx(V) es compacto, el
conjunto CZCIX(V)(W) es compacto y ClClX(V)(W) C U. Luego X es localmente compacto.

La otra implicacién es trivial. ]

Como consecuencia de este resultado, podemos observar que si tenemos un espacio Hausdorff
compacto, entonces es localmente compacto. Asimismo, en un espacio Hausdorff localmente
compacto, todo subespacio abierto o cerrado resulta ser también localmente compacto.

Corolario 5.3.3. Sea X un espacio topoldgico Hausdorff localmente compacto y A un subespacio
de X. Si A es abierto o cerrado en X, entonces el subespacio A es localmente compacto.

Demostracion. Sea A C X un subespacio cerrado en X y z € A. Sea V un entorno de x en A.
Entonces V = ANU con U un entorno de x en X. Como U es un entorno de x en X, y el espacio
X es localmente compacto, existe un entorno compacto C de z con z € C' C U. Entonces ANC
es un conjunto cerrado contenido en C'y por tanto como C' es compacto, el conjunto A N C es
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compacto. Ademés, A N C es entorno de x en A, luego x € ANC C ANU por lo que A es
localmente compacto.

Supongamos ahora que A C X es un subespacio abierto de X, y sea z € A. Como X es
localmente compacto, existe V entorno de # con V compacto y x € V C A. Luego V es un
entorno de z en A. Como A es Hausdorff por ser subespacio de un espacio Hausdorff, por la
Proposicién [5.3.2] el subespacio A es localmente compacto. ]

Una vez vistas las propiedades de un espacio localmente compacto, pasamos a introducir la
nocién de compactificacion de un espacio topoldgico.

Partiendo de un espacio topologico X no compacto, veamos como definir un espacio compacto
que lo contenga como subespacio denso.

Definicion 5.3.4. Sean X e Y dos espacios topolégicos y f : X — Y una aplicacién continua.
Se dice que f es un embebimiento si f: X — f(X) es un homeomorfismo.

Definicion 5.3.5. Una compactificacion de un espacio topologico X es un par ordenado
(K, h), donde K es un espacio Hausdorff compacto y h es un embebimiento de X en K de forma

que h(X) sea denso en K, es decir h(X) = K.

En este trabajo, nos centraremos en la compactificacién por un punto, también llamada
compactificacién de Alexandroff que se define por ejemplo en [7].

Definicién 5.3.6. Sea (X, 7) un espacio topoldgico no compacto. La compactificacién por
un punto de X es el conjunto X* = X U {p} con p ¢ X, considerando en X* la siguiente
topologia:

" =7U{U C X" :peU yexistek C X compacto y cerrado con X*\U = k}

Comenzamos probando que 7% es una topologia.

Como () € 7, tenemos que ) € 7* y como () es compacto, se tiene que X*\() € 7*.

Veamos que la unién arbitraria de conjuntos en 7* estd en 7*. Sea {Uy }aca con U, € 7% de
forma que son abiertos en X y {Ug}gep conjuntos de la forma X*\Ug = kg con kg compacto y
cerrado en X.

Tenemos que J ey Ua = U € Tluego U € 7" y Ugep Us = Upep (X" \kg) = X\ (ﬂBEB k:g) =
X*\K. El conjunto K es compacto por ser interseccién de cerrados en un compacto, por lo que
U sep Up es abierto en X*. Ahora veamos que la unién de estos dos abiertos también es abier-
ta. Tenemos que U U (X*\K) = X*\ (K\U). El conjunto K\U es un subespacio cerrado del
compacto K por lo que es compacto. Luego la unién arbitraria de conjuntos abiertos de X™* es
abierto.

Veamos ahora que la interseccién finita de conjuntos de 7* también esta en 7*. Sean Uy, ..., U,
Uri1, ..., Up elementos de 7. Si Uy, ..., U, son abiertos en X, entonces (;_; U; es abierto en X
y en consecuencia también en X*. Si U,11,...,U, son conjuntos en X* tales que X*\U; = k; es
compacto, entonces (i, Ui = L, 1 (X*\ki) = X*\ (U, ki) . Como la unién finita de
compactos es compacta, entonces (i, 41 Ui es un elemento de 7*. La interseccion Ni, Ui estd
dada por

ﬁU,-:(ﬁUi)m (n] Uj :(ﬁUJn Uk :(ﬁUl)ﬂ X\ LnJ kj

iel j=r+1 J=rtt
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El conjunto X\ (U?:T 41 k:j> es abierto en X. Luego la interseccién (), U; es abierta en X y

por tanto, también en X*. Luego 7* es una topologia para X*.

Teorema 5.3.7. La compactificacion por un punto X* de un espacio topoldgico X es compacta
y contiene a X como subespacio denso. Ademds, X* es Hausdorff si y solo si X es localmente
compacto y Hausdorff.

Demostracion. Veamos que el espacio X* = XU{p} es compacto. Dado {U; };c; un recubrimiento
abierto de X*, existe j € I con p € Uj. Como U; € 7%, existe un compacto K en X con
X*\U; = K. Como el conjunto X*\U; es compacto en X y X*\U; C |J,;c;(U; N X), existe un
subrecubrimiento finito U;, , ..., U;, para X*\Uj;. Por tanto, U;,, ..., U;,,, U; es un subrecubrimiento
finito para X™* y por tanto, el espacio X* es compacto.

Veamos que X es denso en X*. Dado un entorno V de p, existe un abierto W en 7* con
p €W CV.Como W € 7%, existe un compacto K C X con W = {p} U (X\K). Tenemos que
K # X, ya que sino, X serfa compacto. Entonces, (X\K)NW # () y por tanto, X N W C
XNV #0. Luego, p € X, y X = X* como querfamos ver.

Si X* es Hausdorff, como X C X*, el espacio X es Hausdorfl. Veamos que X es local-
mente compacto. Como X* es Hausdorff y compacto, es localmente compacto y como X es un
subespacio abierto de X*, por el Corolario tenemos que X es localmente compacto.

Falta ver que si X es localmente compacto y Hausdorff, entonces X* es Hausdorff. Si X es
Hausdorff, basta ver que dado =z € X, existen abiertos disjuntos U y V que contienen a z y a p
respectivamente.

Como X es localmente compacto, existe K compacto entorno de = por lo que U = K y
V = X*\K son los abiertos que buscabamos. O

Observacion 5.3.8. Observamos que si X es un espacio topolégico Hausdorff y localmente
compacto, entonces X* es compacto y Hausdorff, y por tanto regular.

5.4. Espacios separables y localmente separables

Para demostrar el Lema veamos que si tenemos un espacio métrico localmente cone-
x0, conexo y localmente compacto que no es compacto, entonces es separable. Para ver esto,
seguiremos las referencias [1], [10] y [9].

Comenzaremos viendo que un espacio métrico conexo y localmente compacto es localmente
separable.

A continuacidén, introducimos la nocién de localmente separable. Recordemos que introduji-
mos la nocién de espacio separable en la Definicién

Definicién 5.4.1. Un espacio métrico (X, d) es localmente separable si cada x € X tiene un
entorno separable.

Definicién 5.4.2. Un espacio métrico (X, d) esta totalmente acotado si para cada ¢ > 0
existe un nimero finito de z1,...,z, € X tal que X = B(z1,¢) U... U B(zp,€)
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Lema 5.4.3. Un espacio métrico (X,d) compacto estd totalmente acotado.

Demostracion. Sea € > 0. Consideramos el recubrimiento de X dado por {B(z,¢)},cx. Como
X es compacto, existe un nimero finito de z1, ..., z, € X tales que X = [J;; B(z;,¢) por lo que
X esté totalmente acotado. O

Veamos ahora que un espacio totalmente acotado es separable.

Proposicién 5.4.4. Sea (X,d) un espacio métrico totalmente acotado. Entonces (X,d) es se-
parable.

Demostracion. Supongamos que (X,d) es un espacio métrico totalmente acotado. Para cada
n € N consideramos el conjunto finito F,, C X de forma que

xc |J Bl

xeF,

Sea ahora el conjunto A = |J F,, que es numerable por ser una unién numerable de conjuntos

neN
finitos. Veamos que A es un cgnjunto denso en X.

Sea U C X un abierto cualquiera. Como U es abierto en un espacio métrico, dado y € U,
existe ¢ > 0 tal que B(y,e) C U. Podemos encontrar un k € N de forma que 1/k < . Como
X CU,er, B(z,1/k), existe x; € Fj, C A tal que y € B(w;,1/k). Por lo tanto, d(z;,y) < 1/ky
en consecuencia z; € B(y,1/k) C B(y,e) C U.

Tenemos que ANU # . Por tanto, A es un conjunto denso numerable en X y concluimos

que X es separable. ]

Como consecuencia, tenemos que un espacio métrico compacto es separable. Por tanto, si
un espacio métrico es localmente compacto, para cada entorno abierto U de x en X existe un
entorno W de 2 con W compactoy z € W C U. Como W es compacto, considerando la métrica
heredada de X en W, el conjunto W es separable, luego espacio X es localmente separable.

Veamos ahora que un espacio métrico conexo y localmente separable es separable.

Proposicién 5.4.5. Sea (X, d) espacio métrico conexo. Si X es localmente separable, entonces
es separable.

Demostracion. Supongamos sin perdida de generalidad que el didmetro de X es 1, es decir,
normalizamos las distancias tomando la métrica acotada (ver Definicién [2.0.3).

Como X es localmente separable, dado x € X, existe un entorno separable U de z. Luego
existe § € (0,1] con B(x,d) C U, por lo que B(x,d) también es separable por ser un conjunto
abierto en un espacio separable (Lema . Para cada x € X definimos

d(z) =sup{o > 0: B(x,d) es separable}

Tomamos un z € X y la bola B(z,36(x)) que es separable. Luego, existe un subconjunto
numerable denso A(z) C B(z, 30(z)) tal que A(z) = B(z, 36(z)).
Tomamos F; = A(x) y definimos E,, de forma recursiva:

E, = U A(z)

ZeEn—l
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Como FE,_; es numerable, el conjunto E,, es unién numerable de conjuntos numerables, por lo
que E,, es numerable.

Tomamos A = (J,,cy B que también es numerable. Veamos que A es abierto en X.

Sea y € A, se tiene que B(y, %5(@/)) N A # (), luego existe a € A tal que d(a,y) < %5(y)
Como a € A, existe n € N tal que a € E,.

Como d(a,y) < £6(y), podemos tomar ¢ > 0 con ¢ < £d(y) — d(a,y) y entonces
d(a,y) < £6(y) — €. Luego B(a, 26(y)) € B(y,8(y) — €). Como B(y,d(y) — €) es separable y
B(a, 20(y)) es abierto en B(y,d(y) — ¢€), el conjunto B(a, %5(@/)) también es separable y por
tanto, se tiene que 26(y) < 6(a).

1

En particular, 25(y) < 16(a) y como d(y,a) < £5(y),

a € B(y, 50(y)) € B(a, 38(y)) C Bla, 36(a)) € Ep1 € A

Luego A es un conjunto abierto y cerrado en un espacio conexo X por lo que A = X y por
tanto, X es separable. O

Como consecuencia de los resultados anteriores obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 5.4.6. Un espacio métrico conexo y localmente compacto es separable.

5.5. Propiedades de separacion y numerabilidad

En este apartado se introducen distintas propiedades de separacién y axiomas de numera-
bilidad. Relacionaremos que un espacio tenga una base numerable con que sea separable y que
sea Lindelo6f, nocion que introducimos a continuacion.

Definicion 5.5.1. Sea X un espacio topoldgico. Se dice que el espacio X es de Lindelof si
todo recubrimiento abierto de X tiene un subrecubrimiento numerable.

Definicion 5.5.2. Se dice que un espacio topolégico cumple el Segundo Axioma de Nume-
rabilidad si la topologia tiene una base numerable.

Observemos que todo espacio que cumple el Segundo Axioma de Numerabilidad cumple el
Primer Axioma de Numerabilidad.

El siguiente resultado muestra cuando es equivalente que un espacio sea de Lindel6f o sepa-
rable. Para su demostracién, se seguird [13].

Teorema 5.5.3. Si X cumple el seqgundo axioma de numerabilidad, entonces:
1. El espacio X es de Lindeldf.
2. El espacio X es separable.

Demostracion. Supongamos que X cumple el segundo axioma de numerabilidad y sea B una
base numerable para X.

1. Sea {U;}ier un recubrimiento abierto de X. Para cada i € [ y x € U;, existe By, € B
con ¥ € By, C Uj. El conjunto B' = {B, v, : ¢ € Uj,i € I} = {By, v, Bun U, -} €8
numerable porque B’ C B. Entonces, U;,, U;,, ... es un subrecubrimiento numerable de X.



5.5. PROPIEDADES DE SEPARACION Y NUMERABILIDAD 39

2. Como B es numerable, podemos escribir B = { B, },en ¥ para cada B,, € B podemos elegir
un z, € By,. Tomamos D = {z,, : n € N}. De esta forma, el conjunto D es un subconjunto
denso numerable de X, ya que dados € X, y un entorno V de x, existe un B; con
x € B; C V. Luego como x; € B;, se tiene que V N D # (), y por tanto = € D.

O]

En el caso de que el espacio X sea un espacio métrico, se da la siguiente equivalencia.
Teorema 5.5.4. 57 X es un espacio métrico, son equivalentes:

1. X cumple el sequndo azxioma de numerabilidad.

2. X es de Lindeldf.

3. X es separable.

Demostracion. Por el Teorema basta ver que si X es un espacio métrico, la segunda
afirmacion implica la primera y que la tercera implica la primera.

Supongamos que X es un espacio métrico de Lindelof. Para cada n € N, la coleccién
U, = {B(z,2) : 2 € X} es un recubrimiento abierto de X y como X es de Lindelsf, para
cada n € N, existe un subrecubrimiento numerable U/, de U,,. Tomamos U = U; UU; U ... que es
una unién numerable de abiertos de X. Veamos que U es base de la topologia de X.

Sea x € W con W abierto en X. Como X es un espacio métrico, existe m € N con B(«z, %) -

W. Como Us,, es un recubrimiento para X, existe y € X con x € B(y, ﬁ) Como d(z,y) < ﬁ,
z€B(y,5)C Bz, ) CW

por lo que U es una base numerable para X.
Supongamos ahora que X es un espacio métrico separable. Entonces, existe un subconjunto
D = {d,}nen denso y numerable en X. Tomamos B, ,, = B(d,, %) para n,m € N. Entonces
{Bnm :n, m € N} es una coleccién numerable de abiertos en X.
Dado x € X y W un entorno de = en X, como X es un espacio métrico, existe m € N tal
que B(z, %) C W. Como D es denso en X, existe un d,, € D con d,, € B(z, 5=) y por tanto,

) 2m
como d(z,dy) < 5, tenemos que B(dy, ) C B(z, 1). Finalmente,

1

x € Bn,Qm = B(dn, %

)W

por lo que B = {B,,, : n,m € N} es una base numerable para X. ]

Para demostrar el Lema [5.7.1] es necesario ver que todo espacio topolégico regular que
cumple el Segundo Axioma de Numerabilidad es metrizable. Este resultado es conocido como
Teorema de metrizacién de Urysohn. El resultado se puede encontrar junto con su prueba en [9,
p.245].

Teorema 5.5.5 (Teorema de metrizacién de Urysohn). Todo espacio reqular X que verifica el
sequndo arioma de numerabilidad es metrizable.
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5.6. Propiedades de los Continuos de Peano

En esta seccién, introduciremos la nocién de continuo de Peano, y demostraremos que estos
espacios, Son conexos por arcos.

Definicion 5.6.1. Un continuo de Peano es un espacio métrico compacto, conexo y local-
mente conexo.

Observemos que si X es un continuo de Peano, entonces X es regular por la proposicién
B2

Recordemos que en la definiciéon se define arco y espacio conexo por arcos. Los siguientes
resultados se pueden encontrar en [13] o en [5].

Observemos que un arco es, en particular, un camino por lo que un espacio conexo por arcos
€s conexo por caminos y por tanto, conexo.

Definicién 5.6.2. Un conjunto numerable de arcos {A,},en es una cadena si el extremo de
A, coincide con el origen de A, 41 para todo n € N.

Definicion 5.6.3. Sean X un espacio topolédgico conexo y z € X. Se dice que X es un punto
de corte del espacio X si X\{z} no es conexo.

Para demostrar que un continuo de Peano es conexo por arcos enunciamos un resultado
que dice que un espacio métrico que contiene exactamente dos puntos que no son de corte es
homeomorfo a un arco. La prueba del resultado se puede encontrar en [11}, p. 43] o en [13, p. 206].

Teorema 5.6.4. Si X es un espacio métrico compacto y conero con exactamente dos puntos
que no son de corte, entonces X es homeomorfo a I.

Definicion 5.6.5. Sean X un espacio métrico y z,y € X. Una cadena simple conectando los
elementos z e y es una sucesién Uy, ..., U, de abiertos en X tal que z € Uy, y € Up, y UyNU; # 0
siysolosi|i—j] <1

Lema 5.6.6. Sean X un espacio métrico conexo y U un recubrimiento abierto de X. Dados dos
elemenos a,b € X existe una cadena simple de elementos de U que conecta a a y a b.

Demostracion. Sea Z el conjunto de los elementos de X conectados a a por una cadena simple
de elementos de U. El conjunto Z es abierto ya que si ¢ € Z, entonces existe un abierto U € U
con z € U y como todos los elementos de U se conectan con x por una cadena simple, entonces
UCZ.

Veamos que Z es cerrado. Sea z € Z. Como z € X, existe Uj €U con z € U;j y como Uj
es abierto, se tiene que U; N Z # (). Sea y € U; N Z. Como y € Z, los elementos a e y estdn
conectados por una cadena simple Uy, .., U, formada por elementos de . Si z € Uy para algin
k € {1,...n}, entonces tomando ky = min{i € {1,2,...k} : z € U;}, se tiene que Uy, ..., Ukp es una
cadena simple que conecta a y z.

Si z ¢ Uy, paraningin k € {1,...,n}, entonces como y € U;NZ, existe U con I € {1,...,n} tal
que U;NU; # 0. Tomando ! el menor valor que cumple que U;NU; # 0, tenemos que Uy, ..., U, U;
es una cadena simple que conecta a con z, por lo que z € Z.

Luego Z es un conjunto abierto y cerrado y no vacio en un conexo X, entonces Z = X. [
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Teorema 5.6.7. Sea X un continuo de Peano. Entonces X es conexo por arcos.

Demostracion. Sean a,b € X. Como X es un espacio métrico, podemos considerar el recubri-
miento de X dado por {B(z,3) : € X}. Podrfa suceder que alguna de las bolas B(z, ) no
fuese conexa, entonces consideramos la componente conexa V, de z en B(z, %) para cada x que
por el Teorema [5.2.3| es abierta por ser X es localmente conexo. Por el Lema [5.6.6| aplicado al
recubrimiento {V,},ex, sabemos que existe una cadena simple uniendo a y b. Denotemos por
U11,Uqo, ..., Uy alos elementos del recubrimiento que forman la cadena simple. Observemos que
por la Proposicién el abierto Uy = U1 UU9 U ... U Uy, es conexo.

Como por la Proposiciéon X es un espacio regular, para cada p € Uy, existe un abierto
Vp1 con p € V;} - VT} C Uy; por la Proposicion Ademads, podemos suponer que V;} es
conexo por ser X un espacio localmente conexo. También se puede pedir que V;)l tenga didmetro
menor que % porque en caso contrario, tendriamos que p € B(p, i) C V;Dl y podemos sustituir
V;DI por esta bola ya que cumpliria todas las propiedades.

Si tenemos un punto p € Uy; N Ui41, €l abierto V;,l anterior se puede elegir de forma que

pE V;)l - VT} C Uy; NUpi4+1. Haciendo esto para cada i € {1, ...,n}, obtenemos un recubrimiento
{V;}}peyl de U; y de nuevo podemos aplicar el Lema para cada par de puntos de Uj.
Tomemos x; € Uy; NUyiqr con i € {1,2,...,n — 1}, y denotemos zg = a y =, = b. Entonces
podemos obtener una cadena simple formada por conjuntos Vp1 uniendo z; y x;4+1 para cada
i€ {0,1,...,n — 1}. Para obtener una cadena simple que una a con b hay que asegurarse de que
se cumpla la condicién sobre las intersecciones de términos consecutivos (ver Definicién .
Por ello, se deben tomar todos los elementos de la cadena uniendo a con x; hasta el primer
abierto U que interseque algin elemento de la cadena uniendo x1 con xo, omitiendo el resto de
elementos de la primera cadena. Esto se debe repetir con cada una de las cadenas. Esto resulta
en una cadena Usaj, ..., Uay, de abiertos conexos de didmetro menor que %, cumpliendo que para
cada i € {1,...,n}, existe un j € {1,...,n1}, tal que Uy; C Uy;.

Repitiendo este proceso n veces, se obtiene una cadena simple U, 1, ...,Up p, formada por
abiertos de didmetro menor que 2% cuyas clausuras estan contenidas en los abiertos de la cadena
simple anterior.

Ahora para cada n € N consideramos el conjunto C,, = [J;", Upn, Cada C), es unién finita
de conjuntos compactos por lo que es compacto. Entonces, por el conjunto C' = (1, Cn
es compacto.

Como Up;—1 NUy; # 0 para todo i € {2,...n,}, por la Proposicién cada C, es conexo.
Si C' no fuese conexo, existirian A y B cerrados disjuntos tal que C = AU B. Como X es un
espacio métrico, por el Lema X es normal. Luego existen U y V abiertos disjuntos que
contienen a A y a B respectivamente. Luego C C U U V. Como C,, C C},+1 para todo n € N,
existe m € N tal que C,,, € U UV para todo n > m. Luego Cy,, = (C,, NU) U (Cp, NV)
contradiciendo que C), es conexo.

Luego el conjunto C' = ﬂneN es un espacio métrico compacto y conexo que contiene a a y
a b. Veamos que C\{a,b} es conexo. Sea z € C\{a,b}. Dado n € N, existen como mucho dos
abiertos de la cadena Uy, ..., Uny,, que contienen a x. Si x € U, N Uyj4+1, entonces tomamos los
siguientes conjuntos:

j_l Nn
An = U Unm Bn = U Unm
m=1 m=j+2
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Si x estd contenido en un tnico U,;, tomamos los conjuntos

j—1 Nn
Amf: LJ Uﬁm <Bn:: LJ Uﬁm
m=1 m=j+1

En cualquiera de los dos casos,

A=|J@A.nC) B=J(B.NO)

neN neN

son abiertos disjuntos y no vacios en al topolégia de subespacio de C'y ademas C\{z} = AU B
por lo que x es un punto de corte de C' y por tanto por el Teorema [5.6.4] el conjunto C' es
homeomorfo a un arco, y concluimos que X es conexo por arcos. O

5.7. Conexion, compacidad y la propiedad del punto fijo.

En esta seccién, relacionaremos las propiedades topolégicas vistas a lo largo de este capitulo,
con la p.p.f. y veremos algtinos ejemplos.

A continuacién, introducimos el Lema el cual nos da una propiedad fundamental para
la demostracién de los resultados posteriores. Para la demostracién seguiremos la referencia [4].

Lema 5.7.1. 5i X es un espacio métrico conexo, localmente compacto y localmente conexo que
no es compacto, entonces su compactificacion por un punto es un continuo de Peano.

Demostracion. Como X es un espacio Hausdorff y localmente compacto que no es compacto,
por el Teorema [5.3.7, admite una compactificacién por un punto X* = X U {p} con p ¢ X.

Como X es conexo y X = X*, por la Proposicién el espacio X* también es conexo y
por el Teorema [5.3.7) X™* es compacto.

Como X es un espacio métrico conexo y localmente compacto, entonces por el Corolario
el espacio X es separable y por el Teorema es de Lindelof.

Como X es Hausdorff y localmente compacto, dado € X existe un entorno U, de x con U,
compacto. Luego {U,},cx es un recubrimiento abierto de X y como X es de Lindel6f, podemos
tomar un subrecubrimiento numerable de {U,},cx que denotaremos por {O;}ien con cada O;
compacto.

Para cada n € N, sea M, = J;_, O; que es un conjunto compacto por ser una unién finita
de conjuntos compactos. Entonces (X\M,) U {p} es abierto en X*. Como X = J,,cxy On, dado
un entorno V' de p, existe un abierto W con p € W C V. El conjunto X\W es compacto en X
con X\W C |J,cn On. Luego, existe m € N con (X\M,,) U {p} € U C V. Entonces, tenemos
que {(X\M,)U{p}}nen es una base numerable de entornos abiertos de p. Como X es separable,
por el teorema también cumple el segundo axioma de numerabilidad y por tanto tiene una
base numerable B, entonces B U {(X\M,,) U {p}}nen es una base numerable para X* y como
X* es regular, X* es un espacio metrizable como consecuencia del Teorema de metrizacién de
Uryshon (Teorema [5.5.5).

Queda ver que X ™ es localmente conexo en p. Sea U un abierto en X* con p € U. El conjunto
M = X*\U es compacto en X. Como X es localmente compacto, para cada x € M existe un
abierto V, con V, compacto, luego {Vi}zem es un recubrimiento abierto de M. Como M es
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compacto, podemos tomar un subrecubrimiento finito de forma que M C [J!'; V;,. Tomando
D = U, Vs, como es una unién finita, se da D = {Ji_; Vo, = Ui, Va,, por lo que D es
compactoy M C D.

Aplicando el Lema solo un nimero finito de componentes conexas de X\ M interseca
a X\D, las denotamos por {E;}icr. Sea {Ej}jes C {Ei}ier tal que Clx(E;) no es compacto y
tomamos R = {J;c; E;. El conjunto R es no vacfo ya que sino, como X \D C X\ M, tendriamos
que X =D U (UieI\J C’ZX(Ei)> serfa compacto por ser unién finita de conjuntos compactos.

Veamos que Clx+«(R) es conexo. Para j € J el conjunto Clx+(FE;) es compacto en X* por ser
un conjunto cerrado contenido en un compacto, pero CI X(Ej) no es compacto en X y por tanto
tampoco lo es en X*. Como Clx(E;) = X N Clx-(E;), se tiene que Clx+(E;) = Clx(E;) U
{p}. Luego Clx«(R) = Clx-~ (UjeJ Ej>. Al ser una unién finita, se tiene que Clx+(R) =
Ujes Clx+ (Ej), la cual es una unién de conjuntos conexos con p € Cly«(E;) para todo j € J,
por lo que por la proposicién [2.0.36(1), se tiene que Clx-(R) es conexo.

Veamos que Cly+(R) es entorno de p en X*. El conjunto K = D U (UZEI\J CZX(Ei)) es
un conjunto compacto en X por ser unién finita de conjuntos compactos. Luego, {p} U (X\K)
es un conjunto abierto en X*. Como (X\K) C [U;c; Clx+(Ej), entonces p € {p} U (X\K) C
Ujes Clx+(E;) = Clx+(R) por lo que Clx+(R) es un entorno conexo de p con p € Clx+(R) C U,
y concluimos que X* es localmente conexo en p y por tanto, localmente conexo. O

Ahora, para poder enunciar el Teorema [5.7.3], introducimos la nocién de localmente finito.

Definicién 5.7.2. Una coleccién {U,, },en de subconjuntos de X es localmente finito si y solo
si cada z € X tiene un entorno que interseca a un numero finito de conjuntos U; € {Up, }nen.

El siguiente teorema, demuestra que si un espacio métrico verifica la p.p.f., entonces este
espacio verifica una propiedad que verifican los espacios topolégicos compactos.

Teorema 5.7.3. Sea X un espacio métrico con la p.p.f. Entonces toda cadena de arcos local-
mente finita en X es finita.

Demostracion. Sea {Ap}nen un cadena de arcos infinita y localmente finita en X y sea A =
UnGN A”

Dado que A, _1 N A, # () para todo n > 2 y cada A, es conexo, por la Proposicién
se tiene que A es conexo.

Como X es Hausdorff, se tiene que A C X es Hausdorff con la topologia de subespacio, por
lo que para ver si es localmente compacto, basta ver que cada elemento x en A tiene un entorno
compacto en A. Sean x € A y U un entorno de x en X que solo interseca a un nimero finito de
arcos de {A;, }nen. Luego existe I C N finito tal que

UmA:Um<UAn>:U(UmAi)

neN 1€l

Como cada arco es compacto y Cla, (U N A;) es cerrado en A; para todo i € I, los conjuntos
Cl4,(U N A;) son compactos y por tanto | J;c; Cla, (U N A;) es un entorno compacto de x en A
por ser union finita de compactos.
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Veamos que A es localmente conexo. Sean z € A y U un entorno de x en A. Luego existe
€>0con B(x,§)NACU.Sixzée A para un tnico k € N | como A es una cadena localmente
finita, podemos elegir un gy > 0 tal que B(z,¢() solo interseca a Ag. Tomando ¢ = min{é, &y},
el conjunto Ag N B(x, &) es un entorno conexo de z en A con z € Ay N B(x,e) C U.

Si tenemos que z € (),c; A; para un conjunto finito de I C N, dado un entorno U de X en A,
existe £ > 0 tal que B(z,£)N A C U. Como A es una cadena localmente finita, existe un entorno
abierto B(z,e1) de x en X que interseca solo a A; para todo i € I. Tomando ¢ = min{é, e},
tenemos que

B(z,e)N A= B(z,e)N (U Ai) =J(B=,e)n A)
i€l iel
Como cada B(z,e) N A; es conexo y z € B(z,e) N A; para todo ¢ € I, por la proposicién
(1), se tiene que B(x,e) N A es conexo con x € B(z,e) N A C U, luego A es localmente conexo.

Como X es un espacio métrico, si A C X fuese compacto, serfa cerrado y acotado, luego
existiria r > 0 tal que A C B(z,7) con € X. Luego existirfa un entorno para un elemento de
X que interseca a inifinitos elementos de A y por tanto, A no seria localmente finita, por lo que
A no es compacto.

Por el Lema la compactificacién por un punto A* = AU {p} es un continuo de Peano,
entonces, por [5.6.7] tenemos que A* es conexo por arcos. Existe un arco L con extremo p
contenido en A*. Por el Corolario como L\X = {p}, el espacio X no puede tener la
p-p.f. O

Observemos como dados un espacio topolégico X compacto y una cadena de arcos {4, }nen
infinita y localmente finita, si x € X existe un entorno abierto U, de x que solo interseca a un
numero finito de arcos. Tomando un recubrimiento abierto {Uy, },ex de X, como X es compacto,
existe un numero finito x1,...,z, € X de forma que X = U:.L:l U,,. Como cada U,, interseca
a un numero finito de arcos, y el subrecubrimiento es finito, la cadena de arcos tiene que ser
finita.

El siguiente resultado, nos muestra como un espacio topoldgico con la p.p.f., es conexo.

Lema 5.7.4. (/8]) Si un espacio topoldgico X tiene la p.p.f, entonces X es conezo.

Demostracion. Supongamos que X no es conexo, entonces existen dos abiertos disjuntos no
vacios Ay Ben X con X = AUB. Seana € Ay b € By consideramos la aplicacién f: X — X
dada por

bsize A

f(x)—{a sizeB

La aplicacién f es continua, ya que dado un abierto U C X, si a € U y b ¢ U, entonces
f~1(U) = B. Analogamente, si b € U y a ¢ U, entonces f~}(U) = A. Si a,b € U, entonces
7Y U) = X ysiab ¢ U, se tiene que f~1(U) = 0. En cualquier caso, la preimagen es un
abierto en X por lo que f es una aplicaciéon continua sin punto fijo, lo que contradice que X
tenga la p.p.f. O

Una vez visto que un espacio con la p.p.f. tiene que ser conexo, veamos bajo que condiciones
un espacio con la p.p.f. es compacto.
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Teorema 5.7.5. §i X es un espacio métrico localmente conexo y localmente compacto que tiene
la p.p.f, entonces X es compacto.

Demostracion. Supongamos que X no es compacto. Por el Lema anterior, como X tiene la p.p.f,
es conexo y por tanto por el Lema la compactificacién X™* es un continuo de Peano. Por
el Teorema [5.6.7] X™* es conexo por arcos. Podemos considerar un arco L en X* con extremo p.
Tenemos que X es un espacio métrico que verifica que L\X = {p} y entonces, por el Corolario
3.2.11] el espacio X no admite un punto fijo. O

Observemos que si X no tiene la p.p.f. ser localmente conexo y localmente compacto no im-
plica que X sea compacto. Por ejemplo, tomando el espacio topolégico (R, 7,,) que es localmente
conexo y localmente compacto, no es compacto.

El siguiente es un ejemplo que nos muestra un espacio métrico X que tiene la p.p.f. pero su
producto cartesiano, el espacio X x X, no la tiene.

Ejemplo 5.7.6. ([4]) Consideramos la siguiente aplicacién f : [0,1] — [0, 1] :

s
sin , si0<z <1
o= [ (755)
1, six=1

2

y consideramos el siguiente espacio con la topologia de subespacio de (R, 7,,):

X:{($,f($))€R2:O§x§1}

Figura 5.1: Conjunto X

Veamos que el espacio X tiene la p.p.f..
Supongamos que ¢ : X — X es una aplicacién continua sin punto fijo y consideramos
w1 : X — R la proyeccién sobre la primera coordenada. Los conjuntos

Si={zel:m(g(z,f(2))) <z} ={z € X :m(g(x, f(2)) —x < 0} =9~ '((—00,0))
Sy ={z € I :m(g(z, f(2))) >} = {z € X : m(g(x, f(2)) —z > 0} = ¢ 1((0,00))
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Con ¢(x) = mi(g(x, f(x)) — z. Los conjuntos S; y S2 son abiertos disjuntos no vacios. Como g
no tiene puntos fijos en X, entonces 7i(g(z, f(x)) # x para todo = € I. Por tanto, podriamos
escribir I = 57 U Sy, lo cual no puede ser porque I es conexo, luego X tiene la p.p.f..

Veamos ahora que el conjunto X x X no tiene la p.p.f..

Tenemos que X x X C R% pero X x X es homeomorfo al siguiente conjunto C' en R3:

C={(x,y,2) ER*:0<2<1,0<2<1,y= f(x) + f(2)}

y=flz)+ f(2)

Figura 5.2: Conjunto C

Veamos que la aplicaciéon h : X x X — C tal que h(a, f(a),b, f(b)) = (a, f(a) + f(b),b) es
un homeomorfismo.

En primer lugar, veamos que h es biyectiva. Si h(a1, f(a1), b1, f(b1)) = h(az, f(b2), b2, f(a2)),
entonces (a1, f(a1) + f(b1),b1) = (ag, f(az) + f(b2),b2). Luego a1 = az y by = ba y por tanto,
h es inyectiva. Ademads, dado (z,y,z) € C, como z,z € [0,1] e y = f(z) + f(2), se tiene que
h(z, f(x),z, f(2)) = (x,y, 2) por lo que es sobreyectiva, y por tanto, biyectiva.

La aplicacién h es continua ya que dada una sucesion (an, f(an), bn, f(bn)) que converge a
(a, f(a),b, f(b)), tenemos que converge coordenada a coordenada, por lo que h((an, f(an),bn, f(bn),)) =
(an, f(an) + f(by), by) converge a (a, f(a) + f(b),b), luego h es continua por el Teorema [2.0.29]

La inversa de h es la aplicacién definida por A~ : C — X x X tal que
h=H((2,y,2)) = (=, f(2), 2, f(2)). Dado (z,y,2) € C

hoh™((z,y.2)) = h((z, f(z), 2, f(2)) = (2, f(z) + f(2), 2) = (x,y, 2)
Y si(z, f(2),2, f(2) € X x X
h™ o h((x, f(x), 2, f(2))) = K™ (2, f(2) + f(2),2)) = (2, f(2), 2, f(2))

Vemos que h~! es continua. Dada una sucesion (an, f(an) + f(bn),bn) que converge a
(a, f(a) + f(b),b), entonces converge coordenada a coordenada. Tenemos que f(ay) + f(bn)
converge a f(a) + f(b). Si f es continua en a y en b, entonces f(a,) y f(by) convergen a f(a)y
a f(b) respectivamente. Si f no es continua en a, es decir, si a = 1 pero si que es continua en b,
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entonces f(b,) converge a b, por lo que f(a,) tiene que converger a f(a) y lo mismo pasa en el
caso contrario.

En el caso en el que a = b = 1, tenemos que f(a) + f(b) = 2, y como f(ay), f(bn) < 1,
necesariamente se tiene que f(a,) y f(b,) convergen a 1 = f(a) = f(b). Luego h~! es continua
y en consecuencia los espacios X x X y C son homeomorfos.

Contruyamos una cadena de arcos infinita y localmente finita en C.

Sea n € N. Si n es impar consideramos el arco
n+1 i n—1 }

e LR I |

S, = R‘g:n; < -
n {(x’y’z)e ntl oS nx3

n—1 n—1 n+1 n—1
que une (—nH,O, 7n+1> con (T+370’ 7n+1) .

Si n es par consideramos el arco

n T n-—2 n
S = ) ) GR?): = ) = i ) < <
n {(xyz) v= o y=sing—, — _m_n+2}

n n—2 n n
que une (H—H,O, T) , con (m,o, T+2)

De esta forma, el primer arco empieza en el origen y es el primer semiperiodo del seno en
el plano zy. El segundo arco empieza ahi y sigue también la curva del seno pero en este caso,
paralela el plano xz. El tercero, dibuja parte del seno también, paralela al plano zy. Asi, los
arcos se aproximan a la vertical {(z,y,2) : 2 =1,—1 <y <1,z = 1} que no pertenece a C.

Veamos que la cadena {5, }nen es localmente finita.

Observemos primero que si tomamos 0 < € < 1, existe N. € N tal que S, C W, = {(z,y,2) €
x>1—¢e,2>1—¢} para todo n > N.. Tomemos (z, 30, 20) € C

= Sizg #1620 # 1, existe ¢ < 1 tal que (o, yo, 2z0) ¢ We. Entonces C\W; es un entorno
de (zo, Y0, 20) que interseca a N, arcos de la cadena {Sy, }nen-

» Sizp = zp = 1, entonces se tiene que yp = 2. Si tomamos el abierto U = {(z,y,2) € C :
y > 1} tenemos que C' N S,, = ) para todo n € N.

Por el Teorema [5.7.3] concluimos que X x X no tiene la p.p.f.

El siguiente ejemplo, es un espacio métrico separable y localmente compacto que no es
localmente conexo ni compacto.

Ejemplo 5.7.7. ([4]) Consideramos el subespacio del plano X C R? dado por X = [J,,c In con
Ip = [0,1] x {0} el intervalo unidad en el eje z e I, = {1} x [0,1] para n > 1. Supongamos que
existe una aplicacién continua f : X — X que no tiene punto fijo. Sean fo = fl, : Io > X ¥y
w1 : X — Iy la proyeccién sobre la primera coordenada. Identificando Iy con I podemos ver que
h =m0 fo: I — I es una aplicaciéon continua en I.
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In I3 Iz Iy

To
Figura 5.3: Espacio X

Por lo que h tiene que tener al menos un punto fijo (p,0). Luego tenemos que h(p) =
m1(f(p,0)) = p. Como f no tiene puntos fijos, existe k € N con p=1/ky f(1/k,0) = (1/k,y)
con y € (0,1]. Sean el conjunto S ={y € I : f(1/k,y) = (1/k,z),z > y}. Queremos ver que
(%,t) con t = sup .S es un punto fijo de f.

Como t € S, existe una sucesién {y,nen en S tal que {y,}nen converge a t. Luego, la
sucesion {(3,yn) tnen converge a (%, t). Como f es continua, la sucesién {f(%, Yn) }neN converge
a f(+,t). Teniendo en cuenta que f(%,yn) = (£, 2n) cOL 2, > Yy, obtenemos que f(1,t) = (4, 2).
Queremos ver que z = t.

Si z < t, entonces existe ng € N tal que z < y, <t para todo n > ng y como y, < 2, esto
contradice que {z, }nen converja a z. Luego z > t.

Si z > t, entonces t € S. Ademads, podemos tomar ¢ > 0 de forma que t < z —¢ < z
y B ((%,z),s) NX =28 ((%,z),e) N I, (Observemos que t > 0, luego es posible hacer esto).
Como f es continua, existe § > 0 tal que f (B ((%,t), 6)) CB ((%, z),g) . Podemos tomar § de
forma que t + 6 < z —e. Si tomamos (3,t1) con t < t1 <t + 4, entonces f(3,t1) = (3,Z) con
Z>z—¢e>t+d. Esto implica que t; € S en contradiccién con ¢t = sup S.

Luego se tiene que ¢t = z y por tanto, (%, t) es un punto fijo de f.

En el siguiente ejemplo, vemos como la p.p.f. no se tiene porque conservar por clausuras.
Veremos un espacio métrico que no tiene la p.p.f. pero que si contiene un subespacio denso que
la posee.

Ejemplo 5.7.8. Consideramos un subconjunto X de (R?,7,). Sean A = 9([0,4] x [-2,2]) y
B={(z,y) eR*:0< <1, y:sin%}. Tomamos X = AU B.

Vamos a construir una aplicacién f : X — X que no tenga ningin punto fijo. Consideramos
primero la aplicacién que proyecta B sobre el segmento {0} x [—2,2] y deja fijos los puntos de
A. Esta aplicacion estd dada por
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(0,2) A (4,2)

)
(0,-2) (4,-2)

Figura 5.4: Espacio X

Sea h : A — A la rotacién de 90° del conjunto A que podemos escribir como

(y +2,2), si (x,y) €A, z=0
Wz, y) (4,2 — x), si (x,y) € A, y=2

(x+2,-2), si(z,y) €A xz=4

(0, —z), si (x,y) € A, y=—2.

Consideramos la aplicacién continua f = ho g: X — X que no tiene puntos fijos.

Sea A’ = A\({0} x (—1,1)) y tomamos el conjunto Y = A’ U B. Observemos que Y = X.
Veamos que Y tiene la propiedad del punto fijo aunque X no la tiene, y por lo tanto, la p.p.f.
no se conserva al tomar adherencias.

Supongamos que existe una aplicacién continua ¢ : Y — Y que no tiene un punto fijo.
Entonces ¢(A") N B # () porque en caso constrario, podemos considerar ¢l : A’ — A’ y como
A" es homeomorofo al intervalo I, entonces |4 tendria un punto fijo y por lo tanto ¢ también
tendria un punto fijo.

Como A’ es compacto y conexo, la condicién ¢(A’) N B # () implica que ¢(A’) C B.

Tomamos x = (0,1) € A’. Para todo § > 0, se tiene que B(z,d) N B # (). Como ¢(z) € B,
podemos tomar € > 0 de forma que B(p(z),e) NY C B. Como ¢ es continua, se tiene que dar
que existe § > 0 tal que ¢ (B(z,0)) NY C B(p(x),e) NY C B, lo que implica que existe un
elemento p € B con ¢(p) € B, entonces ¢(B) C B por ser B conexo. Entonces tendriamos que
e(BU{(0,1)} € By podremos considerar la aplicacién ¢|pugo,1)y : BU{(0,1)} — BU{(0,1)}.
El espacio B U {(0,1)} es homeomorfo al espacio del ejemplo y por tanto, debe de tener
algin punto fijo.
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