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Gracias.





5

Resumen:
Los métodos de puntos interiores han sido uno de los mayores logros de la optimización

numérica de los últimos 50 años, convirtiéndose en unos buenos candidatos para resolver
problemas de talla grande. En programación lineal, en vez de pivotar entre los vértices del
conjunto de puntos admisibles para buscar una solución, como hace el Simplex, calculan
candidatos por el interior de la región admisible.

En este trabajo se han estudiado los métodos de puntos interiores primales-duales pa-
ra programación lineal. En la parte teórica se han tratado con detalle algunos aspectos
como el concepto del camino central y la relación con los métodos de penalización. A con-
tinuación, se han considerado dos métodos de puntos interiores: el LSPF, para el que se
estudia la convergencia global, y el MPC, por ser similar a los que se implementan en
MATLAB. En la parte práctica, se han comparado experimentalmente los métodos de la
Optimization Toolbox de MATLAB para programación lineal. Para ello se han usado dos
colecciones de tests: problemas de la libreŕıa NETLIB y problemas propios generados alea-
toriamente.

Palabras Clave: camino central, dualidad, métodos de puntos interiores, programación
lineal.

Abstract:
Interior point methods have been one of the biggest achievements in numerical opti-

mization over the last 50 years, turning out to be great candidates for solving large size
problems. In linear programming, instead of jumping between the vertices of the feasible
point set to search for a solution, like the Simplex method, interior point methods calculate
candidates inside the feasible point set.

The main focus of this work are primal dual interior point methods for linear pro-
gramming. Firstly, some theoretical aspects such as the concept of central path and its
relationship with the penalty methods have been discussed. Next, the introducction of two
algorithms: the LSPF, with a study of its convergence, and the MPC, because of its simila-
rity with the algorithms implemented on MATLAB. Finallly, the practical section focuses
on the comparison between all the methods available in MATLAB’s Optimization Toolbox
for linear programming. For this purpose, two colections of tests have been used: a set of
problems of NETLIB’s library and a set of randomly generated problems.

Key Words: Central path, duality, interior point methods, linear programming.
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Caṕıtulo 0

Introducción

La programación lineal es la rama de la optimización que se ocupa de la minimización y
maximización de funciones lineales cuyas variables están sometidas a restricciones también
lineales. Los problemas que se resuelven con la programación lineal tienen una función
objetivo, f(x), que se va a minimizar o maximizar y que depende de un número finito de
variables, x ∈ Rn. Como la función es lineal se puede escribir como cTx para un c ∈ Rn. Las
restricciones que van a poder afectar a las variables son de igualdad y de desigualdad. Si
el número de restricciones de igualdad se denota como nI y el restricciones de desigualdad
como nD, un problema de programación lineal se escribe de la siguiente forma:

(PL)


min
x∈Rn

f(x) = cTx

sujeto a aTi x = bi para i = 1, . . . , nI

aTi x ≤ bi para i = nI + 1, . . . , nI + nD

, (1)

donde ai ∈ Rn y bi ∈ R. Como es habitual, en la parte teórica de este trabajo se tratarán
los problemas de programación lineal en forma estándar. En estos las únicas restricciones
de desigualdad tienen la forma: x ≥ 0.

La programación lineal como disciplina de optimización numérica empieza en 1947 cuan-
do Dantzig plantea un problema de minimización para el ejército estadounidense y desarro-
lla el conocido método del Simplex. Existen intentos de optimizar funciones lineales previos
a 1947, pero ninguno tiene influencia significativa en lo que es la programación lineal hoy
en d́ıa.

En 1946 a Dantzig se le pide mecanizar los procesos de planificación en el ejército de
EEUU: encontrar una forma más rápida de gestionar el despliegue, entrenamiento y sumi-
nistro loǵıstico de materiales y tropas. Para su modelo Dantzig se inspiró en el trabajo de
Wassily Leontief, que en 1932 publicó una estructura matricial que bautizó como ”Interin-
dustry Input Output Model of the American Economy”. Inicialmente no hab́ıa una función
objetivo en el modelo, ya que en el momento no exist́ıa forma de abordar tal concepto en la
práctica computacional. Dantzig presenta un ejemplo en [1] para mostrar la dificultad de
encontrar una solución en esos tiempos. Se quiere asignar 70 personas a 70 tareas, para ello
se asocia el valor vij al beneficio de emparejar la persona i a la tarea j. A cada pareja entre
una persona y una tarea se le asocia una variable, xij. Se asigna a cada variable el valor
1 si se produce el emparejamiento entre la persona y la tarea, y el 0 si no. Por lo tanto,
se tienen 4900 variables, esto es un total de 70! posibilidades. Las restricciones son que

9



10 CAPÍTULO 0. INTRODUCCIÓN

todos las tareas deben de estar cubiertas y que todas las personas deben de tener asignada
una tarea. Aśı que se originan 140 restricciones. La dificultad era que hab́ıa que comparar
las 70! posibilidades para seleccionar cual de ellas proporciona una mayor suma total de
los beneficios. Lo que supońıa un gran inconveniente a la hora de buscar una solución,
sobre todo considerando que el ejército teńıa problemas de órdenes mayores que el de este
ejemplo.

El desarrollo del Simplex supuso una de las mayores revoluciones en el campo de la
optimización. Se convirtió en una herramienta muy útil para economistas, ingenieros y en
la gestión tanto de trabajadores como de recursos. Con la capacidad de resolver problemas
de optimización mediante el cálculo de nuevos candidatos a solución en los vértices del
conjunto de admisibilidad, es capaz de resolver gran variedad de problemas, asegurando
una convergencia global en un número finito de iteraciones. Desde su invención y hasta
finales del siglo XX, el Simplex fue el único método que se utilizó para resolver problemas
de programación lineal, pero, a pesar de garantizar la resolución, una cuestión teórica
que quedaba pendiente era que no se teńıan garant́ıas de una complejidad polinomial del
método.

En 1972 Klee y Minty [8] teorizan que, dado un problema de tamaño n, el método
Simplex pod́ıa llegar a ejecutar hasta 2n − 1 iteraciones antes de encontrar una solución.
En concreto esto ocurŕıa con la regla de pivotación que más se usaba en el momento para
el Simplex, propuesta por Dantzig. Para ello habŕıa que generar un conjunto de puntos
admisibles, con unas condiciones precisas, equivalente a un cubo n − dimensional, a este
cubo se le llama de Klee-Minty. Una de las generalizaciones del problema de optimización
con un cubo de Klee-Minty es el siguiente:

(KMn)


máx

∑n
i=1 2

n−ixi
sujeto a xi +

∑i−1
j=1 2

i+1−jxj ≤ 5i i = 1, 2, . . . , n

x ≥ 0

. (2)

El conjunto de puntos admisibles de este problema para dos y tres variables se puede ver
en la figura 1.

(a) n = 2 (b) n = 3

Figura 1: Representación gráfica del cubo de Klee-Minty para varias dimensiones.

Para mostrar algunas variantes del Simplex, se da la definición siguiente:
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Definición 0.0.1. Un conjunto de restricciones del problema (PL), Ik, se le llama con-
junto de trabajo en x(k) si

Las restricciones son activas en x(k) (aTi x
(k) = bi, i ∈ Ik).

Los vectores {ai}i∈Ik son linealmente independientes.

La matriz Ak será la matriz cuyas columnas son los vectores {ai}i∈Ik . Al conjunto de trabajo
se le hace referencia con el conjunto de ı́ndices de las restricciones y con la matriz asociada
dichas restricciones, (Ik, Ak). Ak es una matriz de tamaño n ×mk, siendo mk el número
de restricciones en el conjunto de trabajo.

A continuación, se presenta un esquema general del algoritmo del Simplex para la
formulación (PL):

Algoritmo 0.0.1. (Simplex para formulación general)

(1) Calcular un punto admisible x(0), y establecer k = 0. Obtener un conjunto de trabajo
maximal, (Ik, Ak), asociado a x(0).

(2) Si c /∈ R(Ak) =⇒ Ir a 3.
En otro caso, computar los candidatos a multiplicadores de Lagrange λ(k) resolviendo
el sistema: AT

k λ = −c.

Si λ
(k)
i ≥ 0 para todas las restricciones de desigualdad de Ik, entonces se ha

encontrado una solución global del problema. STOP.

En otro caso, eliminar de Ik una restricción de desigualdad con λ
(k)
q < 0.

(3) Calcular una dirección de descenso d(k) tal que aTj d
(k) = 0 si j ∈ Ik.

Si {j /∈ Ik, : a
T
j d

(k) > 0} = ∅, no existe solución para (PL). STOP.

(4) Calcular el desplazamiento ρk mediante la fórmula:

ρk = min
j /∈Ik, aTj d(k)>0

bj − aTj x
(k)

aTj d
(k)

.

Tomar x(k+1) = x(k) + ρkd
(k).

(5) Añadir al conjunto de trabajo una restricción asociada al desplazamiento ρk. Volver
a 2.

Hay dos momentos en los que hay varias opciones para proceder en el algoritmo: en
el paso 2 con la elección de la restricción que abandona el conjunto de trabajo (si es que
hay más de un candidato a multiplicador de Lagrange negativo) y en el paso 5 con la
elección de la restricción que entra en el conjunto de trabajo (si hay varias asociadas a ese
desplazamiento mı́nimo). Esas decisiones pueden marcar la convergencia del método. En
el problema (KM), escogiendo como x(0) el origen, si el criterio de selección es el primer
candidato a multiplicador de Lagrange negativo, el método no llegará a las 2n−1 iteraciones,
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si por otro lado se escoge el menor de todos esos candidatos, el método alcanzará esa cota
de iteraciones antes de encontrar una solución.

A pesar de que este caso sea una excepción y que la mayoŕıa de problemas se resuelvan
en muchas menos iteraciones, es de aqúı que surge el interés teórico en un método del
que se pueda garantizar una complejidad polinomial. El primero en proponer un método
para programación lineal con complejidad polinomial fue Khachiyan [5], quien promet́ıa
una complejidad O(n6L2), para n el tamaño del problema y L un factor relacionado a los
bits que se necesitan para almacenar los datos del problema. En la práctica el método de
Khachiyan no resultó ser un buen competidor contra el Simplex. Años más tarde, en 1984,
Karmakar [4] planteó su propio método, con una mejora en la complejidad, rebajándola a
O(n3.5L2). Este método dio buenos resultados, pero fue patentado y hasta 2006 no quedó
libre de patente.

Después de que el método de Karmakar fuese patentado, se empezó a investigar en
otros métodos, los que más atención tuvieron fueron los de puntos interiores primales-
duales, pruebas computacionales demostraron que eran más eficientes que otros tipos de
métodos de puntos interiores. En 1992 se tuvo una de las primeras implementaciones de
un método de puntos interiores que dio buenos resultados, la implementación de Mehrotra
[6]. Es a partir de este algoritmo del que surgen muchos de los códigos usados actualmente,
por ejemplo LIPSOL, que es la base de los algoritmos incorporados en MATLAB bajo el
nombre linprog.

Está ampliamente aceptado a d́ıa de hoy que los métodos de puntos de puntos inte-
riores son una buena alternativa ante el método Simplex, sobre todo en problemas para
talla grande [3]. Cabe destacar que con el auge de métodos distintos al Simplex, muchos
desarrolladores comerciales de este algoritmo han recibido grandes presiones económicas,
lo que ha derivado en una gran mejora de las implementaciones en los últimos años.

En este trabajo, en el caṕıtulo 2 se estudian desde un punto de vista teórico los méto-
dos de puntos interiores primales-duales. Primero se hace una breve introducción sobre
dualidad, explicando términos que serán útiles más adelante, como es el salto de dualidad.
Después se introduce el camino central y dos tipos de entorno útiles para el estudio de la
convergencia global. Por último, en el caṕıtulo 2 se introducen los conceptos de dirección
af́ın y de centralización, que son la base de las direcciones de los métodos de puntos in-
teriores primales-duales. En el caṕıtulo 3 se presentan resultados numéricos obtenidos en
el desarrollo del trabajo con el objetivo de comparar un método Simplex con métodos de
puntos interiores. Se ha trabajado con dos tipos de problemas:

Problemas de la biblioteca NETLIB [2].

Problemas generados de forma aleatoria para este trabajo.



Caṕıtulo 1

Métodos de puntos interiores
primales-duales

Los métodos de puntos interiores tienen en común que reemplazan las restricciones de
desigualdad x ≥ 0, aplican la teoŕıa de dualidad y usan el método de Newton para resolver
sistemas de ecuaciones no lineales.

1.1. Introducción a dualidad

Se considera un problema de programación lineal en forma estándar al siguiente:

(P )


min
x∈Rn

f(x) = cTx

sujeto a Ax = b
x ≥ 0

, (1.1)

donde c ∈ Rn, b ∈ Rm y A ∈ Rm×n de rango máximo con m < n. Si m = n para determinar
la solución de (P) bastaŕıa resolver el sistema de ecuaciones lineales, Ax = b. Además, en
toda la memoria se va a suponer que existe solución para el problema.

Dado un problema, se define su conjunto de puntos admisibles como:

Definición 1.1.1. (Conjunto de puntos admisibles) Se considera el conjunto de pun-
tos admisibles de un problema (P ) al conjunto formado por los puntos que cumplen todas
las restricciones de dicho problema, y se denomina A(P ).

El siguiente resultado, demostrado en Optimización I, presenta la relación entre el pro-
blema (P), llamado problema primal, y su dual.

Teorema 1.1.1. Sean x̄ solución del problema de optimización (P) y (λ̄, s̄) multiplicadores
de Lagrange asociados a x̄. Entonces (λ̄, s̄) son solución global del problema:

(PD)


max

λ∈Rm, s∈Rn
D(λ, s) = bTλ

sujetos a ATλ+ s = c
s ≥ 0

. (1.2)

13



14 CAPÍTULO 1. MÉTODOS DE PUNTOS INTERIORES PRIMALES-DUALES

Además, se tiene la igualdad de los valores óptimos de las dos funciones objetivo:

f(x̄) = D(λ̄, s̄). (1.3)

Al problema (PD) se le conoce como el problema dual de (P).

1.2. El salto de dualidad

A continuación, se presenta la relación de los valores de las funciones objetivo primal y
dual en puntos admisibles.

Proposición 1.2.1. Se cumple la siguiente relación:

f(x)−D(λ, s) = xT s ≥ 0 , (1.4)

donde x ∈ A(P ) y (λ, s) ∈ A(PD).

Demostración. Sea x ∈ A(P ) y (λ, s) ∈ A(PD) se verifican las siguientes igualdades

f(x)−D(λ, s) = cTx− bTλ = xT (c− ATλ) = xT s, (1.5)

y, como x ≥ 0 y s ≥ 0 se tiene xT s ≥ 0

Al valor xT s se le conoce como salto de dualidad.
Dada la relación (1.4) y la igualdad (1.3) se pude concluir que los puntos admisibles

con salto de dualidad cero son solución de sus respectivos problemas.

Corolario 1.2.1. Cuando se cumple x̄T s̄ = 0 para x̄ ∈ A(P ) y (λ̄, s̄) ∈ A(PD), entonces
se tiene que x̄ es solución para el problema (P ) y (λ̄, s̄) es solución del problema (PD).

Demostración. Trivial.

Además, el siguiente resultado da una cota superior de la distancia de la función objetivo
en cualquier punto admisible al valor óptimo.

Proposición 1.2.2. Si x ∈ A(P ) y (λ, s) ∈ A(PD), entonces se tiene

γ ≤ f(x) ≤ γ + xT s.

para γ = mı́n{f(x) : x ∈ A(P )}.

Demostración. Por definición de mı́nimo se cumple la primera desigualdad. Para comprobar
la segunda desigualdad se toma x̄ ∈ A(P ) tal que γ = f(x̄). Por la proposición 1.2.1 se
sabe que 0 ≤ γ −D(λ, s), por lo tanto se cumple:

f(x) ≤ γ + f(x)−D(λ, s) = γ + xT s. (1.6)

Con lo que queda demostrada la proposición.
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Usando las condiciones de optimalidad suficientes de primer orden (ver teorema A.2.6)
se pueden resumir en cuatro las condiciones para que un vector x̄ sea solución del problema
(P): las restricciones de los problemas (P) y su dual (PD), el salto de dualidad igual a 0 y
las condiciones de positividad sobre algunas variables duales:

AT λ̄+ s̄ = c, (1.7a)

Ax̄ = b, (1.7b)

x̄is̄i = 0, i = 1, 2, . . . , n, (1.7c)

(x̄, s̄) ≥ 0, (1.7d)

donde λ̄, s̄ son los llamados multiplicadores de Lagrange (Teorema A.2.5). Estas son las
llamadas condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) para el problema (P). Como se puede
observar, las tres primeras están asociadas a un sistema de ecuaciones no lineales. Además,
las últimas corresponden a 2n inecuaciones.

1.3. Dirección en los métodos primales-duales

Para resolver el sistema no lineal asociado a las condiciones de KKT mediante alguna
variación del método de Newton se define la siguiente función F : Rn

+×Rm×Rn
+ −→ R2n+m:

F (x, λ, s) =

 ATλ+ s− c
Ax− b
XSe

 , (1.8)

donde X,S ∈ Rn×n son matrices con todos los elementos iguales a cero excepto sus
diagonales principales, que son iguales a x y s, respectivamente, y e = (1, . . . , 1)T ∈ Rn.

El objetivo será encontrar (x̄, λ̄, s̄) tales que F (x̄, λ̄, s̄) = 0. De esta forma se tendrá
x̄ ∈ A(P ), (λ̄, s̄) ∈ A(PD) y el salto de dualidad x̄T s̄ = 0 y por tanto una solución de los
problemas primal y dual (ver el corolario 1.2.1).

Para aplicar el método de Newton al sistema no lineal asociado a (1.7a)-(1.7b)-(1.7c),
dado (x(k), λ(k), s(k)), se calcula una dirección resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones
lineales:

J(x(k), λ(k), s(k))

 ∆x
∆λ
∆s

 = −F (x(k), λ(k), s(k)), (1.9)

donde J(x(k), λ(k), s(k)) es la matriz jacobiana de F en (x(k), λ(k), s(k)). El sistema queda
de la siguiente forma: 0 AT I

A 0 0
S(k) 0 X(k)

 ∆x
∆λ
∆s

 =

 c− s(k) − ATλ(k)

b− Ax(k)

−X(k)S(k)e

 . (1.10)

Para comprobar que este sistema tiene una única solución habrá que verificar que la matriz
jacobiana es inversible.
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Proposición 1.3.1. La matriz Jacobiana recién definida:

J(x(k), λ(k), s(k)) =

 0 AT I
A 0 0
S(k) 0 X(k)

 ,

con x(k), s(k) ∈ Rn, (x(k), s(k)) > 0 y A ∈ Rm×n, de rango máximo, es inversible.

Demostración. Para simplificar la notación, en esta demostración se evita escribir los su-
peŕındices. Para probar que la matriz J(x, λ, s) es inversible se resolverá el siguiente sistema: 0 AT I

A 0 0
S 0 X

 z = 0. (1.11)

Si la única solución posible es z = 0, la matriz J(x, λ, s) será inversible. Si se divide el
vector z en tres partes:

z =

 z1
z2
z3

 ,

con z1, z3 ∈ Rn y z2 ∈ Rm. Multiplicando por bloques en (1.11), se llega al sistema:
AT z2+ Iz3 = 0

Az1 = 0
Sz1+ Xz3 = 0

. (1.12)

Como se sabe que S y X son matrices diagonales con todos sus elementos positivos, son
inversibles. Despejando z1 de la tercera ecuación y z3 de la primera ecuación se llega a:{

z3 = −AT z2
z1 = −S−1Xz3

, (1.13)

y sustituyendo en la segunda ecuación de (1.12)

AS−1XAT z2 = 0 . (1.14)

Se puede definir la matriz diagonal (y por lo tanto simétrica)

D = diag(
√
x1/s1,

√
x2/s2, . . . ,

√
xn/sn).

Como S−1 = diag(1/s1, . . . , 1/sn), se tiene que S
−1X = DD = DTD. Por lo que la igualdad

(1.14) queda de la siguiente forma:

ADTDAT z2 = 0.

Se cumple lo siguiente:

ADTDAT z2 = 0 =⇒ zT2 AD
TDAT z2 = 0 =⇒ (DAT z2)

TDAT z2 = 0 =⇒ ∥DAT z2∥22 = 0.
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Como se tiene ∥DAT z2∥22 = 0 entonces, también se cumple DAT z2 = 0. Usando que
D es una matriz inversible, se tiene AT z2 = 0. De ah́ı, como AT es de rango máximo por
columnas, se tiene que la única solución del sistema es z2 = 0.

Como z2 = 0, por las igualdades (1.13), se llega a z1 = 0 y z3 = 0. Por lo tanto z = 0
es la única solución del sistema (1.11) y entonces queda probado que la matriz jacobiana
asociada a puntos interiores es inversible.

Para puntos interiores (x(k), s(k)), como la matriz J(x(k), λ(k), s(k)) es inversible, el siste-
ma (1.9) tiene solución única. En la práctica, los métodos primales-duales en lugar de usar
la condición (1.7c) usan

xisi = τ > 0 para i = 1, . . . , n, con τ −→ 0.

Estas ecuaciones formarán parte del camino central, como se verá en la siguiente sección.

1.4. El camino central

Para hablar de métodos de puntos interiores lo primero que habrá que hacer será definir
el conjunto de puntos admisibles, F , y estrictamente admisibles, F0,

F = {(x, λ, s)| Ax = b, ATλ+ s = c, (x, s) ≥ 0}, (1.15a)

F0 = {(x, λ, s)| Ax = b, ATλ+ s = c, (x, s) > 0}. (1.15b)

A partir de los conjuntos anteriores se define:

Definición 1.4.1. (Camino central) Dado τ > 0, se llama camino central, C, al arco
de puntos (xτ , λτ , sτ ) ∈ F0 que cumple XτSτe = τe.

El camino central resultará útil en la búsqueda de soluciones de los problemas (P) y
(PD). Para ver que el camino está bien definido, basta ver que si F0 ̸= ∅, entonces existe
una sola tripleta (xτ , λτ , sτ ) ∈ C para cada τ > 0.

Se redefine el sistema no lineal asociado a las condiciones de KKT cambiando (1.7c)
por la condición xisi = τ

ATλτ + sτ = c , (1.16a)

Axτ = b , (1.16b)

xτ isτ i = τ , i = 1, 2, . . . , n , (1.16c)

(xτ , sτ ) > 0 . (1.16d)

Se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.4.1. Si F0 ̸= ∅, entonces para cada τ > 0 existe una única tripleta (xτ , λτ , sτ )
verificando las condiciones (1.16)

Antes de probar el teorema, se va a formular un problema de optimización asociado al
camino central y se demostrarán tres resultados relevantes. Sea

H0 = {(x, s)| (x, λ, s) ∈ F0 para algún λ ∈ Rm} ,
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y fτ : Rn × Rn −→ R una función tal que:

fτ (x, s) =
xT s

τ
−

n∑
i=1

log(xisi) . (1.17)

Se define el siguiente problema de optimización.

(Pτ )

{
mı́n fτ (x, s)

sujeto a (x, s) ∈ H0 . (1.18)

Por último, antes de demostrar el Teorema 1.4.1, se enuncian y prueban tres resultados.

Lema 1.4.1. Sea F0 ̸= ∅. Entonces para cada K ≥ 0, el conjunto

{(x, s) | (x, λ, s) ∈ F para algún λ y xT s ≤ K},

está acotado.

Demostración. Sea (x̄, λ̄, s̄) un punto cualquiera de F0 y (x, λ, s) un punto en F que cumple
xT s ≤ K, entonces como Ax̄ = b, Ax = b se cumple A(x̄ − x) = 0. De la misma forma
AT (λ̄− λ) + (s̄− s) = 0. Entonces se llega a la siguiente igualdad

(x̄− x)T (s̄− s) = −(x̄− x)TAT (λ̄− λ) = 0.

Como se tiene que xT s ≤ K, sustituyendo en la igualdad, se llega a la siguiente desigualdad

x̄T s+ s̄Tx ≤ K + x̄T s̄.

Como (x̄, s̄) > 0, escogiendo componente más pequeño entre ambos vectores

ξ = mı́n{mı́n{xi, si} | i = 1, . . . , n}

se puede decir
ξeT (x+ s) ≤ x̄T s+ s̄Tx ≤ K + x̄T s̄.

Esta última desigualdad implica

0 ≤ xi ≤ 1
ξ
(K + x̄T s̄), 0 ≤ si ≤ 1

ξ
(K + x̄T s̄), i = 1, 2, . . . , n.

Como (x̄, s̄) es fijo, (x, s) está acotado. Probando aśı el resultado.

Lema 1.4.2. La función g : (0,+∞) −→ R tal que g(t) = t− log t− 1 verifica:

- g es estrictamente convexa;

- g(t) ≥ 0, con igualdad si y solo si t = 1;

- g(t) ↑ +∞ si t −→ 0 o t −→ +∞.
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Demostración. Para demostrar el lema:

1. Las derivadas primera y segunda de g son: g′(t) = 1−1/t, g′′(t) = 1/t2, luego g′′(t) > 0
para t ∈ (0,+∞) por tanto estrictamente convexa (Teorema A.2.1).

2. Se tiene que g′(t) = 0 ⇐⇒ 1 = 1/t ⇐⇒ t = 1. Por lo tanto t = 1 es mı́nimo global
de g(t)
(Apéndice ??). Y por consecuente g(t) ≥ 0 para cada t ∈ (0,+∞). De forma reciproca,
g(t) = 0 si y solo si t− log t = 1 ⇐⇒ et/t = e⇐⇒ t = 1.

3. Basta calcular los dos ĺımites:

lim
t−→0

g(t) = lim
t−→0

t− log t− 1 = −lim
t−→0

log t+ 1 = +∞

lim
t−→+∞

g(t) = lim
t−→∞

log
(

et−1

t

)
= log

(
lim
t−→∞

et−1

t

)
= log

(
lim
t−→∞

et−1
)
= +∞. donde

en la penúltima igualdad se usa la regla de L’Hopital

Lema 1.4.3. Los conjuntos de nivel {(x, s) ∈ A(Pτ ) : fτ (x, s) ≤ ψ}, donde ψ es una
constante dada, están acotados.

Demostración. Para empezar, la función fτ se puede reescribir de la siguiente forma:

fτ (x, s) =
1

τ
xT s−

n∑
i=1

log(xisi)

=
n∑

i=1

(xisi
τ

− log xisi + log τ − log τ + 1− 1
)

=
n∑

i=1

(xisi
τ

− log
xisi
τ

− 1
)
+ n− n log τ

=
n∑

i=1

g
(xisi
τ

)
+ n− n log τ,

(1.19)

donde g(t) = t− log t− 1.
Si fτ (x, s) ≤ ψ, se tiene que :

n∑
i=1

g
(xisi
τ

)
+ n− n log τ ≤ ψ ⇐⇒

n∑
i=1

g
(xisi
τ

)
≤ ψ̄,

donde ψ̄ = ψ − n+ n log τ .
Además, como se ha visto en el Lema 1.4.2, como g(t) ≥ 0,

g
(xisi
τ

)
≤ ψ̄ −

∑
j ̸=i

g
(xjsj

τ

)
≤ ψ̄, i = 1, . . . , n.
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Por el tercer apartado del Lema 1.4.2, como g(xisi) ≤ ψ̄, se tiene que debe de existir una
constante M > 0 tal que

1

M
≤ xisi ≤M i = 1, . . . , n.

Entonces, sumando para cada i, se tiene lo siguiente:

n∑
i=1

xisi = xT s ≤ nM.

Por lo tanto,

{(x, s) ∈ A(Pτ ) : fτ (x, s) ≤ ψ} ⊂ {(x, s)| (x, λ, s) ∈ F0 para algún λ, y xT s ≤ nM}

y aplicando el Lema 1.4.1 se llega a que el conjunto está acotado.

Ahora se procede a la demostración del Teorema 1.4.1.

Demostración. Para que el conjunto de restricciones no dependa de λ, se escoge una matriz
Z tal que sus columnas sean vectores del núcleo de A, N(A). Multiplicando por ZT a la
izquierda en la restricción ATλ+ s = c se llega a ZT s = ZT c.

Sea entonces el problema de optimización, equivalente a (Pτ ), para τ > 0:

(P ′
τ )


mı́n fτ (x, s)

sujeto a (x, s) > 0
Ax = b
ZT s = ZT c

. (1.20)

Para comprobar que la solución del problema de optimización (P ′
τ ) es el punto buscado

que cumple (1.16), basta ver que las condiciones (1.16) son las condiciones de optimalidad
del problema. Las condiciones (1.16a),(1.16b) y (1.16d) se deducen de A(P ′

τ ). Para ver que
se cumple (1.16c) se aplica el Teorema A.2.5 y se llega a las siguientes dos igualdades:{

s/τ −X−1e+ AT λ̃ = 0
x/τ − S−1e+ Zµ̃ = 0

.

Por lo tanto se cumple (
s
τ
−X−1e

)T (
x
τ
− S−1e

)
= λ̃TAZµ̃.

Como AZ = 0, se tiene λ̃TAZµ̃ = 0. Además, como X y S son diagonales, el producto es
conmutativo. Por tanto, utilizando además las igualdades s = Se y x = Xe, se tiene:(

1
τ
Se−X−1e

)T (
S−1/2X1/2

) (
S1/2X−1/2

) (
1
τ
Xe− S−1e

)
= 0 ⇐⇒

∥ 1
τ
(XS)1/2e− (XS)−1/2e∥2 = 0 ⇐⇒

1
τ
(XS)1/2e− (XS)−1/2e = 0.
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La igualdad se cumplirá si y solo si XSe = τe, o lo que es lo mismo, xisi = τ para todo
i ∈ {1, . . . , n}.

Una vez verificado que (1.16) son las condiciones de optimalidad del problema (P ′
τ ), se

demuestra la existencia y unicidad de solución.
Para ver si existe mı́nimo, sea

(
x(k), s(k)

)
k∈N ⊂ A(P ′

τ ) una sucesión minimizante, tal que

fτ (x
(k), s(k)) −→ inf

A(P ′
τ )

fτ , cuando k −→ ∞.

Para ver que la sucesión está acotada, se escoge c = fτ (x
(0), s(0)) una constante finita. Se

considera
(
x(k), s(k)

)
k∈N ⊂ {(x, s) ∈ A(P ′

τ ) | fτ (x, s) ≤ c} y aplicando el Lema 1.4.3 se llega
a que está acotada. Por estar la sucesión acotada en Rn ×Rn, espacio de dimensión finita,
existe una subsucesión (x(km), s(km))m∈N ⊂ (x(k), s(k))k∈N convergente a (x̄, s̄).

Para comprobar que (x̄, s̄) ∈ A(P ′
τ ), por reducción al absurdo se supone que (x̄, s̄) se

encuentra en la frontera de A(P ′
τ ), esto es que al menos una de las coordenadas de x̄ o s̄

sea 0. Las coordenadas que son 0 cumplen x̄j s̄j = 0 y se tiene el ĺımite

lim
km−→∞

log(x
(km)
j s

(km)
j ) = −∞.

Sea J el conjunto de coordenadas en las que x̄ o s̄ toma 0. Se tiene que

lim
km−→∞

fτ (x
(km), s(km)) = K −

∑
j∈J

lim
km−→∞

log(x
(km)
j s

(km)
j ) = +∞,

donde K = 1
τ
x̄T s̄−

∑
i∈{1,...,n}\J log(x̄is̄i). Se llega a un absurdo, ya que fτ (x

(km), s(km)) ≤ c.

Por lo tanto (x̄, s̄) ∈ A(P ′
τ ) y usando la continuidad de fτ se tiene

fτ (x̄, s̄) = lim
km−→∞

f(x(km), s(km)) = lim
k−→∞

f(x(k), s(k)) = inf
A(P ′

τ )

fτ .

Con lo que el problema tendrá al menos una solución.
Para determinar la unicidad de la solución, bastará con ver que se cumpla el Teorema

A.2.4. Para ello hay que comprobar si fτ es estrictamente convexa. Teniendo en cuenta fτ
como suma de dos funciones distintas: gτ (x, s) =

1
τ
xT s y h(x, s) = −

∑n
i=1 log(xisi).

Se puede reescribir gτ como una función lineal sobre el conjunto A(P ′
τ ). Se escoge un x̃

cualquiera tal que Ax̃ = b, entonces se tiene que para cada (x, s) ∈ A(P ′
τ ):

xT s = xT (c− ATλ) = xT c− bTλ = xT c− (x̃A)Tλ = xT c− x̃T (c− s) = xT c+ x̃T s− x̃T c,

que es lineal respecto de x y respecto de s. Para ver que h es convexa se estudia su matriz
hessiana. Teniendo en cuenta

∇xh(x, s) = (−1/x1, . . . ,−1/xn)
T ,

∇sh(x, s) = (−1/s1, . . . ,−1/sn)
T ,

y
∇2

xxh(x, s) = diag(1/x21, . . . , 1/x
2
n), ∇2

xsh(x, s) = 0
∇2

ssh(x, s) = diag(1/s21, . . . , 1/s
2
n), ∇2

sxh(x, s) = 0,
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es evidente que la hessiana es definida positiva en A(P ′
τ ). Entonces como A(P ′

τ ) es un
conjunto convexo, se pueden aplicar los teoremas A.2.1 y A.2.4. Por lo tanto existe solución
para (P ′

τ ) y es única.

En la práctica, algunos métodos usan las condiciones (1.16) con τ = σµ, donde µ será
la medida de dualidad (sección 1.4.2) y σ ∈ [0, 1] un factor de reducción. La ecuación para
la dirección de Newton para puntos admisibles queda de la siguiente forma: 0 AT I

A 0 0
S(k) 0 X(k)

 ∆x
∆λ
∆s

 =

 0
0

−X(k)S(k)e+ σµe

 (1.21)

1.4.1. Relación con los métodos de penalización

Reemplazando las restricciones xi ≥ 0 del problema (P) por un término de barrera
logaŕıtmica, τ log(xi) (con τ > 0), añadido a la función objetivo de (P) se obtiene el
siguiente problema de optimización:

(PPτ )

{
min
x>0

f̃τ (x) = cTx− τ
∑n

i=1 log xi

sujeto a Ax = b
.

El parámetro de penalización τ sirve para controlar la relación entre el término asociado
a las restriciones de desigualdad y la función objetivo del problema (P).

A continuación se relaciona el problema de penalización (Pτ ) con las ecuaciones del
camino central:

Proposición 1.4.1. Dado el problema (PPτ ), se cumple que x̄τ es solución de (Pτ ) si y
solo si existen s̄τ ∈ Rn, s̄τ > 0, λ̄τ ∈ Rm que verifican (1.16).

Demostración. Para demostrar la proposición:

=⇒ Si x̄τ es solución de (PPτ ), entonces es punto de Kuhn-Tucker (véase el teorema
A.2.5). Aśı que el resultado se tiene usando

∇f̃τ (x) = c− τ

 1/x1
...

1/xn,


y tomando s̄τi = τ/x̄τi.

La condición (1.16b) y x̄τ > 0 se cumplen por las restricciones del problema (PPτ ).
Como x̄τ > 0, τ > 0 y s̄τi = τ/x̄τi, entonces s̄τi > 0. Por lo que se cumplen todas las
condiciones (1.16).

⇐= Para obtener el resultado basta aplicar las condiciones suficientes de primer orden (ver
teorema A.2.6). Para ver que la función f̃τ es convexa se puede aplicar el teorema
A.2.1, teniendo en cuenta que la hessiana de f̃τ es:

∇2f̃τ (x) = diag(τ/x21, . . . , τ/x
2
n).
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Como x > 0 y τ > 0, entonces la matriz hessiana es una matriz diagonal de elementos
positivos, por tanto es definida positiva.

Los primeros métodos para resolver numéricamente los problemas de programación no
lineal (problemas de optimización donde ambos, la función objetivo y las restricciones
pueden ser no lineales) fueron los métodos de penalización en los que se trataba de resolver
una sucesión de problemas sin restricciones (en los que la función objetivo combina la del
problema de programación no lineal con unos términos asociados a las restricciones de ese
problema). Por ejemplo, la función de barrera logaŕıtmica fue introducida a mediados del
siglo XX. Estos métodos de penalización sufŕıan de dificultades a la hora de su utilización
en la práctica, originadas por el mal condicionamiento de las matrices hessianas cuando el
parámetro de penalización no es pequeño.

La diferencia con el planteamiento de métodos de puntos interiores es que estos no hacen
la minimización del problema de penalización en cada iteración para cada valor de τ , sino
que calculan una dirección en relación con ese problema.

1.4.2. Entornos del camino central

Un vez definido el camino central C se pueden considerar entornos del mismo con el fin
de que la búsqueda esté menos restringida. Sea µk = (x(k))T s(k)/n la medida de dualidad
actual asociada a el punto interior (x(k), λ(k), s(k)). Destacan los dos siguientes entornos de
C:

N2(θ) = {(x, λ, s) ∈ F0 | ∥XSe− µe∥2 ≤ θµ}, (1.22)

con θ ∈ [0, 1), y

N−∞(γ) = {(x, λ, s) ∈ F0 | xisi ≥ γµ para i = 1, 2 . . . , n}, (1.23)

con γ ∈ (0, 1] (usualmente se toman los valores θ = 0.5 y γ = 10−3). En el siguiente
resultado se demuestra que los conjuntos del tipoN2(θ) son más restrictivos que losN−∞(γ).
De ah́ı que los métodos de puntos interiores que usan entornos N2 se llamen de paso corto
(Short−Step Path−Following o SPF[7]) y los métodos que usan entornos N−∞ se llamen
de paso largo (Long − Step Path− Following o LPF).

Proposición 1.4.2. Se tiene que N2(θ) ⊆ N−∞(γ) para 0 < γ ≤ (1− θ).

Demostración. Sea (x, λ, s) ∈ N2(θ) se cumple

|xisi − µ| ≤ ∥XSe− µe∥2 ≤ θµ,

y, aplicando la desigualdad triangular y que µ > 0 y xisi > 0, se llega a la desigualdad
deseada:

|µ− xisi| ≤ θµ =⇒ |µ| − |xisi| ≤ θµ =⇒ (1− θ)µ ≤ xisi.

Luego xisi ≥ γµ para cualquier γ tal que γ ≤ (1 − θ). Por lo tanto queda probado el
enunciado.

La naturaleza menos restrictiva de los entornos N−∞ da pie a que los algoritmos LPF
sean más eficaces en la práctica que los SPF .
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1.5. Algoritmo LSPF y su convergencia global

El siguiente procedimiento es un algoritmo LPF , que toma siempre el mayor desplaza-
miento posible dentro de un entorno N−∞(γ).

A continuación, se va a usar la siguiente notación

(x(k)(α), λ(k)(α), s(k)(α)) = (x(k), λ(k), s(k)) + α(∆x(k),∆λ(k),∆s(k)), (1.24)

donde (x(k)(α), λ(k)(α), s(k)(α)) es el último aproximante calculado y (∆x(k),∆λ(k),∆s(k))
la última dirección de avance calculada.

Algoritmo 1.5.1. (Long-Step Path-Following).
Dado γ, σmin, σmax con γ ∈ (0, 1), 0 < σmin < σmax < 1 y (x(0), λ(0), s(0)) ∈ N−∞(γ)
for k=1, 2,. . .

- Escoger σk ∈ [σmin, σmax]

- Calcular la dirección (∆x(k),∆λ(k),∆s(k)) resolviendo el sistema (1.21) con
µk = (x(k))T s(k)/n

- Escoger αk como el mayor desplazamiento en [0,1] tal que

(x(k)(αk), λ
(k)(αk), s

(k)(αk) ∈ N−∞(γ). (1.25)

- Tomar (x(k+1), λ(k+1), s(k+1)) = (x(k)(αk), λ
(k)(αk), s

(k)(αk)).

end(for)

El objetivo del Algoritmo 1.5.1 es construir una sucesión ((x(k), λ(k), s(k)))k∈N con la
medida de dualidad µk tendiendo a 0 y que sea convergente a (x̄, λ̄, s̄), solución de (1.7).
Para comprobar el ritmo de decrecimiento de (µk)k∈N se parte del siguiente resultado cuya
demostración se encuentra en [9].

Lema 1.5.1. Sean u, v ∈ Rn con uTv ≥ 0. Se tiene

∥UV e∥2 ≤ 2−3/2∥u+ v∥22 . (1.26)

Se tiene además que se cumple:

Lema 1.5.2. Sea (∆x(k),∆λ(k),∆s(k)) la solución del sistema (1.21). Se tiene

∆xT∆s = 0 (1.27)

y

µ(α) = (1− α + ασ)µ . (1.28)
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Demostración. Basta multiplicar por ∆xT a la izquierda la primera igualdad del sistema
(1.21). Se obtiene:

∆xT (AT∆λ+∆s) = 0 ⇐⇒ (A∆x)T∆λ+∆xT∆s = 0 .

Como se conoce que A∆x = 0, se deduce ∆xT∆s = 0. Esta igualdad es útil para probar
(1.28). Se tiene que

µ(α) =
x(α)T s(α)

n
=

1

n

(
xT s+ α(∆xT s+ xT∆s)

)
. (1.29)

De la tercera igualdad del sistema (1.21):

s
(k)
i ∆x

(k)
i + x

(k)
i ∆s

(k)
i = −x(k)i s

(k)
i + σkµ para i = 1 . . . , n ,

sumando las n ecuaciones se llega a que se cumple la siguiente

(s(k))T∆x(k) + (x(k))T∆s(k) = −(x(k))T s(k) + nσkµ.

Sustituyendo en (1.29) y usando que µk = (x(k))T s(k)/n se tiene

µ(α) =
1

n

(
(x(k))T s(k) + α(−(x(k))T s(k) + nσµ)

)
= µ (1− α + ασ) .

A continuación, se enuncia un resultado sobre una relación entre las componentes primal
y dual de la dirección solución de (1.21) que servirá para calcular el ritmo de decrecimiento
de (µk)k∈N:

Lema 1.5.3. Si (x, λ, s) ∈ N−∞(γ), entonces se tiene

∥∆X∆Se∥2 ≤ 2−3/2(1 + 1/γ)nµ . (1.30)

Demostración. Sea D = X1/2S−1/2. Al multiplicar la tercera igualdad del sistema (1.21)
por (XS)−1/2 se obtiene la igualdad

D−1∆x+D∆s = (XS)−1/2 (−XSe+ σµe) .

Aplicando el lema 1.5.1 con u = D−1∆x y v = D∆s, sabiendo (1.27), se tiene:

∥D−1∆XD∆e∥2 ≤ 2−3/2∥D−1∆x+D∆s∥22
= 2−3/2∥(XS)−1/2 (−XSe+ σkµe) ∥22 .

Calculando la última norma se llega a lo siguiente:

∥D−1∆XD∆e∥2 ≤ 2−3/2

[
xT s− 2nσµ+ (σµ)2

n∑
i=1

1

xisi

]

≤ 2−3/2

[
nµ− 2nσµ+ (σµ)2

n

µγ

]
≤ 2−3/2

[
1− 2σ +

σ2

γ

]
nµ

≤ 2−3/2 (1 + 1/γ)nµ ,

donde se ha usado xisi ≥ γµ y σk ∈ [0, 1]. Con lo que queda demostrado el lema.



26 CAPÍTULO 1. MÉTODOS DE PUNTOS INTERIORES PRIMALES-DUALES

Para comprobar el ritmo de decrecimiento de µk se demuestra el siguiente teorema.

Teorema 1.5.1. Dado el Algoritmo 1.5.1, existe una constante

δ = 23/2γ
1− γ

1 + γ
mı́n{σmin(1− σmı́n), σmax(1− σmáx)} , (1.33)

independiente de n, tal que la medida de dualidad para dos iteraciones seguidas cumple

µk+1 ≤
(
1− δ

n

)
µk , (1.34)

para todo k ≥ 0.

Demostración. Primero, dado (x(k), λ(k), s(k)) ∈ N−∞(γ) va a comprobar cual es el máximo
α para el que

(x(k)(α), λ(k)(α), s(k)(α)) ∈ N−∞(γ) .

Se tiene que para cada i = 1, . . . , n se cumple, aplicando el lema 1.5.3:

|∆x(k)i ∆s
(k)
i | ≤ ∥∆X(k)∆S(k)e∥2 ≤ 2−3/2(1 + 1/γ)nµk . (1.35)

Se tiene lo siguiente:

x
(k)
i (α)s

(k)
i (α) = (x

(k)
i + α∆x

(k)
i )(s

(k)
i + α∆s

(k)
i )

= x
(k)
i s

(k)
i + α

(
x
(k)
i ∆s

(k)
i +∆x

(k)
i s

(k)
i

)
+ α2∆x

(k)
i ∆s

(k)
i .

Aplicando (1.21), (1.35) y x
(k)
i s

(k)
i ≥ γµk se llega a

x
(k)
i (α)s

(k)
i (α) ≥ x

(k)
i s

(k)
i + α(−x(k)i s

(k)
i + σkµk)− α2|∆x(k)i ∆s

(k)
i |

≥ (1− α)γµk + ασkµk − α2 2−3/2(1 + 1/γ)nµk .

Además, por el lema 1.5.2 se tiene:

µk(α) = (1− α + ασk)µk .

Se puede asegurar que la condición x
(k)
i (α)s

(k)
i (α) ≥ γµk(α) se cumple si se satisface

(1− α)γµk + ασkµk − α2 2−3/2(1 + 1/γ)nµk ≥ γ(1− α + ασk)µk , (1.38)

o equivalentemente:

µkγ + µk

(
α(−γ + σk)− α22−3/2n

(
1 +

1

γ

))
≥ γµk + γµkα(σk − 1) ⇐⇒

⇐⇒ α(−γ + σk)− αγ(σk − 1) ≥ α22−3/2n

(
1 +

1

γ

)
⇐⇒

23/2
σk
n

1− γ

1 + 1/γ
≥ α
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Por lo tanto se tiene que

(x(α), λ(α), s(α)) ∈ N (γ), ∀α ∈
[
0, 23/2

σk
n
γ
1− γ

1 + γ

]
.

Luego, en una iteración cualquiera k, tomando un paso αk en el rango recién calculado,
y usando (1.28), la reducción de µk cumple:

µk+1 = µk(αk) = µk(1 + αk(σk − 1))

≤ µk(1 +
23/2

n
γ
1− γ

1 + γ
σk(σk − 1)) .

Nótese que para σk ∈ [σmin, σmax] la función σk(1− σk) es una función con mı́nimos en los
extremos. Por lo tanto, como el valor σk escogido será el que más reduzca µk, se tomará

δ = 23/2γ
1− γ

1 + γ
mı́n{σmin(σmin − 1), σmax(σmax − 1)} , (1.41)

con lo que se obtiene el resultado buscado

µk+1 ≤ (1− δ

n
)µk .

Como se puede observar, el ritmo de decrecimiento está relacionado con el tamaño del
problema y con los valores γ, σmin, σmax escogidos.

Dado el ritmo de decrecimiento del valor de la medida de dualidad, se puede probar que
el método necesita un número de iteraciones de orden polinomial (en relación al tamaño
del problema).

Teorema 1.5.2. Dado ϵ ∈ (0, 1), existe un ı́ndice K con K = O(n log 1/ϵ) tal que

µk ≤ ϵµ0, para todo k ≥ K.

Demostración. A partir de la desigualdad (1.34) se llega a

µk ≤
(
1− δ

n

)(k)

µ0 .

Aplicando el logaritmo se tiene

log µk ≤ k log

(
1− δ

n

)
+ log µ0 ⇐⇒ log

µk

µ0

≤ k log

(
1− δ

n

)
. (1.42)

Se conoce que

∀β > −1 log (1 + β) ≤ β . (1.43)
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Para aplicarlo se comprueba si −δ/n es mayor que -1. Basta observar (1.33) y ver que
se cumplen las siguientes desigualdades

γ
1− γ

1 + γ
≤ γ(1− γ) ≤ 1/4 ,

mı́n{σmin(1− σmin), σmax(1− σmax)} ≤ 1/4,

ya que γ, σmin, σmax ∈ (0, 1). Por lo tanto se tiene que δ ≤ 23/2/16 < 1 ≤ n. Una vez
aplicado (1.43) a la desigualdad (1.42) se obtiene

log

(
µk

µ0

)
≤ k

(
− δ

n

)
.

Nótese que si k
(
− δ

n

)
≤ log ϵ entonces se cumplirá la desigualdad buscada µk

µ0
≤ ϵ,por

lo tanto se tiene

k

(
− δ

n

)
≤ log(ϵ) ⇐⇒ k ≥ n

δ
log

(
1

ϵ

)
.

Se llega a que, para que se cumpla µk ≤ ϵµ0, el valor k debe de ser mayor o igual que
δ
n
log 1

ϵ
por lo que se tiene que K = O

(
n log

(
1
ϵ

))
.

Se llega a la conclusión de que este algoritmo tiene una complejidad de O
(
n log

(
1
ϵ

))
.

Existen algoritmos con complejidades mejores, como es el caso de los algoritmos del tipo
predictor-corrector. Estos algoritmos usan entornos del tipo N2 y, dos tipos distintos de
pasos, mejorando la complejidad a O

(√
n log

(
1
ϵ

))
[9].

1.6. Dirección af́ın y dirección de centralización

En los métodos de puntos interiores que sigan el camino central destacan dos tipos de
dirección que se definen a continuación:

Definición 1.6.1. (Dirección af́ın) Se llama dirección af́ın , (∆xaff ,∆λaff ,∆saff ), a
la solución resultante de resolver el sistema (1.21) para σ = 0.

Definición 1.6.2. (Dirección de centralización) Se llama dirección de centralización
a la dirección (∆xcnt,∆λcnt,∆scnt) resultante de resolver el sistema (1.21) para σ = 1.

Dadas las direcciones af́ın y de centralización, se tiene que cualquier otra dirección
calculada se pude escribir como combinación lineal de estas.

Teorema 1.6.1. Sea (x, λ, s) ∈ F0, σ ∈ [0, 1] y (∆xσ,∆λσ,∆sσ) una dirección, solución
de (1.21). Entonces esa dirección se puede expresar como combinación de las direcciones
recién definidas:

(∆xσ,∆λσ,∆sσ) = (1− σ)(∆xaff ,∆λaff ,∆saff ) + σ(∆xcnt,∆λcnt,∆scnt) . (1.45)
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Demostración. Las direcciones af́ın y de centralización verifican 0 AT I
A 0 0
S 0 X

 ∆xaff

∆λaff

∆Saff

 =

 0
0

−XS

 ,
 0 AT I
A 0 0
S 0 X

 ∆xcnt

∆λcnt

∆scnt

 =

 0
0

−XSe+ µe

 .
Multiplicando por (1− σ) la primera igualdad, por σ la segunda y sumando se obtiene 0 AT I

A 0 0
S 0 X

(1− σ)

 ∆xaff

∆λaff

∆Saff

+ σ

 ∆xcnt

∆λcnt

∆scnt

 =

 0
0

−XSe+ σµe

 .
Luego, por la unicidad de solución del sistema lineal (1.21) (ver proposición 1.3.1) se debe
de cumplir (∆xσ,∆λσ,∆sσ) = (1− σ)(∆xaff ,∆λaff ,∆saff ) + σ(∆xcnt,∆λcnt,∆scnt).

1.7. Algoritmo MPC

Una vez definidas las direcciones af́ın y de centralización ya se puede presentar el algo-
ritmo predictor-corrector. El siguiente algoritmo es una de las variaciones más comunes del
algoritmo de Mehrotra [6].

Algoritmo 1.7.1. (MPC).
Sea (x(0), λ(0), s(0)) ∈ Rn × Rm × Rn un punto inicial con (x(0), s(0)) > 0.
for k=0, 1, 2,. . .

- Tomar (x, λ, s) = (x(k), λ(k), s(k)) y calcular (∆xaff ,∆λaff ,∆saff ) la solución del
sistema (1.21) con σ = 0.

- Calcular los desplazamientos, primal y dual

αpri
aff = argmáx{α ∈ [0, 1] | x(k) + α∆xaff ≥ 0} , (1.46a)

αdual
aff = argmáx{α ∈ [0, 1] | s(k) + α∆saff ≥ 0} , (1.46b)

y la medida de dualidad

µaff = (x(k) + αpri
aff∆x

aff )T (s(k) + αdual
aff ∆s

aff )/n . (1.47)

- Tomar σ = (µaff/µ)
3.

- Calcular (∆xcc,∆λcc,∆scc) la solución del sistema lineal: 0 AT I
A 0 0
S 0 X

 ∆x
∆λ
∆s

 =

 0
0

−∆Xaff∆Saffe+ σµe

 . (1.48)



30 CAPÍTULO 1. MÉTODOS DE PUNTOS INTERIORES PRIMALES-DUALES

- Calcular la dirección

(∆xk,∆λk,∆sk) = (∆xaff ,∆λaff ,∆saff ) + (∆xcc,∆λcc,∆scc) (1.49)

y los desplazamientos

αpri
max = argmáx{α ≥ 0 | x(k) + α∆x(k) ≥ 0} , (1.50a)

αdual
max = argmáx{α ≥ 0 | s(k) + α∆s(k) ≥ 0} . (1.50b)

- Tomar αpri
k = mı́n(0.99αpri

max, 1) y α
dual
k = mı́n(0.99αdual

max, 1).

- Tomar

xk+1 = x(k) + αpri
k ∆x(k) ,

(λk+1, sk+1) = (λ(k), s(k)) + αdual
k (∆λ(k),∆s(k)).

end for.

Este algoritmo es similar al que se implementa en MATLAB, que está basado en LIPSOL
[10].

1.7.1. Cálculo numérico de las direcciones

La parte más costosa del proceso es resolver los sistemas (1.21) y (1.48). Estos sistemas
tienen una matriz de coeficientes con la misma estructura y de tamaño (2n+m)×(2n+m).
Utilizar un método convencional que trabaje con la matriz en su totalidad puede ser muy
costoso, sobre todo si los problemas ya son de por si de talla grande. Para reducir el coste se
puede aprovechar la estructura del sistema. Como la única diferencia entre ambos sistemas
es el vector de términos independientes, se va a poder plantear el mismo procedimiento de
resolución. Sea el sistema 

AT∆λ+∆s = 0
A∆x = 0

S∆x+X∆s = u
,

para u ∈ Rn fijo. Se despeja ∆s de la tercera ecuación y se sustituye el resultado en la
primera, obteniendo {

AT∆λ−X−1S∆x = −X−1u
A∆x = 0

∆s = X−1 (u− S∆x) .

Tomando D = S−1/2X1/2 se tiene{
AT∆λ−D−2∆x = −X−1u

A∆x = 0
.

Por último, se multiplica la primera ecuación por AD2 a la izquierda y se suma con la
segunda se llegando a

AD2AT∆λ− AD2D−2∆x+ A∆x = −AD2X−1u ,
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obteniendo aśı el siguiente sistema (con una matriz de coeficientes simétrica y definida
positiva m×m)

AD(AD)T∆λ = −AS−1u .

Para el resto de variables se considera:

∆s = −AT∆λ y ∆x = S−1 (u−X∆s) .

De forma que se tiene que (∆x,∆λ,∆s) es solución de
AD(AD)T∆λ = −AD2X−1u

∆x = S−1 (u−X∆s)
∆s = −AT∆λ.

. (1.52)

De donde para calcular la solución habrá que resolver un sistema de ecuaciones lineales
de tamaño m × m con una matriz simétrica y definida positiva. Esto ayuda mucho en
la resolución numérica del problema. Para empezar el tamaño de la matriz pasa de ser
(2n +m) × (2n +m) a m ×m. Además, la matriz AD(AD)T cumple los requisitos para
la factorización de Cholesky, generando estabilidad en el proceso de resolución numérica
frente a otros tipos de factorización como la LU. En el caso de problemas de talla grande
puede ser aconsejable elegir el método gradiente conjugado usando como precondicionador
una factorización parcial de Cholesky.





Caṕıtulo 2

Resultados Numéricos

2.1. Software: linprog de MATLAB

Para resolver los problemas considerados en las siguientes secciones se ha utilizado
la Optimization Toolbox de MATLAB R2023a en un ordenador “Asus-UX481FL” con el
sistema operativo Windows 11 Home y 16GB de RAM. Todos los resultados se han obtenido
con la función linprog, usada con las tolerancias por defecto en todos los casos. Se han
empleado los tres métodos disponibles en linprog: “Dual-Simplex”(S), “Interior-Point”(I)
e “Interior-Point-Legacy”(L).

Cabe destacar que el algoritmo “Dual-Simplex” es una versión distinta del Simplex
enunciado en la introducción del trabajo. Esencialmente, implementa un método Simplex
para el problema dual [9]. Las opciones I y L se basan en métodos de puntos interiores de
tipo predictor-corrector y no admisibles (o sea, que los términos de la derecha en (1.21) no
son cero). Son métodos similares basados en [6] y [10], pero con preprocesamientos distintos,
y el método I tiene una rutina de factorización más eficiente.

2.2. Experimentos con tests de NETLIB

Se han resuelto con linprog 109 problemas de programación lineal de la libreŕıa NETLIB
[2]. Se han organizado los resultados en ocho tablas, las cuatro primeras donde se comparan
los métodos “Dual-Simplex” e “Interior-Point”, y las cuatro siguientes donde se comparan
los dos métodos de puntos interiores implementados en linprog (I y L).

Los problemas de NETLIB presentan la siguiente estructura:

(PNETLIB)


min
x∈Rn

f(x) = cTx

sujeto a Ax = b
lb ≤ x ≤ ub

, (2.1)

donde c ∈ Rn,lbi ∈ [−∞,+∞), ubi ∈ (−∞,+∞] para i = 1, . . . , n, b ∈ Rm y A ∈ Rm×n de
rango máximo por filas. Esta estructura difiere de la formulación del problema (P ) en las
cotas sobre las variables, que pasan de ser x ≥ 0 para ser definidas por los vectores lb para
las cotas inferiores y ub para las cotas superiores.

33
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Dual-Simplex vs. Interior-Point

Primero se van a comparar los métodos S e I. Para ello se presentan los resultados
obtenidos con MATLAB en las tablas 2.5, 2.6, 2.7 y 2.8 que siguen la siguiente estructura:
la primera columna (Problema) muestra el nombre por el que se conoce el problema y se
va a usar para ordenarlos alfabéticamente. Las cuatro columnas siguientes determinan su
tamaño: el número de las variables (n), de restricciones de igualdad (m), de restricciones de
cota (Cotas) y de valores no nulos en la matriz de restricciones de igualdad, A (nnz). Entre
los problemas analizados hay problemas con menos de 100 variables, como son “afiro”,
“kb2”, “sc50a” y “sc50b” con 51, 68, 78 y 78 variables, respectivamente. También hay
problemas con más de 100000 variables, como son “ken 18”, “osa 30”, “osa 60” y “pds 20”
con tamaños 154699, 104374, 243246 y 108175 variables, respectivamente.

Para analizar los resultados se presenta el número de iteraciones (Iter) que ha ejecu-
tado el programa con los algoritmos indicados. Posteriormente se muestran sus respectivos
tiempos de ejecución1 en segundos (t), que aparece como 0.00 cuando se ha tardado menos
de 5 milésimas de segundo. También se incluye una comparación de los valores de la función
objetivo en los puntos solución calculados:

diff = (f(xI)− f(xS)) /máx{1, f(xS)} ,

siendo xI y xS los puntos solución calculados con los métodos I y S, respectivamente. Por
último, la columna Ad muestra una medida de la admisibilidad en cada vector solución

Ad(x) = máx {∥Ax− b∥∞, máx {lb− x, 0} , máx {x− ub, 0}} .

Lo primero que destaca de las tablas 2.5-2.8 son las filas marcadas en rojo. Estas co-
rresponden a los problemas para los que el programa linprog no ha terminado satisfacto-
riamente con alguna de las dos opciones:

- El método S no resuelve el problema “greenbea” al superar el número máximo de
iteraciones fijadas por el programa (79900 para este problema en concreto). Se ha ob-
servado que el valor de la función objetivo aumenta y disminuye continuamente. Para
poder encontrar una solución se puede hacer un escalado del problema: reduciendo
las variables por un factor 1e − 4 y escalando la función con 1e − 5 se obtienen los
resultados de la tabla 2.1 en la que se encuentran también los originales del método
I.

- El método I aplicado al problema “pds 20” llega a las 67 iteraciones y, aunque el valor
de la función en la última iteración, 2.382166e+10, se acerca al objetivo óptimo dado
por NETLIB (2.3821659e + 10), el programa es incapaz de computar una dirección
de descenso. Si se hace el mismo escalado que con el problema anterior, aplicado a I,
se obtienen los resultados de la tabla 2.1.

- El método I falla al resolver el problema “srcs8”. El programa cataloga el problema
como no acotado y no llega a resolverlo. Si se aplica una escala únicamente a la
función objetivo de 1e− 2 se llega a que I acaba resultados en tabla 2.1

1Elapsed time calculado con las funciones tic y toc
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Problema Iter(I|S) t(I|S) diff Ad(I|S)
greenbea 126|5919 0.45|0.71 -7e-04 1e-08|4e-08
pds 20 46|34404 140.05|11.50 3e-05 4e-11|4e-12
scrs8 13|477 0.10|0.03 4e-06 1e-08|7e-14

Tabla 2.1: Resultados de los problemas escalados. “Interior-Point” vs. “Dual-Simplex”

En el análisis de los resultados se han considerado los obtenidos con estos escalamientos.
Los resultados muestran lo siguiente:

- El número de iteraciones que utiliza el método S es significativamente mayor que
el método I. Las iteraciones de I están comprendidas entre 6 y 126, alcanzando el
mı́nimo en el problema “recipe” y el máximo en el problema “greenbea”, con una
media de aproximadamente 20 iteraciones por problema. Por otro lado, el método
S alcanza su mı́nimo en el problema “afiro” con 9 iteraciones y su máximo en el
problema “qap 15” con 94144, la media de iteraciones es aproximadamente 4566. Se
puede decir que el número de iteraciones del S es considerablemente mayor, siendo
aproximadamente la media de iteraciones del S 36 veces mayor que el máximo de
iteraciones de I y la media de S 228 veces la de I.

- Con respecto a los tiempos, el problema que menos ha tardado con el método I es
“sc50b” con 0.0034 segundos y el que más tiempo de ejecución tiene es “pds 20” con
140.05 segundos, la media de tiempos de I es 2.61 segundos. El método S ha tardado
entre 0.0081 y 429.90 segundos, con el mı́nimo en el problema “bore3d” y el máximo
en “qap15”. La media de los tiempos del método S es 5.13. Cabe destacar que en
muchos casos los tiempos son muy parecidos: en un total de 55 problemas la diferencia
es menor que una centésima de segundo, siendo “bandm”, “pilot4” o “maros” algunos
ejemplos. En cuatro problemas la diferencia es menor que una milésima de segundo,
siendo estos: “finnis”, “fit1d”, “scfxm2” y “sctap3”. El problema en el que el S más
tarda respecto I es “qap15” siendo la diferencia de 383 segundos aproximadamente
y el problema en el que I más tiempo emplea respecto de S es “pds 20” con aproxi-
madamente 131 segundos de diferencia. Viendo que la media de iteraciones de S es
unas 228 veces la de I, seŕıa de esperar que la relación entre los tiempos fuese similar,
pero la diferencia es mucho menor. La razón detrás de esto reside en el tamaño de los
sistemas (1.21) y (1.48). Por cada iteración del algoritmo I se resuelven dos sistemas
del tamaño (2n+m)× (2n+m). Teniendo en cuenta que los valores de n y m llegan
a tamaños como 154699 y 105127 (“ken 15”), respectivamente, es de esperar que las
iteraciones de I sean mucho más costosas. Para mejorar la eficacia de esos métodos,
los sistemas se resuelven aprovechando la estructura de la matriz de coeficientes como
se muestra en la sección 1.7.1, pero, aún aśı, el sistema reducido a resolver en el caso
de “ken 15” sigue siendo muy grande, de tamaño 105127× 105127.

- En cuanto a la columna diff, los resultados muestran que de un total de 109 problemas
analizados, para 96 la solución calculada con S es ligeramente mejor que la solución
calculada con I, para 3 es igual y para 10 la solución de I es mejor. La distancia
relativa entre los valores óptimos, abs(diff), está acotada por 6e− 4 (“greenbea”).
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- En cuanto a la columna Ad, los resultados obtenidos con S están acotados superior-
mente por 6.95e− 07 (“qap12”) y los de I por 1.90e− 06 (“wood1p”), con medias de
un orden similar (10−8).

Se puede concluir que en términos generales el método I, sobre la colección NETLIB,
ha sido más rápido y ha usado muchas menos iteraciones, pero que las soluciones han sido
ligeramente peores en cuanto al valor de la función objetivo y a la admisibilidad.

Para observar el papel que han jugado el número de variables en los resultados, en la
tabla 2.2 se presenta la información correspondiente al grupo de problemas de NETLIB
con más de 100000 variables. En todos los problemas se tiene que las iteraciones de S son

Problema n Iter(I|S) t(I|S) diff Ad(I|S)
ken 18 154699 29|69257 9.83|6.34 7e-25 3e-09|0e+00
osa 30 104374 28|6558 1.30|3.84 6e-17 9e-09|1e-11
osa 60 243246 32|16518 3.58|21.48 5e-17 8e-08|4e-11
pds 20 108175 46|34404 140.05|11.50 3e-05 4e-11|4e-12

Tabla 2.2: Resultados con NETLIB y n ≥ 100000. “Interior-Point” vs. “Dual-Simplex”

mucho mayores que las de I. Por otro lado, los tiempos de ejecución son más dispares,
siendo en dos de los problemas mayor el tiempo de I y en los otros mayor el de S. Se tiene
que la diferencia es más significativa en el problema “pds 20”, uno para los que se hace
un escalamiento para resolver con I, mientras que para el problema más grande, “osa 60”,
el método I es más rápido que el S. Por último, S ha encontrado soluciones ligeramente
mejores, sobre todo la de “pds 20”.

Interior-Point vs. Interior-Point-Legacy

Las tablas 2.9, 2.10, 2.11 y 2.12 contienen los resultados de los dos métodos de puntos
interiores de linprog (I y L) al resolver la colección de test de NETLIB. En ellas se usa

diff = (f(xI)− f(xL)) /máx{1, f(xL)},

siendo xL la solución calculada con el método L. Además, se añade una columna respecto
a las tablas 2.5-2.8 en la que se muestra una estimación del valor Iter/n del Teorema
1.5.2 (K).

En las tablas 2.9-2.12 la única ejecución fallida con el método L es “qap12”. Falla ya
que aparece un error de tipo numérico, “NaN”2. Haciendo el mismo escalado que para el
problema “greenbea” en la subsección anterior, se obtienen los siguientes resultados:

Problema Iter(I|L) t(I|L) diff Ad(I|L)
qap12 14|9 15.96|21.53 -6e-03 4e-12|4e-09

Tabla 2.3: Resultados para “qap12” escalado. “Interior-Point” vs. “Interior-Point-Legacy”

Teniendo en cuenta los resultados con la escala original (tablas 2.9-2.12) y los de los
escalados (tablas 2.1 y 2.4), las conclusiones que se pueden sacar de las tablas son:

2Not A Number
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- En cuanto a las iteraciones, el método L utiliza entre 7 y 111 iteraciones (problemas
“afiro” y “qap15” respectivamente), con una media de 23 iteraciones por problema.
El método I alcanza un máximo de 126 iteraciones en “greenbea”, pero su media de
iteraciones, 20, es ligeramente inferior que la de L.

- En cuanto al tiempo de ejecución del método L, se comprende entre 0.0078 (“afiro”)
y 1538.81 (“qap15”) segundos, con una media de 19. Un incremento considerable con
respecto al método I, cuyos tiempos mı́nimo y máximo son 0.0034 y 140.05 y cuya
media es de 2.61 segundos aproximadamente. Con lo que se tiene que la media del
método L es poco más de 6 veces la del I.

- En cuanto al valor diff , 54 de los resultados indican que el método L ha encontrado
una solución mejor que la de I y 55 que el resultado de I es más óptimo. Los valores
diff están acotados por 6e− 03 (“qap12”).

- La admisibilidad de L está acotada superiormente por 6e − 06 (“pds 10”) con una
media de 2e− 07. La media de las admisibilidades es 10 veces la de I (2e− 08) y la
cota superior 6 veces la de I (1e− 06). Mostrando que las soluciones de I tienen una
ligera mejor calidad en este aspecto.

- En cuanto la razon Iter/n, se tiene que los resultados son muy similares: las medias
son 2.14e − 02 para I y 2.42e − 02 para L. Con valores oscilando de 1.32e − 04
(“osa 60”) a 1.76e−01 (“kb2”) en I, y entre 1.4e−04 (“osa 60”) y 2.21e−1 (“kb2”)
en L .

Por lo general el método L hace uso de más iteraciones que el método I, solo en 24
problemas las iteraciones de I superan las de L. Los resultados indican que I es más rápido
que L, la media de I es considerablemente mayor. El mayor de los tiempos está en “qap15”,
1538.81 segundos, seguido por “pds 20” que tarda 384.72 segundos, este salto hace parecer
al problema “qap15” un caso excepcional. Si se ignora “qap15”, la media de tiempos pasa
a ser 7.01 segundos que sigue siendo mayor que la de I. Por lo que, en cualquier caso, el
método I es más rápido que el L.

Si se comparan los problemas de más de 100000 variables

Problema n Iter(I|L) t(I|L) diff Ad(I|L)
ken 18 154699 29|37 9.83|21.22 -4e-20 3e-09|5e-07
osa 30 104374 28|30 1.30|2.29 -2e-16 9e-09|2e-08
osa 60 243246 32|34 3.58|6.87 5e-17 8e-08|3e-08
pds 20 108175 46|62 140.05|384.72 3e-05 4e-11|8e-08

Tabla 2.4: Resultados con NETLIB n ≥ 100000. “Interior-Point” vs. “Interior-Point-
Legacy”

En todos los problemas el método I es más rápido, todos los problemas han tardado
entre 1.7 y 2.7 veces el tiempo de I cuando se resuelven con L. El método L también hace uso
de más iteraciones. Con respecto a las soluciones, la única con una diferencia mı́nimamente
significativa es la de “pds 20” que marca la solución de L como mejor. Las admisibilidades
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de I son por lo general mejores, pero para ambos métodos todas son menores del orden de
10−6.

Conclusión

La única conclusión que se puede sacar con la colección de problemas NETLIB es que,
salvo los problemas de talla grande, las diferencias son poco significativas.

2.3. Experimentos generados de forma aleatoria

Para ver el comportamiento de los algoritmos de linprog también se han generado
una serie de problemas aleatorios con la formulación del problema (P ). Se han seguido
dos procedimientos distintos en los que se han generado la matriz A y vectores c y b
aleatoriamente, utilizando la función “rand”3 de MATLAB con la semilla “default”. Para
asegurar que el rango de la matriz A sea máximo, se ha optado por las siguientes dos
opciones:

- La primera opción se basa en generar una matriz con un bloque triangular superior.
Para ello se crea una matriz de tamañom×n que consiste en una matriz identidadm×
m y ceros. Después se procede al llenado de la parte superior a la diagonal con números
aleatorios. Para controlar el llenado de la matriz se ha usado un parámetro beta con
el valor 0.01. Las correspondientes instrucciones de MATLAB son las siguientes:

m=n/2;

A=[speye(m), zeros(m,n-m)];

for j=i+1:n

r=-1+2*rand;

if abs(r)<= beta

A(i,j)=r;

end

end

- La segunda opción se basa en crear una matriz con un bloque simétrico definido
positivo. Para ello se genera una matriz de tamañom×n que consiste en una identidad
tamaño m × m y ceros. Al igual que en la matriz con bloque triangular, se toma
beta = 0.01 para controlar el llenado de la matriz y que sea definida positiva. Se
procede a llenar el primer bloque de forma simétrica y después el resto de la matriz.
El código usado es el siguiente:

3Esta función retorna un escalar aleatorio de una distribución uniforme (0,1)
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m=n/2;

A=[speye(m), zeros(m,n-m)];

for i=1:m

for j=i+1:m

r=-1+2*rand;

if abs(r)<= beta

A(i,j)=r;

A(j,i)=r;

end

end

for j=m+1:n

r=-1+2*rand;

if abs(r)<= beta

A(i,j)=r;

end

end

end

Para asegurar la existencia de puntos admisibles, se ha generado un punto “xsol ≥ 0” y se
ha calculado el vector de términos independientes con la fórmula b = Axsol. El vector de
la función objetivo, c, se ha calculado de forma que todos sus componentes sean positivas,
con el objetivo de que la función sea coerciva y por tanto el problema (P) tenga solución
global (ver en el anexo la proposición A.2.3).

Los resultados obtenidos resolviendo los problemas aleatorios se muestran en dos tablas
en la siguiente sección, la tabla 2.13 para los problemas con la matriz A generada con el
bloque triangular superior y la 2.14 para los problemas con la matriz A generada con el
bloque simétrico y definido positivo. La organización de las tablas es similar a la seguida en
las 2.5-2.12, con la diferencia de que ahora las tablas incluyen los tres métodos de linprog
(I, L y S) y que se prescinde de la columna Cotas ya que todos los problemas tienen n
cotas inferiores del tipo x ≥ 0. Para comparar las soluciones entre śı, la última columna,
diff , muestra, en orden, los valores

f(xI)− f(xS)

máx{1, f(xS)}
,
f(xI)− f(xL)

máx{1, f(xL)}
,
f(xL)− f(xS)

máx{1, f(xS)}
.

Los tamaños de los problemas van desde 1000 hasta 10000 variables, con saltos de 500
variables entre ellos. Se han resuelto un total de 38 problemas, 19 con cada definición de
matriz.

Resultados con las matrices de bloque triangular

En la figura 2.1 se presenta a la izquierda el número de iteraciones y a la derecha el
tiempo empleado para resolver los problemas aleatorios. Todo ello en relación al número
de variables de cada problema.
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(a) iteraciones (b) tiempo

Figura 2.1: Resultados para tests aleatorios con matrices triangulares. Ver tabla 2.13.

Con respecto a los resultados, se puede destacar:

- En cuanto a las iteraciones, el método I emplea entre 14 y 19 iteraciones, con una
media de 16 iteraciones por problema. El método L emplea entre 15 y 24 iteraciones,
con una media de 21. El método S emplea entre 494 y 21458 iteraciones, con una
media de 5806. La media de iteraciones de S es mucho mayor que el resto, siendo 363
veces la media de I y 276 la de L.

- Para el valor de las iteraciones respecto el tamaño del problema, se tiene que el método
I oscila entre 1e− 03 y 2e− 02, con una media de 4e− 03. El valor para el método
L oscila entre 2e − 03 y 2e − 02 con una media de 5e − 03. El valor para el método
S oscila entre 4e − 01 y 2 con una media de 8e − 01. Los valores de S son los más
grandes, el mı́nimo ya es 20 veces el máximo de los otros dos métodos.

- Con respecto a los tiempos, el método I ha tardado entre 0.28 y 290.73 segundos,
con una media de 75. El método L ha tardado entre 0.36 y 707.53 segundos, con una
media de 193.79. El método S ha tardado entre 0.05 y 1474.36 segundos, con una
media de 209.98. La media de los tiempos de ejecución de S es casi 3 veces la media
de I y la media de L es unas 2.5 veces la de I

- Con respecto a las admisibilidades, están acotadas por 7e−13 para I, 2e−12 para L y
por 1e−10 para S, las medias son del orden de 10−14, 10−13 y 10−11, respectivamente,
despreciables teniendo en cuenta la precisión del ordenador.

- Los resultados de diff indican lo siguiente:

• En 17 de 19 problemas, la solución de S es mejor que la solución de I.

• En 11 problemas problemas la solución de L es mejor que la solución de I.

• En 16 problemas la solución S es mejor que la solución L.

Los valores de diff están acotados en valor absoluto por 6e− 07 en la comparación
entre I y S, 6e− 07 en la comparación entre I y L y por 9e− 10 en la comparación
entre L y S.
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Resultados con las matrices de bloque simétrico

Con los valores de la tabla 2.14 se han dibujado las gráficas de la figura 2.2.

(a) iteraciones (b) tiempo

Figura 2.2: Resultados para tests aleatorios con matrices simétricas. Ver la tabla 2.14.

De los resultados se puede destacar:

- En cuanto a las iteraciones, el método I emplea entre 14 y 19 iteraciones, con una
media de 16 iteraciones por problema. El método L emplea entre 15 y 25 iteraciones,
con una media de 21. El método S emplea entre 500 y 26367 iteraciones, con una
media de 8002. La media de iteraciones de S es aproximadamente 500 veces la de I
y 381 veces la de L.

- Para el valor de las iteraciones respecto el tamaño del problema, se tiene que el método
I oscila entre 1e− 03 y 2e− 02, con una media de 4e− 03. El valor para el método
L oscila entre 2e − 03 y 2e − 02 con una media de 5e − 03. El valor para el método
S oscila entre 5e − 01 y 3 con una media de 1. La media de los valores de S es 250
veces la de I y 200 veces la de L.

- Con respecto a los tiempos, el método I ha tardado entre 0.34 y 549.53 segundos, con
una media de 106.44. El método L ha tardado entre 0.61 y 735.48 segundos, con una
media de 200.03. El método S ha tardado entre 0.34 y 20116.36 (5 horas y media)
segundos, con una media de 2848.26.

- Con respecto a las admisibilidades, están acotadas por 2e−12 para I, 1e−09 para L y
por 4e−07 para S, las medias son del orden de 10−13, 10−11 y 10−08, respectivamente.

- Los resultados de diff indican lo siguiente:

• En 17 de 19 problemas, la solución de S es mejor que la de I.

• En 13 problemas la solución de L es mejor que la de I.

• En 18 problemas la solución S es mejor que la L.
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Los resultados de diff están acotados en valor absoluto por 7e−07 en la comparación
entre I y S, 7e− 07 en la comparación entre I y L y por 5e− 10 en la comparación
entre L y S.

Conclusiones

Lo primero que se puede observar es que, con respecto a las iteraciones, el método S
necesita considerablemente más iteraciones para resolver el mismo problema, diferencia que
se vuelve más notable a medida que crece n como se puede ver en las gráficas 2.1a y 2.2a.
Los métodos I y L no se ven casi afectados por el crecimiento de la dimensión del problema
a diferencia del método S que experimenta un gran crecimiento de iteraciones a medida
que aumenta n.

Por otro lado, en ambos casos, el método S empieza siendo más rápido que I y que L,
pero en las últimas ejecuciones pasa a ser más lento. Se puede observar que el punto en el
que S supera en tiempo de ejecución a los otros métodos se encuentra entre los problemas
con 8000 y 9000 variables en la gráfica 2.1b, mientras que en la gráfica 2.2b se encuentra
para los problemas que tienen entre 2000 y 3000 variables. Esto se debe a que el número
de ceros en las matrices con bloque triangular es mucho mayor que en las definidas con
bloque simétrico, lo que disminuye los cálculos. En los problemas con bloque simétrico, la
media de tiempos de ejecución de I y L es mayor pero no llega al doble que la media de
tiempos de los problemas con bloque triangular. Por otro lado, la media de tiempos de S
en el caso simétrico es 14 veces la media de los problemas con bloque triangular.

En ambos tipos de problema se puede apreciar una perdida progresiva en la admisi-
bilidad de las soluciones por parte del método S, mientras que en los métodos I y L se
mantiene estable a medida que aumenta el valor de n (tablas 2.13 y 2.14). En cuanto a los
incrementos de las medias de la admisibilidad en los problemas con estructura simétrica
con respecto a la triangular, la media de I es 2 veces, la de L 168 veces y la de S 531 veces.

Las soluciones que por lo general son más óptimas son las proporcionadas por el método
S, seguidas de L y por último las soluciones de I. Todas las distancias entre los resultados
están acotadas por un error relativo 9.8977e− 07.

Es visible que para estos problemas los métodos de puntos interiores (I y L) ganan
bastante en cuanto a iteraciones, tiempo y admisibilidad sobre todo a medida que aumenta
el tamaño del problema. Aparte, se ven menos afectados por la distribución de elementos
no nulos en las matrices de coeficientes de las restricciones. Además, dentro de los dos
métodos de puntos interiores, es el método I el que menos iteraciones y tiempo emplea
devolviendo puntos con mejor admisibilidad. Por otro lado, las soluciones aportadas por
el Simplex suelen ser ligeramente más óptimas (columna diff), a cambio de tardar más
tiempo en tallas grandes y necesitar más iteraciones para resolver los problemas. Por lo
tanto, se puede decir que con estos experimentos, el método más rápido, pero que devuelve
soluciones ligeramente menos óptimas es I y, ganando optimalidad pero perdiendo velocidad
está L, para acabar con S que es el más lento pero el que devuelve soluciones más optimas.
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Tabla 2.5: Problemas de NETLIB resueltos con Simplex y Puntos Interiores(I) con linprog
(parte 1)
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Tabla 2.6: Problemas de NETLIB resueltos con Simplex y Puntos Interiores(I) con linprog
(parte 2)
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Tabla 2.7: Problemas de NETLIB resueltos con Simplex y Puntos Interiores(I) con linprog
(parte 3)
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Tabla 2.8: Problemas de NETLIB resueltos con Simplex y Puntos Interiores(I) con linprog
(parte 4)
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Tabla 2.9: Comparación de métodos de puntos interiores (parte 1)
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Tabla 2.10: Comparación de métodos de puntos interiores (parte 2)
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Tabla 2.11: Comparación de métodos de puntos interiores (parte 3)
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Tabla 2.12: Comparación de métodos de puntos interiores (parte 4)
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Tabla 2.13: Resultados con matrices aleatorias de estructura triangular superior
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Tabla 2.14: Resultados para matrices aleatorias con simetŕıa con linprog



Apéndice A

A.1. Notación.

Rm×n Conjunto de matrices reales de tamaño m× n.

R+ Conjunto de valores no negativos de la recta real {x ∈ R : x ≥ 0}.

log Logaritmo neperiano : loge .

X Matriz diagonal asociada al vector x: X = diag(x).

e Vector (1, 1, . . . , 1)T .

N(A) Núcleo de la matriz A. {x ∈ Rn |Ax = 0}.

A(P ) Conjunto de puntos admisibles del problema (P).

µ Medida de dualidad definida como el producto escalar de x y s entre
el tamaño del problema n: µ = xT s/n para x, s ∈ Rn, (x, s) > 0.

x ≥ 0 con x ∈ Rn xi ≥ 0 para i = 1, . . . , n.

A.2. Resultados de optimización

Teorema A.2.1. Sea Ω ⊂ Rn un conjunto abierto, f : Ω −→ R C2, K ⊂ Ω un conjunto
convexo. Entonces:

a) f es convexa sobre K sii (x− y)T∇2f(x)(x− y) ≥ 0, ∀x, y ∈ K

b) f es estrictamente convexa sobre K ⇐= (x−y)T∇2f(x)(x−y) > 0, ∀x, y ∈ K, x ̸=
y.
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Definición A.2.2. Sea f : K ⊂ Rn −→ R para K ̸= ∅. Se dice que es una función
coerciva en K si

f(xk) −→ +∞, ∀(xk)k∈N ⊂ K tal que ∥xk∥ −→ +∞ cuando k −→ +∞

Siendo el problema de optimización

(P̃ )

{
min
x∈Rn

f(x)

sujeto a x ∈ K ⊆ Ω
, (A.1)

con K ∈ Rn no vaćıo y Ω abierto. Se enuncian los siguientes resultados:

Proposición A.2.3. Si f es coerciva en K, continua y K es cerrado, entonces existe al
menos una solución (global) para (P̃ ).

Teorema A.2.4. Si existe solución para (P̃ ), K es un conjunto convexo y f es una función
estrictamente convexa en K, entonces el problema (P̃ ) admite una única solución (global).

Teorema A.2.5. (Regla de los multiplicadores de Lagrange). Sean f, hi, gj : Ω −→ R
funciones clase C1,1 ≤ i ≤ nI , 1 ≤ j ≤ nD y

K = {x ∈ Ω : hi(x) = 0, i = 1, . . . , nI ; gj(x) ≤ 0 j = 1, . . . , nD}.

Si x̄ ∈ Ω es una solución del problema (P̃ ), entonces existen 1 + nD + nI números:
ᾱ ∈ R+, {λ̄i}nI

i=1 ⊂ R y {s̄j}nD
j=1 ⊂ R+ tales que:

ᾱ +

nI∑
i=1

|λ̄i|+
nD∑
j=1

s̄j > 0 , (A.2a)

ᾱ∇f(x̄) +
nI∑
i=1

λ̄i∇hi(x̄) +
nD∑
j=1

s̄j∇g(x̄) = 0 , (A.2b)

s̄j ≥ 0 y s̄jgj(x̄) = 0, 1 ≤ j ≤ nD , (A.2c)

(A.2d)

hi(x̄) = 0, 1 ≤ i ≤ nI , gj(x̄) ≤ 0, 1 ≤ j ≤ nD . (A.2e)

Puede tomarse ᾱ = 1 si además de las hipótesis ya mencionadas, las restricciones que
forman el conjunto K son lineales.

Cuando ᾱ = 1, las condiciones se conocen como condiciones de Kuhn-Tucker y al
punto x̄ que las verifica como punto de Kuhn-Tucker.

Si se tiene el problema de optimización

(P )


mı́n
x∈Rn

f(x) = cTx

sujeto a Ax = b
x ≥ 0

, (A.3)

con c ∈ Rn, A ∈ Rm×n y b ∈ Rm, para m < n, y x̄ un punto admisible. Entonces x̄ es
solución de (P ) si y solo si ∃λ̄ ∈ Rm, s̄ ∈ Rn tales que

c− AT λ̄+ s̄ = 0 , (A.4a)

s̄i > 0 y s̄ix̄i = 0 para i = 1, . . . , n , (A.4b)

Ax̄− b = 0 y x̄i ≥ 0 para i = 1, . . . , n. (A.4c)
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Teorema A.2.6. (Condiciones suficientes de primer orden) Sean f, hi, gj : Ω −→ R fun-
ciones de clase C1, 1 ≤ i ≤ nI , 1 ≤ j ≤ nD, tales que

f es una función convexa en K.

K = {x ∈ Ω : hi(x) = 0, i = 1, . . . , nI ; gj(x) ≤ 0 j = 1, . . . , nD} es un conjunto
convexo.

Si x̄ ∈ K es un punto Kuhn-Tucker entonces x̄ es solución global del problema (P̃ ).
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