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Resumen:

Los métodos de puntos interiores han sido uno de los mayores logros de la optimizacion
numérica de los ultimos 50 anos, convirtiéndose en unos buenos candidatos para resolver
problemas de talla grande. En programacién lineal, en vez de pivotar entre los vértices del
conjunto de puntos admisibles para buscar una solucién, como hace el Simplex, calculan
candidatos por el interior de la region admisible.

En este trabajo se han estudiado los métodos de puntos interiores primales-duales pa-
ra programaciéon lineal. En la parte tedrica se han tratado con detalle algunos aspectos
como el concepto del camino central y la relacién con los métodos de penalizacién. A con-
tinuacion, se han considerado dos métodos de puntos interiores: el LSPF, para el que se
estudia la convergencia global, y el MPC, por ser similar a los que se implementan en
MATLAB. En la parte practica, se han comparado experimentalmente los métodos de la
Optimization Toolboxr de MATLAB para programacion lineal. Para ello se han usado dos
colecciones de tests: problemas de la libreria NETLIB y problemas propios generados alea-
toriamente.

Palabras Clave: camino central, dualidad, métodos de puntos interiores, programacion
lineal.

Abstract:

Interior point methods have been one of the biggest achievements in numerical opti-
mization over the last 50 years, turning out to be great candidates for solving large size
problems. In linear programming, instead of jumping between the vertices of the feasible
point set to search for a solution, like the Simplex method, interior point methods calculate
candidates inside the feasible point set.

The main focus of this work are primal dual interior point methods for linear pro-
gramming. Firstly, some theoretical aspects such as the concept of central path and its
relationship with the penalty methods have been discussed. Next, the introducction of two
algorithms: the LSPF| with a study of its convergence, and the MPC, because of its simila-
rity with the algorithms implemented on MATLAB. Finallly, the practical section focuses
on the comparison between all the methods available in MATLAB’s Optimization Toolbox
for linear programming. For this purpose, two colections of tests have been used: a set of
problems of NETLIB’s library and a set of randomly generated problems.

Key Words: Central path, duality, interior point methods, linear programming.
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Capitulo 0

Introduccion

La programacion lineal es la rama de la optimizacién que se ocupa de la minimizacion y
maximizacion de funciones lineales cuyas variables estan sometidas a restricciones también
lineales. Los problemas que se resuelven con la programacion lineal tienen una funcién
objetivo, f(x), que se va a minimizar o maximizar y que depende de un nimero finito de
variables, x € R™. Como la funcién es lineal se puede escribir como ¢’z para un ¢ € R™. Las
restricciones que van a poder afectar a las variables son de igualdad y de desigualdad. Si
el nimero de restricciones de igualdad se denota como n; y el restricciones de desigualdad
como np, un problema de programacién lineal se escribe de la siguiente forma:

~ _ T
min flz)=c'x

(PL) 4 sujetoa alz=0b; parai=1,... n; ) (1)
alz <b; parai=n;+1,...,n;+np

donde a; € R" y b; € R. Como es habitual, en la parte tedrica de este trabajo se trataran
los problemas de programacion lineal en forma estandar. En estos las tinicas restricciones
de desigualdad tienen la forma: x > 0.

La programacion lineal como disciplina de optimizaciéon numérica empieza en 1947 cuan-
do Dantzig plantea un problema de minimizacién para el ejército estadounidense y desarro-
lla el conocido método del Simplex. Existen intentos de optimizar funciones lineales previos
a 1947, pero ninguno tiene influencia significativa en lo que es la programacion lineal hoy
en dia.

En 1946 a Dantzig se le pide mecanizar los procesos de planificacion en el ejército de
EEUU: encontrar una forma mas rapida de gestionar el despliegue, entrenamiento y sumi-
nistro logistico de materiales y tropas. Para su modelo Dantzig se inspird en el trabajo de
Wassily Leontief, que en 1932 publicé una estructura matricial que bautizé como ”Interin-
dustry Input Output Model of the American Economy”. Inicialmente no habia una funcion
objetivo en el modelo, ya que en el momento no existia forma de abordar tal concepto en la
practica computacional. Dantzig presenta un ejemplo en [1] para mostrar la dificultad de
encontrar una soluciéon en esos tiempos. Se quiere asignar 70 personas a 70 tareas, para ello
se asocia el valor v;; al beneficio de emparejar la persona ¢ a la tarea j. A cada pareja entre
una persona y una tarea se le asocia una variable, x;;. Se asigna a cada variable el valor
1 si se produce el emparejamiento entre la persona y la tarea, y el 0 si no. Por lo tanto,
se tienen 4900 variables, esto es un total de 70! posibilidades. Las restricciones son que
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todos las tareas deben de estar cubiertas y que todas las personas deben de tener asignada
una tarea. Asi que se originan 140 restricciones. La dificultad era que habia que comparar
las 70! posibilidades para seleccionar cual de ellas proporciona una mayor suma total de
los beneficios. Lo que suponia un gran inconveniente a la hora de buscar una solucion,
sobre todo considerando que el ejército tenia problemas de érdenes mayores que el de este
ejemplo.

El desarrollo del Simplex supuso una de las mayores revoluciones en el campo de la
optimizacién. Se convirtié en una herramienta muy 1til para economistas, ingenieros y en
la gestion tanto de trabajadores como de recursos. Con la capacidad de resolver problemas
de optimizacién mediante el calculo de nuevos candidatos a solucién en los vértices del
conjunto de admisibilidad, es capaz de resolver gran variedad de problemas, asegurando
una convergencia global en un nimero finito de iteraciones. Desde su invencién y hasta
finales del siglo XX, el Simplex fue el tinico método que se utilizé para resolver problemas
de programacién lineal, pero, a pesar de garantizar la resolucion, una cuestion tedrica
que quedaba pendiente era que no se tenian garantias de una complejidad polinomial del
método.

En 1972 Klee y Minty [8] teorizan que, dado un problema de tamano n, el método
Simplex podia llegar a ejecutar hasta 2" — 1 iteraciones antes de encontrar una solucién.
En concreto esto ocurria con la regla de pivotaciéon que més se usaba en el momento para
el Simplex, propuesta por Dantzig. Para ello habria que generar un conjunto de puntos
admisibles, con unas condiciones precisas, equivalente a un cubo n — dimensional, a este
cubo se le llama de Klee-Minty. Una de las generalizaciones del problema de optimizacion
con un cubo de Klee-Minty es el siguiente:

max . Z?:l 2n_i$i
(KM,) < sujetoa mz;+ 22;11 2, <50 i=1,2,...,n . (2)
x>0

El conjunto de puntos admisibles de este problema para dos y tres variables se puede ver
en la figura 1.

(a) n=2 (b)yn=3

Figura 1: Representaciéon grafica del cubo de Klee-Minty para varias dimensiones.

Para mostrar algunas variantes del Simplex, se da la definicién siguiente:
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Definicién 0.0.1. Un conjunto de restricciones del problema (PL), I, se le llama con-
junto de trabajo en z'*) si

= Las restricciones son activas en ¥ (al2® =b;, i € I).
» Los vectores {a; }icr, son linealmente independientes.

La matriz Ay serd la matriz cuyas columnas son los vectores {a; }icr, . Al conjunto de trabajo
se le hace referencia con el conjunto de indices de las restricciones y con la matriz asociada
dichas restricciones, (I, Ag). Ag es una matriz de tamano n X my, siendo my, el nimero
de restricciones en el conjunto de trabajo.

A continuacién, se presenta un esquema general del algoritmo del Simplex para la
formulacién (PL):

Algoritmo 0.0.1. (Simplex para formulaciéon general)

(1) Calcular un punto admisible ), y establecer k = 0. Obtener un conjunto de trabajo
0)

mazimal, (I, Ay), asociado a z'%.
(2) Sic¢ R(Ay) = Ira 3.

En otro caso, computar los candidatos a multiplicadores de Lagrange \*) resolviendo

el sistema: ALXN = —c.

LI )\ng) > 0 para todas las restricciones de desigualdad de Iy, entonces se ha
encontrado una solucion global del problema. STOP.

» En otro caso, eliminar de Iy, una restriccion de desigualdad con AE,’“) < 0.

(3) Calcular una direccion de descenso d® tal que ade(k’) =0 s 7€ I.
Si{j ¢ Ir,: ald® >0} =0, no existe solucién para (PL). STOP.

(4) Calcular el desplazamiento py mediante la formula:

Tomar x*+1) = 2®) 1 o, d*)

(5) Anadir al conjunto de trabajo una restriccion asociada al desplazamiento py. Volver
a 2.

Hay dos momentos en los que hay varias opciones para proceder en el algoritmo: en
el paso 2 con la eleccién de la restriccién que abandona el conjunto de trabajo (si es que
hay més de un candidato a multiplicador de Lagrange negativo) y en el paso 5 con la
eleccién de la restriccion que entra en el conjunto de trabajo (si hay varias asociadas a ese
desplazamiento minimo). Esas decisiones pueden marcar la convergencia del método. En
el problema (KM), escogiendo como z© el origen, si el criterio de seleccién es el primer
candidato a multiplicador de Lagrange negativo, el método no llegara a las 2" —1 iteraciones,
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si por otro lado se escoge el menor de todos esos candidatos, el método alcanzara esa cota
de iteraciones antes de encontrar una solucion.

A pesar de que este caso sea una excepcion y que la mayoria de problemas se resuelvan
en muchas menos iteraciones, es de aqui que surge el interés tedrico en un método del
que se pueda garantizar una complejidad polinomial. El primero en proponer un método
para programacién lineal con complejidad polinomial fue Khachiyan [5], quien prometia
una complejidad O(n®L?), para n el tamaino del problema y L un factor relacionado a los
bits que se necesitan para almacenar los datos del problema. En la practica el método de
Khachiyan no resulté ser un buen competidor contra el Simplex. Afios més tarde, en 1984,
Karmakar [4] planteé su propio método, con una mejora en la complejidad, rebajéndola a
O(n*SL?). Este método dio buenos resultados, pero fue patentado y hasta 2006 no quedé
libre de patente.

Después de que el método de Karmakar fuese patentado, se empezo a investigar en
otros métodos, los que mas atencién tuvieron fueron los de puntos interiores primales-
duales, pruebas computacionales demostraron que eran mas eficientes que otros tipos de
métodos de puntos interiores. En 1992 se tuvo una de las primeras implementaciones de
un método de puntos interiores que dio buenos resultados, la implementacién de Mehrotra
[6]. Es a partir de este algoritmo del que surgen muchos de los c6digos usados actualmente,
por ejemplo LIPSOL, que es la base de los algoritmos incorporados en MATLAB bajo el
nombre linprog.

Esta ampliamente aceptado a dia de hoy que los métodos de puntos de puntos inte-
riores son una buena alternativa ante el método Simplex, sobre todo en problemas para
talla grande [3]. Cabe destacar que con el auge de métodos distintos al Simplex, muchos
desarrolladores comerciales de este algoritmo han recibido grandes presiones econdémicas,
lo que ha derivado en una gran mejora de las implementaciones en los ultimos anos.

En este trabajo, en el capitulo 2 se estudian desde un punto de vista tedrico los méto-
dos de puntos interiores primales-duales. Primero se hace una breve introduccion sobre
dualidad, explicando términos que seran ttiles mas adelante, como es el salto de dualidad.
Después se introduce el camino central y dos tipos de entorno tutiles para el estudio de la
convergencia global. Por tltimo, en el capitulo 2 se introducen los conceptos de direccién
afin y de centralizacién, que son la base de las direcciones de los métodos de puntos in-
teriores primales-duales. En el capitulo 3 se presentan resultados numéricos obtenidos en
el desarrollo del trabajo con el objetivo de comparar un método Simplex con métodos de
puntos interiores. Se ha trabajado con dos tipos de problemas:

= Problemas de la biblioteca NETLIB [2].

= Problemas generados de forma aleatoria para este trabajo.



Capitulo 1

Métodos de puntos interiores
primales-duales

Los métodos de puntos interiores tienen en comin que reemplazan las restricciones de
desigualdad x > 0, aplican la teoria de dualidad y usan el método de Newton para resolver
sistemas de ecuaciones no lineales.

1.1. Introduccién a dualidad
Se considera un problema de programacion lineal en forma estandar al siguiente:

: _ T
min flz)=c'x

(P) sujetoa Az =10 5 (1.1)
z>0

donde c € R", b € R" y A € R™*" de rango maximo con m < n. Si m = n para determinar
la solucién de (P) bastarfa resolver el sistema de ecuaciones lineales, Az = b. Ademés, en
toda la memoria se va a suponer que existe solucién para el problema.

Dado un problema, se define su conjunto de puntos admisibles como:

Definicién 1.1.1. (Conjunto de puntos admisibles) Se considera el conjunto de pun-
tos admisibles de un problema (P) al conjunto formado por los puntos que cumplen todas
las restricciones de dicho problema, y se denomina A(P).

El siguiente resultado, demostrado en Optimizacion I, presenta la relacion entre el pro-
blema (P), llamado problema primal, y su dual.

Teorema 1.1.1. Sean T solucién del problema de optimizacion (P)y (A, 8) multiplicadores
de Lagrange asociados a T. Entonces (A, 5) son solucion global del problema:

mazr  D()\,s) =0T\

AER™  seRn™
(PD) sujetos a ATA+s=c . (1.2)
s>0

13
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Ademds, se tiene la igualdad de los valores optimos de las dos funciones objetivo:

f(&) = D(\,5). (1.3)

Al problema (PD) se le conoce como el problema dual de (P).

1.2. El salto de dualidad

A continuacién, se presenta la relacion de los valores de las funciones objetivo primal y
dual en puntos admisibles.

Proposicion 1.2.1. Se cumple la siguiente relacion:
f(x) =D\, s)=2"s>0, (1.4)
donde x € A(P) y (\,s) € A(PD).
Demostracion. Sea x € A(P) y (), s) € A(PD) se verifican las siguientes igualdades
f(x) =D\, s)=c'x —b"'A=2T(c— ATX) = 275, (1.5)
y, como x > 0y s > 0 se tiene 27s > 0 O

Al valor #7's se le conoce como salto de dualidad.
Dada la relacién (1.4) y la igualdad (1.3) se pude concluir que los puntos admisibles
con salto de dualidad cero son solucién de sus respectivos problemas.

Corolario 1.2.1. Cuando se cumple 75 = 0 para T € A(P) y (),5) € A(PD), entonces
se tiene que T es solucion para el problema (P) y (A, S) es solucion del problema (PD).

Demostracion. Trivial. OJ

Ademas, el siguiente resultado da una cota superior de la distancia de la funcién objetivo
en cualquier punto admisible al valor 6ptimo.

Proposicién 1.2.2. Sixz € A(P) y (A, s) € A(PD), entonces se tiene
v < fle) <y +als.

para v = min{ f(z) : = € A(P)}.

Demostracion. Por definicién de minimo se cumple la primera desigualdad. Para comprobar
la segunda desigualdad se toma z € A(P) tal que v = f(Z). Por la proposicién 1.2.1 se
sabe que 0 < v — D(A, s), por lo tanto se cumple:

f(x) <7+ f@) = D(\s) =y +4"s. (L6)

Con lo que queda demostrada la proposicion. O
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Usando las condiciones de optimalidad suficientes de primer orden (ver teorema A.2.6)
se pueden resumir en cuatro las condiciones para que un vector T sea solucién del problema
(P): las restricciones de los problemas (P) y su dual (PD), el salto de dualidad igual a 0 y
las condiciones de positividad sobre algunas variables duales:

AN +35=r¢, (1.7a)
Az =0, (1.7b)
75=01=1,2,...,n, (1.7¢)

(z,8) >0, (1.7d)

donde ), 5 son los llamados multiplicadores de Lagrange (Teorema A.2.5). Estas son las
llamadas condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) para el problema (P). Como se puede
observar, las tres primeras estan asociadas a un sistema de ecuaciones no lineales. Ademas,
las ultimas corresponden a 2n inecuaciones.

1.3. Direcciéon en los métodos primales-duales

Para resolver el sistema no lineal asociado a las condiciones de KK'T mediante alguna
variacién del método de Newton se define la siguiente funcién F : R} x R™ x R} — R+

AT +s—¢
F(z, A\ s) = Ax —b , (1.8)
X Se

donde X,S € R™ " son matrices con todos los elementos iguales a cero excepto sus
diagonales principales, que son iguales a = y s, respectivamente, y e = (1,...,1)T € R".

El objetivo serd encontrar (7, ), 5) tales que F(z,\,5) = 0. De esta forma se tendra
T € A(P), (\,3) € A(PD) y el salto de dualidad 275 = 0 y por tanto una solucién de los
problemas primal y dual (ver el corolario 1.2.1).

Para aplicar el método de Newton al sistema no lineal asociado a (1.7a)-(1.7b)-(1.7c),
dado (:c(k), ) s(k)), se calcula una direccion resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones
lineales:

Az
J(@® A® s®) | AN | = —Fa®, 2\ g®), (1.9)
As

donde J(z® A®) s()) es la matriz jacobiana de F en (z®), \*) s El sistema queda
de la siguiente forma:

0 AT T Ax c— sk — AT)\K)
A 0 0 AN | = b— Az : (1.10)
Sk 0 Xx® As —X® ke

Para comprobar que este sistema tiene una tnica soluciéon habra que verificar que la matriz
jacobiana es inversible.



16 CAPITULO 1. METODOS DE PUNTOS INTERIORES PRIMALES-DUALES

Proposicién 1.3.1. La matriz Jacobiana recién definida:

0 AT T
Ja® A® sEy=| A4 0 0 ,
sk g x)

con 2% s®) c R (2 s®)) >0 y A € R™", de rango mdzimo, es inversible.

Demostracion. Para simplificar la notacién, en esta demostracion se evita escribir los su-
perindices. Para probar que la matriz J(x, A, s) es inversible se resolverd el siguiente sistema:

0 AT I
A0 0 |z=0 (1.11)
S 0 X

Si la tnica solucién posible es z = 0, la matriz J(x, A, s) sera inversible. Si se divide el
vector z en tres partes:

21
Z = Z9 ,
Z3

con 21, 23 € R" y zp € R™. Multiplicando por bloques en (1.11), se llega al sistema:
ATZQ—l— [223 =0

Az =0 . (1.12)
SZl—|— XZg =0

Como se sabe que S y X son matrices diagonales con todos sus elementos positivos, son
inversibles. Despejando z; de la tercera ecuacion y z3 de la primera ecuacion se llega a:

3 = —ATZQ
{ 2T sixe (1.13)
y sustituyendo en la segunda ecuacién de (1.12)
ASTIX ATz =0 . (1.14)

Se puede definir la matriz diagonal (y por lo tanto simétrica)

D = diag(\/x1/51, \/T2/52, . .., \/Tn/5n).-

Como S~ = diag(1/s1,...,1/s,), se tiene que S™'X = DD = DT D. Por lo que la igualdad
(1.14) queda de la siguiente forma:

AD"DA"z = 0.
Se cumple lo siguiente:

AD"DATz = 0 = 25 ADTDA" 2 = 0 = (DA" %) " DA 2 = 0 = | DA" %3 = 0.
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Como se tiene ||[DA”z]|3 = 0 entonces, también se cumple DAz, = 0. Usando que
D es una matriz inversible, se tiene ATz, = 0. De ahi, como A’ es de rango maximo por
columnas, se tiene que la tnica solucién del sistema es z, = 0.

Como zy = 0, por las igualdades (1.13), se llega a z; = 0y 23 = 0. Por lo tanto z = 0
es la tnica solucién del sistema (1.11) y entonces queda probado que la matriz jacobiana
asociada a puntos interiores es inversible. O

Para puntos interiores (z(*), s®), como la matriz J(z®), A\(¥), 5(0)) es inversible, el siste-
ma (1.9) tiene solucién unica. En la practica, los métodos primales-duales en lugar de usar
la condicién (1.7¢) usan

;s =7>0parat=1,..., n, con T — 0.

Estas ecuaciones formaran parte del camino central, como se vera en la siguiente seccion.

1.4. El camino central

Para hablar de métodos de puntos interiores lo primero que habra que hacer sera definir
el conjunto de puntos admisibles, F, y estrictamente admisibles, FY,

F={(z,\s)] Ax =b, AT\ +s=¢, (z,5) >0}, (1.15a)
Fo={(z,\8)| Az =b, A"\ +s5=c¢, (2,5) > 0}. (1.15b)

A partir de los conjuntos anteriores se define:

Definicién 1.4.1. (Camino central) Dado 7 > 0, se llama camino central, C, al arco
de puntos (x,, A\, s;) € F° que cumple X, S.e = Te.

El camino central resultara util en la bisqueda de soluciones de los problemas (P) y
(PD). Para ver que el camino estd bien definido, basta ver que si F° # (), entonces existe
una sola tripleta (z,, A;, s;) € C para cada 7 > 0.

Se redefine el sistema no lineal asociado a las condiciones de KKT cambiando (1.7c)
por la condicion x;s; = 7

AT\ + s, =c, (1.16a)
Az, =b, (1.16b)
TriSr; =T, 1=1,2,...,n, (1.16¢)
(r,8;) > 0. (1.16d)

Se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.4.1. Si F° # 0, entonces para cada T > 0 existe una tinica tripleta (., \-, s.)
verificando las condiciones (1.16)

Antes de probar el teorema, se va a formular un problema de optimizacién asociado al
camino central y se demostraran tres resultados relevantes. Sea

HO = {(z,3)| (z,\,5) € F’ para algin A € R™} |
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y ?7— : Rn X Rn — R una funcién tal que:
1 (l’ S) = —x i - En 10 (ZES) (1 17)
T ) - p g 1) :

Se define el siguiente problema de optimizacion.

(P,) { min - fr (@, s) . (1.18)

sujeto a  (w,s) € H°

Por ltimo, antes de demostrar el Teorema 1.4.1, se enuncian y prueban tres resultados.

Lema 1.4.1. Sea F° # 0. Entonces para cada K > 0, el conjunto
{(z,s) | (z,\,8) € F para algiin X y 2”s < K},
esta acotado.

Demostracion. Sea (z, A, 5) un punto cualquiera de F° y (x, A, s) un punto en F que cumple
xT's < K, entonces como AZ = b, Az = b se cumple A(7 — z) = 0. De la misma forma
AT(A = X\) + (5 — s) = 0. Entonces se llega a la siguiente igualdad

(z—2)'(5—-8)=—(—2)TAT(A=)) =0.
Como se tiene que 27s < K, sustituyendo en la igualdad, se llega a la siguiente desigualdad
's+5r<K+7's.
Como (z,5) > 0, escogiendo componente mas pequeno entre ambos vectores
¢ = min{min{z;,s;} |i=1,...,n}

se puede decir
tel(z+s)<7's+5z < K+1's

Esta tultima desigualdad implica

1
3
Como (Z, §) es fijo, (x, s) estd acotado. Probando asf el resultado. O
Lema 1.4.2. La funcion g : (0,+00) — R tal que g(t) =t —logt — 1 verifica:

- g es estrictamente conveza;

- g(t) > 0, con igualdad si y solo sit=1;

- g(t) T +o0 sit — 0 0t — +o0.
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Demostracion. Para demostrar el lema:

1. Las derivadas primera y segunda de g son: ¢'(t) = 1—1/t, ¢"(t) = 1/t?, luego ¢"(t) > 0
para t € (0,+00) por tanto estrictamente convexa (Teorema A.2.1).

2. Se tiene que ¢'(t) =0 <= 1= 1/t <=t = 1. Por lo tanto ¢t = 1 es minimo global

de g(t)
(Apéndice 7?).Y por consecuente g(t) > 0 paracadat € (0,400). De forma reciproca,
g(t)=0siysolosit—logt =1<=¢€'/t=e<=t=1.

3. Basta calcular los dos limites:

. i@og( ) = %@0 t—logt—1= —iano logt +1 =400

- _ . etfl _ . etfl _ . t—1 _
Jim ol0) = Jim log (<) = og ( tim <5%) = og ( tim ¢! ) = 0. donde
en la penultima igualdad se usa la regla de L’Hopital

]

Lema 1.4.3. Los conjuntos de nivel {(z,s) € A(P;) : f-(x,s) < v}, donde 1) es una
constante dada, estan acotados.

Demostracion. Para empezar, la funcion f; se puede reescribir de la siguiente forma:

fr(x,s) —x 5 — Zlog x;8;)

_Z<mlsl logxlsz+log7'—log7'+1—1>
T
=1 (1.19)

— Z (:cisz —1lo gxlsz 1) +n—nlogT
T

i=1

3

TiS;
g ( ) +n—nlogr,
i=1 T

donde g(t) =t —logt — 1.
Si fr(z,s) <1, se tiene que :

ig(xfi>+n—n10g7<w<:>2 <x51> < 1),

=1 i=1

donde ¢ =1 —n+nlogT.
Ademads, como se ha visto en el Lema 1.4.2, como g(t) > 0,

(azlsl><w Z <%51> i=1,....n.

J#i
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Por el tercer apartado del Lema 1.4.2, como g(z;s;) < %, se tiene que debe de existir una
constante M > 0 tal que

1
a7 S Tisi S 0 n
Entonces, sumando para cada i, se tiene lo siguiente:
insi =zls <nM.
i=1
Por lo tanto,
{(x,8) € A(P,) : fr(x,8) <} C{(x,9)] (z, ), 5) € F° para algiin \, y 2”s < nM}
y aplicando el Lema 1.4.1 se llega a que el conjunto esta acotado. O
Ahora se procede a la demostracién del Teorema 1.4.1.

Demostracion. Para que el conjunto de restricciones no dependa de A, se escoge una matriz
Z tal que sus columnas sean vectores del nicleo de A, N(A). Multiplicando por ZT a la
izquierda en la restriccion ATA + s = c se llega a ZTs = ZT¢.

Sea entonces el problema de optimizacién, equivalente a (P, ), para 7 > 0:

min {T(xss)
, sujeto a (x,s) >0
(P)) A — b : (1.20)
Zts =7"c

Para comprobar que la solucién del problema de optimizacién (P.) es el punto buscado
que cumple (1.16), basta ver que las condiciones (1.16) son las condiciones de optimalidad
del problema. Las condiciones (1.16a),(1.16b) y (1.16d) se deducen de A(P.). Para ver que
se cumple (1.16¢) se aplica el Teorema A.2.5 y se llega a las siguientes dos igualdades:

s/T—Xle+ ATA =0
v/t —Ste+Zn=0
Por lo tanto se cumple
(2 - X‘le)T (2 —S571e) = M AZf.

T

Como AZ = 0, se tiene NTAZfi = 0. Ademds, como X y S son diagonales, el producto es
conmutativo. Por tanto, utilizando ademas las igualdades s = Se y x = Xe, se tiene:

(LSe — X~te)" (571/2X71/2) (§1/2X-1/2) (LXe — §71e) = 0 =
12(X5) 2 — (X9)~12e|? = 0 =

L(XS)2e — (XS) 2 =0.
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La igualdad se cumplira si y solo si XSe = 7e, o lo que es lo mismo, x;8; = 7 para todo
ie{l,...,n}.

Una vez verificado que (1.16) son las condiciones de optimalidad del problema (P)), se
demuestra la existencia y unicidad de solucion.

Para ver si existe minimo, sea (m(k), s(k)) reny © A(P!) una sucesién minimizante, tal que

fr(@® s®) — inf f., cuando k — 0.
A(P7)

Para ver que la sucesién esté acotada, se escoge ¢ = f-(2(®, 5) una constante finita. Se
considera (2™, s(’“))keN C {(x,s) € A(P.) | fr(x,s) < c} yaplicando el Lema 1.4.3 se llega
a que esta acotada. Por estar la sucesién acotada en R™ x R"™, espacio de dimension finita,
existe una subsucesion (z(km) skm)) oy C () sM)), .y convergente a (7, 3).

Para comprobar que (z,5) € A(P.), por reduccién al absurdo se supone que (Z,5) se
encuentra en la frontera de A(P)), esto es que al menos una de las coordenadas de T o §
sea 0. Las coordenadas que son 0 cumplen Z;5; = 0 y se tiene el limite

(km) (km)

lim log(z;™ s;™) = —o0.

km—r00

Sea J el conjunto de coordenadas en las que z o § toma 0. Se tiene que

, (bm) o(km)y — _ ; (km) (km) _
Jim [t s0)) = K 2; Lim_ log(wj™s;™") = +o0,
VS

W

donde K = %ET —Zie{l,,,,,n}v log(Z;5;). Se llega a un absurdo, ya que f,(z*m) stkn)) < ¢,
Por lo tanto (z,5) € A(P.) y usando la continuidad de f; se tiene
[@5) = lim f(@®), ) = Gim f@®),s®) = inf f,
A(P])

km—>00 k— o0

Con lo que el problema tendré al menos una solucién.

Para determinar la unicidad de la solucién, bastara con ver que se cumpla el Teorema
A.2.4. Para ello hay que comprobar si f, es estrictamente convexa. Teniendo en cuenta f,
como suma de dos funciones distintas: g,(z, s) = 2als y h(z,s) = — 31" log(z;s;).

Se puede reescribir g, como una funcién lineal sobre el conjunto A(P.). Se escoge un &
cualquiera tal que A% = b, entonces se tiene que para cada (x,s) € A(P.):

vTs=aT(c—ATN) =2Tc—b"N=2lc— (ZA"N=2"c—3"(c—s)=a"c+3's -3¢,

que es lineal respecto de z y respecto de s. Para ver que h es convexa se estudia su matriz
hessiana. Teniendo en cuenta

Voh(z,s) = (=1/z1,...,—1/z,)",
Vh(z,s) = (=1/s1,..., —1/sn)T7

Vi h(z,s)=diag(1/2% ..., 1/2%), V2 h(z,s)=0

rxr

V2. h(x,s) =diag(1/s?,...,1/s?), V2 h(z,s) =0,
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es evidente que la hessiana es definida positiva en A(P!). Entonces como A(P.) es un
conjunto convexo, se pueden aplicar los teoremas A.2.1 y A.2.4. Por lo tanto existe solucién
para (P!) y es tnica.

O

En la practica, algunos métodos usan las condiciones (1.16) con 7 = opu, donde p serd
la medida de dualidad (seccién 1.4.2) y o € [0, 1] un factor de reduccion. La ecuacién para
la direccién de Newton para puntos admisibles queda de la siguiente forma:

0 AT I Ax 0
A 0 o0 AN | = 0 (1.21)
S0 X® As —X®SEe + ope

1.4.1. Relacion con los métodos de penalizacion

Reemplazando las restricciones x; > 0 del problema (P) por un término de barrera
logaritmica, 7log(z;) (con 7 > 0), anadido a la funcién objetivo de (P) se obtiene el
siguiente problema de optimizacién:

. s T _ n ]
(PP,) min frle)y=ca—71) " log x;
sujetoa Ar =10

El parametro de penalizacion 7 sirve para controlar la relacién entre el término asociado
a las restriciones de desigualdad y la funcién objetivo del problema (P).

A continuacién se relaciona el problema de penalizacién (P;) con las ecuaciones del
camino central:

Proposicién 1.4.1. Dado el problema (PP;), se cumple que T, es solucion de (P;) siy
solo si existen 5. € R", 5, > 0, A\, € R™ que verifican (1.16).

Demostracion. Para demostrar la proposicion:

= Si Z, es solucién de (PP;), entonces es punto de Kuhn-Tucker (véase el teorema
A.2.5). Asi que el resultado se tiene usando

1/(131
va(x):C_T
1/,

y tomando 5,; = 7/Z;.

La condicién (1.16b) y Z, > 0 se cumplen por las restricciones del problema (PF;).
Como z, >0, 7 >0y 8, = 7/Z,, entonces §,; > 0. Por lo que se cumplen todas las
condiciones (1.16).

<= Para obtener el resultado basta aplicar las condiciones suficientes de primer orden (ver
teorema A.2.6). Para ver que la funcién f; es convexa se puede aplicar el teorema
A.2.1, teniendo en cuenta que la hessiana de f, es:

V2 (x) = diag(r/22,... 7/22).
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Como z > 0y 7 > 0, entonces la matriz hessiana es una matriz diagonal de elementos
positivos, por tanto es definida positiva.

O

Los primeros métodos para resolver numéricamente los problemas de programacién no
lineal (problemas de optimizacién donde ambos, la funcién objetivo y las restricciones
pueden ser no lineales) fueron los métodos de penalizacién en los que se trataba de resolver
una sucesién de problemas sin restricciones (en los que la funcién objetivo combina la del
problema de programacion no lineal con unos términos asociados a las restricciones de ese
problema). Por ejemplo, la funcién de barrera logaritmica fue introducida a mediados del
siglo XX. Estos métodos de penalizacion sufrian de dificultades a la hora de su utilizacion
en la préctica, originadas por el mal condicionamiento de las matrices hessianas cuando el
parametro de penalizacion no es pequeno.

La diferencia con el planteamiento de métodos de puntos interiores es que estos no hacen
la minimizaciéon del problema de penalizacion en cada iteracion para cada valor de 7, sino
que calculan una direccién en relacién con ese problema.

1.4.2. Entornos del camino central

Un vez definido el camino central C se pueden considerar entornos del mismo con el fin
de que la biisqueda esté menos restringida. Sea i = (z*))Ts*) /n 1a medida de dualidad
actual asociada a el punto interior (z*), \(®), 5(*)) Destacan los dos siguientes entornos de

C:

Na(0) = {(x, A, 5) € F* | | X Se — pell2 < Ou}, (1.22)

con § €0,1),y
N o(y) ={(z,\,5) € F* | 38, > ypu para i=1,2...,n}, (1.23)
con v € (0,1] (usualmente se toman los valores § = 0.5 y v = 1073). En el siguiente

resultado se demuestra que los conjuntos del tipo N3 (6) son més restrictivos que los N_ oo (7).
De ahi que los métodos de puntos interiores que usan entornos Ny se llamen de paso corto
(Short — Step Path— Following o SPF[7]) y los métodos que usan entornos N_,, se llamen
de paso largo (Long — Step Path — Following o LPF).

Proposicién 1.4.2. Se tiene que N2(0) C N_(7) para 0 <y < (1 —0).
Demostracidn. Sea (z, )\, s) € Na(6) se cumple
|zisi — p| < || X Se — pella < 0u,

y, aplicando la desigualdad triangular y que p > 0y x;s; > 0, se llega a la desigualdad
deseada:
= wisi| < Op = [p| = |zisi| < Op = (1 = O)p < w;s;.

Luego x;s; > yu para cualquier 7 tal que 7 < (1 — 0). Por lo tanto queda probado el
enunciado. O

La naturaleza menos restrictiva de los entornos N_,, da pie a que los algoritmos LPF
sean mas eficaces en la practica que los SPF.



24 CAPITULO 1. METODOS DE PUNTOS INTERIORES PRIMALES-DUALES

1.5. Algoritmo LSPF y su convergencia global

El siguiente procedimiento es un algoritmo LPF', que toma siempre el mayor desplaza-
miento posible dentro de un entorno N_. (7).
A continuacién, se va a usar la siguiente notacion

(2™ (), \B(a),s®) (o)) = (z®) AP s®)) 1 a(Ax® AN A5, (1.24)

donde (z®(a), A\®)(a), s (a)) es el tltimo aproximante calculado y (Az® AN As()
la ultima direccién de avance calculada.

Algoritmo 1.5.1. (Long-Step Path-Following).
Dado 7, Omin, Omaz cony € (0,1), 0 < Opmin < Omae < 1y (2O, X0 5O € N__(v)
for k=1, 2,...

Escoger o), € [0min, Omaz)

Calcular la direccion (Ax®, AN As®) resolviendo el sistema (1.21) con

Escoger oy, como el mayor desplazamiento en [0,1] tal que

(8 (), AP (), M) () € N_oo (7). (1.25)

- Tomar (x®+D AEHD D) — () (q,), XF) (ay), sB) (o).

end(for)

El objetivo del Algoritmo 1.5.1 es construir una sucesion (($(’f),)\(’“),s(k)))keN con la
medida de dualidad py, tendiendo a 0 y que sea convergente a (Z, A, 5), solucién de (1.7).
Para comprobar el ritmo de decrecimiento de (puy)gen se parte del siguiente resultado cuya
demostracién se encuentra en [9].

Lema 1.5.1. Sean u,v € R" con uTv > 0. Se tiene
|UVel|ls < 2732 ||lu+v|? . (1.26)
Se tiene ademés que se cumple:

Lema 1.5.2. Sea (Az™® AN® As®)) la solucion del sistema (1.21). Se tiene

ArTAs =0 (1.27)

pla) =(1—a+ao)u . (1.28)
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Demostracion. Basta multiplicar por Az” a la izquierda la primera igualdad del sistema
(1.21). Se obtiene:

AxT(ATAN + As) = 0 <= (AA2)TAN + AzTAs =0 .
Como se conoce que AAz = 0, se deduce Az’ As = 0. Esta igualdad es ttil para probar
(1.28). Se tiene que
z(e)s(a)

pla) = - = % (z"s + a(Az"s + 2" As)) . (1.29)

De la tercera igualdad del sistema (1.21):
sl(-k)AxEk) + :Egk)AsEk) ="MW 4o parai=1...,n,

sumando las n ecuaciones se llega a que se cumple la siguiente
(s"NTAz® 1 (2ENTAs®) = — (N s®) gy gy,
Sustituyendo en (1.29) y usando que u; = (2*)7s*) /n se tiene
1

@) =~ ((@)7s® 4+ a(= (@) + nop)) =p(l-a+ao) .

]

A continuacion, se enuncia un resultado sobre una relacién entre las componentes primal
y dual de la direccién solucién de (1.21) que servira para calcular el ritmo de decrecimiento

de (puk)ken:
Lema 1.5.3. Si (z,),s) € N_o(7), entonces se tiene

|AXASelly <2721+ 1/y)nu . (1.30)

Demostracion. Sea D = X'/2871/2_ Al multiplicar la tercera igualdad del sistema (1.21)
por (X S)~1/2 se obtiene la igualdad

D 'Az 4+ DAs = (XS) V2 (=X Se + apue) .
Aplicando el lema 1.5.1 con v = D™'Ax y v = DAs, sabiendo (1.27), se tiene:

|ID*AXDAe|, < 272D 'Az + DAs||?
= 2732 (XS)" Y2 (=X Se + aype) || .

Calculando la tltima norma se llega a lo siguiente:

_ g
ID'AXDAe|y < 2732 |2Ts — 2nop + (op)? ; xiSi]

<2732 Iy — 2nop + (0‘[1,)2£:|
L wy

B 2
<27%2 125+ U—] np
b

<27 (1+1/y)nu
donde se ha usado x;s; > yu y oy € [0,1]. Con lo que queda demostrado el lema. O]
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Para comprobar el ritmo de decrecimiento de u; se demuestra el siguiente teorema.

Teorema 1.5.1. Dado el Algoritmo 1.5.1, existe una constante
§= 23/271_—7 min{omin(1 — Omm), Omaz(1 — Omax) } (1.33)
1+~
independiente de n, tal que la medida de dualidad para dos iteraciones sequidas cumple

)
Prg1 < (1 - —) e (1.34)

para todo k > 0.

Demostracién. Primero, dado (), A\®) s®)) € N () va a comprobar cual es el maximo
« para el que

(a™(a), AP (a), s (a)) € Noso(7) -

Se tiene que para cada ¢ = 1,...,n se cumple, aplicando el lema 1.5.3:
[AzP AP < [AXPASPe||y < 27%2(1+1/y)ngw . (1.35)
Se tiene lo siguiente:
M (a)s(k) () = (x; k) 4 aAa: (k) )(35’“) + aAsgk))
(k) ()—i-a( ik)Asg —i—Aaz >+0z2Ax As (k).

Aplicando (1.21), (1.35) y :cgk)sz(»k) > vy se llega a

(050 1 o(—g®s® 4 o) — a2|Az® AsH)

Z l

>
> (1 — a)ypn + aogpe — o 272 (1 4+ 1/9)nuy, .
Ademas, por el lema 1.5.2 se tiene:
pr(a) = (1 — a+ aog)py -
Se puede asegurar que la condicién xl(k)(a)sgk)(a) > ~yug(a) se cumple si se satisface
(1= )y + aogp, — o 2721+ 1/9)npe > 7(1 — a + aop) (1.38)

o equivalentemente:
26-3/2 1
pey + | (= +ox) — ™27 n 1+; > Yy + yure(or — 1) <=

1
— a(—y+o0p) —ay(o, — 1) > a?273n (1 + —> =
v

9320k 177
nl+1/y 7~
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Por lo tanto se tiene que

(z(a), Ma), s(a)) € N(7), Vae [o, 23/2%7;—1] .

Luego, en una iteracion cualquiera k, tomando un paso a4 en el rango recién calculado,
y usando (1.28), la reduccién de py cumple:

fes1 = pr(ar) = pre(1 + ag(op — 1))

262 11—+~
< (1 + =— —1)).
< (14— 71+70k(0k )

Noétese que para oy € [Tpmin, Omaz) 1a funcién o (1 — o) es una funcién con minimos en los
extremos. Por lo tanto, como el valor o escogido sera el que mas reduzca iy, se tomara

L—n
6 =232y L min{min(Tmin — 1), Omaz (Omaz — 1)}, 1.41
L Wi (G = U): T Fas = 1) (1.41)
con lo que se obtiene el resultado buscado

)
e < (1= =) -
n
[

Como se puede observar, el ritmo de decrecimiento esta relacionado con el tamano del
problema y con los valores v, 0,nin, Omaz €Scogidos.

Dado el ritmo de decrecimiento del valor de la medida de dualidad, se puede probar que
el método necesita un nimero de iteraciones de orden polinomial (en relacién al tamano
del problema).

Teorema 1.5.2. Dado € € (0,1), existe un indice K con K = O(nlog1/¢) tal que
tr < €lig, para todo k > K.

Demostracion. A partir de la desigualdad (1.34) se llega a

5 (k)
Mk§<1_ﬁ) Mo -

Aplicando el logaritmo se tiene

)
log p < klog (1 — ﬁ) + log pg <= log& < klog (1 — —>. (1.42)
n 140 n

Se conoce que
V> -1 log(l1+p8)<p. (1.43)



28 CAPITULO 1. METODOS DE PUNTOS INTERIORES PRIMALES-DUALES

Para aplicarlo se comprueba si —d/n es mayor que -1. Basta observar (1.33) y ver que
se cumplen las siguientes desigualdades

1—7
<1 —m)<1/4,
71+7_7( v) <1/

mfn{o-mln(l - Umin)a Umax(l - Umaa:)} S 1/47

ya que 7, Omin, Omaz € (0,1). Por lo tanto se tiene que § < 2%/2/16 < 1 < n. Una vez
aplicado (1.43) a la desigualdad (1.42) se obtiene

Ho n
s

Notese que si k (—5) < log € entonces se cumplird la desigualdad buscada % < €,por

lo tanto se tiene
1) n 1
k (——> <log(e) <=k > —log <—> :
n ) €

Se llega a que, para que se cumpla i, < €19, €l valor k& debe de ser mayor o igual que
%log% por lo que se tiene que K = O (n log (%))
O

Se llega a la conclusién de que este algoritmo tiene una complejidad de O (n log (%))
Existen algoritmos con complejidades mejores, como es el caso de los algoritmos del tipo
predictor-corrector. Estos algoritmos usan entornos del tipo N5 vy, dos tipos distintos de
pasos, mejorando la complejidad a O (y/nlog (1)) [9].

1.6. Direccion afin y direccion de centralizacién

En los métodos de puntos interiores que sigan el camino central destacan dos tipos de
direccion que se definen a continuacion:

Definicién 1.6.1. (Direccién afin) Se llama direccion afin , (Az®7 AN As®T) a
la solucion resultante de resolver el sistema (1.21) para o = 0.

Definicién 1.6.2. (Direccion de centralizacion) Se llama direccion de centralizacion
a la direccion (Az, AN As™™) resultante de resolver el sistema (1.21) para o = 1.

Dadas las direcciones afin y de centralizacién, se tiene que cualquier otra direccién
calculada se pude escribir como combinacion lineal de estas.

Teorema 1.6.1. Sea (x,\,s) € F°, 0 € [0,1] y (Ax°, AN, As®) una direccion, solucion
de (1.21). Entonces esa direccion se puede expresar como combinacion de las direcciones
recién definidas:

(Az7, AN, As7) = (1 — o)(Az™ T AN As™TY 4 g (Ax™ AN As™™) . (1.45)
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Demostracion. Las direcciones afin y de centralizacion verifican

0 AT I AV 2R 0 0 AT I Azgent 0
A 0 0 ANTE | = 0 , A 0 0 AN | = 0
S 0 X AS S -XS S 0 X Asent —X Se + pue

Multiplicando por (1 — o) la primera igualdad, por o la segunda y sumando se obtiene

0 AT T AN Axent 0
A 0 0 (1—0) | AN | 40| AN = 0
S 0 X ASS As™ —XSe+opue

Luego, por la unicidad de solucién del sistema lineal (1.21) (ver proposicién 1.3.1) se debe
de cumplir (Az7, AN, As%) = (1 — o)(Ax¥ AN As¥T) 4+ o (Azemt, AN Ast), [

1.7. Algoritmo MPC

Una vez definidas las direcciones afin y de centralizacién ya se puede presentar el algo-
ritmo predictor-corrector. El siguiente algoritmo es una de las variaciones mas comunes del
algoritmo de Mehrotra [6].

Algoritmo 1.7.1. (MPC).
Sea (@, X0 50) € R* x R™ x R™ un punto inicial con (z(¥ s©)) > 0.
for k=0, 1, 2,...

- Tomar (z,)\,8) = (™ AB s®)) o caleular (Ax®T ANTT As¥F) la solucidn del
sistema (1.21) con 0 = 0.

- Calcular los desplazamientos, primal y dual

C“i?f = argméx{a € [0,1] | z® + aAz?/ >0} | (1.46a)
aditl = argmax{a € [0,1] | s* + aAs™T > 0} | (1.46b)

y la medida de dualidad

pags = (@ + a2 Az (s®) 4 adsl AsoIT) (1.47)

- Tomar & = (juaps /)"

- Calcular (Azc, AN, As®) la solucion del sistema lineal:

0 AT I Ax 0
A 0 0 AN | = 0 ) (1.48)
S 0 X As ~AXYIASY e 4 ope
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- Calcular la direccion

(AxF AN AsP) = (Az®T AXNYTT AT+ (Az®, AN, As®) (1.49)

y los desplazamientos
ot = argméx{a >0 | 2® + aAz® >0}, (1.50a)
adual — argméx{a >0 | s® + aAs® >0} . (1.50b)

- Tomar o = mmn(0.99a77 1) y af! = min(0.99adu 1),

max? max?

- Tomar

=X
()\k+175k+1) — ()\(k)’s(k)) + Oézual(A)\(k),AS(k)).

end for.

Este algoritmo es similar al que se implementa en MATLAB, que esta basado en LIPSOL
[10].

1.7.1. Calculo numeérico de las direcciones

La parte més costosa del proceso es resolver los sistemas (1.21) y (1.48). Estos sistemas
tienen una matriz de coeficientes con la misma estructura y de tamafo (2n+m) x (2n+m).
Utilizar un método convencional que trabaje con la matriz en su totalidad puede ser muy
costoso, sobre todo si los problemas ya son de por si de talla grande. Para reducir el coste se
puede aprovechar la estructura del sistema. Como la tinica diferencia entre ambos sistemas
es el vector de términos independientes, se va a poder plantear el mismo procedimiento de
resolucion. Sea el sistema

ATAN+As = 0
AAz = 0 ,
SAr+ XAs = u
para u € R" fijo. Se despeja As de la tercera ecuacion y se sustituye el resultado en la
primera, obteniendo

ATAN— X" 1SAz = —X"1u
AAxz = 0
As=X"1(u— SAxz).
Tomando D = S~1/2X1/2 ge tiene
ATAN—D2Az = —X "1
AAxz = 0

Por tltimo, se multiplica la primera ecuacién por AD? a la izquierda y se suma con la
segunda se llegando a

AD?ATAN — AD?’D7?Ax + AAx = —AD*X Y,
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obteniendo asi el siguiente sistema (con una matriz de coeficientes simétrica y definida

positiva m x m)

AD(AD)'AN = —AS .

Para el resto de variables se consideras:

As=—ATAN vy Az =S5"'(u—XAs).

De forma que se tiene que (Az, A\, As) es solucién de

AD(AD)TAN = —AD*X '
Az = S7'(u— XAs)
As = —ATAN.

(1.52)

De donde para calcular la soluciéon habrda que resolver un sistema de ecuaciones lineales
de tamano m X m con una matriz simétrica y definida positiva. Esto ayuda mucho en
la resolucién numérica del problema. Para empezar el tamano de la matriz pasa de ser
(2n +m) X (2n +m) a m x m. Ademés, la matriz AD(AD)” cumple los requisitos para
la factorizacion de Cholesky, generando estabilidad en el proceso de resolucién numérica
frente a otros tipos de factorizacién como la LU. En el caso de problemas de talla grande
puede ser aconsejable elegir el método gradiente conjugado usando como precondicionador

una factorizaciéon parcial de Cholesky.






Capitulo 2

Resultados Numéricos

2.1. Software: linprog de MATLAB

Para resolver los problemas considerados en las siguientes secciones se ha utilizado
la Optimization Toolbox de MATLAB R2023a en un ordenador “Asus-UX481FL” con el
sistema operativo Windows 11 Home y 16GB de RAM. Todos los resultados se han obtenido
con la funcién linprog, usada con las tolerancias por defecto en todos los casos. Se han
empleado los tres métodos disponibles en linprog: “Dual-Simplex” (.S), “Interior-Point” (1)
e “Interior-Point-Legacy” (L).

Cabe destacar que el algoritmo “Dual-Simplex” es una version distinta del Simplex
enunciado en la introduccion del trabajo. Esencialmente, implementa un método Simplex
para el problema dual [9]. Las opciones I y L se basan en métodos de puntos interiores de
tipo predictor-corrector y no admisibles (o sea, que los términos de la derecha en (1.21) no
son cero). Son métodos similares basados en [6] y [10], pero con preprocesamientos distintos,
y el método I tiene una rutina de factorizacién mas eficiente.

2.2. Experimentos con tests de NETLIB

Se han resuelto con linprog 109 problemas de programacién lineal de la libreria NETLIB
[2]. Se han organizado los resultados en ocho tablas, las cuatro primeras donde se comparan
los métodos “Dual-Simplex” e “Interior-Point”, y las cuatro siguientes donde se comparan
los dos métodos de puntos interiores implementados en linprog (I y L).

Los problemas de NETLIB presentan la siguiente estructura:

m%&n flx) =z

z€R®

(PveTLis) § sujetoa Ax=1b ; (2.1)
b<z<ub

donde ¢ € R lb; € [—00, +00),ub; € (—o00,+00] parai=1,...,n, b € R™ y A € R™*" de
rango maximo por filas. Esta estructura difiere de la formulacién del problema (P) en las
cotas sobre las variables, que pasan de ser x > 0 para ser definidas por los vectores [b para
las cotas inferiores y ub para las cotas superiores.

33



34 CAPITULO 2. RESULTADOS NUMERICOS

Dual-Simplex vs. Interior-Point

Primero se van a comparar los métodos S e I. Para ello se presentan los resultados
obtenidos con MATLAB en las tablas 2.5, 2.6, 2.7 y 2.8 que siguen la siguiente estructura:
la primera columna (Problema) muestra el nombre por el que se conoce el problema y se
va a usar para ordenarlos alfabéticamente. Las cuatro columnas siguientes determinan su
tamano: el nimero de las variables (n), de restricciones de igualdad (m), de restricciones de
cota (Cotas) y de valores no nulos en la matriz de restricciones de igualdad, A (nnz). Entre
los problemas analizados hay problemas con menos de 100 variables, como son “afiro”,
“kb27, “scH0a” y “scb0b” con 51, 68, 78 y 78 variables, respectivamente. También hay
problemas con mas de 100000 variables, como son “ken_18”, “osa_30", “osa_60" y “pds_20”
con tamanos 154699, 104374, 243246 y 108175 variables, respectivamente.

Para analizar los resultados se presenta el numero de iteraciones ([ter) que ha ejecu-
tado el programa con los algoritmos indicados. Posteriormente se muestran sus respectivos
tiempos de ejecucién! en segundos (t), que aparece como 0.00 cuando se ha tardado menos
de 5 milésimas de segundo. También se incluye una comparacion de los valores de la funcion
objetivo en los puntos solucion calculados:

dif f = (f(xr) — f(xg)) /méx{l, f(zg)} ,

siendo x; y x5 los puntos solucién calculados con los métodos I y S, respectivamente. Por
ultimo, la columna Ad muestra una medida de la admisibilidad en cada vector solucién

Ad(z) = méx {||Az — b||oo, max {lb— 2,0}, méx{x —ub,0}} .

Lo primero que destaca de las tablas 2.5-2.8 son las filas marcadas en rojo. Estas co-
rresponden a los problemas para los que el programa linprog no ha terminado satisfacto-
riamente con alguna de las dos opciones:

- El método S no resuelve el problema “greenbea” al superar el nimero maximo de
iteraciones fijadas por el programa (79900 para este problema en concreto). Se ha ob-
servado que el valor de la funcion objetivo aumenta y disminuye continuamente. Para
poder encontrar una solucion se puede hacer un escalado del problema: reduciendo
las variables por un factor le — 4 y escalando la funcién con le — 5 se obtienen los

resultados de la tabla 2.1 en la que se encuentran también los originales del método
1.

- El método I aplicado al problema “pds_20” llega a las 67 iteraciones y, aunque el valor
de la funcién en la iltima iteracion, 2.382166e + 10, se acerca al objetivo éptimo dado
por NETLIB (2.3821659¢ + 10), el programa es incapaz de computar una direccién
de descenso. Si se hace el mismo escalado que con el problema anterior, aplicado a I,
se obtienen los resultados de la tabla 2.1.

- El método [ falla al resolver el problema “srcs8”. El programa cataloga el problema
como no acotado y no llega a resolverlo. Si se aplica una escala Unicamente a la
funcién objetivo de 1le — 2 se llega a que I acaba resultados en tabla 2.1

! Elapsed time calculado con las funciones tic y toc
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Problema || Iter(I|S) t(I|S) diff Ad(I]S)
greenbea || 126/5919 | 0.45/0.71 | -7e-04 | 1e-08]4e-08
pds_20 46|34404 | 140.05|11.50 | 3e-05 | 4e-11]4e-12
scrs8 13]477 0.10(0.03 4e-06 | 1e-08|7e-14

Tabla 2.1: Resultados de los problemas escalados. “Interior-Point” vs. “Dual-Simplex”

En el andlisis de los resultados se han considerado los obtenidos con estos escalamientos.
Los resultados muestran lo siguiente:

- El nimero de iteraciones que utiliza el método S es significativamente mayor que

el método I. Las iteraciones de I estan comprendidas entre 6 y 126, alcanzando el
minimo en el problema “recipe” y el méaximo en el problema “greenbea”, con una
media de aproximadamente 20 iteraciones por problema. Por otro lado, el método
S alcanza su minimo en el problema “afiro” con 9 iteraciones y su méximo en el
problema “qap_15" con 94144, la media de iteraciones es aproximadamente 4566. Se
puede decir que el nimero de iteraciones del S es considerablemente mayor, siendo
aproximadamente la media de iteraciones del S 36 veces mayor que el méximo de
iteraciones de I y la media de S 228 veces la de 1.

Con respecto a los tiempos, el problema que menos ha tardado con el método I es
“scH50b” con 0.0034 segundos y el que més tiempo de ejecucion tiene es “pds_20” con
140.05 segundos, la media de tiempos de [ es 2.61 segundos. El método S ha tardado
entre 0.0081 y 429.90 segundos, con el minimo en el problema “bore3d” y el maximo
en “qaplb”. La media de los tiempos del método S es 5.13. Cabe destacar que en
muchos casos los tiempos son muy parecidos: en un total de 55 problemas la diferencia
es menor que una centésima de segundo, siendo “bandm”, “pilot4” o “maros” algunos
ejemplos. En cuatro problemas la diferencia es menor que una milésima de segundo,
siendo estos: “finnis”, “fitld”, “scfxm2” y “sctap3”. El problema en el que el S mas
tarda respecto I es “qaplb” siendo la diferencia de 383 segundos aproximadamente
y el problema en el que I mas tiempo emplea respecto de S es “pds_20” con aproxi-
madamente 131 segundos de diferencia. Viendo que la media de iteraciones de S es
unas 228 veces la de I, seria de esperar que la relacion entre los tiempos fuese similar,
pero la diferencia es mucho menor. La razén detras de esto reside en el tamano de los
sistemas (1.21) y (1.48). Por cada iteracion del algoritmo I se resuelven dos sistemas
del tamanio (2n +m) x (2n+m). Teniendo en cuenta que los valores de n y m llegan
a tamanos como 154699 y 105127 (“ken_15"), respectivamente, es de esperar que las
iteraciones de I sean mucho més costosas. Para mejorar la eficacia de esos métodos,
los sistemas se resuelven aprovechando la estructura de la matriz de coeficientes como
se muestra en la seccion 1.7.1, pero, aun asi, el sistema reducido a resolver en el caso
de “ken_15" sigue siendo muy grande, de tamano 105127 x 105127.

En cuanto a la columna diff, los resultados muestran que de un total de 109 problemas
analizados, para 96 la solucion calculada con S es ligeramente mejor que la solucion
calculada con I, para 3 es igual y para 10 la soluciéon de I es mejor. La distancia
relativa entre los valores 6ptimos, abs(dif f), esta acotada por 6e — 4 (“greenbea”).
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- En cuanto a la columna Ad, los resultados obtenidos con S estan acotados superior-
mente por 6.95¢ — 07 (“qap12”) y los de I por 1.90e — 06 (“woodlp”), con medias de
un orden similar (107%).

Se puede concluir que en términos generales el método I, sobre la coleccion NETLIB,
ha sido mas rapido y ha usado muchas menos iteraciones, pero que las soluciones han sido
ligeramente peores en cuanto al valor de la funcion objetivo y a la admisibilidad.

Para observar el papel que han jugado el nimero de variables en los resultados, en la
tabla 2.2 se presenta la informacion correspondiente al grupo de problemas de NETLIB
con mas de 100000 variables. En todos los problemas se tiene que las iteraciones de S son

Problema n Iter(I|S) t(I|S) diff Ad(I]S)
ken_18 | 154699 || 29|69257 | 9.83]6.34 7e-25 | 3e-09]0e+00
0sa30 | 104374 || 28[6558 | 1.30[3.84 | 6e-17 | 9e-09|Te-11
osa_60 243246 || 32|16518 | 3.58]21.48 | 5e-17 | 8e-08|4e-11
pds20 | 108175 || 46|34404 | 140.05[11.50 | 3e-05 | de-11|de-12

Tabla 2.2: Resultados con NETLIB y n > 100000. “Interior-Point” vs. “Dual-Simplex”

mucho mayores que las de I. Por otro lado, los tiempos de ejecucién son més dispares,
siendo en dos de los problemas mayor el tiempo de I y en los otros mayor el de S. Se tiene
que la diferencia es mas significativa en el problema “pds_20”, uno para los que se hace
un escalamiento para resolver con I, mientras que para el problema mas grande, “osa_60",
el método I es mas rapido que el S. Por tultimo, S ha encontrado soluciones ligeramente
mejores, sobre todo la de “pds_20”.

Interior-Point vs. Interior-Point-Legacy

Las tablas 2.9, 2.10, 2.11 y 2.12 contienen los resultados de los dos métodos de puntos
interiores de linprog (I y L) al resolver la coleccién de test de NETLIB. En ellas se usa

dif f = (f(xr) = f(xr)) /méx{1, f(xr)},

siendo x;, la solucion calculada con el método L. Ademas, se anade una columna respecto
a las tablas 2.5-2.8 en la que se muestra una estimacién del valor Iter/n del Teorema
1.5.2 (K).

En las tablas 2.9-2.12 la tnica ejecucion fallida con el método L es “qapl2”. Falla ya
que aparece un error de tipo numérico, “NaN”?2. Haciendo el mismo escalado que para el
problema “greenbea” en la subseccion anterior, se obtienen los siguientes resultados:

Problema | Iter(I|L) t(I|L) diff Ad(I|L)
qapl2 1419 15.96|21.53 | -6e-03 | 4e-12|4e-09

Tabla 2.3: Resultados para “qapl2” escalado. “Interior-Point” vs. “Interior-Point-Legacy”

Teniendo en cuenta los resultados con la escala original (tablas 2.9-2.12) y los de los
escalados (tablas 2.1 y 2.4), las conclusiones que se pueden sacar de las tablas son:

2Not A Number
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- En cuanto a las iteraciones, el método L utiliza entre 7 y 111 iteraciones (problemas
“afiro” y “qapl5” respectivamente), con una media de 23 iteraciones por problema.
El método I alcanza un maximo de 126 iteraciones en “greenbea”, pero su media de
iteraciones, 20, es ligeramente inferior que la de L.

- En cuanto al tiempo de ejecucién del método L, se comprende entre 0.0078 (“afiro”)
y 1538.81 (“qapl5”) segundos, con una media de 19. Un incremento considerable con
respecto al método I, cuyos tiempos minimo y méaximo son 0.0034 y 140.05 y cuya
media es de 2.61 segundos aproximadamente. Con lo que se tiene que la media del
método L es poco méas de 6 veces la del I.

- En cuanto al valor dif f, 54 de los resultados indican que el método L ha encontrado
una solucion mejor que la de I y 55 que el resultado de I es mas 6ptimo. Los valores
dif f estan acotados por 6e — 03 (“qapl2”).

- La admisibilidad de L estd acotada superiormente por 6e — 06 (“pds_10”) con una
media de 2e — 07. La media de las admisibilidades es 10 veces la de I (2e — 08) y la
cota superior 6 veces la de I (1e — 06). Mostrando que las soluciones de I tienen una
ligera mejor calidad en este aspecto.

- En cuanto la razon Iter/n, se tiene que los resultados son muy similares: las medias
son 2.14e — 02 para I y 2.42e¢ — 02 para L. Con valores oscilando de 1.32¢ — 04
(“osa_60”) a 1.76e — 01 (“kb2”) en I, y entre 1.4e —04 (“0sa_60") y 2.21e — 1 (“kb2")
en L .

Por lo general el método L hace uso de mas iteraciones que el método I, solo en 24
problemas las iteraciones de I superan las de L. Los resultados indican que I es mas rapido
que L, la media de I es considerablemente mayor. El mayor de los tiempos esta en “qaplb”,
1538.81 segundos, seguido por “pds_20” que tarda 384.72 segundos, este salto hace parecer
al problema “qapl5” un caso excepcional. Si se ignora “qapl5”, la media de tiempos pasa
a ser 7.01 segundos que sigue siendo mayor que la de I. Por lo que, en cualquier caso, el
método I es mas rapido que el L.

Si se comparan los problemas de mas de 100000 variables

Problema n Tter(I|L) t(I|L) diff Ad(I|L)
ken_18 154699 29|37 9.83]21.22 -4e-20 | 3e-09|5e-07
osa_30 104374 28|30 1.30[2.29 -2e-16 | 9e-09|2e-08
osa_60 243246 32|34 3.58|6.87 5e-17 | 8e-08|3e-08
pds_20 | 108175 4662 140.05|384.72 | 3e-05 | 4e-11|8e-08

Tabla 2.4: Resultados con NETLIB n > 100000. “Interior-Point” vs. “Interior-Point-
Legacy”

En todos los problemas el método I es mas rapido, todos los problemas han tardado
entre 1.7 y 2.7 veces el tiempo de I cuando se resuelven con L. El método L también hace uso
de mas iteraciones. Con respecto a las soluciones, la tinica con una diferencia minimamente
significativa es la de “pds_20” que marca la solucién de L como mejor. Las admisibilidades
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de I son por lo general mejores, pero para ambos métodos todas son menores del orden de
1076,

Conclusién

La tnica conclusién que se puede sacar con la coleccion de problemas NETLIB es que,
salvo los problemas de talla grande, las diferencias son poco significativas.

2.3. Experimentos generados de forma aleatoria

Para ver el comportamiento de los algoritmos de linprog también se han generado
una serie de problemas aleatorios con la formulacién del problema (P). Se han seguido
dos procedimientos distintos en los que se han generado la matriz A y vectores ¢ y b
aleatoriamente, utilizando la funcién “rand”?® de MATLAB con la semilla “de fault”. Para
asegurar que el rango de la matriz A sea maximo, se ha optado por las siguientes dos
opciones:

- La primera opcién se basa en generar una matriz con un bloque triangular superior.
Para ello se crea una matriz de tamano m xn que consiste en una matriz identidad m x
m y ceros. Después se procede al llenado de la parte superior a la diagonal con ntimeros
aleatorios. Para controlar el llenado de la matriz se ha usado un parametro beta con
el valor 0.01. Las correspondientes instrucciones de MATLAB son las siguientes:

m=n/2;
A=[speye(m), zeros(m,n-m)];
for j=i+l:n
r=-1+2%xrand;
if abs(r)<= beta
A(i,j)=r;
end
end

- La segunda opcion se basa en crear una matriz con un bloque simétrico definido
positivo. Para ello se genera una matriz de tamano m xn que consiste en una identidad
tamano m X m y ceros. Al igual que en la matriz con bloque triangular, se toma
beta = 0.01 para controlar el llenado de la matriz y que sea definida positiva. Se
procede a llenar el primer bloque de forma simétrica y después el resto de la matriz.
El codigo usado es el siguiente:

3Esta funcién retorna un escalar aleatorio de una distribucién uniforme (0,1)
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m=n/2;
A=[speye(m), zeros(m,n-m)];
for i=1:m
for j=i+l:m
r=-1+2*rand;
if abs(r)<= beta
A(i,j)=r;
A(j,i)=r;
end
end
for j=m+l:n
r=-1+2%rand;
if abs(r)<= beta
A(i,j)=r;
end
end
end

Para asegurar la existencia de puntos admisibles, se ha generado un punto “z,; > 0" y se
ha calculado el vector de términos independientes con la férmula b = Ax,,. El vector de
la funcién objetivo, ¢, se ha calculado de forma que todos sus componentes sean positivas,
con el objetivo de que la funcién sea coerciva y por tanto el problema (P) tenga solucién
global (ver en el anexo la proposicién A.2.3).

Los resultados obtenidos resolviendo los problemas aleatorios se muestran en dos tablas
en la siguiente seccién, la tabla 2.13 para los problemas con la matriz A generada con el
bloque triangular superior y la 2.14 para los problemas con la matriz A generada con el
bloque simétrico y definido positivo. La organizacion de las tablas es similar a la seguida en
las 2.5-2.12, con la diferencia de que ahora las tablas incluyen los tres métodos de linprog
(I, L'y S) y que se prescinde de la columna Cotas ya que todos los problemas tienen n
cotas inferiores del tipo x > 0. Para comparar las soluciones entre si, la ultima columna,
dif f, muestra, en orden, los valores

flxr) = flzs)  flxr) = fler)  flxrp) — f(xs)
méx{l, f(vs)}’ méx{l, f(zr)} max{l, f(zs)}
Los tamanos de los problemas van desde 1000 hasta 10000 variables, con saltos de 500

variables entre ellos. Se han resuelto un total de 38 problemas, 19 con cada definiciéon de
matriz.

Resultados con las matrices de bloque triangular

En la figura 2.1 se presenta a la izquierda el nimero de iteraciones y a la derecha el
tiempo empleado para resolver los problemas aleatorios. Todo ello en relacién al niimero
de variables de cada problema.
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Figura 2.1: Resultados para tests aleatorios con matrices triangulares. Ver tabla 2.13.

Con respecto a los resultados, se puede destacar:

En cuanto a las iteraciones, el método I emplea entre 14 y 19 iteraciones, con una
media de 16 iteraciones por problema. El método L emplea entre 15 y 24 iteraciones,
con una media de 21. El método S emplea entre 494 y 21458 iteraciones, con una
media de 5806. La media de iteraciones de S es mucho mayor que el resto, siendo 363
veces la media de I y 276 la de L.

Para el valor de las iteraciones respecto el tamano del problema, se tiene que el método
I oscila entre le — 03 y 2e — 02, con una media de 4e — 03. El valor para el método
L oscila entre 2e — 03 y 2e — 02 con una media de 5e — 03. El valor para el método
S oscila entre 4e — 01 y 2 con una media de 8¢ — 01. Los valores de S son los mas
grandes, el minimo ya es 20 veces el médximo de los otros dos métodos.

Con respecto a los tiempos, el método [/ ha tardado entre 0.28 y 290.73 segundos,
con una media de 75. El método L ha tardado entre 0.36 y 707.53 segundos, con una
media de 193.79. El método S ha tardado entre 0.05 y 1474.36 segundos, con una
media de 209.98. La media de los tiempos de ejecucion de S es casi 3 veces la media
de I y la media de L es unas 2.5 veces la de [

Con respecto a las admisibilidades, estan acotadas por 7e—13 para I, 2e—12 para L y
por le—10 para S, las medias son del orden de 107, 107 y 107!, respectivamente,
despreciables teniendo en cuenta la precision del ordenador.

Los resultados de dif f indican lo siguiente:

e En 17 de 19 problemas, la solucién de S es mejor que la solucién de 1.
e En 11 problemas problemas la solucién de L es mejor que la solucion de 1.
e En 16 problemas la solucion S es mejor que la solucion L.
Los valores de dif f estan acotados en valor absoluto por 6e — 07 en la comparacion

entre I y S, 6e — 07 en la comparacién entre I y L y por 9¢ — 10 en la comparacion
entre L y S.
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Resultados con las matrices de bloque simétrico

Con los valores de la tabla 2.14 se han dibujado las graficas de la figura 2.2.

lteraciones Triangular Sup. Tiempo Simetrica
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Figura 2.2: Resultados para tests aleatorios con matrices simétricas. Ver la tabla 2.14.

De los resultados se puede destacar:

- En cuanto a las iteraciones, el método I emplea entre 14 y 19 iteraciones, con una
media de 16 iteraciones por problema. El método L emplea entre 15 y 25 iteraciones,
con una media de 21. El método S emplea entre 500 y 26367 iteraciones, con una
media de 8002. La media de iteraciones de S es aproximadamente 500 veces la de [
y 381 veces la de L.

- Para el valor de las iteraciones respecto el tamano del problema, se tiene que el método
I oscila entre le — 03 y 2e — 02, con una media de 4e — 03. El valor para el método
L oscila entre 2e — 03 y 2e — 02 con una media de 5e — 03. El valor para el método
S oscila entre 5e — 01 y 3 con una media de 1. La media de los valores de S es 250
veces la de I y 200 veces la de L.

- Con respecto a los tiempos, el método I ha tardado entre 0.34 y 549.53 segundos, con
una media de 106.44. El método L ha tardado entre 0.61 y 735.48 segundos, con una
media de 200.03. El método S ha tardado entre 0.34 y 20116.36 (5 horas y media)
segundos, con una media de 2848.26.

- Con respecto a las admisibilidades, estan acotadas por 2e —12 para I, le—09 para L y
por 4e — 07 para S, las medias son del orden de 10712, 10~ y 107%, respectivamente.

- Los resultados de dif f indican lo siguiente:

e En 17 de 19 problemas, la soluciéon de S es mejor que la de I.
e En 13 problemas la solucion de L es mejor que la de I.

e En 18 problemas la solucién S es mejor que la L.
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Los resultados de di f f estan acotados en valor absoluto por 7e —07 en la comparacién
entre [ y S, 7e — 07 en la comparacion entre I y L y por be — 10 en la comparacién
entre L y S.

Conclusiones

Lo primero que se puede observar es que, con respecto a las iteraciones, el método S
necesita considerablemente mas iteraciones para resolver el mismo problema, diferencia que
se vuelve més notable a medida que crece n como se puede ver en las graficas 2.1a y 2.2a.
Los métodos I y L no se ven casi afectados por el crecimiento de la dimension del problema
a diferencia del método S que experimenta un gran crecimiento de iteraciones a medida
que aumenta n.

Por otro lado, en ambos casos, el método S empieza siendo mas réapido que I y que L,
pero en las tltimas ejecuciones pasa a ser mas lento. Se puede observar que el punto en el
que S supera en tiempo de ejecucion a los otros métodos se encuentra entre los problemas
con 8000 y 9000 variables en la grafica 2.1b, mientras que en la grafica 2.2b se encuentra
para los problemas que tienen entre 2000 y 3000 variables. Esto se debe a que el nimero
de ceros en las matrices con bloque triangular es mucho mayor que en las definidas con
bloque simétrico, lo que disminuye los calculos. En los problemas con bloque simétrico, la
media de tiempos de ejecucion de I y L es mayor pero no llega al doble que la media de
tiempos de los problemas con bloque triangular. Por otro lado, la media de tiempos de S
en el caso simétrico es 14 veces la media de los problemas con bloque triangular.

En ambos tipos de problema se puede apreciar una perdida progresiva en la admisi-
bilidad de las soluciones por parte del método S, mientras que en los métodos [ y L se
mantiene estable a medida que aumenta el valor de n (tablas 2.13 y 2.14). En cuanto a los
incrementos de las medias de la admisibilidad en los problemas con estructura simétrica
con respecto a la triangular, la media de I es 2 veces, la de L 168 veces y la de S 531 veces.

Las soluciones que por lo general son mas éptimas son las proporcionadas por el método
S, seguidas de L y por ultimo las soluciones de I. Todas las distancias entre los resultados
estan acotadas por un error relativo 9.8977¢ — 07.

Es visible que para estos problemas los métodos de puntos interiores (I y L) ganan
bastante en cuanto a iteraciones, tiempo y admisibilidad sobre todo a medida que aumenta
el tamano del problema. Aparte, se ven menos afectados por la distribucion de elementos
no nulos en las matrices de coeficientes de las restricciones. Ademas, dentro de los dos
métodos de puntos interiores, es el método I el que menos iteraciones y tiempo emplea
devolviendo puntos con mejor admisibilidad. Por otro lado, las soluciones aportadas por
el Simplex suelen ser ligeramente mas 6ptimas (columna dif f), a cambio de tardar mas
tiempo en tallas grandes y necesitar mas iteraciones para resolver los problemas. Por lo
tanto, se puede decir que con estos experimentos, el método mas rapido, pero que devuelve
soluciones ligeramente menos 6ptimas es I y, ganando optimalidad pero perdiendo velocidad
estd L, para acabar con S que es el mas lento pero el que devuelve soluciones mas optimas.
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Interior-Point vs. Interior-Point-Legacy
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Tabla 2.14: Resultados para matrices aleatorias con simetria con linprog



Apéndice A

A.1. Notacion.

Rmxn
Ry

log

x>0 conzxecR"

Conjunto de matrices reales de tamano m x n.

Conjunto de valores no negativos de la recta real {x € R : = > 0}.
Logaritmo neperiano : log, .

Matriz diagonal asociada al vector x: X = diag(x).

Vector (1,1,...,1)T.

Nicleo de la matriz A. {x € R" |Az = 0}.

Conjunto de puntos admisibles del problema (P).

Medida de dualidad definida como el producto escalar de = y s entre
el tamafio del problema n: u = x%s/n para x,s € R", (z,s) > 0.

r;>0parat=1,...,n.

A.2. Resultados de optimizacién

Teorema A.2.1. Sea Q C R™ un conjunto abierto, f : 2 — R C?, K C Q un conjunto

convexo. Entonces:

a) f es convera sobre K sii (v —y)'V2f(z)(x —y) >0, Vo,ye K

b) f es estrictamente convera sobre K < (x—y)'V?f(z)(x —y) >0, Vz,y € K, = #

Y.
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Definicién A.2.2. Sea f : K C R" — R para K # (. Se dice que es una funcidn
coerciva en K si

f(z®) — 400, V(z")pen C K tal que ||2¥|| — 400 cuando k — 400

Siendo el problema de optimizacion

(P)q  aekr (A1)
sujetoa xr € K C Q)

con K € R" no vacio y () abierto. Se enuncian los siguientes resultados:

Proposicién A.2.3. Si f es coerciva en K, continua y K es cerrado, entonces existe al
menos una solucion (global) para (P).

Teorema A.2.4. Si existe solucién para (P), K es un conjunto convezo y f es una funcién
estrictamente conveza en K, entonces el problema (P) admite una unica solucion (global).

Teorema A.2.5. (Regla de los multiplicadores de Lagrange). Sean f, hi,g; : @ — R
funciones clase C',1 <i<np,1<j<npuy

KI{erI h1($)20, izl,...,n;; gJ(QZ)SOJIL,TLD}

Stz € Q es una solucion del problema (P), entonces existen 1 4+ np + n; nimeros:
ac Ry, {2 CRy {5} C Ry tales que:

nr np
d+2|5‘i|+2‘§j>07 (AQa)
i=1 j=1
nr np
avf(x) + Y NVhi(z)+ > 5Vge(x) =0, (A.2b)
i=1 j=1
5520 y 5;9i()=0, 1<j<np, (A.2c)
(A.2d)

Puede tomarse & = 1 st ademas de las hipotesis ya mencionadas, las restricciones que
forman el conjunto K son lineales.

Cuando & = 1, las condiciones se conocen como condiciones de Kuhn-Tucker y al
punto T que las verifica como punto de Kuhn-Tucker.

Si se tiene el problema de optimizacion

. _ T
min flz)=c"zx

(P) sujeto a Az =b ; (A.3)
x>0

conc € R\ A € R™" yb € R™, para m < n, yT un punto admisible. Entonces T es
solucion de (P) si y solo st AN € R™, 5 € R" tales que
c— AT \+5=0, (A .4a)
>0 vy &T;=0parai=1,...,n, (A.4b)
AT —b=0y Z;>0parai=1,...,n. (A.4c)
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Teorema A.2.6. (Condiciones suficientes de primer orden) Sean f,h;,g; : @ — R fun-
ciones de clase C*, 1 <i<n;,1<j <np, tales que

s [ es una funcion convexa en K.

n K={xeQ: hx)=0,i=1,....,np gj(x) <0j=1,...,np} es un conjunto
convero.

Six € K es un punto Kuhn-Tucker entonces T es solucion global del problema (P).
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