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Resumen

En el presente trabajo se estudian distintas topologias que pueden definirse sobre el espacio de apli-
caciones entre dos espacios topoldgicos, con el objetivo de analizar propiedades como la convergencia de
aplicaciones y la continuidad de operaciones como la evaluacién, la composicién o la inversiéon. A lo largo de
esta memoria se presentan topologias como la punto-abierta, la compacto-abierta, la uniforme y la topologia
de la convergencia compacta. En el caso particular en que el espacio de llegada es un espacio métrico, se
demuestran resultados clasicos como el Teorema de Ascoli. Finalmente, se analiza el espacio de homeomor-
fismos de un espacio topolédgico en si mismo, donde se introduce la g-topologia y se estudian las condiciones
bajo las cuales este espacio forma un grupo topolégico.

Palabras clave: Espacios de aplicaciones, topologia punto-abierta, topologia compacto-abierta, topologia
uniforme, topologia de la convergencia compacta, g-topologia, Teorema de Ascoli, espacio de homeomorfis-
mos.

Abstract

In this work, various topologies on the space of functions are studied with the aim of analyzing properties
such as convergence of functions and continuity of operations like evaluation, composition, and inversion.
Throughout this work, topologies such as the pointwise topology, the compact-open topology, the uniform
topology, and the topology of compact convergence are introduced. In the particular case where the target
space is a metric space, classical results such as Ascoli’s Theorem are proven. Finally, the space of ho-
meomorphisms of a topological space into itself is examined, where the g-topology is introduced and the
conditions under which this space becomes a topological group are investigated.

Key words: Function spaces, pointwise topology, compact-open topology, uniform topology, topology of
compact convergence, g-topology, Ascoli’s theorem, space of homeomorphisms.
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Capitulo 1

Introduccion

Las aplicaciones entre conjuntos desempenan un papel fundamental en multiples ramas de las matemati-
cas, como son la topologia, el andlisis, el analisis funcional o la topologia algebraica. Este trabajo se centra
en dotar de estructura de espacio topoldgico al conjunto de aplicaciones teniendo dos objetivos principales:
el estudio de la convergencia de sucesiones de aplicaciones y el andlisis de la continuidad de operaciones
fundamentales como la evaluacién, la composicién y la inversién.

El estudio topoldgico de espacios de aplicaciones tiene su origen en los trabajos de Arzela y Ascoli a
finales del siglo XIX, y ha evolucionado hasta convertirse en una herramienta esencial en miltiples contextos,
desde la teoria de homotopia hasta el andlisis funcional. La posibilidad de definir topologias sobre espacios
de aplicaciones ha permitido formalizar conceptos intuitivos como la convergencia uniforme, y ha dado lugar
a resultados como el Teorema de Ascoli, que caracteriza la compacidad en espacios de aplicaciones continuas.

En este trabajo se explica cémo el espacio de aplicaciones entre dos espacios topoldgicos X e Y pue-
de entenderse como un caso particular del producto cartesiano de espacios topoldgicos. Esta perspectiva
facilita una mejor comprension de la estructura del espacio de aplicaciones. Asimismo, se introducen subes-
pacios de especial interés, como el conjunto de las aplicaciones continuas C(X,Y’) y el subconjunto de los
homeomorfismos de X en si mismo.

El objetivo principal del trabajo es definir diversas topologfas sobre el espacio de aplicaciones Y X y
estudiar céomo la estructura de X e Y influye en la estructura topoldgica de este espacio. En particular, se
estudian topologias como la punto-abierta, la uniforme y la topologia de la convergencia compacta, definidas
para que la convergencia en YX refleje las nociones de convergencia puntual o uniforme entre funciones.

Ademsds de la convergencia, es fundamental entender cudndo operaciones naturales como la evaluacién,
la composicion o la inversién son continuas. Para ello, se introducen dos topologias especialmente relevantes:
la topologia compacto-abierta, més gruesa que cualquier topologia admisible, y la g-topologia, caracterizada
por ser la topologia admisible méas gruesa que hace continuas tanto la composiciéon como la inversion en el
espacio de los homeomorfismos.

También estudiamos el caso particular de que el espacio de llegada Y sea un espacio métrico. En este
contexto, se estudian propiedades relacionadas con la métrica y se demuestra el teorema de Ascoli, que
proporciona una caracterizacién de los subconjuntos relativamente compactos de C(X,Y).

Finalmente, estudiamos el espacio de homeomorfismos de un espacio topoldgico en si mismo. En este
caso, se presentan y demuestran resultados de R.Arens y J.J.Dijkstra (véanse [2] y [3]) sobre la estructura
de grupo topoldgico que puede adoptar este espacio bajo ciertas condiciones topolégicas.
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El trabajo se organiza del siguiente modo:

= Capitulo 2: Se presentan los conceptos preliminares necesarios. Se introducen nociones basicas de
topologia como la compacidad, conexién, metrizabilidad y los axiomas de separacién.

= Capitulo 3: Se introduce el concepto de espacio producto y su relacion con el espacio de aplicaciones.
Se presenta la topologia punto-abierta y algunas de sus propiedades.

= Capitulo 4: Se estudian el espacio de aplicaciones y algunos subespacios destacados, como el de las
aplicaciones continuas. Se introducen la topologia compacto-abierta y las topologias admisibles.

= Capitulo 5: Se analiza el caso en que Y es un espacio métrico. Se introducen las topologias uniforme
y de convergencia compacta, y se demuestra el teorema de Ascoli.

= Capitulo 6: Se estudia el espacio de homeomorfismos de un espacio en si mismo. Se introduce la
g-topologia y se analizan las condiciones bajo las cuales este espacio forma un grupo topoldgico.

De esta manera, a través del estudio de ejemplos concretos, resultados generales y contraejemplos, se
pretende ofrecer una visiéon del comportamiento topoldgico de los espacios de aplicaciones y del valor de
dotarlos de estructuras adecuadas para su analisis.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se introducen los conceptos basicos necesarios para el estudio de la topologia de espacios
de aplicaciones. Este capitulo se divide en dos secciones, una dedicada a los espacios topoldgicos y otra a los
espacios métricos. La mayoria de los resultados que aparecen en este capitulo se han visto en la asignatura
de Topologia y no se incluyen sus demostraciones. Se han incluido en el Apéndice [A]las demostraciones de
algunos resultados que seran de utilidad mas adelante en la memoria.

2.1. Espacios topologicos

En esta seccién se enuncian ciertas propiedades bésicas sobre los espacios topoldgicos y las aplicaciones
continuas entre estos. Este apartado se ha escrito tomando referencias de [6], [7] y [8].

Definicién 2.1.1. Un espacio topoldgico es un par (X,7) donde X es un conjunto y 7 C P(X) es una
familia de subconjuntos de X que cumple las siguientes propiedades:

1. 0, X er.
2. La unién de cualquier coleccién de elementos de 7 esta en 7.
3. La interseccién finita de elementos de 7 esta en 7.

Los elementos de 7 se llaman abiertos de la topologia. Y los complementarios de los abiertos se llaman
cerrados. Dado un punto z € X se llama entorno de x a cualquier subconjunto U de X que contiene a x y
a un abierto que contiene a zx.

Un mismo conjunto X puede dotarse de topologias diferentes. Dadas dos topologias 7 y 7o definidas
sobre X se dice que 71 es mds fina que 1o (0 que T2 es mds gruesa que 1) si 7o C 71, es decir, si los abiertos
de la topologia més gruesa pertenecen también a la topologia mas fina.

En topologia se introduce el concepto de base con la motivaciéon de tener una familia de subconjuntos
que permita describir los abiertos de una topologia de manera mas sencilla.

Definicién 2.1.2. Dado un espacio topoldgico (X, 7) y una familia de subconjuntos B C P(X). Se dice que
B es base de la topologia T o base de X si todo abierto de T puede escribirse como unién de elementos de B.
Los elementos de B se llaman abiertos bdsicos o abiertos de la base.

Las bases de una topologia permiten demostrar propiedades generales de los abiertos utilizando tinica-
mente abiertos béasicos. Ademds, en el siguiente resultado se ve que dada una familia de subconjuntos de un
espacio topoldgico, existen ciertas condiciones que aseguran que dicha familia sea base de alguna topologia,
es decir, partiendo de elementos basicos se puede generar una topologia.

Teorema 2.1.3. Dados un conjunto X y una familia de subconjuntos B C P(X), se tiene que B es base de
una topologia sobre X si y solo si se cumplen las siguientes condiciones:

3
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1. La unién de los elementos de B es igual a X.

2. Para cada par de elementos By, By € B y cada punto x € By N By existe un elemento B € B tal que
xr € B3 C B1 N Bs.

Ejemplo 2.1.4. A continuacién se dan algunos ejemplos de espacios topoldgicos:

» Una topologia que se puede definir sobre cualquier conjunto X es la topologia discreta 7 = P(X). Esta
topologia tiene la propiedad de ser la topologia més fina que puede tener un conjunto.

= Como se ha mencionado, hay topologias que es mas conveniente definir en funcién de una base. Por
ejemplo, sobre R se define la topologia usual como la topologia generada por la base

B, ={B(z,e) :x € X ye >0y B(z,¢) las bolas de centro x y radio €}

que se puede ver en el capitulo 13 de [7] que cumple las condiciones del Teorema La definicion
formal de las bolas abiertas se da en la Definicién La topologia usual se puede extender a R™
tomando las bolas abiertas de R™ como abiertos bésicos.

= Otro ejemplo de topologia sobre R es la topologia conumerable dada por

Teonum = {U C R: R\ U es numerable o finito }

= Sobre el producto X x Y de dos espacios topoldgicos X e Y se puede definir la topologia por cajas que
es la topologia que tiene como base la familia

B={U xV :U es abierto en X y V es abierto en Y'}

A menudo se tiene una familia de subconjuntos que no cumplen las condiciones del Teorema [2.1.3| pero
que se busca que sean abiertos de una topologia. Se introduce por tanto el concepto de subbase que permite
generar una topologia que contenga ciertos subconjuntos que no cumplen las condiciones para ser base.

Definicién 2.1.5. Dados un espacio topolégico (X,7) y una familia de subconjuntos S C P(X). Si la
familia § cumple que la unién de sus elementos es igual al espacio X se le llama subbase de X. La topologia
generada por la subbase S es la topologia generada por las uniones de intersecciones finitas de elementos de

S.

Observacién 2.1.6. Se ve que la base generada por las intersecciones finitas de elementos de una subbase
cumplen las condiciones del teorema Por un lado, la unién de sus elementos es claramente igual a X.
Por otro lado, dado que los elementos de esta base son intersecciones finitas de elementos de la subbase,
la interseccién de dos elementos cualesquiera de la base sigue siendo interseccién finita de elementos de la
subbase y por tanto pertenece a la base.

Observacién 2.1.7. Se puede ver que la topologia generada por la subbase es la topologia mas gruesa
que contiene a la subbase. Sea § una subbase que genera una topologia 7 y supongamos que existe una
topologia 7/ que cumple que S C 7 C 7. Entonces las uniones de intersecciones finitas de los elementos de
S pertenecen también a 7’ y como esto es lo que define a 7, se tiene que 7 C 7/ y por tanto 7 = 7’.

En ocasiones es ttil describir un espacio topolégico en funcién de los entornos de sus puntos. Para ello
se introducen los conceptos de sistema de entornos y base de entornos.

Definicién 2.1.8. Sea (X, 7) un espacio topolégico y € X un punto. Se sobre X:

» Un sistema de entornos de x es una familia N, de subconjuntos de X definida como N, = {N C X :
N es entorno de z}
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= Una base de entornos de z es una familia B, C N, de subconjuntos de X que cumple que para todo
entorno N € N, existe un entorno bdsico B € B, tal que x € B C N.

Definicién 2.1.9. Dado (X, 7) un espacio topoldgico y A C X un subconjunto de X, se definen los siguientes
conceptos:

» El interior de A es el conjunto A° = {z € A : existe algin entorno abierto de x contenido en A}.

La clausura de A es el conjunto A = {z € X : todo entorno abierto de z interseca con A}.

La frontera de A es el conjunto 9A = A\ A°.

La topologia de subespacio en A es la topologia 74 = {ANU : U € 7}.
» Se dice que A es denso en X si A= X.

Las definiciones de interior y clausura se pueden dar en términos de abiertos o abiertos basicos en lugar de
entornos.

En muchos libros se introduce el interior A como la unién de todos los abiertos contenidos en A y la
clausura de A como la interseccién de todos los cerrados que contienen a A. Estas definiciones son equivalentes
a las dadas en la definicién anterior. Algunas caracterizaciones y propiedades de la clausura y el interior de
subconjuntos se enuncian en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 2.1.10. Sean X un espacio topoldgicoy A, B C X dos subconjuntos de X. Entonces se cumple
que:

1. A° es el abierto més grande contenido en A.

2. A° =Upyey U donde U = {V C X : V es abierto y V C A}.

3. Si A es abierto entonces A = A°.

4. A es el cerrado més pequeiio que contiene a A.

5. A={Nper F donde F ={C C X : C es cerrado y A C C}.

6. Si A es cerrado entonces A = A.

7. AUB = AU B y esto es cierto en general para la unién finita de conjuntos.
8. 0A es cerrado.

Una vez introducidos los conceptos basicos de los espacios topoldgicos se procede a introducir las apli-
caciones entre estos espacios que conservan ciertas propiedades, las aplicaciones continuas.

Definicién 2.1.11. Sean (X, 7) y (Y, o) dos espacios topoldgicos. Una aplicacién f : X — Y se dice continua
en  si para todo entorno U de f(z) existe un entorno V' de x tal que f(V) C U.

Definicién 2.1.12. Sean (X, 7) y (Y, o) dos espacios topoldgicos. Una aplicacién f : X — Y se dice continua
si para todo x € X se tiene que f es continua en x.

Ademas de la Definicién que es la manera natural de extender la definicién de continuidad en
un punto al espacio total, existen otras caracterizaciones de continuidad de un espacio topolégico que son
en ocasiones mas utiles. En la siguiente proposicion se enuncian algunas de ellas. Todas estas equivalencias
estan probadas en el Teorema 18.1 de [7].

Proposicién 2.1.13. Sean (X,7) y (Y,0) dos espacios topoldgicos y f : X — Y una aplicacién entre los
dos espacios topolégicos. Entonces, son equivalentes:
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—_

. f es continua.

\V)

. Para cada cerrado C de Y, se tiene que f~!(C) es un cerrado de X.

3. Para cualquier subconjunto A C X, se tiene que f(A) C f(A).
4. Para cualquier abierto U C Y, se tiene que f~(U) es un abierto de X.

Definicién 2.1.14. Sean (X, 7) y (Y, 0) dos espacios topolégicos y f : X — Y una aplicacién entre los dos
espacios topoldgicos.

= f es abierta si, para todo abierto U de X, se tiene que f(U) es un abierto de Y.
» [ es cerrada si, para todo cerrado C de X, se tiene que f(C') es un cerrado de Y.

= f es homeomorfismo si f es biyectiva, continua y su inversa es continua. Si existe un homeomorfismo
entre dos espacios topoldgicos estos se dicen homeomorfos.

La condicién de que f~! : Y — X sea continua quiere decir que dado un abierto U de X se tiene que la
contraimagen (f~1)71(U) es abierta en Y. Sin embargo, (f~!)~*(U) no es mas que el mismo abierto f(U).
Por tanto, dos espacios homeomorfos tienen una correspondencia uno a uno de sus abiertos, es decir, f(U)
es abierto si y solo si U es abierto.

Dada una aplicacién f biyectiva, la propiedad de ser homeomorfismo es equivalente a que sea abierta (o
cerrada) y continua. Sea f biyectiva y U C X un abierto. Entonces

y por tanto es equivalente decir que (f~1)71(U) es abierto a que f(U) es abierto. Por tanto, se tiene que en
una aplicacién biyectiva, ser homeomorfismo es equivalente a ser abierta. Un razonamiento similar se puede
hacer para la propiedad de ser cerrada.

A continuacién se introduce el concepto de convergencia de sucesiones en un espacio topolégico y se ve
que la convergencia de una sucesién es una propiedad invariante por aplicaciones continuas.

Definicién 2.1.15. Sean (X, 7) un espacio topolégico y {zy, }nen una sucesién de puntos de X. Se dice que
la sucesién converge a x € X si para cada entorno U de x existe un natural N € N tal que z,, € U para
todo n > N. En este caso se escribe {z, }neny — .

Al contrario que cuando se trabaja con sucesiones en espacios métricos, una sucesién no tiene porque
converger a un unico punto del espacio topoldgico. El siguiente resultado dice que la convergencia de una
sucesién se mantiene por aplicaciones continuas. Su demostracién puede encontrarse en el Teorema 21.3 de
[

Proposicién 2.1.16. Sean (X,7) y (Y,0) dos espacios topoldgicos y f : X — Y una aplicacién continua
entre los dos espacios topolégicos. Entonces, para cualquier sucesién {z, }nen de puntos de X que converge
a z € X se tiene que la sucesion {f(xy,)}nen converge a f(z) € Y.

La conexién es una propiedad caracteristica de los espacios topoldgicos. La conexién es una propiedad
que permite diferenciar entre espacios que se pueden separar por abiertos y los que no.

Definicién 2.1.17. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Se dice que X es conezo si no existen abiertos disjuntos
U,V talesque X =U UV y UNV = (). Un subconjunto A C X se dice conezo si lo es con la topologia de
subespacio.

La conexién es una propiedad topoldgica, es decir, es invariante por homeomorfismos. Més concretamente,
se ve que la imagen de un espacio conexo por una aplicacién continua es conexa. A continuacién se enuncian
este resultado y otro resultado que da algunas propiedades de los espacios conexos.
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Proposicién 2.1.18. Sean (X, 7) y (Y,0) dos espacios topolégicos y f : X — Y una aplicacién continua
entre los dos espacios topoldgicos. Entonces, si X es conexo, f(X) es conexo.

Proposicién 2.1.19. Sean (X, 7) un espacio topolégico, A C X un subconjunto de X y {X;};cs una familia
de subconjuntos conexos de X. Se tienen las siguientes propiedades:

1. Si X = U UV donde U,V son abiertos disjuntos no vacios, entonces si A es conexo se tiene que A C U
o0 ACYV.

2. Si X =J;e; Xi vy se tiene que (,c; X; # 0 entonces X es conexo.
3. Si Y es un subespacio conexo de X y se tiene que Y C A C Y entonces A es conexo.
4. Si A es un subconjunto conexo entonces A es conexo.

A continuacién se introduce brevemente el concepto de conexién por caminos. Este concepto es mas
fuerte que la conexién y es muy importante en la topologia algebraica. Aunque no se utiliza demasiado en
este trabajo, se introduce el concepto por su relacién con la conexién y para la ayuda de la construccién de
contraejemplos.

Definicién 2.1.20. Un camino entre dos puntos x,y de un espacio topolégico (X, 7) es una aplicacion
continua o : [0,1] — X tal que 0(0) = = y o(1) = y. Se dice que X es conexo por caminos si para
cualesquiera dos puntos x,y € X existe un camino entre ellos.

Proposicién 2.1.21. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Si X es conexo por caminos, entonces X es conexo.

Cerrando el tema de la conexién, se introduce el concepto de la conexién local de un espacio topolégico.
La idea detras de la conexién local es caracterizar aquellos espacios que se “se comportan como si fueran
conexos” alrededor de algunos puntos pero no son necesariamente conexos de manera global.

Definicién 2.1.22. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Se dice que X es localmente conexo si para cada punto
x € X y cada entorno U de x existe un abierto V de X tal que x € V C U, y V es conexo.

Se introduce ahora el concepto de compacidad en un espacio topolégico. La compacidad es un concepto
generaliza propiedades que tienen los conjuntos finitos. Es por esto por lo que existen conjuntos no finitos que
comparten ciertas similitudes con los conjuntos finitos, por ejemplo, cualquier funcién continua del intervalo
[0,1] en R es acotada. La idea detras de la compacidad es definir esta nocién que hace que ciertos conjuntos
tengan propiedades similares a las de los conjuntos como el intervalo cerrado [0, 1].

Previo a introducir las nociones de compacidad se introduce la notacién que se va a utilizar para indices
que recorren una familia finita de naturales. En este trabajo se va a utilizar la notacién [n] := {1,2,...,n}
dado n € N. Por tanto si se tiene un indice i que recorre los n primeros naturales se va a escribir ¢ € [n].

Definicién 2.1.23. Sea (X, 7) un espacio topolégico.

» El espacio X se dice compacto si para cualquier familia de abiertos {U,} que cumple que | JU, = X
existe una subfamilia finita {Uy, }icn) que cumple que (J;c,1 U, = X. La familia {U,} se llama
recubrimiento abierto de X.

i€[n]

» Dado un recubrimiento abierto U = {Uy}aca de X se le llama subrecubrimiento a una subfamilia
{Uay }pep tal que Un, €Uy Upep Uay = X.

= Se dice que un subespacio A de X es un subespacio compacto si lo es con la topologia de subespacio.

= Kl espacio X se dice localmente compacto si para cada punto x € X existe un entorno U de z tal que
U es un entorno compacto de x.
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= El espacio X se dice que es un continuo si es compacto y conexo.

La definicién de localmente compacto dada en este trabajo es la que se da en [7]. En caso de que el
espacio sea Hausdorff, esta definicién coincide con que cada entorno V' de x contiene un entorno compacto
K de x. Muchos autores utilizan esta tltima definicién como definicién de localmente compacto.

Observacién 2.1.24. Por como se definen los abiertos de la topologia de subespacio, se ve que es equivalente
que un subespacio A C X sea compacto a que para cada familia de abiertos {Uy}aca de X tales que
A C Ugyen Ua exista una subfamilia finita {Uy, }iefn) que cumple que A C (J,e g Ua,-

Ejemplo 2.1.25. A continuacién se dan algunos ejemplos de espacios y subespacios topolégicos compactos:

» La unién finita de conjuntos compactos es compacta. Dados { X1, ..., X, } conjuntos compactos, dado un
recubrimiento abierto {Uy}aca de X = Uz‘e[n} X, se tiene que X; C (J,ec4 Ua para cada i € [n]. Como
cada X; es compacto, existe una subfamilia finita de {Uy}aca que recubre cada uno de los conjuntos
X;. Tomando la unién de estas subfamilias finitas se obtiene una subfamilia finita de {Uy}aca que
recubre X. Por tanto, X es compacto.

» Un conjunto finito X = {x1,...,x,} es compacto para cualquier topologia.

» Los subconjuntos compactos de (R, Teonum) son los conjuntos finitos.

Dado K C R se tiene que si K = {1, ..., 2, } es un conjunto finito de puntos, entonces K es compacto
en X. Supongamos ahora que K es un conjunto infinito y veamos que no puede ser compacto.

Como K es infinito, se puede encontrar una sucesién numerable de puntos {z,}22; contenidos en K.
Tomamos los conjuntos Fj, = {x,}22 . y los abiertos Uy = R\ F},. Se tiene entonces que

DUn:R\(ﬁFn):RDK
n=1 n=1

ya que la interseccién infinita de todos los conjuntos F;, es vacia. Por lo tanto, se tiene que la familia
U = {Un}nen es un recubrimiento abierto de K. Sin embargo, dada una subfamilia finita {U, } kejm]
de U, se tiene que

U Un =R\ ([ )
k=1 k=1

donde se va a ver que la interseccién finita de los conjuntos F),, no es vacia y de hecho estd contenida
en K. Se considera N = mdx{ny : k € [m]} y se tiene que xn11 € (jcpn) Iny v POI tanto zni1 ¢
U keln] Up, . Luego el recubrimiento {Uy, }nen no tiene un subrecubrimiento finito. Se concluye que los
compactos de R con 7onum son los conjuntos finitos.

» Por tdltimo, para ilustrar la utilidad de los conjuntos compactos, se enuncia la generalizacion del
Teorema de los valores extremos a espacios topoldgicos. Este teorema dice que si f : X — R es
una aplicaciéon continua y X es compacto, entonces f alcanza un méaximo y un minimo en X. La
demostracién de una versiéon ain mas general de este teorema se puede encontrar en el Teorema 27.4

de [7].

A continuacién se introducen los axiomas de separabilidad. Estos axiomas son propiedades que pueden
o no tener los espacios topoldgicos y que permiten separar por abiertos ciertos conjuntos contenidos en el
espacio.

Definicién 2.1.26. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Se dice que:

= Kl espacio X es T} si para cada par de puntos distintos z,y € X existen abiertos U,V de la topologia
talesquez e U,y ¢ UyyeV,z¢ V.
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= Kl espacio X es Hausdorff o Ts si para cada par de puntos distintos x,y € X existen abiertos disjuntos
U,V de la topologia tales que z € U y y € V.

= Kl espacio X es reqular o T3 si es T} y para cada punto x € X y cada cerrado C que no contiene a x
existen abiertos disjuntos que contienen a x y C respectivamente.

= Kl espacio X es normal o Ty si es 11 y para cada par de cerrados disjuntos C7,Cy existen abiertos
disjuntos que contienen a C y Cs respectivamente.

En este trabajo se han utilizado las definiciones de los axiomas de separabilidad dadas en [7].

Observacion 2.1.27. La condicién de ser T5 es mas restrictiva que la de ser T1. Por otro lado, si X es T,
dado xg € X y cualquier punto = € X \ {z¢}, existe un entorno abierto U, de x tal que =y ¢ U,. Por tanto,
X \ {zo} = UrexU, es abierto, es decir, los puntos son cerrados. Es por esto por lo que se da la cadena de
inclusiones Ty = T35 = 15 = 1.

Observacion 2.1.28. Las propiedades de separabilidad T; se heredan en los subespacios ya que si dos
subconjuntos de un espacio son separables por abiertos también lo son en un subespacio con la topologia
heredada ya que basta tomar las intersecciones de los abiertos con el subespacio.

Una vez definidos los espacios compactos y los axiomas de separabilidad se enuncian ciertas relaciones
entre estos.

Proposicién 2.1.29. Sean (X, 7x) un espacio topolégico y A, B dos subconjuntos de X dotados de la
topologia de subespacio. Se tiene entonces que:

1. Si X es compacto y A es cerrado en X, entonces A es compacto.
2. Si X es Hausdorff y A es compacto, entonces A es cerrado en X.
3. Si X es Hausdorff y A, B son compactos, entonces A N B es compacto.

4. Si X es Hausdorff, entonces si los subconjuntos A y B son compactos y disjuntos, existen abiertos
disjuntos U4, Up que contienen a A y B respectivamente.

5. Si X es regular, entonces para cada entorno U de un punto z € X existe un entorno V de z tal que
zxeVcCcVcyU.

6. Si X es normal, A es cerrado y B es abierto y A C B entonces existe un abierto V tal que A C V C
VcB

La demostracién de esta Proposicién se da en el Apéndice [A] Cabe destacar que la propiedad 5 de la
Proposicion es equivalente a afirmar que cada punto tiene una base de entornos compactos.

Por la Definicién [2.1.23] se tiene que si un espacio es localmente compacto, entonces dado un punto
existe un entorno U de x de clausura compacta. Se ve bajo esta definicién que todo espacio compacto es
localmente compacto ya que si X es compacto, dado = € X, existe un entorno U = X de x tal que U = X es
compacto. En el siguiente resultado se va a probar una propiedad de estos entornos U de clausura compacta.
Esta propiedad se puede extender como se ha mencionado aqui al mismo espacio X si se tiene que X es
compacto.

Corolario 2.1.30. Sea (X, 7) un espacio topolégico Hausdorff y localmente compacto. Sea x € X un punto
y U el entorno de x que cumple que U es compacto. Entonces, el entorno compacto U de z es normal. Es
mas, cualquier entorno de x contiene un entorno compacto de z, es decir, en cada punto se puede definir
una base de entornos compactos.

En particular, si X es compacto y Hausdorff, entonces X es normal y en cada punto se puede definir
una base de entornos compactos.
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La demostracién de este Corolario se da en el Apéndice [A]

Proposicién 2.1.31. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) dos espacios topoldgicos y f : X — Y una aplicacién continua.
Se tiene que:

1. Si X es compacto, entonces f(X) es compacto.
2. Si X es compacto e Y es Hausdorff, entonces f es cerrada.
3. Si X es compacto, Y es Hausdorff y f es biyectiva, entonces f es un homeomorfismo.

A continuacidn se introduce el concepto de compactificacién de un espacio topoldgico. La compactificacion
es una herramienta que permite dotar a un espacio topoldgico de una estructura compacta.

Definicion 2.1.32. Sean X e Y espacios topoldgicos. Sea h : X — Y un homeomorfismo entre X y
h(X) C Y donde Y es compacto y Hausdorff. Si h(X) es denso en Y al par (Y, h) se le llama compactificacion
de X. Cuando Y \ X es un punto, (Y, h) es una compactificacion por un punto de X y se denota por X*.

En el contexto de este trabajo se va a utilizar el caso particular de las compactificaciones por un punto
donde la aplicacion h es la inclusién de X en X*. En este caso, dado X un espacio topologico Hausdorff y
p ¢ X un punto fuera de X, se denota por X* = X U {p} a la compactificacién por un punto de X.

Observacion 2.1.33. Dado X un espacio topoldgico localmente compacto y Hausdorff, B una base de la
topologia de X y p ¢ X un punto fuera de X, se tiene que existe una compactificacién por un punto de X al
considerar el espacio X* = X U {p} donde la topologia de X* es la topologia dada por la base B* = BUB,
con

B,={N CX":pe Ny X"\ N es compacto en X}

La demostracion de esta Observacion y otras propiedades sobre compactificaciones se discuten en mas
detalle en el Apéndice

Por 1ltimo, se enuncia un Lema técnico sobre los conjuntos compactos en el espacio producto X xY. Este
Lema es muy 1util para varias demostraciones a lo largo del trabajo y su demostracién se puede encontrar
en el Apéndice [A]

Proposicion 2.1.34. Sean X e Y dos espacios topologicos, sea K C Y un compacto de Y y sea xg un
elemento de X. Sea W un abierto de X x Y que contiene a {xy} x K. Entonces, existe un abierto U de X
talque U X K CW yaxgeU.

2.2. Topologia en espacios métricos

Una distancia sobre un conjunto X es una aplicacién que permite determinar “como de cerca” estan dos
puntos de X. En este apartado se ve como una distancia dota a un conjunto de una topologia y se presentan
ciertas propiedades de los espacios dotados de una distancia. Por dltimo, se enuncian algunos resultados que
seran de utilidad en el Capitulo 5] Los resultados de esta seccion se pueden encontrar en los Capitulos 20,
21 y 45 de [7].

Definicion 2.2.1. Una distancia en un conjunto X es una aplicacién
d: X xX—=>R
que cumple las siguientes propiedades:
1. d(z,y) > 0 para todo z,y € X y d(z,y) = 0 si y solo si x = y.

2. d(z,y) = d(y, z) para todo z,y € X.
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3. d(z,2) < d(x,y) + d(y, z) para todo z,y, 2z € X (desigualdad triangular).

Al par (X, d) se denomina espacio métrico
Dado € > 0 se llama bola abierta de radio € y centro z € X al conjunto

Bi(z,e) ={y e X : d(z,y) < e}

donde cuando la distancia d es clara se puede escribir B(x,¢).
La distancia entre dos subconjuntos A, B C X se define como

d(A, B) = inf{d(z,y) : x € A,y € B}

Si d es una distancia en el conjunto X, la familia de las bolas abiertas de X define una base para una
topologia en X. Esta topologia se denomina topologia métrica inducida por d.

Dada una aplicacién f : X — Y entre un espacio topolégico X y un espacio métrico (Y, d), su continuidad
se puede enunciar en términos de la distancia d. Una aplicacién f entre un espacio topoldgico X y un
espacio métrico (Y, d) es continua en zp € X si para todo € > 0 existe un entorno abierto U de x( tal que
f(U) C Ba(f(x0),€) o lo que es lo mismo, para todo x € U se tiene que

d(f(zo), f(z)) <e

Cabe recalcar que no todos los espacios topoldgicos aceptan una distancia. La existencia de una distancia
en un espacio topolédgico le da al conjunto algunas propiedades que permiten probar ciertos resultados. En
la siguiente definicion se diferencian aquellos espacios que admiten una distancia de aquellos que no.

Definicién 2.2.2. Sea X un espacio topoldgico. Se dice que X es metrizable si existe una distancia d
definida en X tal que la topologia métrica inducida por d coincide con la topologia de X.

Los espacios métricos son Hausdorff. Dados dos puntos distintos z,y € X, se tiene que d(x,y) > 0 por
tanto, se puede tomar € = @ y se tiene que las bolas abiertas By(z,¢) y By(y, €) son disjuntas y contienen
a x e y respectivamente.

En un espacio métrico (X, d), un subconjunto A C X se dice acotado si existe un nimero real M > 0
tal que para todo x,y € A se cumple que d(x,y) < M. Ampliando esta definicién, se introduce la nocién de

espacio totalmente acotado que restringe mas ain la nocién de acotacion.

Definicién 2.2.3. Un espacio métrico (X, d) se dice totalmente acotado si para todo € > 0 existe un niimero
finito de bolas abiertas de radio € que recubren a X, es decir, existe una familia finita de bolas abiertas

{B(zi,€) }igpn, tal que

Ne
X ¢ | JB(=i,e)
i=1
Ejemplo 2.2.4. Sea X un espacio métrico. Si X es totalmente acotado entonces X es acotado. Si X es
totalmente acotado, existe un recubrimiento finito de X por bolas abiertas de radio . Sea B = { B(;, %)}ie[n}
dicha familia finita de bolas abiertas. Se tiene entonces que la distancia entre dos puntos z,y € X cualesquiera
es menor o igual que la cantidad

d(z,y) = 1+ méx{d(x;,x;) : i,j < n}

y por tanto se sigue que X es acotado.
Por otro lado, la acotacién no implica acotacién total. Por ejemplo, R con la distancia

d(.’E,y) = HliIl{]_, ’y - ‘T|}

es acotado porque la distancia entre dos puntos cualesquiera es menor o igual que 1 pero tomando € = %,
no se puede recubrir R por un nimero finito de bolas abiertas de dicho radio.
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La distancia definida en la segunda parte del Ejemplo induce la misma topologia sobre R que la
distancia usual dada por

d(xay) = ‘x - y‘

con z,y € R. Este tipo de distancias son de especial interés ya que permiten describir el mismo espacio
topoldgico pero con la diferencia de que el nuevo espacio métrico es acotado.

Definicién 2.2.5. Sea (X, d) un espacio métrico. Se define la distancia acotada correspondiente a d como
la distancia d dada por

d(z,y) = min{l,d(z,y)}
para z,y € X.

A continuacién se enuncia el resultado que demuestra que la distancia acotada induce la misma topologia
que la distancia original. La demostracién de este resultado se puede encontrar en el Teorema 20.1 de [7].

Teorema 2.2.6. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces la topologia inducida por la distancia acotada d
correspondiente a d en X coincide con la topologia inducida por d en X.

Si (X,d) es un espacio métrico y A C X es un subespacio compacto de X entonces A es totalmente
acotado. Para todo € > 0 se toma el recubrimiento abierto de A dado por la familia de abiertos { B4(a, €) }acAa-
Como A es compacto, existe un subrecubrimiento finito de A dado por {Bg(a;, €)}ic[,)- Es decir, dado & > 0
se puede recubrir A por un numero finito de bolas abiertas de radio €. Por tanto, A es totalmente acotado.

Por 1ltimo, se va a enunciar y demostrar un resultado técnico que permite asegurar la existencia de la dis-
tancia minima o maxima bajo ciertas condiciones. Este resultado se utiliza mas adelante en la demostracion
de algunos resultados de la Seccién

Lema 2.2.7. Sea (X, d) un espacio métrico y sean A, B C X subconjuntos no vacios. La aplicacién

dp: A —[0,00)
a — d(a, B)

es continua. Ademds, si A es compacto, entonces dg alcanza un minimo y un maximo.

El lema anterior es consecuencia de la desigualdad
(a1, B) — d(az, B)| < d(a1,az2)

para ai,as € A.



Capitulo 3

Topologia producto

En este capitulo se introduce la topologia producto sobre el producto cartesiano de espacios topoldgicos.
El capitulo se separa en dos secciones. Primero, se demuestran una serie de propiedades bésicas para la
topologia producto. En la segunda seccion, se da el caso particular de la topologia producto para el espacio
de las aplicaciones entre espacios topoldgicos y se relaciona con la topologia punto-abierta en dicho espacio.
Para escribir esta seccién se han seguido principalmente los libros [7] y [6].

3.1. Definicién y propiedades

Definicién 3.1.1. Sean {X,}n,c4 una familia arbitraria de conjuntos y A un conjunto. El conjunto X de
todas las aplicaciones de A en |, X, se llama el producto cartesiano de los espacios X, y se denota por

X = HX ={r:A— U Xo @ x es aplicacién}
acA acA

Los elementos de X se pueden escribir como = = (24)aca donde z, = (). Se definen las proyecciones
como las aplicaciones pg : [[,c4 Xo — X3 tales que pg(r) = 25 = 2(B) para 8 € A.

Sobre el producto cartesiano [],. 4 Xa de espacios topolégicos parece natural definir la topologia por
cajas. Esta topologia es la dada por la base

B= {H U, : U, es abierto en X, }

a€cA

que se puede ver en el capitulo 19 de [7] que efectivamente define una base para alguna topologia sobre el
producto cartesiano. Esta topologia comparte algunas propiedades con la topologia producto que se define
a continuacion. Concretamente, en el caso de un producto cartesiano finito se tiene que ambas topologias
coinciden como se verd mas adelante. Sin embargo, se ve que la topologia por cajas falla a la hora de
generalizar la siguiente propiedad al producto infinito de espacios topolégicos:

Sean X = X1 xXoX...x X, el producto cartesiano de n espacios topoldgicos e Y un espacio topoldgico. Si
f:Y = X es una aplicacion entre espacios topoldgicos dada por f = (f1, fa, ..., fn) se tiene que f:Y — X
es continua si y solo si cada f; 'Y — X; es continua.

Como se verd en [3.1.10] y en [3.1.11], con la topologia producto se generaliza esta propiedad al producto
infinito pero esto falla para la topologia por cajas.

Definicién 3.1.2. Sean X =[] . 4 X4 el producto cartesiano de la familia de espacios topolégicos { Xa }aca
V Pa las proyecciones correspondientes a cada « € A. La topologia producto sobre X es la topologia 7 generada
por la subbase S = | J,c 4 Sa donde

So = {p5'(Uy) : Uy abierto en X,}

Al par (X, 7) se le llama espacio topolégico producto o espacio producto.

13
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Observacién 3.1.3. Sea X = [] .4 Xa el espacio producto de la familia de espacios topologicos { Xa}aca.
Entonces, los abiertos béasicos de la topologia producto son de la forma:

B = { H Us : Uy, es abierto en X, para un nimero finito de indices a; y Ua = X4 para el resto de indices o € A}
acA

Basta ver la forma que tienen las contraimdgenes por las proyecciones de los abiertos Ug € Xg.

p/gl(Ug) ={(za)aca € X 123 € Ug} = {H Ua : Ug es un abierto de Xg y Uy = X, para todo a # 3}
acA

de donde se ve claro que las intersecciones finitas de elementos de la subbase son los elementos de B.

A continuacién se presentan algunos ejemplos de espacios topoldgicos producto. El segundo de estos
ejemplos es el espacio de aplicaciones entre dos conjuntos. Este ejemplo es la razén por la que se introduce
la topologia producto en este trabajo ya que el espacio de aplicaciones es un caso particular del producto
cartesiano de espacios topoldgicos y por tanto la topologia producto es una posible topologia sobre el espacio
de aplicaciones.

Ejemplo 3.1.4. A continuacién se presentan algunos ejemplos de espacios producto.

1. El producto cartesiano de dos espacios topolégicos X e Y, X x Y, es el espacio producto [, (1.2} X;
donde X1 = X y Xo =Y. Aqui, y en general en el producto finito de espacios topolégicos, la topologia
producto coincide con la topologia por cajas donde los abiertos estan formados por el producto de
abiertos en cada uno de los espacios.

2. Dado que el producto cartesiano de conjuntos X = [],c4 X es el conjunto de aplicaciones entre A y
Uaca Xa, €l conjunto de aplicaciones de X en Y no es mas que el espacio producto [[, .y Yo donde
Y, =Y para todo a € X. Sabiendo esto la topologia producto define una topologia sobre el espacio
de aplicaciones entre X e Y. El espacio de aplicaciones entre X e Y se denota en general por Y X,

3. El espacio de las sucesiones con coeficientes en un conjunto C' es un ejemplo particular de espacio de
aplicaciones y por tanto de espacio producto. El espacio de las sucesiones con coeficientes en C' es el
espacio de aplicaciones de los naturales N en el conjunto C. Siguiendo la notacién anterior se denota
por CN. Este espacio se puede entender como el espacio producto [Licry Xi donde cada espacio X; es
una copia del conjunto C.

La topologia producto esta estrechamente relacionada con la continuidad de las proyecciones. En parti-
cular, se ve que la topologia producto es la més gruesa que hace que todas las proyecciones sean continuas.
Esto se puede ver en la siguiente proposicién.

Proposicién 3.1.5. Sea X = [, 4 Xa el producto cartesiano de la familia de espacios topolégicos { X }aca
y sea T una topologia sobre X. Entonces, la topologia producto 7 es la topologia mas gruesa que hace que
todas las proyecciones p, sean continuas.

Demostracion. Por un lado, sabemos que p,!(U,) es abierto para todo abierto U, de X, con a € A. Por
tanto, las proyecciones son continuas en la topologia producto. Veamos que la topologia producto es la mas
gruesa que hace que las proyecciones sean continuas.

Supongamos que T es la topologia producto y que 7/ es una topologia que hace que las proyecciones
sean continuas. Dado que 7 se define como la topologia generada por S, por la Observacién 2.1.7, 7 es la
topologia mds gruesa que contiene a S. Basta comprobar que S C 7’. Se considera el subconjunto p;ol(Uao)
para algin abierto U,, de X,,. Como p, es continua en 7’ para todo a en A, p(;ol(UaO) es un abierto en 7/
y por lo tanto Sy, es una familia de abiertos de 7/, es decir, se tiene que S,, C 7'y por tanto S C 7’ por lo
que 7 C 7.

O]
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En las siguientes proposiciones se presentan algunas propiedades béasicas de la topologia producto. Como
se ha mencionado previamente, la topologia producto es una posible topologia sobre el espacio de aplicaciones
y por tanto estas propiedades se pueden aplicar a la topologia producto sobre el espacio de aplicaciones
directamente.

Proposicién 3.1.6. Sea X =[], 4 Xa el espacio producto de la familia de espacios topolégicos {Xa}aca
y sean p, las proyecciones sobre los respectivos X,. Entonces, las aplicaciones p, son continuas y abiertas.

Demostracion. Por definicion de la topologia producto, las proyecciones p, son continuas. Para demostrar
que son abiertas, basta considerar un abierto basico By ver que p,(B) es abierto en X, . Por la Observacién
se ve que los abiertos bésicos son de la forma B = Hae 4 Uy donde U, es un abierto de X, para un
ntmero finito de fndices {a;};cn ¥ es igual a X, para el resto de indices. Por lo tanto, pa(B) = U, si a
estd en el conjunto de indices de {ai}ie[n] y es igual a X, si a no estd en dicho conjunto de indices. En
cualquiera de los casos, p,(B) es un abierto de X, por lo que p, es una aplicacién abierta.

O

Proposicién 3.1.7. Sea X =[], 4 Xa el espacio producto de la familia de espacios topolégicos {Xa}aca
y sea A, un subespacio de X, para cada « € A. Entonces se tiene la igualdad

[[7.=1] 4

a€A acA

Como consecuencia se tiene que un subconjunto [] .4 Aa es cerrado si y solo si A, es cerrado para todo
a€ A

Demostracion. Para demostrar esta igualdad de conjuntos se procede por doble contenido.

Sea x € [[penda y B =11 aca Ua un abierto bdsico que contiene a x dado por la caracterizacion de
la Observacién Queremos ver que B N [[,c4 Ao # 0 y por tanto que z € [],c 4 Aa- Se tiene que
Pa(x) = x4 € Ay y por tanto, para todo abierto V,, de X, que contiene a z,, se cumple que V,, N A, # 0.
En particular, U, interseca con A, y por tanto B interseca con [[,c4 Aa ¥ * € [[4ea Aa-

Sea x € [[,c4 Aa y veamos que para cada § € A, se tiene que x5 € /Tg Para todo x5 se toma un abierto
Vg de Xp tal que xg € V3. Por ser las proyecciones continuas, pgl(Vg) es abierto en [ .4 Xo. Por estar =

en la clausura de [] . 4 Aa, la interseccién de pgl(Vg) con [[,e4 Aa es no vacia. Dicho de otro modo, existe
un punto y € (JJ,eq 4a) N pgl(Vﬁ). Tomando la proyeccién pg de ambos lados de la igualdad queda que
ys € AgNVj o lo que es lo mismo, Ag N V3 # (. Por lo tanto, x5 € Ag y por tanto x € [, 4 Aa-

Para la iltima parte del enunciado basta ver que si A, es cerrado, entonces A, = A, y por tanto se da
la cadena de igualdades
II Aa= 114 =]] 4a

acA acA acA
donde [],c4 Aa es cerrado por ser la clausura de J],c4 Aa-

Por otro lado, si [],c4 Aa es cerrado entonces se da que [[,c4 Aa = [[4ca Aa ¥ POr tanto se da la

cadena de igualdades
A= A=T"

a€A acA acA
donde cada A, es cerrado por ser la clausura de A,.
O

Teorema 3.1.8. Sea X = [] .4 X el espacio producto de la familia de espacios topoldgicos {Xq}aca-
Entonces, X es un espacio Hausdorff si y solo si cada X, es un espacio Hausdorff.
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Demostracion. Supongamos que X es un espacio Hausdorff. Dado = (24)aca € X, Xa, se puede identificar
mediante un homeomorfismo con el subconjunto A =[] .4 Ao C X donde A, = {24} y Aoy = Xo,.- Como
X es Hausdorff, A es también Hausdorff (por ser subespacio de X que es Hausdorff) y por tanto también lo
es Xq, por ser homeomorfo a A que es un espacio Hausdorff.

Reciprocamente, Supongamos que cada X, es un espacio Hausdorff. Sean z,y € X con x # vy, es decir,
existe al menos un indice ag tal que To, = Pay(T) # Pay (YY) = Yao- Como X4, es Hausdorff, existen abiertos
disjuntos Uy, v Va, en Xq, que contienen a Z,, yV Yq, respectivamente. Tomando ahora U = p;ol(UaO) y
V= pgol(VaO), se tiene que U y V son abiertos de X que contienen a x e y respectivamente y son disjuntos
va que pal(Uag) N Pt Vag) = Pag (Uag N Vag) = Pag (B) = 0 donde la tltima igualdad se da por ser las
aplicaciones p, sobreyectivas. Por lo tanto, X es un espacio Hausdorff. ]

Proposicién 3.1.9. Sea X =[], 4 Xa el espacio producto de la familia de espacios topolégicos { X }aca
y {Zn}nen una sucesién de puntos de X. Entonces, {z,}nen converge a x si y solo si para todo « € A, la
sucesion {pq(x,) }nen converge a po ().

Demostracion. Como p, es continua, si {zy}nen converge a x, por la Proposicién la sucesién
{Po(n) nen converge a pa (z).

Reciprocamente, supongamos que para todo o € A, la sucesién {po(zy)}nen converge a p,(x). Sea
B = [],c4 Ua un abierto basico que contiene a x. Por la Observacion se tiene que U, es un abierto
de X, para un numero finito de indices « y es igual a X, para el resto de indices. Por otro lado, por
la Proposicién se tiene que p, es una aplicacién abierta con lo que se deduce que po(B) = U, es
un abierto de X,. Por tanto, para cada o € A, existe un natural N, € N tal que para todo n > N, se
tiene que po(x,) € U,. Para los indices «a tales que U, = X, este natural es el uno y por tanto solo hay
un conjunto finito de abiertos para los cuales N, es mayor que uno lo que asegura que existe la cantidad
N = méx{N, : a € A}. Por lo tanto, para todo n > N se tiene que p,(x,) € U, para todo « € A, es decir,
xn, € B lo que implica que {z, },en converge a x. O

La razén por la que en esta seccién se trabaja con la topologia producto en lugar de la topologia por
cajas es, en gran medida, porque la topologia producto cumple la siguiente propiedad relacionada con la
continuidad de las aplicaciones entre el espacio producto y otros espacios topoldgicos. Esta propiedad es la
generalizacion de la mencionada al principio de este capitulo. A pesar de que no es necesaria para el resto del
trabajo se ha decidido enunciar ya que ilustra el interés de estudiar la topologia producto. La demostracion
puede encontrarse en la Proposicién 5 del capitulo 22 de [6].

Teorema 3.1.10. Sea X =[], 4 Xa el espacio producto de la familia de espacios topolégicos {Xa}aca ¥
sea Y un espacio topoldgico. Entonces, una aplicacién f : Y — X es continua si y solo si para cada « € A,
la aplicacién p, o f : Y — E, es continua. Ademas, la topologia producto es la tnica topologia que cumple
esta propiedad para toda aplicacién continua f:Y — X.

Ejemplo 3.1.11. El siguiente ejemplo ilustra como el resultado anterior falla cuando se utiliza la topologia
por cajas.

Sean los espacios topoldgicos (R, 7,) y (RN,T) la recta real con la topologia usual y el espacio de las
sucesiones reales con la topologia por cajas respectivamente. Ademés, en cada componente del producto
cartesiano se considera la topologia usual sobre R.

Se considera primero la aplicacion

f:(Ry7y) — (RN,T)
t—s (t,t,8,...)

entre la recta real y las sucesiones reales con la topologia por cajas. Se ve que, dado 7 € N, la composicién
de la proyeccién p; con la aplicacién f tiene la forma

piof: (R 1) — (R, )
t—t
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es decir, es la aplicacién identidad entre (R, 7,) y (R, 7). Por lo tanto, p; o f es continua para todo i € N.
Se consideran ahora los abiertos de R de la forma U,, = (—1 %) Se tiene que en RY el conjunto

U=]]Un

neN

es un abierto basico de la topologia por cajas. Sin embargo, la contraimagen por f de U no es un conjunto
abierto de R ya que
fFIU)={teR:te (-1 1) paratodo n € N} = {0}

Por tanto existe una aplicacién f : (R, 7,) — (RY,7) de un espacio topoldgico en un producto cartesiano
con la topologia por cajas que cumple que es continua en todas sus componentes p; o f pero no es continua.

Para acabar con las propiedades de la topologia producto se enuncia el Teorema de Tychonoff que
caracteriza la compacidad de un espacio producto. La demostracion de este Teorema se puede encontrar en
el capitulo 5 de [7] o en la seccién 35 de [6].

Teorema 3.1.12 (Teorema de Tychonoff). El producto arbitrario de espacios topoldgicos X = [] Xa,

dotado de la topologia producto, es compacto si y solo si cada X, es compacto.

acA

3.2. Espacio de aplicaciones y topologia punto-abierta

Como se ha mencionado en el Ejemplo [3.1.4] el espacio de aplicaciones entre dos conjuntos X e Y es un
espacio producto que se denota por YX. Concretamente, este es el espacio producto

Y = H Y,
rxeX

donde Y, =Y paratodo z € X. Como se ha visto al introducir el producto cartesiano de espacios topolégicos,
[ € [l ex Yz se puede escribir como f = (fz)zex donde f; = f(x) es la imagen de x por la aplicacién f.
Por lo tanto, se ve que las aplicaciones proyeccién

Pay i [ Xa = Yoo =Y
rzeX

son las aplicaciones evaluacién pg, (f) = fzo = f(x0).
Dado el espacio de aplicaciones Y y dos subconjuntos K,U de X e Y respectivamente, es de especial
interés estudiar el conjunto de aplicaciones que llevan K en U.

Definicién 3.2.1. Sean X e Y dos conjuntos y sea YX el conjunto de aplicaciones de X en Y. Dados U C Y
un subconjunto de Y y K C X un subconjunto de X, se define el conjunto

U ={feY¥: f(K)cU}
A continuacién se presentan ciertas propiedades béasicas de estos conjuntos.

Proposicién 3.2.2. Sean X e Y dos conjuntos y sea YX el conjunto de aplicaciones de X en Y. Dados
U,U" CY subconjuntos de Y, {U; };c; una familia de subconjuntos de Y, dos subconjuntos K, K’ C X de
X y {K;}icr subconjuntos de X, se cumple que

1. Si U Cc U’ entonces UK C (UK.
2. S8i K O K’ entonces UK C UK,

3. Nicr(UKY) C (Ui U;)Vier K0)
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Demostracion. Se demuestra cada una de las inclusiones por separado.

1. Sea f € UK. Entonces, f(K) C U c U’ y por tanto f € (U)K,
2. Sea f € UK. Luego, f(K') C f(K) C U y obtenemos f € UK.

3. Sea f € ﬁig(UiKi). Entonces f(K;) C U; para todo i € I. Por tanto, f(U;erK;) = Uier f(K;) C UierU;
y obtenemos f € (UieIUi)(UiEIKi)'

O]

Utilizando este tipo de conjuntos se define una subbase para la topologia punto-abierta sobre el espacio
de aplicaciones YX. Para la definicién de la topologia punto-abierta se consideran un conjunto X, un espacio
topoldgico Y y el conjunto YX de aplicaciones entre X e Y. Se define la familia de subconjuntos de Y X
dada por

Sp ={U" :z € X,U abierto de Y'}

Dado un elemento de f € YX, se tiene que f € Y? para todo x € X y por tanto, Y* € Sp. Luego,
Y& = U,ex Y*. Por lo tanto, S, es una subbase sobre YX.

Definicién 3.2.3. Sean X un conjunto e Y un espacio topolégico. La topologia punto-abierta sobre Y es
la topologia 7, generada por la subbase S, = {U” : x € X, U abierto en Y'}.

En la siguiente proposicién se ve que esta topologia no es mas que una particularizacién de la topologia
producto del espacio [],cx Yz donde Y, =Y para todo € X. Se ve como consecuencia de esto que la
topologia punto-abierta comparte muchas propiedades descritas en la Seccién [3.1

Proposicién 3.2.4. Sean X un conjunto, Y un espacio topolégico, YX el conjunto de aplicaciones de X
en Y y 7, la topologia punto-abierta. Entonces, se cumple que 7, es la topologia producto sobre YX. Por
tanto, la topologia punto-abierta cumple las siguientes propiedades

1. 7, es la topologia més gruesa que hace que todas las proyecciones p, : YX — Y sean continuas.

2. Si YX se dota de la topologia 7, entonces, dada una sucesion (fy,)nen de funciones de X en Y, se tiene
que (fn)nen converge a f siy solo si para todo z € X la sucesién (fy,(z))nen converge a f(x).

3. El subespacio AX de YX es cerrado si y solo si A es cerrado en Y.
4. El espacio Y con la topologia 7p es Hausdorff si y solo si Y es Hausdorff.

Demostracion. Se ve primero que las subbases que generan la topologia producto y la topologia punto
abierta coinciden debido a la siguiente cadena de igualdades

Ur={fe[[Y:f@) eUt={fe[][Yi:p(f) €U} =p, (V)

teX teX

Por lo tanto se concluye que ambas topologias coinciden por estar generadas por la misma subbase sobre el
mismo conjunto.

Por otro lado, las demaés propiedades son consecuencia directa de las propiedades demostradas en la
Seccién 3.1 -

Debido a la segunda propiedad de la Proposicion se puede ver que una sucesion de aplicaciones
converge si y solo si converge para cada punto del espacio X. Esta es la razén por la cual muchos autores
llaman a esta topologia la topologia de la convergencia puntual.



Capitulo 4

Topologia compacto-abierta sobre yX

En este capitulo se estudia la topologia compacto-abierta sobre el espacio de aplicaciones YX. En la
primera seccién se dan propiedades de dicha topologia asi como su relacién con la topologia punto-abierta
previamente definida. En la segunda seccién se estudian las restricciones de las topologias a diferentes
subespacios de YX como el espacio de las aplicaciones continuas entre X e Y denotado por C(X,Y). Para
la realizacién de este capitulo se han seguido principalmente los libros [I], [7] y[6].

Recordando lo mencionado en el capitulo [3| se denota por YX al conjunto de aplicaciones de X en Y
que es un producto cartesiano de espacios topolégicos dado por

YY=T] v
zeX
donde Y, =Y para todo z € X. Por otro lado, se tiene que las aplicaciones proyeccion
Py [[ Yoo Y
zeX

son las aplicaciones de evaluacion py,(f) = fz, = f(20)-

Dada cualquier topologia definida sobre el espacio de aplicaciones para el caso particular donde tanto el
espacio de salida como el de llegada son espacios topoldgicos, una propiedad que puede cumplir la topologia
es que la aplicacién evaluacion sea continua. A raiz de esto, se introduce la siguiente definicién.

Definicién 4.0.1. Sean X e Y dos espacios topoldgicos e Y¥ el conjunto de aplicaciones de X en Y. Se
dice que una topologia 7 sobre YX es admisible o de continuidad conjunta si la aplicacién evaluacién

e YXx X —Y
(f,z) — f(=)

es continua. Una topologia se dice admisible en compactos o de continuidad conjunta en compactos si para
cualquier compacto K de X la restriccién ey de e al subespacio YX x K es continua. Es decir, si la aplicacién

ex YX XK —Y
(fyz) — f(x)

es continua.

4.1. Topologia compacto-abierta

Para poder definir la topologia compacto-abierta en Y se requiere que tanto X como Y sean espacios
topoldgicos. En este caso, se considera la familia de subconjuntos

Sp={UX : K € X es compacto en X y U C Y es abierto en Y}

19
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Donde se recuerda que UX es el conjunto de las aplicaciones f € YX que cumplen que f (K) c U. Como
Sp C Si; ya que los puntos son conjuntos compactos de X para cualquier topologia, se tiene que la familia
S, forma una subbase de YX.

Definicién 4.1.1. Sean X e Y espacios topoldgicos y sea Y el espacio de aplicaciones de X en Y. Dada
la subbase
S, = {UX : K compacto en X, U abierto en Y}

se llama la topologia compacto-abierta sobre YX a la topologfa generada por Si. Esta topologia se denota
por Tk.

A continuacién se enuncian y demuestran algunas propiedades sobre la relacién que tiene la topologia
compacto-abierta, la topologia punto-abierta y las topologias admisibles en compactos.

Proposicién 4.1.2. Sea 7, una topologia admisible en compactos en Y. Entonces, se tiene la siguiente
cadena de contenidos:
Tp C T C Ty

Ademds, esta cadena de inclusiones sigue siendo cierta sobre un subconjunto F C Y tomando las topologias
de subespacio heredadas de 7, y 7, y una topologia admisible en compactos 7, sobre F.

Demostracion. La primera inclusién se obtiene directamente de que los puntos de un espacio topoldgico son
siempre compactos y por tanto hay una inclusién de las subbases.

Para probar la segunda inclusién basta ver que los abiertos subbésicos UX de la topologfa 7, son abiertos
en la topologia 7,. Sea f € UX donde U es abierto de Y y K es un compacto de X. Se quiere ver que existe
un abierto Wy € 7, tal que f € Wy C Uk,

Sea e : YX x K — Y la aplicacién evaluacién restringida a YX x K y consideramos aquf la topologfa
producto de 7, y la topologia de subespacio en K. Por ser K compacto en X y U abierto en Y se tiene que
ef}l(U ) es abierto en Y x K para la topologia 7, en YX y la topologfa de subespacio en K. Como f € UK,
se tiene que ey (f, K) = f(K) C U y por tanto que {f} x K C ex'(U). Por el Lema existe un abierto
W; de 7, tal que

{fAxKCW;x K Ceg(U)

Por ultimo, se quiere ver que Wy C UK. Como Wy x K C e[_(l(U), se tiene que para todo (g,k) € Wy x K
se cumple que g(k) = ex(g,k) € U. Dado g € Wy, se tiene que para todo k € K, g(k) € U, es decir,
g(K) Cc Uy que g€ UK. Por lo tanto, W; C UK. Luego, para todo f € UK existe un abierto Wy de 7, tal
que fe Wy CU K Se concluye que 7, C 7.

Para la ultima afirmacion basta dar una demostracion analoga a la anterior pero teniendo en cuenta los
abiertos UK N F de la topologia de subespacio. O

Proposicién 4.1.3. Sean X e Y dos espacios topoldgicos y sea YX el conjunto de aplicaciones de X en Y’
dotado de la topologia compacto-abierta. Entonces se tiene que Y es Hausdorff si y solo si Y es Hausdorff.

Demostracion. Supongamos que YX es Hausdorff y veamos que también lo es Y. Sean 1,72 € Y dos elemen-
tos distintos de Y y sean fi, fo € Y las aplicaciones constantes que llevan X en y; y y» respectivamente.
Por ser Y Hausdorff, existen abiertos basicos By, By de YX de modo que f; € By, fo € Boy B1N By = (.
Por ser By, By abiertos basicos de la topologia compacto-abierta, estos se pueden escribir como interseccién
finita de elementos de la subbase, es decir, B = (¢, UiK" Y B2 = Nicpny) VZCl

Se definen ahora los abiertos U = ﬂie[m] Uy V= ﬂie[m] Vi enY de manera que y; € Uy ys € V ya
que y; € U; para todo i < n y lo andlogo pasa para y,. Veamos ahora que la intersecciéon de U y V' es vacia.

Si existiera un elemento y3 € UNV, se tendria que la aplicacién constante f3 tal que f3(z) = y3 para todo
x € X pertenecerfa a la intersecciéon de By y Bs ya que para cada K;, C; se tendria que f3(K;) =ys €Uy
f3(Cj) = y3 € V. Por tanto, f3 € B1 N By lo que contradice que estos conjuntos sean disjuntos. Se concluye
que, UNV =0 y que Y es Hausdorff.
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Reciprocamente, como Y es Hausdorff, se tiene que Y~ es Hausdorff para la topologfa punto-abierta
por la Proposicion Por tanto, por la Proposicién se tiene que Y es Hausdorff para la topologia
compacto-abierta. O

Teorema 4.1.4. Sean X e Y dos espacios topolégicos y sea YX el conjunto de aplicaciones de X en Y.
Sean 7,, T ¥ T, las topologias punto-abierta, compacto-abierta y una topologia admisible sobre compactos
cualquiera en YX respectivamente. Entonces, si YX es compacto para la topologia 7, y el espacio Y es
Hausdorff, se tiene que 7, = 7, = 7,.

Demostracién. Por la Proposicién se tiene que 7, C 7, y por tanto la aplicacién identidad Id :
(YX,7,) — (Y, 7,) es continua. Ademds, por la Proposicién se tiene que el espacio (Y, 7,) es
Hausdorff y por tanto la aplicacién identidad es una aplicacién continua entre un espacio compacto y
un espacio Hausdorff. Por lo tanto, por la Proposicién se tiene que la aplicacion identidad es un
homeomorfismo y por tanto 7, = 7,. Teniendo en cuenta que por la Proposicién m se tiene que 7, C
T C Tq, s€ concluye que 7, = T, = T,. O

4.2. Subconjuntos de YX con las topologias de subespacio

Siguiendo con la notacién de los apartados anteriores, dados dos espacios topoldogicos X e Y se van a
llamar 7, 7 y 7, a las topologias punto-abierta, compacto-abierta y una topologia admisible sobre compactos
en YX respectivamente. En este apartado se estudian las propiedades de ciertos subconjuntos de YX con
las topologias de subespacio inducidas por 7,, 7, ¥ Tq.

A pesar de que no se diga expresamente a lo largo de este capitulo, si se refiere a alguno de estos
subconjuntos de Y con las topologias “inducidas” o “heredadas” de las topologias de Y¥ se esta refiriendo
a las topologias de subespacio.

Definicién 4.2.1. Sean X e Y dos espacios topolégicos y sea YX el conjunto de aplicaciones de X en Y.
Se definen los siguientes subconjuntos de YX:

» C(X,Y)={f€YX:fescontinua}
» K(X,Y)={f€Y?¥X: larestriccién de f a cualquier compacto de X es continua}

Se tiene la inclusién C(X,Y) C K(X,Y) ya que si f es continua en todo X, en particular su restriccién
a compactos también lo es. El siguiente ejemplo ilustra que la inclusion no es en general una igualdad y la
proposicién da las condiciones necesarias para que se de la igualdad.

Ejemplo 4.2.2. Sea X el espacio (R, 7eonum) € Y el espacio (R, 7,). Veamos que existe una aplicacion
f: X — Y que no es continua pero su restriccién a cualquier compacto de (R, Teonum) €s continua. Para esto
se utiliza que los compactos de (R, Teonum) son los conjuntos finitos (ver Ejemplo [2.1.25) y que la topologia
de subespacio sobre estos conjuntos coincide con la topologia discreta.

Como la restriccién de cualquier aplicacién a un conjunto con la topologia discreta es continua, se
tiene que la restriccién de cualquier aplicacién f : X — Y a un compacto de (R, Teonum) €s continua.
Tomando en particular la aplicacién identidad idx : X — Y dada por idx(x) = x se tiene que la restriccién
de idx a cualquier compacto de X es continua y por tanto idx € K(X,Y). Sin embargo, si idx fuera
continua, entonces los intervalos abiertos (a,b) serian abiertos en (R, Teonum) pero el complementario de
estos conjuntos no es numerable ni finito y por tanto no pueden ser abiertos en (R, Teonum). Se concluye
entonces que idx € K(X,Y) peroidx ¢ C(X,Y) y por tanto que la inclusién C(X,Y) C K(X,Y) es estricta.

Proposicién 4.2.3. Si X es localmente compacto entonces se da la igualdad C(X,Y) = K(X,Y).

Demostracion. Sea f € K(X,Y), se quiere ver que f es continua. Para ello, basta ver que dado un abierto
U de Y entonces f~1(U) es abierto en X. Sea U un abierto de Y y z € f~}(U). Como X es localmente



22 CAPITULO 4. TOPOLOGIA COMPACTO-ABIERTA SOBRE YX

compacto, existe un entorno compacto K de x. Por otro lado, como f € K(X,Y), se tiene que f|x : K =Y
es continua, y por tanto, f|;<1(U) = KN f~YU) = Vi es abierto en K. Por definicién la topologia de
subespacio, existe V abierto de X tal que Vx = KNV y como x € K por ser K entorno de z, se tiene que

reKNf Y U)=Vxk=KnVcCcV

y por tanto x € V. Ademds, por definicién de entorno existe un abierto W en X que cumple que z € W C K.
Tomamos el abierto W, =W NV C KNV de X que cumple que,

reW,cKNnV=KnfYU)cf U

Por tanto se tiene que para cada z € f~!(U) existe un abierto W, de X tal que z € W, C f~1(U), es decir,
para cualquier abierto U de Y se cumple que f~1(U) es abierto en X. Por lo tanto, f es continua y se ha
probado que K(X,Y) C C(X,Y). Se concluye que C(X,Y) = K(X,Y). O

La siguiente proposicién muestra una manera de obtener una subbase de (C(X,Y), 7;) a partir de una
subbase de la topologia de Y. Dada una subbase S de la topologia de Y, entonces se puede definir la familia
de subconjuntos

S, ={S¥NC(X,Y):S €S, K compacto en X}

Esta familia es una subbase de C(X,Y") ya que dada una aplicacién continua f € C(X,Y) y un punto z € X,
la imagen f(x) pertenece a algin elemento S de la subbase S (ya que por definicién de subbase se tiene
que Y = UgesS) y por tanto f € S1#}. Se tiene entonces que C(X,Y) se puede expresar como unién de
elementos de S}, y se concluye que S}, es una subbase de C(X,Y’). En la siguiente proposicién se ve que la
topologia que genera S coincide con la topologia compacto-abierta en C(X,Y).

Proposicién 4.2.4. Sean X e Y dos espacios topolégicos y C(X,Y") el conjunto de aplicaciones continuas
de X en Y. Sea S una subbase para la topologia de Y. Entonces, si X es Hausdorff se tiene que la topologia
generada por la subbase

S, ={SENC(X,Y): S es un elemento de la subbase S y K es compacto en X}

coincide con la topologia compacto-abierta 75 sobre C(X,Y).

Demostracion. A lo largo de esta demostracién se trabaja sobre el espacio de aplicaciones continuas C(X,Y).
En este caso, se trabajara con los subconjuntos UX N C(X,Y) que se denotaran por UX para abreviar. Es
decir, salvo que se indique lo contrario, se entenderd por UX el conjunto de aplicaciones continuas de X en
Y que llevan el subconjunto K C X sobre el subconjunto U C Y.

Sea 7 la topologia en C(X,Y") generada por la subbase S;. Como los elementos de la subbase Sy, de la
topologia compacto-abierta son de la forma UX con U abierto en Y y K compacto en X, se tiene que en
particular los elementos SX con S € S son abiertos en 73, y por tanto se tiene la inclusién 7 C 7.

Para ver la otra inclusién basta con ver que dado un abierto subbdsico de 75, de la forma UX se cumple
que dada una aplicacién f € UK existe un abierto W de la topologia generada por Sp talque fe W CU K,

Sean U un abierto de Y, K un compacto de X y f € UK. Como S es una subbase de la topologia de Y,

se puede expresar U como
v=Ucn vm=UUva
a€A jEna] acA

con Vi* € S. Luego U, son los elementos de la base generada por la subbase §. Como f es continua, se
tiene que la familia {f~!(Uy,)}aca forma un recubrimiento abierto de K y como K es compacto, existe una
subfamilia finita {f~!(Uy,)}iejm) que recubre K, es decir, para cada k € K se cumple que k € f~(Uy,)
para algin i € [m]. Como K es compacto y es subespacio de X, que un espacio Hausdorff, se tiene que K
es compacto y Hausdorff y por tanto normal por el Corolario
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Por el Corolario [2 se tiene que para cada k € K existe un entorno compacto K; de k tal que
ke Ky CftUy,). Por ser K}, entorno de k, existe un abierto W}, de X tal que k € W), C K}, y por tanto
la familia {Wk}ke K es un recubrimiento abierto de K por lo que tiene un subrecubrimiento finito {Wj, }ye(q)
con su correspondiente subfamilia finita de compactos { Ky, }ic|q-

Como cada Ky, estd contenido en algtin abierto f~1(U,,), se definen los conjuntos K; como la unién
de todos los K}, contenidos en un abierto f~!(U,,). Como hay un nimero finito de compactos Ky, , los
conjuntos K; son union finita de compactos y por tanto, K; es compacto.

Para cualquier indice i € [m], se tiene que K; C f~1(U,,) por construccién y por tanto f € UL K . Ademas,
por un lado tenemos que

Ui =( () VM5 ={feC(X,Y): f(Ki) C V para todo j € [ns,]} = () (Vi)

jE[nai] ]6[71(11}

y por otro lado que, dado que K C Ujc) Ki y U D Ujg[mm)Ua,, por la Proposicion se da la inclusion

ﬂ( ﬂ (V)R ﬂ UK € (UiepnUa,) Victm D ¢ UK

i€[m] j€lna,]

Juntando estos resultados se tiene que para cada f € UX se cumple que

fe (NN v cur

i€fm] jelna)

de donde se concluye que U es abierto en la topologfa 7 generada por la subbase S;,- Por tanto, se tiene
que 7 C 7y como ya se habia visto que 7 C 7, se concluye que ambas topologias son iguales. Por tanto,
se ha demostrado que la subbase S), genera la topologia compacto-abierta 7. O

A continuacion se enuncia y demuestra un resultado similar al anterior, esta vez a cerca de las subbases de
la topologia compacto-abierta cuando se estudia el espacio de aplicaciones continuas de un espacio topoldgico
X en si mismo cuando X es localmente compacto, localmente conexo (ver Definicién y Hausdorff.
Este resultado es de utilidad en la demostracién del Teorema [6.2.4] pero se enuncia aqui por su relacién con
el capitulo y el resultado anterior.

Proposicién 4.2.5. Sea X un espacio topoldgico localmente compacto, localmente conexo y Hausdorff y
C(X, X) el espacio de aplicaciones continuas de X en X. Entonces, la subbase

S = {UL : U es abierto en X y L es compacto, conexo y de interior no vacio en X}

genera la topologia compacto-abierta 75, sobre H(X).

Demostracion. A lo largo de esta demostracién se toman los conjuntos U como subconjuntos de C(X, X),
es decir, se denota por UX al conjunto de aplicaciones continuas de X en X que llevan el compacto K C X
sobre el abierto U C X.

Sean U un abierto y K un compacto de X respectivamente y sea h € UX. Como X es localmente
compacto y Hausdorff, es normal por el Corolario y como h_l(U ) es abierto, para cada x € K existe
un abierto W, con clausura compacta tal que x € W, C W, C h~1(U). Ademis, como X es localmente
conexo, existe un abierto V, conexo tal que x € V,, C W,. Como W, es compacto y V, es un cerrado tal
que V, C W, entonces V, es compacto. Se tiene que para todo x € K existe un abierto conexo V, de
clausura compacta y conexa tal que z € V, C V, C h™1(U), es decir, se cumple que h(V,) C U. Luego la
familia {V; }zex recubre K y por tanto existe una subfamilia finita {Vz, }ic) que recubre K. Se definen los
conjuntos L; = V. que son compactos, conexos y de interior no vacfo. Ademés, se tiene que K C Uie[n] L;.

Como h(L;) = h(Vy,) C U para todo i € [n],

he () UY c yiemt c UX.
1€[n]



24 CAPITULO 4. TOPOLOGIA COMPACTO-ABIERTA SOBRE YX

Se concluye que, para cada homeomorfismo h € UK, existe un abierto W = ﬂie[n} Ul de la topologia

generada por la subbase S tal que h € W C UK, es decir, UX es abierto en la topologia generada por la
subbase S. Por tanto, los abiertos de 75 son también abiertos en la topologia generada por S. Ademds, como
S C S, se deduce que los abiertos de la topologia generada por S son también abiertos en la topologia
compacto-abierta. Se concluye que la topologia generada por S coincide con la topologia compacto-abierta
Tk ]

Proposicién 4.2.6. Sean X e Y dos espacios topolégicos y C(X,Y") el conjunto de aplicaciones continuas
de X en Y. SiY es Hausdorff, entonces C(X,Y) y K£(X,Y') son Hausdorff para las topologias de subespacio
inducidas por las tres topologias 7, 74 y 7.

Demostracion. Dado que Y es Hausdorff, por la Proposicién se tiene que Y¥X es Hausdorff para la
topologfa 7,. Ademads, por la Observacion se tiene que C(X,Y) y K(X,Y) son Hausdorff para la
topologia de subespacio inducida por 7,. Por ultimo, dado que por la Proposicién Tp C T C Ty, S€
tiene que C(X,Y) y K(X,Y) son Hausdorff para las topologias de subespacio inducidas por 73 y 7, ya que
estas contienen los abiertos de 7,. O

Proposicién 4.2.7. Sean X e Y dos espacios topoldgicos y K(X,Y) el conjunto de aplicaciones de X en
Y que son continuas en compactos. Entonces, si X es Hausdorff se tiene que la topologia heredada de la
compacto-abierta sobre el conjunto K(X,Y) es admisible en compactos.

Demostracion. A lo largo de esta demostracion se trabaja sobre el espacio de aplicaciones continuas en
compactos K(X,Y). En este caso, se trabajara con los subconjuntos UX N K(X,Y) que se denotardn por
UK para abreviar. Por lo tanto, UX, si no se indica lo contrario, se entendera como el conjunto de aplicaciones
que llevan K C X en U C K y que ademds pertenecen a K(X,Y).

Sea K C X un subconjunto compacto de X. Se considera la restriccién ex : K(X,Y) x K — Y de la
aplicacion evaluacién. Veamos que ex es continua. Sea U un abierto de Y y tomamos (f,z) € el_(l(U ).

Como f|x : K — Y es continua, se tiene que f|;'(U) es un abierto en K que contiene a z. Como X es
Hausdorff, también lo es el subespacio K. Como ademés K es compacto, por el Corolario existe un
entorno compacto C de z tal que z € C C f~1(U), es decir, z € C'y f € U®.

Por otro lado, dado un par (g,y) € U x C se tiene que ex(g,y) = g(y) € U por lo que

(9,v) € U xC c e[_(l(U)

de donde se concluye que existen entornos U y C de f y x respectivamente tales que (f,z) € UY x C C
e;g(U ), es decir, la topologia 7 sobre K(X,Y") es admisible en compactos. O

La siguiente proposicién da una condiciéon bajo la cual se puede asegurar que las topologias admisibles y
admisibles en compactos son equivalentes. Como consecuencia de este resultado se pueden dar condiciones
suficientes para que la topologia compacto-abierta sobre el espacio de aplicaciones continuas sea admisible.
Mas concretamente, se muestra que bajo estas condiciones, la topologia compacto-abierta sobre el espacio
de aplicaciones continuas es la més gruesa de todas las topologias admisibles.

Proposicién 4.2.8. Sean X e Y dos espacios topoldgicos y Y el conjunto de aplicaciones de X en Y.
Entonces, si X es localmente compacto y Hausdorff, una topologia en K(X,Y) = C(X,Y) es admisible si y
solo si es admisible en compactos.

Demostracion. Si una topologia en C(X,Y’) es admisible entonces en particular es admisible en compactos
ya que si la aplicacién evaluacion es continua, su restriccién a un subconjunto C(X,Y) x K C C(X,Y) x X
también es continua.

Reciprocamente, supongamos que una topologia 7 en C(X,Y") es admisible en compactos. Veamos que la
aplicacién e : C(X,Y) x X — Y es continua cuando en C(X,Y) x X se tiene la topologia producto generada
por 7 y la topologia de X.
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Consideramos U C Y un abierto de Y y el par (f,z) € e }(U). Como f : X — Y es continua, se
tiene que f~!(U) es abierto en X con x € f~1(U). Como X es localmente compacto y Hausdorff, existe un
entorno compacto K de z tal que # € K C f~1(U) luego f(K) C U y observemos que {f} x K C e 1(U).
Por la Proposicién existe un abierto W de 7 en C(X,Y) con f € W tal que

(f,x) e {f} xKCcWx K ce }(U)

es decir, dado un punto (f,z) € e~!(U) existe un abierto W de 7 tal que (f,z) € W x K C e~ 1(U). Como K
es un entorno de z, existe un abierto U de X tal que z € U C K y por tanto, dado un punto (f,z) € e~ *(U)
existe un abierto W x U de C(X,Y) x X tal que (f,g) € W x U C e !(U). Por tanto, se tiene que la
aplicacién evaluacién e es continua y por tanto 7 es admisible. ]

Corolario 4.2.9. Sean X e Y dos espacios topoldgicos y sea Y¥ el conjunto de aplicaciones de X en Y.
Entonces, si X es localmente compacto y Hausdorff la topologia heredada de la compacto-abierta sobre
C(X,Y) es la topologia admisible méas gruesa.

Demostracidn. Por la Proposicién [4.1.2) se tiene que la topologia compacto-abierta es més gruesa que cual-
quier topologia admisible en compactos sobre YX. Ademds, tomando el subconjunto C(X,Y) C Y, este
mismo Teorema dice que la topologia compacto-abierta es més gruesa que cualquier topologia admisible
sobre C(X,Y).

Por la Proposicio’n se tiene que si una topologia 7 sobre C(X,Y") es admisible en compactos entonces
también es admisible sobre C(X,Y).

Por otro lado, por la Proposicién se tiene que la topologia heredada de la compacto-abierta sobre
K(X,Y) es admisible en compactos. Como X es localmente compacto y Hausdorff, C(X,Y) = K(X,Y) y por
tanto la topologia heredada de la compacto-abierta sobre C(X,Y’) es admisible en compactos. Se concluye
que la topologia heredada de la compacto-abierta sobre C(X,Y’) es admisible. ]

Una aplicacién de los resultados anteriores viene al analizar las aplicaciones inducidas por aplicaciones
definidas sobre el producto de dos espacios topoldgicos. Este tipo de aplicaciones estan relacionadas con las
homotopias y el espacio de caminos de un espacio topoldgico.

Definiciéon 4.2.10. Sean X, Y y Z tres espacios topoldgicos y f : X x Z — Y una aplicacién. Se puede
definir una aplicacién f : Z — Y dada por

fiz—YX
2 f(2) = [

donde f(z) : X — Y es la aplicacién definida por f,(z) = f(z,z). A la aplicacién f se le llama aplicacion
nducida por f.

Se tiene que la aplicacién f tiene como rango el conjunto de aplicaciones de X en Y pero si la aplicacién
f es continua, entonces se tiene que f : Z — C(X,Y) asocia una aplicacién continua a cada z € Z. En el
siguiente teorema se ve que la continuidad de f implica la continuidad de f y se estudia bajo que condiciones
se da el reciproco.

Teorema 4.2.11. Sean X, Y y Z tres espacios topoldgicos y se considera sobre C(X,Y’) la topologia
heredada de la topologia compacto-abierta. Entonces, si la aplicacién f : X X Z — Y es continua, se tiene
que la aplicacién f : Z — C(X,Y) inducida por f es continua. El reciproco se da cuando X es localmente
compacto y Hausdorff.

Demostracidn. Sea UK un abierto subbésico de la topologla compacto-abierta sobre C (X Y) donde U es
abierto en Y y K es un compacto de X. Se quiere ver que f es continua, esto es, que f Yo K ) es abierto
en Z. Sea z € f YUY un elemento de la contraimagen por f de UK y se quiere ver que existe un abierto

W, de Z tal que z € W, C fﬁl(UK).
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Como z € f~HUXK) se tiene que f, € UK, es decir, f,(K) = f(K,z) C U, lo que implica que K x {z} €
f~Y(U). Ademss, dado que f: X x Z — Y es continua, se tiene que f~1(U) es abierto en X x Z y como
K C X es compacto, por la Proposicién existe un abierto W, de Z tal que K x{z} C KxW, C f~Y(U)
yzeW,.

Se quiere ver ahora que W, C f ~1(UK), 0 1o que es lo mismo, que para todo t € W, la aplicacién
fre UK. Seant e W, y k e K. Se tiene que (k,t) € K x W, C f~X(U) y por tanto f(k,t) € U. Es decir,
para todo k € K se tiene que ft(k) C U por lo que ft € UK. Se ha visto entonces que para todo t € W, se
tiene que ft e UX porloquete f‘l(UK).

Se concluye que dado z € f_l(UK) existe un abierto W, de Z tal que z €¢ W, C f_l(UK) y por tanto
que f‘l(UK) es abierto en Z y que f es continua.

Por otro lado, si X es localmente compacto y Hausdorff entonces la aplicacién evaluacién e : C(X,Y") x
X — Y es continua por el Corolario Ademss, se ve que la aplicacién f se puede escribir como,

FiXXZ-—CX,Y)xX —Y

(2, 2) > (f(2),2) — e(f(2), )

De modo que la aplicacién f es continua ya que f es continua por hipdtesis y e es continua por el Corolario
4.2.9 O

Como resultado de este teorema se puede estudiar la aplicacién natural definida por las aplicaciones
inducidas

¢: (C(X x2ZY), 1) — (C(Z,C(X,Y)), %)
fr— f

que lleva una aplicacién f : X x Z — Y a la aplicacién f : Z — C(X,Y). Méas concretamente, bajo
ciertas condiciones, la aplicacién ¢ es un homeomorfismo entre los espacios topoldgicos (C(X x Z,Y), %) y
(C(Z,C(X,Y)), k). Este resultado se ha obtenido de [5].

Corolario 4.2.12. Sean X, Y y Z tres espacios topoldgicos. Si X es localmente compacto y Hausdorff
y Z es Hausdorff, entonces ¢ es un homeomorfismo entre los espacios topoldgicos (C(X x Z,Y),7x) y

(C(Z, C(X7 Y))? Tk)’

Demostracion. A lo largo de esta demostracion se consideran inicamente las aplicaciones continuas.

Por el Teorema la aplicacion ¢ es siempre inyectiva y es sobreyectiva cuando el espacio X es
localmente compacto y Hausdorff.

Para demostrar que la aplicaciéon ¢ es un homeomorfismo vamos a ver que transforma una subbase de la
topologia compacto-abierta en C(X x Z,Y’) una subbase de la topologia compacto-abierta en C(Z,C(X,Y)).
Para esto, vamos a encontrar una subbase S de la topologia compacto-abierta en C(X x Z,Y) cuyos abiertos
subbésicos son de la forma UX*¢ donde U es un abierto en Y, K es compacto en X y C es compacto en Z.

Sea la familia

S = {UKXC : U es abierto en Y y K, C son compactos en X y Z respectivamente}

una familia de subconjuntos de C(X x Z,Y). Vamos a probar ahora que la familia S; es una subbase de
C(X x Z,Y) y que la topologia 7 generada por esta coincide con la topologia compacto-abierta. Dado
(r,z) € X x Z se puede escribir como (x,z) = {x} x {z} que es producto de compactos en X y Z
respectivamente. Por tanto, se tiene que la familia S; es subbase para alguna topologia 7 sobre C(X x Z,Y)
ya que la unién de los elementos de la subbase es el espacio YX*Z. Por otro lado, como los subconjuntos de
la forma K x C C X x Z son compactos si K y C son compactos, se tiene que se da la inclusion 7 C 7.
Para ver la otra inclusién, se toma K un compacto de X x Z, U un abierto de Y y una aplicacién
f € UK. Se quiere probar que existe un abierto Wy de 7 de modo que f € Wy C UK. Sean Kx =pi(K) y
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Kz = pa(K) las proyecciones de K sobre X y Z respectivamente. Como K es compacto, se tiene que Ky
y Kz son compactos y como X y Z son Hausdorff, también lo son K, Kx y Kz. Consideramos el punto
ke K C Kx x Kz y el abierto Oy de Kx x Kz dado por Oy = Y UYN (Kx x Kz). Como Kx x Kz es
Hausdorff y compacto, entonces es normal y, como k € f~1(U) C Oy, por la Proposicién existe un
abierto V de Kx x Kz tal que
keV CcV COrC(Kx xKyg)
Se tiene entonces que se puede encontrar un abierto basico Ay X By de la topologia de subespacio en Kx X Kz
tal que
kGAkXBkCAkXBk:TkXECVCOf

de modo que la familia { Ay X By }rex forma un recubrimiento abierto de K. Como K es compacto, se tiene
que existe una subfamilia finita {A, X B, }icn) que recubre K. Ademds, como para todo indice i € [n] se

cumple que Ay, X By, C Op = f71({U) N (Kx x Kyz), se tiene que f € ﬂie[n]UATz‘XBTi y por tanto, como
K C Uie[n]Tm X By,, por la Proposicién

f c m U'AiIcZXBik2 C Uuie[n]AfkiXBiki C UK
1€[n]
Como para todo i € [n] el conjunto Ay, x By, C Kx x Kz es un conjunto cerrado contenido en un compacto,
se tiene que Ay, y Bg, son compactos y que Wi = Nig)U Ak %Br; og el abierto de 7 buscado. Se concluye
que los elementos de la subbase que genera la topologia compacto-abierta son abiertos en la topologia 7 y
por tanto que 7 = 7.
Sea UK*C un elemento de la subbase S;. Se tiene que

OUIC) = {f € C(Z.C(X,Y)) : f(K x O) U} = {f € C(Z.C(X.,Y)) : (C) c UK} = (U")“
Se considera la familia Sy de subconjuntos de C(Z,C(X,Y)) de la forma
Sy = {(UX )¢ : U es abierto en Y y K, C son compactos en X y Z respectivamente }

Por la Proposicién se tiene que Sy es una subbase en C(Z,C(X,Y)) y la topologia generada por Ss
coincide con la topologia compacto-abierta sobre C(Z,C(X,Y)).

Se concluye que la aplicacién ¢ biyectiva y transforma una subbase de la topologia compacto-abierta sobre
C(X x Z,Y) en una subbase de la topologia compacto-abierta sobre C(Z,C(X,Y)). Por tanto, se tiene que la
aplicacion ¢ es un homeomorfismo entre los espacios topoldgicos (C(X x Z,Y), 1) y (C(Z,C(X,Y)), 7). O

El siguiente ejemplo ilustra un posible uso del Teorema para determinar propiedades topoldgicas
del espacio de aplicaciones continuas C(X,Y).

Ejemplo 4.2.13. Sea D = {(z,y) € R? : 22 + ¢y < 1} C R? el disco unidad de R? con la topologia de
subespacio heredada de la topologia usual. Veamos que el espacio de aplicaciones continuas de ID en si mismo
C(D,D) es conexo por caminos. Para demostrar esto, vamos a probar que dada una aplicacién f € C(D,D)
existe un camino ¢ : [0,1] — C(D, D) tal que 6(0) = f y (1) = idp donde idp : D — D es la aplicacién
identidad.

Consideramos las aplicaciones

&:[0,1 — C(D,D)

c:Dx[0,1] — D
t—o(t)=(1—-1t)f(z)+tx

(z,t) — o(x,t) = (1 —t)f(z) + tzx

que cumplen que & es la aplicaciéon inducida por o. Ambas aplicaciones estdn bien definidas por ser D

convexo. Por tanto, basta demostrar que o es continua para concluir que & es continua por el Teorema

Como f(x) y idp(x) = x son aplicaciones continuas, o es composicién de aplicaciones continuas y por

tanto es continua. Se concluye que & es continua, es decir, existe un camino & que une f con la aplicaciéon
identidad idp. Por tanto, el espacio de aplicaciones continuas C(ID,D) es conexo por caminos.






Capitulo 5

Topologias del espacio de aplicaciones en
espacios métricos

Como se ha mencionado en el apartado la existencia de una distancia en un espacio topolégico dota
al espacio de propiedades que en general no se pueden definir en un espacio topoldgico arbitrario. En este
caso, si se considera el espacio de aplicaciones Y de un conjunto X en un espacio métrico (Y, d), se pueden
definir topologfas sobre YX utilizando la distancia d de Y. Ademés, la distancia d facilita la definicién de
convergencia de aplicaciones. Los resultados presentados en este capitulo se han sacado del capitulo 7 del
libro [7].

Definicién 5.0.1. Sean X un conjunto e (Y,d) un espacio métrico. Sea YX el conjunto de aplicaciones de
X en Y y sea {fn}nen una sucesién de aplicaciones f,, : X — Y. Se dice que la sucesion { fy, }nen converge
uniformemente a una aplicacién f € YX si para todo € > 0 existe un nimero natural N tal que para todo
n > N se tiene que

d(fn(), f(2)) <e

para todo z € X. Para indicar que una sucesién {f,}nen de aplicaciones converge uniformemente a una
. ., . u
aplicacién f se escribe {f,}nen — f

5.1. Topologia uniforme y topologia de convergencia compacta

Como se ha mencionado en la introduccién del capitulo, si se estudia el espacio de aplicaciones Y%
de un conjunto X en un espacio métrico (Y, d), es posible definir nuevas topologias para Y X utilizando
la distancia d. A lo largo de esta seccién se introducen de este modo la topologia uniforme y la topologia
de la convergencia compacta sobre YX. Una vez introducidas, se demuestran ciertas propiedades de estas
topologias y se estudia la relacion entre estas y la topologia compacto-abierta y punto-abierta definidas en
los capitulos anteriores. Por ultimo, se restringe el estudio al subconjunto de las aplicaciones continuas de
X en Y y se ve que sobre este subconjunto la distancia d no tiene un papel tan importante como sugieren
las definiciones de las nuevas topologias.

Definicién 5.1.1. Sean X un conjunto e (Y, d) un espacio métrico. Sea Y el conjunto de aplicaciones de
X en Y. Se define la distancia uniforme p sobre YX como la aplicacién

p(f:9) = sup{d(f (=), g(x))}

zeX

donde d es la distancia acotada asociada a d sobre Y dada por d(z,y) = min{1,d(x,)}.
Se llama topologia uniforme 74 sobre YX a la topologia inducida por la distancia uniforme p sobre el
espacio métrico (YX,p).

29
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Definicién 5.1.2. Sean X un espacio topoldgico e (Y, d) un espacio métrico. Dados una aplicacién f € YyX,
un subconjunto compacto C' C X y un nimero real € > 0, se define el subconjunto de Y X

Be(f,e)={gey™: Slelg{d(f(x),g(ﬂﬂ))} < e}

Se define la topologia de la convergencia compacta 1. sobre YX como la topologia que tiene como abiertos
bésicos los conjuntos de la forma Bo(f,¢).

Para ver que la familia
B={Bc(f,e): feYX e>0yCC X compacto}

es una base, se comprueban las dos condiciones del Teoremam Primero, dado xg € X, para todo g € YX
se cumple que g € B{xo}(g, 1) y por tanto se tiene que

YX: U B{xo}(g71)‘
gey X

Por otro lado, dado f € B, (g1,€1) N By (g2,€2), se definen el compacto K = C; U Cy y el nimero real

e =min{e; — sup{d(f(z),g1(x))},e2 — sup{d(f(z), g2(x))}}

zeCq x€Cy

se considera el abierto bésico Bi(f,e) que cumple que f € Bg(f,e). Ademads, se tiene que si h € Bg(f,¢)
entonces

sup {d(h(z), 1(z))} < sup {d(h(z), f(z))} + sup {d(f (), g1(x))} < sup{d(h(z), f(x))} + sup {d(f(x), g1(2))} <1
zeCq zeCq zeCy reEK zeCy

y por tanto h € B¢, (g1,€1). Por un argumento andlogo, se llega a que h € Be,(g2,€2) y por tanto que
Bk (f,€) C Bey(g1,€1) N Bey (91, €1).

Como se ha probado que B es base, dado un abierto U de la topologia de la convergencia compacta y
f € U se tiene que existe un abierto bédsico Bo(g,€) tal que f € Beo(g,e) C U. Ademads, de la demostracion
deduce que este abierto basico siempre se puede tomar de la forma Bg(f,0).

De manera similar a como en la topologia punto-abierta una sucesién de aplicaciones { f, } n,en converge a
una aplicacién f siy solo si la sucesién converge puntualmente a f (ver Proposicién , para la topologia
uniforme y la topologia de la convergencia compacta también se puede caracterizar la convergencia de
sucesiones de aplicaciones, esta vez en términos de la convergencia uniforme de las sucesiones de aplicaciones.

Proposicién 5.1.3. Sean X un espacio topoldgico e (Y, d) un espacio métrico. Sea { f,, }nen una sucesion de
aplicaciones f, : X — Y. Se tiene que la sucesion { f,, }nen converge a una aplicacién f € YX en la topologia
uniforme si y solo si la sucesién { f,, }nen converge uniformemente a f.

Demostracion. Previo a la demostracién hagamos un inciso a cerca de la convergencia en la topologia
uniforme. Una sucesion { f,, }nen converge a una aplicacién f en la topologia uniforme si para cada abierto
Bj(f,¢e) existe un ntimero natural N tal que para todo n > N se tiene que f,, € B(f,¢). Por definicién de
la distancia uniforme p, esto es equivalente a que para todo € > 0 se cumpla que

sup{d(fu(2), f(2))} <e

rzeX

Supongamos que la sucesion {f,, }nen converge uniformemente a f y veamos que la sucesién converge a
f con la topologia uniforme. Si e > 1 entonces B;(f,¢) = Y X y toda la sucesién estd contenida en la bola.
Tomamos 0 < & < 1. Como {f,}nen converge uniformemente a f, existe un nimero N € N tal que para
todo n > N se cumple que

d(fn(2), f(x)) <

[el10)
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para todo x € X. Entonces, la sucesién converge a f en la topologia uniforme ya que para todo n > N se
cumple que

sup{d(fn(2), f(2))} = sup{d(fn(z), f(2))} < 5 <e.
zeX reX

Reciprocamente, supongamos que la sucesién { f, }nen converge a f en la topologia uniforme y veamos
que la sucesién converge uniformemente a f. Sea ¢ > 0 y tomemos § = min{e, 3}. Como {f, }nen converge
a f en la topologia uniforme, existe un nimero natural N tal que para todo n > N se cumple que

sup{d(fn(z), f(2))} <.
reX

Entonces, para todo zg € X

d(fn(x0), f(x0)) < sup{d(fn(z), f(2))} = sup{d(fn(2), f(z))} <d <e

zeX zeX

y por tanto la sucesién {f,, }nen converge uniformemente a f. O

Proposicién 5.1.4. Sean X un espacio topoldgico e (Y, d) un espacio métrico. Sea { fy, }nen una sucesién de
aplicaciones f, : X — Y. Se tiene que la sucesion { f,, }nen converge a una aplicacién f € YX en la topologia
de la convergencia compacta si y solo si para cada subespacio compacto C C X la sucesion {f|c}nen
converge uniformemente a f|¢.

Demostracion. Supongamos primero que la sucesion {f,}nen converge a una aplicacién f € YX en la
topologia de la convergencia compacta y probemos que la restricciéon de la sucesiéon a cualquier compacto
C C X converge uniformemente a la restriccién de f a C.

Como {fn}nen converge a f en la topologia de la convergencia compacta, se tiene que dado el entorno
abierto Bo(f,¢) de la topologia de la convergencia compacta, existe un nimero natural N tal que para todo
n > N se tiene que f, € Ba(f, ). Por definicién de los conjuntos Be(f, €),

sup{d(f(z), fu(z))} <e

zeC

para todo n > N. Por tanto, restringiendo las aplicaciones al compacto C, se tiene que, para todo zg € C

d(fnlc(xo), flo(zo)) < sug{d(fn\c(ﬂf)7f|c($))} <e

xe

es decir, la sucesién { f,|c nen converge uniformemente a f|c.

Reciprocamente, supongamos que para cada compacto C' C X la sucesion { f,|c }nen converge uniforme-
mente a f|c. Se quiere ver que la sucesion { f,, }nen converge a f en la topologia de la convergencia compacta.
Como para cada abierto U que contiene a f existe un abierto basico Bo(f,¢) de la topologia de convergencia
compacta tal que f € Bo(f,e) C U, basta ver que dado un abierto Bgo(f,¢€) existe un natural N € N tal
que para todo n > N se tiene que f, € Bo(f,¢).

Como {fn|cInen — f|c, dado & > 0, existe un nimero natural N tal que para todo n > N se cumple
que

d(falc(z), flo(x)) <6

para todo x € C. Tomando ¢ = £, se tiene la cadena de desigualdades

€
2

sup{d( (), £(2))} = sup{d(fulc(e), flo(e))} <6= = <<
zeC zeC

y por tanto que f, € Be(f,e) para todo n > N. Obtenemos que { f, }nen converge a f en la topologia de
convergencia compacta. O
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Los siguientes resultados estudian la relacién que hay entre las dos topologias nuevas definidas en este
capitulo y las topologias punto-abierta y compacto-abierta. En concreto, se demuestra que hay una cadena de
inclusiones entre las topologias 7, 7. y 74 y se dan condiciones suficientes para que las topologias sean iguales.
Ademsds, se demuestra que bajo ciertas condiciones, la topologia de la convergencia compacta coincide con
la topologia compacto-abierta.

Teorema 5.1.5. Sean X un espacio topolégico e (Y, d) un espacio métrico. Se consideran las topologias
punto-abierta 7,, de la convergencia compacta 7. y uniforme 74 sobre el conjunto de aplicaciones YX. Se
tiene la siguiente cadena de inclusiones de topologias:

Tp CTe CTg

Demostracion. Se comprueba primero la inclusién 7, C 7.. Sea f € U* donde U es un abierto de Y y
xg € X. Se quiere ver que existe un abierto W de 7. tal que f € W C U*®. Como Y es un espacio métrico,
existe €9 > 0 tal que f(zo) € Ba(f(x0),e0) C U. Consideramos el abierto de 7.

Byy(f,e0) ={ge Y™ sup{d(f(x), g(x))} <o} = {g € Y 1 d(f(20), g(wo)) < €0}
Si h € Bg,(f,€0), entonces h(zg) € Bi(f(zo),e0) C U, es decir, h € U*. Se concluye que f € By, (f,e0) C
U*. Luego, 7, C Te.

Para demostrar que 7, C 74, basta probar que, dada una aplicacién f € YX y un abierto Be(f,e) de 7o,
existe un abierto W de la topologia uniforme 74 tal que f € W C B¢(f,¢). Esta demostracién se separa en
dos casos. Primero, supongamos que € > 1.

En este caso, se toma el conjunto

Bs(f.3) ={geY™: 222{56(56)79(%))} <3zt={geY™: 2g§{d(f($),g($))} <3}

donde la segunda igualdad se da porque si g € Bj(f, %), entonces para todo xg € X,

min{1, d(f(z0), g(x0))} = d(f(w0), g(0)) < fgg{d(f(w),g(w))} <3

por lo que d(f(z0), g(x0)) < . Por tltimo, se tiene la cadena de inclusiones

{gey™: Sug{d(f(x),g(w))} <ztcC{gev™: Sug{d(f(w),g(w))} <efc{gey™: Sug{d(f(x),g(w))} <e}
Te ze e
y por tanto se tiene que f € B;(f, %) C Bel(f,e)
Por otro lado, si € < 1, se toma el abierto Bj( /s ¢) de la topologia uniforme 74. Por un argumento similar

al anterior, se tiene que si g € Bj(f,¢), entonces d(f(x),g(z)) = d(f(x),g(z)) < € para todo z € X y como
consecuencia,

By(f,e)={geY™: Sg{d(f(l?),g(iﬁ))} <efc{gey™: Slelg{d(f(w),g(w))} <e} = Bo(fe)

por lo que se concluye que f € Bs(f,e) C Be(f,€) y que por tanto 7. C 74. d

Corolario 5.1.6. Sean X un espacio topoldgico e (Y, d) un espacio métrico. Entonces, sobre el conjunto de
aplicaciones YX de X en Y se tiene:

1. La topologia uniforme 74 coincide con la topologia de la convergencia compacta 7. si X es un espacio
compacto.

2. La topologia de la convergencia compacta 7. coincide con la topologia punto-abierta 7, si X es un
espacio discreto.
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Demostracidn. Para la primera afirmacion, hay que tener en cuenta que si € > 1, se tiene que B;(f,¢) = yX
que es un abierto en la topologia de la convergencia compacta. Sea 0 < € < 1. En este caso, se tiene la
cadena de igualdades

Ba(f,e) ={g € Y™ sup{d(f(x),9(a))} < 2} = {9 € Y : sup{d(f(a),9(a))} < ¢} = Bx(f.2)
zeX zeX

donde Bx(f,e) es abierto en la topologia de la convergencia compacta por ser X compacto. Por tanto, se

tiene que 7y C 7. y por el teorema anterior se da la igualdad 74 = 7.

Para la segunda afirmacién, hay que tener en cuenta que si C' C X es un subconjunto compacto de un
espacio discreto X, entonces C' = {x1,...,z,} es un subconjunto finito de X. Teniendo esto en cuenta, se
quiere probar que si f € Bc(f,€) entonces existe un abierto W de la topologia punto-abierta 7, tal que
f €W C Be(f,e). Sea el abierto de la topologia punto-abierta

w = | Balf(xi). 5)".

i€[n]

Sea g € W. Entonces, se tiene que g(z;) € By(f(z;),€) para todo i € [n], es decir, d(g(x;), f(z;)) < § para
todo i € [n]. Por lo tanto, se tiene la siguiente cadena de desigualdades

sup{d(g(x), f(@))} < 5 <
zeC

de donde se deduce que g € Be(f,¢€). Se concluye que f € W C Be(f,€). Es decir, 7. C 7, y por el teorema
anterior se da la igualdad 7. = 7. O

A continuacidn, se va a ver la relacién entre la topologia compacto-abierta y las topologias de la conver-
gencia compacta y uniforme cuando se restringe el estudio al subconjunto de aplicaciones continuas C(X,Y)
de un espacio topolégico X en un espacio métrico (Y, d). De aqui en adelante se va a trabajar con las res-
tricciones de los conjuntos del tipo UX y Be(f,€) a C(X,Y), es decir, salvo que se indique lo contrario, se
va a considerar que los conjuntos UX y Bo(f,€) son subconjuntos de C(X,Y).

Proposicién 5.1.7. Sean X un espacio topolégico e (Y, d) un espacio métrico. Sea C(X,Y") el conjunto de
aplicaciones continuas de X en Y. Entonces, la topologia de la convergencia compacta 7. sobre C(X,Y) es
admisible en compactos, es decir, para cada subconjunto compacto K C X, la aplicacién

ex :C(X,)Y)x K —Y
(fs k) — f(k)

es continua, donde considera la topologia producto en C(X,Y) x K inducida por la topologia de la conver-
gencia compacta 7. sobre C(X,Y) y la topologia de subespacio sobre K.

Demostracion. Sea By(y,e) un abierto de Y y sea (f, k) € C(X,Y) x K tal que e(f, k) € By(y,¢c). Se tiene
que la contraimagen del abierto By(y,e) por la aplicacién ek es el conjunto

e (Ba(y.e)) = {(g,2) € C(X,Y) x K : g(z) € Ba(y,e)} = {(g,2) € C(X,Y) x K : d(y, g(x)) < e}

En particular, como (f, k) € e~ 1(By(y, €)), se cumple que d(y, f(k)) < €. Buscamos § > 0 tal que los abiertos
Wy VdeC(X,Y) y K respectivamente definidos por

W = Bk(f,6) ={g € C(X,Y): Slelllz{d(g(iﬁ),f(x))} <4}

V={zeK:d(f(x),f(k) <0} = f(Ba(f(k),0)) N K
cumplen que (f, k) € W x V C e (Ba(y,¢)).
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Por construccién de los abiertos Wy V se tiene que (f, k) € W x V. Veamos que W x V' C e! (Ba(y, €)).
Sea (g,z) € W x V. Por la desigualdad triangular,

d(y, g(x)) < d(y, f(k)) +d(f(k), g(x)) < d(y, f(k)) +d(f(k), f(2)) + d(f(2),9(x)) < d(y, f(F)) + 0+
donde la tultima desigualdad se da porque g € W y z € V C K. Tomando
e —d(y, f(k))
2

que es positivo ya que d(y, f(k)) < e. Entonces, d(y,g(z)) < £ y por tanto W x V' C e (Ba(y,)). Se
concluye que la aplicacién ek es continua y que la topologia de la convergencia compacta 7, sobre C(X,Y)
es admisible en compactos. ]

)=

Lema 5.1.8. Sea (Y, d) un espacio métrico y A C Y un subconjunto compacto de Y. Dado un subconjunto
abierto V de Y tal que A C V, se tiene que existe un € > 0 tal que el conjunto

UAye)={zr e X :d(z,A) < €}
cumple que A C U(A,e) C V.
Demostracion. Se considera la aplicacién definida por
dX\V A — [0,00)
a— d(a, X \V)

que por el Lema es continua y tiene un minimo amm en A. Se define g9 = dx\y (@mm)-

Veamos primero que g9 > 0. Si g9 = 0, entonces amm € X \ V' y como V' es abierto, se concluye que
amm € X \ 'V lo que es un absurdo porque ay,m € A C V.

Veamos por dltimo que U(A,¢eg) es el conjunto que buscamos. Sea x € U(A,ep). Si d(z, X \ V) =0
entonces, por un argumento andlogo al anterior, z € X \ V. Sin embargo, como = € U(A4,¢y), se tiene

que d(A,x) < g y entonces sigue que d(A, X \ V) < g¢ lo que es un absurdo. Se concluye que para todo
x € U(A, gp), la distancia d(z, X \ V') es estrictamente positiva y por tanto que U(A,ep) C V. O

Teorema 5.1.9. Sean X un espacio topolégico e (Y, d) un espacio métrico. En el conjunto de aplicaciones
continuas C(X,Y) la topologia compacto-abierta 7 coincide con la topologia de la convergencia compacta
Te-

Demostracion. Vamos a ver primero que la topologia de la convergencia compacta es més fina que la topo-
logia compacto-abierta, es decir, que 7. C 7. Sean C' un subconjunto compacto de X y V un abierto de Y.
Se toma un subconjunto V¢ de C(X,Y) y f € V. Luego f(C) es un subconjunto compacto de ¥ contenido
en el abierto V. Del Lema [5.1.8] se tiene que existe un € > 0 tal que el conjunto

U(f(C),e) ={y €Y :d(y, f(C)) <e} CV

Tomamos el abierto Be(f, €) de la topologia de la convergencia compacta. Si g € Bo(f,¢), para todo ¢ € C,
se tiene que

d(g(c), f(C)) = if{d(g(c), f(2))} < sug{d(g(fc)vf(w))} <e

xe
entonces, para todo ¢ € C se tiene que g(c) € U(f(C),e) C V y por tanto que g(C) C V, es decir, g € V°.
Se concluye que f € Beo(f,e) € VC y que 7. C 7.

La otra inclusién es consecuencia de la Proposicién Este resultado dice que la topologia de la
convergencia compacta es admisible en compactos sobre C(X,Y’). Por otro lado, la Proposicién dice
que la topologia compacto-abierta es mas gruesa que cualquier topologia admisible en compactos. Por tanto,
se tiene que 7, C Te. ]

Como consecuencia de este Teorema, se tiene que la topologia de la convergencia compacta sobre C(X,Y)
no depende de la distancia d. Por tanto, por el Corolario [5.1.6] si X es compacto, la topologia uniforme 74
sobre C(X,Y’) tampoco depende de la distancia d.
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5.2. Teorema de Ascoli

En esta seccién se va a demostrar el Teorema de Ascoli utilizando argumentos desarrollados a lo largo
de este trabajo en las Secciones y Este es un resultado clasico tiene muchas aplicaciones en analisis
pero estas se escapan del contexto del trabajo.

Recordemos que una aplicacién f entre un espacio topolégico X y un espacio métrico (Y, d) es continua
en g € X si para todo € > 0 existe un entorno abierto U de x¢ tal que para todo z € U se tiene que

d(f (o), f(x)) < e

Un conjunto F C YX es equicontinuo en zy cuando el mismo abierto U que aparece en la definicién de
continuidad para una de las aplicaciones vale para el resto de las aplicaciones de F. Este tipo de subconjuntos
de YX se utilizan en la demostracién del Teorema de Ascoli y su definicién formal se enuncia a continuacién.

Definicién 5.2.1. Sean X un espacio topoldgico e (Y, d) un espacio métrico. Un subconjunto F del espacio
de aplicaciones continuas C(X,Y") se dice equicontinuo en xy € X si para todo € > 0 existe un entorno
abierto U de x¢ tal que para todo f € F y todo x € U se tiene que

d(f(zo), f(x)) <e
Si F es equicontinuo en cada punto xg de X, se dice que F es equicontinuo.

Por el comentario previo a la definicién se concluye que todas las aplicaciones de un conjunto equicontinuo
son continuas. Ademas, dado un conjunto F equicontinuo en xgy y un subconjunto G C F, se tiene que G es
también equicontinuo en xy. A continuacién se enuncia un resultado que relaciona la equicontinuidad de un
conjunto de aplicaciones con la total acotacién de dicho conjunto respecto a la distancia uniforme.

Lema 5.2.2. Sean X un espacio topoldgico e (Y, d) un espacio métrico. Si un subconjunto F de C(X,Y) estd
totalmente acotado para la distancia uniforme p correspondiente a d, entonces F es equicontinuo respecto
a la distancia d

Demostracion. Sea F un subconjunto totalmente acotado de C(X,Y") para p. Veamos que F es equicontinuo
respecto a d. Para esto, basta ver que dados un punto x¢p € X y un valor 0 < € < 1, existe un entorno
abierto U de xg tal que, para todo f € F y para todo x € U, se cumple que

d(f(xo), f(z)) <e.

Para £ > 1 basta tomar un abierto U que cumple la condicién para algtin ey < 1.
Como F es totalmente acotado, dado d > 0 existen fi, ..., fn € F con F C Use B5(fi,0). Sig € Bj(fi, )
entonces, para todo xg € X, se cumple que

d(fi(x0), 9(0)) < igg{d(fi(fﬂ)vg(ﬂf))} <9

Dados zp € X y v > 0, como las aplicaciones f; son continuas, U; = f; " (Ba(fi(x0),7)) es un abierto de
X. Se ve que para todo = € U; se cumple que

d(fi(xo), fi(x)) <~

Sea g € F una aplicacion de F. Entonces existe ig € [n] tal que g € Bj(fi,,0). Por la desigualdad
triangular, se tiene que

d(g(z0), 9(z)) < d(g(xo), fio(w0)) + d(fiy(0), 9(x)) < d(g(0), fio(w0)) + d(fig(x0), fio(x)) + d(fir (), g(2))

Tomando § = v = £, por ser § < e < 1, la distancia acotada d y la distancia d coinciden, y para todo
x € U, se cumple la desigualdad
d(g(z0), g(x)) <d+v+d=¢

y por tanto que JF es equicontinuo respecto a d en xq, para todo xg € X. Luego F es equicontinuo respecto

ad. O
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Teorema 5.2.3 (Teorema de Ascoli). Sean X un espacio topoldgico e (Y, d) un espacio métrico. Se considera
el espacio de aplicaciones continuas C(X,Y") dotado de la topologia de convergencia compacta 7. y sea F un
subconjunto de C(X,Y). Si F es equicontinuo respecto a d y, para cada a € X, el conjunto

Fo={f(a): f€F}

verifica que F, es compacto en Y, entonces F estd contenido en un subespacio compacto de C(X,Y). El
reciproco es cierto si X es Hausdorff y localmente compacto.

Demostracion. A lo largo de esta demostracion, salvo que se especifique lo contrario, se va a considerar el
espacio de aplicaciones YX dotado de la topologfa punto-abierta 7p ¥ el espacio de aplicaciones continuas
C(X,Y) dotado de la topologia de la convergencia compacta 7.. Bajo estas condiciones, en general, C(X,Y")
no es un subespacio de YX.

Primera implicacion: Para la primera implicacién, la demostracién se separa en tres pasos.
1. Se ve que el conjunto G = F es compacto en YX con la topologia punto abierta.
2. Se ve que G es equicontinuo respecto a d (y que por tanto todas las aplicaciones g € G son continuas).

3. Se ve que la topologia punto abierta en Y y la topologia de la convergencia compacta en C(X,Y)
restringidas a G coinciden.

Como consecuencia de estas tres afirmaciones, se concluye que el conjunto G es un conjunto compacto en
C(X,Y) para la topologia de la convergencia compacta, es decir, G es un subespacio compacto de C(X,Y")
que contiene a F.

Paso 1: Consideramos los subconjuntos cerrados C, = F, de Y que son compactos por hipétesis. Se
considera el conjunto de la topologia producto (que es la misma que la topologia punto abierta) en YX dado
por

H Co={g€Y™ :g(a) € C, para todo a € X}.
aeX

Para todo f € F, se tiene que f(a) € F, C C, y por tanto

Fc ][] Ca

aeX

Por otro lado, como los subconjuntos C, son cerrados y compactos, por la Proposicién y el Teorema
3.1.12| se tiene que Han C, es cerrado y compacto en YX. Luego

G=Fc]]Ca

aeX

y G es compacto en YX con la topologfa punto-abierta por ser un subconjunto cerrado de un espacio
compacto.

Paso 2: Veamos que G es equicontinuo respecto a d. Como F es equicontinuo, se tiene que para todo
xo € X y § > 0, existe un entorno abierto Us C X de xg tal que para todo f € F

d(f(x), f(zo)) <6

para todo x € Us. Basta probar que dado € > 0, para todo g € G y para todo = € Us se cumple que

d(g(x), g(z0)) < e
Sean g € G y x € Us. Fijamos § = 5 y tomamos el abierto de la topologfa punto-abierta

Vz = Bd(Q(l'), 6)96 N Bd(g(x0)7 6)10
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de modo que si f € V,, se tiene que

d(f(x),9(x)) <6y d(f(xo),9(x0)) <.

Luego g € V.. Como g € G = F, entonces V, N F # () y por tanto existe f € F tal que f € V,. Aplicando la
desigualdad triangular, se tiene que

d(g(x), g(wo)) < d(g(x), f(x)) + d(f(x), g(x0)) < d(g(x), f(x)) +d(f(x), f(x0)) + d(f(x0), g(20)) < 3 = .

Luego se tiene la desigualdad buscada

Paso 3: Veamos que la topologia punto-abierta 7, sobre Y X restringida a G coincide con la topologia
de convergencia compacta 7. sobre C(X,Y’). Como la topologia punto abierta es siempre més gruesa que la
topologia de convergencia compacta (ver Teorema , basta probar que restringiendo las topologias a G,
se tiene la inclusion 7. C 7,. Sea g € Bc(g,e) NG con C C X un subespacio compacto y € > 0. Se quiere
encontrar un abierto W de la topologia punto-abierta sobre YX tal que g € W NG C Be(g,€) NG
Como G es equicontinuo, tomando § = §, se tiene que para todo ¢ € C se puede encontrar un entorno
abierto U. C X de c tal que para todo f € G y todo = € U, se cumple que

d(f(x), f(c)) < 0.

La familia de abiertos {U.}.cc es un recubrimiento abierto del conjunto compacto C'. Luego existe subfamilia
finita {Uc, }ig[n) con C' C Ujglp U, Tomamos el abierto W de la topologfa punto-abierta dado por

W = m Bi(g(c;),6)“.
i€[n]

Se tiene que para todo h € W se cumple que
d(h(ci), g(ci)) <0

para todo i € [n]. Veamos que W NG C Be(g,¢). Sea h € WNG. Dado x € C, se toma el indice i tal que
x € U,. Como h,g € Gy heW, por la desigualdad triangular, se tiene que

d(h(z), g(x)) < d(h(x),g(ci)) + d(g(ci), g(x)) < d(h(x), h(ci)) + d(h(ci), g(ci)) + d(g(ci), g(x)) < 36 =&.
Luego se tiene la desigualdad buscada

Sequnda implicacion: Supongamos que X es Hausdorff y localmente compacto, y sea G un subconjunto
compacto de C(X,Y) que contiene a F. Se quiere ver que F es equicontinuo y que los conjuntos F, son
compactos para todo a € X. Para esto, basta ver que G es equicontinuo y que los conjuntos G, son compactos.
Si G es equicontinuo, como F C G, entonces F también es equicontinuo. Por otro lado, si los conjuntos G,
son compactos, entonces como F, C G, se tiene que F, C G porque G es cerrado por ser un subespacio
compacto de un espacio Hausdorff. Por tanto F, es compacto.

G es equicontinuo: Para ver que G es equicontinuo en un punto a € X, basta ver que, dado A un entorno
compacto de a (que existe por ser X localmente compacto), el conjunto

R={fla: f€G}

es equicontinuo en a. Esto es porque si R es equicontinuo en a, entonces para todo € > 0 existe un entorno
abierto U C A de a tal que para todo f|4 € R y para todo x € U se cumple que

d(fla(z), flala)) <e.

Como A es un entorno de a, existe un abierto V' de X tal que x € V' C A. Luego, para todo € > 0, existe
un entorno abierto U NV C X de a tal que

d(f(x), f(a)) <e
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para todo f € G y para todo x € U N V. Por tanto, G es equicontinuo en a si lo es R.
Se considera el conjunto C(A,Y') con la topologia de la convergencia compacta y la aplicacién restricciéon

ra:C(X,Y) — C(A,Y)
fr—fla

Sean f|4 € (A,Y). Dadoe > 0y C C A un compacto, consideramos B¢ (f|a,¢e). Tomamos el abierto
Be(f,e) CC(X,Y) y tenemos

ra(Belf.e)) ={ralg) : g € Be(f,e)} = {94 sup{d(f(x), g(@))} <}

C {gla: ilelg{d(f\A@?%g\A(ﬂf))} < e} = Bo(fla,e).

Como 74(Bc(f,e)) C Be(f|a,e) concluimos que r4 es continua en C(X,Y).
La imagen de G por la aplicacién 74 es el conjunto

ra(G)={fla: fegG}t=R.

Como G es compacto y r4 es continua, R es compacto en C(A,Y) con la topologia de la convergencia
compacta. Ademés, como A es compacto, la topologia de convergencia compacta y la topologia uniforme
coinciden en C(A,Y’) (ver Corolario [5.1.6)). Por tanto, R es compacto en (C(A4,Y),p) donde p es la distancia
uniforme inducida por d. Por dltimo, como R es compacto en (C(A,Y),p), se tiene que R es totalmente
acotado para la distancia p y por el Lema [5.2.2] se concluye que R es equicontinuo en a. Por tanto, G es
equicontinuo en a.

G, es compacto: Para ver que el conjunto G, es compacto, se consideran las aplicaciones

Ja: C(X,)Y) —C(X,)Y)x X e:C(X,)Y)xX —Y
fr—=(fa) fr— f(a)
La aplicacién j, es continua ya que dado un abierto W x V de C(X,Y) x X se tiene que j; '(W x V) =W
sia € Vyijil(WxV)=10sia¢V.Por otro lado, la aplicacién e es continua por considerarse C(X,Y)
con la topologia de la convergencia compacta 7. que coincide con la topologia compacto-abierta 75 por el

Teorema Como X es Hausdorff y localmente compacto, se cumple que la topologia compacto-abierta es
admisible sobre C(X,Y’) por el Corolario Por tanto, la aplicacién e o j, es continua. Luego el conjunto

eoja(G) ={e(i(f): feGt={f(a): f€G} =Ga

es compacto para todo a € X. O



Capitulo 6

Topologias en el espacio de
homeomorfismos

Este capitulo esta dedicado al estudio de las topologias en el espacio de homeomorfismos de un espacio
topolégico en si mismo. Concretamente, se va a definir una nueva topologia sobre este espacio, se va a
estudiar como esta se relaciona con la topologia compacto-abierta y se van a dar una serie de resultados que
permiten asegurar que el espacio de homeomorfismos es un grupo topolégico bajo ciertas condiciones. Los
resultados aqui presentados se han sacado de [2] y [3].

6.1. Espacio de homeomorfismos y la g-topologia

En este capitulo se va a estudiar el espacio de homeomorfismos de X en si mismo. Se define el conjunto
H(X) = {f € X tal que f es homeomorfismo}

que en caso de que el espacio X sea claro por el contexto denota H. Por otro lado, al tratar con un tinico
espacio topoldgico, se simplifica la notacién y se escribe C(X) en lugar de C(X,X) para el espacio de
aplicaciones continuas de X en si mismo. Al igual que con los homeomorfismos, si el espacio X es claro por
el contexto, se escribe C en lugar de C(X).

Dado un espacio topolédgico X, el conjunto H(X) forma un grupo con la composicién de aplicaciones
como operacién binaria. Este resultado es conocido y se puede encontrar en cualquier libro de topologia
general.

Las topologias compacto-abierta y punto-abierta siguen estando bien definidas en este contexto y ademas,
como H(X) C C(X), algunos resultados demostrados para las aplicaciones continuas se cumplen de manera
inmediata para los homeomorfismos.

A continuacién se define una nueva topologia sobre el conjunto H y se estudia cuando coincide con las to-
pologias anteriormente definidas. Ademas, esta nueva topologia permite probar que bajo ciertas condiciones
el espacio de homeomorfismos es un grupo topoldgico.

Definicién 6.1.1. Sea X un espacio topoldgico. Se define la g-topologia sobre el conjunto H(X) como la
topologia generada por la subbase

S, = {UX C H(X) : K cerrado, U abierto y K o X \ U compactos}
Esta topologia se denota por 7.

Observacién 6.1.2. Si X es compacto, entonces 74 C 73 ya que en este caso los subconjuntos cerrados
de X son compactos y por tanto S; C Si. Si X es Hausdorff, entonces 7, C 7, ya que en este caso los
subconjuntos compactos de X son cerrados y por tanto S C S,. Es decir, si X es compacto y Hausdorff
entonces ambas topologias coinciden en H(X).

39
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Se ha visto en el Capitulo [4] que cuando el espacio X es localmente compacto y Hausdorff, el espacio
de aplicaciones continuas C(X,Y’) tiene ciertas propiedades de interés. Ademas, bajo estas condiciones, se
ha probado que existe una compactificacién por un punto X* de X (ver Apéndice . Dado que cuando el
espacio X es compacto se pueden relacionar las topologias 7, y 7, es razonable plantearse si existe alguna
relacién entre el grupo de homeomorfismos de X y el grupo de homeomorfismos de su compactificacién X*.

Definicién 6.1.3. Sean X un espacio topolégico Hausdorff y localmente compacto, X* = X U {p} su
compactificaciéon por un punto con p ¢ X y C(X*) y H(X™) los conjuntos de aplicaciones continuas y
homeomorfismos de X* respectivamente. Se definen los conjuntos

= O ={feC(X"): f(p) = p} CC(X7)
= W ={f e H(X"): f(p) = p} CH(XT)

Observaciéon 6.1.4. Sea X un espacio topolégico localmente compacto y Hausdorff. Entonces, el sub-
conjunto H* C H(X*) es un subgrupo de H(X*). Dadas dos aplicaciones f*, g* € H* se tiene que
(f*o(g") @) = f((¢")"'(p)) = f*(p) = p y para = # p se tiene que (¢*)"'(z) # p y por tanto
(f*o(g") H)(z) #p.

Si X es un espacio topolédgico localmente compacto y Hausdorff, entonces se puede considerar su com-
pactificacién por un punto X* = X U {p} con p ¢ X. Ademads, dada una aplicacién f de C(X), se puede
considerar su extensién f* a C* dada por f*(x) = f(x) siz € X y f*(p) = p. La extension f* es continua
ya que los abiertos basicos de X* son o bien abiertos de X o bien conjuntos N tales que p € N y X*\ N es
compacto en X (ver Apéndice . Si se tiene un abierto N del segundo tipo, entonces

XNV =X\ NN pH Uph) = X\ FHIN\{ph) = XN (N {p})

es compacto por ser la contraimagen por una aplicacién continua de un compacto en un espacio Hausdorff
y por tanto (f*)~1(IN) es abierto en X*. Entonces se tiene que la aplicacién

¢ (C(X),7g) — (C", 1)
fr—=

estd bien definida.

Observacién 6.1.5. Se tiene que (f o g)* = f* o g* ya que para x € X, como ¢g*(z) = g(z) € X, se tiene
que

(feog)(x)=(fog)(x)=flg(x) = flg"(x)) = [ (g"(x)) = (f o g")(x)
y para p se tiene que (f o g)*(p) =p = f*(g"(p))-

Hasta ahora no han sido necesarias las topologias sobre C(X) y C*. Ahora se demuestra que tomando la
g-topologia en C(X) y la topologia compacto-abierta en C*, la aplicacién ¢ es un homeomorfismo.

Proposicién 6.1.6. Sean X un espacio topoldgico localmente compacto y Hausdorff y X* = X U {p} su
compactificacién por un punto. Entonces, la aplicacién ¢ : C(X) — C* que a cada aplicacién f le asocia su
extension f* es un homeomorfismo entre (C(X),74) y (C*, 7%).

Demostracion. La aplicacién es sobreyectiva porque dada f* € C* se puede considerar f*|x € C(X) y
o(f*|x) = f*. Por otro lado, si f* = ¢* entonces f(z) = f*(z) = g*(x) = g(x) para todo z € X, es decir,
f = g. Por tanto, la aplicacién ¢ es biyectiva. Basta ver que ¢ es también continua y abierta.

Previo a demostrar que ¢ es abierta, cabe recalcar que a lo largo de esta demostracién, siempre que no se
indique lo contrario, se considera que los conjuntos U son subconjuntos de C(X) y (U*)* son subconjuntos
de C*. Es decir, estos conjuntos denotan al conjunto de aplicaciones f tales que f(K) CUy fe€Co f €C*
respectivamente.
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Para ver que ¢ es abierta hay que tener en cuenta que en C(X*) las subbases de las topologfas 7, y 74
coinciden por ser X* compacto y Hausdorff. Por otro lado, sea UX C C(X) un abierto subbésico de Tq- Se
tiene que

p(UR) ={o(f)=f€C*: feUF}={f €C(X*): f(K) CUIN{f* €C(X*): f*(p) = p}

que es el abierto subbésico (UX)* = {f* € C* : f(K) C U}. Se ve que ¢(UX) = (UX)* es abierto para 7y
por serlo para 7,. Por tanto la imagen por ¢ de un abierto subbdsico de (C(X), 7,) es abierto en (C*,7y), es
decir, ¢ es abierta.

Sea ahora (UX)* = {f* € C* : f*(K) C U} un abierto subbdsico de (C*, ;). Viendo como son los
abiertos de la base B* de X™* se pueden separar dos casos. Por la Observacion se tiene que

B*=BUB,=BU{N CX":pe Ny X"\ N compacto en X}

es base de X*. Si U € B entonces p ¢ U y como para todo f* € (UX)* se tiene que f*(K) C Uy f*(p) = p,
p ¢ K. Por esto, la contraimagen de (U¥)* por ¢ es

oTH((UR)) ={fec(X): f(K)cU}=U"

que es un abierto subbésico de 7. Como X es Hausdorff, se tiene que 7, C 74, es decir, Y UK) € T4. Por
otro lado, si U € B, entonces se tiene que

6N (WUF)) = {f €C(X) s F(K\ {p}) € (U\ {p})} = (U \ {phF\D)

En este caso, K\ {p} = KNX y U\ {p} = UNX son cerrado y abierto en X respectivamente. Ademas, por
construccién de B, se tiene que X*\ U = X \ (U \ {p}) es compacto en X. Por tanto ¢—1(UX) es abierto
en 7, y ¢ es continua.

Se concluye que como ¢ es biyectiva, continua y abierta entonces ¢ es homeomorfismo. O

Corolario 6.1.7. Sean X un espacio topolédgico localmente compacto y Hausdorff y X* = X U {p} su
compactificacién por un punto. Entonces, la aplicacién dada por

On (H(X)ng) — (H*,Tk)
[ fr

es un homeomorfismo de espacios topoldgicos y un isomorfismo de grupos.

Demostracion. Se tiene que ¢y = ¢|y es la restriccién al grupo de homeomorfismos H de la aplicacién ¢.
Ademds como

p(H)={f"eC: feHX)}=H"

Se tiene que la restriccién ¢4 es homeomorfismo. Basta comprobar que ¢4 es un homomorfismo de grupos.
Sin embargo esto es directo gracias a la Observacién vaque ¢(fog) = (fog)* = f*og* = ¢(f)og(g). O

6.2. Estructura de grupo topoldégico del espacio de homeomorfismos

Un grupo (G,-) se puede dotar de una estructura de espacio topolégico. Si bajo esta estructura las
aplicaciones de grupo son continuas, se dice que G es un grupo topoldgico. En este apartado se va a estudiar
que condiciones debe cumplir el espacio de homeomorfismos para que sea grupo topoldgico para la topologia
compacto-abierta y para la g-topologia.

Definicién 6.2.1. Un conjunto G dotado de estructura de espacio topolégico y de grupo se dice que es un
grupo topoldgico si las aplicaciones producto p : G x G — G dada por p(z,y) =z -y e inversa i : G - G
dada por i(z) = 7! son continuas.
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Un desarrollo més detallado a cerca de los grupos topoldgicos se puede encontrar en el Apéndice [C]

Proposiciéon 6.2.2. Sea X un espacio topolégico compacto y Hausdorff y sea ‘H su grupo de homeomorfis-
mos. Entonces, H es un grupo topoldgico con la topologia .

Demostracion. Para comprobar que (H, 7) es un grupo topoldgico basta probar que las aplicaciones inversa
i:H — H tal que i(h) = h~! y producto p : H x H — H tal que p(f,g) = f o g son continuas.

La aplicacién inversa i es continua: Sea h € H y consideramos U un abierto subbésico con h € UX, donde

U es abierto en X y K es compacto en X. Como h € UX | tiene que h(K) C U o lo que es lo mismo
X\UCX\hK)=hX)\h(K)=hX\K).

Tomando ahora la inversa de h a ambos lados se tiene que h™1(X \ U) C (X \ K) o lo que es lo mismo,
A=t e (X \ K)X\U) donde X \ K es abierto en X por ser K cerrado y X \ U es cerrado en X por ser
U abierto y por tanto, X \ U es compacto por ser X compacto. Se tiene entonces que dada la aplicacién
inversién i : H — H y un abierto subbdsico UX,

UK = {feH fleUNy={feH:  fe (X \K)FEW} =(X\K)XW

que es un abierto de 7. Por lo tanto la aplicacién inversa es continua.

La aplicacién producto p es continua: Para probar que la aplicacién producto (o composicién) es continua

se ve primero que dado UX con U abierto en X y K compacto en X, existe un abierto V de X tal que:
P UR) = {(f.9) eHxH:fogeUr}=UY x V¥

Por un lado, si f og € UX entonces f(g(K)) C U o lo que es lo mismo, g(K) C f~1(U) donde g(K) es
cerrado y f~1(U) es abierto. Por ser X compacto y Hausdorff, por el Corolario se tiene que X es
normal y por tanto, por la Proposicién existe un abierto V tal que g(K) c V Cc V C f~1(U) (donde
V es compacto por ser X compacto). Es decir, g(K) C V' y f(V) C U olo que es lo mismo, (f,g) € UV xVE,
Reciprocamente, si (f,g) € UV x V& entonces g(K) C V C V y por tanto f(g(K)) C U. Con esta igualdad
demostrada, se puede ver que si p : H x H — H es la aplicacién producto, entonces, dado un abierto
subbdsico UK de 74, B
p YUY ={(f,9) eHxH:fogeUE}=UV xVE

es abierto en H x H por ser V abierto en X y V compacto en X por ser cerrado en X con X compacto. Por lo
tanto se tiene que la aplicacién producto también es continua. Es decir, (H, %) es un grupo topoldgico. [

Teorema 6.2.3. Sea X un espacio topoldgico localmente compacto y Hausdorff y sea H el grupo de
homeomorfismos de X. Entonces, la topologia 74 es la topologia admisible mas gruesa que hace que H sea
grupo topoldgico.

Demostracion. Por ser X localmente compacto y Hausdorff se tiene que existe una compactificacién por un
punto de X dada por X* = X U {p} con p ¢ X (ver Apéndice . Dado que X* es compacto y Hausdorff,
por la Proposicién@ se tiene que H(X™*) es un grupo topolégico con la topologia 7i. Por otro lado, se ha
visto en la Observacion @ que H* es un subgrupo de H(X™) y por tanto también es un grupo topoldgico
con la topologia de subespacio inducida por la topologia 7. Teniendo en cuenta ahora el Corolario se
tiene que, como H con la topologia 7, es homeomorfo e isomorfo a H* con la topologia 7, entonces H es un
grupo topoldgico con la topologia 7.

Para ver que 74 es la topologia admisible més gruesa que hace que H sea grupo topolégico, se ve primero
que 74 es admisible en H. Como X es Hausdorff, se tiene que 7, C 7, y por tanto, como X es también
localmente compacto y H C C, la aplicacién evaluacion e : H x X — X dada por e(f, ) = f(z) es continua
considerando en H la topologia compacto-abierta. Entonces, la aplicacion evaluacién es también continua
para la g-topologia y 7, es admisible en H.
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Supongamos que hay otra topologia 7/ que es admisible en H y que hace que H sea un grupo topoldgico.
Como 7" es admisible, también es admisible en compactos y por la Proposicién se tiene que 7, C 7.
Como X es Hausdorff, los subconjuntos compactos K de X son cerrados y la subbase S, puede escribirse
como

S, = S, U{OF : F es cerrado, O es abierto y X \ O es compacto}.

Sea OF un abierto subbésico de Ty Si OF € S, entonces como 7, C 7' se tiene que OF € 7/. Por otro
lado, si OF cumple que F es cerrado y O es abierto con X \ O compacto, entonces como se ha visto en la
demostracién de la continuidad de la aplicacién inversa en la Proposicion [6.2.2] se tiene que

i"{(0F) = (X \ )\

donde X \ O es compacto y X \ K es abierto por ser K cerrado. Por tanto, i~1(Of) € 7, € 7/. Ademas,
como H es grupo topoldgico para la topologia 7/, se tiene que la aplicacién inversa es continua y por tanto
que el conjunto i(i~*(OF)) = OF es abierto en 7'.

Se concluye que dado un abierto subbdsico Of de T4, entonces OF es abierto en 7/ y por tanto que
74 C 7'. Es decir, 74 es la topologia admisible mas gruesa que hace que H sea grupo topolégico. O

Si en las hipdtesis ademads el espacio X es localmente conexo (ver Definicién [2.1.22)), se tiene que el
espacio de homeomorfismos H(X) es un grupo topoldgico con la topologia compacto-abierta 7.

Teorema 6.2.4. Sean X un espacio topolégico y H = H(X) su grupo de homeomorfismos. Si X es local-
mente compacto, localmente conexo y Hausdorff, se tiene que H es un grupo topoldgico con la topologia
T

Demostracion. En esta demostracién, se prueba primero que la aplicacién producto p : H x H — H dada
por p(f,g) = f o g es continua. Para esto no es necesaria la hipétesis de localmente conexo. Esta hipétesis

se utiliza para demostrar que la aplicacién inversa i : H — H dada por i(f) = f~! es continua.

Continuidad de la apliacacion p: Para demostrar la continuidad de la aplicacién producto se utiliza un ra-
zonamiento similar al de la Proposicion Sean f,g un homeomorfismos de X tales que fog € UK
con U un abierto y K un compacto de X. Se tiene entonces que f(g(K)) C U o lo que es lo mismo,
g(K) C f~YU) donde g(K) es cerrado y f~(U) es abierto en X. Como X es localmente compacto y
Hausdorff, cada punto admite una base de entornos compactos y por tanto, para todo =z € g(K) existe un
entorno compacto K, tal que z € K, C f~}(U). Como K, es entorno de X, existe entonces un abierto
Vy tal que z € V, € K, C f~}(U). Como K, es compacto en un espacio Hausdorff, se tiene que K, es
cerrado y por tanto que V, C K, y por ser V, cerrado contenido en un espacio compacto, también es
compacto. Se concluye que, para cada punto = € g(K), existe un abierto V, de clausura compacta tal que
reV, CV,C fHYU).

Como K es compacto y ¢ es una aplicacién continua, se tiene que g(K) es compacto y como la familia
{Vi}eeg(k) Tecubre g(K), se tiene que existe una subfamilia finita {Vy, }icn) que recubre g(K). Se define el

abierto
V=]V,

i€[n]

de manera que su clausura viene dada por
V=T
i€[n]

Luego V es también compacto por ser unién finita de conjuntos compactos. Se tiene que gK)cvcvVc
f~HU) o lo que es lo mismo, g(K) C V y f(V) C U. Por lo tanto g € VX y f € UY. Por otro lado, si
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(f,9) € UV x VE entonces f(V) C Uy g(K) C V de lo que sigue que f(g(K)) C f(V)C f(V)CU,olo
que es lo mismo, fog € UK. De aqui se deduce la igualdad

p_l(UK) — UV > VK
y por tanto que la aplicacién producto es continua.

Continuidad de la aplicacién i: Veamos ahora que la aplicacién inversa i : H — H dada por i(h) = h™! es

continua. Para esto, se utiliza que, por la Proposicién se tiene que la subbase

S = {U! : U es abierto en X y L es compacto, conexo y de interior no vacio en X}

es subbase para la topologia compacto-abierta. Sea U un abierto de X y L un conjunto compacto, conexo
y de interior no vacio en X con h~' € UL. Se quiere ver existe un abierto W en (H, ) que contiene a h
tal que i(W},) € UE. y que por tanto, la aplicacién inversa es continua en h para cualquier h € H.

Como se ha visto en parte anterior, existe un abierto G' de X clausura compacta tal que h~ (L) C G C
G C U. Aplicando de nuevo este razonamiento con el compacto G y el abierto U, se tiene que existe un
abierto V de X de clausura compacta tal que

RiLycGcGcVvcVcl.
Se tiene ademas que h(V) C h(U) y como h™1(L) C G, que h(X \ G) C X \ L. Entonces,
R(X\G)NV)C(X\L)Nh(V)C (X \L)NhU)

donde (X \ G)NV es compacto por ser cerrado y contenido en V que es compacto. Ademés, como el interior
de L es no vacio, existe un punto y € L° y por ser h homeomorfismo, se tiene que h(x) =y € L° para algin
x € X. Por tanto, B

he (X \ L)Nnh(U)XXODV) n (1°)7 =W,

donde por simplicidad de notacién se ha llamado W), al abierto definido en la expresion anterior. Para cada
aplicacién h~!, dado un abierto subbdsico U¥ con h™' € U existe un abierto subbdsico W, tal que h € W),
Falta ver que i(W}) C UL para ver que la aplicacién inversa es continua.
Sea f € W}, Para ver que i(W},) C U¥ se tiene que ver que i(f) = f~' € UL. Como f € W}, se tiene
que
FXNG)NV) C (X \L)NAU)).

tomando los complementarios de los conjuntos y teniendo en cuenta que, por ser f un homeomorfismo, para
dos subconjuntos A, B C X cualesquiera, f(A) C B implica que X \ B C f(X \ A), se tiene que

LCLUX\AU) =X\ ((X\L)Nh(U)) C X\ (X\G)NV))=f(GUX\V))=Ff(G)UFX\V)

Como G C V, se tiene que f(G)N f(X\V) =0y como L es conexoy f(G), f(X \V) son abiertos, entonces
LC f(G)oLC f(X\V). Como se tiene que h(z) € L°, se sigue que

reh N (L°Ych (L) cV
de donde se deduce que z € V y por tanto que x ¢ X \ V. Como ademds f € (L°)%, entonces f(z) € L° y
si se cumpliera que L C f(X \ V), como f(x) € L°, se tendria que

flx)eL°Cc LC f(X\V)

luego, tomando la imagen inversa de f a ambos lados, € X \ V lo que es un absurdo. Se tiene entonces
que L C f(G) y por tanto
fiLycGcu

es decir, f~! € UL, Entonces, i(Wp) cU L'y por tanto la aplicacién inversa es continua.
Como se ha visto que la aplicacion inversa y la aplicacion producto son continuas, se concluye que el
grupo de homeomorfismos H es un grupo topolégico con la topologia 7. O
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Como se ha mencionado en la Observacion [6.1.2] si el espacio X es compacto y Hausdorff, las topologias
Ty y Tk coinciden en #. Sin embargo, J.J.Dijkstra en [3] demostré una condicién diferente que permite
también asegurar que ambas topologias coinciden. Este reemplaza la hipdtesis de compacidad de X por la
de que cada punto de X tiene un entorno continuo (compacto y conexo).

Teorema 6.2.5. Sea X un espacio topolégico Hausdorff y no compacto y sea H su grupo de homeomorfismos.
Si cada punto de X tiene un entorno continuo, entonces la topologia 7, y la topologia 7, coinciden en H.

Demostracion. Como se ha mencionado en la Observacién dado que X es Hausdorff, se tiene que
T, C 7g. Mds concretamente, cuando X es Hausdorff, la topologia 7, viene dada por la subbase

S, = S, U{OF : F es cerrado y , O es abierto y X \ O es compacto}

donde S, es la subbase de la topologia 7. Por tanto, es suficiente ver que los subconjuntos de la forma OF
con F' cerrado y X \ O compacto son abiertos en la topologia 7.

Consideremos F' un conjunto cerrado en X y O un conjunto abierto en X cuyo complementario K = X\ O
sea compacto. Se quiere ver que dado f € OF existe un abierto Uy de la topologia compacto-abierta 7, tal
que f € Uy C oF.

Como f es un homeomorfismo, se tiene que f~!(K) es compacto. Para cada k € f~!(K), tomamos un
entorno continuo Cy tal que k € Cj, C f~(K). Como C}, es un entorno, existe un abierto W, tale que

keW,cCCc fU(K).

Luego la familia { W} } e p-1(k) recubre f~1(K). Por tanto, como f~!(K) es compacto, existe una subfamilia
finita {Wk, }ic[n) que recubre f~ YK). Ademés, para cada W}, existe un entorno que es un continuo Cj,. Se

cumple entonces que
U Wk C U Ck U Ck

i€[n] i€[n] i€[n]
donde Cy es el interior de Cy,. Como la familia {Ck, }ic[,) es finita, se define el compacto

C = Uck

i€[n]

Por un razonamiento analogo al anterior, para cada x € C se puede encontrar un entorno que es un
continuo C! y un abierto V, tales que x € V, C C.. Por la compacidad de C' se puede encontrar una
subfamilia finita {V,, };c[m) de abiertos de modo que

Cc U V., c |J @, c
[m] j€iml j€iml

donde (C7)° es el interior de Cj, . Se define el compacto
c=Jc
J€[m]

que cumple la cadena de inclusiones

fAKycoccc

donde se tiene que tanto C' como C’ son compactos y por tanto, como X es Hausdorff, C'y C’ son cerrados.
Vamos a considerar ahora dos casos, primero se considera el caso en que C’ no es abierto y luego el caso

en que si lo es. En cada uno de estos casos, se va a proceder de la siguiente manera: Primero se define un

conjunto Uy y se comprueba que es abierto. Luego se ve que f € Uy. Por tltimo se ve que Uy C oF.
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Supongamos que C' no es abierto: Entonces, su frontera dC” es no vacia. Se define el conjunto

Up = (0“0 (F(X\CP)n () F(CRM).

i€[n]

Uy es abierto de 7: O es abierto por hipétesis y f(X \ C) y f(Cy.) son abiertos por ser imdgenes de

abiertos por f que es homeomorfismo. Por otro lado, se tiene que C' N F es cerrado por ser interseccién de
cerrados, OC’ es cerrado por ser la frontera de un conjunto y k; es cerrado por ser un punto en un espacio
Hausdorff. Ademéds, como C' N F, 9C" y {k;} estan contenidos en C’ que es compacto, se tiene que estos
también son compactos por ser cerrados. Se tiene que Uy es abierto en la topologia compacto-abierta.

f € Uy: Por un lado, como f € OF, se cumple que f(F) C O y por tanto f(C'NF) C f(F) C O, es
decir,

f(C'nF)co.

Como C' C Ui (C},)° € C" y €' se ha supuesto que no es abierto, se tiene que C' C Ui (C,.)° € C' y

7

por tanto C’ C X \ C, o lo que es lo mismo,
foC) c f(X\O).
Por tdltimo, como para cada i € [n] se tiene que Cj, es entorno de k;, se cumple que k; € Cp, ¥ por tanto que
f(k:i) € f(CR).

Luego f € Uy.

Us C OF: Supongamos que existe h € Uy con h ¢ OF. Entonces existe un punto = € F tal que h(z) ¢ O,
es decir, h(z) € X \ O = K. Como h € Uy C OC'NF) se tiene que x ¢ C' ya que si € C’ se tendria que
h(C'N F) ¢ O. Por otro lado, como f~1(K) C C, se tiene que K C f(C) y por tanto

e h ' (K)ch Hf(C)).

Luego, para algtin i € [n], se cumple que x € h™(f(Ck,)). Reordenando y sin pérdida de generalidad, se
puede nombrar este i como i = 1 y obtenemos que x € h~1(f(Cy,)). Teniendo en cuenta que

heUscC f(Cp)k

se deduce que h(k1) € f(Cy) ), es decir, k1 € h_l(f(C',:l)) y ademads, por como se han tomado los elementos
k; se cumple que ky € C C C".

Como tanto f como h son homeomorfismos, C; = h~1(f(Cy,)) es compacto y conexo. Ademds, se tiene
quez € Cy y ky € Cy con x ¢ C'y ky € C'. Teniendo en cuenta que X = (C")°UdC" U (X \ C")°,

C1 = (Cy N (C)°)U(CLNAC) U (CLN(X\C))

y por tanto si (C1 N 9C") = () entonces C4, que es conexo, se puede escribir como la unién de dos abiertos
disjuntos no vacios (ya que k1 € Wy, C Cp C (C')° y = ¢ ('), lo que es un absurdo. Luego existe un punto
y € C1 N OC". Ahora, como

heUsc f(X\C)PY

se tiene que h(0C") C f(X \C) = X \ f(C) y por tanto que h(y) € f(X \ C), es decir, h(y) ¢ f(C) lo que
contradice que y € C; = h=1(f(Cy,)) C h=H(f(C)).

Como consecuencia, si C’ no es abierto, entonces para cada f € OF se puede encontrar un abierto Uy
de la topologia compacto-abierta 73 tal que f € Uy C oF.
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Supongamos que C' es abierto: El procedimiento en este caso es muy similar al caso anterior. Se considera
el conjunto
C'NF ki
Up = (09" 0 () F(CR)™)
i€[n]

que por argumentos similares al caso anterior es un abierto de la topologia compacto-abierta que cumple que
feU } De manera analoga al caso de que C’ no es abierto, supongamos que existe un h € U}\OF . Entonces
que existe un punto ¢ € F' tal que h(t) ¢ O o lo que es lo mismo, h(t) € K. Por el mismo argumento que
antes, se llega a que existe un indice i € [n], que por evitar confusiones se puede suponer que es i = 2, tal
que t,ky € h ™1 (f(Cr,)) v que t ¢ C’ pero ko € C'. Como antes, definiendo el conjunto compacto y conexo
Cy = h=1(f(Cy,)), se tiene que

Co=(Con(CH?)U(ConaC YU (Can (X \ )

pero como C’ es abierto y cerrado, se tiene que dC’ = () y por tanto que C3 se puede escribir como la unién
de dos conjuntos abiertos no vacios (ya que kg € Wy, C Ck,(C’)°), lo que es un absurdo. Se deduce que si
C' es abierto, se tiene que para cada f € OF existe un abierto U ]’c de la topologia compacto-abierta 7 tal
que f € U} C oF.

Se concluye que para cada f € OF existe un abierto U de la topologia compacto-abierta 7, tal que
feUyC OF. Por tanto, se tiene que la topologia T4 s igual a la topologia compacto-abierta 7. ]

Corolario 6.2.6. Sea X un espacio topolégico Hausdorff y no compacto y sea H = H(X) su grupo de
homeomorfismos. Si cada punto de X tiene un entorno que es un continuo, entonces H es un grupo topolégico
con la topologia 7

Demostracion. Como se ha visto en el Teorema bajo las hipétesis del corolario las topologias 7, y 7%
coinciden. Ademas, por el Teorema [6.2.3] como X es Hausdorff y localmente compacto, se tiene que H es un
grupo topoldgico con la topologia 7,. Por tanto, se concluye que H es un grupo topoldgico con la topologia
Th- O]

Para terminar capitulo, se presenta un ejemplo de espacio métrico localmente compacto que no es grupo
topoldgico para la topologia compacto-abierta, esto es, un espacio que cumple las hipétesis del Teorema
[6.2.3] pero no es grupo topoldgico porque se toma con la topologia compacto-abierta y no con la g-topologia.
Este ejemplo se puede encontrar en [3].

Ejemplo 6.2.7. Sea C' el conjunto de Cantor en la recta real R dado por

C= {Zgn'sne{()ﬂ} paracadaneN}

3
n=1

y dotado de la topologia de subespacio heredada de la topologia usual. Con esta topologia C' es un espacio
métrico y por tanto Hausdorff. Ademaés, C es localmente compacto ya que es compacto por ser un subconjunto
cerrado del espacio compacto [0, 1]. Se considera el subespacio X = C\{0} que también es un espacio métrico.
Ademads, como X es abierto y denso en C| se tiene que X es localmente compacto como consecuencia del
Teorema 18.4 de [9].
Se definen dos familias de entornos entornos {Up, }nen v {Vi tnen de 0 y 1 respectivamente de la forma
Up=CN0,55] v Va=Cn[-41]

de modo que U, NV, =0, Up41 S Uy y Vis1 S Vi, para todo n € N. Para cada n € N se define la aplicacién
hy : C — C dada por
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0 2
3

O

1 1
9 3

Figura 6.1: Definicién por trozos de las aplicaciones h, : C — C'y representacion de la aplicacién hy.

Esta aplicacion es biyectiva ya que se puede entender como la restriccién a C de una transformacién lineal
a trozos (ver Figura . Ademsds, es continua ya que es continua a trozos y los puntos de discontinuidad
son aquellos puntos que coinciden con los valores 3% que por definicién de C' no pertenecen al conjunto. Por
tanto, hy, € H(C) y como hy,(0) = 0, la restriccion hy,|x € H(X).

Se va a ver ahora que con la topologia compacto-abierta la sucesién {h,|x }nen tiende a la aplicacién
identidad idx : X — X pero que esto no es el caso para la sucesién {hn\}l}neN. Esto implica que la
aplicacién inversa i : H(X) — H(X) dada por i(h) = h~! no es continua ya que si esta lo fuera, entonces
por la Proposicién se tendria que, como {h,|x }neny — idx, entonces

{hnl % Inen = {i(hn|x) nen — ilidx) = idx

pero esto entrarfa en contradiccién con que la sucesién {hn|;(1}n€N no converge a idx y por tanto quedaria
demostrado que H(X) no es un grupo topolégico con la topologia compacto-abierta.

Probemos primero que {hy|x }neny — idx, es decir, dado un entorno abierto O¥ de idx con O abierto
y K compacto en X, queremos encontrar un N € N tal que para todo n > N se cumpla que h,|x € OX.
Como O es un entorno de idx se tiene que idx(K) = K C O C X y como 0 ¢ X, se tiene que existe un
M € N tal que para todo n > M se cumple que U, N K = (). Se separa ahora la demostracién en dos casos
dependiendo de si 1 pertenece o no a K.

Se considera primero que 1 ¢ K. Entonces, existe un M € N tal que para todo n > M, la interseccién
V., N K es vacia. Tomando N = mzix{M,M}, para todo n > N se cumple que U, N K =0y V, N K = (.
Por tanto, K C C'\ (U, UV,,) ¥ hyn|x (k) = k para todo k € K, es decir, h,|x € OX para todo n > N.

Por otro lado, si 1 € K, existe un M € N tal que para todo n > M se tiene que V,, C K. Tomando
N = méx{M, M} se tiene que para todo n > N se cumple que K \ V;,, € C'\ (U, UV,,) y por tanto que

ha(K\ V)= K\V, CO v ho(KNV,)=hp(V) =Va\ Vi1 CVu CKCO

es decir, h,(K) C O. Luego, h,|x € OX. Se concluye que {h,|x tnen — idx.

Por otro lado, ya que para todo n € N se cumple que 1 € V,,, se tiene que h,!(1) € U,. Entonces,
tomando el compacto K = {1} y el abierto O = C'nN [%, 1], se verifica que idx € O pero para todo n € N,
hyY(1) € U, y ONU, = 0. Entonces, h,; ' (K) ¢ O y se concluye que {hy|%" }nen no converge a idx.
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Apéndice A

Demostraciones de algunos de los
resultados preliminares

Proposicién [2.1.29] Sean (X, 7x) un espacio topoldgico y A, B dos subconjuntos de X dotados de la
topologia de subespacio. Se tiene entonces que:

1. Si X es compacto y A es cerrado en X, entonces A es compacto.
2. Si X es Hausdorff y A es compacto, entonces A es cerrado en X.
3. Si X es Hausdorff y A, B son compactos, entonces AN B es compacto.

4. Si X es Hausdorff, entonces si los subconjuntos A y B son compactos y disjuntos, existen abiertos
disjuntos Ua,Up que contienen a A y B respectivamente.

5. Si X es regular, entonces para cada entorno U de un punto z € X existe un entorno V de z tal que
zeVcCcVcyU.

6. Si X es normal, A es cerrado y B es abierto y A C B entonces existe un abierto V tal que A C V C
V C B.

Demostracion. Los resultados de los apartados I y 2 se pueden encontrar en cualquier libro de topologia
general como [7] o [6]. Por otro lado el apartado & es consecuencia directa de los dos primeros apartados. A
continuacién se demuestran los apartados 4, 5 y 6.

4. Como A y B son disjuntos, dados a € Ay b € B se tiene que a # b. Por tanto, dado que X es
Hausdorff, existen abiertos disjuntos Uy, V,p que contienen a a y a b respectivamente. Fijando b € B,
se puede repetir este proceso para todos los elementos de A de donde se obtiene que {U,p}aca €s un
recubrimiento abierto de A por lo que existe un subrecubrimiento finito {Uy, »}ic[n] ¥ sus correspondientes
abiertos disjuntos {Vj, »}ic[n)- Se definen ahora los conjuntos Uy = Uie[n] Usp Y Vo = ﬂie[n} Va, p que son
abiertos por ser unién y interseccién finita de abiertos y A C Uy por ser los Uy, , recubrimiento. Ademds, se
tiene que como

Up Vo= (|J Ua) 0 ([) Vay) = J Win ([) Vay)) € |J (Win Vi) =0

1€[n] Jj€[n] 1€[n] jE€[n] 1€[n]

son abiertos disjuntos. De manera similar, como V}, es abierto para todo elemento de B se tiene que {V;}1en
forma un recubrimiento abierto de B y por tanto existe un subrecubrimiento finito {Vj, }refm) con sus
correspondientes abiertos disjuntos {Uy, }rejm). Definiendo entonces U = (e Un ¥ V' = Upepm) Vor, se
tiene que como A C Uy, para todo k € [m], A C U y por ser {Vy, }ie|m] Tecubrimiento B C V. Ademas, se
tiene que
UﬂV:( ﬂ Ubk)m( U ‘/bf): U (( ﬂ Ubk)m‘/bt)c U (Ubtm%t):(b
te(m]

ke[m] te[m] ke[m)| te[m)|

o1
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Por lo tanto se tiene que existen abiertos disjuntos U,V que contienen a A y B respectivamente.

5. Sea U un abierto que contiene a z. Se tiene que X \ U es un cerrado que no contiene a x. Por ser X
regular, existen abiertos disjuntos que contienen a z y X \ U que se pueden llamar V' y W respectivamente.
Como V' y W son disjuntos se tiene que V' C (X \ W) y por otro lado se tiene que como (X \U) C W
entonces (X \ W) C X \ (X \U) =U. Por lo tanto, se tiene la cadena

reVcVc(X\W)cU

que se da por ser X \ W cerrado.

6. Como B es abierto se tiene que X \ B es cerrado. Como X es normal, existen abiertos disjuntos
Va,Vp tales que A C Vy y X\ B C V. Ademas, V4 C X\ Vp C B,y X \ Vg es cerrado, se tiene que
AcCVyCVa4C X\ Vg CB. O

Proposicién Sea (X, 7) un espacio topolégico Hausdorff y localmente compacto. Sea x € X un
punto y U el entorno de = que cumple que U es compacto. Entonces, el entorno compacto U de x es normal.
Es maés, cualquier entorno de x contiene un entorno compacto de x, es decir, en cada punto se puede definir
una base de entornos compactos.

En particular, si X es compacto y Hausdorff, entonces X es normal y en cada punto se puede definir
una base de entornos compactos.

Demostracion. La primera parte del resultado sigue inmediatamente de la Proposicién ya que si
X es Hausdorff, entonces U es Hausdorff y dados dos cerrados disjuntos C1,Co de U con la topologia de
subespacio, se tiene que estos son compactos y por tanto, por el apartado 4 de la Proposicién [2.1.29] estéan
contenidos en dos abiertos disjuntos de U.

Para la segunda parte, utilizando también la Proposicion dado un entorno V de x se tiene que
V N U es entorno de = en U y por ser U normal, U es también regular por lo que existe un entorno W de
zenUtalquex € W CW C VNU. Por ser U compacto, se tiene que W es compacto en U y por tanto
también en X.

Por tdltimo, si X es compacto y Hausdorff entonces basta tomar U = X de donde se concluye que X es
normal y por el apartado 5 de la Proposicién [2.1.29 se tiene que en cada punto de X se puede definir una
base de entornos compactos. ]

Proposicién [2.1.34, Sean X e Y dos espacios topoldgicos, sea K C Y un compacto de Y y sea zg un
elemento de X. Sea W un abierto de X x Y que contiene a {zo} x K. Entonces, existe un abierto U de X
talque U X K CW yxgeU.

Demostracion. Como W es un abierto de la topologia producto y {zo} x K C W, se tiene que para cada
punto (zg,y) € {xo} x K existen abiertos Uy, V,, de X e Y respectivamente tales que

(zo,y) € (Uy x V) W

de forma que la familia {U, x V, },ck es un recubrimiento abierto de {zo} x K. Por ser K compacto, existe
un subrecubrimiento finito {Uy, x Vy, }ie[n) que recubre {zo} x K. Definiendo U = (;¢(,) Uy, se tiene que U
es un abierto de X que contiene a z y que para cualquier i € [n] se cumple que,

{zo} x K)Cc(UxK)C (U, xK)CW

de donde se deduce que U es un abierto de X tal que U x K C W y x¢g € U. ]



Apéndice B
Compactificaciones

En este apartado se introducen brevemente las compactificaciones de los espacios topoldgicos. Dado
un espacio topoldgico X, una compactificacién de X busca encontrar un espacio compacto Y que preserve
algunas propiedades topoldgicas de X . De esta manera, se busca extender a X ciertas propiedades topolégicas
que requieren de un espacio compacto para ser satisfechas. Los resultados de este Apéndice se pueden
encontrar en el capitulo 10 de [4].

Definicion B.0.1. Sean X e Y espacios topoldgicos. Sea h : X — Y un homeomorfismo entre X y
h(X) C Y donde Y es compacto y Hausdorff. Si h(X) es denso en Y al par (Y, h) se le llama compactificacion
de X. Cuando Y \ X es un punto, (Y, h) es una compactificacion por un punto de X y se denota por X*.

Observacién B.0.2. Por la definiciéon que se ha dado de compactificacién de X solo se plantean compac-
tificaciones de espacios Hausdorff ya que este va a ser el caso que se estudia en este trabajo. Sin embargo,
se pueden definir compactificaciones de espacios topolégicos no Hausdorff.

Lema B.0.3. Sean X # () un espacio topoldgico localmente compacto y Hausdorff y el conjunto X* =
X U{p} con p ¢ X. Sea B una base de X y

B,={NCX":peNyX*\N compacto en X}

una familia de subconjuntos de X* que contienen a p. Entonces B* = BU B, es una base para una topologia
en X*.

Demostracién. Se ve que los conjuntos del tipo X* \ {x} pertenecen a B, por tanto B, es no vacio y
X' = UBGB* B.

Para demostrar la segunda propiedad del Teorema|2.1.3] se toman dos elementos By, By € B* y un punto
x € By N By. Si By, By € B (por lo que = # p), entonces por ser B una base de X existe un elemento B € B
tal que x € B C B1 N Bo.

Si By, By € By, se tiene que X* \ (B1 N By) = (X*\ By) N (X*\ By) es intersecciéon de dos compactos y
por ser X* Hausdorff, la interseccién es compacta y por lo tanto Bs = B; N By es un elemento de la base
B,.

Por tltimo, si By € B, y B2 € B se tiene que X*\ By C X es compacto y por ser X un espacio Hausdorff,
se tiene que X*\ By es cerrado. Por lo tanto, By N X es abierto en X y como p ¢ By, BN By = (B1NX)N By
es abierto en X y por tanto para todo x € By N By existe B3 € B tal que x € By C By N By. Se concluye
entonces que B* es base para una topologia en X* O

En el siguiente teorema se da una caracterizaciéon de los espacios topolégicos que tienen una compacti-
ficacién de un punto. En muchas de las demostraciones de los teoremas que aparecen en El capitulo [0] se
requieren las condiciones de este teorema.

Teorema B.0.4. Sea X # () un espacio topoldgico no compacto. Entonces, X tiene una compactificacion
por un punto X* = X U {p} si y solo si X es localmente compacto y Hausdorff.
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Demostracion. Supdngase primero que X* = X U {p} es una compactificacién por un punto de X. Por
definicién X es Hausdorff y falta ver que es localmente compacto. Sea £ € X un punto de X. Por ser X*
Hausdorff existen abiertos disjuntos U, V' de X* que contienen a x y p respectivamente. Entonces X*\ V' es
cerrado en X* y por ser X* compacto, X*\ V es compacto en X*. Como UNV = ), entonces U C X*\ V
y por tanto X*\ V es un entorno de z en X que cumple que X*\ V es compacto, es decir, X es localmente
compacto.

Reciprocamente, supongamos que X es localmente compacto y Hausdorff. Se considera sobre X* la
topologia definida en el Lema Hay que probar ahora que X* dotado de esta topologia es compacto,
Hausdorff y que X es denso en X* para esta topologia.

Para ver que X* es compacto se toma un recubrimiento abierto U = {Uy }aca. Como U es recubrimiento
abierto de X™ existe al menos un abierto Uy, tal que p € U,,. Existe entonces un elemento B € B, tal
que X*\ B es compacto con p € B C U,,. Por tanto, existe una subfamilia finita {Us, }icfp tal que
X*\ B C Ujepn) U, Por tiltimo, como B C Ug,, se tiene que {Uag, Uy, -, Ua, } €s un subrecubrimiento
finito de U que recubre a X*. Por lo tanto, X™* es compacto.

Para ver que X* es Hausdorff tan solo es necesario ver que dado cualquier punto x € X existen abiertos
disjuntos U,V de X* que contienen a x y p respectivamente ya que X es Hausdorff por hip6tesis. Como X
es localmente compacto, dado x € X existe un entorno compacto K de x. Luego B = X*\ K es un entorno
abierto de p disjunto a K. Por lo tanto, existen abiertos U,V contenidos en K y X* \ K respectivamente
tales que x € U y p € V. Por lo tanto X* es Hausdorff.

Por 1ltimo, para ver que X = X* basta ver que {p} no es abierto en X* ya que entonces X no seria
cerrado por lo que X € X o lo que es lo mismo, X = X U {p} = X*. Si {p} fuera abierto entonces se
cumpliria que {p} € B, y por tanto se tendria que X* \ {p} = X serfa compacto. Por lo tanto se tiene que
{p} no puede ser abierto en X* y X es denso en X*. O




Apéndice C
Grupos y grupos topologicos

En este apartado se introduce brevemente la nocién de grupo y alguna de las propiedades de estos con
el objetivo de poder definir los grupos topolégicos.

Definiciéon C.0.1. Un conjunto G junto con una operacion binaria interna - : G x G — G se dice que es
un grupo si cumple las siguientes propiedades:

1. Asociatividad: Ya,b,c € G se tiene que (a-b)-c=a-(b-c).
2. Elemento neutro: Existe un elemento e € G tal que Va € G se tiene que a-e =€e-a = a.
3. Inverso: Ya € G existe un elemento a™' € Gtal quea-a ' =a"!-a=e.

Un subconjunto H C G se dice subgrupo de G si H es un grupo con la operacién - restringida a H.

Proposicién C.0.2. Sea G un grupo y H C G un subconjunto no vacio. Entonces H es un subgrupo de G
si y solo si para dos elementos cualesquiera a,b € H se tiene que a-b~! € H.

Definicién C.0.3. Sean (G, ¢) v (H,-g) dos grupos. Se llama homomorfismo de grupos a una aplicacién
f G — H que cumple para todo g1,g2 € G,

f91-6 92) = flg1) -1 f(g2)

Si f es ademas biyectiva se llama isomorfismo de grupos.

Proposicién C.0.4. Sean (G,-¢) y (H,-g) dos grupos y f : G — H un homomorfismo de grupos. Se
cumple entonces que

1. f(eg) = emy donde eg y eq son los elementos neutros de G y H respectivamente.
2. Para todo g € G se cumple que f(g7 1) = (f(g))~*
3. Si H es un subgrupo de G entonces f(H) es un subgrupo de H.

Dado que sobre un conjunto de puntos se puede definir una estructura de espacio topoldgico, no hay
nada que impida que el conjunto de elementos de un grupo tenga una estructura de espacio topoldgico. En
este caso, se dice que el grupo es un grupo topoldgico cuando las operaciones de grupo son continuas. La
combinacién de la estructura de grupo y la continuidad de las operaciones de grupo gracias a la estructura
de espacio topoldgico dota a los grupos topolégicos de propiedades interesantes. A continuacién se define
formalmente un grupo topoldgico y se presentan y demuestran algunas de sus propiedades més relevantes
para este trabajo.

Definiciéon C.0.5. Un conjunto G dotado de estructura de espacio topolédgico y de grupo se dice que es un
grupo topoldgico si las aplicaciones p(x,y) =z -y de G x G en G y i(x) = z~! son continuas.
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Proposicion C.0.6. Sea G un conjunto dotado de estructura de grupo y de espacio topoldgico. Entonces
G es un grupo topoldgico si y solo si la aplicacion

h:GxG—G

(z,y) —rz -y

es continua.

Demostracion. Se ve que h(x,y) = p(z,i(y)). Por tanto si G es un grupo topoldgico entonces como p e
i son continuas también lo es h. Reciprocamente, si h es continua se ve que, como p(x,y) = h(xz,y~ ') y
i(y) = h(e,y), p e i son continuas y por tanto G es un grupo topolégico. O

Proposicion C.0.7. Si G es un grupo topolégico y H es un subgrupo de G entonces H es un grupo
topolégico con la topologia inducida por G.

Demostracion. Como G es grupo topolégico se tiene que la aplicaciéon h : G x G — G dada por h(z,y) =
z -y~ ! es continua. Si se restringe la aplicacién a H x H se tiene la aplicacién h|g : H x H — H dada
por hlg(z,y) = x -y~ que estd bien definida porque al ser H subgrupo z -y~! € H para todo x,y € H y
ademads es continua porque la restriccion de una aplicacién continua a un subconjunto es continua. Por lo
tanto, H es un grupo topoldgico. ]

Proposicion C.0.8. Sean X un grupo topolégico, Y un espacio topolégico y ¢ : X — Y una aplicacién
entre ambos. Entonces, si ¢ es un homeomorfismo y un isomorfismo de grupos entonces Y es un grupo
topoldgico.

Demostracion. Sean las aplicaciones hy : X x X — X tal que hx(z1,22) = 71 -x;l yvhy : Y XY — Y tal que
hy (y1,y2) = y1 -y;l. Se ve que dado que ¢ es biyectiva para cada y € Y existe un unico z € X tal que ¢(z) =
y. Se tiene entonces que hy (y1,y2) = y1 -y;l = ¢(x1) - p(x2) ! aplicando ahora que ¢ es un homomorfismo
de grupos, se tiene que ¢(x1) - ¢(x2) "' = (1 - 25") = d(hx (x1,22)) = d(hx (¢~ (y1), o (12))). Entonces,
como hx es continua por ser X grupo topoldgico y ¢ y su inversa son continuas por ser homeomorfismos,
se tiene que hy es continua, es decir, Y es un grupo topolégico. O
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