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RESUMEN

El objetivo principal del trabajo es el estudio de los anillos de Picard-Vessiot para intro-
ducir la teoria de Galois diferencial. Esta teoria puede considerarse una generalizacién de
la teoria cldsica de Galois, donde los cuerpos se sustituyen por cuerpos diferenciales y las
ecuaciones polinémicas por ecuaciones diferenciales lineales.

A lo largo de la memoria se desarrolla, de forma progresiva, el marco necesario para
construir una extension del cuerpo base que contenga un sistema fundamental de solucio-
nes de una ecuacion diferencial, el anillo de Picard-Vessiot. Se empezara por los concep-
tos de anillos y cuerpos diferenciales, ecuaciones diferenciales lineales y posteriormente
anillos y extensiones de Picard-Vessiot. El trabajo finaliza con el estudio del grupo de au-
tomorfismos del anillo de Picard-Vessiot que conmutan con la derivacién, conocido como
grupo de Galois diferencial, y se enunciara el Teorema Fundamental de la teoria de Galois

diferencial.

Palabras clave: cuerpo diferencial, extension diferencial, ecuacién diferencial lineal,
modulo diferencial, anillo de Picard-Vessiot, grupo de Galois diferencial, teoria diferencial
de Galois.

ABSTRACT

The main objective of this final project is the study of Picard-Vessiot rings as a means to
introduce differential Galois theory. This theory can be seen as a generalization of classical
Galois theory, where fields are replaced by differential fields, and polynomial equations by
linear differential equations.

Throughout the work, the necessary framework is progressively developed to construct
an extension of the base field that contains a fundamental system of solutions of a differen-
tial equation, the Picard-Vessiot ring. It is started with the concepts of differential rings and
fields, followed by linear differential equations, and then Picard-Vessiot rings and exten-
sions. The project concludes with the study of the group of automorphisms of the Picard-
Vessiot ring that commute with the derivation, known as the differential Galois group. The

Fundamental Theorem of Differential Galois Theory will be stated.

Keywords: differential field, differential extension, linear differential equation, differen-

tial module, Picard-Vessiot ring, differential Galois group, differential Galois theory.
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CAPITULO

INTRODUCCION

Este trabajo tiene como objetivo introducir la teoria de Galois diferencial a través del es-
tudio de los anillos de Picard-Vessiot. La teoria de Galois clédsica trata de determinar cuando
podemos expresar las soluciones de una ecuacién polinomial en términos de operaciones
elementales de los coeficientes. Para ello, se consideran los automorfismos del cuerpo de
descomposicion del polinomio, es decir, el cuerpo que contiene a todas las raices que de-
jan invariantes al cuerpo de los coeficientes. Estos automorfismos forman un grupo que
se denomina grupo de Galois de la ecuacion polinomial. En el contexto diferencial, las ex-
tensiones de Picard-Vessiot cumplen el papel del cuerpo de descomposicion en la teoria
clasica.

La teoria de Picard-Vessiot se inicia a finales del siglo XIX con los trabajos de E.Picard
[5] y su alumno E.Vessiot [9] sobre la existencia de la teoria de Galois aplicada al estudio de
ecuaciones diferenciales lineales para el caso concreto del cuerpo de funciones racionales.
En esta teoria, los cuerpos de la teoria clésica se sustituyen por cuerpos diferenciales, es
decir, cuerpos equipados con una derivaciéon que es una aplicaciéon aditiva que cumple
con la regla de Leibniz. La ecuacion polinomial se sustituye por una ecuacion diferencial

lineal sobre un cuerpo diferencial K de tipo

(n—

Yy v a, 1y Vs +ary +ayy=»h,

conbe Kya; €K paracada i € {0,..., n—1}. Resulta que el espacio de soluciones de esta
ecuacion tiene dimension a lo sumo 7 sobre el subcuerpo de constantes, del mismo modo

que un polinomio de grado 7 tiene a lo sumo 7 raices en el cuerpo de coeficientes. Cuan-



CAPITULO 1. INTRODUCCION

do no hallamos suficientes soluciones en K buscamos ampliar este cuerpo para obtener
una base del espacio de soluciones. El propdsito de esta memoria es mostrar de manera
detallada como se puede construir esta extension de K que contiene a las soluciones de la
ecuacion, el anillo de Picard-Vessiot.

Para lograrlo, en el segundo capitulo introduciremos la nocién de anillo y cuerpo dife-
rencial y estudiaremos como extender las derivaciones a cocientes, localizaciones y exten-
siones algebraicas y trascendentes. Sefialamos que salvo que se diga lo contrario siempre
trabajaremos con anillos y cuerpos de caracteristica cero, al final del segundo capitulo in-
dicaremos brevemente los inconvenientes de trabajar en caracteristica positiva.

En el tercer capitulo, presentamos el concepto de ecuacion diferencial y su formulacién
en términos de sistemas lineales. Ademads, se introduce el concepto de médulo diferencial
para estudiar propiedades de los sistemas sin depender de una base concreta lo que per-
mite un enfoque mads general y algebraico en el estudio de las soluciones.

En el cuarto capitulo se recogen los resultados centrales del trabajo. Destacamos que
una diferencia clave respecto a la teoria cldsica es que, al afiadir soluciones de una ecuacion
diferencial, lo que se obtiene no es necesariamente un cuerpo, sino un anillo diferencial.
Para garantizar la minimalidad de este anillo serad necesario introducir la nocién de anillo
diferencial simple y probar las propiedades basicas. Con ello, demostraremos la existen-
cia y unicidad de los anillos de Picard-Vessiot. Estos anillos resultan ser dominios por lo
que podremos considerar su cuerpo de fracciones que denominamos extension de Picard-
Vessiot. Concluimos el capitulo y la memoria estudiando el grupo de automorfismos para
esta extension que conmutan con la derivacion, el grupo diferencial de Galois. A diferencia
delo que ocurre en la teoria cldsica donde el grupo de Galois de una ecuaciéon polinomial es
siempre finito, en el estudio de las ecuaciones diferenciales los grupos que aparecen pue-
den ser grupos infinitos. Finalmente enunciaremos, sin demostrar, la correspondencia de
Galois a este contexto.

Para la elaboracién del texto se han seguido dos fuentes fundamentales [6] y [8], com-
pletando los detalles de los razonamientos y realizando las demostraciones de los resulta-

dos auxiliares que se encuentran planteados como ejercicios en estas referencias.



CAPITULO

ANILLOS Y CUERPOS DIFERENCIALES

En este capitulo se presentardn los conceptos fundamentales relacionados con la teo-
ria de anillos y cuerpos diferenciales. En particular, se abordaradn las nociones de anillo de
constantes, se estudiard bajo qué condiciones se puede extender la derivacion a un anillo
cociente o a un anillo localizado de nuestro anillo original. Con esta informacién anali-
zaremos qué ocurre con la derivacion para las extensiones algebraicas y trascendentes de

cuerpos en la ultima seccion.

Todos los anillos y cuerpos considerados en este capitulo se suponen conmutativos,
con un elemento unidad y de caracteristica 0, o equivalentemente, que contienen a Q

como subcuerpo.

Al final del capitulo ilustraremos con algunos ejemplos y resultados los problemas que apa-

recen cuando se quiere trasladar esta teoria a cuerpos de caracteristica positiva.

2.1. Anillosy cuerpos diferenciales

Enla seccién que sigue, se presentardn la definicién de anillo y cuerpo diferencial, junto

con una serie de ejemplos ilustrativos.

Definicién 2.1. Sea Run anilloyd: R — Runaaplicacién. Decimos que 0 es una derivacién

si para todos a, b € R se cumple que

1. Homomorfismo entre grupos aditivos: 6(a + b) = 0(a) + 0(b).

3



CAPITULO 2. ANILLOS Y CUERPOS DIFERENCIALES

2. Regla del producto o regla de Leibniz: 6(ab) = d(a)b + ad(b).

Un anillo R equipado con una derivacion se llama anillo diferencial, y en el caso de que
el anillo sea cuerpo diremos que es un cuerpo diferencial. Dado un anillo diferencial R,
decimos que un anillo diferencial S es una extensién diferencial de R si R es subanillo de

S yla derivaciéon de S restringida a R coincide con la derivacion de R.
Ejemplo 2.2. Los siguientes son anillos diferenciales:
1. Cualquier anillo R con derivacidn trivial, es decir, 0 = 0.

2. Dado un anillo diferencial (R,0) y x € R, la aplicacion d(a) = x-94(a) para cada a € R

es también una derivacion sobre R.

3. Dado un anillo R consideramos la derivaciéon usual sobre el conjunto de series de po-
tencias formales R[[X]] dada por 0( 57, apX® = Y kapX* 1. Setiene que (R[[x]],0)

es un anillo diferencial y en particular el anillo de polinomios (R[x],0) también.

4. Dado (R,0) un anillo diferencial con derivacion a’ := d(a) para cada a € R. Se define el
anillo de polinomios diferenciales en y;, ..., y, sobre R, denotado por R{{y1,..., Vn}},

de la siguiente manera: para cada i € {1,2,...,n} y cada j € N, se considera la indeter-
minada ygj ) y definimos R{{y,..., y»}} como el anillo de polinomios

o 1 @2 o 0 @2 o 0 @2
Ry, 5y 50 e Yo Vs Vs vees Y o Vi o Vi oeeele

Obsérvese que este anillo no es noetheriano.

Extendemos la derivacion de R a una derivacion en R{{y1,..., y»}} estableciendo

( (0)
(yi i’

mente. Cuando n =1, dado P € R{{y}} decimos que P tiene orden 7 si n es el menor

Ny = ylg R simplicidad, escribiremos y; para y;”, y; para ygl) y asi sucesiva-

natural tal que P € R[y, ¥/, ..., y""1.

5. El anillo €°°(R) de las funciones indefinidamente derivables sobre R con la derivada
usual es un anillo diferencial que no es un dominio. Por otro lado, el anillo de las fun-

ciones enteras /#°(C) es un dominio diferencial por el Principio de los Ceros Aislados.

Presentamos también ejemplos de cuerpos diferenciales que emplearemos a lo largo
de la memoria. Los resultados de la Seccién 2.3 garantizardn que estos ejemplos son efec-

tivamente cuerpos diferenciales.
Ejemplo 2.3. Sea C un cuerpo, los siguientes son cuerpos diferenciales.

4



2.1. ANILLOS Y CUERPOS DIFERENCIALES

1. Dado un cuerpo C, tenemos que el cuerpo de fracciones racionales C(z) tiene estruc-
of

tura de cuerpo diferencial con la derivacion usual 0(f) = 5.

2. El cuerpo C((2)) de series de Laurent formales sobre C se construyen como el cuerpo
de fracciones del anillo de series de potencias formales C[[z]] y sus elementos admi-

ten una representacion en la forma

o0
n
f@= ) anz",
n=ngm
con ng € Z, es decir, con una cantidad finita de términos de exponente negativo y
con a, € C para cada n = ny. Tenemos que C((z)) es un cuerpo diferencial con la

derivacion usual definida sobre cada monomio.

3. Si C =C, dentro del cuerpo de series de Laurent formales C((z)) podemos considerar
el subcuerpo de las series de Laurent convergentes C({z}) en un entorno punteado

del origen que es también un cuerpo diferencial para la restriccion de la derivacion.

4. El cuerpo de todas las funciones meromorfas en cualquier subconjunto abierto co-
nexo del plano complejo extendido CU{oo} es un cuerpo diferencial con la derivacion
usual. Este cuerpo incluye todas las funciones definidas que son holomorfas en dicho

abierto excepto en un nimero finito de puntos donde tiene polos.

Definicion 2.4. Sean (R;,01) y (R2,02) dos anillos diferenciales y ¢ : Ry — R, un homomor-
fismo de anillos. Decimos que ¢ es diferencial si para todo elemento v € R; se tiene que
$(01(v)) = 02(p(v)).

Continuando con el Ejemplo 2.2, podemos generalizar la nocién de evaluar polinomios

al anillo de polinomios diferenciales.

Definicion 2.5. Sean (R, 0) un anillo diferencial, S una extension diferencial de R y los ele-
mentos Uy, Uy, ..., U € S. Definimos el homomorfismo de evaluacién de polinomios di-
ferenciales en 1y, ..., u, como el homomorfismo ¢ : R{{y,,..., yu}} — S diferencial R-lineal
que paracadai€{l1,2,...,n}ycada j € N, cumple que (,b(yfj) Ej)

; ) = u;”". Denotamos a laimagen

de P por ¢ como P(uy, Uy, ..., Uy) .

Ejemplo 2.6. En relacion con la Definicion 2.5, tomando R = S=C(z) y ¢ : C(2){{y}} — C(2)
dado por ¢(y) = z2, luego ¢p(y') = 2z, p(y") =2y $(y"’) = 0 para n € N con n = 3, tenemos

que el polinomio diferencial P(y) = y — %z y' cumple que P(z?) = 0.

5



CAPITULO 2. ANILLOS Y CUERPOS DIFERENCIALES

2.2. Anillo de constantes

En esta seccién vamos a introducir el concepto de conjunto de constantes de un anillo

diferencial.

Definicion 2.7. Sea (R,0) un anillo diferencial y ¢ € R. Decimos que ¢ es una constante si

0(c) = 0. Se define el conjunto de constantes por C = {c € R|0(c) = 0}.

Observacion 2.8. En el Ejemplo 2.2, se observa que el conjunto de constantes es todo R
en el primer caso. En el segundo caso, el conjunto de constantes podria contener nuevas
constantes si x es un divisor de cero. En el tercero y el cuarto, es simplemente el conjunto
de constantes del cuerpo base R. En el tltimo, se corresponde con las funciones constantes.

Por otro lado, en los dos primeros casos del Ejemplo 2.3, el conjunto de constantes es
simplemente el cuerpo base C, mientras que en los dos ultimos se corresponde con las

funciones constantes.

En todos los casos observamos que el conjunto de constantes de un anillo es un anillo

y el de un cuerpo es un cuerpo. Este es un hecho general como veremos a continuacion.

Proposicion 2.9. Sea (R,0) un anillo diferencial. Entonces el conjunto de constantes C es un
subanillo de R.

Demostracion. Dados c;,¢; € C como 0 es un homomorfismo de grupos tenemos que
0(c1 — ¢2) = 0(cy) +0(—c2) = d(cy1) —A(c2) = 0—0 = 0. Por lo tanto, se tiene que ¢; — ¢, € C.
Por otro lado, empleando la regla de Leibniz se cumple que

6(01 . Cg) = 0(61) Cr+(C '0(02) =04+0=0,

luego c; - ¢; € C. Finalmente, también tenemos que 0(1) = 0(1-1) = 20(1), por la regla de

Leibniz, luego se tiene que d(1) = 0 porque car(R) # 2 y deducimos que 1 € C. |

Para probar que el anillo de constantes de un cuerpo diferencial es también un cuerpo

necesitamos usar la siguiente férmula para calcular la derivada de un cociente.

Proposicién 2.10. Sea (R,0) un anillo diferencial t, s € R tales que s es una unidad, es decir,

s € R*. Entonces se cumple que

2.1 5(5):M

s s2



2.3. COCIENTE Y LOCALIZACION DE UN ANILLO DIFERENCIAL

Demostracion. En primer lugar, empleando la regla de Leibniz, por la Proposicién 2.9, se

tiene que 1 es una constante y observamos que

0:6(1):6(1-3):0(1)-s+§-6(3),

N N

luego 8(1/5s) = —A(s)/s?. Aplicando de nuevo la regla de Leibniz tenemos que

G(E):6(t).1+t.6(1):G(t).l.(_a(_;)).tza(t)s;zta(g)'
N S s S 5 -

Corolario 2.11. Sea (R,0) un cuerpo diferencial entonces el conjunto de constantes C es un

cuerpo.

Demostracion. Por la Proposicién 2.9, sabemos que C es un subanillo de R, dado c € C,
¢ # 0, veamos que ¢! € C para concluir que es un subcuerpo. Empleando la férmula (2.1)

tenemos que d(c™!) = —d(c)/c? = 0y concluimos que ¢! € C. |

En particular, se tiene que car(C) = car(R) =0 luego Q es un subcuerpo de C.

2.3. Cociente ylocalizacion de un anillo diferencial

En esta seccién vamos a estudiar bajo qué condiciones la derivacién de un anillo dife-
rencial induce una derivacién sobre los anillos cocientes o los anillos localizados. Comen-

zamos caracterizando los ideales que producen anillos cociente diferenciales.

Teorema 2.12. Sean (R,0) un anillo diferencial e I R un ideal, entonces la correspondencia

0:R/I—R/I

a+I—0(a)+1,
define una derivacion sobre R/ I si y solo sio(I) c I.

Demostracion. En primer lugar, supongamos que 0 es una derivacién. Tomamos x € I,
tenemos que 0(x) + I =0(x+ 1) =0(0+ 1) =(0) + I = 0+ I, luego d(x) € I, es decir, () < I.

Reciprocamente, si suponemos que 0(I) c I, para cada x € I tenemos que
m1(0(x)) =0(x) + 1 =0g/1,

7



CAPITULO 2. ANILLOS Y CUERPOS DIFERENCIALES

donde 7;: R — R/I eslaaplicacién de paso al cociente. Por tanto, se tiene que I < ker(;r;00)
y podemos aplicar la Propiedad Universal del grupo cociente para deducir que existe un
tinico homomorfismo de grupos 8 : R/I — R/I tal que d(a+ I) = n;(d(a)) = d(a) + I. Para
concluir solo debemos comprobar que 4 cumple la regla de Leibniz. Dados a, b € R, se tiene

que

d((a+I)(b+1D)=0(ab+1I)=08(ab)+1=0(a)b+adb)) +1=0(a)b+ ad(b) + I
=@@+Db+D+a+DOMB)+D=0a+Db+I)+(a+Dob+1).

Observamos que para verificar la condicién (/) c I basta comprobar que se cumple para

los generadores de I.

Proposicion 2.13. Sean (R,0) un anillo diferencial e I = R un ideal generado por{a;}je;. Si

d(aj) € I paracada j € ], entonces d(I) < I.

Demostracion. Tomamos a € I, como I estd generado por {a j} jej tenemos que a se puede
escribir como a = ¥/ | rraj,, para algunos ry € Ry aj, generadores de I. Aplicamos 0 a a
utilizando la regla de Leibniz

m

d(a) = G(Z rk“jk) = 2 0rpaj, +red(ag)).
k=1 1

Como por hipétesis d(aj,) € I, tenemos que ryd(a;) € Iy como aj, € I, d(ry)aj, € 1. Por
tanto, cada uno de los sumandos de la expresion anterior pertenece a I, luego d(a) € I y

concluimos que 6(I) c I. |

Recordamos que decimos que un subconjunto S de R es multiplicativamente cerrado si
1r € Sy si para todos s1, 5 € S se tiene que s; - 2 € S. El anillo localizado de R respecto a S
se construye considerando el conjunto de clases de equivalencia definido sobre R x S por la
relacion (ry, s1) ~ (2, $2) siy solo si existe un s3 € S tal que s3(r;52 — r251) = 0. El simbolo r/s
denota la clase de equivalencia del par (r, s) y el conjunto de clases se denota por S™!R. A
continuacién, veamos cuando podemos extender una derivacién de R a S"'R. Un ejemplo
de este tipo de construccion es el cuerpo de fracciones de un dominio D tomando R=DYy
S=D*.



2.3. COCIENTE Y LOCALIZACION DE UN ANILLO DIFERENCIAL

Teorema 2.14. Sean (R,0) un anillo diferencial y S € R un conjunto multiplicativamente
cerrado. Entonces la correspondencia

0:S'R—S7'R
r o(r)s—ra(s)

s §2

define una derivacion sobre ST\ R y es la tinica que cumple que d(r) = 0(r) para cadar € R.

Demostracién. En primer lugar, demostraremos que 0 estd bien definida. Supongamos
que r1/sy = 2/ sp. Por definicion de la relacion de equivalencia, existe un elemento s3 € S tal
que s3(r152 —r251) = 0. Aplicamos la derivaciéon 0 a ambos lados de esta igualdad y usamos

la regla de Leibniz en el anillo R
0=0[s3(r1S2—r281)] = 0(83)(r1 82 — r281) + 83[0(r1) $2 + 110(82) — 0(1r2) $1 — 120(81)].

Para simplificar notacion, llamamos B = 0(ry) sy + r10(s2) — 0(12) s1 — 120(81).

Multiplicamos la igualdad anterior por s35; 2, lo que anula el primer término, debido a que
s3(r182 — r281) = 0, y obtenemos S%lesg =0.

Queremos ver que las imagenes por la derivada 0 de r,/s; y r2/s, son iguales. Aplicamos

entonces la férmula de 0 a cada fraccién y restamos

() x[rz)_0@r)si—nd(s) 0(rz)sz—r20(sz)
5[] -5(2] = _ - _ .
$1 $2 S1 S2

Operando el numerador de la fraccién, vemos que
[0(r1)s1 = 110(s1)185 = [0(r2) 52— 120(s2)157 = B 152 + (r281 = 1152) (510(52) + 520(51)).

Multiplicamos esta expresion por sg € S, obteniendo que el segundo término se anula, ya

que contiene el factor rp 5] — 1 82, y por hipétesis eso es 0. Por ello, la expresion se reduce a
$5(18(r1)s1 = 110(s1)185 — [0(r2) s2 — 120(52)157) = $3B 51 52
Comprobamos entonces que el resultado anterior es 0 debido a que S§B s1 52 lo era. Asi, se

)Lz

Por tanto, tomando s4 = 532) € S, se cumple la condicién de igualdad en el anillo localizado

concluye que

porque las imagenes de r1/s; y r2/s, bajo 0 coinciden en S™!R, lo que prueba que 0 esta

9



CAPITULO 2. ANILLOS Y CUERPOS DIFERENCIALES

bien definida.

Veamos que cumple las propiedades de una derivacién

~ (rl N rz) ~ (rlsz + rzsl) _0(r182+ 1281)8152 — (1182 + 1281)0(51 52)

0 =0
SIS $152 s2s2

Aplicando las propiedades de 0 por ser derivacién se obtiene

0

)

% (ﬂ N Q) _ [0(r)$2 +0(s2) 11 + 510(72) + 120(51)]8152 = (1152 + 1251) [0(51) 82 + 510(52)]

22
S1 S$2 S1 82

y operando,

(r1 1\ 0(r)siss—r0(s1)ss  0(r2)sess —120(s2)s5 (1) (T2
o|l—+—|= 5 + 5 =0|—|+0|—
S1 $2 8182 8182 $1 $2

Veamos que satisface la regla de Leibniz

5(22) _ [0(r)r2 +110(r2)]s182 = (11 72)[0(s1) 52 + $10(52)]

2 2
S1 82 NS

Reagrupando se tiene que

5(mre [0(r1)s1 —r10(s))lr2 r1[r20(s2) —$20(r2)]  <(ri\r2 =<(r2\n
—— = 5 + 5 =0|—|=+0|—=|—
$1 82 S7S2 $185 $1/) 82 $2) 81
Por tltimo, la unicidad de 0 esta garantizada por (2.1). [ |

Observacion 2.15. Sea (R,d) un anillo diferencial, r € Ry n € N con n = 1. Por induccién,

probamos
2.2) a(r™ = nr'1o(r).

Veamos que podemos generalizar el resultado del teorema anterior y extender la derivacion
allocalizado sobre un anillo de polinomios, asignando adicionalmente cualquier valor pre-

fijado para las derivadas de las indeterminadas.

Teorema 2.16. Sean (R,0) un anillo diferencial y ay, ay, ..., a, € R[ X1, Xo, ..., X,]. Entonces
tenemos que existe una unica derivacion d sobre R[X1, X5, ..., X, tal que a(r) = a(r) para

cadar € R y tal que para cada i € (1,2, ..., n}, 0(X;) = aj.

Demostracion. Comenzamos probando la unicidad y obteniendo una férmula parala de-

rivacion que emplearemos para probar la existencia. Tomamos un polinomio cualquiera
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2.3. COCIENTE Y LOCALIZACION DE UN ANILLO DIFERENCIAL

f(X1,...,Xn) = XacaX® € R[X],..., X;,] donde empleamos la notaciéon usual de multindi-
ces, es decir, @ = (a1, az,...,a,) EN"y X% = X" X, .-- X9 La derivacién 0 que queremos

definir debe extender a 0. Ademas, 9 es lineal lo que nos permite escribir

0(f) =) 0(caX®) =) (0(ca) X* +cad(X9)).
a a
Como queremos que d(c,) = (cy), la primera parte de la suma deberia serigual a Y, 8(cq) X%.
Para calcular 4(X%), usamos la regla de Leibniz reiteradamente como en (2.2) obteniendo
que
n
XM=Y a; X XM X A(X)).
i=1
Como debemos imponer que d(X;) = a; tenemos que 0(X%) = Y aia; X%, donde X¥¢

representa el monomio Xla .. -lex" o X;". Por lo tanto, se debe cumplir que

n
(2.3) 0(f) =) |0(ca) X +cq ) aja; XV 4.
a i=1
La ecuacién (2.3) garantiza la unicidad de 8 y para probar la existencia debemos verificar
que 0 define una derivacién. Esto se hace comprobando primero la propiedad sobre mono-
mios y luego extendiendo por linealidad e induccion al nimero de términos, asegurando

que cumple la regla de Leibniz. [ |

Para concluir esta seccién veamos que podemos extender la derivacion directamente a un

localizado del anillo de polinomios.

Teorema 2.17. Sea (R, 0) un anillo diferencialy S c R[ Xy, X», ..., X;,] un conjunto multiplica-
tivamente cerrado. Dados ai, ay, ..., a, € S" (R[X1, Xo, ..., X,)]) tenemos que existe una tinica
derivacion 0 sobre ST (R[X1, X5, ..., Xp]) tal que 0(r) = 0(r) para cada r € R y tal que para
cadaic{l,?2,...,n}, 5(Xl-) = a;.

Demostracion. Escribimos a; = P;/Q; con P; € R[X},..., X;] y Q; € Sy consideramos en el
anillo A= R[X},..., X, T1,..., Tyl elideal I = (1 - T1Qy,...,1 - T,Q;). Usando el Teorema 2.16
extendemos 0 a una derivacion tnica 04 en A tal que 04(X;) = P;T; y 0a(T;) = —TiZGA(Ql-)
paracadai € {1,...n}. Por el Teorema 2.12, d 4 induce de forma tinica una derivacién d 4/; en

A/l puesto que para cada i € {1, ..., n} se tiene que
0a(1=T;Qi) = —Qi(=T70A(Q)) — T;04(Q)) = 04(Q) Ti(1 - Q; T € I.
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CAPITULO 2. ANILLOS Y CUERPOS DIFERENCIALES

Denotamos por S a la imagen de S en A/I. Por el Teorema 2.14, extendemos la derivacién
de forma tinica a una derivacién d en S~' A/I. Empleando la propiedad universal de la lo-

calizacion de anillos se tiene que S7IR[X),..., X,] esisomorfoa ST1A/I y vemos que
E(Xi +1) :aA/](Xi+I) ZOA(XZ')+I= Pl'Tl' +1.

Observando que la imagen de a; por el isomorfismo es P; T; + I concluimos que tenemos

una derivacién en ST'R[ X, ..., X,,] que cumple con lo requerido. [ |

2.4. Extensiones de cuerpos y derivaciones

En esta seccion vamos a ver cOmo se comporta la derivacién para extensiones de cuer-
pos. En primer lugar, veamos que para extensiones trascendentes podemos extender la
derivacion libremente asignando el valor que deseemos a la derivada de un elemento tras-

cendente, empleando los resultados de la seccién anterior.

Corolario 2.18. Sean (F,0) un cuerpo diferencial, F(X) una extension trascendental de F y
un elemento a € F(X). Entonces existe una tinica derivacion 0 sobre F(X), que extiende a 9,
tal que 0(X) = a.

Demostracion. Basta aplicar el Teorema 2.17 para R=F, n=1, S=F[X]\{0}ya; = a
puesto que F(X) = S"H(R[X]). [ |

Para obtener propiedades sobre las extensiones algebraicas es fundamental que la caracte-

ristica de F sea 0.

Proposicién 2.19. Sean (F,0) un cuerpo diferencial, (K,0) un cuerpo extension diferencial
de F y a € K tal que a es algebraico sobre F. Entonces a es algebraico sobre el cuerpo de

constantes siy solo sid(a) = 0.

Demostracion. Supongamos que a es algebraico sobre C, el cuerpo de constantes, y con-
sideramos P(X) = X"+ c,_1 X" 1 +---+ ¢, sSu polinomio minimo en C[X]. Evaluando en a,

P(a) =0y derivando vemos que
0=0(P(@)=0(a"+cy_1a" '+ +cra+cy).
Como paracadai€{1,2,...,n}, c; es constante empleando (2.2) se tiene que
é(ciai) = aié(ci) + cié(ai) = ciiai_la(a).

12



2.4. EXTENSIONES DE CUERPOS Y DERIVACIONES

Por lo tanto, sacando factor comin se cumple que

2

0=0(a)(cyna™ '+ (n—1cp_1a" 2+ +cp).

Como K es un cuerpo, alguno de los dos factores debe ser nulo. Dado que P(X) es el poli-

nomio minimo de q, si el factor de la derecha fuera nulo tendriamos que
QX)=cynX" '+ (n-Dep1 X" 2+ -+,

seria un polinomio de C[X] no nulo, porque la caracteristica de F y de C es 0, de grado

menor que 7, lo que es imposible. En consecuencia, se tiene que d(a) = 0.
Reciprocamente, suponemos que d(a) = 0. Como a es algebraico sobre F consideramos

P(X)=X"+ f,_1 X" 1+ ...+ fiX + f el polinomio minimo y ménico en F[X]. Evaluando en

ay derivando vemos que
0=0(P(a) =0(a" + fr1a™ ' +...+ fia+ fo).

Empleando (2.2), como d(a) = 0 tenemos que d(a¥) = 0 para todo k € {1,2, ..., n}. Por tanto,

sustituyendo, Vemos que
0=0(fr_)a" ' +...+0(f1)a+d(f).

Si alguno de los coeficientes f; no es una constante, tendriamos un polinomio de F[X] de
grado menor que n que anularia a a contradiciendo que P(X) es el polinomio minimo. Por
tanto, para cada i € {0,1,2,...,n— 1} se tiene que d(f;) = 0, luego P(X) € C[X], es decir, a es
algebraico sobre C. u

Recordamos que el Teorema del Elemento Primitivo que podemos encontrar en [3], esta-
blece que dado F un cuerpo de caracteristica 0, y dados a y b elementos algebraicos sobre
F. Entonces, existe un elemento c € F(a, b) tal que F(a, b) = F(c). Empleando este resulta-

do, probamos que la derivacion se extiende de forma tinica a una extension finita.

Teorema 2.20. Sean (F,0) un cuerpo diferencial y F una extension finita de F. Entonces 0

tiene una tinica extension a F.

Demostracion. Por el Teorema del Elemento Primitivo, existe a € F tal que F=F(a) por-
que la caracteristica de F es cero. Denotamos por P(X) = X"+ f, 1 X" '+ ..+ fiX + fyal
polinomio minimo de a sobre F. La prueba se divide en dos partes: en primer lugar, quere-
mos extender d a una derivacion d sobre F[X] aplicando el Teorema 2.16 y dicha derivacion

debe cumplir que 4(P(X)) € (P(X)) para poder garantizar que, en segundo lugar, podamos

13



CAPITULO 2. ANILLOS Y CUERPOS DIFERENCIALES

aplicar el Teorema 2.12 para obtener una derivacién sobre F[X]/(P(X)) = F(a).

Comenzamos extendiendo la derivacion a F[X], para ello aplicamos el Teorema 2.16 pa-
raR=FEn=1y 0(X) = Q(X), donde debemos elegir adecuadamente Q(X) para que se
cumpla que d(P(X)) € (P(X)). Comenzamos calculando (P(X)) en funcién de la deriva-
da 0(X) = Q(X). Aplicando la linealidad de la derivacién y la regla de Leibniz, escribiendo

fn =1setiene que
B B = k = k. N° g avk
O(P(X)=0(X"+ fu1 X" 1+t fo) = Y 0(fiX¥) = Y 0(fX*+ Y froxb.
k=0 k=0 k=0
Usando que 5(f,-) =0(f;) paracadaie€{0,1,2,..., n}ylaecuacién (2.2) tenemos que
_ n n
OPX) =Y XFa(f+ Y. fkX QX
k=0 k=0
Si denotamos por d/d X la derivacién usual en F[X], tenemos que:
_ n k d
0(P(X)) = Z 0(fi) X" + Q(X)—=(P).
k=0 ax
Para hallar Q(X) observamos que, como P(X) es el polinomio minimo de a, entonces para
un R(x) € F[x] se tiene que R(X) € (P(X)) siy solo si R(a) = 0. Por tanto, debe cumplirse
que

I;)a(fk)dk +Q(a)- %(P(a)) =0.

Como P(X) es el polinomio minimo de a, y la caracteristica de F es cero %(“) # 0y pode-

mos despejar. En consecuencia, d(P (X)) € (P(X)) siy solo si

- ZZ=0 a(fk) ak

4L (a)

(2.4) Qa) =

Como este valor al que llamaremos b estd en F(a), existen ¢y, q1,...,qn-1 € F tal que escri-
bimos b= gy +qia+---+ gu—1a""}, luego basta tomar Q(X) = go+ 1 X + -+ g1 X" L.
En resumen, aplicando el Teorema 2.16, por esta eleccion de Q(X) tenemos una de-
rivacién 8 sobre F[X] que extiende a 0, y que cumple que d(P(X)) € (P(X)). Finalmente,
aplicando el Teorema 2.12, obtenemos una derivacién d sobre F(a) = F[X]/(P(X)) induci-
da por d que extiende a 9.
Como 8 induce una tnica derivacién d sobre F(a), para comprobar que 0 es tinica basta
comprobar que el valor de d(a) es independiente del polinomio Q(X) que hayamos elegido

para construir 0. Como P(a) = 0, operando como antes, observamos que

. (& no_ . dP
0=0(P(@)=0| Y fra*|= Y d(f)a" +d(a)—=(a).
k=0 k=0 ax
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2.4. EXTENSIONES DE CUERPOS Y DERIVACIONES

Como 9 extiende a 0 se tiene que d(a) = b = Q(a), luego 0 no depende de la eleccién del

polinomio Q, solo depende del valor de b, y por lo tanto, d es tnica. [

Como consecuencia del teorema anterior vemos que la derivacién se extiende de forma

Unica a cualquier extension algebraica y en particular, a la clausura algebraica.

Corolario 2.21. Sea (F,0) un cuerpo diferencial y F una extension algebraica de F. Entonces

d tiene una tinica extension a F.

Demostracion. La unicidad estd garantizada porque por el teorema anterior el valor de la
extension de la derivacion en a € F estd determinado por la ecuacion (2.4).

Para probar la existencia consideramos el conjunto
Y :={(K,0x) | Fc K c F, (K,0x) es una extension diferencial de (F,d)} .

Observamos que Y # @ porque (F,0) € .. Dada una cadena de Y, {(Kj,0;)};es, considera-
mos (K, D) dada por K = U;c;K; y derivada D(a) = d;(a) para cada a € K;. Comprobamos
que (K, D) es una extension diferencial de (F,0) y que es una cota superior de la cadena
{(K;,0;)}ic1. Por tanto, por el lema de Zorn, se tiene que existe (K;;qx, 0max) Un elemento
maximal de ).

Si existiera un elemento a € F\ K;,,4 aplicando el teorema anterior podriamos extender
0max @ Kmax(a), contradiciendo la maximalidad. Por tanto, K4y = F y tenemos que la de-

rivacion se extiende a F. [

Observamos que los resultados del Teorema 2.20 y el Corolario 2.21 son falsos en general si

F tiene caracteristica p > 0.

Ejemplo 2.22. Consideramos X un elemento trascendente sobre [, el cuerpo con p ele-
mentos, y la extension algebraica de cuerpos [, (X?) c [, (X) = F,(XP)[T]/(T? — XP). Con-
sideramos 0 la derivacion trivial sobre [F,,(X?). Para extender 0 a una derivacion den Fp(X)
se requiere que 0 coincida con 8 en Fp(X P). Para ello debe cumplir que 0(XP) = 0. Pero
por la ecuacién (2.2) 8(XP) = pXP~19(X), luego la ecuacién d(XP) = 0 se satisface auto-
madticamente, sin importar el valor que se asigne a d(X). Por lo tanto, se puede elegir 0(X)

arbitrariamente en [, (X) perdiendo asi la unicidad.

Concluimos el capitulo observando que algunas cuestiones son méds simples en carac-

teristica positiva dado que los cuerpos perfectos solo admiten la derivacion trivial.

Teorema 2.23. Sea F un cuerpo perfecto de caracteristica p > 0, es decir, F = FP. Entonces,

toda derivacion sobre F es la derivacion trivial.
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CAPITULO 2. ANILLOS Y CUERPOS DIFERENCIALES

Demostracion. Supongamos que 0 es una derivacién sobre F. Consideremos un elemento
b € F, por ser F cuerpo perfecto existe a € F tal que b = aP. Usamos (2.2) para calcular
d(aP”) y obtenemos que d(b) = d(a)(pa”~'). Se cumple que d(b) = 0 porque car(F) = p. Esto

significa que la derivacion 0 es la derivacion nula sobre F. |

Mas generalmente, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.24. Sea F un cuerpo de caracteristica p > 0 tal que [F : FP] = p. Entonces toda de-
rivaciono: F — F esde la formad=g- % para un unico g € F, donde % se define mediante

la formula:

d [Pl ) p-1 .

— | Y aiz'|:=) iaiz'”!, cona;eFP.
dz i=1

i=0

Demostracién. Como [F : FP] = p, el cuerpo F tiene dimensién finita p sobre su subcuer-
po de potencias p-ésimas FP. Dado que la extension es de grado p, existe un elemento
z € F\ FP tal que {1, z, z2,...,zP~1} es una base de F como FP-espacio vectorial. Dada una
derivacién sobre d: F — F y dado b € FP se tiene que existe un a € F tal que b = a” luego
0(b) = d(a”) = 0. Por tanto, 0 es F”-lineal y queda determinada por la imagen de la base

1,z,7%,...,z°P~1. Por (2.2) deducimos que 0 estd determinada por 0(z) y se tiene que

p-1 | p-l _ p-1 ,
O(Z a,-z’) =Y a;0(z")=0(2) Y a;-iz'"".
i=0 i=0 i=1
Para concluir se comprueba que para todo g € F tomando 9d(z) = g la férmula anterior

define una derivacion.
[ |
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CAPITULO

ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

En este capitulo vamos a introducir tres formas equivalentes de estudiar las ecuaciones
diferenciales lineales, veremos como pasar de una formulacién a otra y describiremos sus
propiedades fundamentales. En particular, probaremos que el conjunto de soluciones for-
ma un espacio vectorial sobre el cuerpo de constantes cuya dimension esta acotada por el
orden de la ecuacion. El estudio de las soluciones de las ecuaciones diferenciales lineales
se corresponde con el estudio de las raices de los polinomios diferenciales de grado 1 de
K{{y}}, ver Ejemplo 2.2. Concluimos el capitulo probando las propiedades fundamentales
del Wronskiano que nos permitirdn demostrar el Teorema de Ritt que garantiza que todo

polinomio no nulo define una funcién polinomial no nula.

Alo largo de este capitulo, K denotard un cuerpo diferencial con car(K) =0, cuerpo de

constantes C y la derivada de un elemento a € K se denotard por a’'.

3.1. Ecuaciones diferenciales lineales

Definiciéon 3.1. Una ecuacidn diferencial lineal (escalar y ordinaria) de orden n € N sobre

K es una ecuacion de la forma
vy v a, 1y Vv ary +agy=b,

conbe Kya; € Kparacadai € {0,1,...,n—1}. Una ecuacion de este tipo se dice homogénea

si b =0y en caso contrario, se dice no homogénea.
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CAPITULO 3. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

Por simplicidad, escribimos

Ly) =y +apay"V+ o+ @y + aoy.

Una solucién de una ecuacion L(y) = b en una extension diferencial R o K es un elemento
f€Rtal que
fP4a,  f"Vyva f +aof =b.

Observamos que también se puede entender como una raiz en R del polinomio diferencial
L(y)— b € K{{y}}. Veamos que la bisqueda de soluciones de ecuaciones no homogéneas de
orden 7 se puede reducir al estudio de las soluciones de ecuaciones homogéneas de orden

n+1.

Proposicion 3.2. Dada una ecuacion diferencial no homogénea de orden n sobreK, L(y) = b

con b #0, consideramos ,
1
Lp(y) = b(EL(y)) .

Entonces cualquier solucion de L(y) = b es una solucion de Ly, (y) = 0. Reciprocamente, para
cualquier solucion v de Ly (y) = 0 existe una constante c de K tal que v es una solucion de
L(y) =cbh.

Demostracion. Suponemos que f es una solucion de L(y) = b. Sustituyendo en la expre-

sion de Ly (y) vemos que
1 /
L =b|=b|,
n(f) (b )
y simplificando Ly (f) = b- (1)’. Finalmente, por la Proposicién 2.9, 1 es una constante y se

cumple que Ly (f) =0.
Reciprocamente, si suponemos que Lj(v) = 0 tenemos que

b(%L(U)) =0.

Dividiendo por b # 0, vemos que (L(v)/b)" = 0. Esto significa que L(v)/b es una constante

que denotamos por c. De forma que v es una solucién de la ecuacién L(y) = cb. [

Concluimos esta seccién con algunos ejemplos que nos muestran que no siempre po-
demos encontrar solucion en K, ni en la clausura algebraica de K de ecuaciones diferen-

ciales sencillas.

Ejemplo 3.3. Dado C un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica 0. Considera-

mos la derivacion usual sobre el cuerpo K = C((z)) de las series de Laurent sobre C.
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3.1. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

1. Dado a € K con a # 0 consideramos la ecuaciéon y' = a. Como a#0,a=Y a,z"

o0
n=ngp
con ny € Zy ay, # 0. Buscamos soluciones de esta ecuacién en K. Empleamos el mé-

todo de Frobenius. Consideramos una serie de Laurent cualquiera y(z) = ¥.5,_,,, Ymz"™

m—1

e MYm2™ ",

conmg€ Z ey, € Cparacada m = my. Entonces se tiene que y'(z) = m=myq

sustituyendo en la ecuacion e igualando obtenemos que

o0 (e,0)
Y, A Dypnz"= ) ap”,
n=mp—1 n=ny

comparando los coeficientes de z” vemos que (n+1)y,+1 = a, paratodo n € Z.

En particular, para n = —1 se tiene que 0- yp = a_; ypara n # —1, yy4+1 = ap/(n+1),
luego la ecuacion tiene solucion en K siy solo si a_; = 0, es decir, si a(z) no tiene

término en z71.

Podriamos plantearnos si en el caso a_; # 0 la ecuacidn tiene solucién en la clausura
algebraica de K. Recordamos que la clausura algebraica de K estd dada por las series
de Puisseux con coeficientes en C y cada extension algebraica finita de K tiene la
forma C((z''™)). Tomando y(z) € K una cuenta similar nos permite concluir que hay

soluciéon en K siy solosi a_j = 0.

Esta ecuacion nos muestra en general que debemos de considerar extensiones de K
mas allé del cierre algebraico de K, es decir, extensiones trascendentes como las que

construiremos en el capitulo siguiente.

2. Dado a € K con a # 0 consideramos la ecuacién y' = ay con la misma notacion.

Desarrollamos el producto

[e.e] n—my
Y@= 3 (z akyn_k)zn,

n=no+mo \ k=ng
y de nuevo, aplicando el método de Frobenius tenemos que comparando los coefi-
cientes de z" para cada n obtenemos que
n—my
(n+1Dyna1 = Z agYn—rk-

k=n0

En particular, mirando el término de menor orden correspondiente a n = ny + my,

tenemos que (19 + Mo + 1) Yng+mg+1 = Any Ym, Y distinguimos tres casos:

= Sinp < —1 entonces vemos que (19 +mg+1) < my y por tanto, a,,ym, =0, lo cual

es absurdo porque sabemos que por hipotesis y;,, # 0y ay, # 0.
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CAPITULO 3. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

= Si ng = —1 se tiene que a_; = my entonces necesariamente se tiene que a_ € Z.
Veamos que esta condicion es suficiente. En este caso, si miramos el término
n = my observamos que (mg + 1) Ymy+1 = MoYmy+1 + @oYm,- POr consiguiente,
Ymo+1 = G0Ym,- SUPONZAMOS que ¥y, +r CON I = 1 se puede expresar en términos
de una cantidad finita de coeficientes de a(z) y los elementos y; con k < my+ry
veamos que ocurre lo mismo para el elemento y;;,+,+1. Como ny = —1 tenemos
que

r r
(mo+71+1D)Ymy+r+1 = Z Ak Ymo+r—k = MoYmo+r+1 Z Ak Ymo+r—k-

k=-1 k=0
Como se puede despejar el término y,,+,+1 porque r + 1 # 0 aplicando la hip6-

tesis de induccién concluimos que también se cumple nuestra hip6tesis para

ym0+r+1-

= Si nyp > —1 entonces el producto empieza en un grado mayor que la derivada
porque (ng + mg) > mo — 1 y se obtiene que mpy;, = 0 lo cual indica que hay
dos opciones o que y,,;, = 0 que es absurdo como antes o que mg = 0 condicion
necesaria para que exista solucién. Razonando por induccién como en el ca-
so anterior se prueba que esta condicion necesaria es suficiente, los detalles se

muestran en una situacién mds general en el Ejemplo 3.10.

Sinos planteamos que pasa en el caso a_; ¢ Z, la ecuacién puede tener solucién en la
clausura algebraica de K. Tomando y(z) € K una cuenta similar nos permite concluir

que hay solucién en K siysolosi a_; € Q.

3.2. Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

Al igual que ocurre en la teoria cldsica de ecuaciones diferenciales ordinarias podemos
estudiar las ecuaciones diferenciales lineales de orden n por medio de sistemas de ecua-
ciones diferenciales. En esta seccién vamos a introducir los sistemas de ecuaciones dife-
renciales (ordinarias homogéneas de primer orden). Vamos a probar algunas propiedades
fundamentales de estos sistemas y veremos que existe una correspondencia entre sistemas
de primer orden y las ecuaciones diferenciales lineales.

Para poder considerar los sistemas, extendemos la derivacion de K a los vectores de K"
y a las matrices en M, (K) mediante la derivacién componente a componente. Asi, para un

vector y = (y1,..., yn) T € K"y A= (a;j) € My(K), se escribe y' = (y},... yp) Ty A’ = (a;.j).
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Vamos a estudiar sistemas de la forma

y' = Ay,

donde A € M, (K) y tratamos de buscar soluciones y = (yy, ..., y») € K" 0 en alguna exten-
sion de K.
Comenzamos probando algunas propiedades que relacionan la derivacion con el pro-

ducto de matrices.
Proposicién 3.4. Sean A€ M« (K), B€ M, ;(K), P € GL,(K). Entonces
(D) (AB)'=A'B+BA'.

an (e~ =-p-lp'p-1

Demostracion. (I) Se demuestra directamente usando la definicién del producto de

matrices y la regla de Leibniz.

(II) Como PP~ ! = Id, donde Id es la matriz identidad. Derivamos ambos lados de esta
ecuaciéon (PP~Y = Id’, como Id es constante, su derivada es cero y usando el apar-
tado (I), P’P~! + P(P™!)' = 0. Despejamos (P~!)’ obteniendo que P(P~1) = —P'P~1,
Finalmente, multiplicamos por P! por la izquierda (P~!)' = -P~1p'P~1. |

Estas férmulas nos permiten describir como se transforma un sistema de ecuaciones

diferenciales lineales cuando cambiamos de base.

Proposicién 3.5. Dada A€ M,,(K) y P € GL,(K). Tenemos que y € My x1(K) cumple la ecua-
cién y' = Ay siy solo si j = P~'y cumple la ecuacién ' = Aj con A= P~'AP— PP’

Demostracién. Observamos que ' = (P~1y)' = P71y’ + (P~1)'y. Sustituyendo y’ = Ay te-
nemos que 7' = (P"'A+ (P71))y. Como (P7!) = —P71P'P7! e y = Pj obtenemos que
7' = (P~'AP—P~'P')j. Reciprocamente, con una cuenta similar, si j es solucién de ' = Ay,

entonces y = Py es solucién de y' = Ay. [

Por tanto, dos ecuaciones diferenciales matriciales dadas por las matrices Ay A se dicen
equivalentes si existe un P € GL,(K) talque A= P! AP— P! P'. Obviamente, silos vectores
v1,.., Ur € K" son linealmente dependientes sobre el cuerpo de constantes también lo son

sobre K. Cuando estos vectores son solucién de un sistema, el reciproco es cierto.
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CAPITULO 3. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

Lema 3.6. Sea A € M,,(K) y consideremos el sistema

y' = Ay.

Suponemos que v,...,v, € K" soluciones, es decir, U;. = Av; para todo i € {1,2,...,r}. Si los
vectores vy,..., v, € V son linealmente dependientes sobre K, entonces también son lineal-

mente dependientes sobre C, el cuerpo de constantes de K.

Demostracion. Ellema se demuestra por induccién en r. Para el caso base r = 1, el resul-
tado es trivial. Un solo vector es linealmente dependiente si y solo si, es el vector cero, lo
cual es igual tanto sobre K como sobre C.

Supongamos que el resultado es cierto para conjuntos de menos de r vectores y que los
vectores vy,..., V; son linealmente dependientes sobre K. Por hipétesis inductiva, pode-
mos suponer que cualquier subconjunto propio de {v,..., v;} es linealmente independien-
te sobre K porque en caso contrario, tendriamos un conjunto de menos de r vectores li-
nealmente dependientes sobre K y por hipétesis de induccion, {v,..., v,} serian también
linealmente dependientes sobre C.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

r
V1 = Z avi,
i=2

donde a; € K para cada i € {2,...,r}. Como v; es solucién del sistema operando se tiene

que
r r

0=vi—Avi =) avi+)_ a;(v;— Av;).
i=2 i=2

Como paracadai€{1,2,...,, n}, v; essolucion, 0 = Zgzz a;. v; ycomo vy, ..., U, sonlinealmente

independientes sobre K, entonces paracada i €{1,2,...,r}, a;. =0luego a; € C. [ |

En consecuencia, para encontrar la mayor cantidad de soluciones linealmente indepen-

dientes sobre K, basta buscar que sean linealmente independientes sobre C.
Lema 3.7. Dada la ecuaciéon matricial
y'=A4y,
con A€ M,,(K). El espacio de soluciones V de y' = Ay en K" estd definido como
V={veK"|v = Av}.
Entonces, V es un espacio vectorial sobre C de dimension menor o igual que n.
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Demostracion. Se comprueba de forma directa que V es un espacio vectorial sobre C. La
cota para la dimensién se deduce del Lema 3.6, ya que cualquier conjunto de n+ 1 vectores

en V son linealmente dependientes sobre K y por ello sobre C. [

Si la dimensién del espacio de soluciones V < K" sobre C es n, es decir, dim¢(V) = n
y tomamos una base vy, vy, ..., v, de V, entonces la matriz B € GL,(K) cuyas columnas son
los vectores vy, v, ..., U, cumple que B' = AB.

Como muestran los ejemplos de la Seccién 3.1 en general la dimensién de V noes ny
debemos buscar las soluciones en alguna extension de K lo que nos lleva a considerar la

siguiente definicion.

Definicion 3.8. Sea K un cuerpo diferencial, A € GL,(K) y R un anillo diferencial extension
de K. Decimos que F € GL,(R) es una matriz fundamental para la ecuacion y' = Ay si
F' = AF.

La siguiente proposicién muestra que dos matrices fundamentales de una misma ecua-

cién estan relacionadas.

Proposicion 3.9. Sea K un cuerpo diferencial, A € GL,(K), R el anillo diferencial exten-
sion de K con cuerpo de constantes C y F € GL,(R) una matriz fundamental de la ecua-
cién y' = Ay. Entonces F € GL,(R) es otra matriz fundamental de la ecuacion si y solo si
F™'F e GLy(C), es decir, F € F- GL,(C).

Demostracién. Suponemos que F es una matriz fundamental. Definimos M = F~'F. Te-
nemos que
AF=F =(FM)=FM+FM =AFM+FM' = AF+FM'.

Por tanto, se tiene que FM’ =0y como F € GL,(R) deducimos que M’ = 0.
Reciprocamente, si M € GL,(C), operando de la misma forma, vemos que

F'=(FM) = AF+FM' = AF,
luego F es otra matriz fundamental. [

Como muestra el siguiente ejemplo para el anillo de series de potencias formales con
la derivacién usual (ver Ejemplo 2.2), podemos garantizar que siempre existe una matriz
fundamental en dicho anillo y que sobre el cuerpo de series de Laurent podemos encontrar
una matriz fundamental si y solo si el sistema es equivalente a un sistema sobre el anillo de

series de potencias formales.
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Ejemplo 3.10. Dada A € M, (C[[z]]) con C un cuerpo cualquiera tenemos que la ecuacion

y' = Ay tiene una tnica matriz fundamental de la forma

B(z)=1Id+ ) Bnz", BjpeM,(C).

n=1

Para probar esta afirmacion empleamos el método de Frobenius, es decir, sustituimos B(z)

en la ecuacion B'(z) = A(z) B(z) que debe cumplir toda matriz fundamental y obtenemos

Y nB,z" = (Z Anz”) (Id+ Y an”).
n=1 n=0

n=1

Igualamos los términos de mismo orden en z de ambos lados de la ecuacién obteniendo el
siguiente sistema de ecuaciones matriciales para los coeficientes de B(z)
n-1

(n+1)Bpi1=An+ Y AmBy_m, paranz=0.

m=0

Para n = 0 tenemos que B; = Ay y por induccién probamos que podemos calcular los coefi-
cientes de B(z) a partir de los coeficientes de A(z), lo que garantiza la existencia y unicidad
de la matriz fundamental en la forma buscada. Ademas, por la Observacion 2.8 como el
conjunto de constantes de C[[z]] es C podemos garantizar que toda matriz fundamental
tiene la forma B(z) M con M € GL,,(C).

Por otra parte, si consideramos una ecuacion sobre el cuerpo de las series de Laurent,
ver Ejemplo 2.3, es decir, y' = Ay con la matriz A € M, (C((z))), entonces hay una matriz
fundamental de la ecuaciéon en GL,(C((z))) siy solo si el sistema es equivalente a un sis-
tema j/’ = Aj/ conAe M n(C[[z]]). Para ver que se cumple esta equivalencia, consideramos
la transformacién j = P!y, para alguna matriz P € GL,(C[[z]]). Por la Proposicién 3.9, se
tiene que A= P"'AP - P~1P'. Si A € M,(CI[z]]) por lo que hemos probado previamen-
te, 7/ = Ay tiene una Gnica matriz fundamental de la forma B(z) = Id + Y52, B,z", luego

P(2)B(z) € M,,(C[[z]]) es una matriz fundamental de y' = Ay porque

(PB) =P'B+PB' =P'B+PAB=P'B+P(P 'AP-P'P"B
=P'B+ APB-P'B= A(PB).

Reciprocamente, si tenemos una matriz fundamental F € M,,(C((z))) de y' = Ay, toma-

mos P=F e j=F 'y tenemos que
A=F'AF-F'F'=F'F'-F'F =0,
luego el sistema es equivalente a j' = 0.
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Tras establecer las propiedades fundamentales de los sistemas de ecuaciones diferen-
ciales, observamos que hay una forma estdndar de producir una ecuacién diferencial ma-

tricial y' = Apy a partir de una ecuacion diferencial escalar lineal homogénea

Ly) =y +an1y" Y+ +ary +agy =0.

La matriz compafera A;, de L se define por

0
0
Ap=
0 0 o o - 1
—ay —ay - e e —Apo

Se verifica facilmente que esta matriz compafiera tiene la siguiente propiedad: para cual-
quier extensién de anillos diferenciales R o K, la aplicacién y — (3,¥/,...,y" )T es un
isomorfismo del espacio de soluciones {y € R | L(y) = 0} de L al espacio de soluciones de
{y € R"| y' = Ay} dela ecuacion diferencial matricial y' = Ay y. En general, sabemos que el
reciproco no es cierto, no toda matriz A puede transformarse mediante un cambio de base
P~1AP - P~1P' enla matriz compafera de un polinomio.

Ejemplo 3.11. Si K es un cuerpo con la derivacion trivial el cambio de base solo produce
matrices semejantes a A, luego la matriz Id, con n = 2, que solo es semejante a si misma,

no puede transformarse en la matriz compafera de un polinomio L.

Sin embargo, si el cuerpo K contiene algiin elemento no constante, si es posible encon-
trar un cambio de base P~' AP — P~ P’ que transforme A en la matriz compafera de un
polinomio. Para probar este hecho, necesitamos garantizar la existencia de un vector cicli-
co. Existen diversas demostraciones de este teorema, ver [2] y [6, Capitulo 2]. Enunciamos

el resultado aunque no entraremos en detalle sobre su demostracion.

Teorema 3.12. Sea K un cuerpo diferencial tal que existe a € K con a’' # 0. Dado un sistema
y' = Ay con A€ My (K). Entonces el sistema es equivalente a un sistema y' = Apy asociado a

una ecuacion escalar L(y) = 0.

En otras palabras, se puede considerar una ecuacion diferencial escalar como un ca-
so especial de una ecuacion diferencial matricial y si la derivacion es no trivial entonces
ambas formulaciones son equivalentes. Por lo tanto, el Lema 3.7 se aplica también para

ecuaciones escalares homogéneas.
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Lema 3.13. Consideremos una ecuacion escalar homogénea de orden n, L(y) = 0, sobre K.
El espacio de soluciones V de L(y) =0 en K se definecomoV = {v € K| L(v) = 0}. Entonces, V

es un espacio vectorial sobre C de dimension menor o igual que n.

3.3. Modulos diferenciales

Los médulos diferenciales nos proporcionan una forma alternativa de interpretar los
sistemas de ecuaciones diferenciales. Esta forma es independiente de la eleccién de bases,
lo que es ttil tanto desde el punto de vista teérico como desde el punto de vista practico,
dado que si sabemos que una propiedad depende del médulo diferencial podemos escoger

la base en la que realizar los cdlculos.

Definicion 3.14. Un médulo diferencial (M, 0) (o simplemente M) de dimensioén n es un
espacio vectorial de dimension n sobre K, equipado con un homomorfismo entre los gru-

pos aditivos 0 : M — M que para todo f € K'ytodo m € M cumple que
o(fm)= f'm+ fo(m).

Un modulo diferencial de dimension uno tiene la forma M = Ke y la aplicacién 0 esta
completamente determinada por el valor de d(e). De hecho, como d(e) = ae para algin
a€ K paratodo f € K se tiene que d(fe) = (f' + fa)e. Més generalmente, dada ey, .., e, una
base de M sobre K, entonces 0 estd completamente determinado por d(e;) para cada indice
ie{l,2,..,n}

Este hecho nos permite pasar de médulos diferenciales a sistemas de ecuaciones di-
ferenciales y viceversa. Dado un médulo diferencial (M,0) definimos la matriz Ap; como
Ay = (@ij)1<i,j<n € My(K) mediante la condicion d(e;) = —Z;’Zl aijej. De esta forma, para
cualquier elemento m = Z?Zl fiei € M, el elemento 0(m) tiene la forma

n n(n
o(m) = Zfi'ei — Z (Z (lijf]') e;.
i=1 i=1\j=1
Reagrupando los términos se tiene que
n n
o(m) = lzl (fl, — ]Zi aijfj) e;.

En consecuencia, se tiene que d(m) = 0 siy solo si f = (fi,..., fn) es solucion del sistema

y' = Ay. Reciprocamente, dado un sistema y’ = Ay con A € M, (K) podemos considerar
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M = K"y d4(e) = —Ae. Comprobamos que f = (fi,..., f) es solucién del sistema, si y solo
sim=Y", fie; cumple que m € ker(d ).

Como comentamos en la introduccién de la seccion, los médulos diferenciales nos per-
miten trabajar con las ecuaciones diferenciales con independencia de la eleccién de base.
Ademads, podemos extender las construcciones fundamentales de dlgebra lineal a este con-
texto. Por ejemplo, dados dos K-mddulos diferenciales (M;,0;) y (M»,02) sobre la suma
directa de médulos M; @ M, la derivada se puede definir por d(m; ® my,) = 01(m1) ®02(my).
De forma similar, si consideramos la derivacién sobre un producto tensorial M; ® My, la
expresion de la derivada es 0(m ® my) = 01 (my) ® my + my02(my). El médulo de homomor-
fismos Homg (M, M), tiene estructura de médulo diferencial con la derivacién 0(f)(m) =

f(01(m)) = 02(f (m)).

3.4. Teorema de Ritt

Recordamos que para todo polinomio P € K[Xj,..., X;] no nulo con coeficientes en un
cuerpo infinito, se cumple que existe (ay, ..., a,) € K" tal que f(a,..., a,) # 0. Concluimos
este capitulo con la version diferencial de este teorema. Para realizar la demostracién ha-
remos uso del Wronskiano.

Del mismo modo que en la teoria elemental de ecuaciones diferenciales ordinarias po-
demos decidir caracterizar la dependencia lineal de un conjunto de elementos de K en

términos del Wronskiano.

Definicion 3.15. Sean K un cuerpo diferencial e y1, y», ..., y» € K. La matriz Wronskiana de

Y1, Y2, .- ¥n €s la matriz n x n con coeficientes en K dada por

n Y2 t Yn

y, y’ cee y’

W(yl,---,J/n): _1 ,2 . .n
yin—l) yén—l) . yﬁln—l)

El Wronskiano, wr(yy,..., ¥n), de yi,..., ¥, es el determinante de W (yy,..., yn).

Lema 3.16. Sea K un cuerpo diferencial y C su cuerpo de constantes. Los elementos del cuer-

po y1,..., ¥n € K son linealmente dependientes sobre C siy solo siwr(yy,...,yn) =0.

Demostracion. En primer lugar, veamos que existe una ecuacion diferencial escalar mo-

nica L(y) = 0 de orden n sobre K, tal que L(y;) = 0 para todo i € {1,..., n}. La construccion
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de L se realiza por induccion. Primero, definimos:

/

N4
Lip=y -=y,
1=y yly

donde el término y//y, se interpreta como 0 si y; = 0. Supongamos que hemos construido
L, (y) tal que Ly, (y;) = 0 para todo i € {1,..., m}. Veamos que podemos extender la cons-
truccion para el caso m + 1. La expresion de L;,+1(y) es

Ly, (J’m+1),

L =L = L ,
m+1() m(y) Lo med) m(y)

donde se puede comprobar que si se sustituye y,,+1, se tiene que Ly, +1(¥m+1) = 0. Ademas,
de nuevo el término L,,(¥m+1)'/Lim(¥m+1) se interpreta como 0 si Ly, (¥m+1) = 0. De esta
manera, L;,+1(y;) =0 para i € {1,..., m+ 1}. Finalmente, L = L, cumple con la propiedad
requerida. Las columnas de la matriz Wronskiana son soluciones de la ecuacion diferencial

asociada a la matriz compafiera y' = Ay y. Concluimos aplicando el Lema 3.6. |

En consecuencia, si consideramos una extension diferencial de K, la independencia o de-
pendencia lineal de y;, y», ..., y, sobre el cuerpo de constantes no se modifica puesto que el

valor de wr(yy, ..., ¥») es independiente del cuerpo en el que estemos trabajando.

Corolario 3.17. Sean K; c K, cuerpos diferenciales con cuerpos de constantes Cy, c C,. Los
elementos yy, ..., yn € K1 son linealmente independientes sobre C; siy solo si son linealmente

independientes sobre C,.
Comprobamos que la formula de Abel-Liouville también es vélida en este contexto.

Teorema 3.18. Sea y' = Ay una ecuacion diferencial matricial sobre un cuerpo diferencial
K, donde A € M,,(K), y sea R una extension diferencial de K y Z € M,,(R) una matriz funda-
mental de soluciones (es decir, Z' = AZ ydet Z # 0). Entonces, la derivada del determinante

de Z satisface:

(detZ) =tr(A) -det Z,
dondetr(A) denota la traza de la matriz A.
Demostracion. Dados Z = (z;j) y A = (a;j) con 1 < i, j < n, queremos demostrar la for-
mula de Abel-Liouville. En primer lugar, calculamos la derivada del determinante de Z uti-
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lizando la férmula de Leibniz del determinante y la regla de Leibniz para las derivadas

211 R12 - Zn
I _ ! ! !
(detZ) = Z‘idet A z;,
1=
Zpl Zn2 **° Znn

Por hipétesis, Z' = AZ, lo que para los z;; componentes de la matriz se traduce como

n
zgk:Zaijzjk, Vi,ke{l,...,n}.
j=1
En cada sumando de la derivada de det Z, sustraemos a la fila i una combinacién lineal de

las otras filas de manera que en la entrada (i, k) de la nueva matriz aparece

n
!
Zik= ), GijEjk = GiiZik.
j=1T4]

Esto nos permite extraer el coeficiente a;; como factor

n
(det2)' =) aj;detZ =tr(A)-detZ.
i=1

Aplicando este resultado al caso particular de las ecuaciones diferenciales lineales, obtene-

mos una ecuacion escalar de orden 1.

Corolario 3.19. Sea L(y) = y™ + a,_1y" VY +.--+ a1y' + apy = 0, una ecuacion diferencial
lineal homogénea de orden n sobre K, y sea {y1,..., Yn} € K un conjunto fundamental de
soluciones. Entonces, su Wronskiano w = wr(yy, ..., yn) satisface la siguiente ecuacion dife-

rencial w' = —a, 1 w.

Demostracion. Como en este caso yi,..., Y, €s un conjunto fundamental de soluciones
entonces W la matriz del Wronskiano es una matriz fundamental del sistema y' = Apy
donde Aj es la matriz compafera de L. Si aplicamos el apartado anterior tenemos que

(detW)' = tr(Ayr) -det(W), es decir, que w' = —a,,—; w como queriamos demostrar. [ |

Recordamos que todo polinomio no nulo con coeficientes en un cuerpo infinito define una
funcién polinomial no nula, luego polinomios diferentes definen funciones polinomiales

diferentes.

29



CAPITULO 3. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

Como consecuencia de las propiedades del Wronskiano podemos extender este teore-
ma a polinomios diferenciales. Aunque no lo emplearemos en el Capitulo 4 se trata de un
resultado clave de la teoria de Galois diferencial y de la Geometria Algebraica diferencial
que aparece de manera natural al estudiar ecuaciones diferenciales no lineales. La demos-

tracion que presentamos a continuacién estd basada en la version planteada en [7].

Teorema 3.20 (Teorema de Ritt). Sea K un cuerpo diferencial con cuerpo de constantes C,
y supongamos que K # C. Sea P € K{{y1,...,yn}} un elemento no nulo. Para cualesquiera

uy,..., Uy € K, existe un uinico homomorfismo K -lineal de anillos diferenciales

@:K{{y1,...,yntt = K

tal que ¢(y;) = u; para todo i. Denotamos ¢ (P) = P(uy, ..., u,). Entonces:

Existen elementos uy, ..., u, € K tales que P(u;,...,u,) #0.

Demostracion. Veamos que si el resultado es cierto para n = 1, entonces es cierto para
todo n = 1. Para justificar esta observacion, supongamos que el resultado se cumple para
n =1, es decir, dado cualquier Q € K{{y}}, podemos encontrar u € K tal que ¢(Q) # 0, don-
de ¢ : K{{y}} — K es el homomorfismo diferencial definido por ¢(y) = u. Razonamos por
induccién, suponemos que es cierto también para valores menores o iguales que n—1y
veamos que se satisface para n. Tomemos P € K{{y,..., y»}} Y lo podemos escribir como

un polinomio diferencial en y, con coeficientes en K{{y1,..., y,-1}}, es decir,

PGt ¥ = 3 A1y D) () 500 (r ),
i=1
con l;j € Ny Aj(y1,..., yn-1) € K{{y1,..., yn-1}} paracada i € {1,...,m} y cada j € {1,...,r} y
tales que (l;0,..., li,r) # (Lk,05-o0r i, ) SLE# K.

Como P(yy,...,¥n) # 0, entonces para algin i € {1,...,m}, A;(y1,...,¥n-1) # 0 y por hi-
potesis de induccion existen uy,.., u,—1 € K tal que A;(uy, ..., un—1) # 0. Por consiguiente,
P(uy,...,un—1,yn) € K{{yn}} es un polinomio no nulo, y por el caso n = 1, existe u, € K tal
que P(uy,..., Up—1,Up) #0.

En segundo lugar, veamos que se cumple el resultado del teorema para n = 1. Fijamos
v € K no constante, v’ #0 y vamos a probar que si P € K{{y}} con orden menor o igual que
m € N entonces existe u € K delaforma u = cy+c;v+cov?+---+c,v™ conc; € C para cada
i €{0,...,n} tal que P(u) #0.

Para ello necesitamos demostrar que si v € K cumple que v’ # 0, entonces para todo

m = 1 se tiene que wr(1, v, vz, ...,v"™) # 0. Razonamos por reduccién al absurdo, suponga-
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mos que v € K cumple que v’ # 0y que wr(l, v, v%,...,v"™) = 0 para algin m = 1. Esto signifi-
ca que los elementos 1, v, V2, ..., v"" son linealmente dependientes sobre el cuerpo de cons-
tantes C, luego sabemos que existen cy, ...,c, € C talesque 0 = cyp+ c1v + ¢ V4t ™.
Entonces v es algebraico sobre C y por la Proposicién 2.19 obtenemos que v’ =0, lo que es
absurdo por hipétesis.

Sea A la matriz Wronskiana A = W(1, v, v2,...,v™), la cual es invertible por lo que aca-
bamos de ver. Tomamos zy, ..., Z;; indeterminados, y definimos el homomorfismo entre las
K-élgebras:

@:K(y,7,...,y"™1 = Klzo, ..., 2m]

dado por
y 20
/
z
of| ¥ [[=a]”®
y(m) Zm

Como A es invertible, @ es un isomorfismo. Entonces, para todo P € K{y}} de orden m,
®(P) € K|z, .., zm] entonces por el resultado clédsico existen constantes (cy,...,Cn) € cm+l
tal que ®(P)(cy,...,cm) #0.

Tomamos u=cy+civ+c V4t cm V™. Entonces P(u) = ®(P)(cy,..., ). Esto se de-
be a que u es una combinacion lineal de la primera fila de A con coeficientes cy,..., Cy.

Concluimos que entonces existe u € K tal que P(u) # 0. [

La condiciéon de que K contenga un elemento no constante es necesaria. Por ejemplo, para
K = C con la derivacion trivial, si tomamos P = y’ con P € C{{y}}, no se puede construir un

elemento u € C para hacer que P(u) #0.
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CAPITULO

ANILLOS Y EXTENSIONES DE PICARD-VESSIOT

En el Ejemplo 3.3 del capitulo anterior hemos visto que dada una ecuacion diferen-
cial sobre un cuerpo K puede ser que dicha ecuacion no tenga soluciones ni en la clausu-
ra algebraica de K. El objetivo de este capitulo es construir la menor extensién de K que
contiene a las soluciones de dicha ecuacion. Esta extension tendrd de manera natural es-
tructura de anillo y la minimalidad la caracterizamos mediante la nocion de ser un anillo
diferencial simple que introduciremos en la primera seccién. En la segunda, se presentara
el concepto de anillo de Picard-Vessiot, mostraremos su existencia y unicidad y veremos
cémo construirlo en ejemplos concretos. En la tercera seccion, estudiaremos las extensio-
nes de Picard-Vessiot y veremos que las extensiones de Galois finitas son un tipo particular
de este tipo de extensiones. Finalmente, definiremos el grupo de Galois diferencial, proba-
remos que es un subgrupo algebraico del conjunto de matrices invertibles sobre el cuerpo

de constantes y enunciaremos sin demostrar la correspondencia de Galois.

En este capitulo, K denotard un cuerpo diferencial con car(K) = 0y la derivada de un
elemento a € K se denotara por a’. Ademas, supondremos que su cuerpo de constantes

C es algebraicamente cerrado.

La hipé6tesis de que C sea algebraicamente cerrado puede parecer arbitraria pero, es esen-
cial en los razonamientos y estdndar en este contexto. Si se elimina esta condicién, los ani-
llos de Picard-Vessiot pueden no existir o no ser tnicos. Por ello, las generalizaciones que

existen de esta nocion siempre necesitan hipdtesis adicionales, ver [4].
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4.1. ANILLOS DIFERENCIALES SIMPLES

4.1. Anillos diferenciales simples

En esta seccion estudiaremos los anillos diferenciales simples y sus propiedades.

Definicién 4.1. Sea R un anillo diferencial con derivada’. Un ideal diferencial I en R es un

ideal que satisface que f’ € I para todo f € I.

Relaciondndolo con el Teorema 2.12 vemos que un ideal es diferencial cuando podemos
inducir una estructura diferencial en el anillo cociente. La demostracion de la siguiente

proposicion se obtiene como resultado de este mismo teorema.

Proposicién 4.2. Si R es un anillo diferencial sobre un cuerpo diferencial K, es decir, es una
extension diferencial de K e I es un ideal diferencial de R, I # R, entonces el anillo cociente

R/ I es nuevamente un anillo diferencial sobre K

Demostracion. Por el Teorema 2.12, R/I es un anillo diferencial, veamos que también R/ I
es una extension de K. Por el Segundo Teorema de Isomorfia, como KNI = {0} porque I # R,

se tiene que (K + I)/I = K/(Kn 1), yentonces K es isomorfo a un subcuerpo de R/I. |

Ejemplo 4.3. = (0) y R son siempre ideales diferenciales de R.

» En Q[X] con la derivacion usual, es decir, X’ = 1 observamos que (0) y Q[X] son de
hecho los tnicos ideales diferenciales porque si I = (f) con gr(f) = 1, entonces se

cumple que gr(f") < gr(f), luego f’ ¢ I y por tanto, I no es diferencial.

Lema 4.4. Sea ¢ : R — S un homomorfismo de anillos diferenciales entonces ker () es un

ideal diferencial.

Demostracion. El ker(¢) es un ideal por ser la contraimagen del ideal (0). Ademss, si to-
mamos a € ker(¢) y aplicamos ¢ sobre la derivada a’ se tiene que ¢(a’) = (p(a))’ =0y por

lo tanto, a’ € ker(¢). [ |

Estamos interesados en los anillos que no tienen ideales diferenciales propios no triviales.

Definicion 4.5. Un anillo diferencial simple es un anillo diferencial cuyos tinicos ideales

diferenciales son (0) y R.

Veamos que la condicion de ser un anillo diferencial simple nos garantiza que el anillo
es un dominio, luego podemos considerar su cuerpo de fracciones y extender alli la deriva-

cién de forma tnica por el Teorema 2.14.
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Lema 4.6. Sea R un anillo diferencial simple, entonces R no tiene divisores de cero.

Demostraciéon. Primero mostraremos que todo divisor del cero en R es nilpotente. Razo-
namos por contrarreciproco tomamos a € R no nilpotente, y vemos que no es un divisor de
cero. Consideremos el ideal formado por los elementos que se anulan al multiplicarlos por
alguna potencia de a

I={beR|3In=1conab=0}.

Observamos que los elementos de I son divisores del cero y como a no es nilpotente 1 ¢ I,
es decir, I # R. Ademas, I es ideal porque si a”b=0y a™b =0, entonces a"*"™(b—b) =0, y

parar € R, ra"b = 0. Por otro lado, I es diferencial porque aplicando (2.2) se tiene que
0=(a"b) =dna"'b+a"b,

y multiplicando por a como a"b = 0, se concluye @b’ = 0, y por tanto b’ € I. Como R es
simple se cumple que I = (0) y a no es un divisor del cero.

Veamos que el nilradical V(0), el ideal formado por todos los elementos nilpotentes, es un
ideal diferencial. Tomamos a € R, a # 0, nilpotente. Mostraremos que a’ también es nilpo-
tente. Elegimos n > 1 minimo tal que a” = 0. Al derivar por (2.2) obtenemos a'na™"! = 0.
Como na™ ! #0, porque car(R) = 0 tenemos que a’ es un divisor de cero y, por lo proba-
do antes, a’ es nilpotente. En consecuencia, el ideal V(0) es un ideal diferencial y, cOmo
1¢+/(0) y R es simple, entonces, V(0) = (0) y concluimos que 0 es el tinico divisor del cero.
[ ]

Observamos que, dado un ideal maximal I de un anillo diferencial R, si es ideal diferen-
cial es maximal también entre los ideales diferenciales de R. Sin embargo, no todo ideal
diferencial maximal entre los ideales diferenciales de R, es maximal, como veremos en los
ejemplos de la siguiente seccion. El siguiente lema relaciona ideales diferenciales maxima-

les y anillos diferenciales simples.

Lema 4.7. Sea R un anillo diferencial e I un ideal diferencial maximal de R, entonces el

cociente R/ I es un anillo diferencial simple.

Demostracion. Como I c R es un ideal diferencial, por el Teorema 2.12, R/I es un anillo
diferencial para la derivacion (r + )" :=r' + I.

Queremos demostrar que R/I es un anillo diferencial simple, es decir, que no tiene idea-
les diferenciales propios. Como los ideales de R/I son de la forma J/I con J < R un ideal

que contiene a I, si suponemos que J/I es un ideal diferencial, entonces para cada x € J,
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x'+I€]llluegox'+I=y+Iconye€l,luego x’'—ye J.Como ye€ I c J,decimos que x' € J.
Por lo que J es también un ideal diferencial de R.

Como I es maximal entre los ideales diferenciales de R, se sigue que J =10 J = R. En el pri-
mer caso, J/I = {0}, yen el segundo, J/I = R/I. Por lo tanto, los tinicos ideales diferenciales
en R/I son el cero y el total, lo que implica que R/ no tiene ideales diferenciales propios
no triviales.

Concluimos asi que R/I es un anillo diferencial simple. |

Concluimos la seccién probando que si K es un cuerpo diferencial con cuerpo de cons-
tantes algebraicamente cerrado y R es un anillo extension diferencial de K que es una K-
dlgebra finitamente generada, lo que abreviaremos diciendo que R es finitamente genera-
do sobre K y ademas, R es un anillo diferencial simple entonces, el cuerpo de constantes
de Ry de su cuerpo de fracciones es C. Para ello, necesitamos emplear el siguiente lema
atribuido a M.Rosenlicht (ver [8, Lema A.4]).

Lema 4.8. Sea F un cuerpo de caracteristica cero, R un dominio finitamente generado sobre
FyxeRtalqueS = {ce F:x—cesinvertibleen R} es infinito, entonces x es un elemento

algebraico sobre F.

Demostracion. Como R estd finitamente generado sobre F podemos escribir para ciertos
X;e Rycon Xj =x, R=F[Xj,...,X,]. Supongamos que X; no es algebraico sobre F, y sea
L el cuerpo de fracciones de R. Reordenando, suponemos que Xj,..., X; es una base de
trascendencia de L sobre F, y por el Teorema del Elemento Primitivo, sabemos que existe
¥ € R un elemento primitivo de L sobre F(Xj,..., X;).

Tomamos G € F[Xj,..., X;] elegido de modo que sea multiplo del coeficiente principal
del polinomio minimo de y sobre el anillo F[Xj,..., X;], y de forma que se garantiza que los
elementos Xj,..., X, € F[Xy,..., X, ), G 1.

Dado que S es infinito, existen cy,..., ¢, € S tales que G(cy,..., ¢;) # 0. Entonces se puede
definir un homomorfismo de F[Xj, ..., X;,y,G '] en F, la clausura algebraica de F, tal que
X;—cijparaie{l,...,r}. Estoes posible porque si P(T) es el polinomio minimo de y sobre
F[Xi,..., X:], P(cy,...,cr, T) esun polinomio no nulo de F[T] por la eleccién de G como mul-
tiplo del coeficiente director, luego existe unaraiz de P(cy, ..., ¢;, T) en F que denotamos por
yy enviamos yen yy G~ ! en (G(cy, ..., c;)) L.

Como Rc F[X;y,..., X, Y, G711, el homomorfismo inducido de R en F envia X; — ¢; que

es una unidad en R en 0, lo que es absurdo. [ |
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Teorema 4.9. Sea R un anillo diferencial simple que estd finitamente generado sobre K. En-

tonces, R y su cuerpo de fracciones, tiene a C como conjunto de constantes.

Demostracion. Consideramos L el cuerpo de fracciones de Ry tomamos a € L con su de-
rivada a’ = 0. En primer lugar, veamos que a es una constante sobre R, es decir, veamos que
a € R. Podemos suponer a # 0, consideramos el conjunto I = {b € R | ba € R} comprobamos
que I es un ideal diferencial. Como a € L tenemos que a = n/d con n,d € Ry d # 0 luego
da = n € Rydeducimos que I es no nulo. Ademas, I es ideal pues si b, bel y r € R, enton-
ces (b—Db)a € Ry r(ba) € R. Por tltimo, I es diferencial porque si b € I, (ba)’ = b'a+ ba'.
Por tanto, b'a € R porque a’ = 0y ba € R entonces b’ € I. Como R es simple, todo ideal
diferencial no trivial es I = R, luego 1 € I y por ello a € R.

Razonamos por contradicciéon y suponemos que a ¢ C. Entonces, para todo c € C, con-
sideramos (a — ¢)R que es un ideal de R no nulo porque a — c es distinto de cero y es di-
ferencial porque tomando r € R, se tiene que, (a—c¢)r)' = (a—¢)'r+(a—c)r'. Como ce C
y se cumple que a’ = 0 entonces se concluye que ((a—c)r)' € (a—¢)R. Como R es simple
para cada c € C, (a—c)R = R, luego (a— ¢) es una unidad en R. Como C es un cuerpo de
caracteristica cero, es infinito y por el Lema 4.8, tenemos que a es algebraico sobre K.

Por la Proposicion 2.19 como a es algebraico sobre K y a’ = 0, tenemos que a es algebraico
sobre C, lo que es imposible porque C es algebraicamente cerrado y estamos suponiendo
a¢C. |

Este teorema nos permite aplicar los resultados del Capitulo 3 relativos a la dependencia
lineal de las soluciones sobre el cuerpo de constantes, aunque dichas soluciones estén en

un anillo diferencial simple R extensiéon de K.

4.2, Anillos de Picard-Vessiot

Esta seccion se centrara en los anillos de Picard-Vessiot, sus propiedades algebraicas y

su construccion explicita, asi como su relacién con médulos diferenciales.

Definicién 4.10. Un anillo de Picard-Vessiot sobre K para la ecuacién y' = Ay, con la

matriz A € M,(K), es un anillo diferencial R sobre K que satisface que:
(D R esun anillo diferencial simple.

(I) Existe una matriz fundamental F para y' = Ay con coeficientes en R, es decir, la ma-
triz F € GL,(R) satisface F' = AF.
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(ITI) R estd generado sobre K, las entradas de F y el inverso del determinante de F.

Empleando la relacion entre sistemas de ecuaciones diferenciales y m6dulos diferenciales
de la Seccién 3.3, un anillo de Picard-Vessiot para un médulo diferencial M sobre K se defi-
ne como un anillo de Picard-Vessiot de una ecuacion diferencial matricial y' = Ay asociada
a M. Con ello podemos probar que la nocién de anillo de Picard-Vessiot es independiente

de los cambios de base.

Proposicién 4.11. Sea (M,0) un médulo diferencial de dimensién finita sobre un cuerpo
diferencial K con cuerpo de constantes C. Sean y' = Ay e 7' = Ay dos ecuaciones diferenciales
matriciales asociadas al mismo médulo diferencial M. Un anillo diferencial R sobre K es un

anillo de Picard-Vessiot para y' = Ay siy solo si lo es también para j' = Aj.

Demostracién. Por la Proposicién 3.5, las ecuaciones )’ = Ay e ' = Aj representan el
mismo moédulo diferencial M bajo diferentes bases, relacionadas por una matriz invertible
P € GL,(K), de modo que A= P~'AP - PP/,

Sea R = K{(F;j)1<i,j<n (det F)~!'y un anillo de Picard-Vessiot para y' = Ay, donde la ma-

triz F € GL,;(R) es una matriz fundamental. Definimos F:=P°F y observamos que
F=@PYF+P 'F=-pP'P'P'F+P ' AF = AF.

Asi, F es matriz fundamental para ' = Aj y genera el mismo anillo R porque F = P"'F con

P € GL,(K), por lo que R es también un anillo de Picard-Vessiot para y' = AJ”/. ]

Como en la Seccién 3.3, recordamos que dado un médulo diferencial (M, d) sobre K si R es
una extension de K entonces es también un K-mdédulo y podemos definir sobre el producto
R® M la derivacién d(r ® m) = r' ® m+r ®d(m). Cuando no haya ambigiiedad denotaremos
a esta derivacién como 0 abusando de la notaci6n.

Por otro lado, observamos que R ® M tiene estructura de R-mo6dulo con el producto
r1(r, ® m) = (r1r2) ® m. Ademads, dado un elemento r ® m € R® M yunabase ey, ...,e,, de M

como K-moédulo, escribimos m = Z?:l a;e; con ay,...,a, € K y tenemos que

n n
rem=) a;jree)=) ra;1ee).
i=1 i=1

Losvectores 1®ey, ..., 1®¢e, forman una base de R®& M como R-mdédulo libre y podemos des-
cribir la derivaciéon en términos de esta base: si escribimos r; = ra; paracadai € {1,2,...,n},
tenemos que

n n n

(4.1) orem =0} ri®e)=) 0(ri®e) =) [ri(l®e)+r;(1®d(e)).

i=1 i=1 i=1
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Proposicion 4.12 (Caracterizacion de los anillos de Picard-Vessiot para médulos diferen-
ciales). Un anillo diferencial R es un anillo de Picard-Vessiot para (M, 0) si y solo si cumple

las siguientes condiciones:
(D R es un anillo diferencial simple.
(II) V :=ker(0,R® M) tiene dimension igual a dimg M sobre C.

(III) Dada {ey,e,...,en} cualquier base de M sobre K y cualquier base {vy, vy, ..., v,} de V
como C-espacio vectorial, denotamos por H a la matriz que resulta de expresar los
vectores de la base de V en términos de la base libre {1® e;,1®e,,...,1®¢e,} deR® M

sobre R. Entonces R estd generado sobre K por las entradas de H y (det H) L.

Demostracion. Supongamos primero que R es un anillo de Picard-Vessiot en el sentido
de la Definicién 4.10. Entonces existe una matriz fundamental F € GL,(R). Tomamos un
elemento v=r®me R® M ylo escribimos en términos delabase 1®ey,...,1®e,de Re M
como R-modulo entonces v = Z?Zl ri(1®e;) con r; € R. Veamos que v € ker(0,R® M) si
y solo si (r1,...,7,) € R™ es soluciéon de y' = Ay donde A es la matriz asociada en la base

el, ..., en. Por (4.1), tenemos que 6(v) = 0 si y solo si

Y rilee)+) ri(1®d(e;)) =0.
i=1

i=1

Como d(e;) = — Z:I ai;er, tenemos que

n n
Z rl{—Zaijrj (1®e;)=0.
i=1 j=1

Ademas, como 1®ey,...,1® e, es base de R® M como R-mddulo, deducimos que d(v) = 0 si
y solo si (11, ..., 1) es solucion de y = Ay. Como F € GL,(R) es una matriz fundamental del
sistema y' = Ay deducimos que dimc¢(ker(d, R ® M)) = n. Finalmente, elegimos una base
{v1, v2,.., vy} cualquiera de V y veamos que R estéd generado por las entradas de la matriz H
y (detH 1) donde H es la matriz construida como en el enunciado. Para cada jell, .., n}
como v; € R® M podemos tomar v; = Z?:l hij®e;conh;j€ Rparacadaic€{l,..,n}
Como v; € V, tenemos que (hyj,..., h,j) € R" es solucién de y’ = Ay. Por el Teorema 4.9
sabemos que el cuerpo de constantes de R es también C. Como vy, ..., v, son linealmente
independientes sobre C, por el Lema 3.7, vy, v, ..., U, son linealmente independientes so-
bre R, luego det H # 0y H € GL,(R) es una matriz fundamental del sistema y’ = Ay. Por la
Proposicion 3.9, H = FM con M € GL,(C) y por lo tanto, R estd generado sobre K por las
entradas de Hy (det H) L.
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Para comprobar el reciproco queremos ver que si se cumplen las condiciones entonces
es un anillo de Picard-Vessiot. Por la condiciéon (III) sabemos que H es una matriz cuyas
columnas son las soluciones linealmente independientes de y’ = Ay, es decir, es una matriz
fundamental de la ecuacion y ademads se cumple (II) porque R estd generado sobre K por
las entradas de H y (det H)"!. Afiadiendo que se satisface también la condicién (I) de ser

un anillo simple entonces se cumple la Definicion 4.10. [

Proposicion 4.13. Si Ry y R, son dos anillos de Picard-Vessiot para M, entonces cualquier
isomorfismo de anillos diferenciales ¢ : Ry — R, sobre K induce un isomorfismo C-lineal

¢ : V1 — Vs entre los respectivos espacios de soluciones.

Demostracion. Definimos:
@:=¢®idp: R ®M — Ry ® M.

Si ve Vy:=ker(0, Ry ® M), entonces ¢@(v) € V,, ya que d(p(v)) = (p®id)(0v) = 0.
Como ¢ es inyectivo por serlo ¢ y como dim, V; = dim¢ V,, deducimos que ¢ es un isomor-

fismo C-lineal entre los espacios de soluciones Vj y V. [ |

Sin embargo, esta correspondencia depende, en general, de la elecciéon del isomorfismo
¢, y distintas elecciones de ¢ pueden inducir automorfismos C-lineales distintos sobre V5.
Veremos que estos automorfismos forman parte de la accién del grupo de Galois diferencial

sobre el espacio de soluciones.

Ejemplo 4.14. Dado a € K consideramos la ecuacion matricial

b))

Vamos a ver como construir el anillo de Picard-Vessiot de esta ecuacion. Distinguimos dos

Casos:

1 b
» Sitenemos b € K tal que b’ = a, una matriz fundamental del sistema es (0 1) .

En este caso, R = K es un anillo de Picard-Vessiot para el sistema como ocurria para

la ecuacion y’ = a en el Ejemplo 3.3 cuando a-; = 0.

» Supongamos que la ecuacion escalar y' = a no tiene solucién en K. Definimos el

anillo diferencial R = K[T] con la derivacién’ que extiende a’ sobre K con T' = a por
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el Teorema 2.16. Entonces, R contiene una solucién obvia de la ecuacion escalar y

o)

es una matriz fundamental para la ecuacion matricial.
Queremos mostrar que R solo tiene ideales diferenciales propios triviales. Tomamos

I un ideal propio de K[T]. Entonces, I estd generado por algtin
F=T"+---+fiT+fy con n>0.

La derivada de Fes F' = (na+ f,_)T" ' +---+ fia+ f;. Si I es un ideal diferencial,
entonces F’ € I'y, porlo tanto, F’ = 0. En particular, se cumple que na+ f,_, = 0,luego
—(fu-1/m)" = a. Esto contradice nuestra hip6tesis sobre a, por lo que concluimos que

R = K[T] es un anillo de Picard-Vessiot para y' = a.

A continuacién mostramos el cédlculo del anillo Picard-Vessiot empleando la caracteriza-
cion de la Proposicion 4.12.

Consideramos el médulo diferencial M asociado al sistema previo cuya derivacién estd da-
da por d(e;) =0,0(ep) = —ae;. Si existe b € K tal que b’ = a, tomamos R = K.

Entonces K@ M = My 0 = 0. En consecuencia V = ker(d), esta generado por e; y be; + e

(1b
H=
0 1

Se cumple que para R = K esta generado sobre K por las entradas de Hy (det H) ™'

como C-espacio vectorial y

Sino existe b € K tal que b’ = a, tomamos R = K[T] extendiendo la derivacién conside-
rando T’ = a. Como hemos visto antes R es un anillo diferencial simpleyd: R® M — Re M
estd dadapord(rem) =r'® m+reo(m).

Por lo tanto, dado v € V = ker(d), escribimos v=r;® e; + 1> ® e, y tenemos que

O(v)=ri®e +T1y®ey+ T ®0e; + 12 ®0e;

=ri®e +ry®e—an®e; =r,®e+(r, —ar) ®ej,

luego 0(v) =0 siysolosi ré =0y r{ = ar», es decir, coincide con el espacio de soluciones de

y' = Ay.Unabasede V estidadaporv; =1®e; yv, = T®e; +1®e, y R estd generado por

1 T
las entradas de H = (0 1) y (det H)™L.
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Ejemplo 4.15. Consideremos ahora la ecuacion diferencial y' = ay con a € K*. Definimos
el anillo diferencial R = K[T, T~'] con la derivacién’ que extiende ' por el Teorema 2.17 so-
bre Ky T'=aT.

Como KI[T,T™'] es la localizacién del dominio de ideales principales K[T] en S, donde
S ={T": neNj}, tenemos que K[T,T"!] es también dominio de ideales principales. Por
construccion, R contiene una solucién no nula de y’ = ay, luego cumple (II) y (II1) de la
Definicién 4.10. Por tanto, el anillo R seria la respuesta a nuestro problema si no tiene idea-

les diferenciales propios no triviales. Para estudiar esto, debemos plantear dos casos:

(a) Caso 1: paratodo n€ Z,n # 0, la ecuaciéon y' = nay no tiene soluciones y # 0 en K.
Tomamos I # 0 un ideal diferencial de R. Como R[T, T~'] es un D.L.P, entonces I estd
generado poralgin F = T"+a;,—, T 14 .4+ay, conm=0 y, como T es una unidad,

podemos suponer ag # 0. Empleando que T’ = aT, calculamos F’ y obtenemos que
F'=maT™+((m-Daap+da, )T ' +---+a|T+aj

Como [ es diferencial F' € I = (F) ycomo gr(F) = gr(F') = m, se tiene que la derivada
F' = maF. Para m > 0, mirando el término independiente se obtiene la contradiccion
ay = maay con ay # 0. Por lo tanto, m = 0 y deducimos que I = R. Concluimos que

R=KI[T,T™'] es un anillo de Picard-Vessiot para la ecuacién y' = ay.

(b) Caso 2: Existe n € Z, n # 0, tal que la ecuacién y’ = nay tiene una solucién y € K*.
Suponemos que n > 0 es el valor minimo para el cual la ecuacién y’ = nay tiene una
solucién yy € K*.

Observamos que en este caso el anillo R[T, T~!] tiene un ideal diferencial I no tri-
vial dado por I = (F) con F = T" — y,. Comprobamos que I es diferencial porque
F'=naT" - nayy = naF, usando que T' = aT y que y, = nayy.

Consideramos el anillo cociente K[T, T~!] /(T -yp) que denotamos por K|, t~1 don-
de f eslaimagen de T en el cociente.

Por la Proposicién 4.2, como I es diferencial, K[t, '] es un anillo diferencial, exten-
sion diferencial de K. Con esta notacion se tiene que t" = yy, t' = at y cada elemento
de K[t,t™1] puede escribirse de manera tinica como Z?z_ol a;t', con a; € K para ca-
dai€{0,.., n—1}. Veamos que K[t, ¢~ !] es un anillo de Picard-Vessiot para y' = ay.

Debemos probar que K[z, 1] no tiene ideales diferenciales propios no triviales.

Tomamos J c K[t,t7],] # 0 un ideal diferencial. Sea 0 < d < n el valor minimo tal
que J contiene un G no nulo de la forma G = Z?:() a;t'. Supongamos que d > 0. Pode-

mos asumir que a; = 1. La minimalidad de d implica que ay # 0, porque t es unidad
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en K[t, t~!]. Derivando obtenemos

d-1

G =dat®+((d-Vaag_, +a, )t" '+ +ap

Como G/, G € J el elemento G’ — daG pertenece a J debe ser igual a 0, puesto que d
es minimo. Entonces a;, = daay, lo cual contradice nuestra suposicién sobre 7. Por
lo tanto, d =0y J = K|t, 1.

Observacion 4.16. Observamos que en el primer caso del segundo ejemplo necesitamos
afadir a K una funcién que se comporta como una exponencial, esto ocurre por ejemplo
para K = C(z) con la derivacién usual (ver Ejemplo 2.3) y la ecuacion y’ = y. En este caso,
anadimos una solucion formal T que cumple que T’ = T, es decir, una exponencial formal.
Por otro lado, en el segundo caso ya disponemos de una funcién exponencial, por ejemplo
para K = C(z, €3%) donde la derivacion se extiende empleando el Teorema 2.16 de manera
que (e3%)' = 3e3%. En este caso, para resolver la ecuacién y’ = y solo necesitamos afiadir una
raiz ctubica a nuestro cuerpo.

Por lo visto en el ejemplo, sabemos que I = (T3 — e3%) es un ideal diferencial no trivial de
K[T, T7Y y el anillo de Picard-Vessiot estd dado por KT, T~1/1, es decir, anadimos a K una
solucién t que cumple que 2 = e%%. Si en lugar de considerar la ecuacién y’ = y, estudiamos
otro tipo de ecuaciones también podemos hallar el anillo de Picard-Vessiot como muestra

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.17. Consideremos K = C(z), con la derivaciéon usual, ver Ejemplo 2.3, a € C, yla
ecuacion y' = (a/z)y. Como en los ejemplos previos consideramos el anillo R = K[T, T
extendiendo la derivacion por el Teorema 2.17, con T’ = (a/z) T. Veamos si R es un anillo

de Picard-Vessiot para la ecuacion. Distinguimos dos casos:

(a) Caso 1: @ € Q. Escribimos a = n/m con mcd(n, m) = 1. En este caso existe un ideal no
nulo propio I = (T —z") que es diferencial razonando como en el Ejemplo 4.15 para
¥o = 2"*. Ademads, I es maximal porque como mcd(n, m) = 1 el polinomio T — z"
no se puede poner como producto de polinomios de grado menor. Por el Lema 4.7
haciendo el cociente por (T™ — z") se tiene que R = K[T, T~!]/(T™ - z") es un anillo

de Picard Vessiot.

(b) Caso 2: a ¢ Q. En este caso, nuestro objetivo es probar que K[T, T~!] es simple. Vea-
mos que para todo N € Z, N # 0, la ecuacién y' = (Na/z)y solo tiene soluciones

triviales en K = C(z2).
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Para probar esto tomamos [ € C(z), luego f(z) = P(z)/Q(z) con P,Q € C|[z]. Escribi-
mos P, Q en términos de factores de grado 1 y derivamos para obtener que

/PR Q® _ i n;
f P Qkr 4Sz-a;

con n; € Zy a; € C para cada i € {1,2,...,n}. Por lo tanto, f'/f no puede ser igual
a Na/z para ningun N € Z, N # 0. Por el caso 1, del Ejemplo 4.15, KT, T~ con
T' = (a/z)T es el anillo de Picard-Vessiot de la ecuacion.

Las construcciones de los ejemplos previos se pueden generalizar y nos permiten pro-

bar la existencia de los anillos de Picard-Vessiot. Para ello, dado un anillo R vamos a cons-

truir el anillo de polinomio en n

2 variables (Xij)1<i,j<n que denotamos por R[Xj ;] por sim-

plicidad. Sabemos que det = det((X;)1<i,j<n) €s un elemento de R[X;;]. El anillo localizado

respecto de {det” : n € N} lo denotamos por R[X;},1/ det].

Teorema 4.18. Sea y' = Ay una ecuacion diferencial matricial sobre K.

I. Existe un anillo de Picard-Vessiot para la ecuacion.

II. Cualquier par de anillos de Picard-Vessiot para la ecuacion son isomorfos.

II1. Las constantes del cuerpo de fracciones de un anillo de Picard-Vessiot es también C.

Demostracion. I. Consideramos el anillo diferencial Ry = K[Xj},1/det] con la deriva-

IL.

cion extendida de K, dada por (le j) = A(X;;). El Teorema 2.17 muestra la existencia
y unicidad de tal derivacién. Tomamos I c Ry un ideal diferencial maximal. Enton-
ces, se comprueba que R = Ry/I es un anillo de Picard-Vessiot para la ecuacién por
el Lema4.7.

Dados Ry, R, dos anillos de Picard-Vessiot para la ecuacion. Sea Fj, F» las dos matri-
ces fundamentales. Consideramos el anillo diferencial Ry ® R, con la derivacién dada
por (r1 ®ry)' =r{®r,+r ®r, (ver (4.1)). Elegimos un ideal diferencial I c R; ® R,
maximal y definimos Rj3 := (R} ® Ry)/I. Sabemos que existe porque consideramos los
morfismos naturales de anillos diferenciales ¢; : R; — R3 dados por la inclusién y
el paso al cociente para cada i € {1,2}. Como ¢; no es idénticamente nulo, se tie-
ne que ker(¢;) # R; y como R; es simple, ker(¢;) = (0), luego ¢; : R; — ¢(R;) es un
isomorfismo. La imagen de ¢; es generada sobre K por los coeficientes de ¢;(F;)

y @i((detF;)™1). Las matrices ¢1(F;) y ¢2(F,) son matrices fundamentales sobre el
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anillo Rs3. Por el Lema 4.9, el conjunto de las constantes de R; es C, y por la Pro-
posicion 3.9 se tiene que ¢ (F1) = @2(F2)M, donde M € GL,(C). Esto implica que
@1(R1) = @2(R»), y por lo tanto, R; y R, son isomorfos.

ITI. Directo por el Lema 4.9 |

4.3. Cuerpo de Picard-Vessiot

En esta seccién nos centraremos en el estudio de extensiones diferenciales de Picard-
Vessiot. A diferencia de la teoria de Galois clasica, que se desarrolla en el contexto de ex-
tensiones de cuerpos, la teoria de Picard-Vessiot se formula de manera natural en términos
de anillos diferenciales. Esto se debe a que, al afiadir las soluciones de una ecuacién dife-
rencial lineal, no siempre se obtiene un cuerpo, sino un anillo diferencial. En contraste, la

teoria clasica se basa en el siguiente resultado fundamental que podemos encontrar en [3]:

Teorema 4.19. Sea R una extension de K. Entonces, el conjunto de los elementos de R que

son algebraicos sobre K forma un subcuerpo de R.

Este teorema justifica que, en el caso clésico, sea suficiente trabajar con cuerpos. En
cambio, en el marco diferencial, el objeto que contiene las soluciones no necesariamente
es un cuerpo, por lo que resulta natural trabajar con anillos. De hecho, aunque en esta me-
moria hemos mantenido el enfoque cldsico, la teoria de Picard-Vessiot se puede plantear
sobre anillos diferenciales simples, es decir, considerando ecuaciones diferenciales sobre
este tipo de anillos en lugar de sobre cuerpos, ver [4].

Sin embargo, recordamos que los anillos de Picard-Vessiot son dominios por el Teore-

ma 4.6 lo que nos permite considerar su cuerpo de fracciones.

Definicién 4.20. Un cuerpo de Picard-Vessiot para la ecuacion y’ = Ay sobre K (o para un
modulo diferencial M sobre K) es el cuerpo de fracciones de un anillo de Picard-Vessiot

para esta ecuacion.

Existe una definicién equivalente de cuerpo de Picard-Vessiot que habitualmente apa-
rece en los textos sobre teoria de Galois diferencial. Para demostrar la equivalencia entre

ambas definiciones haremos uso del siguiente lema.

Lema 4.21. Sea L cualquier cuerpo diferencial con cuerpo de constantes C. La derivacion de-
notada por' sobre L se extiende a una derivacion sobre L[Y; j»1/det] definiendo Yi’j =0 porel

Teorema 2.17 para todos los i, j € {1,2,..., n}. Se considera C|Y; j,1/det] como un subanillo de
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L[Y;;,1/det]. La aplicacion del conjunto de ideales de C[Y;;,1/det] al conjunto de los ideales
diferenciales de L[Y;,1/ det] que lleva cada ideal I en su extendido (I) es una biyeccion. La

aplicacion inversa estd dado por ] — Jn C[Y;j,1/det].

Demostracion. Elegimos una base {¢}ss, con £, = 1, de L sobre C. Entonces {¢}cs €s
también una base libre del médulo L[Y;},1/det] como C[Y;},1/det]-médulo. Elideal (1) es
diferencial porque los elementos de (I) son sumas finitas de productos as¢; con as € I y al
derivar uno de estos elementos se obtiene otro elemento de (I). Por lo tanto, se cumple que
()N ClY;jj,1/det] = 1.

Terminamos la demostracion mostrando que cualquier ideal diferencial J < L[Y;;, 1/det]
estd generado por I := J N C[Y;;,1/det]. Tomamos {ep},cp una base de C[Y;;,1/det] sobre
C. Cualquier elemento f € J puede escribirse de manera iinica como una suma finita como
f=Xplpep con ¢} € L. Denotaremos por la longitud I(f) al namero de b para los cuales
?;, #0. Veamos que f € (I) por induccién en la longitud de f. Cuando I(f) =00 I(f) =1,
el resultado es directo, porque f = ¢,ej; entonces f tiene la forma de un elemento de (1)
porque ep € C[Y;j,1/det], ey = f/lp € I.

Supongamos que [(f) > 1y que la hip6tesis es cierta para todo g con I(g) < I(f). Podemos
suponer que ¢, = 1 para algin ce By ¢4 € L\ C para algun d € B. Entonces, tenemos que
=X [’beb tiene una longitud menor que [(f) y, por lo tanto por la hipétesis inductiva,
pertenece a (I).

De manera similar, (¢, f)' € (I). Porlo tanto, (¢;")' f = (¢! /) =¢,' f', que esta en (I). Dado
que C es el cuerpo de constantes, [’d # 0, y por lo tanto, f € (I). |

Gracias a este lema auxiliar y al Lema de Zariski (ver [1]) podemos caracterizar los cuerpos

de Picard-Vessiot.

Teorema 4.22. Sea y' = Ay una ecuacién diferencial matricial sobre K y sea L > K una exten-
sion de cuerpos diferenciales. El cuerpo L es un cuerpo de Picard-Vessiot para esta ecuacion

si y solo si se satisfacen las siguientes condiciones:
(D) Elcuerpo de las constantes de L es C.
(I) Existe una matriz fundamental F € GL,,(L) para la ecuacion.

(III) L estd generado sobre K por las entradas de F.

Demostracion. Si L es el cuerpo de fracciones del anillo de Picard-Vessiot, entonces por el

Teorema 4.18, cumple (I) y por ser el cuerpo de fracciones cumple (II) y (III).
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Reciprocamente, si L es una extension diferencial de K que cumple estas condiciones (I), (II)
y (IIT) veamos que es el cuerpo de fracciones del anillo de Picard-Vessiot.

Como en el Teorema 4.18, consideramos el anillo diferencial Ry = K[X;;,1/det] con deriva-
da (X lfj) = A(X;j}). Consideramos la extension de anillos diferenciales dada por la expresion
Ry c L®k Ry = L[X;j,1/det]. Definimos un conjunto de n? nuevas variables Y; j que cum-
plen que (X;;) = F-(Y;;), donde F es la matriz dada por (II). Entonces, como F € GL,(L) se
tiene que L®k Ry = L[Y;},1/det] para todos i, j € {1,...,n} y como F es una matriz funda-

mental,

Y =(F'Xip)' = F X+ F'X[; ==F'F'F7' X;; + FL AX;
=-F 'AFF'X;;+ F ' AX;; =0.

Tomamos P un ideal diferencial maximal de Ry y consideramos el ideal que genera en
L®k Ry, denotado por (P). Dado que L®k Ry/(P) = L&k (Ry/ P) # {0}, el ideal (P) es un ideal
diferencial propio. Como L®g Ry = L[Y;;,1/det] y, por (I), L&c C[Y;;,1/det] = L[Y;},1/det]
identificamos L®k Ry con L®c Ry donde definimos R, := C[Y;}, 1/det]. Definimos el ideal
P c R, por P=(P)nR;.Como Y/, =0, por el Lema 4.21, el ideal (P) estd generado por p.si
M es un ideal maximal de R; que contiene P, entonces por el Lema de Zariski R, /M = C. El
homomorfismo de paso al cociente en M de C-algebras R; — C se extiende a un homomor-
fismo diferencial de L-algebras L®c R} — L®c C = L. El nticleo de este homomorfismo con-
tiene a (P) € L®k Ry = L®¢ R;. Por lo tanto, componiéndolo con la inclusién Ry < L ®k Ry,
tenemos un homomorfismo diferencial ¥ : Ry — L que cumple que P < ker(y). El nacleo
de v es un ideal diferencial (ver Lema 4.4), y por la maximalidad, P = ker(y).

El subanillo ¥ (Ry) < L es isomorfo a Ry/ Py, por lo tanto, es un anillo de Picard-Vessiot. La
matriz (y(X;;)) es una matriz fundamental en GL, (L) y debe tener la forma F - (¢;;) con
(cij) € GL,(C), porque el cuerpo de las constantes de L es C. Por (III) L estd generado sobre
K por los coeficientes de F, luego se tiene que L es el cuerpo de fracciones de ¥ (Ry). Por lo

tanto, L es un cuerpo de Picard-Vessiot para la ecuacion. |

Los cuerpos de Picard-Vessiot nos permiten hablar de extensiones de Picard-Vessiot.

Definicion 4.23. Sea K < L una extension de cuerpos diferenciales. Se dice que L es una
extension de Picard-Vessiot de K si L es un cuerpo de Picard-Vessiot para una ecuacion
diferencial y' = Ay con A € M,,(K).

Veamos que las extensiones de Picard-Vessiot generalizan las extensiones de Galois.
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Teorema 4.24 (Extensiones de Galois finitas son extensiones de Picard-Vessiot). Sea L una
extension de Galois finita de K, con grupo de Galois = Aut(L/ K). Entonces, L es una extension
de Picard-Vessiot de K.

Demostracion. Dado que L/K es una extension de Galois finita, el Teorema 2.20 garantiza
que la derivacion en K se extiende de manera tinica a L.

Veamos la compatibilidad de la derivacién con el grupo de Galois = Aut(L/K). Para to-
do o € Gy v € L, definimos la funcién f(v) = o~} (o(v)"). Se puede verificar que f es una

derivacién en L porque satisface

fo+tw) = ow+w))=0" (oW +ow)) =0 (cW) +0oW))
=o' o)) +o o)) = f) + f(w).
fow)=c Y (eww)) =0 (cwow))=c"" oW  ocw)+0) ow))
=o o)) -0 M ow)+o o) o ow)) = f) - w+v- f(w).

Por unicidad de la derivacion, concluimos que f(v) = v/, es decir, o(v') = o(v)’, los auto-
morfismos de G son diferenciales.

Como L/K es finita, existe un conjunto finito de elementos wy,..., w,, € L tal que es-
cribimos L = K(wy,...,wy), y el grupo G permuta estos generadores. Por tanto, el espacio
vectorial V generado sobre C por los w; es invariante por la accion de G, es decir, para cada
veV,o(w)eV.

Tomamos {vy,..., v;} unabase de V sobre C, y consideramos W = W (vy, ..., v,,) la matriz

Wronskiana. Calculamos o (W) aplicando o a cada una de las entradas de W paraun o € G

o) - o(vy) o(v1) o (vy)

o) - oy ow) - oy
o(W) = . ) =

o) - o)) eV - oY

Como V es invariante por G, o(v;) es una combinacion lineal sobre C de vy, vy, ..., Uy, lue-
go existe Ay € M, (C) tal que (o(vy1),0(v2),...,0(vy)) = (vy,..., V) Ag. Observamos que esta
ecuacion nos da una igualdad entre la primera fila de o(W) y la primera fila de WA,. De-

()

1 reees v,(j))AU para

rivando A,, que es una matriz de constantes, (¢ (v1),...,a¥ (v,)) = (v
cada j €10,...,n—1},luego o (W) = WA,.
Ademas, los vectores vy, ..., v, son linealmente independientes sobre C, por lo que su Wrons-
kiano no se anula det(W) # 0 (Lema 3.16). Por tanto, W es invertible.

Para probar que L es una extension de Picard-Vessiot de K debemos construir la ecua-

cién diferencial asociada. Consideramos la matriz B := W/W 1. Al derivar 0 (W) = WA, se
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obtiene o(W) = W' A, + WA. . Multiplicando por o(W)~! = AJ1W~! se deduce que
agB)=c(WNoW™ ) =w@W)oW) ' =W A, + WADA'W L =B+ WA AW,

Como A, tiene entradas constantes, es decir, en C, se tiene que A/, = 0, y por tanto como

o(B) = B para todo o € G, tenemos que las entradas de B permanecen fijas para todos los

automorfismos de G luego necesariamente estdn en el cuerpo base K, es decir, B € M,,(K).
Ademds, como W' = BW, la matriz W € GL,(K) es una matriz fundamental para la

ecuacion diferencial matricial y' = By, con B € M,,(K).

Conclusiéon como L esta generado por las entradas de W sobre K, el cuerpo de constantes

de L sobre K es C por la Proposicién 2.19 y por ser C algebraicamente cerrado, entonces

por el Teorema 4.22, se concluye que L es el cuerpo de Picard-Vessiot de la ecuacion. W

Podria parecer que la construccion de la ecuacién diferencial realizada en el teorema
anterior es arbitraria, sin embargo, resulta natural si se emplea el lenguaje de médulos di-

ferenciales.

Corolario 4.25. Sea L una extension de Galois finita de K. Construimos el K-médulo dife-
rencial M = L y 0 la tinica derivacién sobre L que extiende a la derivacion de K. Entonces L

es el cuerpo de Picard-Vessiot del médulo diferencial (M, 0).

Demostracion. Usaremos la caracterizacion de la Proposicion 4.12. En primer lugar, que-
remos ver que se tiene que ker(d, L ® L) tiene dimensioén n = [L : K] sobre C. Como L/K es
una extension de Galois finita, hay un isomorfismo ® de K—éalgebras, ®: L® L — [[,eg L
dado por ®(v® w) = (0 (V) W)geg-
Como [[,eq L = L" puesto que n = [L: K] = |G|, tomamos una base canénica ey, ..., e, de
L, el producto en L" se define coordenada a coordenada elg =e¢; paracadai € {l1,..,n}. En
otras palabras, L® L~ Le; @ Ley,...® Le;, con e? =e;.

Observamos que si e es un elemento idempotente de L ® L, es decir, e? = e, entonces
a(e?) =d(e), luego (2e—1)d(e) =0.Como 1=(1,1,...,1), 2e; -1 # 0 y deducimos que d(e) = 0.

Por consiguiente, cada e; estd en el nicleo de 9, y son linealmente independientes sobre
C. Por tanto, ker(0, L® L) tiene dimensién n sobre C. En segundo lugar, como en el teorema
anterior, probamos que C es el cuerpo de constantes de L usando que es algebraicamente
cerrado.

Se comprueba también que si L es un subcuerpo propio de L que contiene a K, se tiene
que L® L =[] ¢ L con G = Gal(L/K). Como [L: K] = m < n, ker(d, L® L) tiene dimension
menor que 7, luego no es una extension de Picard-Vessiot de K porque no contiene todas

las proyecciones e;. |
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4.4. Introduccion al Grupo Diferencial de Galois

En esta seccion introducimos el grupo diferencial de Galois de una ecuacién diferencial
lineal en forma matricial, o en forma de médulo, y desarrollamos la teoria para demostrar

algunas de sus principales caracteristicas.

Definicién 4.26. El grupo Galois diferencial de una ecuacién y' = Ay sobre K, o de un
mddulo diferencial sobre K, se define como el grupo DGal(R/K) de los automorfismos de
la K-4lgebra diferencial de un anillo Picard-Vessiot R para la ecuacién. Mds precisamente,
DGal(R/K) consiste en los automorfismos de R que cumplen la relacién o (f') = o (f)’ para
todo f € R.

Como hemos visto en el Teorema 4.24, una extensiéon Galois finita L/K es el anillo
Picard-Vessiot de una cierta ecuacion diferencial matricial sobre K. Observamos que este
teorema también establece que el grupo Galois ordinario de L/K coincide con el grupo Ga-
lois diferencial. Sin embargo, existen extensiones de Picard-Vessiot que no son extensiones
de Galois, es decir, el grupo de automorfismos y el grupo de automorfismos diferenciales
pueden ser distintos, porque podrian aparecer automorfismos que no respetan la deriva-
cion.

Por ejemplo, C(z, e®) extension de C(z) construida con (e?)’ = ¢* como en el Ejemplo
4.15 es de Picard-Vessiot pero no es de Galois porque no es algebraica.

De hecho, se puede probar que Aut(C(z, e*)/C(z)) = PGL,(C(z)) donde PGL,(C(z)) es el gru-
po lineal general proyectivo. Mientras que DGal(C(z, e*)/C(z)) = C*.

Proposicién 4.27. Sea R una extension de Picard-Vessiot de K fijamos una matriz fun-
damental F € My, (R). Podemos identificar DGal(R/K) como un subgrupo de GL,(C) en-
viando cada automorfismo o € DGal(R/K) en la unica matriz constante que cumple que
0(F) = FC,. Esto nos proporciona una representacion inyectiva p : DGal(R/K) — GL(V)
donde V es el espacio de soluciones de la ecuacién.

Demostracion. El grupo Galois diferencial G = DGal(R/K) puede ser definido de la si-
guiente manera: como en la Proposicién de caracterizacién 4.12, se considera el espacio
de soluciones V :=ker(0, R® M). La accion K-lineal de G sobre R se extiende a una accién
K-lineal sobre R® M de manera que o(r ® m) := o (r) ® m, la cual estd bien definida porque

o fija K y respeta las relaciones de R ® M. Como o es automorfismo diferencial, conmuta
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con la derivacién 0, y en el producto tensorial se tiene d(r ® m) = r' ® m+r ® (m), entonces

god(rem)=c(r'em+redm))=c()em+o(r)®ad(m)

=) ®@em+o(r)®d(m)=0((rem)).

Por ello, si restringimos la acciéon de G sobre R® M a V, tenemos que induce una accién
C-lineal sobre V. Por la Proposicion 4.12 si fijamos una base de V sobre C y una base de
M sobre K y F es la matriz que expresa la primera base en términos de la base de R ® M,
entonces, R estd generado sobre K por las entradas de F y el inverso del determinante de

F. Calculamos la derivada de F~ 1o (F) y vemos que

FloE) =(F YoE)+F Y oF) =-F 'FFlor) + FloE))
=—-FlAc(F)+F '0(AF)=-F 'Ac(F)+ F ' Ac(F) =0,

en la penultima igualdad hemos usado que o (A) = A porque A € M, (K). Por tanto, obtene-
mos que C, = F~ 1o (F) es una matriz de GL,(C) univocamente determinada por F y o. Por
la Proposicion 3.9, (F) es una matriz fundamental de y’ = Ay y se define una aplicacion
p :DGal(R/K) — GL(V) dada por p(0) = C,. Veamos que p es un homomorfismo de grupos

inyectivo. Dados 01,02 € DGal(R/K) tenemos que
Coro0, = F10102(F) = F o1 (02(F) = F'01(F- Cy,) = F'01(F) - C4, = Cg, - Cy,

Para comprobar que es inyectivo observamos que si C, = Id, entonces o(F) = F, como las
entradas de F y el inverso del determinante de F generan R, entonces o(r) = r para todo

r € R. En conclusion, o = Idg y p es inyectivo. |

Observacion 4.28. Podemos considerar también el grupo de Galois diferencial sobre el
cuerpo de fracciones L de R que denotamos por DGal(L/K). Se puede comprobar que
todo elemento de DGal(R/K) se extiende de manera tinica a un elemento DGal(L/K) y
que todo elemento de DGal(L/K) procede de una de estas extensiones, luego se tiene que
DGal(L/K) = DGal(R/K).

Para concluir la memoria vamos a enunciar el teorema fundamental de la Teoria de Ga-
lois Diferencial, tratando de entender los elementos que intervienen en él. Los grupos de
Galois diferenciales resultan ser grupos algebraicos y la correspondencia del teorema se es-
tablece entre entre subgrupos cerrados para la topologia Zariski y subcuerpos diferenciales.
Para precisar la primera de estas nociones, recordamos algunos aspectos elementales de la
geometria algebraica. Dado que no es el tema fundamental de esta memoria incluimos los

resultados sin demostracion, para mas informacién ver [8].
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Definicién 4.29. Un subconjunto cerrado de la topologia de Zariski V < K" se llama una
variedad definida sobre K, o una K-variedad, si es el conjunto de ceros comunes de un
conjunto de polinomios en K[Xj,..., X,]. Sea S € K[Xj,..., X;;] un subconjunto de polino-

mios. El conjunto de ceros de S en K" se denota por:
V(S)={XeK"| f(X)=0paratodo f € S}.

Lema 4.30. El conjunto de ceros de S en K" solo depende del ideal generado por S, es decir,
V(S) =V((S)), donde (S) es el ideal generado por S.

Definicién 4.31. Dado un subconjunto U < K", el ideal de polinomios que se anulan en

U se define por
I(U)={f € K[X,...,X,] | f(X)=0paratodo X € U}.

Por lo tanto, tenemos una correspondencia entre los ideales de K[Xj, ..., X;] y los subcon-
juntos algebraicos de K" que estd dada por I — V(I),y V — I(V), donde I es un ideal en
K[Xj,...,X,] y V es un subconjunto algebraico de K. La correspondencia se trata de una
biyeccion si y solo si K es un cuerpo algebraicamente cerrado.

La demostracion se sigue del siguiente teorema que podemos encontrar en [1].
Teorema 4.32. Teorema de los Ceros de Hilbert (Nullstellensatz)

1. SiI<KI[Xy,...,X,] es un ideal propio, es decir, I # K[X;,..., X,], entonces el conjunto
de ceros V(1) es no vacio V(I) # @.

Es decir, todo sistema de ecuaciones polinémicas no trivial tiene una solucién en K".

2. Seal < KI[Xj,..., Xyl unideal. Entonces, el ideal de todos los polinomios que se anulan
en el conjunto de ceros de I es igual al radical de 1, es decir [(V (1)) = v/ (I) . donde /()
es el radical de I, es decir, el conjunto de todos los polinomios f tales que algtin ™ € I

para algun m € N.

Volviendo al estudio del grupo de Galois diferencial, podemos definir los subgrupos

algebraicos de matrices.

Definicion 4.33. Sea K un cuerpo diferencial con cuerpo de constates C algebraicamente
cerrado. Un subgrupo G < GL,(C) se dice que es algebraico si es el conjunto de ceros de un
ideal I c C[X,'j].

51



CAPITULO 4. ANILLOS Y EXTENSIONES DE PICARD-VESSIOT

Con la identificacién de DGal(R/K) como subgrupo de GL,(C) tenemos el siguiente

resultado.

Proposicion 4.34. Sea R un anillo de Picard-Vessiot de K entonces DGal(R/K) es un subgru-

po algebraico de GL,(C).

Demostracion. Porlos teoremas de existencia y unicidad del anillo de Picard-Vessiot sabe-
mos que podemos escribir R = K[X;;,1/det]/I donde I = (fi,..., f) es un ideal diferencial
maximal de K[X;;,1/det] y podemos asumir que f; € K[X;;] porque det es una unidad.
Empleando la representacién matricial de DGal(R/K), podemos identificar este grupo con

el conjunto
(4.2) {MeGL,(C):opm(I) 1}

donde o € K[X;j,1/det] estd dado por oy (X; ) = (X; ;) M. Tenemos que define un conjun-
to algebraico en GL,(C). Tomamos una base {es}scs de R sobre C, vemos que se tiene que
o m(fi)+1 € R puede expresarse como una suma finita }_; C(M, k, s)es paracada k € {1, ..., n}
con C(M, k, s) € C dependientes de M. Observamos que o;(I) c I siysolosi C(M, k,s) =0
para cada k € {1, ..., m} y cada s en un subconjunto finito de S.

Se comprueba que C(M, k, s) es una expresion polinomial en las entradas de M con coefi-

cientes en C por como se construye el automorfismo o . |

Por la Observacion 4.28 DGal(R/K) = DGal(L/K) y por lo tanto DGal(L/K) es también un
subgrupo algebraico de GL,(C) .
En general el cdlculo del grupo de Galois diferencial no es sencillo pero empleando (4.2)

podemos describirlo en algunos ejemplos sencillos.

Ejemplo 4.35. 1. Sea K = C(z) con la derivacién usual y consideremos la ecuacion dife-

rencial y' = (a/z)y, cuyo grupo diferencial de Galois DGal < GL; (C).

Segun la descripcion del grupo de Galois diferencial como el grupo que deja inva-

riante cierto ideal diferencial (ver Ejemplo 4.17), distinguimos dos casos:

(@) Caso 1: a =n/me Qy mcd(n,m) = 1. En este caso, el anillo de Picard-Vessiot
era R=C(2) [T, T~'] /(T™-z™).y entonces el grupo de Galois diferencial es iso-
morfoaZ/mZ = {(c)|c"™ -1 =0} c GL;(C).

(b) Caso 2: a ¢ Q. En este caso el anillo de Picard-Vessiot era R = C(z)[T, T~!], con
T' = (a/2)T y el grupo de Galois diferencial es entonces todo GL; (C), es decir,
DGal = GL; (C).
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2. Consideramos la ecuacion diferencial y' = y sobre K = C(z) con derivada usual. Co-

mo antes, se puede comprobar que el grupo de Galois diferencial es DGal = GL; (C).

Teorema 4.36 (Teorema Fundamental de la Teoria de Galois Diferencial). Sea K un cuer-
po diferencial con cuerpo de constantes algebraicamente cerrado C. Sea L una extension de
Picard-Vessiot de K, con grupo de Galois diferencial G = DGal(L/K). Entonces

1. Existe una correspondencia biyectiva entre los subgrupos cerrados de Zariski H< G y

los subcuerpos diferenciales F tales que K < F < L, dada por:
H—ILY={aelL|o(a)= a para todo o € H},
F—DGal(L/F) ={oc € G|o(a) = a para todo a € F}.

2. Un subcuerpo diferencial F, con K < F € L, es una extension de Picard-Vessiot de K si

y solo si DGal(L/F) es un subgrupo normal de G. En tal caso, se tiene:

DGal(F/K) = G/DGal(L/F).

Ejemplo 4.37. Consideremos la ecuacion diferencial y' = (a/z)y del caso dos del ejemplo
anterior, es decir, a ¢ Q sobre el cuerpo K = C(z). El anillo de Picard-Vessiot R se corres-
ponde con R =C(2)[T, Y y su cuerpo de fracciones es K (z%), luego DGal = GL; (C) = C*.
Como los subconjuntos cerrados para la topologia de Zariski de C* son finitos y los elemen-
tos de orden finito de C* son raices de la unidad, deducimos que los subgrupos cerrados
de GL;(C) = C* son ciclicos y finitos. Esto da lugar a una correspondencia entre subgrupos

cerrados del grupo de Galois y extensiones diferenciales intermedias del cuerpo de Picard-

Vessiot:
Grupos <= Cuerpos
{1} — K%
N f——t U
{1 eZm’/n eZ(n—l)m’/n} — K(Zna)
N p—t U
c* — K
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