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RESUMEN

Este Trabajo Final de Grado se centra en el estudio de los cédigos ciclicos, abordando
en primer lugar su estructura y propiedades algebraicas fundamentales.

Se presenta una introduccién a los cédigos de Hamming, con una transicion hacia
los c6digos Bose-Chaudhuri-Hocquenghem (BCH). Esta familia de cédigos ciclicos destaca
especialmente por su capacidad para detectar y corregir multiples errores, ademés de por
su robusta estructura algebraica.

El analisis profundiza en las propiedades algebraicas de los cédigos BCH, considerando
tanto su construcciéon como sus caracteristicas y el proceso de decodificacion. Se exploran
los algoritmos asociados a la correccién de errores.

Finalmente, se presentan algunas aplicaciones clave de cdédigos BCH.

ABSTRACT

This final degree project focuses on the study of cyclic codes, first addressing their
structure and fundamental algebraic properties.

An introduction to Hamming codes is presented, followed by a transition to
Bose-Chaudhuri-Hocquenghem (BCH) codes. This family of cyclic codes is particularly
notable for its ability to detect and correct multiple errors, as well as for its robust algebraic
structure.

The analysis delves into the algebraic properties of the BCH codes, considering both their
construction and characteristics, as well as the decoding process. Algorithms associated with
error correction are explored.

Finally, some key applications of BCH codes are presented.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Teoria de Cdédigos

La Teoria de Codigos es un area de las matematicas cuyo principal objetivo es transmitir
datos. En este esquema aparecen emisor, canal y receptor, los elementos bésicos de la
comunicacién; ademads, aparecen dos procesos en los cuales se centra este area: codificar
y decodificar. A grandes rasgos, codificar consiste en transformar la informacién para su
transmisién a través del canal. La decodificacién actia de manera inversa y, a través de la

senial recibida, trata de obtener la informacién original.

Emisor Codificador Canal Decodificador Receptor
a a— T T~y y—a a’

Figura 1.1: Esquema general sobre la transmisién de informacién

Como se puede intuir, el desarrollo de la Teoria de Cédigos tuvo su auge en paralelo al
progreso de la comunicaciéon a mitad del siglo XX. A continuacién, se presenta el contexto
histérico en el que se desarrolla este trabajo. Conocer el origen de la teoria, las necesidades
tecnologicas que impulsaron su aparicién y su evoluciéon permite comprender la motivacion
actual por estudiar cédigos como los BCH. Se ha obtenido de [7], [1], [11].

1.1.1. Contexto histérico

Aunque el uso de sistemas de codificacién se remonta a la Antigiiedad, con ejemplos
como los jeroglificos egipcios (alrededor del 3300 a. C.) o el cédigo Morse (creado en
1844 por Samuel Morse), la Teoria de Cédigos como disciplina formal nace a finales de
la década de 1940. Fue impulsada por necesidades tecnolégicas y por los avances en la
matematica aplicada. En este proceso confluyen tres ejes clave: la logica binaria, la teoria
de la probabilidad y la transmisién de sefiales. Por un lado, la légica binaria, basada en los
principios de la logica aristotélica, reduce los sistemas a dos estados: 1 y 0, lo cual resulta
esencial en el tratamiento algoritmico de la informacién. Por otro, la estadistica permite
modelar la informacién como sucesos aleatorios y medir su frecuencia o imprevisibilidad.
Finalmente, la ingenieria de telecomunicaciones se enfrenta al reto de transmitir informacién
de forma rapida, fiable y con el menor ruido posible. Con ruido nos referimos a alteraciones
producidas en el canal que pueden modificar la informacién transmitida.

En este contexto, Claude Shannon, junto a Warren Weaver, publica en 1949 la teoria A

Mathematical Theory of Communication, sentando las bases tedricas de la comunicacién



digital. Shannon introduce el concepto de entropia de la informaciéon, una funcién que
mide la incertidumbre asociada a una fuente de informacién aleatoria. Shannon demostrd
la existencia (aunque no la construccién explicita) de cédigos capaces de alcanzar esta
eficiencia 6ptima. Sus resultados, de caracter probabilistico, impulsaron el desarrollo de
codigos eficientes. Fue David A. Huffman quien aporté el cédigo de Huffman (1952), el
primer ejemplo de esta Teoria de Shannon. Estos avances demostraron que era posible
transmitir informacién de forma fiable en presencia de ruido si se aplicaban los c6digos
adecuados. En este sentido, destacan los trabajos de Richard Hamming y Marcel Golay,
quienes disefiaron un tipo de c6digos con estructuras algebraicas capaces de detectar cuando
un mensaje transmitido no era correcto e incluso conseguir el mensaje original (corregir)
sin necesidad de retransmision. Desde entonces, la Teoria de Codigos ha evolucionado
como una disciplina matematica con profundas raices en el dlgebra, la combinatoria, la
teoria de la informacién y la probabilidad, con aplicaciones fundamentales en informatica,
telecomunicaciones, criptografia y compresiéon de datos.

Un ejemplo reciente y conocido es el cédigo QR, creado en 1994 por la empresa japonesa
Denso-Wave. Se trata de una matriz que codifica informacién binaria, permitiendo su rapida
lectura y correccién de errores mediante c6digos Reed—Solomon. Estas estructuras combinan
conceptos algebraicos con técnicas de diseno robustas para entornos ruidosos.

. 1. Informacion de la Version

2. Informacién del Formato

3. Correccion de Errores y Datos

:::: 4. Patrones Requeridos

[ | I 4.1. Posicién
B 4.2. Alineamento

-
m  4.3. Sincronizacién
|}

Figura 1.2: Esquema de informacién contenida en el cédigo QR. Imagen de [2].

Este ejemplo ilustra la conexién entre teoria y aplicacion practica. Este trabajo se
centra especialmente en los cédigos BCH, pero antes conviene introducir dos tipos de
c6digos fundamentales en la historia de la Teoria de Cédigos: los cddigos lineales y los
codigos ciclicos. Los primeros forman un subespacio vectorial; esto significa que cualquier
combinacién lineal de palabras cédigo también pertenece al codigo, lo que facilita su analisis
y su implementaciéon. Dentro de esta categoria, los c6digos ciclicos incorporan una propiedad
adicional: si desplazamos los simbolos de un mensaje codificado en forma ciclica (por ejemplo,
moviendo el ultimo simbolo al principio), el resultado sigue siendo un mensaje valido. Esta
caracteristica permite representar los mensajes mediante polinomios, lo que abre la puerta
al uso de herramientas algebraicas més potentes. Los cdédigos BCH son una subfamilia
de cédigos ciclicos descubiertos por Raj Chandra Bose (matematico indio-estadounidense)
y Dwijendra Kumar Ray-Chaudhuri (fisico indio) por un lado, y Alexis Hoquenghem
(matemaético francés) por otro.

Los trabajos relacionados con estos c6digos comenzaron a desarrollarse entre 1959
y 1960. Se observé que algunos codigos binarios ciclicos contaban con propiedades mas
amplias que los cédigos de Hamming, pudiendo corregir mas de un error, gracias a su
estructura algebraica. En 1960 ya se ide6 el primer algoritmo de decodificacién para cdédigos
BCH binarios. Posteriormente, los resultados se generalizaron a alfabetos no binarios.
Actualmente, los c6digos BCH mantienen su importancia dada su fiabilidad.



1.2. Estructura y organizacion del trabajo

El presente Trabajo de Fin de Grado aborda el estudio de los codigos ciclicos y, de
manera particular, los cédigos Bose-Chaudhuri-Hocquenghem (BCH). La comprensién de
estos codigos requiere una base sélida en conceptos algebraicos; por ello, este trabajo guia,
desde la teoria mas basica hasta las aplicaciones practicas que demuestran el impacto
tecnoldgico de estos codigos.

El recorrido del trabajo se inicia con el Capitulo 2, dedicado a los fundamentos
algebraicos que aportan las herramientas necesarias para adentrarse en la Teoria de Codigos.
Este capitulo cubrird la teoria de cuerpos finitos, partiendo de definiciones como anillo,
cuerpo, ideal o extensiones algebraicas, hasta conocer la construcciéon de cuerpos finitos.
También se trabaja con la aritmética polindémica sobre estos cuerpos. Tendrd un gran peso
en el capitulo las raices de la unidad y los polinomios ciclotémicos. Esta base algebraica es
crucial, ya que la construccién y las propiedades de los codigos ciclicos y BCH se asientan
directamente sobre estas estructuras.

Posteriormente, el Capitulo 3 presentara el marco general del trabajo. Se introduciran los
conceptos fundamentales de los codigos, como la distancia de Hamming y las capacidades de
deteccién y de correccion de errores. Se presentan los c6digos lineales y las herramientas para
construirlos y representarlos, mediante conceptos como matriz generadora de un codigo o
matriz de control. Aparece por primera vez un método comin de decodificacion a través del
sindrome. El Capitulo 4 se adentrard en una clase especifica de cédigos lineales, los c6digos
ciclicos. Se estudia su relacién con los ideales de anillos de polinomios, lo que simplifica
enormemente el trabajo con estos codigos. Se analizardn sus generadores polinémicos y
sus propiedades de codificacién y decodificaciéon. Como ejemplo paso intermedio hacia los
c6digos BCH, se hara una descripcion especifica de los c6digos de Hamming.

En el Capitulo 5 el foco se dirige hacia los Cédigos BCH. Esta seccién estd dedicada
al estudio introductorio de esta importante familia de codigos. Se abordard un ejemplo
concreto de su construccién para la correccién de dos errores a partir del codigo de Hamming
‘Hs poniendo en uso los conocimientos sobre raices en extensiones de cuerpos finitos. Se
discutiran sus parametros clave (longitud, dimensién, distancia minima) y se presentaran los
limites tedricos sobre su capacidad de correccién, a través de un nuevo parametro: distancia
de disefio. Se describira un algoritmo simple de decodificacién para codigos BCH: el Método
de Peterson.

Finalmente, en el Capitulo 6 se ofrecerd una visién de la implementacion y el impacto
de estos cddigos en el mundo real. Se presentaran dos casos de uso concretos en diversas
areas, como los sistemas de comunicacién por satélite y los sistemas de telemedicina. Este
capitulo busca consolidar la comprensién de la aplicabilidad practica de los conceptos
teodricos desarrollados.



Capitulo 2

Preliminares de Algebra. Anillos y
Cuerpos

Este capitulo preliminar recoge los conceptos algebraicos fundamentales para el
desarrollo de la Teoria de Codigos BCH. Comenzamos con una revisiéon de los conceptos
mas basicos: anillo, ideal, cuerpo, entre otros. Seguida de un estudio del anillo R,,, esencial
en cbédigos ciclicos. También se abordan las extensiones, cuerpos finitos, y polinomios
ciclotémicos junto a raices de la unidad, claves en la construcciéon de los cédigos BCH.
Los resultados de este capitulo son bésicos, pueden encontrarse en la referencia [4], y en el
Capitulo 4 de la referencia [6].

2.1. Anillos, cuerpos e ideales

Definicién 2.1 (Anillo). Sean R un conjunto no vacio, +,-: R x R — R dos operaciones
binarias e internas, decimos que (R,+,-) es un anillo si:

» (R,+) es un grupo abeliano: la operacion suma cumple la propiedad asociativa y
conmutativa, tiene elemento neutro e inverso.

» (R,-) es un monoide conmutativo: la operacion producto cumple la propiedad asociativa
y tiene elemento neutro.

» Se cumple la propiedad distributiva: Va,b,c € R se tiene que a-(b+c)=a-b+a-c
y(a+bd)-c=a-c+b-c.
Observacion 2.2. En este texto, llamaremos anillo al anillo conmutativo y unitario.

Denotaremos con Or al elemento neutro con la suma, y con 1r al elemento neutro con

el producto.

Definicién 2.3 (Dominio). Dado (D,+,-) un anillo, D es un dominio si el inico divisor
del cero en D es Op.

Definicién 2.4 (Unidades en el anillo). Los elementos a € R con inverso para el producto
forman las unidades en el anillo. El conjunto de las unidades se denota por U(R).
(U(R),-) es un grupo abeliano.

Definicién 2.5 (Cuerpo). Sea (K,+,-) un anillo. K es cuerpo si U(K) = K \ {Ox}.

Definicién 2.6 (Cuerpo finito). Un cuerpo se dice finito si posee un nimero finito de

elementos.



Ejemplo 2.7. El cuerpo de los racionales Q es un ejemplo de cuerpo infinito. Fy = {0, 1}

es un cuerpo finito.

Definicién 2.8 (Ideal). Dado un anillo (R,+,-), llamaremos ideal a todo subgrupo (I,+)
de (R,+) tal que se verifica que:Vr € RNz €1, r-x € 1.

Proposicién 2.9 (Test de caracterizacién de ideales). Sea (R,+,-) un anillo e I un
subconjunto no vacio de R. Entonces:
r—yel

I ideal de R <= Vx,y € I yVr € R se tiene
r-xel

Definicién 2.10. Sea (R, +,-) un anillo y S un subconjunto no vacio de R, llamamos ideal
generado por S a la interseccion de todos los ideales que contienen a S y lo denotamos

por (S) := 1, siendo I; ideal de R para todo j, y S C I; para todo j.

Definicién 2.11 (Ideal principal). Dado un anillo R y un elemento a € R, se define un
ideal principal como un ideal generado por un solo elemento a:

(a):={r-a : e R} CR

Definicién 2.12 (Dominio de Ideales Principales - DIP). Sea D un dominio, decimos que

es un DIP cuando todo ideal de D es principal.

2.2. Anillos de polinomios

Los anillos de polinomios, con su estructura algebraica y operaciones, facilitan la
representaciéon de los codigos lineales y su decodificacion. Por el momento se definen sus
propiedades algebraicas y en el proximo capitulo se verd su utilidad.

Definicién 2.13 (Polinomio. Grado). Dado (R,+,-) un anillo, un polinomio con
coeficientes en R y en la variable x es una expresion de la forma:

n
p(x) = Z ajxj =aqg+aix+ a2$2 + .t apx”
§=0

tal que a; € R para todo i =0, ...,n. Se denota con R[zx] al conjunto de todos los polinomios
con coeficientes en R. El grado del polinomio serd el mayor n tal que a, # 0.

Observacion 2.14. Una funcion polinémica es una funcion expresada mediante un
polinomio, de modo que para p € R[z], p: R — R, con ¢ — ag + ajc+ azc® + - - + a,c".

Definicién 2.15 (Raiz de un polinomio). Sea ¢ € R y p(z) un polinomio tal que p(c) =0,

se dice que c es raiz de p (o una solucion de la ecuacion polinomica p(z) = 0).

Proposicién 2.16. Dado (R,+,-) un anillo, (R[z],+,-) es un anillo cuyas operaciones
estin definidas de la siguiente manera. Sean p(z),q(x) € R[z] de grados m y m
respectivamente:

= suma + :

mazxz{m,n}

p(@)+q@)= > (o +a)z"
k=0



= producto - :

n+m k

p@)-q(@) = > O pi-ar-i)a”

k=0 =0

Las raices y factorizacién de polinomios nos serviran para caracterizar y disenar c6digos
con buenas propiedades de correccién de errores.

Definicién 2.17 (Polinomio irreducible). Un polinomio es irreducible sobre un cuerpo
K si no se puede expresar como el producto de dos polinomios en el cuerpo; es decir, dos
polinomios con grado menor y con coeficientes en el cuerpo. Esto es lo mismo que decir que

un polinomio no puede descomponerse en factores que no sean triviales (1 o el mismo).

Teorema 2.18 (Identidad de Bézout). Sean f,g € R[x| dos polinomios no nulos y no

unidades, y sea h su mdzximo comun divisor. Entonces, existen o, 3 € R[x] tales que
h=af+Bg
con deg(a) < deg(g), deg(B) < deg(f).

2.2.1. Anillo R,

K es un cuerpo cualquiera en esta seccion. Este anillo nos va a permitir representar los

codigos ciclicos como ideales.

Definicion 2.19. Se conoce al anillo R, como el anillo que representa las clases de los
residuos de K[x] mddulo (™ —1):

R, = Kla]/(@"-1)

Este anillo contiene a todos los polinomios de grado menor que n y coeficientes en K.

“©

Notacion. En lo siguiente se utiliza “ =" para representar “ = (méd =™ —1)”.

Proposicion 2.20. FEl anillo R, no es cuerpo para n > 2.

Demostracion. Véase que el elemento no nulo x — 1 € R, no tiene inverso para el producto.
Suponemos por reduccién al absurdo que x — 1 tiene inverso para el producto. Esto es, existe
un elemento g(r) € K[z] tal que (x—1)-g(x) = 1. Sea g(z) = go+g10+go2x* + ...+ gn_12" 1,
con g; € K Vi € {0,...,n — 1}. Desarrollamos el producto.

glx)(x —1) = gox + 1o + -+ gn12" — go — 1@ — gox® — -+ — g1 !

=gn1+grtgr -t g™ —go—gix— - — gpo1a"

= (gn—l - go) + (go — 91)$ + o+ (Qn—Q _ Qn—l)ﬂfn_l -1

Por lo tanto, el sistema de ecuaciones queda como:

In-1—9o =1,
g0 — g1 =0, gn—1—go =1,
. <~
go=01=02="""=0n-1
gn—-2 — Gn—-1 = 0
Encontramos un sistema sin solucién, por lo que = — 1 no tiene inverso. O



R, no es un cuerpo, pero contiene a los codigos ciclicos en los que vamos a trabajar.

Corolario 2.21. Un polinomio f(x) tiene inverso con el producto en R, siy solo si f(x)
y x"™ — 1 son coprimos en K|[z]

Demostracion. Vamos a demostrar cada implicacién:

» < : Suponemos que f(z)y 2™ — 1 son coprimos en K[z]. Aplicando la Identidad de
Bézout (Teorema 2.18), existen dos polinomios g(x), h(z) € K[x] que cumplen

f(@)g(z) + (2" = Dh(z) = 1

Ahora, teniendo en cuenta la equivalencia médulo z™ — 1

1= f(z)g(z) + (2" — 1h(z) = f(2)9(x)
Por lo tanto f(z) tiene inverso en R,, para el producto, y es g(z).

» — Suponemos que f(x) tiene inverso para el producto en R, entonces existe g(z) €
R, tal que f(x)g(x) = 1, esto significa que para algin h(z) € K|x]

Entonces f(z) y 2™ — 1 deben ser coprimos, porque si compartieran algin divisor
distinto de 1, no se podria dar la anterior igualdad.

O]

Proposicion 2.22. R, es DIP

Se puede demostrar en el area de Algebra, pero su prueba para K finito se simplifica
notablemente haciendo uso de la Teoria de Cédigos (Corolario 4.11).

2.3. Extensiones algebraicas

Definicién 2.23 (Extensién. Elemento algebraico). Sean K y F cuerpos, F es una
extension de K si K es un subcuerpo de F. Un elemento € F es algebraico sobre

K si es raiz de un polinomio no nulo con coeficientes en K.

Definicién 2.24 (Polinomio minimo). Dado un cuerpo K y una extension de cuerpos F,
sea B € F un elemento algebraico sobre K. Llamaremos polinomio minimo de 3 sobre
K a M(x) si es el inico polinomio mdnico, irreducible, de menor grado, con coeficientes en
K, y que cumple M(3) = 0.

Definicién 2.25 (Extensién simple. Elemento primitivo). Una extension F de K es simple
si existe un elemento € F \ K tal que F' es el cuerpo mds pequerio que contiene al cuerpo
K y al elemento 3. Se denota como F = K(B). Llamaremos a B elemento primitivo de la

extension.

Proposicién 2.26. Sea F' una extension de K y M(z) el polinomio minimo de /3 sobre K
entonces



define un isomorfismo de cuerpos.

Proposicién 2.27. Sea F = K(B) una extension simple con M (x) polinomio minimo de [3
sobre K de grado m, entonces K(B) es un K-espacio vectorial de dimension m y con base
{1,8,5%,..., ™1}, Ademds K(B) = {ko + k18 + ... + kym_18™ 1 k; € K}. A la dimension
m se le llama grado de la extension de F' sobre K.

Las extensiones algebraicas permiten ampliar un cuerpo para construir estructuras mas

ricas. Se vera mas claro en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.28. C es una extension simple de R. i € C pero i ¢ R. i es raiz del polinomio
22 + 1 € R[], que corresponde al polinomio minimo de i elemento algebraico sobre R. Si
representamos C como R(i) entonces R(7) := {a + bi : a,b € R}.

2.4. Raices de la unidad y polinomios ciclotémicos en K

Las raices de la unidad y los polinomios ciclotémicos tienen una gran importancia en la
teoria de cédigos. Esta seccion introduce conceptos ttiles y herramientas en un cuerpo K

genérico.

Definicién 2.29 (Orden de un elemento). En un grupo, el orden de un elemento es
el numero minimo de veces que debe operarse un elemento consigo mismo para obtener el
elemento neutro del grupo. Denotdndolo con la operacion multiplicativa, sea a el elemento,
tenemos:

a = a- - a

i veces
Llamando al conjunto generado por a como (a) := {a' : i € N}, y denotando el orden de

a como O(a), se tiene

O(a) = min{i € N: a' =1} = #(a)

Definicién 2.30 (Grupo ciclico). Un grupo (G,-) es ciclico si se puede generar con un
solo elemento. Es decir si existe a € G tal que G = (a).

Proposicién 2.31. Si G es finito, es ciclico si y solo si existe a € G tal que O(a) = #G.

Observacion 2.32. En todo grupo finito, el orden de cualquier elemento divide al cardinal

del grupo.

Definicién 2.33 (Caracteristica). Sea K un cuerpo. Dado un nimero natural n € N
definamos n - 1 a la cantidad siguiente:

s Sin =0, entoncesn-1g =0k
m Sin=1, entonces 1 -1 =1k
» Paran > 2, se define recursivamente n- 1 :=(n—1) -1 + 1
Si existe un nimero enteron € N, n # 0 tal que n- 1, = 0, se tendrd que el ndmero natural:
p:=min{fn e N\n#0,n-1g =0} =min{fneN:n#0,n-z=0,Vz € K}

es la caracteristica del cuerpo K.
St no existe n € N bajo las condiciones anteriores, diremos que la caracteristica del

cuerpo K es 0. Denotamos la caracteristica de K como char(K).



Observacion 2.34. Si char(K) = 0, entonces K es infinito. No ocurre al revés.

Existen cuerpos infinitos con caracteristica no nula. Por ejemplo (Z/27)[x] es infinito pero

char((Z/2Z)[z]) = char(Z/2Z) = 2.
Definicién 2.35 (Raices n-ésimas de la unidad). Dado n € N y K un cuerpo, se define el
polinomio

2" — 1€ K[z]

como el polinomio ménico cuyas raices son las raices n-ésimas de la unidad.

Observacion 2.36. Las raices n-ésimas de la unidad no tienen porque pertenecer al cuerpo

K. En concreto pertenecen a una extension algebraica F' de K.

Definicién 2.37 (Raices n-ésimas primitivas). Entre las raices n-ésimas de la unidad, una

raiz es primitiva si tiene orden exactamente n.

Observacion 2.38. No siempre existen raices primitivas de la unidad en todo cuerpo. Por
ejemplo, sea K = Fq, £ — 1 no tiene raices primitivas 4-ésimas en el cuerpo Fa. En este

caso, vt — 1 = (z + 1)* y su tnica raiz es 1, raiz cuddruple.

Proposicién 2.39. Sea K un cuerpo, y 2 — 1 € K|[z], si char(K) no divide a n entonces

todas las raices son distintas y ademds existen raices primitivas n-ésimas de la unidad.

Notaciéon. Denotaremos a Gy, como el conjunto de todas las raices n-ésimas de la unidad

y con P, C G,, al conjunto formado por las raices n-ésimas primitivas de la unidad.

Proposicién 2.40. Si P, # () entonces (G, -) es un grupo ciclico de orden n generado por
cualquier elemento de P,.

Ejemplo 2.41. Consideramos el cuerpo de los reales R. Las n-ésimas raices de la unidad

serdan
G, = {eQ"n““ k=0,..n— 1} cc
Siendo e*™* =1, con k € N. En concreto, para n = 1, se tiene que la dnica raiz de x — 1 es
1.
En otro caso, por ejemplo para n = 4, 2* — 1 € Rlx] tiene 4 raices que son Gy =

. L . 3mi
{1 =2 ez ™, eT} C C, donde tan solo dos son raices 4-ésimas primitivas de la unidad
) 3mi
Py = {67,67} C C. Se puede comprobar rdpidamente que cada elemento de Py genera el
grupo Gy.

Definicién 2.42 (Polinomio ciclotémico). Consideramos el n-ésimo polinomio
ciclotémico como:

@y(2) = ] (- a)

a€EP),
El polinomio cuyas raices son exactamente los elementos de P,,.

Proposicion 2.43. Sea n € N y K un cuerpo cuya caracteristica no divida a n:

" —1= H‘I’d(l“)

din

y ®4(z) € K[z] Vd € N divisor de n.



Veamos algunos ejemplos de polinomios ciclotémicos.

Ejemplo 2.44. n=1:2' —1=2 -1 = ®()
n=2:22—1=®(z)®2(x) entonces ®z(z) = 271) =z+1

Py (z
n=3:2°—1=®(x)®3(x) entonces P3(x) = %@}) =22 +z+1
n=>6:2%—1= & (z)Ps(x)P3(x)Pg(z) entonces ®g(x) = m =z?2—z+1

Observacién 2.45. Para un p primo, el polinomio zP — 1 cumple que:

-1 2P-1
(I)l() rz—1

2P —1 = ®(2)Ppy(x) siendo ®p(x) = =Pl P24 441

2.5. Cuerpos finitos. Grupos ciclicos. Elementos primitivos

Los cuerpos finitos y sus propiedades seran ttiles para trabajar con cédigos finitos.

Teorema 2.46. » Sea K un cuerpo finito, existe un primo p tal que char(K) = p.

Ademds eziste un m € N tal que |K| = p™.

m

» Sea q =p™, con m € N y p primo, existe un unico cuerpo finito (salvo isomorfismos)
con ezactamente q elementos, denotado por F,. En particular, si q es primo, F, es

isomorfo a Z/qZ.

A partir de aqui, [F, representa a un cuerpo finito de ¢ elementos, siendo ¢ = p™ una
potencia de primo. El caso de los nimeros primos se encuentra dentro de este, siendo ¢
primo cuando m = 1. Cuando aparezca p siempre serd referido a un niimero primo. Vistos
estos resultados, nos podemos preguntar que forma tendrén los cuerpos finitos I, con ¢ no

primo.

Observacion 2.47. El conjunto Z/p™Z no es un cuerpo para m > 1. En efecto, existen
elementos a =p y b =p™ ' en Z/p™7Z tales que a,b # 0, pero a-b=0 (méd p™).

Parece que no se pueden describir con facilidad, y que debemos construirlos. Haremos
uso de la Proposicion 2.26.

Definicién 2.48 (Construccién de Fpm ). El cuerpo Fpm se construye como el anillo cociente

entre el anillo de polinomios Fplz] sobre el ideal generado por un polinomio irreducible

f(z) € Fplz] de grado m.

Observacién 2.49. Teniendo en cuenta la Proposicion 2.26 y la Proposicion 2.27, Fym =

Fp[:v]/(f(:n)) = Fy(B), siendo € Fpm un elemento algebraico sobre F,, con polinomio

minimo f.

Ejemplo 2.50. s Vamos a construir el cuerpo Fg.
Siendo 3 € Fg un elemento algebraico sobre Fy y f(x) = 23 +x+1 € Fa[x] su polinomio

minimo tal que B3 = B+ 1, los elementos del cuerpo son:

FB:{Oa17675275+1)62+57/82+6+17/82+1}

Se puede representar este cuerpo de la misma forma como Fax] / (f(x)). Todos los

elementos distintos de cero en el cuerpo tienen inverso para el producto:
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e z-(22+1)=1 (méd 23+ + 1)
e 2?2 (22 +2z+1)=1 (méd 23 +x+1)
e (14+2)-(2°4+2)=1 (méd 23 +2+1)
Las unidades son U(FS) = {Lﬁvﬁzvﬁ + 17ﬁ2 +B762 + ﬁ + 1762 + 1} = Fg \ {O}; €s

decir, efectivamente es cuerpo. (Véase la Tabla 5.1).

» El conjunto 7 /87 no es un cuerpo. Sus elementos son:
7/8%Z ={0,1,2,3,4,5,6,7}

pero no todos son unidades. Por ejemplo no existe ningin elemento b € Z/8Z tal que

2-b=1, esto es porque mcd(2,8) =2 # 1, por ello 2 ¢ U(Z/8Z).

2.6. Raices de la unidad y polinomios ciclotémicos en K finito

Vayamos al caso de cuerpos finitos.

Teorema 2.51 (Corolario 3, p.96 de [6]. Teorema de Fermat). Para todo elemento B en un

cuerpo Fpm, siendo p un nimero primo y m un natural, se cumple que:
gt =4

o lo que es lo mismo, B es una raiz de:

m

P —x
El orden de B es divisor de p™ — 1.

Observacion 2.52 (Elemento primitivo). Bajo las condiciones anteriores, si el orden de (3
es exactamente p""* — 1, diremos que 3 es un elemento primitivo de F,m. Sea K un cuerpo
finito, todo elemento generador del grupo multiplicativo U(K) es elemento primitivo de
K.

Observacién 2.53. Dado 3 € F,m \ {0}, 5 es raiz de ™ —1 con n = p™ — 1. En particular
B es raiz n-ésima de la unidad y, si es primitivo de Fpm, es raiz primitiva n-ésima.

Ejemplo 2.54. (Véase Ejemplo 2.50, Definiciones 2.29, 2.30 y la Proposicion 2.31). (Fg\
{0},-) es un grupo ciclico. Sea 5 € Fg un elemento primitivo del cuerpo, es de orden 7 =
23 — 1. Como 7 es primo, todos 3 € Fg\ {0, 1} tienen orden 7y pueden generar Fg\ {0}, es

decir son primitivos.

En el proximo ejemplo se verd una situacién diferente, donde no todos los elementos son

primitivos.

Ejemplo 2.55 (Cuerpo Fig = Fos). En el cuerpo Fig existen elementos de orden 2*—1 = 15
que son primitivos, pero también hay elementos de orden 3 y 5 divisores de 15, que no son
Primitivos.

Fig = Fg[x]/(x4 +z+1)

Los elementos del cuerpo son Fig = {0,1, 5, 5%, 3,148, B+ 52, 82483, 1+ 3+ 53,14+ 82, B+
B3+ B+B2, B+ +B3, 148+ B2 +83,14+ 52+ 83,1+33). Tenemos B como un elemento

primitivo, O(B) = 15. Otro elemento primitivo seria B2, pero existen elementos que no lo
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son porque no generan todo el cuerpo. Por ejemplo B3 tiene orden 5, porque (5%)° = 1.
Otro ejemplo puede ser el elemento B+ (2, que cumple (B + 5%)2 = B3 + B4+ B° 4 % =
B3+ B+1+ B2+ B+ B3+ B2 =1. Por lo tanto O(3 + 2) = 3.

Los siguientes resultados con los que vamos a trabajar tienen como objetivo factorizar
n
™ — 1 en Fplz].

Proposicién 2.56. Sea 5 € F, un elemento primitivo del cuerpo, [ es algebraico sobre ),

con M(x) € Fp[z] su polinomio minimo, contamos con las siguientes propiedades:
n Si f(z) € Fplz] cumple f(B) =0, entonces M(x)|f(x).
» M(x)|zP" — 2
s Bl polinomio minimo de un elemento primitivo de ), tiene grado m.

Ahora nos interesa saber como factorizar ®4(z) € Fplz] en polinomios irreducibles,
puesto que el polinomio minimo M (z) de § raiz primitiva n-ésima de la unidad serd un
factor de @, (x). Para ello es necesario definir la funcién de Euler.

Definicién 2.57 (Funcién de Euler). Definimos la funcion de Euler para unn € N como
e(n)=#{reN>;:0<z<n,mcd(z,n) =1}

Proposicién 2.58. Sea 2" —1 € Fp,[z] y sea m = O(p) en (Z/nZ,-), entonces @ (z) € Fp[z]

factoriza en %n) factores irreducibles de grado m.

Se van a desarrollar cuatro ejemplos ilustrativos de cuatro casos para n = 3,7,8, 15,
donde trabajaremos con las factorizaciones y elementos primitivos de z —1 con n = p"* —1,
que pertenecen al cuerpo Fpm. Se recomienda prestar mayor atenciéon a los casos n = 7'y

n = 15 porque se volverd a ellos en el Capitulo 5 para construir los primeros c6digos BCH.

Observacion 2.59. Para trabajar en los proximos capitulos, nos interesa que una base
del cuerpo Fy como espacio vectorial esté dada por un elemento primitivo, asi la base sea
{1,8,52%, ..., 3™} y entonces F, ={0,1, 3, ooy BP7LY. Por ello, en este trabajo, escogeremos
f(z) para generar el cuerpo como un anillo cociente, siempre y cuando f(z)|®n(z), para
que sus raices sean primitivas.

Ejemplo 2.60 (n = 3). Sea el cuerpo Fy dondep=m =2 yn =3 =22—1. Sea 8 € F4\ {0}

raiz de 3 — 1, su polinomio minimo en Falx] es un factor irreducible de 2 — 1. En concreto
1‘3 —1= @1(%‘)@3(1‘)

Si tomamos ®1(x) = = — 1, la raiz del polinomio es 1. Si tomamos B como raiz de ®3(z) =
2?2+ x+1, B es un elemento primitivo y ese es su polinomio minimo, ya que ®3(x) factoriza

#(3)
2

en Falz] en = 1 polinomio de grado 2. Es decir es irreducible. Las raices de x° — 1

pertenecen al cuerpo Fy2 = Fy = Fg[ac]/ (22 +2+1)={0,1,z,x + 1}

Ejemplo 2.61 (n = 7). Trabajamos en este caso con las raices de 7 — 1 que pertenecen
al cuerpo Fg. Se tiene p =2, m =3, n =23 —1. Sea § € Fg \ {0} una raiz de 27 — 1, si

B # 1, B tiene orden 7 por ser primo y es un elemento primitivo. Su polinomio minimo serd
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un factor ireducible de ®7(x) que factoriza en Falx] en %7) = 8 =2 factores irreducibles de

grado 3. Vamos a calcularlos:
27— 1= (2)r(x) = r(z) =S + 2P +at + ¥+ 2? o+ 1

Factorizamos en Fa[x] y obtenemos ®7(z) = (x> + 22+ 1) (23 + z + 1) drreducibles. Podemos
encontrar las raices de x7 —1 en Fg = Folx] / (x3+2+1). Ya se han descrito los elementos

del cuerpo en otros apartados. (Véase el Ejemplo 2.50 o la Tabla 5.1).

Ejemplo 2.62 (n = 8). Veamos ahora la factorizacion y las raices de x® — 1 en F3[z].
Sea p =3, m = 2, entonces n = 3° — 1. Las raices del polinomio pertenecen al cuerpo Fg.
Vedmoslo. Sea 3 € Fg \ {0} raiz de 2® — 1 € F3[z], si B # 1, B es raiz de ®a(z) = = + 1,
®y(x) = 22 + 1 0 ®g(w). Calculamos Pg(z):

8 -1

dg(x) = =zt +1eFsz
) G @ @) o
Se puede factorizar este polinomio en Fs[x] en @ = 2 polinomios de grado 2. Los

calculamos y obtenemos x2 +x + 2, 2% 4 22 + 2. Podemos generar Fy como F3[x] / (m(z)),
siendo m(x) cualquiera de los 2 factores irreducibles de ®g(z) y [ serd una raiz de m(x).
Por ejemplo, si tomamos m(z) = x> + x + 2, y B raiz, la otra raiz corresponde a 23 + 2.
Tanto B como 2 + 23 son elementos primitivos del cuerpo. Fg = {0,1,2,3,28,1 + 5,2 +
B,1+ 28,2+ 2B}, siendo B> = 2B + 1. Las raices de x> + 2x + 2 también son elementos

primitivos del cuerpo.

Ejemplo 2.63 (n = 15). Por iiltimo, trabajaremos con las raices de x> — 1 en el cuerpo
Fi6. En este casop =2, m =4, yn =2*—1. Sea B € Fig\ {0} raiz de 25 — 1. Si B # 1,

B debe ser raiz de ®3(x), P5(x) y P15(z). Calculamos los que no conocemos:

s O5(z) = 2t + 23 + 2% + 2 + 1 (aplicando la Observacién 2.45 por ser 5 primo).

» Oi5(z) = —<I>1(x)g<61>135(_x)1<1>5(a:) =284+ttt
El polinomio ®15(x) se puede factorizar en @ = 2 factores irreducibles de grado 4 en

Folz]. Los calculamos y obtenemos: 4z +1, 2* + 23+ 1. Las raices de x'® — 1 pertenecen
a Fig = Fy [x]/ (m(x)) pudiendo ser m(z): * +x + 1 o 2* + 2® + 1. (Véase el Ejemplo
2.55).

Se ha profundizado en estos ejemplos porque es importante conocer el polinomio z" — 1.
Se vera su utilidad para trabajar con la estructura algebraica de los c6digos ciclicos que se
trabajaran mas adelante.
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Capitulo 3

Preliminares de cédigos. Cédigos
Lineales

Antes de adentrarnos en los codigos ciclicos, expondremos en este apartado algunos
conceptos bésicos de Teoria de Cédigos, obtenidos de la Bibliografia [6].

Definicién 3.1. Un alfabeto es un conjunto finito A = {a1, az, ..., a4}, donde los elementos
a; son las letras o simbolos del alfabeto. A las sucesiones finitas de elementos de A se les
llama palabras o vectores.

Definicion 3.2. Una palabra tiene longitud n cuando es un elemento del producto
cartesiano A x ... x A = A™. El conjunto de todas las palabras sobre el alfabeto A, las
denotaremos como A* = AUA2UA3U...UA" U ...

Definicién 3.3 (Cédigo). Un cdodigo C es un subconjunto de A*.

Estos subconjuntos siguen un conjunto de reglas y convenios, cuyo objetivo es representar
o convertir los datos. Su uso se basa en el procesamiento, almacenamiento y transmision
de informaciéon. En lo general trabajaremos con la familia de c6digos que se describe a

continuacion.

Definiciéon 3.4. Llamamos cédigo bloque de longitud n, a un cédigo C donde todas las
palabras tienen la misma longitud n, C C A™.

En este trabajo, nos referiremos a un cédigo bloque simplemente como cédigo. El alfabeto
A se correspondera con el conjunto de elementos del cuerpo finito Fy, siendo ¢ = p™ con p
un ndmero primo y m € N>1. Esta notacién se mantendra en la teorfa. En los ejemplos sera
habitual trabajar con cédigos binarios, es decir con el alfabeto A = {0,1} = Fs.

Definicién 3.5. Sea z = (x1,x9, ...,x,) una palabra de un cédigo C que se transmite por el
canal, y sea y = (Y1,Y2, ..., Yn) la palabra recibida. Se dice que se ha cometido un error
en la posicion j si x; # y;.

Ejemplo 3.6. Se utilizardn estos codigos para ilustrar diversos conceptos y propiedades:

a) €1 =1{(0,0,0,0,0,0),(0,0,1,1,1,0),(0,1,0,1,0,1),(0,1,1,0,1,1),(1,0,0,0, 1, 1),
(1,0,1,1,0,1),(1,1,0,1,1,0),(1,1,1,0,0,0)} C F§ es un codigo bloque de longitud 6.
Por ejemplo, la palabra (1,0,0,0,0,0) tiene longitud 6 y sus elementos estin en el

alfabeto Fo pero no pertenece al codigo.
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b) C2 = {(0,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)} C F3 es un cddigo bloque de longitud 3. Por
ejemplo, (1,0, 1) es una palabra del cédigo. Sin embargo, (1,0,0) no pertenece al codigo,
por lo que si recibimos esta palabra, necesariamente se ha producido un error en la

transmision.

¢) Cédigo no binario: C3 = {(0,2,1,2,1,2,0),(2,0,1,1,0,1,1),(1,1,0,0,1,0,1),
(2,1,2,0,2,2,0),(0,1,0,2,2,1,2)} C F] es un cédigo bloque de longitud 7, con palabras
sobre el alfabeto A = {0,1,2}. Por ejemplo, la palabra v = (2,1,1,0,2,1,0) no estd

en el codigo.

3.1. Cobdigos detectores y correctores de errores

La localizacién del error en la transmisién y su posible correccién encierra uno de
los principales objetivos de la Teoria de Coédigos. Se diferencian dos grandes clases de
c6digos: detectores de errores, y detectores y correctores de errores; introducidos
por Richard Hamming en 1950, en la publicacién de un articulo fundamental [3].

Se dice que un codigo detecta errores si, al transmitir una palabra por un canal se produce
algun error y la palabra recibida no pertenece al codigo. La perturbacion se puede producir
por ejemplo a causa de un canal ruidoso. Un cédigo corrige errores si ademés de detectarlos,
es capaz de encontrar la posicién del error y descubrir el mensaje original.

Es usual que los cédigos detectores de errores transmitan ademas de la informacién, una
cantidad extra redundante que permita la deteccion de la existencia de errores.

Ejemplo 3.7. El pin de las tarjetas bancarias electronicas es evaluado como una palabra
de 4 letras. Si se introduce de manera incorrecta, el banco detecta que ha ocurrido un error,

pero no conoce la posicion del error.

Los codigos detectores y correctores de errores deben incluir la suficiente
informacién redundante, que permita al receptor recuperar el mensaje. Existird una cota

para la cantidad de errores producidos en la transmision.

Ejemplo 3.8. a) Los CDs pueden recuperar los datos grabados de esta manera, es por

eso que un disco rallado puede sonar correctamente a pesar de estar sucio o danado.

b) Otro importante ejemplo para la recuperacion de los datos es la letra del DNI, donde
se utiliza la congruencia modulo 23 en el nimero del DNI, y asigndandole una letra con
una tabla de equivalencias. Gracias a este mecanismo se pueden detectar errores que
pueden venir de un fraude interesado o un simple error manual. Se podrd corregir el

error solo si se sabe la posicion de éste.

Una herramienta sencilla de localizacién y correccion de errores es el uso de codigos de
repeticion. Esta codificacion consiste en repetir cada simbolo del mensaje original un nimero
k determinado de veces. Esa redundancia permite la deteccién y correcciéon de errores de la

transmision.

Ejemplo 3.9. Un ejemplo sencillo.

Con k = 7, se recibe la palabra y = (1000100). La opcién mds probable es que la palabra
enviada haya sido x = (0000000), es decir, se han cometido 2 errores en la transmision.
La otra opcion seria que la palabra enviada corresponda a x = (1111111) en cuyo caso se

habrian cometido b5 errores.
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Sera una ventaja en el codigo que las palabras que lo forman sean lo més distintas posible,
para impedir que las perturbaciones en el canal transformen unas en otras. Esta idea es la
base de los cddigos correctores. La diferencia entre palabras se mide con la distancia de

Hamming.

Definicién 3.10 (Distancia de Hamming). La distancia entre dos palabras x = (x1, ..., xy)
ey = Y1,y Yn), T,y € A", es el numero de elementos diferentes en cada palabra que ocupan
la misma posicion. Lo denotamos como:

d(z,y) = H{i:1<i<n,x #y}

Si se emite una palabra x € C y se recibe y, suponiendo que se han cometido el menor
numero de errores, podemos decodificarla por la palabra de C a una menor distancia de
Hamming de y.

Ejemplo 3.11. Tomamos el cidigo Cs del Ejemplo 3.6 ¢).

C3 = {v1 = (0212120), vy = (2011011),v5 = (1100101), vy = (2120220), v5 = (0102212)}

Si recibimos la palabra v = (2,1,1,0,2,1,0), que como hemos dicho no estd en el cédigo, y
comparamos con las palabras del codigo:

d(u,v1) = 5,d(u,v2) = 4,d(u,v3) = 5,d(u,vs) = 2,d(u,vs) = 4.

La palabra mds cercana a u es vyq, entonces decodificamos la palabra como vy suponiendo que
el error cometido es el menor posible.

Podemos encontrar problemas cuando hay més de una palabra a la misma distancia.

Definicién 3.12 (Deteccion y correccién de errores). » Se dice que wun codigo C
detecta s errores si al recibirse y € Fy con a lo sumo s errores, el receptor es
capaz de determinar si ha habido errores o no en la transmision. Es decir, siy € C o

y¢c.

» Un cddigo C corrige s errores si al recibirse y € Fy con a lo sumo s errores, el
receptor puede determinar unequivocamente cudl fue la palabra enviada v € C. Al
mazximo s tal que C corrige s errores lo denominamos capacidad correctora del
codigo.

Definicién 3.13 (Distancia minima). Dado un cddigo bloque C definimos la distancia

minima del codigo como la minima distancia entre dos palabras del codigo.

d(C) = min {d(z,y)|z,y € C,x # y}
Ejemplo 3.14. Volviendo al Ejemplo 3.11. Calculamos la distancia de Hamming entre las
palabras del codigo:
d(Ul,UQ) = 6,d(v1,v3) = 6,d(1}1,1}4) = 5,d(’l)1,’l)5) = 5,d(1}2,1}3) = 6,d(’U1,’U4) =
6, d(UQ, 1}5) = 6, d(’Ug, ’U4> = 5, d(vg, ’U5) = 5, d(U4, U5) =35
La distancia minima del cédigo es: d(C) = 5.

Teorema 3.15. Sea C un cédigo bloque con distancia minima d se tiene que:

n C detecta hasta d-1 errores.

= C corrige hasta {%J errores.

Ejemplo 3.16. Volviendo al cédigo Ci (Ejemplo 3.6), su distancia minima es 3 (se calcula
de forma sencilla mds adelante). Este codigo tiene la capacidad de detectar hasta 2 errores

y de corregir 1 error.
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3.2. (Cdbdigos lineales

De manera més especifica, nos adentraremos en las propiedades bésicas de los c6édigos
lineales y su interés en la correccién de errores. Ademéas comenzaremos a observar la estrecha
relacion de la Teoria de Codigos con el area de Algebra. Desde aqui se trabaja con cédigos

finitos cuyo alfabeto corresponde a un cuerpo finito [F, con ¢ = p™ con p primo y m € N.

Definicién 3.17 (Cdédigo lineal). Llamaremos cdédigo lineal a un cédigo C si es un

subespacio lineal de Fy.

Podemos definir una aplicacién lineal e inyectiva
.k 0
[ :Fy =Ty

donde IF'; sea la fuente y f defina la codificacion de la fuente. Obtenemos como imagen de
la aplicacién f (Ff;) C F§ un subespacio vectorial de dimension £ al que llamaremos codigo

lineal C. Su cardinal seré siempre ¢*, si el alfabeto tiene g elementos.

Notacién. Definimos un [n,k,d] —cédigo lineal como C un subespacio vectorial de Fy de

dimension k y distancia minima d.
Ejemplo 3.18. Revisando los codigos ya definidos en el ejemplo 3.6:

a) Cy C TS es [6,3,3]-cédigo lineal. ¢ = 2, es un cédigo binario. n = 6, sus palabras tienen

longitud 6, la dimension del subespacio lineal es 3, y la distancia minima es 3.
b) Co C T3 es [3,2,2]-cddigo lineal. Sus pardmetros sonn =3,q =2,d = 2.

¢) El cédigo no binario C3 C F% no es un cédigo lineal porque no contiene al vector

(0,0,0,0,0,0,0), y por lo tanto no es un subespacio lineal.

Dado que toda aplicacién es representada por una matriz, intuitivamente se puede pensar
que existe una matriz que representa el cédigo.

Definicién 3.19 (Matriz generadora del cédigo). Dado C un cédigo lineal, la matriz G
generadora del cédigo, serd la matriz de la aplicacion biyectiva f IF"; — C CFy. Podemos
interpretarlo como: G una matriz k X n, con filas formando una base de C.

La matriz G nos proporciona una codificacién de la fuente IF’; , ya que podemos generar
C operando con la matriz de la aplicacién inyectiva G. Es decir:

C= {uG DU € Flg}
El esquema de transmisién seria el siguiente:

U — uG

mensaje codificacion

De esta manera simplificamos la codificaciéon y disminuimos el almacenamiento, utilizando

herramientas algebraicas.
Notaciéon. Dada la matriz G, denotamos con G; a la fila i de la matriz G.

Ejemplo 3.20. En el cidigo C1, la matriz generadora es:
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= O O

01
10
11

O = =

Obtenemos las 8 palabras del cédigo (descritas en Ejemplo 1.1) con:
u1 - G1 +ug - G2 + usg - G3 con uy,ug,us € {0,1}

Suponemos que tenemos el mensaje u = (1,0,1) € F3, en este caso obtenemos la palabra del
cédigo: (1,0,1,1,0,1) € FS.

Se ha comprobado que G define unas ecuaciones paramétricas del cédigo. Se define
ahora la matriz de control del cédigo, con la que se obtienen las ecuaciones implicitas del

subespacio C.

Definicién 3.21 (Matriz de control). Sea C C Fy un [n,k,d]—cédigo lineal, definimos la
matriz H como la matriz de control del cédigo si:

x = (x1,...,an) € C <= Ha' = (0,..,0)' e F—F
La matriz H tiene tamanio (n — k) X n y rango n — k.
Ejemplo 3.22. Matriz de control o “parity check matrix” H.

a) Volviendo a C1 C FS, y su matriz de control H, tenemos:

e 0
011100 x2 8 To+a3+x4=0
x
H-2'=0eFS<= 1010 1 0 xj =, = qmtesta=0
trooo 1)t 0 1+ a2+ 16 =0
T6 0

Buscamos todas las palabras que cumplan las ecuaciones:
St x1 = 0 entonces:

x3+x5=0 T3 = T5
To+x6=0 = { Ty = g
To+x3+x4=0 To = T3 + T4

Bajo estas premisas obtenemos las palabras: (011011), (010101), (000000), (001110).
St x1 = 1 entonces:

To+x3+ax4=0 To+x3+2x4=0
l+a3+25=0 = (T3 # x5

14294+ 26=0 To # Xg

Obtenemos las palabras (110110), (111000), (101101), (100011). Se puede comprobar

que estas palabras corresponden con el cddigo C1 del Ejemplo 3.6.

b) Sea Cy C T3, con matriz de control H, tenemos el siquiente ejemplo:
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0
1100 0\ .
X
. 10100 2 ,
H z2'=0<— 10010 | =10|<=z14+x,=0Vie2,..,5
0
1000 1)|™
xI5 0

Como estamos en un alfabeto binario, tenemos:
Tl =2 =T3 =T4 = Tj

Por lo que las dos palabras del cddigo son (1,1,1,1,1) y (0,0,0,0,0).

Proposicion 3.23. Si G y H son las matrices generadora y de control de un cédigo lineal

C, entonces se cumple GH' = 0.

En c6digos lineales, se define un nuevo término para trabajar con la distancia d(C), el
peso.

Definicién 3.24 (Peso). El peso de un vector x = (v1,...,x,) € Fy es el nimero de

elementos de z diferentes de 0. Lo denotamos como w(x).
w(x) =d(z,0) = |{i: 1 <i<n,z; # 0}
Observacién 3.25. Es claro de esto que: d(v,y) = w(x —y) Va,y € Fy.

Proposicion 3.26. Dado un cédigo C, la distancia minima del codigo, que denotamos como
d(C) serd el menor de los pesos de las palabras no nulas del cédigo, es decir:

d(C) = min w(x)
z€eC,z#0
Proposicion 3.27. La distancia minima d coincide con el menor ndmero de columnas

linealmente dependientes de H .

Ejemplo 3.28. Obtener la distancia minima del cédigo C1. Podemos evaluar el peso de las
7 palabras no nulas del codigo.

w(0,0,1,1,1,0) = w(0,1,0,1,0,1) = w(1,0,0,0,1,1) = w(1,1,1,0,0,0) = 3

w(0,1,1,0,1,1) = w(1,0,1,1,0,1) = w(1,1,0,1,1,0) = 4

La distancia minima d del cédigo es 3. De la misma forma, mirando la matriz de control H
del Ejemplo 3.22 todas las columnas son independientes dos a dos. Sin embargo, la primera,

la quinta y la sexta son dependientes.

La base de un espacio vectorial no es tunica, por lo tanto, la matriz generadora de un
codigo lineal tampoco lo es. Entonces, cémo saber si dos matrices generan el mismo codigo,
6 como saber si dos cédigos son equivalentes.

Definicién 3.29 (Cédigos equivalentes). Se dice que dos cédigos son equivalentes si

uno se puede obtener del otro mediante alguna permutacion de las coordenadas en Fy.

Proposiciéon 3.30. Dada una matriz de control H que representa un codigo C, y una matriz
de control H' que representa al cdédigo C'. Los cédigos C y C' son cddigos equivalentes si H

y H' tienen las mismas columnas, aunque en distinto orden.
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3.2.1. Decodificacién por sindrome

Vamos a introducir el concepto de sindrome. Dado que los cédigos lineales permiten
detectar y corregir errores gracias a su estructura algebraica, esta es una herramienta
fundamental en este proceso. Utilizando la matriz de control del cédigo, el sindrome permite
identificar si una palabra recibida pertenece al cédigo y, en caso contrario, proporciona

informacién crucial sobre el error ocurrido, facilitando su correccion.

Definicién 3.31 (Sindrome). Sea C un cdédigo lineal con matriz de control H y sea y € Fy.
Se llama sitndrome de y al vector S(y) = Hy' € Fg_k.

Proposicion 3.32. Propiedades del sindrome:
» Por definicion de H: x € C si y sélo si S(z) = (0,...,0)t € F:}_k

» Si se transmite una palabra x € C, se recibe una palabra y ¢ C, se tiene y = x + e con
e el vector de error. Entonces S(y) = S(x +¢€) = S(x) + S(e) = S(e) € Fp—F

Observacion 3.33. Si no ocurren errores en la transmision, S(y) debe ser 0.

La observaciéon anterior no se da al revés, es decir, aunque el sindrome de una palabra
sea 0, pueden haber ocurrido errores. Aunque, teniendo en cuenta el primer punto de la
Proposicion 3.32, la palabra debe pertenecer al cdédigo. Esto significa que hemos obtenido
otra palabra del cédigo, diferente de la que se pretendia comunicar.

Es por ello que el sindrome es util para identificar la aparicién de algin error en la
transmision. Ademads, a través de e podemos localizar esos errores y corregirlos. Veamos un

ejemplo:

Ejemplo 3.34. Consideramos de nuevo el cédigo C.
Sea y = (110100) € FS, el sindrome de y es:

1
1
01110 0)\], 0
Sy)=Hy'=|10 10 10| [=|1]#]0
110001 0
0
0

Esto quiere decir que la palabra y no pertenece a C1, y por lo tanto, se ha cometido un error
en la transmision, este error depende del vector e € FS.

Sty = x + e vamos a localizar el vector e.

€1
01110 0)||7 0 es+es+es=0
S@)=8() <= |1 01010 f — 1] =l restes =1
11000 1 ei 0 oLt et e =0

€6

Como estamos en el alfabeto Fa, e; € {0,1}, y el rango de la matriz H es 3. Este sistema

tiene 28 = 23 = 8 soluciones posibles:
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(101111)  (111010)  (001100)  (011001)
(110100)  (100001)  (000010)  (010111)

Ezisten varias soluciones posibles del sistema, pero solo una es la mds probable. Buscamos
aquella con menor distancia de Hamming, por lo que elegimos el vector de menor peso:
e = (000010). Este vector indica un error eny en la posicion 5. Observando los elementos del

codigo, concluimos que la palabra mds cercana a y es x = (110110) € Cy, donde d(z,y) = 1.

3.2.2. (Cbdigos de Hamming

Se utilizan mas adelante c6digos de Hamming (en concreto binarios) para introducir los
cbddigos BCH. Por eso en esta seccidon se hace una breve introduccion de esta familia de
codigos lineales.

Los cédigos de Hamming son una importante familia de cédigos lineales, dada su facil
codificacién y decodificacién. Tienen capacidad para detectar dos errores y corregir un solo

error.

Definicién 3.35. Un cédigo de Hamming binario esun[n =2"—1,k=2"—1—m,d =
3]—cddigo lineal. Lo denotaremos como H,, con m > 2. Las columnas de la matriz de control
H estan determinadas por todos los vectores binarios de longitud m distintos de 0.

Ejemplo 3.36. H3 es un cédigo de Hamming binario con m = 3 y parametros [7,4, 3].
Su matriz de control H es:

0
H=10
1

S = O

101 11
01 110
01 0 11
Donde podemos encontrar todas las 3—tuplas binarias distintas de 0.

Observacion 3.37. El codigo de Hamming H,, viene representado por sus pardmetros y
una matriz H matriz de control del codigo. Tal y como hemos descrito en su construccion,
las columnas de H son todas las m-tuplas distintas de 0. El cédigo de Hamming H,, es
unico como codigo lineal, mddulo permutacion de sus columnas. Es decir si permutamos las

columnas de H obtenemos cédigos equivalentes. (Véase la Definicion 3.29).
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Capitulo 4
Cdédigos ciclicos

Recordemos que se esta trabajando con codigos cuyo alfabeto es un cuerpo finito.
Los cédigos ciclicos son unos de los méas estudiados de la Teoria de Codigos, debido a su
facil decodificaciéon. Una importante familia de codigos ciclicos son los cdédigos BCH, en los
cuales se adentrard este texto méas adelante.

Primero necesitamos conocer la siguiente definicion:

Definicién 4.1 (Permutacién. Permutaciéon ciclica). Sea X = {1,2,..,n}, y o una
aplicacion biyectiva o : X — X que llamaremos permutacion. Sean 11,12, ..., elementos

de X distintos dos a dos, llamaremos a o permutacion ciclica de longitud | si cumple
J(il) == i2, U(iz) = ’i3, ceny U(il) = il

y deja fijos los elementos X \ {i1,i2,...,9;}.

A partir de aqui nos referiremos con permutacién ciclica a una permutacién ciclica de

longitud n.

Definicién 4.2 (Cédigo ciclico). Un cddigo C C Fy, es ciclico si es lineal y ademds si
dado un elemento ¢ = (cg,...,cn—1) € C entonces ¢ = (c1,...,cn—1,¢0) € C, siendo ¢ una
permutacion ciclica de c. Es decir, si toda permutacion ciclica de una palabra del codigo

pertenece también al codigo.

Ejemplo 4.3. = Dado el Cédigo Cs5 = {a = (000),b = (110),c = (101),d = (011)} C F3.
Cualquier permutacion ciclica de sus elementos estd en el codigo.

= Los codigos de Hamming son codigos ciclicos.

Haciendo uso del dlgebra, siendo ¢ = (co, ..., ¢p—1) un elemento de Iy, podemos identificar

a ¢ con el polinomio ¢(x) = co + 17 + ... + cp_12" L € Fy[z].

Notacion. Denotaremos con c tanto a una palabra del cédigo C C Fy como a un polinomio

en Fylz] con grado menor que n.

Ejemplo 4.4. Dado el Cédigo C5 = {(000), (110), (101), (011)} C F3 podemos asociar cada

palabra con un polinomio de la siguiente manera:

(000) <— 0
(110) +— 1+x
(101) +— 1+ 22
(011) +— x4+
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Podemos considerar un codigo ciclico contenido en Fg como un ideal del anillo R, =

Fy[x] / (" —1). Vamos a formalizarlo con una proposicién. Si es necesario, se recomienda

revisar los resultados correspondientes de la Seccién 2.2.1.

Observacién 4.5. Dado c(x) € Ry, si multiplicamos por x obtenemos una permutacion
ciclica de longitud n de la palabra c:

voc(r)=cox+caz?+ ..+ 12" =ch1F T+ .+ cpox™ !

Teniendo en cuenta que ™ =1 en R,.
Proposicion 4.6. Sea C C Fy un cédigo lineal, es ciclico si y solo si es ideal de Ry,.
Demostracion. Demostramos cada implicacion:

= —: Suponemos que C C R, es un codigo ciclico de longitud n. Contamos con sus
propiedades lineales y ciclicas: C # 0 y si ¢(x) € C entonces xzc(zx) € C.
(Utilizamos la Proposicién 2.9). Dados dos elementos ¢,é € Cy r € Ry,:

o c(x) — é(x) € C por ser subespacio lineal (suma y producto por escalar —1).

o 7(z) - c(x) € C. Cuando se multiplica por un escalar (coeficientes de r(x)) por
linealidad, y cuando se multiplica por alguna potencia de x por permutacién
ciclica.

Entonces C es ideal de R,,.

= <: Suponemos C ideal de R,. Por lo tanto, C C R, y sus elementos tienen grado
menor que n. Si ¢(x) € C entonces z - ¢(x) € C por ideal. Esto corresponde a una
permutacion ciclica. Por ello, C es un cédigo ciclico.

O]

Ejemplo 4.7. Sea el cédigo Cs C F3 un cédigo ciclico (véase el Ejemplo 4.4), veamos que
es un ideal en R3 = Fo[x] / (x3 —1). Los polinomios representados en el Ejemplo 4.4 tienen
grado menor que 3, por lo tanto pertenecen a Rs. Ahora aplicando el Test de Caracterizacion
(Proposicion 2.9):

Si sumamos cualquiera de las palabras del codigo, obtenemos otra palabra del codigo. Es
simple comprobarlo con los elementos de Cs.

Veamos el producto de un elemento c(x) € C3 por un elemento cualquiera r(x) = ro+rix +
rox? € Rg, con 1; € Fo: c(x) - r(x) = c(x) - ro + c(x) - r1 - & + e(x) - 72 - 22 El producto
c(x) - r; solo puede ser 0 € C3 (sir; =0) o c(x) € C3 (sir; =1). El resto es trivial por ser
permutaciones ciclicas de Cs.

La estructura algebraica de un cédigo ciclico como ideal de este particular anillo motiva
el enunciado de algunas propiedades ttiles en el siguiente teorema.

Teorema 4.8 (Teorema 1 del Capitulo 7 en [6]). Sea C # (0) ideal de Ry, es decir un cédigo

ciclico de orden n, se tiene:

I. Hay un dnico polinomio mdnico g(x) de grado minimo r en C

. € = (9(x))

L. g(z)la™ —1
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1v. Todo c(z) € C se puede escribir de forma inica como c(x) = f(z)g(x), con f(x) € Fylx]

de grado menor que n —r

V. Sig(z) =90+ g1z + ... + grx", entonces G es matriz generadora de C

VI.

go 91 92 - Gr 0 g(z)
go g1 - Gr-1 Gr _ zg(x)

dim(C)=n—r

Demostracion. I. Suponemos que existen dos polinomios monicos f(z) y g(x) en C, con

II.

III1.

Iv.

f # g de grado minimo r € N. Dado que f(x) — g(z) € C y ambos son ménicos, su
grado serd menor que 7. Llegamos a una contradiccién, ya que el de grado minimo es
Gnico.

Dado ¢(x) € C un elemento cualquiera del cédigo, sabemos por (I) deg(g(z)) <
deg(c(x)) y q(z),r(z) cociente y resto de la divisién euclidea de ¢ entre g expresamos

c(x) = q(z) - g(z) + r(z)

Donde deg(r(z)) < ry deg(q) < n — r. Por otro lado, siendo C un cédigo ciclico, por
tanto ideal, 7(z) = ¢(x) — q(z) - g(x) € C.

Como r es el grado minimo, y el grado de r(z) es menor estrictamente que r, concluimos
que r(x) = 0, entonces c¢(x) = q(z) - g(x), y por tanto c(z) € (g(x)).

Si dividimos z™ — 1 entre g(z) obtenemos ¢(z) y r(z) dos polinomios en F,[z] tales
que 2" — 1 = g(z)g(z) + r(x) con gr(r(z)) < r. Como ¢(z)g(z) € C mbédulo 2" — 1
y r(x) = —q(x)g(x) mbédulo z™ — 1, suponemos r(x) # 0 en ese caso deg(r(x)) < r
donde obtenemos un absurdo porque 7 es el grado minimo. Entonces r(x) = 0 entonces
2" —1 = q(z)g(x) entonces g(x) divide a 2™ — 1.

Por (II) con g(z) € R, queda determinada la existencia de un f(z) € F,[z] tal que
c(x) = f(z)g(x) con deg(f) < n —r (por tener deg(g) = r y deg(c) < m). Ahora,
suponemos por reduccién al absurdo que existen dos elementos f(z),h(z) € K|[x],
deg(f) = deg(h) < n —r tales que c(x) = f(z)g(x) y c(z) = h(x)g(x). Entonces:

Como g(x) # 0, entonces f(z) — h(x) = 0, esto significa que f(z) = h(z), donde
llegamos a un absurdo.

Demostramos que G es una matriz generadora del cddigo a partir de la Definicién 3.19.
Dado ¢(x) € C, por (IV), existe f(x) con deg (f(x)) < n —r tal que c(z) = f(z)g(x).

Si desarrollamos la expresion

c(z) = f(2)g(z) = fog(x) + frzg(z) + .. + faopr2" " g(2)

encontramos una combinacién lineal de las filas de G, que es tnica por (IV), entonces
{g(x),zg(x),....2" " "Lg(z)} es una base del cédigo C, y por tanto G, es matriz

generadora de C.
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VI. La base de C tiene n — r elementos linealmente independientes, lo que determina la
dimensién de C como subespacio vectorial.

O]

Definicién 4.9 (Polinomio generador). El polinomio g(x) que cumpla las propiedades
anteriores serd el polinomio generador del cédigo.

Notaciéon. Sea n la longitud de las palabras del codigo, k la dimension del codigo y r el
grado minimo (o grado del polinomio generador), se relacionan conr = n—=k. En concreto r
y el parametro m (que aparece en las secciones referidas a Codigos de Hamming) representan

el mismo valor. Lo podemos llamar la co-dimension del codigo.

Observacién 4.10. Dado f(x) € Fylz] y g(x) € C polinomio generador, la transmision de
informacion en el codigo se representa de la siguiente manera:

fl@)  — fl2)g(z)

mensaje palabra codigo
Corolario 4.11. Todo ideal de R, es ideal principal.

Demostracion. Consecuencia del punto (IT) del Teorema 4.8. Si C es un cédigo ciclico, es un
ideal de R,, (Proposicién 4.6), y C = (g(x)) es principal. O

Corolario 4.12. Todo g(z) divisor de ™ — 1 determina un cédigo ciclico.

Ejemplo 4.13. Consideremos un cédigo ciclico C C F% definido por su polinomio generador

g(z) divisor de 2™ — 1. Tomamos el polinomio generador

x’—1

9()

El polinomio divide a 7 — 1, lo que garantiza que genera un cédigo de longitud n = 7. g(x)

glz) =2 +z+1, =t 41

tiene grado r = 3. El cddigo tendrd dimension k =n —r = 4.
La matriz generadora del cédigo se construye por las permutaciones ciclicas de g(x), por lo
tanto la matriz generadora del codigo es:

1101000
G:0110100
0011010
0001101

Una vez vista la relacién entre la matriz generadora y el polinomio generador, es
inevitable pensar en la existencia de un poliomio de control, relacionado con la matriz

de control.

Definicién 4.14 (Polinomio de control.). Sea C un cddigo ciclico con polinomio generador

g(z), llamaremos h(x) al polinomio de control definido como:

hz) = («" —1)/g(x)

Observacion 4.15. Si el grado de g(x) es r, el polinomio de control h(x) tiene grado n—r.
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Ejemplo 4.16. En el Ejemplo 4.13 el polinomio de control del codigo es

hz)=a*+ 2>+ +1

Teorema 4.17. Sea C un codigo ciclico, y h(x) = hg + hix + ... + hp—pz™ ™" su polinomio

de control, con las caracteristicas anteriores, entonces:

I.

II.

Sea ¢ € Ry,

Sea c € R,
ceC+=Hd =0€F,

donde H es la siguiente matriz de control de C

ho—r . ha hi ho h(z)
xh(x
o Moy . ha hi ho _ '()
Rpr ... ho h1 ho atr_lh(l')
Demostracion. I. Veamos las implicaciones por separado:

II.

(=): Tengamos en cuenta el Teorema 4.8, que nos dice que podemos expresar
cualquier ¢ € C como c(x) = f(x)g(x), siendo g(x) el polinomio generador y

deg(f(z)) <n—r.
c(z)h(z) = f(z)g(x)h(z) = f(2)g(z) 55 = fl@)(@” —1) =0 = c(z)h(z) =0

(<): Sea ¢ € R, y c(z)h(x) = 0. Sean ¢(x), r(x) cociente y resto de la divisién
euclidea de ¢(z) entre g(x)

c(x) = q(x)g(x) + r(z) con deg(r(x)) <r =
c(z)h(z) = q(z)g(x)h(x) + r(x)h(x) = q(z)(z" — 1) +r(x)h(x) =0

Esta claro que g(z)(z™ — 1) 0, por ello r(x)h(x) = 0.Teniendo en cuenta que
deg(r(z)) < rydeg(h(x)) = n—r, es directo observar que deg(r(x)h(z)) < n—r+r =

n, y r(x)h(zx) =0, entonces r(z) =0y c(z) = q(z)g(x) € C.

Veamos cada implicacion.

(=): Sea ¢ € C por (I) tenemos que h(z)c(x) = 0. Existe f tal que h(x)c(x) =
f(z)(z™ — 1), y deg(h(z)) = n — r entonces deg(h(x)c(x)) <n+n—r=2n—r,y
teniendo en cuenta que deg(z™ — 1) = n, se tiene deg(f(z)) < n — r. Esto implica que

n—1

todos los coeficientes de f(x)(x™ — 1) desde el término ™" hasta 2™~ " son 0.

El coeficiente de h(z)c(z) para el término 7 serd
J
Z hiCj—i =0
i=0
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con j =0,...,n — 1. Asi obtenemos las siguientes 7 ecuaciones:

hn—rcr—1+ hp_r_1¢r + ...

hp—rcr—o+ hp—p_1cr—1 + ...

hn—rco + hp—r—1c1 + ...

Si escribimos matricialmente:

0
0

hnfr

0

Py

ho

+ hocp—1 =0
4+ hocp_2 =0
+ hocp—r =0
oy . ho
hg O

0 .. 0

Con H matriz de control del cédigo.

Coeficiente grado n — 1

Coeficiente grado n — 2

Coeficiente grado n — r

(<=): Partimos de la hipétesis de que Hc! =0 € [Fy, esto significa que

h(x)

xT

h(x)

2" Lh(z)

c(z) =

Con la primera fila obtenemos que h(z)c(x) = 0, lo que implica que ¢ € C por (I).

O]

Ejemplo 4.18. Tomando de nuevo el ejemplo de Hs (Continuacién Ejemplo 4.16), teniendo

en cuenta el polinomio de control h(z) = x* + 2? + x + 1. La matriz de control serd:

H =

1

1
0

1 011
0111
1 11

1

Haciendo uso de la Proposicién 3.23, podemos comprobar que las matrices G del

Ejemplo 4.13 y H del Ejemplo 4.18 cumplen una condicién necesaria:

Ejemplo 4.19. Sean G y H las matrices generadora y de control de Hs:

1101
cogt_ |01 10
0011
0001

_ o = O

S = O O

— o O O

— O O
O = O
= o =

27

= o= O

—_ = =

[ R e
O O =
Il
O O O O
S O o o
o O O O



Capitulo 5

Cédigos BCH

Este capitulo esta basado en el Capitulo 3, 7y 9 de la bibliografia [6]. Como se coment6 en
la introduccion de este trabajo, los codigos BCH forman una familia especialmente relevante
de cédigos ciclicos por su capacidad para corregir multiples errores. Construiremos estos
cédigos a partir de los Codigos de Hamming. A no ser que se especifique lo contrario, a
partir de este punto se trabajard en el cuerpo Fom con m € N.

Fam = Falz] / (f(2))

donde f(z) corresponde a un polinomio irreducible de grado m con coeficientes en Fy, que
divide a ®,(z). (Véase la Observacion 2.59).

Observacion 5.1. Para poder trabajar con estos codigos es imprescindible aclarar la
relacion entre F5" y Fom . Haciendo uso de la Proposicion 2.27 y la Observacion 2.49, tenemos
que Fom es un Fo-espacio vectorial de dimension m. Por lo tanto, podemos establecer una
biyeccion entre los elementos de Fy' y Fom. Siendo B un elemento primitivo de Fom, se
tiene una base del espacio vectorial {1, [, ..., ™ 1}, y cualquier elemento a € Fom se puede
expresar como a =ag-1+ay-B+as- B2+ ...+ am_1- "' con ag,ai,...,am_1 € Fo.
Entonces la biyeccion se expresa

Fom <+— F5
am—1
Aopy—2 (5.1)
a —
ag

Por esta relacion, la suma en Fy* respeta la operacion suma en Fom y viceversa.

Podemos referirnos a los cédigos de Hamming como c6digos BCH correctores de un error,
aunque no se suelen denotar de esta manera. Hemos introducido en la Seccion 3.2.2 c6mo
obtener una matriz de control H que represente un cédigo de Hamming. También es posible
obtener la matriz de control del cdédigo a partir de un elemento primitivo 5 del cuerpo.

Proposicién 5.2. Sea el cédigo de Hamming H,, C F3 con parametros [n = 2™ — 1,k =
n —m,d = 3], y sea B € Fam un elemento primitivo, la matriz H = (1,5, ...,82" 72) es
una matriz de control del cédigo donde cada potencia de 8 (elementos del cuerpo Fom ) estd

representada por una m-tupla de I3, mediante la biyeccion en la Ecuacion 5.1.

28



Ejemplo 5.3. Volvemos al cédigo Hs (Véase el Ejemplo 2.50 y el Ejemplo 3.36). Sea [ €
Fos una raiz primitiva de 27 — 1 y g(x) = 3 + 2 + 1 su polinomio minimo, se cumple
g(B) = B3+ B+1=0, porlo tanto 2 = B+1. H = (1,8, ..., 8%) es la matriz de control del

cédigo. Haciendo uso de la biyeccion de la Ecuacion 5.1 entre Fys y F3 esta es la matriz:

o = O

0 11
1 10
1 11

S =

0
H=(1,8,...6% =10
1

o O =

Observacion 5.4. Dada ¢ € H,, una palabra del cédigo, se cumplen esta serie de

implicaciones:
. t
¢=(C0rosCn1) EHp = H =0€FF <= (1 8 . ") (co 1 o cnn) =0
n—1
= > (B)ei=0<c(8)=0
i=0

con c(x) = co + 1T + ... + cp12" L
Proposicién 5.5. Dado c € H,, CFy conn = 2" —1, y H matriz de control del cédigo H,
dada por las potencias de 3 elemento primitivo de Fom con g(x) € Falx]| polinomio minimo

se cumple
» g(x)|e(x) Ve € Hoy,.
» g(x) es el polinomio generador del codigo H,.

Demostracion. Se ha visto en la Observacion anterior (5.4) que 8 € Fam es raiz de cualquier
palabra ¢ € H,,. Siendo g(z) el polinomio minimo de 3, por la Proposicion 2.56 g(x)
divide a ¢. Por otro lado, si g(z) es un polinomio que divide a cualquier palabra del cédigo,
esto significa que cualquier palabra ¢ € H,, se puede obtener del producto de g(x) por otro
polinomio f(x), lo cual corresponde con la definicién de polinomio generador del cédigo. [

5.1. Ejemplo binario: Construccion de c6digo BCH corrector

de 2 errores a partir de H;

Para comprender de forma progresiva la construccién y el funcionamiento de los cédigos
BCH, comenzaremos analizando un caso particular: un cédigo BCH disenado para corregir
dos errores. Partiremos de un cédigo de Hamming binario, que permite corregir un tnico
error, y a partir de su estructura construiremos el nuevo cédigo BCH, ampliando asi su
capacidad de correccion.

En un cédigo de Hamming con longitud n = 2™ — 1, se requieren m operaciones con la
matriz de control (de tamano m x n) para detectar y corregir un error. De forma intuitiva,
supondremos que corregir dos errores podria implicar duplicar estas operaciones, es decir,
utilizar 2m condiciones lineales independientes.

El objetivo es construir una nueva matriz de control H’, a partir de la matriz H del
codigo de Hamming, que permita detectar y corregir hasta dos errores. Esta nueva matriz
serd la base para definir el codigo BCH correspondiente.

En concreto, dado que ya se ha utilizado a lo largo del trabajo, vamos a desarrollar esta
idea para el Cédigo de Hamming H3. La idea de este ejemplo se ha obtenido del recurso [6]
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de la Bibliografia, donde se construye la misma idea a partir de H4, un caso mas complejo.
Por el momento contamos con el codigo H3 y la matriz de control que lo representa H, de
tamarfio 3 x 7. Ahora, queremos construir la matriz H'. Para corregir dos errores, necesitamos
que se cumplan el doble de condiciones independientes, por lo tanto buscamos una matriz H'
de tamano 6 x 7. Las 3 primeras filas de H' corresponderan a la matriz H, dado que queremos
mantener esas condiciones. Las nuevas tres filas las obtendremos mediante una aplicacién
f :F3 — F3, anadimos bajo cada columna de H otra columna dada por la aplicaciéon f. El
objetivo principal es encontrar esa f que satisfaga todas las condiciones que hemos puesto,

para posteriormente construir una matriz H’ con esta apariencia:

H,:< 1B B 56>

fQ) fB) fB) . f(B%

Supongamos que queremos transmitir un mensaje. Hasta ahora se ha corregido un error. A
través del sindrome se puede localizar la posicién del error.

Siendo y = (yo,...,y6) € F5 la palabra recibida, con un error e, en la posicién k €
k
{0,1,2,3,4,5,6}, su sindrome serd S(y) = s(ex) = Hel, = (f(ﬂﬁk)> Es decir, si se comete

, 7 . .
un error, el sindrome es < ) para i € Fos \ {0}. Teniendo esto en cuenta, veamos que

f(@)
ocurre si se producen dos errores en el proceso (los que queremos que corrija el nuevo c6digo).
Supongamos que estos errores suceden en las posiciones k,! € {0,1,2,3,4,5,6}. Siendo Hj,

z
la columna en la posicién k de la matriz H' y S = < 1> el sindrome:
22

’r ﬁk ’ ﬂl — S(e e — H! ’ 5k+ﬁl [~
Hie= <f(5’“)> A= (f(ﬁl)> = SW) =5Slexte) = He+ Hi = (f(ﬁk) T f(ﬁ’)) - <2>

con 8% Bl 21,22 € F3, y la suma dada por la biyeccién en la Ecuacién 5.1. M4s
genéricamente, queremos buscar una f, tal que la solucién del sistema

(2)- (o )
29 @)+ £()

exista y sea Unica i # j, 1,7 € Fgs \ {0}. Buscamos la funciéon més adecuada. Sea a € Fg, y

S una constante:

s(i+7) =2
Obtenemos un sistema redundante, por ser dos ecuaciones dependientes.

t+j==2
c f@ ==
P+ =2

Sistema redundante en Fa, porque i + j% = % + 2ij + j2 = (i + j)? en F.

Descartadas estas opciones, vamos a demostrar que f(a) = a® para a € Fg, es la f adecuada
; 89
que resuelve el sistema de forma tnica. Antes, para poder operar en el cuerpo, describimos

sus elementos en tres formas distintas, que nos seran ttiles para diferentes operaciones.

30



3-tupla | Elementos en Fg | Potencia de § elemento primitivo de [Fg
(000) 0 0
(001) 1 1
(010) 5 8
(100) B 5
(011) B+1 B’
(110) 5215 8t
(111) BA+p+1 35
(101) RS 5

Tabla 5.1: Elementos del cuerpo Fas

Veamos un lema previo
Lema 5.6. Sean i,j € Fos \ {0}, (i +j)} =3 + 3 <= i=
Demostracion. Desarrollamos las operaciones:

(i+))P=d+j+if?+72 =3+ =% +ij? =0<=ij(i+j) =0<i=j O
Teorema 5.7. Sea y € F3 la palabra recibida, y sea e € Fy su vector error tal que S(y) =

S(e) = (Zl> € F§ con 21,22 € F3 y w(e) < 2, se verifica que:

" 2) =29 =0 <= e=0¢€F] (No se producen errores en la transmision).

m 2 £ 0, 20 = 2} — w(e) = 1 y el error se ha cometido en la posicién k €

{0,1,2,3,4,5,6} tal que z1 = *.

m 2 £ 0, 2 # 23 <= w(e) = 2 y el error se ha cometido en las posiciones k,l €
{0,1,2,3,4,5,6}, con k # 1. Siendo i = B* y j = B!, 4,7 son las raices simples de

z
o.(r) = 2? + 211 + (z—2 + 23) (5.2)
1

Demostracion. Veamos en primer lugar que los tres casos que pueden ocurrir son disjuntos.
Los diferentes pesos en funcién del error obtenido son w(e) = 0, w(e) = 1, w(e) = 2. El
sindrome serd, respectivamente

Z1 0 ) i—i-j
%) S \o) s VAR
2 i#0 I 7 itji 0

Veamos que los sindromes no coinciden nunca para los diferentes pesos.

O .
0 {
0 i+ L0 .
= <(:>Z = <‘:>’L:
0 i3+ 53 J J

oy r=i4j
(7;):(”])(:){ J =l (i) =Bt P emimg



Veamos ahora que dados 21 # 0y 23 # 23 el sistema

147 =21

(5.3)
i3 + j3 =22

tiene solucién tunica entre los 4,5 € Fg \ {0} con i # j, y que dicha solucién son, a su vez,
raices del polinomio o, de grado 2.

En Fg un polinomio de grado 2 de la forma p(z) = a + bx + 22 € Fa[z] tiene una raiz
doble si y solo si b = 0, esto significa que z; = 0. Alguna raiz es no nula si a # 0, es decir
si j—f + 22 # 0. Esto ocurre por ser z3 # z3. Con esto se concluye que z; # 0, 20 # 2} son
condiciones necesarias y suficientes para que o,(x) tenga raices simples no nulas.

Veamos que i, j son las raices de o,(x) si y solo si 7, j son solucién del sistema 5.3.

i,j raices de o, (z) <= (x +i)(x +j) =22+ (i + j)x + ij = 0.(x)
Antes de continuar, algunas operaciones a tener en cuenta:

Lo(i43) (2 +ij +5°) = + %) +if° + % + 5> + j° = + 7
. (i+j)* =% + 2ij + j% = i* + j?
Entonces teniendo en cuenta que z; =7 + j, se desarrolla

I
B+ =2 )

LN L (1 . %)
(i +7)(i% +ij + 72) = 2 :gzl(zf—kzy) =29 = ij = Z——i—zf
1
Con esto se tiene que las posiciones de los errores k,l estdn determinadas de manera tnica
por los elementos 7, j € Fg. Entonces, 7, j son las raices del polinomio o, (), que nos indicarén
las posiciones de los errores. ]

Observacién 5.8. Se supone que en la transmision se han cometido a lo sumo 2 errores,
entonces el unico caso en el que no se puede decodificar serd cuando z1 = 0 y z9 # 0, en cuyo
caso necesariamente por el teorema anterior estamos en la situacion w(e) > 3. Entonces,
se han cometido como minimo 3 errores.

Para buscar soluciones probaremos con los elementos posibles. Sea § € Fo3 un elemento
primitivo y raiz primitiva n-ésima de 27 — 1. Sea H = (1 g B> p gt B 56> matriz
de control del cédigo,

,_ (v B B B gt g B 1 g g g gt g g
H = 1 53 ﬁﬁ 69 512 515 518 = 1 53 ﬁﬁ 62 55 B 64

con 7 = 1. Desarrollamos los elementos en 3-tuplas con la tabla 5.1.

H =

_ o Ol O O
_ = oo = O
_ o =IO O =
O R R~ O
L e R e
S = O = =
O = == O

Duplicar el tamafio de la matriz de control no afecta a la relacién de la matriz con el codigo.
Es decir, el papel que cumple una matriz de control es comprobar si una palabra esta en el

c6digo o no. Veamoslo en un resultado
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Proposicién 5.9. Sea H una matriz de control del cédigo Hs y H' la matriz definida por

f
Para cualquier c € C, He! =0 € F3 < H'c' =0 € F$

Demostracién. Siendo H' una ampliacién de H tan solo hay que demostrar que el producto
de la mitad inferior de H' por ¢ es un vector de ceros. Recordemos que las nuevas columnas
de H' no son aleatorias y vienen dadas por f(i) = 3. Si se cumplia Hc! = 0 es porque
co+c1ff + ... + c6% = 0 € Fys, gracias a que 3 es un elemento primitivo del cuerpo y raiz
de g(z). Como f(B) = 82 = a4+ 1 € Fys también es un elemento primitivo del cuerpo, por
lo tanto raiz de 27 — 1, y se cumple ¢ + 182 + ... + c6(52)® = 0 € Fys (el producto con la
mitad inferior de H').

La implicacién <= es trivial. Si el producto de la matriz grande H’ con c es 0, entonces
lo es con las tres primeras filas de H' que corresponden a H. ]

Veamos como funciona esta decodificacion por sindrome con algunos ejemplos. Antes

vamos a aclarar algunas operaciones. En el caso de esta matriz H', la columna en la
k

posicién k € {0,...,6} corresponde con . Entonces probamos las potencias de f

/ng
correspondientes que pueden satisfacer el sistema 5.3:
k I 2 ko, Al k Al BE+ B =2
(z48%) (¢ +8) =22 +z (85 + ) + 88 = (5.4)
5k+l =22 4 Z%
21

Ejemplo 5.10 (Decodificacion). Se trabaja en el ejemplo y matrices de esta seccion.

Supongamos que hemos obtenido una palabra y € F5:

» Obtenemos un sindrome con z; = (100) = 82 y 2o = (101) = 3%. Nos encontramos en
el sequndo caso, donde B* = 82 y B3 = 5. Por lo tanto solo ocurre un error y se

encuentra en la posicion k = 2 de la palabra y.

» Obtenemos un sindrome con z; = (001) = 1, zo = (101) = B5. Puesto que estamos en
el tercer caso w(e) =2, siendo 2 +22 = (001) = 85 +1 = (101) + (001) = (100) = 32,

se resuelve la ecuacion 5.2
P+r+p2=0
Usando el sistema 5.4 se tiene, para k,l € {0,...,6}:

{B’“+Bl=1

S hsies oy D EL02.6.0.45)

Descartamos el caso donde k = 0 y 1 = 2 porque B° + %2 = 1+ B2 # 1 ya que
B € Fg\ {0}.

Probamos la primera ecuacion con k =3, 1 =6.

0 1
gapi=|1]+o|=|1]|=p8"#1
1 1

33



No es una opcion vdlida.

Probamos ahora k = 4,1 =5, que cumplen

1 1 0
prep=[1|+|1]|=|0|=1
1

Cumple las condiciones del sistema. Por lo tanto estamos ante las dos soluciones de
la ecuacion.

x2+m+ﬁ2:(x+ﬁ4> (x+ﬁ5>:0

La solucion nos dice que se localizan los errores en las posiciones k =4 yl =5, es

4 5

decir en las columnas <B5> , (55 ) que son las dos unicas columnas que suman dicho
sindrome.

= Supongamos ahora que obtenemos como sindrome z; = 0 y zo = (111) = pd.
Estariamos ante el caso de la Observacion 5.8. No es posible dividir entre z1 = 0,
asi que no podemos generar el sistema 5.4, por lo tanto no podemos decodificar el
mensaje y suponemos que se producen 3 o mds errores.

Observando la construcciéon de H’, nada depende de m € N, por lo tanto podemos
generalizar de esta manera la matriz de control de un cé6digo BCH corrector de 2 errores de

longitud n = 2™ — 1, en el cuerpo Fom.

Proposicién 5.11 (Capitulo 3, p.88 de [6]). Siendo 3 un elemento primitivo del cuerpo Fom,
la matriz de control de un cédigo BCH n = 2™ — 1, corrector de dos errores, se construye

como:

1 53 66 59 63(2’"—2)

donde sustituimos cada potencia de 3 con su correspondiente m-tupla de F3'.

o (1 B 62 53 B2m—2>

Veamos un breve ejemplo de como se construirfa la matriz a partir del codigo de

Hamming H,4.

Ejemplo 5.12 (Construccién de cédigo BCH corrector de 2 errores a partir de Ha).
Tomamos el codigo con m = 4, n = 15. Siguiendo la Proposicion 5.11, la matriz de control
del codigo BCH corrector de 2 errores creado a partir del cédigo de Hamming Hy seria:

1 53 /86 59 512 1 ﬁ?, 56 59 ,812 1 53 56 59 512

00000O0OO0OI1TT111T1TT1T171
000111100001 111
01 1001100110011
101010101010 10O01
011110111101 111
001010O0101O0O01O01
000110O0O011O00O0011
1000110001 1O00O00O01

w
g



Se puede observar que, a diferencia del ejemplo de Hs, no todas las potencias del elemento
primitivo B € Fig aparecen en la sequnda seccion de filas de la matriz H. Esto ocurre porque
no todas las potencias de B son elementos primitivos del cuerpo. Por ejemplo, el elemento
B3 tiene orden 5 porque (8%)° =1 (véase el Ejemplo 2.55). Se puede consultar este ejemplo
desarrollado en el Capitulo 3 de [6].

5.2. Codigos BCH correctores de t errores con alfabeto [,

La matriz de control determina un cédigo de manera tnica, entonces podemos hablar
de un cédigo C hablando de su matriz H. Continuando con la idea de la seccién anterior,
ampliaremos el tamafio de la matriz de control, en relacién con los errores que queremos
corregir. Vamos a definir formalmente los cdédigos BCH y demostrar algunas de sus
propiedades. También se generalizan algunos resultados trabajados en el apartado anterior.

Notacién. Siendo 3 € Fym, n = p™ — 1 raiz primitiva n-ésima de la unidad, denotaremos

por My(x) € Fylz] al polinomio minimo de 8%, con b € {1,2,...,n — 1}.

Definicién 5.13. Sea C C Fyy un cddigo ciclico de longitud n, serd un cédigo BCH con

distancia de diserio § € N, si para algin entero b > 0:

g(z) = mem{Mp(z), Myy1(x), ..., Mpis5_2(x)}.

es su polinomio generador. Es decir, g(x) es el polinomio ménico de menor grado en Fp[x],

con ceros las siguientes potencias B°, 811, ..., 81972 todas ellas elementos de Fpm.

Proposicion 5.14. Para un b fijo, los codigos BCH estin anidados, es decir, el codigo
BCH con distancia de diserio §1 contiene al cédigo BCH con distancia de diserio do st y solo
) 51 § 52.

Demostracion. Llamaremos BCH; al c6digo BCH con distancia de disefio ¢;. Llamaremos
a su polinomio generador g;(x). Denotamos con BCHs al c6digo con distancia de diseno ds.
g2(x) serd su polinomio generador. Por definicién de polinomio generador, ¢ € BCHy si y
solo si gs|c, de la misma forma en BCH;.

Describimos los polinomios como g¢i(z) = mem{My(z),.... Mpis5,—2(z)} v g2(z) =
mem{My(z), ..., Mpis,—2(x)}. Tal y como estan descritos, 41 < da <= g1|g2. Demostramos
ahora de forma equivalente que BCHy C BCH; <= g1|g2.

s («<=): Sea ¢ € BCH; se tiene que gs|c. Por hipétesis g1|g2, entonces g1 |c, por lo tanto
c € BCH;. Se concluye que BCHy, C BCHj.

» (=): Tomamos c¢(x) := 1 go(x) € BCHa. Como BCHy C BCH;, g2 € BCHy, por lo
tanto g1|ga.

Existen casos especiales de codigos BCH.
Definicién 5.15 (Tipos de c6digos BCH). Destacan algunos tipos de cédigos BCH:
= Sib=1, el cidigo se llamard Cédigo BCH en sentido estricto.

= Sip#2,n=p—1, estos son llamados Cédigos de Reed-Solomon.
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Entre los cédigos BCH destacan los Reed-Solomon porque son especialmente eficaces
cuando los errores afectan a varios elementos consecutivos dentro de una palabra (errores
en rafaga), lo que los hace muy adecuados para canales en los que los errores tienden a
concentrarse.

A diferencia de otros codigos BCH que operan sobre alfabetos binarios, los Reed-Solomon
trabajan sobre cuerpos finitos mas grandes (extensiones de cuerpos de Galois), lo que les
permite tratar bloques de informacién como elementos del cuerpo.

Esta caracteristica les proporciona una gran capacidad de correccion, especialmente til
cuando los errores no estan aislados, sino agrupados, como ocurre en muchas aplicaciones

practicas de transmision y almacenamiento de datos.

Teorema 5.16. Sea C C F)) un cédigo BCH con distancia de disenio § y con polinomio
generador g(x). Bajo las condiciones anteriores para € Fpm, H es matriz de control del
codigo

1 /Bb 5(n71)b

H: . .
1 ﬁb+6—2 ,B(n_l)(b+6_2)

formada por 6 — 1 filas de m-tuplas. Por lo tanto, de tamano m(6 — 1) X n.

Demostracion. H es matriz del cédigo si y solo si para todo ¢ € C cumple Hc! = 0. Veamoslo.
Se tiene que las potencias de § son raices de g(z), entonces son raices de c¢(x) para todo
c € C. Entonces para cada potencia de 3 tenemos:

n—1

E Ci ,Bbi:0<:>CO+CL8b+"‘+Cn_1/Bb(n71):O
( )
=0

I
—

n

ci (5b+1)2 C 0= gty B 4o, BT g

@
Il
o

|
—

n

Ci (ﬁbw*z)l =0<=co+c 24 4 ¢, 0TI —

i=0
Si escribimos en forma matricial, sea ¢ = (¢, c1,...,cn—1) € C:
1 Y 32 e Bb(n—1) co 0
| g B2(I.z+1) R LCRY) c.1 _ Q e Het = 0 e T
i ﬁb_|_'5_2 ﬁz(b—&.-é—2) . ﬁ(n—l){b+5—2)) Cn;l 6

Veamos ahora que, si He! = 0, entonces ¢ € C. Siendo H la matriz del enunciado y ¢ € Fy,
si H¢! = 0, entonces se cumple ¢(3°*%) = 0 con i € {0,1,....,6 — 2}. Esto implica que
los polinomios minimos de cada potencia de 5, Myy;(x) para i € {0,1,...,6 — 2} dividen a
c(x). Siendo g(z) = mem{Mp(x), Mpy1(x), ..., Mp+s5_2(z)} €l polinomio generador de C, g(z)
divide a ¢(z), por lo tanto ¢ € C. O

Teorema 5.17. Sea C C F un cddigo BCH con distancia de diseno §, la dimension del

codigo serd como minimo n —m(d — 1)
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Demostracion. Por la Definicién 3.21, tenemos que el rango de la matriz H es n—k. Entonces
si el rango de H es menor o igual que las filas de la matriz, n — k < m(J — 1). Por lo tanto
E>n—m(d—1). O

Teorema 5.18 (Teorema 6.6.2 de [9]). La distancia minima de un cédigo BCH con distancia

de disenio 6 es como minimo 6.

Demostracion. Sea la matriz de control H descrita en el Teorema 5.16, teniendo en cuenta
que cada entrada % es una m — tupla sobre [yt & Fpm su tamafio es m(d — 1) x n. Tengamos
en cuenta que ¢ € BCH <= Hc' = 0.

No todas las m(é — 1) filas de H tienen por qué ser independientes. Consideramos
§ — 1 columnas de H, las encabezadas por las potencias §1°, %2t ..., g%-1b_ Calculamos
el determinante de Vandermonde de esta submatriz de H cuadrada (Determinante de
Vandermonde p.116 de [6]):

()" ()" L1
(9" . (g g .. B

det = Uit Fis-0b et

(ﬁ“‘;z)“ (/3“‘*:2)1'“ gO-D | 2o

= lirtizttisb T (ﬁik — 5"1) #0 = det(H) #0

1<k<i<§—1

puesto que 3% # 3% mientras k # | y 3 sea una raiz primitiva n-ésima de la unidad. Por lo
tanto cualesquiera  — 1 columnas de H son linealmente independientes. Teniendo en cuenta
la Proposicién 3.27, d(BCH) > 6.

O

Proposicion 5.19. Para un cédigo BCH corrector de t errores, la distancia de diseno serd
2t + 1, de manera que t < {%J y el cédigo corrije t errores (Teorema 3.15).

5.2.1. Particularidades de los cédigos BCH con p=2y b=1
Proposicién 5.20 (Propiedad cuando p = 2). Sea C un cddigo BCH binario, y My(zx)
polinomio minimo de °, se cumple que

Mgb($) = Mb(ﬂf) c Fg[l‘]

Demostracion. Sea f(x) € Falx], v € FJ, se cumple f(7?) = f()?. En particular, para 3 y

su polinomio minimo, 8% y 5% tienen el mismo polinomio minimo. ]

La proposicién anterior se cumple para cualquier b, pero serd realmente util aplicarla
cuando b = 1, ya que nos permite obviar parte de los polinomios, como se aprecia en la

siguiente observacién

Observacion 5.21. La Proposicion 5.20 sugiere que bien sea la distancia de diserio § =

2t +1 o bien 0 = 2t, el polinomio generador g(x) serd el mismo.

» Si 0 = 2t + 1, entonces g(x) = mem{Mi(z), Ma(x), ..., Mor_1(x), May(x)} =
mem{ M (x), M3(z), ..., Mas—1(z)}
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» Si 0 = 2t entonces g(x) = mem{M(x), Ma(z),.... Moy_1(z)} =
mem{ M (x), M3(x), ..., Moy_1(x)}

Observacion 5.22. Sea C un cédigo BCH binario, teniendo en cuenta la Proposicion 5.20, y
habiendo definido su matriz de control en el Teorema 5.16, podemos tomar la matriz siguiente
como matriz de control del codigo C. Esta resulta de quitar a la matriz del Teorema 5.16 las

filas alternas de m-tuplas.

1 8 g .. prl
56 l@3(n—1)

—_
L
w

H:

1 56—2 62(6—2) l@(n—l)(é—Q) m(5271) .
El tamano de esta matriz son, por como se ha construido, la mitad de filas que la matriz H

del Teorema 5.16, por lo tanto @ filas. Mantiene las n columnas.

Ejemplo 5.23. Consideramos n =22 —1 conm =3 y p = 2. Tomamos b = 1. Trabajamos
en el cuerpo Fg y B primitivo con B7 = 1. Consideramos un cédigo C con § = 3. Su g(x)
tiene por raices 3, 2. Como m = 3, el polinomio minimo de B tiene grado 3. Se tiene
'+ 1= (z+ 1)@+ 22+ 1) (23 + 2+ 1) € Folz] y B puede ser raiz de (x> + 22 + 1) o de
(23 4+ 2 +1). Suponemos que 3 es raiz del primero, entonces ese polinomio serd el generador
de C el codigo BCH buscado.

Si tomamos ahora 0 = 4, para hallar el codigo BCH C, con BB raiz y su polinomio minimo
My (z) = (x® + 2% +1), el polinomio generador del cédigo serd g(x) = mem { M (z), M3(x)},
siendo M3(z) = x>+ + 1 el polinomio minimo de 33. Entonces el polinomio generador de
Ces(a®+22+1)(z>+2+1).

Observando que ahora H tiene a lo sumo rango mt, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.24. Para cualquier entero m > 3 yt < 2™ — 1, existe un cédigo BCH binario

corrector de t errores con los siguientes pardmetros

s n=2"-1

= n—k < mt stendo n — k la codimension del codigo.

s d>2t+1 siendo d la distancia minima del cédigo y 0 = 2t + 1 la distancia de diserio.
que determinan un codigo BCH corrector de t errores.

Ejemplo 5.25 (Cédigos BCH primitivos en F). Vamos a organizar en una tabla todos los
codigos BCH que tenemos con los pardmetros del Ejemplo 5.23.

Seam =3 yt<4,yp elemento primitivo de Fg. Vamos a conocer todos los cédigos BCH
bajo estas caracteristicas que corrijan diferentes t errores.

t g(x) n—Fk|mt|d|o
1 2 4+r+1 3 3 3|3
1 R | 3 3133
2| (P +24+ 1) +224+1)| 6 6 |75
3| (@ +z+ )@ +22+1)| 6 9 | 7|7

Tabla 5.2: Cédigos BCH binarios primitivos con n =7
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Veamos para la cantidad de errores que corrigen la obtencion de los datos.
w Sit=1: ciodigo Hs ya visto.

» Sit = 2: Visto en el Ejemplo 5.23. El polinomio generador g(x) es el polinomio minimo
en Fo[x] con raices B, 32, 33, 3*. Las raices de x3 + x + 1 son (%, 5%, B, por otro lado
% 4+ 2% 4+ 1 tiene como raices B3, 3°, 3°.

» Sit = 3: En este caso g(x) es el polinomio minimo en Fa[z] con raices 3 con i =
1,...,6. De nuevo tenemos g(x) = (23 + 2% + 1)(2® + z + 1).

Téngase en cuenta que este ejemplo se encuentra desarrollado a modo ilustrativo, pero que
los ultimos dos casos, donde la distancia d =7 = n, el unico cédigo lineal que cumple estas

caracteristicas es el codigo trivial formado por las palabras (0000000) y (1111111).

Comnocimos en el capitulo introductorio de cédigos la distancia minima d de un cédigo, y
ahora en BCH la distancia de disenio ¢, que establece cuantos errores se espera que el c6digo
corrija. Son conceptos que parecen relacionarse pero que no representan lo mismo. En la
ultima proposicién en concreto se dice d > §. Veamos algunos resultados relacionados.

Lema 5.26 (Cota de Hamming. Teorema 6, p.19 de [6]). Un cddigo binario corrector de t
errores y longitud n, que contiene M palabras debe satisfacer

(e (0)+ () e () <=

Teorema 5.27 (Farr). Sea C un cdédigo BCH binario conn =2" —1 yd =2t + 1. Si se

cumple

entonces d(C) =2t+1=24

Demostracion. El sumatorio

§ <2m - 1)
i=0 ¢
representa el nimero total de vectores binarios de longitud n = 2™ — 1 con un peso menor
que t+ 1. Se supone por reduccion al absurdo que d(C) > §, tomamos entonces d(C) = 2t+3.
Se puede demostrar que d es impar (Corolario 17 del Capitulo 8 de [6]). Véase la Observacion
5.21 para observar que dos distancias de disefio consecutivas generan el mismo cédigo, por
lo tanto se tiene que si d > 2t, entonces d > 2t + 1.

Se cumple que n — k < mt (Proposiciéon 5.24). Sabiendo que hay 2F palabras en el cédigo
(Definicién 3.17) y aplicando el Lema 5.26:

(L fom L1 fom _ 4 . )
n n— m
i=0 =0

Donde llegamos a una contradiccién con la hipdtesis del enunciado, donde tenemos que el
sumatorio es mayor que 2™. Por lo tanto d(C) = 4. O
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Teorema 5.28 (Peterson). Sea C un cédigo BCH binario de longitud n y distancia de diserio
d, si 6 divide a n entonces d(C) = 6.

Demostraciéon. Tomamos a n = sé como un multiplo de §. Sea [ una raiz primitiva n-ésima

de la unidad se cumple que ¢ # 1 para i < §. Sea
(@" —1) = (2 = 1)(1 +2° + 2% + .. + 2071)

Las potencias 3, 82, ..., 3°~1 no son raices de z* — 1, por lo tanto son raices de (I+z° 4.+
x(‘;_l)s). Esto significa que 1+ x° + ... +20-Ds e ¢ y tiene peso . Por lo tanto, teniendo en
cuenta que d(C) > J y que existe una palabra en el codigo con peso §, entonces d(C) = 9. O

5.3. Construccién y decodificaciéon de un cédigo BCH binario

conb=1

Ahora que se cuenta con una idea global de los cdédigos BCH, veamos la construccién de
un codigo BCH y un método de decodificacién para estos cédigos. Vamos a esquematizar la
construccion de un céodigo BCH contenido en 4 y distancia de diseno J, para un b € N.

Algoritmo (Construcciéon de un cédigo BCH binario). Sean =2" -1, beNyd =2t +1
cont>1.

1. Factorizamos ™ — 1 en Fo[x] en polinomios irreducibles.

1I. Escogemos un factor de ®,(x) que serd el polinomio minimo de [3, siendo B € Fom

una ratz primitiva n-ésima de la unidad.
1. Calculamos los polinomios minimos Myy;(z) sobre Fo[x] de BT, coni=1,2,...,6 —2.
1v. Calculamos el polinomio generador del cédigo como
g9(z) = mem{My(z), Mp41(2), ..., Mpr5-2(2)}
Supongamos que se ha producido ya la codificacién y transmision de un mensaje. Se
toma b =1 a partir de aqui.

Algoritmo (Decodificacién de un cédigo BCH binario). Sea C un cddigo BCH binario
corrector de t errores con pardmetros n = 2™ — 1,k,d y distancia de diserio 6 = 2t + 1, se

recibe la palabra y € Fy. Ordenamos la decodificacion de la palabra y en tres pasos:
1. Cdlculo del sindrome de y.

» SiS(y)=0¢ F;n(afl) entonces y € C. Hemos terminado.

» Si S(y) = S(e) #0 con e el vector error, entonces y ¢ C. Pasamos al paso II.
1I. Bisqueda de o,(x) polinomio localizador de errores.
1. Busqueda de raices de o,(x)

Se menciona el polinomio localizador de errores o,(z) que ya ha sido utilizado por
primera vez en la Seccién 5.1. Se define formalmente en la Seccién 5.3.2. Antes de comenzar

a describir el proceso, un poco de notacién
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Notacién. Sea y =c+e € Fy, conceC, S(y) = S(e), se tiene y(B) = e(f). Siw = w(e)
tenemos los elementos €;,, €y, ..., €;,, distintos de 0. Las coordenadas i; corresponden a las

coordenadas de e errdneas.

5.3.1. Paso I: Célculo del Sindrome

Sea H la matriz de control de un cédigo BCH C C F3, con b = 1, y € F§ la palabra
recibida y S(y) = S(e) el sindrome de y:

1 B g2 . gt Yo y(B) e(B)
sy |0 P e | e || e
Lo gen g ) ) ey ey

Siendo w = w(e) el peso de la palabra del error cometido en y, se puede observar que

n—1 w
e(z) :== Z exrt = Z e, T
i=0 j=1

Ademés con un cédigo binario, como son los casos en los que estamos trabajando, e(z) =
>l z%, por ello:
e(B)=> B4 (5.5)

Jj=1

Si el codigo es binario no es necesario tomar la matriz H anterior completa, se puede tomar
la matriz de control vista en la Observacion 5.22.

También podemos calcular cada e(3%) dividiendo e(z) entre el polinomio minimo M;(x)

de B, es decir
e(r) = q(x) - My(x) + r(x) con deg(r(z)) < deg(M;(x))
Entonces e(3%) = r(%). De esta manera calculamos facilmente e(3?) con i € {1,2,...,6 — 1}.
Ademiés en un cédigo binario e(5%) = e(3%)2.
5.3.2. Bisqueda de o,(z) polinomio localizador de error.

Definicién 5.29 (Polinomio localizador de error). Sea e € F3, con § = (Yi,, Yigs s Yin,)
sus elementos no nulos, sea f € Fom una raiz primitiva n-ésima de la unidad, definimos el

polinomio localizador de errores de e como

oy(x) = ﬁ(l — Bliz) = zw: ojx! € Fom[7] (5.6)
j=1

j=0

siendo los errores i; tal que o,(37%) = 0.

Notacion. De esta manera, desarrollando la expresion del polinomio 5.6 tenemos que los
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coeficientes del polinomio o,(x) = o¢g + o1 + 0ox% + ... + oz son

og=1
o1 =— (B 4+ )
o9 = U2 4 f1 4 ... 4 flu—tgiu (5.7)

ow=(~1)"8}... 3,

Una vez se ha calculado del sindrome de e, teniendo en cuenta las identidades obtenidas
en las Formulas 5.7, la Expresién 5.5 y las identidades de Newton se obtienen las siguientes
ecuaciones que relacionan el polinomio o, (z) y el sindrome de e (obtenido en el capitulo 8
de la bibliografia [6]):

e(B)+01=0
e(B?) 4 o1e(B) + 209 =0

e(B%) + e(B*)o1 + e(B)oz + 303 =0
(5.8)

e(BY) + o1e(BY7) + -+ op_re(B) +woy =0
coni>w, e(B)+oe(fTH) 4+ ope(8TY) =0

Vista esta relacién, podemos encontrar el polinomio o (z) de distintas formas. Describimos
el Modelo de Peterson, que trata de resolver el sistema anterior. Es el método més intuitivo,

sin embargo para un ¢ grande no es recomendable.

Modelo de Peterson (para un cédigo BCH binario)

En 1960, W. Wesley Peterson presenté un método para decodificar cdédigos BCH. Su
contribucién fue fundamental porque propuso una manera de determinar el polinomio
localizador de errores, que como hemos visto, es clave para identificar las posiciones
donde han ocurrido errores. Aunque el Método de Peterson fue un gran paso adelante,
posteriormente fue refinado y generalizado por Daniel Gorenstein y Neal Zierler en 1961,
quienes extendieron la aplicabilidad del método y formalizaron muchas de las bases. Como
hemos centrado el capitulo en Cédigos binarios, veremos la versién méas simple del Método.
Tengamos en cuenta la relacién que hemos descrito entre los e(f) y los coeficientes de o,
por las Ecuaciones 5.8. En cédigos binarios trabajamos en un cuerpo con caracteristica 2, y
se cumple e(8%) = e()?, por lo tanto las ecuaciones sufren alguna modificacion.

Ejemplo 5.30. Veamos algun caso de modificaciones en las FEcuaciones 5.8 a modo
lustrativo.

w e(B2)+o1e(B)+202 = 0 = e(B)%—e(B)e(B) = 0 = 0 = 0. Esta ecuacion desaparece.

Para obtener el coeficiente o9 y o3 tendremos las dos siguientes ecuaciones.
= e(B%) +e(B%)o1 + e(B)oz + 303 = 0 = e(8°) + e(B)?e(B) +e(B)oz + 03 =0

= e(BY)+a1e(8) +o2e(B%) +o3e(B) +404 = 0 = e(B)* +01e(8) +02e(8)* +03e(B) = 0

De las dos ultimas ecuaciones se tiene como incégnitas oo y o3, por lo tanto se pueden

obtener de forma sencilla.
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Si extendemos esto, vamos a obtener los coeficientes de o, (x) mediante el sistema:

1 0 0 0 0 e 0 o1 e(p)
e (8%) e (B) 1 0 0 e 0 o9 e (6°)
e (6% e (8% e (%) e(B) 1 0 o3 | =| e(B)

e (52‘11;—2) e (/82'11)—3) e (ﬁQ'w—4) e (62'111—5) e (BQ'w—6) e (ﬁw—l) U'w e (BQ'w—l)

Para conocer la compatibilidad del sistema y resolverlo, se necesita conocer el valor de w.

En el siguiente teorema suponemos que v < t y tantearemos hasta encontrar el peso w.

Teorema 5.31 (Teorema de Peterson. Capitulo 9, p.274 de [6]). Sea la matriz de tamano

v X v, cont:%yvgt,
1 0 0 0 0 0
e (6%) e (B) 1 0 0 0

e(BY)  e(B)  e(B) e 1 .0

e (l32.v—2) e (62‘11—3) e (52'1)—4) e (52‘11—5) e (62'1;—6) e (ﬁv—l)

VXV

La matriz es no singular st w=v o w =v — 1 y singular st w < v — 1.

Observacion 5.32. Se recuerda al lector que una matriz es singular si es cuadrada con
determinante nulo. Una matriz no singular o regular es una matriz con inversa, es decir
con determinante distinto de 0.

Haciendo uso de este teorema desarrollamos un algoritmo iterativo para obtener los
coeficientes del polinomio localizador de errores, o,(x), de un cédigo BCH binario con
distancia de diseno § = 2t + 1.

Asumimos que ocurren w errores con w < t.

= Si partimos de que ocurren w =t o w =t — 1 errores, existe solucion del sistema, se

resuelve y se obtiene el polinomio o, (x).

= Si ocurren menos de t — 1 errores, las ecuaciones no tienen solucién. En este caso
asumimos que ocurren w = t — 2 errores y repetimos el proceso hasta encontrar una

solucién.

Dada la cantidad de operaciones que se deben realizar, no se recomienda este método
para t grande. Si t supera los 4 errores, se utiliza el Algoritmo de Berlekamp-Massey. (p.246,
275 de [6]).

5.3.3. Bisqueda de raices de o,(z)

Una vez tenemos el polinomio localizador de errores, debemos encontrar sus raices para

conocer las posiciones de los errores. Si observamos la definicién de o, (z) (Definicién 5.29),
1

'LJ' *

las raices del polinomio son los inversos de 5%, es decir Si el grado del polinomio es 1 o
2 es sencillo encontrar sus raices. Para un polinomio de mayor grado recurrimos al algoritmo

Bisqueda de Chien. Es un método sencillo que consiste en probar cada potencia de 3.
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Teorema 5.33 (Busqueda de Chien). Sea 5 un elemento primitivo de Fom y raiz del
polinomio generador del cédigo BCH binario C, sea o,(x) el polinomio localizador de errores

de la palabra y € Fy recibida:
Hay un error en la posicion k si y solo si o,(87%) =0

Una vez encontramos las raices de o, (z), conocemos las posiciones de error en la palabra
y recibida y por lo tanto podemos corregir el mensaje.

5.3.4. Decodificacién de otros cédigos BCH

Dado que esta seccién y el trabajo en general ha estado centrado en Codigos binarios no
daremos demasiado protagonismo a otros cdédigos de mayor dificultad pero comentaremos
brevemente los pasos a seguir en otros casos.

FEn la decodificacién de Cédigos BCH no binarios el cilculo del sindrome ya esta
descrito en la Seccién 5.3.1. En este caso simplemente se usa la matriz H completa, sin
eliminar las filas alternas. Para la bisqueda del polinomio o,(x) las ecuaciones obtenidas
de las identidades de Newton (Ecuaciones 5.8) ya no son ttiles, en su lugar se utiliza la

recurrencia
e(B7T) + ore(FT N + o+ owe(f7) =0 para j = 1,2, ..., w

obtenida en la pagina 244 de la bibliografia [6]. Tras obtener o,(z) se busca un nuevo
polinomio para los casos no binarios, el polinomio evaluador de error. En cédigos
binarios, el alfabeto tiene dos elementos: 0, 1. Una vez se conoce la posicién del error, para
corregir la palabra simplemente se cambia un elemento por el otro. Cuando el alfabeto tiene
mas elementos, se debe implementar un paso mas en la decodificaciéon. Este nuevo polinomio
nos da las herramientas para conocer el elemento correcto. En concreto, obtenemos el vector
de error e. Por lo tanto si la palabra recibida es y = ¢ + €, es sencillo encontrar la palabra
correcta. El Algoritmo de Berlekamp-Massey es otro método 1til en estos casos, ya que

calcula el polinomio localizador de error y el polinomio evaluador de error simultaneamente.
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Capitulo 6

Aplicaciones

En este capitulo se presentan dos aplicaciones practicas de los c6digos BCH en diferentes
ambitos. La primera, tratada con mayor detalle, es su uso en el estdndar DVB-T2, un
sistema de transmision de televisién digital adoptado en paises como Espana. Los cddigos
BCH permiten corregir errores en la senal, mejorando su calidad incluso en condiciones
adversas. La segunda aplicacion se sittia en el &mbito médico, donde estos codigos aseguran
la integridad de los datos en sistemas de telemedicina. Su capacidad de correccién resulta
clave para transmitir informacién sensible con precision.

Ambas aplicaciones ilustran la importancia de los cédigos BCH en la mejora de la

fiabilidad en sistemas de comunicacién complejos.

6.1. Presencia de Cédigos BCH en el estAndar DVB-T2

El 14 de febrero de 2024 se produjo en Espana un “apagén” de la TDT en el que cesaron
las emisiones en definicion estandar (SDTV), consolidando la alta definicién (HD) como el
estandar minimo para las emisiones en television. Ademas, se prevé que en 2025 se realice una
nueva reordenaciéon de la TDT en Espafa, que incluird la adopcion del estandar DVB-T2.
Esto llevard a que los usuarios que aun no hayan cambiado los televisores més antiguos,
deban hacerlo este afo.

Antes de conocer el papel de los cédigos BCH en este asunto, conozcamos algunas
definiciones minimas en el campo de la telecomunicacién para poder movernos con mayor

soltura en este tema (obtenido en [10] y [8]).

= Estandar de TV: conjunto de especificaciones técnicas que definen como se deben
transmitir, recibir y decodificar las senales de televisién, para que dispositivos
de diferentes fabricantes sean compatibles. El estindar DVB-T es un sistema de
transmisién de television digital desarrollado para reemplazar las transmisiones

analégicas.

= Capa fisica de un estandar: es el medio de comunicacién fisico o las tecnologias para
transmitir datos a través de ese medio. Por ejemplo: cables de fibra 6ptica, cableado
de cobre, aire, etc.

» DVB-T2 (Digital Video Broadcasting - Second Generation Terrestrial): es la extensién
(nueva versién) del estandar de television DVB-T ideado para la transmision de
difusiéon en TDT. En concreto, DVB-T es la tecnologia que hace funcionar el TDT.

45



DVB-T2 cuenta con un 30 % maés de capacidad para transmitir en alta definiciéon que

DVB-T, lo que se traduce en un mayor flujo de datos.

Una vez se han presentado los datos basicos de telecomunicacion que debemos conocer,
vamos a descubrir donde se encuentran situados los c6digos BCH.

En la comunicacién existe un transmisor (o emisor) y un receptor. El siguiente esquema
representa el proceso de transmision en la capa fisica del estdndar DVB-T2. En el receptor se
recorre el proceso de manera inversa, deshaciendo los cambios, sustituyendo las codificaciones
por decodificaciones. Como se aprecia en el esquema, los cédigos BCH aparecen en la

CODIFICACION DEL CANAL

CANAL

CODIFICACION CODIFICACION PREPARACION
BCH LDPC

Figura 6.1: Esquema simple de la capa fisica de DVB-T2

codificacién de canal, junto a otros cédigos llamados codigos LDPC (Low Density Parity
Check). Son cédigos lineales que pueden ser descritos con una matriz de control H hueca
(matriz con la mayoria de sus elementos 0). Este tipo de codificacién combinando varios
codigos en el canal se conoce como codificacion en cascada. El objetivo principal de
esta codificacion en cascada es minimizar la tasa de error de bit (BER) en la recepcion del
mensaje, incluso cuando existe mucho ruido o interferencias. El proceso simplificado seria
el siguiente. Inicialmente se codifican los bits de informacién con un cédigo BCH. Después
la palabra codificada, se codifica con un cédigo LDPC. Los parametros n y k representan
la longitud y dimensién del cédigo respectivamente. En cada pardametro viene especificado
como subindice a qué cddigo representan. El siguiente esquema ilustra los cambios de fuente
entre las codificaciones.

kpcn BCH} npcr _ wkrppe LDPC mnpppe
F2 F2 _-FQ F2

El vector de informacion codificada tiene el siguiente aspecto, con las longitudes indicadas.

npcy = kLppc

kpom npcy — kpoH nrppc — kLppc

INFORMACION CODIFICADA REDUNDANCIA BCH REDUNDANCIA LDPC

nrppc

Figura 6.2: Aspecto de la informacién codificada

Se transmite la informacién por el canal. Cuando se recibe la informacién se realiza el
proceso inverso. Se decodifica con LDPC, y el resultado se decodifica con BCH.
En concreto, se realiza en este orden por lo siguiente. Los c6digos LDPC son muy eficaces en

la correccién de la mayoria de errores. Sin embargo, aparece un problema que denominamos
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suelo de error, aqui aparece la importancia de BCH. Aunque exista buena senal en la
transmision, existen algunos errores residuales que forman ese suelo de error que LDPC no
es capaz de corregir. Son de un orden muy bajo (10~7), pero en transmisiones, por ejemplo,
de televisién pueden causar interrupciones o pixelaciones. Aqui BCH actia como limpiador
final de esos errores, evitando que la curva de la tasa BER que relaciona la senal y el ruido,

se detenga en el suelo de error y corrija los tltimos errores.

T T T T
BER Tedrico

——— BER Simulado con BCH y LDPC
-| —#&— BER Simulado s6lo LDPC

BER (Bit Error Rate)
)

Suelo de/ |

error
7 eliminado

oS \4
\/ Suelo de error \\

L L ! i §
0 5 10 15 20 25
E/N, (dB)

Figura 6.3: Relacién entre tasa BER, transmision con y sin c¢6digo BCH. Obtenido en [5]

En el estandar DVB-T2 se utilizan c6digos BCH binarios de longitud n = 216 —1 = 65535
sobre Fi6. Sin embargo, se emplea una técnica de acortamiento (shortening) para reducir
la longitud de las palabras cédigo, adaptandolas al tamano requerido por el estandar. En
particular, se reduce la longitud a 64800. Existen 6 posibles combinaciones de parametros
de la codificaciéon para trabajar en el estandar, en funcién del ratio de LDPC (m) y el

NLDPC
numero de errores que corrige BCH.

Ratio Kiyai Kiape correcciéon Nyen — Kpen, | bloque codificado
LDPC (informacién) Nien errores BCH LDPC Ny,

1/2 32208 32400 12 192 64800

3/5 38688 38880 12 192 64800

2/ 43040 43200 10 160 64300

3/4 48408 48600 12 192 64800

4/5 51648 51840 12 192 64800

5/6 53840 54000 10 160 64800

Figura 6.4: Posibles codificaciones en DVB-T2. Obtenido en [5]

La eleccion del tipo de codificacién influird en la calidad de la transmisién.

Codificacion BCH

El valor de m utilizado es 16, y por lo tanto n = 216 —1. Sin embargo, el valor n utilizado
para la codificacién BCH varia entre ngog = 32400 y npog = 5400.

Los c6digos BCH, como hemos visto a lo largo del trabajo, quedan determinados por
su polinomio generador. Este g(x) viene especificado en el estandar. Siendo ¢ el nimero de
errores que puede corregir el codigo BCH, en este proceso 10 < ¢ < 12.
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1+ 22 4 2 + 216
l+z4+at+2°+ 25+ 28+ 216
T+a? 423 +2 + 27 4+ 28 + 210 4 oM 4 216
L+ a3+ 24 4 27 + 11 4 212 4 416
1+2? +2° 4+ 28 + 210 + 12 4 210
1+x4a5+27 + 2%+ 212 4 216
1+ 22+ 26 + 28 4 210 4 218 1 15 1 16
1+a3 4+ 2% + 2" + 28 4 2t 4 213 4 216
1+a +28 + 27 +2° + 2t 4 214 216
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o(x
Mig(z) | 1+ a3+ 2%+ 2% + 212 + 213 + 214 4 216
M (2) 1+ 22+ 2%+ 2% 4+ 2% + 2! 4 212 4 216
Mi(x) | 1422 +a°+2%+ 2%+ 2!l + 212 4 21

Tabla 6.1: Polinomios minimos para BCH

Si aplicamos el Corolario 5.24, bajo estas caracteristicas, sabemos que existe un cédigo
que corrige t errores, con el grado del polinomio generador menor o igual a mt. Se calcula
el polinomio generador, siendo 6 = 2t + 1.

g(x) = mem{M;(z), Ma(x), ..., Ms_1(x)}

Dado el polinomio generador, ya podemos codificar la informacion. Esta serd la entrada de
LDPC.

Decodificacion

La decodificacién se hace mediante el calculo del sindrome de la palabra recibida. Si la
palabra recibida no pertenece al codigo utilizaremos el Algoritmo de Berlekamp. Como
maximo se corrigen 12 errores, una cifra insignificante en una palabra de tal longitud.
En realidad BCH corregird los errores que LDPC no ha conseguido corregir, los que se

encuentran en el suelo de error.

6.2. Presencia de Cédigos BCH en sistemas de telemedicina

Como se expone en el articulo [12], los c6digos BCH desempenan un papel fundamental
en la transmisién de datos médicos a través de medios de comunicacién ruidosos. En este
ambito, garantizar la integridad y fiabilidad de la informacion transmitida es esencial.
Los datos transmitidos incluyen iméagenes diagnésticas, historiales clinicos y otros tipos
de informacién médica critica. Errores en la transmision de estos materiales pueden
desencadenar en malos diagnosticos lo que puede acarrear graves consecuencias. Veamos
donde aparecen aqui los c6digos BCH.

Este articulo se centra en electrocardiogramas. Vamos a ver como se trabaja y almacena
esta informacién. Una sefial electrocardiografica se capta y se traduce en conjuntos de
cuarenta muestras de 11 bits, almacenando 500 muestras por segundo. Un ciclo de sefial
electrocargiografico dura 0.96 s y produce 12 vectores de informacion. Pueden ser dos tipos
de vectores: de alta energia (pueden corresponder con una actividad intensa, picos o ruido) y
de baja energia (corresponden a una senal débil o a regiones de reposo). Los vectores de alta
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energia necesitan mayor precision en la toma de datos y su almacenamiento. En cambio, los
de baja energia tienen menos bits de informacién y se pueden comprimir con menor detalle.

A pesar de que los canales tienen sistemas de proteccién contra errores en la transmision,
en los extremos (emisor y receptor) existe una probabilidad de error residual, que en
ocasiones es tolerable y en otras debe tratarse. Este articulo [12] propone incrementar la
seguridad con un mecanismo adicional de correccion de errores y otro de deteccion, y ademas
aportar informacién sobre la validez de la informacioén recibida.

Se utiliza un cédigo BCH concatenado con un CRC (Co6digo de Redundancia Ciclica)
para detectar errores residuales en los grupos de 12 vectores. Este esquema de codificacion
ofrece una probabilidad de 0,999985 de evitar errores residuales. En la etapa interior donde
se encuentra la codificacién BCH, se utiliza un cédigo BCH corrector de ¢t = 2 errores con
parametros n = 31,k = 21. Se utiliza ademds una técnica de intercalado (o interleaving).
Esta técnica consiste en reorganizar los bits antes de transmitirlos para dispersar errores en
rafaga. Se agrupan los datos en una matriz de tamano 13 x 31, donde hay 13 (12 vectores
de BCH + 1 vector de CRC) vectores verticales con una longitud de 31 elementos (longitud
de BCH). Por ejemplo, si hay una rifaga de errores de 62 bits consecutivos, el interleaving
los reparte en los 13 vectores. En una situacion ideal, ningtin vector recibe méas de 2 bits
erréneos. Como BCH corrige hasta 2 errores, se garantiza la correccién completa de la
rafaga.
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