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Resumen

En el presente trabajo se abordard el estudio de la proyecciéon sobre conjuntos convexos y cerrados
de un espacio de Hilbert. Para ello, se comenzara introduciendo los conceptos tedricos fundamentales,
asi como el Teorema Fundamental de la Proyeccién, lo que permitird posteriormente ilustrar diferentes
situaciones mediante ejemplos y representaciones graficas.

A continuacién, se analizaran casos particulares en dimensién finita, deduciendo las férmulas clésicas
para calcular distancias entre puntos, rectas y planos; y resolviendo una serie de problemas clasicos de
minimos cuadrados, analizados desde el punto de vista de las proyecciones. Todo ello servira como base
para extender el estudio a contextos de dimensién infinita, siendo de especial relevancia el caso del espacio
de funciones medibles de cuadrado integrable.

Posteriormente, se estudiaran las proyecciones sobre la interseccién de subespacios cerrados, presen-
tando y demostrando el Método de Von Neumann, acompanado de ejemplos que facilitaran su compren-
sién y aplicacion.

Seguidamente, se introduciran las transformadas de Fourier y se aplicaran al andlisis de conjuntos
previamente estudiados. Adem4s, se abordaran dos aplicaciones practicas de especial interés relacionadas
con la optimizacion y la teoria de control 6ptimo. El primer ejemplo tratard el lanzamiento de un cohete
al espacio, donde se analizard la relacion entre empuje y peso. El segundo se centrara en la Ecuacion del
Estado, modelo fundamental utilizado en campos tan variados como la economia, la carrera espacial y
el tratamiento de tumores en medicina.

Este recorrido tedrico-préactico busca ofrecer una visiéon completa y estructurada del papel de las pro-
yecciones, destacando su relevancia tanto en la teoria matematica como en diversas aplicaciones practicas.
A lo largo del trabajo se ha puesto de manifiesto como estas herramientas permiten abordar y resolver
problemas de gran interés, evidenciando su papel fundamental en multiples contextos.

Abstract

This project focuses on the study of projection onto convex and closed sets in a Hilbert space, a pro-
perty that ensures the existence and uniqueness of solutions. To this end, the work begins by introducing
the fundamental theoretical concepts related to Hilbert spaces, as well as the Fundamental Theorem
of the Projection, which will later allow for the illustration of various situations through examples and
graphical representations.

Next, particular cases in finite-dimensional spaces are analyzed, deriving the classical formulas for
calculating distances between points, lines, and planes, as well as solving a series of classical least squares
problems from the perspective of projections. These results serve as a foundation for extending the study
to infinite-dimensional contexts, with special emphasis on the space of square-integrable measurable
functions.

Subsequently, projections onto the intersection of closed subspaces are studied, including the presenta-
tion and proof of the Von Neumann Method, supported by examples that will facilitate its understanding
and application.

Finally, Fourier transforms are introduced and applied to the analysis of sets previously studied. Ad-
ditionally, two practical applications of particular interest related to optimization and optimal control
theory are addressed. The first example involves the launch of a rocket into space, analyzing the rela-
tionship between thrust and weight. The second focuses on the State Equation, a fundamental model
used in diverse fields such as economics, space exploration, and tumor treatment in medicine.

This theoretical and practical journey aims to provide a comprehensive and structured view of the
role of projections, highlighting their importance both in mathematical theory and in various real-world
applications. Throughout the project, it is demonstrated how these tools can be used to address and
solve problems of great interest, underscoring their fundamental role in multiple contexts.
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Capitulo 1

Introduccion

En el marco del analisis funcional y la geometria en espacios de Hilbert, uno de los conceptos mas
importantes y de mayor nimero de aplicaciones, tanto tedricas como practicas, es el de la proyeccién
sobre conjuntos convexos y cerrados. Este concepto, que puede resultar sencillo desde el punto
de vista de la perspectiva geométrica, tiene numerosas aplicaciones y vital importancia en problemas
de optimizacién, en métodos numéricos y en areas tan distintas como pueden ser el procesamiento de
senales, o incluso en modelos econdémicos y diversas areas de la medicina.

El presente trabajo tiene como objetivo principal estudiar en detalle el teorema fundamental de
la proyeccién sobre conjuntos convexos y cerrados en espacios de Hilbert. Este teorema garantiza
la existencia y unicidad de la proyeccién, lo que constituye una base para numerosos métodos del anélisis
moderno, y que nos servird como punto de partida para el desarrollo de todos nuestros resultados. A
partir de este, el trabajo explora los conceptos fundamentales y también algunas extensiones y aplicacio-
nes, ofreciendo una vision general que conecta la parte mas abstracta con su interpretacion geométrica
y con ejemplos practicos.

En el apéndice, se presenta el marco tedrico sobre el cual se fundamenta este trabajo. Se introdu-
cen definiciones esenciales, tales como las de espacio de Hilbert, producto interno, y sucesién de
Cauchy junto con la revisién de propiedades fundamentales como la desigualdad de Cauchy-Schwarz
y otros teoremas relevantes. Asimismo, se explican los fundamentos de espacios L?((2), ejemplificando
con funciones reales y complejas en distintos dominios.

En primer lugar, se presenta y demuestra el teorema de la proyeccién sobre un conjunto con-
vexo cerrado. Ademads de su formulacién, se incluye una interpretacién geométrica, que ofrece al lector
una intuicién visual sobre lo que se esté trabajando. Ademas, se recalca la necesidad de que el conjunto
sea convexo y cerrado para garantizar la solucién, mostrando ejemplos elegidos para ilustrar por qué
estas condiciones son necesarias, presentando casos en los que la proyecciéon no existe o no es unica
si alguna de ellas se omite. Del mismo modo, se aborda el caso de los subespacios cerrados, un ca-
so particular del teorema fundamental, que nos simplificaré en gran medida los célculos y razonamientos.

Continuando en la seccién, se dedica un apartado al estudio del caso finito-dimensional, en la que
se deducen férmulas clasicas como la distancia punto-recta en el plano o la distancia punto-plano en el
espacio. Estas formulas, conocidas desde cursos béasicos de geometria, se reinterpretan aqui como casos
particulares de proyecciones en espacios de Hilbert. A continuacién, se resuelven una serie de problemas
clasicos de minimos cuadrados, analizados desde el punto de vista de las proyecciones. En particular,
se estudian tres situaciones fundamentales: la mejor aproximaciéon polinémica a un conjunto de datos,
la resolucién de sistemas sobredeterminados y la aproximacién de funciones continuas por polinomios
en espacios de Hilbert. Cada uno de estos problemas se presenta tanto mediante métodos clasicos del

7



8 CAPITULO 1. INTRODUCCION

calculo diferencial como a través de formulaciones basadas en proyecciones, mostrando la equivalencia
entre ambos enfoques.

Para finalizar esta seccién, el trabajo se mueve hacia contextos infinito-dimensionales, haciendo
especial énfasis en el espacio L2[0, 1] ampliamente utilizado en el andlisis funcional. Se estudian diver-
sos conjuntos convexos cerrados en este espacio, y se analizan las formas explicitas de las proyecciones
correspondientes. El lector podra ver como se calculan estas proyecciones de manera explicita, asi como
las condiciones necesarias para su validez.

Posteriormente, el trabajo también aborda el problema de la proyeccién sobre la interseccién de
subespacios cerrados, una herramienta que anade una mayor versatilidad para el cdlculo de proyec-
ciones. En este capitulo se analizan condiciones para garantizar la existencia y unicidad de la proyeccién,
y se presenta un método efectivo para calcularla. El método de proyecciones sucesivas, también conocido
como método de von Neumann, es una técnica iterativa que consiste en aplicar alternativamente las
proyecciones sobre cada subespacio hasta alcanzar la solucién comun.

Se termina con una seccién dedicada a las proyecciones relacionadas con la transformada de Fou-
rier, asi como a la presentacién de dos aplicaciones practicas de especial relevancia en los ambitos de
la optimizacién y la teoria de control éptimo. Se inicia con una introducciéon tedrica a la transformada
de Fourier, complementada con el andlisis de diversos ejemplos clasicos extraidos de la literatura. Estos
ejemplos se analizan en primer lugar sin transformadas y posteriormente con ellas, con el objetivo de
poner de manifiesto la relaciéon entre ambos casos.

Finalmente, se examinan dos situaciones practicas que incluyen problemas reales como el lanzamiento
de un cohete, analizando la relacién empuje-peso, o la resolucién de ecuaciones de estado en modelos
econémicos o biomédicos. Estos ejemplos muestran el gran potencial de las proyecciones como método
de resolucién de problemas complejos mediante diversas técnicas.

En conjunto, este recorrido tedrico y practico busca ofrecer una vision amplia del concepto de pro-
yeccion, abordandolo tanto desde una perspectiva rigurosa y abstracta como desde sus aplicaciones en
contextos concretos, incluso en dreas que a primera vista pueden parecer alejadas de las matematicas.
Al finalizar el trabajo, podemos concluir que las proyecciones constituyen una herramienta poderosa y
versatil para resolver problemas relevantes en entornos muy diversos. Este campo no se agota con lo
aqui expuesto: por ejemplo, el analisis de la Ecuacién del Estado abre una linea de estudio que podria
extenderse considerablemente, lo que sugiere multiples posibilidades para continuar profundizando en
investigaciones futuras.



Capitulo 2

Teoria fundamental

2.1. Teorema fundamental

En esta seccién, nos centraremos en los conjuntos cerrados y convexos y tomard especial importan-
cia el Teorema Fundamental de la proyeccién, a partir del cual desarrollaremos todo el trabajo.
Ademds, se presentard un corolario para subespacios cerrados. Toda esta teoria ha sido obtenida
del libro [I]. Por otra parte, aportaremos representacién gréfica de todos ellos para su mejor comprension.

Principalmente trabajaremos con conjuntos convexos y cerrados, lo cual nos garantiza la existencia
y unicidad de la proyeccion. Comenzamos definiendo estos conceptos,

Definicién 2.1. Sea X C H, siendo H un espacio de Hilbert. Se dice que X es un conjunto convexo
siVa,be X,V €0,1], se tiene que Aa+ (1 — )b e X.

Propiedad 2.2. Sea X C H, siendo H un espacio de Hilbert. X es un conjunto cerrado si V{zp}nen C
X tal que x,, — x en H se tiene que x € X.
n

Una vez introducidos los conjuntos necesarios, estamos en condiciones de enunciar el Teorema de la
Proyeccién sobre un conjunto convexo y cerrado, el cual constituye el resultado central sobre el que se
fundamenta el desarrollo de este trabajo.

Teorema 2.3. Teorema de la proyeccion sobre un convexo cerrado.
Sea H un espacio de Hilbert y sea K C H un convezxo cerrado no vacio. Entonces para todo f € H, existe
u € K unico tal que
— || =min||f —v]|. 2.1
1f = all = min |1/ — o] (21)

Ademds, se caracteriza por la propiedad
uekK
ueBR (2.2)
(f—u,v—a)<0 Vv e K.

Se escribe u = Px f y se denomina proyeccion de f sobre K.

Demostracion. 1. Existencia.
Dada {vy, }nen una sucesién minimizante para (2.1, es decir

dn = Hf‘”n” — d:;2§<||f_v‘|~

Probamos que {v, }nen es de Cauchy aplicando la identidad del paralelogramo Tomamos a = f —v,
v b= f — v, y tenemos

H(f—%)é(f—%)

2 2

(f —vn) = (f —vm)
2

= S01F = vl P +11f = wnl?)

1
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2 2

vn+vm Un — Um

2

1
= Hf— 5 (dn +d)

VUn+Um
2

> d. Por lo tanto,

Sabemos que W € K (vp,vm € Ky K convexo). Y por tanto Hf —
sustituyendo y despejando en la igualdad previa tenemos

2
Un — Um

1
5 5(d?+d2) d?

y al tomar el limite cuando n,m — oo se tiene que 1 (d2 +d2,) — d* — £(2d*) — d* = 0.
Por lo tanto, lim,, 1—c0 [[Un — Um|| = 0y {v,} es de Cauchy, luego existe un @ € K (por ser cerrado) tal
que d = || f — al|.

2. Equivalencia entre (| .
=)Seau €K verlﬁcando 1-) y sea v € K. Como 4, v € K, entonces w = (1 — A)a+ dv € K VA € [0,1]
y, por lo tanto

If=all <IIf =11 =Na+ M|l = |[(f —a) = Av-d)|| <= [If —all> < |I(f —a) - AMv - d)||
= | -alP<if—all -2\ —go—a) + o —al? 2 2f—a0—a) <Al —alf

y cuando A — 0, se verifica (2.2)).

<) Inversamente, si u verifica 1D entonces, 2(f — @,v — @) < 0 por hipdtesis y ||a — v||2 >0
Sumando y restando @ tenemos
If=vl?=If —a+a—o|*

Seaa=f—-—uyb=u—v
If=oll? =IIf —a+a—v|*=|f—al* =2(f —a,a—v) + a—v|

por lo tanto
If = all* = [If = vl* = 2(f —a,v —a) — |la—v|* <0 Vo e K

con lo que ||f —l]? < ||f —v|> Yo €K,y secumple (2.1).

3. Unicidad.
Sean 4y y ug verificando (2.2)). Se tiene
(f —t1,v—1) <0 Yo e K
(f —t2,v—12) <0 Yo e K

sustituyendo v = 43 y v = 4 en las expresiones previas, tenemos
(f*l_l,l,l_l,gf’l_l,l) <0y (f*l_l,g,’l_tl *1_1,2) <0= ,(f,ﬂ%ﬂQ fﬂl) <0
y sumando ambas desigualdades obtenemos
(f —a1,02 — 1) — (f — U0, — 1) <0= (f —y — f + U2, U2 — ;) <0=
(g — Uiy, g — 1) <0 = ||y —w||° <0 = @y =ay.
O

Observacién 2.4. El Teorema [2.3 es vdlido tanto en espacios de Hilbert reales como complejos. La
demostracion es correcta para ambos casos.
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Interpretacion geométrica:

Veamos ahora la interpretacién geométrica y visual del teorema. Tomamos K C R?, siendo K el rombo
de la Figura Realizando el producto escalar obtenemos

(f —wv—w)=|[|f —all-|lv - all - cos(d) <0
>0 >0

donde 6 es el angulo entre ambos vectores, como podemos ver en la Figura que es recto u obtuso,

siendo 0 € [%, 3777], por lo que su coseno es siempre negativo o cero, haciendo que se cumpla la propiedad.

Figura 2.1: Proyeccién sobre un conjunto convexo y cerrado en R2.

Veamos ahora que @ es el unico punto que cumple esa propiedad. Tomamos un @ distinto de la
proyeccién, como en la Figura En este caso, el 4ngulo 6 < 7, por lo que cos(f) > 0 lo que hace que
no se cumpla la propiedad, luego no puede ser la proyeccion.

15 05 1 15

Figura 2.2: Ejemplo proyeccion erréonea.

A continuacion, analizaremos la importancia de que los conjuntos sobre los que se proyecta sean
cerrados y convexos. Por medio de dos ejemplos, mostraremos que, si estas condiciones no se cumplen,
la existencia o unicidad de la proyeccién puede no estar garantizada.

Ejemplo 2.5. Ejemplos de proyecciones sobre conjuntos no cerrados y/o no convexos.

1. Sea H =R, K = (1,2]. Sea f = 0. K es convezro, pero no cerrado. Observamos que la distancia
entre f y el conjunto K es
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que visualmente es 1. Sin embargo, este infimo no se alcanza en ningin punto de K (ya que el intervalo
es abierto por la izquierda), luego no eziste la proyeccion.

2. Sea H=R, K =[-2,-1]U[L,2]. Sea f = 0. K es cerrado, pero no es convexo. En este caso, la
solucion no es dnica, ya que los puntos a minima distancia son {—1,1} que se encuentran a distancia 1
del punto.

Con estos dos sencillos ejemplos vemos que, si el conjunto no es cerrado o mo es convexro, puede
no existir solucion, o no ser unica. Sin embargo, que el conjunto sea convero y cerrado es condicion
suficiente para la existencia de solucidn inica, como hemos probado en el Teorema[2.3

A continuacién, analizaremos el caso particular en que el conjunto sobre el que se proyecta es un
subespacio afin cerrado. Esta situacién presenta propiedades adicionales que permiten simplificar nota-
blemente el calculo explicito de las proyecciones. Dentro de este corolario, se incluyen los subespacios
vectoriales cerrados, simplemente tomando ug = 0.

Corolario 2.6. Sea H un espacio de Hilbert. Sea K = ug+ .S C H un subespacio afin cerrado, donde S
es un subespacio vectorial cerrado. Entonces, existe un dnico punto & = Py,+s(f) € ug + S tal que

—ul = { — v, todo f € H.
If —all = min |If—vll, paratodo f
Este punto se caracteriza por la propiedad
uE ug+ 5
(f—u,v)=0 YveSs.

En el caso particular en el que ug = 0, se recupera el resultado cldasico de proyeccion ortogonal sobre
subespacios vectoriales cerrados:

uw=PsfesS, con(f—uv)=0 Yves.
Ademds, el operador de proyeccion Ps es lineal y continuo.

Demostracion. =) Tenemos de (2.2)) que (f —a,w —a) <0 Vw € K. Por lo tanto, si K = uy + S
tenemos
(f —t,up+v—1u)<0 Ywvels

y por tanto
(f—t,up+tv—u)<0 YwesS ViteR

= (f,tv) — (@, tv) + (f,uo) — (@ uo) + ||u||> = (f, @) <0 YwelS VteR
= t(f,v) = @)+ (fiuo) — (@uo) + |[ull* = (f,u) <0 YveS VteR

que es una expresion de la forma tA + BVt € R. Como t puede tomar cualquier valor de R, si A < 0
tomando t — —oo la expresién creceria sin cota, violando la desigualdad; y si A > 0 tomando t — +o0
ocurrirfa lo mismo, con lo que A tiene que ser igual a cero y tenemos
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(f,v) — (@,v) =(f —u,v) =0 Yveb.
<) Si @ verifica (f —a,v) =0 YveS.
Como u € K = ug + S, entonces @ = ug +m con m € S, y como Yv € S se tiene (f — @, v) = 0, entonces
particularmente (f — 4, m) = 0 y por lo tanto
(f—a,v)—(f—u,m)=0=(f—u,v—m)=0
= (f-tu+v—u—m)=0=(f—a,w—a)=0 Ywek

v cumple (22).

Por tltimo, veamos que Pg(f) es un operador lineal. Para ello, deben cumplirse las dos siguientes
propiedades:

1. Aditividad: Ps(f1 + f2) = Psfi + Psf: ~ Vfi,fa€ H
2. Homogeneidad: Ps(Af) = APsf Vfie HXER
1. Sea @y = Psfi, ia = Psfo. Entonces sabemos que (f1 — @1,v) = 0y (f2 — @2,v) =0 Vv € S.
Llamamos @ = Ps(f1 + f2). Entonces,
(fi+ fo—u,v)=0=(f1 —u1,v) + (fo —tU2,v) YvES
Por tanto,
Ps(fi1 + f2) =ty + g = Psf1 + Psfo.
2. Sea @ = Psf y A € R. Suponemos que v’ = A\ii y por tanto,
Af—u',v) =Af—u,0v)=0 VAXER.

Esto muestra que A\u también satisface la condicién de ortogonalidad con respecto a Af, y por la unicidad
de la proyeccién sobre S, se concluye que Ps(Af) = APsf Vfe H, AeR.
Con ello concluimos que es operador lineal. O

Interpretacion geométrica:

Hagamos nuevamente una interpretacién geométrica del Corolario 2.6} En el caso de los subespacios
vectoriales cerrados (ug = 0), presentamos un ejemplo considerando S como la recta y = z, S C R2
Realizando el producto escalar, obtenemos

(f—a,v)=||f —al|-||v|| - cos(8) =0 Yov e S.
>0 >0 =0

En este caso, 6 siempre es un angulo recto, por lo que su coseno serd siempre cero y se cumple la propiedad
del Corolario 2.6l

Tomando cualquier otro punto distinto de la proyeccion, el angulo deja de ser recto, como podemos ver en
la Figura[2.4] siendo el coseno distinto de cero. Por tanto u es el tinico punto que cumple esta propiedad.

0.5
05

-1
-1

Figura 2.3: Proyeccién sobre un subespacio ce-

rrado en R2. Figura 2.4: Ejemplo proyeccion errénea.
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Para la explicacién gréfica de los subespacios afines cerrados, explicamos la forma de calcularlos a
partir de los subespacios vectoriales, la cual nos mostrard de forma més visual la conexién y similitud
de ambos casos, inicamente realizando una traslacion.

Sea K C H un subespacio afin cerrado no vacio. Entonces, por definicién, existe un punto ug € H y
un subespacio vectorial cerrado S C H tal que K = ug + S. Dado un elemento f € H, para calcular
su proyeccion ortogonal sobre el subespacio afin K, se procede de la siguiente manera:

1. Se traslada el problema al subespacio S, considerando el vector
f=f—uo.

2. Se calcula la proyeccién ortogonal de f’ sobre el subespacio S, utilizando el corolario correspondiente
a subespacios vectoriales cerrados Es decir, se obtiene el inico w € S tal que

(f' —w,v)=0 Yves.
Esto es, w = Ps(f — ug), donde Ps es la proyeccién ortogonal sobre S.

3. Finalmente, se traslada el resultado de vuelta al subespacio afin K, sumando el vector ug, y se
obtiene

= Pgf=wuo+ Ps(f —uo).

De esta forma, la proyeccién ortogonal sobre un subespacio afin cerrado se reduce al calculo de una
proyeccién sobre un subespacio vectorial cerrado, junto con un cambio de origen adecuado. Por ejemplo,
podemos considerar,

K={(z,z+2);z € R} =(0,2) + {(z,z);z ER} =up + S

y calcular la proyeccién sobre el subespacio vectorial S para luego trasladarlo de nuevo al subespacio
afin K. A continuacion, se presenta el ejemplo de forma gréfica.

4 -05
Vi-05
-1

o

f
-1:5
-2
ki 25

Vo

-3

M :
© 35

Figura 2.5: Proyeccién sobre un subespacio afin en R?.

Proposicion 2.7. En las hipdtesis del Teorema de la Proyeccion sobre un convezo cerrado se verifica

|Pefi — Pefell < \Ifi — foll Vfi, fo€ H. (2.3)

es decir, Pgx es Lipschitz continua con constante 1.
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Demostracion. Tomando u; = Pg f1 y us = Pg fo obtenemos
(fi—u,v—u) <0 YweK
(fa —ug,v —uz) <0 Yo eK

Sustituyendo v = wus y v = uy respectivamente en las desigualdades anteriores y sumando ambas,
obtenemos

(fi —ur,uo —ur) + (fo —ug,ur —u2) <0= (f1 —wr,ue —u1) — (fo —ug,us —u1) <0 =
((f1 = f2) = (w1 —u2),u2 —u1) 0= ((f1 — f2) — (u1 —u2),u1 —u2) >0
y expandiendo el producto escalar
(fi = fayur —ug) — [Juy —ug|® > 0 = [Juy — ua||® < (fr — fo, u1 — ug).

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz[A-6]
(f1 = fo,ur —u2) < || f1 — fallllur — ual|

con lo que obtenemos
[ur = usal® <[ f1 = falllur — us|

y por consiguiente ||[uy — ua|| < ||f1 — f2]]-

2.2. Dimension finita

En esta seccién, deduciremos las féormulas clasicas de las distancias punto-recta en el plano y recta-
plano en el espacio que se estudian en el Bachillerato. Estas formulas también pueden demostrarse de
manera mas sencilla calculando el punto de interseccién entre la recta (o el plano) y la recta perpendicular
a ella que pasa por el punto dado; posteriormente, se calcula la distancia entre ambos puntos. Sin
embargo, en este caso se presenta una demostracién basada en el Teorema de la Proyeccién. El trabajo
se ha realizado de forma auténoma, sin uso de bibliografia, a partir del Corolario [2.6

Observacion 2.8. Deduccion de las formulas de las distancias.
1. Distancia punto-recta en el plano.

_ |Ap1 + Bps + C|

dpr) = — 755

(2.4)

-
=2

Ax+By+C

Demostracién. Sea H = R?. Dada una recta en forma general Ax + By + C = 0, definimos

(- 05) (1) [ ) e}

donde S es un subespacio vectorial. Aplicando Corolario si denotamos a @ = Pg(p — 1), obtenemos

2

Z(pi — Ug; — ﬁl‘)’Ui =0 WwesS
i=1
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cC A A A AC A2
(p1 — t1)v1 + (p2 + B + E%)(*Evl) =v1(p1 — U1 — B2 pz ?ﬂl) =0 Vu eR
Como vy € R, el coeficiente que lo acompana tiene que ser igual a 0 para que se cumpla la igualdad, por

lo tanto
LA A
p1—w sz B2 BQU1—
_p1—gp2— 45 _ B*pi— ABpy — AC
1+ 42 A2+ B2

0

Uy

Calculamos o
_ —Auy  —AB?p, + A?Bp, + A%C

B B(A2 + B?)

(L

y ahora calculamos
G -4 67Q7Q7*A3P1+A2P2*BC
1=uUur Yy Uz = U2 B A2 1 B2

y una vez tenemos u la distancia euclidea es

o _ _ A2p, + ABpsy + AC\?> [ ABp; + B2ps + BC\?>
d((p1,p2) (@1, 2)) = V/(pr — @)2 + (p2 — 42)? = \/( A? + B? + A2 4 B?

|Ap1 + Bp2 + C|
NoeEw:=

— 1 2 2 R
_\/ﬁ\/(Apl+Bp2+C> =

2. Distancia punto-plano en el espacio.

S ){p1.p2.p3)
“
(v1,v2.v3),"
’4
d(p, ) = [Ap1 + fpz +20p3 :‘ D @25 11 (utu2u3)f A
VA2 + B2+ C I o
2
! Ap1+Bp2+Cp3+D
\g‘

La demostracion de este caso se hace de forma andloga al anterior, pero por falta de espacio no la
incluimos en el documento.

A continuacién, introducimos el espacio ls(t1,ts,...t,) €l cual representa un espacio euclideo de di-
mension finita, estructurado en torno a un conjunto de puntos dados t1,to, ..., t,. Veremos ademds que
es isomorfo a R™, lo que nos ayudara a interpretar geométricamente algunos resultados.

Definicién 2.9. Dado un conjunto finito de puntos S = {t1,ta, ..., t,}, definimosl2(S) como el conjunto
de funciones f : S — R con el producto interno

n

(f,9) = Z f(ti)g(ts).

i=1
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Su norma estd dada por

11l =

Observamos que el espacio l2(S) es isomorfo R”. Demostremos esta correspondencia.

Definimos la aplicaciéon biyectiva

D:15(S) = R, [ (f(tr), f(t2),- -, f(tn))

es decir, que a cada funcién f € [3(S) le asigna el vector en R™ cuyas componentes son los valores de f
evaluados en cada punto del conjunto S = {t1,ts,...,t,}. Veamos que cumple las siguientes propiedades.

1. Linealidad: Sean f,g € [5(S) y « € R. Entonces
(af +9) = ((af +9)(t1),- .. (af +9)(tn)) =

= (af(t) +g(t1),...,af (tn) + g(tn)) = a®(f) + ®(g)

y, por lo tanto, ® es lineal.
2. Inyectividad: Supongamos que ®(f) = ®(g). Entonces

ft;) =g(t;) paratodoi=1,...,n.

Como las funciones estdn definidas inicamente en S = {¢;,...,t,}, se concluye que f = g. Por lo tanto,
® es inyectiva.

3. Sobreyectividad: Sea (ai,...,a,) € R™. Definimos una funcién f : S — R por f(¢;) := a;.
Entonces, f € [5(S), v se cumple

(b(f) = (f(tl)a-waf(tn)) = (alv"'aan)a

por lo tanto, ® es sobreyectiva.
4. Preservacién del producto interno: Sean f, g € [5(S). Entonces

(F.9) = Y F)g(t) = (8(1), B(9)),,

Como @ es lineal, biyectiva y preserva el producto interno, concluimos que es un isomorfismo de espacios.

2.2.1. Problemas minimos cuadrados

En este apartado, estudiaremos la mejor aproximacién en un espacio de Hilbert mediante elementos
de un subespacio de dimension finita. Estudiaremos tres problemas mediante métodos clasicos y mediante
proyecciones. Los problemas y la teoria asociadas a esa seccién han sido obtenidos de [2].

Corolario 2.10. FEcuaciones normales.
Sea {x1,xa,...,x,} una base para el subespacio n-dimensional K de X un espacio de Hilbert. Entonces,
para cada x € X

P(z) = Z T (2.6)

donde los a; son la unica solucion de las ecuaciones normales

Zai(xi7xj) =(z,z;) j=12,...,n
i=1
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En particular, si {x1,22,...,2,} €s una base ortonormal de K, entonces

Px(x) = Z(x, x;)x;  para todo x € X.
i=1

Demostracion. En primer lugar, como K es un subespacio de dimensién finita, por el Teorema [A.7]
sabemos que es un subespacio cerrado. Dado = € X e yy € K, sabemos que yo = Z?:I «;x; para algunos
«;. Por el Corolario tenemos que yg = Px(z) es equivalente a (z — yo,y) = 0 para cada y € K y se
cumple

(. —yo,2;) =0 paraj=1,2,...,n

Por el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt sabemos que toda base se puede transformar en una
base ortonormal, por lo tanto podemos considerar {x1, z2, ..., x,} como una base ortonormal, y tenemos

que (x;, ;) = 6;; donde
dij = ! S% Z :j:
0 sit#j

Si sustituimos (x;, ;) = d;; en (2.6, obtenemos «; = (x,z;) Vj = 1,2, ...,n, y por lo tanto, sustituyendo
de nuevo en (2.6)), llegamos a que la proyeccién ortogonal es

n

Px(z) = Z(m,xl)xz para todo z € X.
i=1

Veamos un ejemplo en que las funciones base estdn dadas por z; = sm( 7).

Ejemplo 2.11. Sea H = L?[0,7] y sea K = {f : f = ay sin(z) + ag sin(2x) + az sin(3z); a1,a2,a3 € R}.
Sea f € H, calcular la proyeccion de f sobre K.

Claramente, K es un subespacio cerrado. De nuevo, como K es un subespacio de dimensién finita,
por el Teorema [A.7] sabemos que es cerrado.

Como K es un subespacio cerrado, podemos emplear el Corolario [2.6]
(f — Px(f),sin(kz)) = 0 para cada k =1,2,3
por ser el conjunto {sin(x),sin(2z), sin(3z)} una base ortogonal de K, es decir
™ 3 ™
/0 ( Zlaz sin( zm)) sin(kz)de =0 = / f(z)sin(kz) d Zlal/o sin(iz) sin(kz) dz = 0.
Sabemos por la ortogonalidad de la funcién seno en [0, 7] que se cumple

/Tr sin(iz) sin(kz) = {O S% Z s
0

sii=k

vol3

Por lo tanto

3 T T
/ f(z)sin(kz) doe — Z / sin(iz) sin(kz) de = 0 = akE = / f(z) sin(kz) dx
Pt 0

2
2 (" )
= ;/0 f(z) sin(kx) dx

y despejando a tenemos
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Problema 1: Mejor aproximacién polinémica a un conjunto de datos.

Sea {(tj,y;) : 7 =1,2,. m} un conjunto de datos. Para cualquier entero n < m queremos encontrar
el polinomio p(x) = Z? o @;z’, de grado como mucho n tal que minimice la expresién Y, [yx — p(tx)]?.
Resolucién por técnicas clasicas del Calculo Diferencial.

Queremos minimizar el error cuadratico total dado por

m

E(ag, a1, ...y ap) = Z[y Z [ t;]

j=1

Para determinar los valores 6ptimos de g, g, ..., @, que minimizan la funcién de error E (g, aq, ..., ),
observamos que se trata de una funcién cuadratica, por lo tanto, es una funcién convexa. Por las condi-
ciones de optimalidad, sabemos que el minimo global se alcanza en el punto donde el gradiente de E se
anula, es decir, donde las derivadas parciales son cero. Calculamos las derivadas parciales

oF =

k i
Par -2 E t; <yj - E ozitj> .
Oa j=1 i=0

e igualando a cero obtenemos el sistema

ZO‘Z Zt“k :zm:yjt?, parak=0,1,...,n

j=1 j=1
que es un sistema lineal de n + 1 ecuaciones con n + 1 incégnitas. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.12. Dados los puntos (1,2) (2,3) y (3,5), veamos cudl es la mejor aproxzimacion al modelo
lineal p(x) = a1z + . Planteamos la funcidn de error

3

B(a1,a0) = Y (yi — (aati +a0))® = (2= (a1 - 1+ a0))” + (3= (a1 - 2+ a0))® + (5 — (a1 - 3+ ).
i=1

Calculamos las derivadas parciales respecto de ag y .

871:—2215 — (aut; + a) —2a12t2+2aozt —2thyz—0

3 3 3

9E = —2Z(yi — (a1t + ) = 20 Zti + 6ayg —22% =0

oo
0 i—1 i—1 i—1

y sustituyendo llegamos al sistema

14aq + 6ag = 23
60[1 + 30&0 =10

De donde se obtiene a; = % Yy g = % Luego la recta es p(x) = %x + %

Resolucién por proyecciones.

Vemos que este problema se puede convertir en el calculo de una proyecciéon. Dado el conjunto de
datos {(tj,y;) : j = 1,2,...,m} queremos encontrar el polinomio p(z) = > I, ;z" que minimice el
error cuadratico entre p(t) y los puntos dados. Dicho polinomio puede interpretarse como la proyeccién
ortogonal de y en el subespacio S de los polinomios de grado n.
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Sea H = l5(t1,12, ..., ty). Consideramos K = {f € H : Ip € S tal que f(t;) = p(t;),Vj=1,2,..,m} C H.
Como S es un subespacio de dimensién finita, y la evaluacién de los puntos es una operacion lineal, K es
un subespacio de dimensién finita y por el Teorema[A-7]sabemos que es un subespacio cerrado. Por tanto,
si consideramos la base de K generada por las funciones ¢;(t) = t/ evaluadas en los puntos t1,ta, ..., tm;
podemos aplicar el Corolario y obtenemos

(y —p,¢;) =0 paracada j=0,1,..,n.

Sustituyendo p = Z?:o a;¢; obtenemos

(y — Zaigbi, ¢j) =0 paracada j=0,1,..,n
i=0

lo que equivale a
n

Zai(qﬁi,qﬁj) = (y,¢;) paracada j=0,1,..,n

i=0
y desarrollando los productos internos llegamos a

n m m

ZaiZt?j:Zykti para j =0,1,...,n

=0 k=1 k=1

que es el mismo sistema que el obtenido con el método clasico.

Problema 2: Resolucién de una sistema de ecuaciones sobredeterminado.

Consideramos el sistema de m ecuaciones con n incégnitas, donde m > n,

a11x1 + a12x9 + ... + a1pTy = bl

Am1Z1 + 2o + oo + Qn @y = b,

que podemos expresar matricialmente como Ax = b. En general, este sistema no tiene solucién, tiene
mas ecuaciones que incégnitas. El objetivo serd buscar el vector x que minimice el error cuadratico, es

decir, que minimice la expresion
2
m n

E(z) = Z a;jTj —b; (2.7)

i=1 \j=

Resolucién por técnicas clasicas del Calculo Diferencial.

Para minimizar la funciéon E(x) = || Az — b||?, observamos que se trata de una funcién cuadrética y,
por lo tanto, convexa. El minimo se alcanza en el punto donde el gradiente de E se anula. Calculamos
dicho gradiente:

E(z) = 2T AT Az — 207 Az + b"b

VE(x) = 24T Az — 2ATb = 24T (Ax — b).

Igualando el gradiente a cero obtenemos
AT Az = ATh

que nos genera un sistema de ecuaciones cuadrado, el cual ya es un problema standard. La solucién de
dicho sistema minimiza el error cuadritico dado en la expresion (2.7)). Veamos un ejemplo.
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Ejemplo 2.13. Dado el sistema

1+ 209 =3 1 3
s (1 2 3
3x1+4x0 =7 3 7

Por lo tanto

12 3
v (123 o) (123 1416\ (x1) (26
AAx_Abi( ) . <x2)_<2 1 4) . :><16 21) \un) = \35

\}

2 1 4

cuya solucion es x1 ~ —0,36 e x5 = 1,94, que evidentemente no cumple las ecuaciones exactamente,
pero st minimiza su error cuadrdtico.

Resolucién por proyecciones.

De nuevo, podemos convertir este problema en el calculo de una proyeccién.

Sea H = la(z1,22,....2m) y K= {f, € H;y = Az, € R"} C H, donde f, € H tal que f,(t;) =y
y A es una matriz real m x n. Podemos considerar el problema como encontrar la proyeccién de b en K.
Para ello, escogemos cualquier xg tal que Axzg = yo. Como K es un subespacio de dimension finita, por
el Teorema sabemos que es un subespacio cerrado y, por el Corolario tenemos que yo = Px(b) si
y solo si (b — yo, Axz) = 0 para todo z € R™. Trabajando con la matriz traspuesta de A tenemos

y,Ax Zyz Zaux] Z Zauyz A Yy, x )
Jj=

j=1 i=1

Sabemos que yo = Px(b) es equivalente a (AT(b — yo),2) = 0 para todo x € R", que es equivalente a
AT (b —yo) = 0, es decir, ATb = ATy,. Entonces yo € K y yo = A para algin o € R™. Por lo tanto,
xq es solucion si y solo si

AT Azg = ATb.

AT A es simétrica y semidefinida positiva luego el sistema siempre es compatible. Si la matriz A7 A no es
singular, el sistema tiene una unica solucién. En el caso de que fuera singular, tendriamos méas de una
posible solucién. En el Teorema Fundamental habiamos demostrado que la proyeccion es tinica, y es
cierto. Sin embargo, aqui no se afirma que hay mas de un yq, es decir, mas de un punto de K que esté a
distancia minima, sino que puede haber méas de un punto xg € R™ tal que Axg = yo-

Problema 3: Mejor aproximacién polinémica a una funcion.

Sea y una funcién continua en el intervalo [a,b], queremos encontrar la funcién polinémica p(z) =
Yo, iz’ de grado menor o igual a n que minimice la expresién

b
B(an,aes) = [ @)~ plo)d.

Resolucién por técnicas clasicas del Calculo Diferencial.

Queremos que el polinomio p aproxime la funcién y con el menor error posible en L?[a, b]. Para ello,
se minimiza la integral del error cuadratico entre y y p

/ab ly(w)—i:aixirdx:/: )2 — 2y(x Zazx + <Zax> dz.
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Derivando esta expresién respecto de cada «; e igualando a cero, obtenemos

n b b
Zai/ i de = / y(z)r'de para cada j =0,1,...,n.
i=0 @ @

Esto nos da un sistema de ecuaciones normales, que al resolverlo nos proporciona los coeficientes «; de
p. Veamos de nuevo un ejemplo.

Ejemplo 2.14. Supongamos que queremos aprozimar y(x) = sin(x) en el intervalo [0, 2] por un polinomio
p(x) = a1z + . Planteamos la ecuacidn del error

2
Elay,az) = / [sin(z) — (2 + ap)]?dx =

0
Realizamos las derivadas parciales respecto a ay y ag e igualamos a cero

f02 sin(z) dr = ag f02 ldx + oy f02 rdr = 2a0+2a; =1—cos(2)
rsm(x)dr = g rdxr + o rdr — g + 0p = SIn — 2Cos
2 wsin(z) d 2 2d 2 2d 200 + & in(2) — 2 cos(2

y resolviendo el sistema obtenemos ay = 0,49 y ag = 0,22, siendo el polinomio p(x) = 0,49z + 0, 22.

Resolucién por proyecciones.

Sea X = L?[a,b] y S el subespacio de los polinomios de grado menor o igual a n. Interpretamos el
problema como la proyeccién de y sobre S. Como hemos visto anteriormente, S es un subespacio cerrado.
De nuevo, para que p sea la proyeccion, por el Corolario tenemos que y — p debe cumplir

(y —p,x') =0 paracadaj=0,1,..,n

es decir

b n
/ [y(z) — Zaixi]xjdas =0 paracadaj=0,1,...n
@ i=0

llegando al mismo sistema de ecuaciones normales que anteriormente.
2.3. Dimensién infinita. Espacio L?|0,1].

En esta seccién, trabajaremos una serie de ejemplos en el espacio L2[O, 1]. Ky, K3 y K3 son ejemplos
cldsicos, mientras que Ky ha sido estudiado, por ejemplo, en [4].

Ejemplo 2.15. Consideramos el espacio de Hilbert de funciones reales definido en[A.§

L*0,1] = {f :[0,1] — R medible : /1 |f(x)]? do < oo}
0

con el producto escalar
1
(F9)0 = | S@)gla)da.
0

Consideramos los siguientes conjuntos:

Ky ={f€L?0,1]:a< f(z) <bctpze€[0,1]} abeR.




2.3. DIMENSION INFINITA. ESPACIO L2 [0,1]. 23

= {1 €20, 1] fllay <7} 7 >0.

{feL201 Jo 1o dgc<r} reR, pe L?[0,1],p > 0.

K, = K; NKs.

Veamos que K;, Ko, K3 v K4 son subconjuntos convexos y cerrados de L2 [0, 1].

Para probar que dichos subconjuntos son convexos, probaremos que dados f1, fo pertenecientes al con-
junto, entonces Af; + (1 — \) fo también pertenece al conjunto para todo A en [0, 1].
Dados f1, fo € Ky sabemos que a < fi(z), fo(z) < b entonces, tenemos que

a=Xa+(1—tA<Ai(z) + (1= Nfalx) <A+ (1—Nb=b YA€0,1]

Sean f1, fo € Kz sabemos que || f1[12(9 1) <7V [|/f2]l12(0,1) < 7 Sabemos que x?

por lo tanto

es una funcién convexa,

(Afi(z) + (1= X fa(2)® < Afi(2)® + (1= X) fa(x)?.

Por tanto, integrando a ambos lados, obtenemos

/ (M (@) + (1= A fal)? de < / Mi(0)? + (1= ) fol2)? di =
0 0

:/\/O i) da:+(1—>\)/0 Fal@)?dz < Ar + (1= N)r =

Dados f1, f2 € Kg, sabemos que fol fil@)p(z)dx <ry fol f2(x)p(z)dx < r. Por lo tanto,

/0 (Af1(@) + (1 = N) fa(2))p(z)de = /0 (M1(@)p() + (1 = A) fa(@)p(e)de =

_/()lAfl(x)p(x)dz+/01( N fo(2)p(x) do = A /f1 ) dz+ (1 — A /f2 ) ds <

< X+{1-XNr=r.

Ademids, como la interseccion de convexos es convexo, Ky también es convexo. Con todo ello, concluimos
que los cuatro conjuntos son convexos. Veamos ahora que son cerrados.

K es cerrado en L2[0, 1] si toda sucesién de funciones {f, }nen C K1 que converge a f € L2[0, 1] satisface
que f € K;. Si f, — f, entonces

Im [|fn — fll =0

n—oo

es decir,

1
/ |fn(z) — f(2)° dz — 0 cuando n — 0.
0
Dado que f,, € K; para cada n entonces

a< folx) <b ctpzxel01].
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Empleando el Teorema sabemos que existe una subsucesién { f,, } tal que f,,, () = f(z) c.t.p. z €
[0,1]. Entonces, también tenemos que para casi todo z € [0, 1]

a < fp,.(x) <b.

Por lo tanto, pasando al limite se deduce que a < f(z) < b c.t.p. x € [0,1]. Por lo tanto, el conjunto K;
es cerrado en L2[0,1].

Para Ky procedemos de forma similar. Por la definicién de Ky sabemos que

1
2
0 < Wullgron =/ [ nla) do <
Como f,, converge a f entonces tenemos que
||fHL2[O,1] = nlinéo(anHLQ[O,l]) <r
y concluimos que Ks es cerrado.

Por su parte, sea {f, }nen C K3 una sucesion tal que f,, — f en L?[0,1], consideramos el funcional

1
o(f) = [ F@)ds = ()
0
que es lineal y continuo, ya que p € L?[0,1] y, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

() = 1(Fp) < I fllze - Pl e

Entonces, por la continuidad de ®,

O(fn) = ®(f) es decir, /0 fn(z)p(z) de — /0 f(z)p(z) dz.

Como f, € K3, se cumple que
1
| a@ptadn < vnen
0

pasando al limite

/O f@p)do = ttm [ fu(@)p(e) de < r

n—oo 0

lo que implica que f € K3, y por lo tanto, K3 es cerrado en L2[0, 1].

Por 1ltimo, como la interseccién de cerrados es cerrado, sabemos que K4 también es cerrado.

Observacion 2.16. Sea K el conjunto sobre el que queremos proyectar. Si h € K, es evidente que su
proyeccion sobre K es el propio h ya que

(f—t,v—u)=(h—h,o—h)=0,u—h)=0 YweK

es decir, la proyeccion de un elemento perteneciente al conjunto es él mismo. Por otro lado, si h ¢ K,
podemos intuir que u se va a encontrar en la “frontera” del conjunto ya que, dado cualquier punto que
no pertenezca a la frontera, podriamos encontrar uno mds cercano a h que pertenezca a K. Vedmoslo con
el siguiente ejemplo en R?.
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Figura 2.6: Proyeccién de un elemento que no pertenece a K.

Por lo tanto, cuando h ¢ K presupondremos que la proyeccion se encuentra en la frontera, para luego
comprobarlo rigurosamente.

Comprobemos ahora que las proyecciones sobre K; y Kg son las siguientes:

a donde h(z) < a
Px, (h(x)) = { h(z) donde a < h(z) <b = Py (h(x))
b donde h(z) > b
{h st ||Allpepo,y <7

Px (h) = rh :
2 HhHLZ[o,l] S1 ||h||L2[0,1] >r

Comenzamos con Ks. Si h € Ka, por la Observacién u(z) = h(z). Si h ¢ K entonces ||h||y2p0 4 > 7

yﬂ(x):ﬁ Ka.
1 —u(x))(vix) —u(r))ar = 1 m—L(I) vx—M T v
| (4e) = @) vta) — )y ax = [ <h<> thm}ﬂ) ( (@) ||h||L2[0,1]> dr<0 ek

1
g /0 (||h||L2[O,1] h(z) — Th(x))(HhHL2[O,1] v(z) = rh(z)) dz <0

1
= ([I17ll 20,0 — T)/o h(@)([|ll 20,1y v(2) — rh(2)) dz < O
y como [[h[|pz2(0 ) —7 >0
1 1 , 1
= ||h||L2[0’1]/0 h(z)v(z) dz < r/o h*(z)dx = r 12]l1210,1) < /0 h(z)v(z)dx <1 ||hll12, Vv € Ko

Aplicando la desigualdad de Holder, tenemos

1 1 1
/O hz)v(z) de < /0 hz)v(z) dx S/O (@) o) dz < {[hll2po0 1ollezg, < 7 [1Pllezgo
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y por lo tanto se cumple.
Por otro lado, para K;, dividimos el intervalo [0,1] de la siguiente manera,

0,1 =QUQ UQ_ (2.8)
donde
Qo={z€[0,1] : h(z) € [a,b]} Qp={zxe€[0,1]:h(z)>b} Q_={zec[0,1]:h(z)<a}

que son conjuntos medibles por ser h medible. Por lo tanto, vemos que
1
| (hia) = i) ota) — ) d =

- / (h(x) — h(@)) (0(z) — h(z)) + / (h(z) - b)(w(z) — b) + / (h(x) — a)(v(z) —a) <O Vo € K.
Qo

Q. >0 <0 _ <0 >0
Con todo ello, concluimos que las proyecciones son correctas.

Veamos ahora cuéales son las proyecciones sobre K3 y K4. Comenzamos con Ks.
Si h ¢ K3 entonces fol h(z)p(z)dz > r y por la Observacién la proyeccién parece que va a satisfacer

fol t(x)p(x)dx = r. La funcién proyectada podria ser una correccién lineal de h en la direccién de p dada
por @(z) = h(x) — yp(z). Sustituyendo, obtenemos

1 1 1
/ (h(z) — 1p(@))pla) dz = r & / h(a)p(x) dz — / p(x)? dx = r

0 0

y despejando v obtenemos

. Jo P(x)p(z) dx —r =0 (2.9)

2
||p||L2[0,1]

Por tanto, la proyeccién podria ser

Veamos que esto es cierto

/0 (h(x) — a(x))(v(z) — u(z)) de = /O (h(z) = (h(z) = vp(2))) (v(x) = (h(z) — yp(x))) dz =

1

= ' ) \vlx)— nlx X Xr = T)vlx X — ' X X ) adx 12x2x
—/Ovp()(()h()er())d /Ow<><>d /Ow()h()dJr/ovp()d

— ( / p(@)e() da — / ' p(@)h(@). de + / ) dx) <0

= f

; p(z)v(x) de — /0 p(z)h(z) dx —I—/O p(z)h(z)dx —r <0

ya que, por definicién de v 1' se tiene que fyfol p?(z)dx = v||p||* = fol p(x)h(z) dz — r. Por tanto,
tenemos

1
/ p(z)v(x)de —r <0 Vv eKs
0

que se cumple por ser la definicién de K3. Como la proyeccién es la tnica que cumple esta propiedad,
concluimos que la proyeccion calculada es correcta.
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Por 1ltimo, veamos cudl es la proyeccién sobre Ky.
1
Ky =KiNKs={heL?0,1]:a < h(z) <bct.px €0, 1];/ h(z)p(x)dr < r}
0

En primer lugar, K, podria ser vacio si la interseccion de K; y Ky es vacia. En este caso, no existe
proyeccién. Supongamos ahora que Ky # (), lo que significa que fol ap(x) dx < fol h(z)p(z)dx < r. Para
cada h € L?[0,1] tenemos los siguientes dos posibles casos.

1. Si fol Piap)(h(x))p(x) de < 7, entonces Pk, (h) = Plqp)(h).

2. Si fol Py (h(x))p(r) de > r, por la Observacién parece que deberia existir v > 0 tal que
Pg,(h) = Pay(h—vp) v /01 Pg, (h(x))p(x) dx = 7.
Denotamos @ = Pg,(h) y sabemos que tiene que cumplir
/0 ' (h(e) — (@) (v(e) — 5(@)) e <0 Vo € Ka. (2.10)

Consideramos la funcion real

1
o(s) = / Pray (h(x) — sp(a))p(a) dx —

que es una funcién Lipschitz continua no creciente. Veamoslo. Queremos ver que existe L > 0 tal que,
para todo s1,s2 € R
9(s1) — g(s2)| < Ls1 — sof.

Por tanto,

1
lg(s1) = g(s2)| = ‘/O (Pla,p) (M) = s1p(x)) — 7 = (Pay)(A(z) — s2p(2)))p(x) — 7) dz| <

1

< / |Pla(h() — 519(x)) — Play(h() — s2p(e))| Ip(2)] d.

Como Py, 5 es funcién Lipschitz (por ser proyeccién sobre un intervalo cerrado) se tiene
|Pla,p)(w) = Prapj(v)| < lu—v| Yu,veR.

Aplicando esto al integrando

| Pla,p) (h(@) = 51p(x)) = Play(h(z) — s2p(2))| < [s1 = s2| - |p()]
por tanto )

|9(s1) = g(s2)] < |s1 — s2] /0 p(@)* dz = |s1 — s2| - [IpZ--
y concluimos que es Lipschitz continua con constante L = ||p||3..

Continuando con la prueba, si g(0) < 0, que corresponde con el caso 1, vemos que @ = Py, 4)(h)

porque P, 3)(h) € Ky. Veamos que se cumple (2.10)). Para ello, descompondremos el intervalo [0, 1] al
igual que en (2.8]). Entonces obtenemos

1
/0 (h(z) — () (o) — () do =
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/ (h(z)=h(z))(v(x)—h(x)) dx—i—/ (h(z) = b)(v(z) — b) dx—i—/ (h(z) —a)(v(z) —a)de <0 YveK,.
Q0 Q.

Q. >0 <0 <0 >0

Cuando ¢(0) > 0, que corresponde con el caso 2, podemos demostrar, aplicando el Teorema de la
Convergencia Dominada que P p)(h —np) — a cuando n — oo. Veamoslo.

a si h(z) —np(z) < a
Blap) (W) = np(z)) = § h(z) —np(z) s h(z) —np(z) € [a, ]
si h(z) —np(z) > b

(=

observamos que, como p(x) > 0, entonces h(x) — np(x) — —oo en c.t.p. cuando n — oo. Dado que Py
proyecta cualquier valor por debajo de a al valor a, se tiene que

Py (h(x) —np(x)) = a en c.t.p. cuando n — oo

y como p € L?[0,1], podemos aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada y concluimos que
1 1
/ Py (h(z) — np(x))p(r) de — a/ p(z)dx cuando n — oo.
0 0

Por la definicién de K4, como hemos visto anteriormente, a fol p(z) dz < r (suponemos la desigualdad
estricta), entonces

1
g(n)%a/ p(z)dx —r <0 cuando n — 0.
0

Como adem4s )
90) = [ Poy(bo)p(o)ds 7 >0
0

por hipétesis, y g es continua, por el Teorema de Bolzano existe v > 0 tal que g(v) = 0. Es decir,

1
/0 Pra (h() — Ap(x))p(z) da = r-

Por tanto, es claro que P, 3(h — vp) € Ky, @(z) = Pyp)(h — vp) ¥ de nuevo vemos que se cumple la
desigualdad (2.10). En este caso, consideramos la descomposicién [0,1] = Qo U Q4 UQ_ donde

Qo ={z €[0,1] : h(z) — yp(z) € [a,b]}

Q) = {w € [0,1] : hiz) — yp(x) > b}

Q_={z€[0,1]: h(x) — yp(z) < a}

Entonces

/0 (h(z) — () (0(z) — () do =

[ p(@)(v(x) = h(z) + yp(e)) do + / (h(z) = a)(v(z) — a)dz +/ (h(z) = b)(v(z) = b)dx <

Q - <v(z) >0 Qy  >vp(a) <0

a_ Q4

< /QO vp(z)(v(z) — h(z) + yp(x)) dz + / yp(z)(v(r) — a) dz + / yp(z)(v(z) — b) dw =

= 7/01 p(x)(v(x) —a(z)) de =~ (/01 p(x)v(z) dr — r) <0 YvekKy

con lo que queda comprobado.



Capitulo 3

Proyeccién sobre interseccion de
subespacios cerrados

3.1. Teorema de Von Neumann

Veamos ahora qué ocurre con la proyeccién sobre la interseccién de dos subespacios cerrados. Este
caso fue analizado por el matemdtico hungaro-estadounidense John von Neumann (1903-1957), del que
toma nombre el algoritmo de proyecciones sucesivas, que servird como método de cédlculo. La teoria de
esta seccién se ha obtenido de [6].

Teorema 3.1. (John von Neumann)

Sean S1 y So dos subespacios cerrados de H un espacio de Hilbert, y sean Py : H — S1 y Po : H — S
las proyecciones de H sobre S1 y Sy respectivamente. Sea xg un punto arbitrario de H, ¥Vn € {0,1,2...}
se define la siguiente sucesion,

Topt1 = P1Ton;  Tonto = Paxopy. (3.1)

entonces, dicha sucesion converge en norma a Pxg, donde P : H — S es la proyeccion de H en la
interseccion S = S1 N Ss.

Para la demostracion de este teorema, veamos previamente una serie de conceptos.
Lema 3.2. Sea {z,}nen la sucesion definida en . Entonces

(a) (zn,s) = (zo,8) Vs€S yneN.

(b) Pz, = Pxy VnéeN.

(¢) Si{xn}nen converge débilmente a xo, entonces xoo = Pxg.

Demostracion. a) Razonamos por induccidn.
(x1,8) = (P1zo, 8) = (0, 9).

Sabemos que (Pyxq,s) = (xg, s) por el Corolario ya que S7 y S2 son subespacios (mismo argumento
en el resto de la demostracién). Supongamos que se cumple para un cierto n € N, veamos qué pasa con
n+ 1.
Sin es par

(Tnt1,8) = (Pin, s) = (@, S).
Si n es impar

(Tnt1,8) = (Pay, s) = (x4, 8).

29
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Y por lo tanto, por hipétesis de induccién tenemos (2,41, 5) = (Zn,s) = (o, 8).
b) Usando a) tenemos que para cualquier s € Sy n € N

(xn — Pxo,8) = (zp, s) — (Pxo, s) = (zg, ) — (x0,5) = 0.
¢) Partiendo de b) sabemos que Pz, = Pxg. Como z, € S, entonces Pxo, = Zoo = Pxg. O]
Volviendo a la sucesién {z,} definida por tenemos que

(T — Tpt1,Znt1) =0
y aplicando el Teorema de Pitagoras para u = &, — Tp4+1 ¥ ¥ = Tp41 Obtenemos
[[2n]* = ll@n = 1|l + [[Tn4a | (3.2)

Por otro lado, dados k,! dos niimeros enteros, denotamos por m = m(k,l) = [(k + 1+ 1)/2] la parte
entera de (k+1+1)/2.

Lema 3.3. Sea {2, }nen la sucesidn definida en , sean k,l dos nimeros enteros y m = m(k,l).
Entonces
2 2 2 2
lzxe = @l]” = |zl ™ + [l [” = 2 [[zm]” - (3-3)

Demostracion. Razonamos por induccion en n =k —1. Sin=0 (k =1)
2 2 2 2 2 2
0= llze — 2xll” = llexll” + [lowll” = 2{[eml]” = 2 [Jzx|]” — 2{|2x]]” = 0.

Sin =1, supongamos que k =1+ 1, de modo que

o {k+;+1J _ {21;—2J 41—k
Aplicando [3.2] obtenemos
2o = lar = @i |* + w1 |* = o — @l|* + [l
y despejando
lz = 2)* = llaa]* = e ]®

llegando a [3.3]
Supongamos que se cumple para un cierto n € N, veamos que se cumple para k — [ =n + 1.

Si n es par, entonces xp+1 y 2; pertenecen al mismo subespacio y por tanto (zx — g41, Tk+1 — x1) = 0.
Ademads, m(k + 1,1) = m(k,l) = (k+ 1+ 1)/2. Por tanto,

e — all® = llox — 2hg1 + 2rp1 — 2l = lloe — 2| + e — 2l =
y usando (3.2)) para el primer cuadrado y la hipétesis de induccién para el segundo obtenemos
2 2 2 2 2 2 2 2
= llexll” = Nexall” + Nleeall” = 2 [|Zmern || + lzll” = lzll® = 2{|zm@in ||+l

Sin es impar, entonces los puntos xy y x; pertenecen al mismo subespacio y por tanto (x;_1 —x;, zx—x;) =
0y m(k,l—1)=m(k,l) = (k+1)/2 y de nuevo por (3.2)) y la hipétesis de induccién, obtenemos

= 2 |® = llow — 20+ 20— 2021 = [ow — 2l * + || — 21|
donde
2 2 2 2 2 2 2 2
zk — 2l = llak — zi-all® = |z =zl = ol |” + [le-all® = 2] |zme,—n] | = (el = Nl ) =

= lzal)? + llzall® = 2 ||@mepin| |

con lo que queda demostrado el lema. O
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Ahora ya tenemos todo lo necesario para probar el Teorema (3.1

Demostracion. Teorema 311
Dado que la sucesion {||z, || }nen es decreciente, k < m(k,l) <!y partiendo de la igualdad (3.3)) tenemos

2]l = ||2ml] = []]

por lo que
llewll* > [[@ml|* > ||z
Por tanto
e, — @il = llzel* + llzll* = 2 [Jzm][* < llzel* = ||zl
ya que
llaal|* = 2 ||zl * < ]| = 2 ||l = = |||
Por lo tanto, la sucesién es de Cauchy y converge a Pxy como resultado del Lema (c). O

Dicho teorema que hemos visto para dos subespacios, se puede extender a m subespacios, donde
m € N, haciendo alternativamente la proyeccién sobre cada uno de los m subespacios. En este caso, el
algoritmo seria

Tmn+1 = P1rmn; Tmn+2 = Pmen—&-l; wr Tmn = PrTmp_1.

3.1.1. Ejemplos y resultados

Ejemplo 3.4. Por otro lado, veamos un ejemplo donde el orden en el que se hacen las proyecciones no
influye en el resultado.

°4

Figura 3.1: Ejemplo interseccién empezando por S y Ss.
Sea H = R3, consideramos los planos y =0 y z = 0, es decir, los subespacios
S = {((E,y,O) ‘T,Yy € R} ) Sy = {($,07Z) X,z € R}

y el punto o = (3,4,5). Veamos que indistintamente del orden en el que realicemos las proyecciones,
llegamos a la misma solucion.
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Comenzamos realizando la proyeccion sobre Sy. Aplicando el Teorema tenemos que 1 = (3,4,0),
como podemos observar visualmente. Realizamos ahora la proyeccion sobre Sy y obtenemos que ro =
(3,0,0) que es un punto de la interseccion de ambos planos, por lo que hemos llegado a la solucidn.

Veamos ahora el caso contrario. Comenzamos haciendo la proyeccion sobre Sy y obtenemos y; =
(3,0,5). Realizando ahora la proyeccion sobre S1 obtenemos y2 = (3,0,0) que vuelve a ser un punto de
la interseccion, por lo que es la solucion buscada.

Por lo tanto, llegamos en ambos casos a la misma solucion, aunque los puntos intermedios sean distintos.

Dicho resultado se puede extender de nuevo al problema sobre m subespacios. Veamos el siguiente
lema, cuyo enunciado y demostracién se encuentran en [6].

Lema 3.5. Sean {S; : j = 1,2...,m} m subespacios cerrados de H y sea P; : H — S; las proyecciones
de H sobre Sj, j = 1,2,...,m. Sea v : {1,2,..} — {1,2,...,m} una aplicacion sobreyectiva que asume
cada uno de sus valores infinitas veces. Sea xoy un punto arbitrario de H, se define la sucesion {xp tnen
como

Tnt1 = Pr(n+1)$n~ (34)

Dicha sucesidn converge a la proyeccién sobre la interseccion S =N{S; : j =1,2,...,m}.
Por dltimo, veamos la necesidad en el algoritmo de von Neumann de que los conjuntos sobre los
que proyectamos sean subespacios cerrados. En el caso de conjuntos convexos cerrados, el algoritmo

nos lleva a un punto de la interseccién de los dos conjuntos (suponiendo que esta no es vacia), pero no
necesariamente a la proyeccién sobre dicha interseccién. Vedamoslo en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.6. Sean S1 = {(x,y) € R?:2 >0} y So = {(v,y) e R? : 22 + 4> < 1}. Seap=(—1,1).

15

Figura 3.2: Proyeccién sobre la intersecciéon de dos conjuntos convexos cerrados.

Observamos que Sa es el disco de centro el origen y radio 1, que no es un subespacio. Aplicamos ahora
el algoritmo de von Neumann. Comenzamos proyectando sobre Ss.

-1 1

P =(—%,—)=
5. (0) = (50 ) =
A continuacion proyectamos sobre Sy.
1
PS1 (pl) = (07 \ﬁ) =DP2
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Y po es un punto de la interseccion de S1 y So, por tanto, el algoritmo ha llegado a la solucién. Claramen-
te, este punto no es la proyeccion de p sobre la interseccion de Sy y So; como podemos ver graficamente,
el punto correcto es el (0,1). De este modo, vemos que el algoritmo no siempre funciona cuando los
conjuntos no son subespacios.

Observacién 3.7. En el algoritmo de von Neumann, la hipdtesis de que la interseccion AN B de los
subespacios cerrados es no vacia es esencial. Si dicha interseccion es vacia, la sucesion generada por las
proyecciones alternadas no converge, y en general, oscila o converge a un elemento de minima distancia
entre los conjuntos, pero no corresponde a una proyeccion sobre una interseccion (ya que esta no existe).
Por tanto, la validez del algoritmo como método de proyeccién ortogonal requiere que AN B # ().

Para concluir esta seccién, veamos un ejemplo sencillo del algoritmo de von Neumann.

Ejemplo 3.8. Sean
1
Sy = {feL*0,1]: /0 f(z)dx =0}; Sz = (sin(nz),sin(27z), sin(37z))

queremos calcular la proyeccion de f(x) = x sobre S = 51N .Sy, aplicando el algoritmo de Von Neumann.

Comenzamos calculando la proyeccién sobre S;. En primer lugar, S; es claramente un subespacio
cerrado. Para que la proyeccion tenga integral nula tendremos que

1
o=Psf=1- [ fa)ds
0
Calculamos

2

A continuacién, continuando con el algoritmo, proyectaremos x; sobre Ss. Como podemos observar, esta
proyeccion es equivalente al Ejemplo [2.11] simplemente adaptando el dominio. Por lo tanto tenemos

/1 sin(irz) sin(krz) = {O stizk
0

sit=k

/1 1 1
rdr=-=2x1=20— =
O 2

D=

v los coeficientes seran
1 1 1
ay = 2/ f(z)sin(krz) de = 2/ (CE - 2) sin(knz)dx parak=1,2,3
0 0

e integrando en cada caso obtenemos que a; =0, as = —%, as = 0. Entonces la proyeccién es

1.
29 = Pg,21 = ——sin(27x)

T

Veamos si pertenece a Sp realizando la integral.

Y
/ ——sin(2rz)dr =0
0

s

luego pertenece a S = .57 NSy y hemos llegado a la proyeccién buscada.
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Capitulo 4

Proyecciones relacionadas con
Fourier

En este capitulo se analiza el papel de las proyecciones en contextos donde intervienen transformadas
de Fourier, y se aplican a problemas practicos de control y optimizacién. Se estudian distintos tipos de
conjuntos definidos en términos de propiedades de sus transformadas, y se presentan resultados clasicos
de la literatura.

Finalmente, se exponen aplicaciones concretas de las proyecciones en modelos fisicos y de ingenieria,
que muestran la potencia de esta herramienta en espacios funcionales.

4.1. Teoria de Fourier

En esta seccién, se presenta teoria y resultados obtenidos de [5], adaptados convenientemente a la
notacion empleada en este trabajo. Asimismo, se ha optado por utilizar la definicién simétrica de la
transformada de Fourier, en la que tanto la transformada directa como su inversa incluyen un factor

1
constante —=—.
V2T

En el Ejemplo se considera el caso particular de las ecuaciones normales en las que las funciones
base estdn dadas por z; = sin(j”Tx). Este planteamiento conduce a las series de Fourier de senos,
es decir, la proyeccién de cualquier funcién de H sobre el conjunto K (en este caso senos hasta n = 3,
pero podria extenderse a cualquier n € N) que coincide con la aproximacién de la funcién f en serie de

Fourier de senos en sus primeros términos.

Definicién 4.1. Dada una funcion f : R — R, la transformada de Fourier de f es otra funcion f
que para cada £ € R viene dada por

£ 1 e —ix
o= o= [t

en caso de que exista.

Definicién 4.2. Dada una funcion g(§) definida para cada £ € R, la transformada inversa de
Fourier de g es otra funcion F~1(g) que para cada x € R viene dada por

+oo
Floe) = o= [ s i

35
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Aplicacién a funciones ortogonales en L?[0, 7].

El espacio LZ[O, 7] es un espacio de Hilbert cuya base ortonormal puede estar formada por funciones
como los exponenciales complejos €>™%® o por funciones seno o coseno. Usando la serie de Fourier en
senos, sabemos que se verifica la identidad de Parseval,

x| oo 2 oo
2 .
f 112200, = / Z an sin(nz)| dr = Z |an|?.
0 |n=1 n=1

Esta igualdad es una version del Teorema de Pitdgoras en un espacio infinito-dimensional, donde en
lugar de una suma finita de vectores ortogonales, tenemos una suma infinita (una serie) de funciones
ortogonales. En el caso de la transformada de Fourier, el resultado equivalente se conoce como Teorema
de Plancherel, que introducimos a continuacién (ver [3]).

Teorema 4.3. (Teorema de Plancherel)
Dada una funcién f € L*(R), su transformada de Fourier también pertenece a L*(R) y se cumple

[ Tiser = [ ifera

o lo que es lo mismo R
||f||L2(]R) = ||f\|L2(R)

es decir, que la transformada de Fourier es una transformacion que conserva la norma en L*(R), es
decir, es una tsometria.

4.2. Proyeccién sobre conjuntos de L*(R)

4.2.1. Conjuntos sin transformada de Fourier

Comenzamos calculando las proyecciones sobre una serie de conjuntos similares a los ya tratados an-
teriormente, que nos ayudaran a entender mejor los conjuntos posteriores, en los que introduciremos las
transformadas de Fourier. Todos los conjuntos que se estudian en esta seccién se presentan en el articulo
[7], de los cuales demostraremos que cumplen las condiciones de existencia de solucién y calcularemos
Sus proyecciones.

Comenzamos con el siguiente conjunto.

K; ={f € L*(R) : f(z) =0 c.t.p. ¢ [~a,a]}

Este conjunto es claramente un subespacio, veamos que es cerrado. Sea {f, }neny C K; una sucesion tal
que f, — f en L?(R). Es decir, ||f, — fllzz = 0 cuando n — co. Queremos demostrar que f € Ky, es
decir, que f(z) =0 c.t.p. © ¢ [—a, a]. Por la convergencia de f, — f en L*(R), tenemos que
/ |fn(x) — f(2)|*dz — 0 cuando n — oo.
R

Esto implica, en particular, que

/ |fn(z) — f(2)|*dz — 0 cuando n — oo
R\[—a,a]
ya que R\ [—a,a] C R. Dado que f,(x) =0 c.t.p. en = ¢ [—a,al, se tiene

lfm fule) — F@)P dz = / (@) dz = 0.

=0 JR\[~a,a] R\[—a,a]
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Por lo tanto, |f(z)]? = 0 c.t.p. en € [—a, a], lo que implica que K; es cerrado.
Dada f € L?(R), intuitivamente la proyeccién es

Pe, (f)(@) = f(@)X[~a,q (2)-
Comprobémoslo. Empleando el Corolario se tiene que cumplir
(f_PK1(f)7U):O Vv e Ky

Calculdandolo

—a a +oo
/(f(x)ff(x)X[_a,a](x))v(:r)dx: f(x)'Oder/ O~vdx+/ f(z)-0de=0 VYvek;
R [e'S) a

—a

Por lo tanto, se cumple.

Veamos ahora el siguiente conjunto.

Kz = {f € L*(R) : f(z) = g() c.t.p. = € [~a,a}

Veamos que el conjunto es convexo y cerrado.

En primer lugar, dados fi, fo € Ko, A € [0,1] vemos que en [—a,a], Afi + (1 —=N)fa =g+ (1 —N)g =g,
por lo tanto es convexo.

Veamos que es cerrado. Sea {f,}nen C Ko tal que f, — f en L?(R), queremos ver que f € Ky. Por
definicién de Ky tenemos que Vn € N, f,, = g en [—a,a]. Por el Teorema existe una subsucesién
{fn.} que converge a f en casi todo punto. Como para cada k, f,, () = g(z) en = € [—a, a], pasando al
limite tenemos que f € Ky y concluimos que es cerrado.

Veamos que la proyeccion es la siguiente.
Pr, (f)(@) = 9()X[=a,0) (x) + [I = X[—q,a ()] [ (@).
Aplicamos de nuevo el Corolario 2:]

(f—PK2(f),’U):O Y € Ky

(f - (gX[fa,a] + [1 - X[fa,a]]fﬂU) =0 NS Kg =
A ((f - g)X[—a,a]q U) =0 v E KQ
Y €OMO gX[—a,a] = fX[—a,a]> OPtenemos (0,v) =0 Vv € Ky y queda demostrado.

Veamos otro conjunto.

K3 = {f € L*(R) : f(z) =0 c.t.p. ¢ [—a,a]; f(z) > 0 c.t.p. € [-a,a]}

Veamos que es un conjunto convexo y cerrado. Dados f1, fo € K3 y A € [0,1] tenemos que

>)\Of1 () + (1 = A) fa(x) > 0 para x € [—a,a]
20" >0 >0 >0
>)\0f1(m) + (1= X)f2(z) =0 para = ¢ [—a, d]
>0" —p >0 =0

luego la combinacién lineal pertenece a K3 y es convexo. Veamos que es cerrado. Por la demostracion
realizada en K;, sabemos que cumple la primera condicién. Por otro lado, sea { f, }nen C K3, suponemos
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que f, — f. Por el Teorema sabemos que existe una subsucesion { f,,, } tal que f,, () — f(x). Dado
que fn, () > 0 en c.t.p. en [—a,al, el limite puntual de f,, (z), que es f(x), también cumple f(z) > 0
en [—a,a). Luego f € K3 y K3 es cerrado.

Veamos que su proyeccion es
P, (f)(2) = méx(f(x), 0)X[-a,q] (2)-

En este caso, aplicamos el Teorema [2.3] Para ello, dividimos R de la siguiente manera.
R=8QoUQ UQs
donde
Qo = (—o0, —a) U (a, +00); O ={z€[-a,a]: f(x) >0}; Qo={zx€]—a,q: f(z)<0}.

Por lo tanto, obtenemos

[0 -t - i) = [

Qo

(f(z) = 0)(v(z) — 0) dz + / (f(z) = f(2))(v(z) = f()) de+

Q
—l—/ (f(x) = 0)(v(z) — 0)dx = f(x)0dx + (x)v(z)de <0 Vv eKs
Q2 Qo Qs <0 >0

y se cumple la condicién.

Anadimos una condicién adicional a Ks.

Ky ={f € L*R): f(z) =0 c.t.p. x & [—a,a]; f(x) > 0 c.t.p. z € [—a,a]; [*, f(z)dz = p}

donde p > 0, o lo que es lo mismo Ky = {f € K3 : ffa f(z)dx = p,p > 0}. Probemos que el conjunto es
convexo. Como K3 es convexo, basta probar la tltima condicién. Dados f1, fo € K4 y A € [0, 1] tenemos

a a a
[ an@ =N = [ fi@der (13 [ fae)de= 3o+ (1= Np =
y por tanto K4 es convexo. Veamos que es cerrado. Como K3 es cerrado, basta comprobar que la condicion
adicional no afecta a esta propiedad. Dada una sucesién {f,} C Ky tal que f, — f en L*(R), sabemos
que
falx)de=p VYneN
—a

y al tomar el limite, obtenemos

/a f(z)dx = lim ’ fu(x)dr=p

—a n—oo —a

luego f € Ky y concluimos que K4 es cerrado.

Veamos ahora cudl es la proyeccién. Dada la similitud con K3, podemos pensar que la proyeccién sera la
misma, pero anadiendo una constante que nos haga que se cumpla la condicién de la integral. Por tanto,
intuimos que la proyeccién sera

P, (f)(z) = max(f () + ¢, 0)X[-a.a) (%)

donde ¢ es una constante tal que
a

méx(f(x) + ¢,0)dx = p.

—a
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En primer lugar, veamos que existe tal constante c¢. Denotamos por A(c) = ffa méx(f(z) + ¢,0) dz — p.
Veamos que A es continua. Para ello, veamos que es Lipschitz-continua, es decir

|A(c) — A(é)| < Lle—¢l.

En nuestro caso,

|A<c>—A<é>|=\ " mdx(f(z) +¢,0) — p— (méx(f(z) +6,0) dz — p)| <

—a

< / Imax(£(z) + ¢, 0) — méx(f(z) + & 0)| da.

—a

Observamos ahora que H(c) = méax(co + ¢,0) es Lipschitz continua, es decir, para cualesquiera u,v € R

|méx(u, 0) — max(u,0)| < |u—v].

Aplicando esto para u = f(z) + ¢y v = f(z) + ¢é obtenemos
(7) +

)
(méx(f(z) + ¢,0) —méax(f(x) +¢,0)] < |(f(2) +¢) = (f(x) + &) = [e = ¢

y por lo tanto

a

a
/ Iméx(£(z) + ¢, 0) — méx(f(z) + & 0)| do < / le— & dx = 2alc — ¢
—a —a
y se cumple que es Lipschitz-continua con constante L = 2a, que implica que es continua. Veamos que
existe un valor de ¢ para el cual A(c) = 0.

1. Si A(0) =0, ya esta.

2. Si A(0) < 0 (o andlogamente A(0) > 0).
Si f esta acotada inferiormente, k1 < f(z) Vz € [—a,a]. Tomando ¢+ k; > n con n € N,

a a

mzix(f(w)Jrc,O)dxfp:/ nfpdsc:2anfp:>n>2£
a

—a —a
En el caso general, basta aproximar f por una funcién continua en [—a, a] y obtenemos

a a
méx(f(x) + ¢,0) dz ~ méx(p(z) +¢,0)dz > 0
—a —a
convirtiéndolo en el caso en el que f esta acotado inferiormente. Por lo tanto, vemos que existe c;
suficientemente grande tal que A(c;) > 0. Aplicando el teorema de Bolzano, como A es continua,
A(0) < 0y A(cq) > 0 entonces tiene que existir un ¢ entre 0 y ¢; tal que A(c) = 0.

Con todo ello queda probada la existencia de c.

Una vez demostrado que existe ¢, veamos que la proyeccién es correcta. Consideramos de nuevo el
intervalo [—a,a] = Q7 UQ° donde

QL ={z€[-a,a]: f(x) +c>0}; QL ={z€[-a,a]: f(z)+c<0}

a

[t = [

—a

(f(w)—ﬂ(w))(v(x)—ﬂ(w))dw=/ (f (@)= (f(@)+e))(v(z) = (f (2)+c)) de+

Qg

+ [ f@(z)de = / (=c)(v(@) = (f(z) +c))de+ | flx)v(x)de

Qc Qg Qe
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y sabemos que en Q¢ , f(x) < —¢, y como [, (f(x) + ¢) dx = p, obtenemos
+

| Caw) - @+t [ i< [
Q

< a @

),

y se cumple la desigualdad.

(—e)(o(x) — (f(x) + ) dz — / ev(z) do =

c

c
+
a

c(f(m)—l—c))dm—/m cv(x) de = —c/_ v(sc)cl;zc—i—c/Q (f(x)+e)de = —cp+cp=0

c
+

cv(x) dz —|—/
§ Qs

Por dltimo, consideramos otro conjunto anadiéndole otra condicion a Kg.

Ks ={f € L*(R) : f(z) =0 c.t.p. ¢ [~a,a], f(z) > 0 c.t.p. € [~a,a], [*, f2(z)dw < p?}

Dicho conjunto también se puede expresar como K5 = {f € K3 : ffa f?(x)dx < p?,p > 0}. Veamos que
€s convexo.

Como K3 es convexo, basta comprobar la condicién adicional. Sean f1, fa € K5 y A € [0, 1], tenemos que
Afi(@) + (1= N fa(2))? < AP () + (1= V) f3(2)

e integrando obtenemos

/ "M@ + U= Nh@2Pd <A [ Paydes (- [ Rayde <R+ (10— 0 = g2

—a —a —a

y K5 es convexo. Veamos que es cerrado. Dada una sucesién convergente { f,, }nen C Ks, tal que f,, — fen
L?(R). Como K3 es cerrado y f,, € K3, entonces f € Kz. Dado que cada f,, satisface que ffa f2(x)dx <

p?, tomando el limite obtenemos

| Pads= i [ pede< 2

y es cerrado.

Como Kj5 es convexo y cerrado, podemos aplicar el Teorema |2.3
/(f(:lc) —a(z))(v(z) —a(z))dx <0 VuveKs.
R

Veamos que su proyeccion es
U= cméx(f(a:), O)X[fma] (‘I)
donde

si [* méx(f(z),0)%dx > p?

{1 si [* méx(f(z),0)%dzx < p?
c= o
\/ffa méax(f(x),0)2 dz

que esta bien definida ya que si ffa max(f(z),0)?dxr > p?> > 0, entonces el denominador es siempre

distinto de 0. Ademds, podemos ver que ¢ € (0,1] ya que \/ffa méx(f(z),0)2d¢ > py ¢ > 0 ya que
numerador y denominador son mayores a cero en cualquier caso.

Dividiendo el intervalo [—a,a] = Q24 U Q_ donde

Oy ={x €[-a,a]: f(x) >0}; Q_={z€[-a,a]: f(z) <0}
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obtenemos

(f —wv—u)= /a (f(z) = a(x))(v(z) — a(z) de =

—a

/ (F(2) - cf (@) (v(z) — ef(x)) dx + / (F(z) — 0)(v(x) — 0) dz =
Q4

Q_
= / (f(x) —cf(z)(v(z) — cf(x))dx + (x)v(z)dr < (1 —c) (z)(v(z) — cf(z)) dx
Q4 Q. <0 >0 Q.

donde 1 — ¢ > 0 ya que ¢ € (0,1]. Si ¢ =1 ya estd porque 1 — ¢ = 0. Si ¢ # 1, queremos ver entonces que
fQ+ f(z)(v(x) —cf(x))dx <0 o lo que es lo mismo

(x)v(z)de <c 2(x) de.
o Q.
Aplicando la Desigualdad de Cauchy-Schwarz, Lema [A-6]

f(@)o(e) de < ( F(x) dl‘)

Qy Q5

y como fQ+ v2(z) dx < p?

z)v(x) dz 2p)dp = ———P 2(z)de =c 2(z) dx
[ sep@asp[ rw PREET RACKR A

con lo que se cumple la desigualdad y por tanto la proyeccién es correcta.

4.2.2. Conjuntos con transformada de Fourier

En los conjuntos que se trabajan a partir de ahora introducimos las transformadas directas e inversas
de Fourier, para las cuales seran de vital importancia los Teoremas y [£4 Cabe recalcar que cada
uno de los conjuntos citados estd relacionado con los conjuntos anteriormente trabajados sin introducir
las transformadas.

Veamos un teorema que nos facilitara todo el trabajo.

Teorema 4.4. En el espacio L*(R) con f € L?*(R) y K C L3(R) un conjunto convezo y cerrado.
P (f) = FH(Pe(F(f)))

donde K = {f € L3(R) : F(f) € K}, es decir, es el conjunto de funciones cuya transformada de Fourier
pertenece a K.

Demostracion. Por el Teorema [£.3] sabemos que la transformada de Fourier es una isometria, es decir,
conserva las distancias. En particular, para f € L?(R) y cualquier conjunto cerrado convexo K C L?(R),
la proyeccioén ortogonal Pk (f) es el tinico elemento de K que minimiza la distancia a f. Por tanto, tenemos

z

isom

[ = P(f)

€L?(R) ck

ig{ﬂg) - J"(Pﬂ%((f))‘ = F (Pe(f) = Pe(F(f) = Pe(f) = F 1 (Pe(F(£)))

O
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Observacién 4.5. Si K es convezo y/o cerrado, K también es convexo y/o cerrado.
Ademds, si anadimos a K la condicion Im(F(f)) =0 de forma que

K+ = {f € L>(R) : F(f) € K con Im(F(f)) = 0}
K+ sigue siendo convexo y cerrado

Demostracion. La transformada de Fourier F : L?(R) — L?*(R) es lineal y biyectiva por lo que, si K
es convexo, entonces K=F ~1(K) también lo es, ya que la preimagen de un conjunto convexo por una
aplicacién lineal es convexo. Ademads, sabemos que la transformada de Fourier es una isometria por
el Teorema luego en particular es continua, y la imagen de un conjunto cerrado por una funcién
continua es cerrado, luego si K es cerrado, K también lo es.

Veamos que la condicién adicional Im(F(f)) = 0 no altera la convexidad ni el hecho de que K sea un
conjunto cerrado. Sea V = {g € L?(R) : Im(g) = 0} un subespacio cerrado de L?(R), ya que la condicién
de tener parte imaginaria nula es lineal y cerrada en L?(R). Entonces, tenemos que

Kt = F HK)nF 1(V)
como la interseccién finita de conjuntos convexos y cerrados es convexo y cerrado, K es convexo y
cerrado O

Con este argumento, podemos razonar sobre los siguientes conjuntos, relacionados con los conjuntos
ya trabajados anteriormente, si bien hay que tener cuidado con algunos casos que comentaremos a
continuacion.
Consideramos el primer conjunto.

Ky ={f € L*(R) : f(§) =0 c.t-p. ¢ [—a,a]}

es decir, Ky = {f € L2(R) : F(f) e K1} = F1(Ky).

En primer lugar, vemos que K; es claramente un subespacio. Por la Observacién como K es cerrado,
K; también es cerrado.

Para calcular su proyeccion, aplicamos el Teorema [4.4] y obtenemos

P, (f) = F (P, (F(D) = F (FOXCaa(©)

y realizando la transformada inversa de Fourier obtenemos
1 RN .
P; T)= — a0l (6)EE dE.
4 (@) = 2= [ HOxCa (= dt

Interpretacion practica: Supongamos que tenemos un archivo de audio, como una cancién, de la
que queremos optimizar su tamano de almacenamiento, minimizandolo al méximo, sin perder calidad
de audio. La Transformada de Fourier toma esta senal en el dominio del tiempo y la convierte en una
representacién de frecuencias. El rango de frecuencia que puede percibir el oido humano oscila entre los
20 y los 20.000 Hz; luego, si tomamos K; = {f € L*(R) : f(g) = 0 c.t.p. £ ¢ [20,20000]} y hacemos
la proyeccién del archivo de audio en Kl, eliminaremos todos los sonidos que el oido humano no puede
percibir, pero que estan grabados en la cancién, ocupando espacio de almacenamiento. De esta manera,
habremos cumplido el objetivo buscado: reducir el tamano del archivo con una transformacién imper-
ceptible para el oi{do humano. Esta interpretacién la hemos obtenido de [7], donde aparecen més casos
que pueden resultar de interés.
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A este proceso, aplicado en muchos algoritmos de compresion de audio como MP3, se le denomina
filtro de paso banda, que elimina las frecuencias fuera del rango audible para reducir el tamano del
archivo sin una pérdida perceptible de calidad.

Esta es una de las interpretaciones mas comunes de la transformada de Fourier. Todos los ejemplos
que se ponen a continuaciéon se pueden interpretar de la misma manera, como restricciones aplicadas a

un archivo de audio sobre su frecuencia.

Consideramos ahora el conjunto

Ks = {f € L*(R) : (&) =0 c.t.p. £ & [—a,a]; f(§) = 0,Im(f(£)) =0 c.t.p. £ € [~a,a]}

o lo que es lo mismo, K3 = {f € L*(R) : F(f) € K3 con Im(F(f)) = 0}.

Como se observa, hemos introducido la condicién adicional de que la parte imaginaria de la transfor-
mada sea cero. La condicién de Im(F(f)) = 0 es necesaria porque la proyeccién solo afecta la parte real
de la funcién en el dominio de Fourier. Aunque la funcién sobre la que se aplica Fourier sea una funcién
real, esta puede tomar valores complejos.

Veamos un ejemplo. Sea

aplicando la definicién de transformada, obtenemos

+ + — (141 =400
I By L O L
21 Jo 21 Jo Vor 1+4i€ la=0
111 1-de 1 ( L ) s
CVorl4iE Vor14€2 0 o \14+€2 1+

que nos lleva a valores complejos.

Por la Observacién como K3 es convexo y cerrado, K3 es convexo y cerrado. Aplicando de nuevo
el Teorema |4.4] obtenemos

Py, () = F 7 (Pey(F() = F* (miax(Re(£(€)), 00X a.a1(€))
y realizando la inversa de Fourier obtenemos

P (D) = <= " (et f(€)),0)¢ de.

Consideramos a continuacién el siguiente subconjunto de Ks.

Ky ={f € L*R): f(§)=0 ct.p.

o lo que es lo mismo Ky = {f € L*(R) : F(f) € K4 con Im(F(f)) = 0}.

Como K4 es convexo y cerrado, por la Observacién K4 también es convexo y cerrado.
Aplicando de nuevo el Teorema [£.4] obtenemos

Py () = F (P, (F() = F (max(Re(f(€)) + ¢, 0)x0,a1(€))
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y realizando la inversa se obtiene
1 a

N méax(Re(f(€)) + ¢, 0)e'™S d¢.

Py (f)(x) =

donde ¢ es una constante tal que
1 a
V2T

La existencia de tal constante ¢ ya qued6 probada en el conjunto K.

méx(f (&) +¢,0) d¢ = p.

Por dltimo, consideramos otro subconjunto de Ks.

K5={feL2(R);f(g):oc.t.p.g¢[ a, ],f( ) >0 c.t.p. € el—a,al,Im(f(&))=0ctp. £ e
L) de < p?}

donde p > 0. K5 también se puede expresar como K5 = {f € L2(R) : F(f) € K5 con Im(F(f)) = 0}.

Como Kj5 es convexo y cerrado, por la Observacion sabemos que K5 también es convexo y cerrado.
Aplicando el Teorema [£.4] tenemos
Py (f) = F 1By (F () = F~Heméx(Re(£(€)). 0)X[-a,a1 €))

donde realizando la inversa obtenemos

P (f) =

a

Vor J_a

méx(Re(f(€)),0)e™* d¢

donde
P
s J max(Re(f(€)), 02 de

c=min |1

4.3. Ejemplos practicos

En este tltimo apartado se pretende ilustrar, mediante ejemplos concretos, la utilidad de las herra-
mientas desarrolladas a lo largo del trabajo. Para ello, se abordaran dos situaciones reales en las que se
aplica el marco tedrico de las proyecciones sobre conjuntos convexos y cerrados.

4.3.1. Lanzamiento de un cohete
Queremos lanzar un cohete de masa m (que suponemos constante) para que alcance una altura h
(prefijada) en un instante de tiempo T' (prefijado).
Por la Segunda Ley de Newton, tenemos
maz” (t) = u(t) — mg
xz(0) =0
2'(0)=0

donde z(t) es la altura del cohete en el instante ¢, u(t) es la fuerza de empuje vertical en el instante ¢ y
g es la fuerza de la gravedad que suponemos g = 9,8 m/s2.
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Definiendo nuestro problema de control éptimo, tendriamos

Min J(u)=1 OTuQ(t)dt
(PC) qu(t) >0
zu(T)=h

donde x,, denota la solucion de la ecuacion de estado asociada al control u. Para resolver este problema
y calcular la fuerza de empuje necesaria, lo realizaremos como un problema de proyecciones. Para ello,
definimos en primer lugar el conjunto sobre el que proyectar

K= {ue L*0,T] : u(t) > 0 c.t.p. t € [0,T],2,(T) = h}

Usando la EDO, obtenemos

1" _M_ (0) 0 2/ / L 3(0)=0 _l/t /T _ ﬁ
z"(t) = 9 - s)ds — gt "= x(t)—m ;A u(s)ds| dr 95

e integrando por partes obtenemos,

/ / dsdr—r/oru(s)ds :;—/Otru(r)dr:t/otu(r)dr—/otru(r)dr:/Ot(t—r)u(r)dr

luego tenemos
12
t—r)u(r)dr—g—
m / g 2

y utilizando las condiciones del problema de control, podemos definir el siguiente conjunto

K = {u € L?[0,T] : u(t) > 0 en [0, T, fOT(T —r)u(r)dr = m(g +h)}

donde se cumple
@ es solucién del (PC) < Px(0) =@

Sabemos que m, h,T y g son datos dados, luego p = m(g + h) es una constante. De igual manera,
p(r) = (T —r) es una funcién continua y decreciente en [0, T]. Luego podemos simplificar la notacién de
K para facilitar el trabajo con él, quedando de la siguiente manera

K = {u € L?*[0,T] :u>0en [07T]7/0 p(r)u(r) dr = p}.

Veamos que el conjunto es convexo y cerrado. Para ver que es convexo, tomamos u,us € Ky A € [0,1].
Sabemos que fOT ur(r)p(r)ydr=py fOT ua(r)p(r)dr = p. Por lo tanto

1
| s+ = Moty = 2o+ (1= X = o

y es convexo. Veamos que es cerrado.
Para ello, consideramos una sucesién {u,} en K tal que u,, — u en L?[0,T]. Para cada n sabemos que

T
/ p(r)un(r)dr =p
0

y pasando al limite
T

T
lim p(r)uy,(r)dr = /0 p(r)u(r)dr =p

n—oo 0



46 CAPITULO 4. PROYECCIONES RELACIONADAS CON FOURIER

Por otro lado, tenemos que ver que si u,, > 0 para todo n, entonces u > 0. Aplicando el Teorema
sabemos que existe una subsucesién {u,, } que converge a u. Dado que uy,, (z) > 0 en c.t.p. en [0,T], el
limite puntual de wu,, (z), que es u(z), también cumple u(z) > 0 en [0, 1]. Por lo tanto, concluimos que
es cerrado.

Como hemos probado que es un conjunto cerrado y acotado, podemos aplicar el Teorema [2.3|y se tiene
que cumplir que, sea @ = Px(0)

(0—a(r),v(r)—u(r)) <0 YvekK

Veamos cudl es la proyeccion. De forma analoga a lo realizado en los ejemplos de la Seccién con-
sideramos una correccién lineal en la direccién de (T — ), es decir, @(r) = C(T — r), donde C es una

constante que cumple fOT(T — r)a(r) dr = p. Calculemos esta constante. Sustituyendo

T T T
—rju(r)dr = —r —r)dr = 77*2 T = p.
/O<T Yia(r) d /0<T )O(T 1) d C/o (T—r)dr=p

La integral

y despejando C obtenemos
3p
C=7s

es decir, u(r) = %(T — ). C estd claramente bien definida ya que "> 0 y al ser p > 0, C' también es

mayor a cero, luego u(r) > 0. Veamos que la proyeccin es correcta y satisface el Teorema
T T T 2 T
_ _ 3p 3p 3p 9p
/ (0—a(r))(v(r)—u(r))dr = / —F(T—r) (1}(7‘) - F(T - r)) =-7 (T—r)v(r) dr—i-ﬁ (T—r)*dr
0 0 0

y como por la restriccién fOT(T —r)v(r)ydr=p

3 9T 30t 30 Vo e K

B T N T I ]

por lo que se cumple la desigualdad.

Este seria un ejemplo muy sencillo de una aplicacién de las proyecciones. Sin embargo, no se ajusta
a la realidad, ya que estamos suponiendo una masa constante, cuando el 85 — 90 % de la masa de un
cohete es combustible, que se va consumiendo a medida que se eleva.

A continuacién, estudiaremos el caso donde la masa del cohete varfa en funcién del tiempo, m(t), a
medida que el combustible se va consumiendo. Supondremos que el combustible se agota en el momento
t = T y la masa final del cohete m; serd igual a la masa original my menos la masa del combustible
expulsado. Ademsds, llamamos v, a la velocidad de empuje de los gases en su expulsién, que consideramos
constante.

Sabiendo todo esto, y modificando el problema anterior tenemos, por la segunda ley de Newton

m(1)a"(t) = ~m(t)g—vem'()
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donde despejando obtenemos

7
t ( . . . .
En este caso — vemm( t() ) serd nuestro u(t), es decir, nuestra fuerza de empuje vertical. Por paralelismo con

el primer ejemplo tenemos

7U€m/(t)7a _ B m'(t) _ B
) tH)=CT-t) = (D) o (T —1t)

y resolviendo la EDO obtendriamos que m(t) = mg - exp (f% (Tt — %))
Sabiendo esto, calculamos z(¢). Sabemos que

Z'(t)=—-g+C(T —t)
que integrando una vez nos da

2 0)= 2

w’(t):—gt+C/(T—t)dt:—gt+C(Tt—2)+01 v O—gt+C(Tt—2).

Integrando nuevamente

gt? Tt 3 z(0)=0 gt? Tt 3
=—2-4C(——-=)+C = —Z—4+0C(——-—=).
==+ ( 2 6) " > "9\ 7%

Sabiendo que z(T") = h obtenemos que la constante C es

2 3 3 2 3 2
h:—gg+C<I;—1(;):—QT+C<T>:>C:3<h+gT>

por lo tanto
_ 3 gT?

Si dividimos ambos lados de la ecuacién entre la gravedad, obtenemos lo que en fisica se denomina
relacién empuje-peso, que es un parametro caracteristico de los motores de los cohetes y aviones que
sirve para hacer comparaciones cuantitativas entre ellos. Existen muchos factores que afectan a la rela-
cién empuje-peso. Para poder compararlas, el empuje deberia ser medido bajo condiciones controladas.
Veamos nuestro caso

a(t) 3 gT?
gC(T—t)ng<h+2) (T -1)

y como nos interesa la fuerza de empuje en ¢t = 0 obtenemos

u(0) 3 gT?\ 3 3h _ 3
—_— = — —_— = — _— > =,
g  g7T? <h+ SRTER

Es decir, concluimos que el cohete deberd tener una relacién empuje-peso de al menos 1,5 para que
despegue. Tedricamente, si la relacién empuje-peso es mayor a 1, el cohete despega; sin embargo, en la
realidad no solo queremos que despegue, sino que lo haga con ciertas garantias y una cierta estabilidad,
por lo que tendréd que ser algo mayor a 1, dato que coincide con lo que hemos obtenido. A continuacién,
se presenta una tabla con datos de cohetes reales.
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Cohete Empuje (kN) Peso en despegue (kN) Relacién Empuje-Peso
Saturno V [ 34.020 25.420 1,34
Transbordador Espacial [10] 30.160 20.000 1,5
Falcon 9 [11] 7.607 5.497 1,38
Starship (Space X) [12] 74.000 45.000 1,64

Cuadro 4.1: Relacién empuje-peso de diferentes cohetes en el despegue.

Como podemos comprobar, en la mayoria de los lanzamientos, esta relaciéon oscila entre 1,3 y 1,7,
con lo que podemos concluir que nuestro calculo, a pesar de no contemplar distintas variables, como los
cambios de gravedad, la resistencia del viento y la velocidad de escape, es una buena aproximacién que
concuerda con la realidad. Ademds, observamos que cuanto mayor sea h o menor sea T, mayor deberd
ser la relacién empuje-peso, lo cual parece muy logico.

4.3.2. Problema control 6ptimo

En este apartado, introducimos los problemas de control éptimo, que permiten encontrar la mejor
forma de controlar un sistema dindmico para optimizar cierto criterio de rendimiento. Este tipo de pro-
blemas son ampliamente utilizados en diversos campos como la economia, la fisica, o inluso, la medicina,
particularmente en el tratamiento del cancer, para EDOs méas complicadas que la EDO lineal que pre-
sentamos. En este contexto, se busca determinar una politica de administracién de dosis que permita
alcanzar un estado deseado final del paciente, representado por z7, al mismo tiempo que se minimiza el
coste econémico y se procura, en la mayor medida posible, preservar el bienestar y la calidad de vida del
paciente durante el transcurso del tratamiento, x4. Estos aspectos se ponderan mediante los pesos, que
reflejan la importancia relativa que se otorga a cada uno. De esta forma, se busca encontrar la estrategia
optima que proporcione el mejor tratamiento posible, equilibrando eficacia clinica y viabilidad econémica.

Consideramos la Ecuacion del Estado

2'(t) = a(t)z(t) + b(t)u(t)
x(0) = g

donde a,b € C[0,T] son funciones conocidas y xg y T son datos del problema. Definiendo nuestro
problema de control éptimo, tenemos

T T
(PCO) Minimizar J(u) = — / (wut) — za(t))2dt + 2 / WA(t) dt + L (24 (T) — 27)?
u€K 2 Jo 2 Jo 2
donde la primera integral representa la cercania a un estado deseado x4 a lo largo del proceso, la segunda
el coste del proceso y la tultima el resultado al final del proceso. La importancia que se le da a cada
una de ellas se puede controlar mediante los “pesos” «, 3,7 € [0,400), que serdn conocidos. Adem4s,
xq € L*[0,T] y o7 € R también serdn conocidos.

El conjunto de posibles soluciones sera
K= {u€ L?*0,T]:6 <u(t) < p ct.p. t€0,T]}
con 0 y p conocidos. x, denotard la unica solucién continua en [0,7] de la Ecuacién del Estado para

cada u € L?[0,T].

Teorema 4.6. Si 8 >0 0d,p € R con d < p, el problema de control dptimo (PCO) posee una inica
solucion u (que se denomina control dptimo).
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Demostracion. En primer lugar, sabemos que K es convexo y cerrado, como se ha demostrado para
conjuntos andlogos en la Seccién al estar definido por cotas en L2[0, 7.

Sabemos que C = {J(u) : u € K} C [0, +00). Por el axioma del infimo, existe inf C' = ¢ € [0, +o0). Por
tanto, para cada n € N, existe u,, € K tal que

c< J(up) <c+

1

n
luego {uy, }nen €s una sucesién minimizante y l{im,, o J(u,) = ¢

C

= Sig>0, ||un||L2[0 7 < J(un) < ¢+ 1= {un}nen C L?[0,T)] es una sucesién acotada.

» Si B =0, pero 6,p € R con § < u,(t) < p¥nectp. t € [0,T] = {uy}tneny C L?[0,T] es una
sucesién acotada.

Como L?[0,T] es un espacio de Hilbert, existe una subsucesién {u,, }ren débilmente convergente hacia
@ € L*[0,T]. Adem4s, como K es convexo y cerrado, entonces también es débilmente cerrado, luego
@ € K (Teorema 3.7, [1]).

Queremos ver que J(@) = ¢ Denotamos Ty, = Tp,. Tenemos

Tun) =5 [ a0~ apars 5 [, 0t (D)~ ar?

Por la Proposicién 3.5,[1], sabemos que im inf ||uy,, |3, > ||u]|3 .. Por otro lado, por el método de variacién
de constantes calculamos que

t
T, (t) = zoelo a(s)ds 4 e f5 als) S/ b(r)un, (r)e” Jo ats)ds gy
0
y €omo uy,, — @ débilmente en L2[0, 7], tenemos que
T T
lim Un,, (8)f(t) dt = / a(t)f(t)dt Vf e L*0,T)]
por lo tanto, aplicando la regla del sandwich, tenemos
¢ =liminf J(u,,) > J(@) >t = J(u) =¢
O

Veamos ahora que cumple las condiciones necesarias de optimalidad de primer orden. Para simplificar
la notacién, denotamos T = Ty y Tx = Taut(1—r)a con u € Ky A € (0,1). A Z se le denomina estado
optimo.

Por ser 4 la solucién del (PC) se verifica que

J@) < JAu+(1=XNu) VAe(0,1) VuekK
= / ) — walt dt+ﬂ/ t)dt + — ((T)—:z:T)2§

< %/o (zA(t) — zq(t))? dt + = e / Xau(t) + (1= N)a(t))” db + %(x)\(T) —or)’

y desarrollando los cuadrados

a T
0< 5/0 a3 (t) — 2z (t)za(t) — 22 (t) + 22(t)a(t) di+
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2 / N2 (ut) = () + 27 (u(t) — a(t)a() dt + (¢ (7) = 2an(D)or — (1) + 28(Der) . (41)

N O]
(1) = 20

Llamamos z y vemos que no depende de A porque es la tnica solucién del problema,

Dividiendo la ecuacién (4.1)) por A € (0,1) obtenemos

(6% T _
5/0 z(t)(xA(t) + T(t)) — 224(t)2(t) dt+
+5  Aw@) — 102 + 20at0) ~ 500+ ] (AT a(D) + 2(0) 202 2 0.

Tomando el limite A\ — 0 en esta expresién, x) — T y resulta

T
a/o () (2(t) — za(t) dt—i—,B/ Va(t) dt +7+(T)(ET) — 2r) >0 Vuc K.  (42)

Para facilitar la expresién y solo tener que calcularla una vez independientemente de cudl sea u, intro-
ducimos el estado adjunto p(t) como la tnica solucién de

{ P (t) = a®)p(t) + (@ (t) — za(t)) ¢ € [0,T]
(T) = 1(&(T) — 1)

Integrando por partes tenemos

t=T T 2(0)—=
- / p(t)2'(8) dt “25°
0

t=0

T
/0 (6 () dt = 2(B)p(t)

T T
/0 () (0) dt + / p(H)='(t) dt = 2(T)p(T) = 2(T)y(#(T) - 1)

donde sustituyendo y simplificando obtenemos

/0 2(t)[=a®)p(t) — a(Z(t) — za)] dt + /0 pB)[a()2(t) + (u(t) — a(t)b(t)] dt = v2(T)(#(T) — 1) <

T T
Oé/o 2(t) (2(t) — wa(t)) dt +v2(T)(2(T) — 1) :/0 p(t) (u(t) — u(t)) b(t) dt.

Por lo tanto (4.2) es equivalente a

/ T(p(t)b(t) + Balt))(u(t) — a(t)) dt > 0 Vu € K <= a(t) = Px (‘p(t)b“)> (4.3)
0

Ejemplo 4.7. Consideramos la Ecuacion del FEstado

queremos minimizar
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con restriccion de cota —1 < u(t) < 0. Vemos que a(t) = —1,b(t) = 1,a = 0,8 = 1,7 = 1. La ecuacidn
del estado adjunto, al ser a =0, se simplifica a

—p'(t) = —p(t)
p(T) = z(T)

y por lo tanto p(t) = z(T)e!~T. Aplicando ahora el resultado obtenemos

0 sip(t) <0
<w=alm(ﬂ“”@)=alm@mm= p(t) s p(t) € [0,1] = méx(~1, min(0, —p(t)))
P -1 sip(t) >1

I

Ahora resolvemos la ecuacion del estado estado

p(t) €[0,1] <= 0<z(T)e" T <1

— a(t) = —p(t)

sizg < el =z(T)<1 =pt) <1
siel —1<zyg =2z(T)>0 =p(t)>0

es decir, si vg € [eT —1,eT] = (T) € [0,1] = p(t) € [0,1] = u(t) = —p(t) que implica que el control
optimo no estd saturado. Por tanto, bajo esta condicion, integrando obtenemos

t 2t -T
) —1 4= 2
= Z(t) = woe~ " — QE(T)e_t/ e T ds = zoet — g’c(T)e_t_Te it z(T) = LzT
0 2 3 — e
Por tanto - -
_ _ _ 2xpe" ™ 2xpe”
u(t) = _p(t) = _:'C(T)et = 6_2T _ 3 = 6_2T _ 3 !

y podemos obtener Z(t) sustituyendo
—t xoe 2Tt

prre G

Z(t) = xpe
Interpretacion del resultado: Supongamos de nuevo que nos encontramos en un contexto médico, en
el que —a(t) representa la tasa 6ptima de administracién de un medicamento en el tiempo ¢ dentro del
intervalo [0,T]. Vemos que la solucién es una funcién exponencial creciente en el tiempo. Esto significa
que el medicamento debe administrarse cada vez mas intensamente a medida que avanza el tratamiento.
La dosis 6ptima empieza pequena y aumenta de forma acelerada hacia el final. Algunas interpretaciones
de esto pueden ser que el efecto del medicamento decae con el tiempo (con lo que es necesario compensarlo
con un aumento progresivo de la dosis), o que el objetivo clinico estd fuertemente concentrado al final
del tratamiento, por ejemplo, eliminar por completo el tumor en un tiempo dado, o que se trata de una
preparacion para una operacion, lo que obliga a reforzar el tratamiento al final.
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Apéndice A
Preliminares

En este apéndice, se presentan una serie de definiciones y resultados tedricos fundamentales,
obtenidos en su totalidad de [I], muchos de los cuales han sido estudiados a lo largo del grado, y que
seran empleados en el desarrollo del presente trabajo. Asimismo, se establecerd la notacién que se utiliza
a lo largo del documento, con el objetivo de fijar un marco tedrico claro y situar el contexto en el que se
enmarca nuestro estudio.

A.1. Espacios Hilbert

Definicién A.1. Sea H un espacio vectorial sobre el cuerpo C, y (-,-) : Hx H — C un producto interno
que satisface las siguientes propiedades para todo x,y,z € H y a € C:

1. Sesquilineal:

2. Hermditica:

(z,y) = (y,z)

donde (y,x) denota el conjugado complejo. En C, el producto interno es conjugado simétrico. En el
caso real, esta propiedad se reduce a la simetria usual, (x,y) = (y,x). Todos los resultados vdlidos
en C siguen siendo correctos en R con esta simplificacion.

3. Definida positiva:
(z,2)>0 y (z,2)=0 < =0

Se dice que (H,(-,-)) es un espacio prehilbert.

Consideramos H un espacio vectorial sobre el cuerpo C, dotado de un producto interno (-,-) : Hx H — C,
el cual induce una norma dada por
2]l = v/ (2, x)

Definicién A.2. Se dice que una sucesion {x, }neny C H es una sucesion de Cauchy si
Ve > 0, existe ne € N tal que ||z, — x| <€ Yn,m > n..

Definicién A.3. Decimos que H es completo si toda sucesion de Cauchy en H con respecto a esta
norma converge en H.

Definiciéon A.4. Sea H un espacio prehilbert. Se dice que H es un espacio de Hilbert si es completo
con respecto a la norma inducida por su producto interno.

53
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Corolario A.5. Identidad del paralelogramo.
Sea H un espacio de Hilbert. Sean u,v € H se cumple,

lu+ 0l + flu =l = 2[|ull? + 2[v]|.
Demostracion. Desarrollamos ambos cuadrados:

lu+ol* = (u+v,u+v) = (u,u) + (u,0) + (v,u) + (v,0)

lu—l* = (u—v,u—v) = (u,u) = (u,0) = (v,u) + (v,v)
Sumando ambas expresiones
llu+ol* + [Ju = ol* = [(u,u) + (u,0) + (v,0) + (v,0)] + [(w, ) = (u,0) = (v,u) + (v,0)] =

— 2(u,w) + 2(v,v) = 2ul]? + 202

O
Lema A.6. Desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Sea H un espacio de Hilbert. Entonces, Yu,v € H se tiene que
|(u, 0)| < [ []o]] (A.1)

Demostracion. Si v = 0, entonces se cumple que (u,v) =0 Yu, por lo que 0 = |(u,v)| < ||u||-0=0.
Si v # 0, consideramos la siguiente funcién. Sea A € C

FO) = [lu=Xo|* = (u=Av,u=Xv) = [Jul[* = X(u, v) = X(v,w) + A [Jol|* = [[ul|* =2R(A(u, 0))+ AP ||o]|*

Y sabemos que f(A) > 0. Tomamos

y )
el

que es vélido, ya que v # 0. Sustituyendo en f(\) tenemos

W = [l @0 o)l e [ 0)]?
FA) = [[ul] e = e

y dado que f(\) > 0 concluimos

[(u, )

2
[[v]]

2 2 2 2
[lull” = > 0= [(w, 0)" <[] [ [[ol|” = |(u, v)| < [Jul[]|v]]

O

Teorema A.7. Sea H un espacio de Hilbert y K un subespacio de H de dimension finita, entonces K
es un subespacio cerrado en H.

Demostracion. Supongamos que K tiene dimensién finita n. Entonces existe una base ortonormal tal que

K={f:f=) c¢s cC}

i=1

Por lo tanto, cualquier elemento de K puede escribirse como combinacién lineal finita de estas funciones.
Como K es de dimensién finita, la norma inducida por H en K es equivalente a cualquier otra norma
en K. Esto implica que la norma de toda sucesién de Cauchy respecto de la norma de H también es de
Cauchy respecto a la topologia finito-dimensional de K.
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Dada {fr}nen € K una sucesién de Cauchy en H, existe un conjunto finito de coordenadas (cgk))

tales que
n

fe = chk)@

i=1
Como {fi} es de Cauchy, entonces para cualquier € > 0 existe un s € N tal que para k,m > s:

||fk _me <e

utilizando la representacién de fi v fn, tenemos

n

fe = fm = Z(Cgk) — ™),

i=1
entonces la norma de H satisface

n

> —c™)e

i=1

1fe = fmll =

Como {¢1, p2..., ¢ } es una base ortonormal, la norma se puede expresar en términos de las coordenadas

‘ 2

1= Fll = | 2 | = ™
i=1

Como ||fx — fm|| < € para k,m > s se deduce que cada término de la suma ‘cgk) —

cl(m) ’ debe satisfacer

k
1B — ™ < I i = finll

por lo tanto, para cada ¢ = 1, 2...,n, la sucesion {cgk)} también satisface la condicién de Cauchy.

Como C es completo, las sucesiones {cg )} convergen a ciertos valores ¢; € C y si definimos

n
f= Z cip; € K
i=1
se tiene que {fx} converge a f. Por lo tanto, hemos demostrado que toda sucesién de Cauchy en K con
respecto a la norma de H converge a un punto en K, y por tanto, es cerrado.
O

Definicién A.8. Dado un conjunto medible Q C R", el espacio L*(Q) se define como el conjunto de
funciones medibles f : Q — C tales que

/ |f(z)|* dz < 400
Q

Es decir, L*() estd formado por las clases de equivalencia de funciones medibles cuadrado-integrables.
Este es un espacio vectorial sobre C, y se puede dotar de un producto interno definido por:

<ﬁmzzjuwﬂﬁm

para todas las funciones f,g pertenecientes a L?(Q). La norma inducida por este producto interno es:

1l = Auwwm

Con este producto interno, el espacio L?(Q2) es un espacio de Hilbert, es decir, es completo con respecto
a la norma definida por ese producto interno.
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A continuacion, presentamos los casos que hemos empleado a lo largo del trabajo, y daremos un
ejemplo de cada uno de ellos.

1. Caso real en = [a, ]
El espacio L?[a, b] se define como el conjunto de funciones reales f : [a,b] — R tales que

b
/|ﬂm%m<m

Ejemplo A.9. Sea f(z) =z definida en el intervalo [0, 1].

! 1
/o:zdx:f<oo
0 3

Por lo tanto, f € L*[0,1].

2. Caso complejo en ) = [a, b
El espacio L?([a, b], C) se compone de funciones complejas f : [a,b] — C tales que

b
/ |f(x)|2dx < 00

Ejemplo A.10. Sea f(z) = €™, funcién compleja definida en el intervalo [0,1]. Esta funcién tiene
mddulo constante

[f(2)] = e =1
Entonces L
/ If(x)?dr =1 < oo
0
Por lo tanto, f € L*([0,1],C).

3. Caso real en 2 =R
El espacio L?(R) contiene todas las funciones medibles reales f : R — R tales que:

+oo
/ |f(x)|2dx<oo

—0o0
Es decir, la funcion debe tener cuadrado integrable en toda la recta real.
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Ejemplo A.11. Sea f(x) = e~z wuna funcidn real definida en toda la recta real. Para comprobar que
f € L*(R), calculamos la integral de su médulo al cuadrado,

+o0 +oo 5
/ |f(2)|? dx :/ e " dx

que es la conocida integral de Gauss
+o0 5
/ e " dr = /7 < +o0.
— 00
Este resultado muestra que f € L?>(R), ya que su norma cuadrada es finita.

4. Caso complejo en ) =R
El espacio L?(R, C) contiene todas las funciones medibles complejas f : R — C tales que

| ks <o

—00
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Ejemplo A.12. Sea f(z) = ﬁ;, funcion compleja en R.
Aqud

2 1

(1+a7)2

|f(@)]* = =

‘ eix

14 22

entonces

e 1 71'

Esta integral también es conocida, asi que f € L*(R,C).

A continuacién, recordamos el teorema de la convergencia dominada. Este teorema ha sido obtenido
de [I]. Su demostracién ha sido vista durante el grado, por lo que no la incluimos.

Teorema A.13. Teorema de la Convergencia Dominada.
Sea {fn} una sucesion de funciones L*(S2). Supongamos que

1. fo(z) = f(x) ctp. en Q.

2. existe una funcién g € L' tal que para cada n, |f,(z)| < g(x) c.t.p. en .
Entonces f € LY(Q) y || fn — fllzr — 0.
Teorema A.14. L%(2) es un espacio completo.

Demostracion. Sea {f,} una sucesién de Cauchy en L?(£2). Veamos que posee una subsucesién conver-
gente en L2(Q). Tomamos {f,,} tal que

1
ank+1 - fnkHLZ(Q) < 27]9 vk >1 <A2>

(Llegamos a 2% de la siguiente manera: existe n; tal que ||f, — fn||L2(Q) < % para n,m > ni; después

se toma ny > np tal que ||fn, — fn||L2(Q) < 2%, y continuando la recurrencia llegamos a nj donde

||fm - fn||L2(Q) < 2%)
Demostramos ahora que {f,, } converge en L?({2). Para simplificar la notacién escribiremos fj en lugar
de fp,. Denotamos

gn(@) =D | frs1(x) — ful(@)]
k=1
de donde

n 1
||gn||L2(Q) < Z oF <1 (A.3)
k=1

Aplicamos ahora el teormea de la convergencia monétona para concluir que g, (z) converge a un limite,
que denotamos g(x), con g € L%[Q)]. Veamos que se cumplen las condiciones de dicho teorema:

1) No negatividad: Por construccion g, (z) = Y p_; | fe+1(x) — fe(x)] >0

2) Monétona creciente: Cada término nuevo es el anterior mds la suma de un valor no negativo

gnt+1(2) = gn(2) + [ fat2(2) = fry1(2)] = gn(2)

3) Acotacién en norma L*(2): Como ya hemos visto ||ga|[2(q) < 1-
Por lo tanto, del teorema se deduce que

/ g(z)?dr = lim [ g,(z)*dx
Q

n—oo Q
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y utilizando (A.3]) llegamos a

n—oo

/ g(z)’dz = lim [ g,(z)’dz <1
Q Q

luego g € L?(Q2). Por otra parte, para cada m > n > 2 se verifica, por la desigualdad triangular,
(@) = Fu(@)] < |fn(@) = Frna (@) + oo+ | g1 (@) = fu(@)] <D 1 fora (@) = fr(@)] = 9(@) = gn1(2)
k=n

Por tanto, Ve > 0 existe ng tal que g(z) — gn—1(z) < € para n > ng y por lo tanto llegamos a que
[fm(z) = fr(x)] < g(x) — gn—1(x) < e. Y por ello obtenemos que en c.t.p. en , (f,(z)) es de Cauchy y
converge a un limite denotado por f(z).

Tenemos que en c.t.p. en §2

If(2) = fu(2)] < 9(x) — gn-1(2) < g(x) paran>2 (A.4)

de donde resulta que f € L*(Q), ya que, |f(z) = fu(2)| < g(@), luego | f(x) = ful(@)[* < g(2)?, y g(x)?
actia como una funcién mayorante integrable, lo que asegura que |f (96)\2 es integrable, y por ende,
[ € L*(Q). Por dltimo, veamos que ||fn = fl[2(q) — 0,

1) Como f(z) = f(z) en c.t.p., entonces | f(z) — f(z)|> = 0 en c.t.p. en Q.
2) g2 actiia como una funcién mayorante integrable, como ya hemos visto.

Por lo tanto, cumple las hipdtesis del teorema de la convergencia dominada y concluimos que

1= Moy = [ (o) = F@)F do =0

O

Teorema A.15. Sea {fu}nen una sucesion en L*(Q) y f € L*(Q), tales que ||fn — [z — O
Entonces existe una subsucesion {fn, } tal que

(a) fn,(z) = f(z) ct.p. en Q.

(b) |fno (@) < h(x) VE yctp. enQ, conh e L*(Q).

Demostracion. Como la sucesién {f,} es de Cauchy, la demostracién es anédloga a la del teorema prece-

dente, tomando una subsucesién {f,, } cumpliendo (A.2)). De esta forma vemos que f,, (z) converge en
c.t.p. a un limite, que designamos por f*(z). Ademds, obtenemos por (A.4]) que

|f*(2) = fn.(2)] < g(x) Vk, ct.p.enQ, conge L*(N)

de donde se obtiene que f* € L%(Q) y que f,, — f* en c.t.p. en L?(Q). Por consiguiente, f = f* c.t.p. y
se deduce (a). Para (b) basta elegir h = | f*|+¢ ya que, de nuevo por el teorema anterior y la desigualdad
triangular

[ (@) < 7 @)+ |F(2) = far (@) < |f7(2)] + g(2)

y h pertenece claramente a L?(Q2) por ser suma de dos elementos que pertenecen a L?((). O
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