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Resumen

Es bien conocido el concepto de dimensién de un espacio vectorial, y sus propiedades.
Sin embargo, la definicion de dimensién en términos del cardinal de una base, no se puede
aplicar a otras estructuras algebraicas, como por ejemplo, para un modulo o un grupo.
De este problema, nace el concepto de longitud de un médulo o grupo.

En este trabajo se estudiaran las propiedades de la longitud para moédulos y para
grupos, mostrando algunos ejemplos y analizando este concepto profundamente. Se vera
como calcular esta longitud introduciendo nociones como la de serie de composicion, o
haciendo uso de teoremas clave como el Teorema de Jordan-Holder.

Por ltimo, se hard una introduccion a un concepto propio de la geometria algebraica,
llamado “numero de interseccién”, que permite estudiar de qué forma se intersecan dos
variedades afines.

Palabras Clave: longitud de moédulo, serie de composicion, sucesion exacta, localizacion,
anillo local, nimero de interseccion.

Abstract

The concept of the dimension of a vector space and its properties is well known.
However, in certain algebraic structures, such as modules or groups, it may not be possible
to find a basis in the usual sense. This leads to the notion of the length of a module or a
group.

This report explores the properties of length in the context of modules and groups,
illustrating these ideas through examples and providing an in-depth analysis of the con-
cept. Methods for computing the length will be examined, introducing tools such as com-
position series and employing key results like the Jordan—-Holder Theorem.

Finally, the text presents an introduction to a central concept in algebraic geometry
known as the intersection number, which formalizes how two affine varieties intersect.
This notion is deeply connected to the concept of length.

Keywords: length of a module, composition series, exact sequence, localization, inter-
section number.
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1. Introduccion

Desde los inicios del dlgebra moderna, uno de los grandes intereses de los mateméticos
ha sido comprender la estructura interna de los objetos algebraicos complejos a través de su
descomposicion en objetos mas sencillos y manejables. En el caso de grupos y modulos, las
series de composicion son una herramienta muy util para llevar a cabo esta simplificacion.
Consisten en desarrollar estructuras algebraicas en subestructuras, a priori, mas sencillas
llamadas modulos simples. El teorema de Jordan—Holder, formulado a finales del siglo
XIX, garantiza que, aunque existan diferentes formas de hacer esta descomposicion, el
nimero de pasos necesarios y los objetos simples que aparecen no dependen del camino
elegido. Este ntimero de pasos da lugar a un concepto fundamental: la longitud de un
grupo o un moédulo.

La longitud resulta ser un valor que permite medir de alguna manera la “complejidad
interna” del objeto que se esta estudiando. A lo largo del siglo XX, esta nocién ha cobrado
mayor importancia en otros campos del algebra, en particular en el estudio de los anillos y
sus médulos. En este contexto, se vuelve especialmente 1til cuando se trabaja con anillos
locales y con el proceso de localizacion, que permite enfocar el estudio en una parte
concreta de una estructura, como por ejemplo lo que ocurre en un punto determinado de
una variedad afin.

En geometria algebraica, estas herramientas han sido claves para poder definir y cal-
cular la multiplicidad de interseccion de dos curvas en un punto. En términos simples,
esto busca responder a la pregunta de “cuantas veces” se cruzan dos curvas en un mismo
lugar. Resulta que esa multiplicidad puede expresarse, en muchos casos, como la longitud
de un moédulo que refleja lo que estd ocurriendo en ese punto. Esta idea aparece explicada
de forma clara en libros como Algebraic Curves: An Introduction to Algebraic Geometry,
de William Fulton.

Por otro lado, el libro Steps in Commutative Algebra, de Rodney Y. Sharp, ofrece una
base sélida para comprender todos estos conceptos desde el punto de vista del algebra
conmutativa. En él se desarrollan con detalle temas como la localizacién, los ideales primos,
los modulos finitamente generados y la forma en que la longitud se comporta en diferentes
situaciones.

Este trabajo tiene como objetivo profundizar en el concepto de longitud, su origen
en las series de composicion y su aplicacion en el estudio de intersecciones de variedades
afines mediante anillos localizados. En la parte final, se realiza un estudio de un con-
cepto llamado “nimero de interseccién” para variedades afines en dos dimensiones, que
resulta en calcular la dimension de un espacio vectorial concreto. Para poder relacionar
los conceptos de longitud y nimero de interseccién, en la tltima subseccién del trabajo,
estudiamos el caso de variedades afines de dimensiéon mayor a 2, en el que para calcular
la multiplicidad de interseccion, se precisa calcular la longitud de unos moédulos llamados
Tor.






10

2. Series de composicién, Teorema de Jordan-Holder

En este capitulo introducimos el concepto de longitud y de serie de composicién para
grupos y para modulos. En el caso particular de espacios vectoriales, nos interesa que la
longitud se corresponda con la dimension en el caso finito. Para esto, necesitaremos dar
una definicién parecida, pero alternativa, para el caso de R—mddulos.

2.1. Series de composicion para grupos

Para esta subseccién se ha seguido el libro Algebra de Serge Lang [3].

Definicién 2.1.1. Sea G un grupo. Decimos que G es un grupo simple si G # 0 y los
unicos subgrupos normales de GG son 0 y el propio G.

Ejemplo 2.1.2. Si GG es un grupo abeliano simple, dado a # 0, debe ser < a >= G, es
decir, G es ciclico. Cada elemento no nulo de GG es un generador, por lo que tiene que
ser un grupo ciclico finito de orden primo. Como el orden de un subgrupo debe dividir al
orden del grupo, G es simple.

Definicién 2.1.3. Sea GG un grupo. Una cadena de subgrupos normales de GG es una
cadena finita y estrictamente creciente de subgrupos de G

GoCGL S - CGh S Gy,
tal que Go =0, G,, = G y ademads, G; es normal en G, 1, para todo ¢ € {0,...,n — 1}.

Una cadena de subgrupos normales de un grupo G se puede refinar anadiendo un nime-
ro finito de términos a la cadena dada, de forma que siga cumpliendo todos los requisitos
para ser una cadena de subgrupos normales de G. A esto se le llama un refinamiento.

Definicién 2.1.4. Sea G un grupo y G, G5 dos subgrupos de G no vacios, definimos el
producto de dos subgrupos como G1Gs = {g1 - g2 | g1 € G1,92 € Ga}.

Lema 2.1.5. Sea G un grupo y sean H, K dos subgrupos de GG. Si H y K son normales
en GG, entonces H K es normal en G.

Demostracion. Claramente el conjunto HK es no vacio, ya que H y K son no vacios.
Para empezar veamos que H K es subgrupo de G. Sean hiky, hoks dos elementos de H K,
entonces

(hlkl)(hgl{Q)il = hlklkglhgl = hlkhgl

Como K < G, entonces hykh,' =k € K. Multiplicando a la izquierda por h; ', tenemos
khy' = hy'k y entonces
hikhy' = hihy'k = hk € HK,

porque H es subgrupo.
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Probemos la afirmacién del lema. Para ver que HK <1 G, debemos ver que g(hk)g™! €
HK Vge G,VYh € HVk € K.

g(hk)g~" = (ghg ')(gkg™") € HK,
vaque H<1 Gy K <G. n

Ahora, introducimos un lema que servira para probar el teorema de Schreier sobre los
refinamientos de una cadena de subgrupos de un grupo G.

Lema 2.1.6 (Butterfly Lemma). Sean U, V' subgrupos de un grupo G. Sean u < U y
v <V subgrupos normales. Entonces:

1. (U Nw) es normal en u(U NV),
2. (uNV)v es normal en (UNV)v,
3. Los grupos cociente son isomorfos, es decir:

wUNV) (UNV)

wUnNv)  (unV)v’

Demostracion. Para empezar, veamos que uNV y UNw son subgrupos normales de UNV'.
Es claro que son subgrupos, ya que u C U y v C V. Consideramos x € unNVy ze UNV.
Comoz €uy z € UNV, tenemos que zxz~! € u. Como z € V 'y z € V, tenemos que
zxz"t € V, ya que V es un grupo. Por lo tanto, zzz~! € uNV y concluimos que es
subgrupo normal de U N V. Por un argumento andlogo, se tiene también que U Nv es
normal en U NV.

Ahora, por la Proposicién [2.1.5] como el producto de subgrupos normales es normal,
tenemos que (uNV)(U Nv) es normal en U NV y definimos la aplicacién

unv
(unNV)(UNwo)

ab —  blunV)(UnNvo)

fuUNV) —

El conjunto de llegada tiene sentido, por lo probado anteriormente. Veamos que esta bien
definida. Sea o’ € uy b € UNYV tales que a'b' = ab, entonces

ald =t eun(UNV)=@nV)C (unV)(UNwv).

Por lo tanto, el inverso de f(ab) es el inverso de f(a'b') y por lo tanto f(ab) = f(a'lt').
Veamos que esta aplicacion es un homomorfismo, y que es sobreyectiva.
Empecemos por ver que es un homomorfismo. Sean ay,a2 € uw'y bi,bo € UNYV,
queremos ver que f(ajbiaghy) = f(aiby)f(azby) = biby.
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Por normalidad, blagbfl =« € u, y bjas = aby, lo que significa que a1biasbs = ayabybs.
Concluimos que

flaibrashy) = f(arabiby) = byby = f(ab) f(ap).

El homomorfismo f es sobreyectivo, ya quesiz € (UNV) = f(e-x) = z(unV)(UNw).
Busquemos cual es el ker(f), es decir, buscamos los a € uy b € (UNV') tales que f(ab) =e.
Claramente, cualquier a es valido, ya que la imagen no depende de a. Queremos que
be UNV)N(unV)UNwv)=(unV)(UNw), por lo que podemos escribir b = xy con
r€unV Cu,y € (UNwv). Ahora tenemos ab = ary = (ax)y € w(U Nwv), por lo que
ker(f) € u(U Nw). Ahora, sea c¢d € u(U Nwv), como (UNwv) C (uNV)(U Nw), tenemos
que f(cd) = d =€y concluimos que ker(f) = u(U Nv), por lo que u(U Nv) es normal en
uw(UNV).

De manera andloga se demuestra que (u N V)v es normal en (U N V)v. Ahora, por el
primer teorema de isomorfia, tenemos los siguientes isomorfismos:

wW(UNV) unv (UNnV)u

>~ ~

wUnNv)  (wnV)UnNv) (unV)v’

y queda demostrado el teorema. O

Definicién 2.1.7. Sea G un grupo, y
GoCGI S CGr1 CGy,

una cadena de subgrupos normales de G. Se definen los grupos factores de la cadena como
los grupos de la forma G,,/G; para todo i € {0,...,n— 1}

Definicién 2.1.8. Sea G un grupo, y sean
0=Go G, C---C G, =G,

0=HyCH C--CH,=0G,

cadenas de subgrupos normales. Diremos que estas cadenas son equivalentes si r = sy si
existe una permutacién de los indices o (i) = i’ para todo i € {0,...,r — 1} tal que

Gip1/Gi = Hyy /Hy.

En otras palabras, los grupos factores en las dos cadenas son iguales, salvo isomorfismos
y una permutaciéon de los indices.

Teorema 2.1.9 (Schreier). Sea G un grupo. Dos cadenas de subgrupos de G tienen
refinamientos equivalentes.

Demostracion. Sean
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O:HongggHs:G,

dos cadenas de subgrupos normales de G. Para cada i € {1,...,r} y j € {0,...,s},
definimos:

Gij = Gi_1<Gi N H])

Entonces se tiene que G; s = G,;_1, y obtenemos un refinamiento de la primera cadena de
subgrupos:
{e} C G C G2 C - C Gy =G,

G1 C G9 C Gy C -+ C Gy =G,

Gr—lgGrlgGr2g"'gGrs:G'

De manera similar, definimos:
Hj; = H; (G N Hj),

para j € {1,...,s} yi€{0,...,r}. Esto da lugar a un refinamiento de la segunda cadena
de subgrupos normales. Observamos que los contenidos ya no son estrictos en este caso,
ya que al refinar, puede ser que grupos consecutivos sean iguales.

Por el Lema (Butterfly Lemma) se tiene que los dos refinamientos anteriores
son cadenas de subgrupos normales, ya que cada elemento de la cadena es normal en el
siguiente, es decir,

Gij1 <Gy y Hj < Hy.

También por el Butterfly Lemma, los grupos factores de los dos refinamientos obtenidos
de cada cadena son isomorfos, es decir,

Gij/Gij_1 = sz‘/sz‘—l'

Consideramos que cada una de las cadenas refinadas tiene rs 4 1 elementos, que son: Gj;
coni e {l,....r}yje{l,...,s}, y el subgrupo trivial {e} en el primer caso; y Hj
y {e} en el segundo caso. Por lo tanto, por el isomorfismo anterior, las dos cadenas son
equivalentes, como queriamos ver. O

Definicién 2.1.10. Una cadena estricta de subgrupos normales de G' dada por
OZGogGlgan—lg_Gn:G7

es una serie de composicién de G cuando G;;1/G; es un grupo simple para cada ¢ €
{0,...,n—1}.

Notacién. En el caso de que una cadena de subgrupos normales sea una serie de compo-
sicion, denotamos a los grupos factores de la cadena de subgrupos normales como factores



2.1 Series de composicién para grupos 14

de composicion de la serie de composicion, que son todos simples.
Definicién 2.1.11. Sea
0=GoCG1 S -CG1 CG=G,

una serie de composicién de G. La longitud de la cadena, denotada por ¢(G), es el numero
de contenciones que hay en la cadena, es decir, {(G) = n, si G tiene serie de composicién,
y {(G) = oo si G no tiene serie de composicion.

Teorema 2.1.12 (Jordan—Hélder). Sea G un grupo, y sean
0=GoCG;C---C G, =G,

0=HyCH C---C H,=0@G,
dos series de composicién de G. Entonces, estas dos series de composicion son equivalentes.

Demostracion. Si refinamos cada serie de composicién de acuerdo a la demostracion del
Teorema [2.1.9} obtenemos dos refinamientos equivalentes G;; y Hj;. Observamos que para
cada indice 7, existe un tnico indice 5 que cumple:

Gi/Gi1 = Gz’j/Gij—l-

Esto es porque entre G; y G;_1 no puede haber ningtin grupo en la serie de composicion,
al ser simple su cociente, y lo mismo pasara en el refinamiento, por lo que fijados esos
indices 1, j, tenemos

Gik/Gik:—l = 07 Vk € {1773}\{j}

Por lo tanto, los factores de composicién de la serie G son los grupos factores del refina-
miento no nulos de G;;. Lo mismo ocurre con los factores de composiciéon de la serie H.
Como Gj; y H;; son equivalentes, concluimos que los factores de composicién de G'y H
son isomorfos médulo una permutacion. n

Ejemplo 2.1.13. Construyamos una serie de composicién para el grupo simétrico de
orden 4, Sj.

Observamos que #S5; = 24. Para empezar, veamos que Ay, es decir, el grupo de
permutaciones de indice par de 4 elementos, es un subgrupo de S;. Tomamos 01,09 € Ay
dos permutaciones pares. Es claro que, como ambas permutaciones descomponen en un
nimero par de transposiciones, su composicion g o g5 también lo hara.

Ademas, tomando la descomposicién de o en un nimero par de transposiciones

o= (t1,ta) o (t3,t4) 0 - - 0 (ty_1,tp),

entonces,

0'71 = (tn—l tn) © (tn—3 t”_z) ©--0 (tl tz),
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que tiene el mismo numero de transposiciones y por lo tanto o= € A,. Concluimos que
Ay es subgrupo de Sy.
Ahora, calculemos el cardinal de A;. Podemos definir la aplicacién

f:Ay — {o€ 54| 0 esimpar}
o — o00(1,2)

Esta aplicacién es una biyeccién, y por lo tanto #A, = #{o € Sy | o es impar}, es decir,

en Sy, el numero de permutaciones pares es el mismo que el numero de permutaciones

#91 _
2

impares. Como en S; solo puede haber permutaciones pares o impares, # A, =
£ =12

Ahora, sean o € Sy, 7 € Ay, es claro que coT oo~ ! € Ay ya que T es par, y tanto o
como o descomponen en el mismo numero de transposiciones. Por esto, A4 es normal en
Sy y podemos construir el grupo cociente Sy/A, cuyo cardinal es 2, y entonces es simple
e isomorfo al grupo ciclico de orden 2, Cj.

Por lo tanto, A4 cumple todas las condiciones para ser el primer subgrupo propio que
conforma la serie de composicion que estamos construyendo, y en este caso, C5 es el factor
de composicion resultante.

Para continuar, probemos que A4 tiene un tnico subgrupo de orden 4. Sea H un sub-
grupo de orden 4 de A4. El orden de los elementos de H serd 1, 2 6 4, ya que deben dividir
al orden del grupo. Es facil probar que en A4 no hay elementos de orden 4. Supongamos
que existe o = (t1 ty t3ty) € Ay Entonces la descomposicion de o en transposiciones es
0 = (t1 ty) o (ts t3) o (ts t2). Esto es una contradicciéon porque entonces o seria una permu-
tacién impar y entonces o ¢ A4. Por lo tanto H esta formado por todos los elementos de
orden 2 de Ay, junto con la identidad, es decir, H = {Id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.
A este grupo se le llama “Grupo de Klein” y se denota por V.

Ahora veamos que V' es normal en A;. Como V esta formado por todos los elementos
de orden 1 0 2 de A4, una simple comprobacién muestra que V' = 7, /27 x 7./27.. Ademas,
observamos que el orden de un elemento de V' no cambia por conjugacién. Sea o € Ay y
7 €V con O(1) = 2, entonces O(coToo ) =2yooroo™ € V, por lo que V es normal
en A, y podemos tomarle como subgrupo para nuestra serie de composicion, cuyo factor
de composicién asociado es Ay/V = C5 que es simple.

Los subgrupos de V' deben tener orden 2, por lo que tenemos un subgrupo U de V
por cada elemento de orden 2 de V, junto con la identidad. Cada uno de estos subgrupos,
por ser de orden 2, es isomorfo a Cy. Es claro que V/U es simple ya que #V/U = 2y
por lo tanto U es otro subgrupo de la serie de composicién que estamos construyendo,
cuyo factor de composicion asociado es también Cs. Finalmente, como U es simple, queda
terminada la construccién de una serie de composicion para Sy:

0CUCVCACS,,

Y S, tiene longitud 4 como grupo.
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2.2. Series de composicién para modulos

Para realizar la siguiente subseccion, se ha usado el libro Steps in Commutative Algebra
de R.Y.Sharp. [4]

Ahora, dado un anillo conmutativo R, buscamos dar una definicion para serie de
composicion para un R—moddulo M. Para que esta definicién sea interesante, queremos
que en el caso particular de un k—espacio vectorial V' de dimension finita, la longitud
de V' coincida con dimg (V). Més adelante, se muestra esta relacién. Por este motivo,
necesitamos anadir algin elemento adicional a la definicién. Ahora, veamos que ocurre
si tomamos la definiciéon de serie de composicién para grupos trasladada a modulos sin
ninguna modificacién. Observamos que Q? tiene dimensién 2 como Q—espacio vectorial.
Sin embargo, podemos encontrar una cadena de subgrupos infinita,

Q2ZxZ2Zx {0} 2 (3) x {0} 2 (3%) x {0} 2 (3) x {0} 2 ---

Por lo tanto, la dimensién de Q? como Q—espacio vectorial no coincide con su longitud
como grupo. Necesitamos aniadir una hipdtesis adicional a la definicion de serie de com-
posicion para que se cumpla la propiedad deseada. Este elemento extra que necesitamos
es que los objetos de la cadena sean submaddulos.

Definicién 2.2.1. Sea R un anillo y M un R—mddulo, decimos que M es simple si M # 0
y sus tnicos submaédulos son el trivial y M.

Definicién 2.2.2. Sea R un anillo y M un R—moddulo. Sea
OZMOQMlg"'g_Mn—lgMn:Ma

una cadena de submodulos de M. Se define la longitud de la cadena anterior como el
nimero de contenidos de la cadena, es decir, n.

Definicién 2.2.3. Sea R un anillo y sea M un R—mddulo. Sea
OZMongg"'gangMn:M,

una cadena de submédulos de M. Decimos que esta cadena es una serie de composicion
de M si los R—mdédulos cocientes M;/M;_; son simples para todo i € {1,...,n}.

Sea M un R—mdédulo. En los siguientes dos teoremas, denotamos como ((M) a la
menor longitud de una serie de composicién de M, si M tiene una serie de composicion, y
¢(M) = oo si M no tiene una serie de composiciéon. Ademds, consideramos que el médulo
0 tiene una cadena de submoddulos de longitud 0.

Teorema 2.2.4. Sea M un médulo sobre un anillo conmutativo R. Supongamos que M
tiene una serie de composicion de longitud n. Entonces todo submédulo propio N de M,
es decir, N C M, tiene una serie de composicién y ¢(N) < {(M).
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Demostracion. Claramente, n > 0 por definicién.
Sea N un submoédulo de M tal que 0 # N C M. Sea (M) =t,y
O0=MyC M CMC -+ CM 1C M =M,
una serie de composicién para M de longitud ¢. Para cadai € {0,...,t}, sea N; = NN M;.
Ahora, para cada i € {1,...,t}, el R—homomorfismo:

(en la que el primer morfismo es la inclusién y el segundo es el epimorfismo canénico)
tiene nucleo igual a NNV M, N M; 1 = NN M,y = N;_; y por lo tanto, por el primer
teorema de isomorfia para mdédulos, induce un monomorfismo.

Qi - Nz‘/Nz‘A — Mz’/Mzel
h4+ N1 = h+M_,

Entonces, N;/N;_; es isomorfo a un submdédulo de M;/M; ;. Pero M;/M;_; es simple, por
lo que N;/N;_; es o bien 0 o simple. De hecho, N;/N;_; es simple si y solo si ¢; es un
isomorfismo. Asi, si eliminamos cualquier repeticién de términos en

O:NDQN]_Q gNt—l,C,_Nt:Nth:N,

obtendremos una serie de composicién para N. Concluimos que, {(N) < ¢(M). Ademas,
debemos tener ¢(N) < ¢(M), ya que de lo contrario, el proceso anterior lleva a

NoCNC -+ CN_ 1 SN =N,
una serie de composicién para N, con N;/(N; N M;_1) = N;/N;_1 # 0 para cada i €
{1,...,t}. Como Ny = 0 = M,, entonces tendriamos que
No = My; Ny =My; --- N=N =M,

lo que contradice el hecho de que N C M. Asi, hemos demostrado que NN tiene una serie
de composicion y ¢(N) < ((M). O

Teorema 2.2.5. Sea M un médulo sobre un anillo conmutativo R. Supongamos que M
tiene una serie de composicién de longitud n. Entonces:

1. No existe ninguna cadena estricta de submoddulos de M que tenga una longitud
mayor que 7n.

2. Toda serie de composicion de M tiene exactamente longitud n.

3. Toda cadena estricta de submdédulos de M de longitud n’ < n puede extenderse a
una serie de composicién de M anadiendo n — n’ términos adicionales.

4. En particular, toda cadena estricta de submédulos de M de longitud n es una serie
de composicién de M.
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Demostracion. De nuevo, n > 0 por definicién de longitud. Demostremos cada afirmacion
del teorema por separado.

1. Sea
MyG M, G My G - C My &M,

una cadena estricta de submédulos de M, de modo que Mé =0y M, = M. Ahora,
¢(0) =0, y por lo tanto, por el Teorema [2.2.4]

!

0=0(My) < 6(My) < b(My) < ... <l(M, ))<t(M)={M).

Por lo tanto, r < ¢(M) < n. Asi, dado que M tiene una serie de composicién de
longitud n y una serie de composicion para M es, en particular, una cadena estricta
de submédulos de M, se sigue que n < (M), de modo que n = £(M).

2. Ahora supongamos que M tiene una serie de composicién de longitud n;. Entonces,
ny < {(M) = n por el apartado 1, ya que una serie de composicién es, en particu-
lar, una cadena estricta de submdédulos, mientras que ¢(M) < n; por la definicién
de ¢(M). Por lo tanto ny = (M) = n, y toda serie de composiciéon de M tiene
exactamente longitud n.

3. Es inmediata por las afirmaciones 1 y 2. Una cadena estricta de submddulos de M
de longitud n’ < n = ¢(M) no puede ser una serie de composicién para M porque,
por la parte 2, todas las series de composicion de M tienen longitud n. Sea

O=MyC M, & -+ C My S My=M,

una cadena de subgrupos normales de M de longitud n’ < n. Como la longitud de
esta cadena es menor que n, 31 € 1,...,t tal que M;/M; 1 no es simple, es decir,
existe un submédulo N/M;_ 1 de M;/M;_;, de forma que 0 & N/M;_ & M;/M;_4 v,
por tanto, M;_1 C N C M,;. Podemos construir un refinamiento de la cadena inicial
anadiendo este submédulo N. Repitiendo el proceso n — n' veces, conseguimos una
cadena de subgrupos normales de longitud n, es decir, hasta conseguir una serie de
composicion de M.

4. Por otro lado, una cadena estricta de submddulos de M de longitud n ya debe
ser una serie de composicion para M porque, de lo contrario, podria extenderse a
una cadena estricta de submédulos de M de longitud n + 1, lo que contradice la
propiedad 1.
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Definicién 2.2.6. Sea M un médulo sobre el anillo conmutativo R. Decimos que M tiene
longitud finita precisamente cuando M tiene una serie de composicion. Cuando este es
el caso, la longitud de M se define como la longitud de cualquier serie de composicion
de M, que es tnica, por el Teorema [2.2.5] Cuando M no tiene una serie de composicion,
decimos que ¢(M) = co.

Ahora, nuestro objetivo serd establecer la relacion entre longitud de un R—mddulo
y la dimension en el caso particular de un espacio vectorial de dimensién finita, ya que
como se ha indicado en la introduccién del capitulo, uno de los objetivos de la definicion
de longitud es que en el caso de espacios vectoriales finitos, la longitud coincida con la
dimensioén.

Lema 2.2.7. Sea V un k—espacio vectorial de dimensién finita y S C V' un subespacio
vectorial de V. Entonces dim(V/S) = dim(V') — dim(S).

Demostracion. Sean m = dim(S), n = dim(V) y {u1,...,u,} una base de S. Se puede
completar la base hasta obtener una de V {uy, ..., Um, Ums1, ..., u,}. Para todo u € V,
tenemos que u =y . kju;.

Tomando clases médulo S,

pues u; = -+ = Uy, = 0 (ya que uy, ..., u, € S). Veamos que Uy, 1, ..., U, generan V/S.
Para ver que son linealmente independientes, supongamos que:

n n
i=m-+1 i=m-+1
entonces, » . 41 kiu; € S, en consecuencia, existen ki, ..., ky, tales que
n m
i=m+1 i=1
Por la independencia lineal de {uy,...,u,}, se sigue que k41 =--- =k, = 0.
Por lo tanto, {41, ..., u,} esuna base de V/S y dimV/S =n—m =dimV —dim S.

]

Teorema 2.2.8 (Longitud en espacios vectoriales). Sea V' un K-espacio vectorial de di-
mensién n. Entonces:

1. Ninguna cadena estricta de subespacios de V' puede tener longitud mayor que n.

2. Toda serie de composicion de V' tiene longitud exactamente n.
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. . . / .
3. Toda cadena estricta de subespacios de V' de longitud n < n puede ser extendida
. . .-, . .7 / 7’ .
a una serie de composicion para V' con la insercién de n —n términos.

4. Toda cadena estricta de subespacios de V' de subespacios de V' de longitud n es una
serie de composicion para V.

Demostracion. Observamos que, sea S C V un subespacio propio de V', veamos que
dim(S) < dim(V'). Sea {uy, us, ..., u,} unabase de S. Como S C V, Jv € V\S. Por lo tan-
to S C S+ < v >CV, ddndose laigualdad si dim(S + < v >) = dim(V'). Repitiendo este
proceso hasta completar {uy, us, ..., u,} a una base de V: {uy, us, ..., up, 01,09, ..., 0y}
con r > 1, tenemos que dim(S) < dim(V').

1. Supongamos que existe
0=V CViC---CV, =V,

una cadena estricta de subespacios propios de V' con r > n. Por la observacién
anterior

0 =dim(Vp) < dim(Vy) < --- <dim(V,) = dim(V') = n.

Como r > n la cadena de desigualdades estrictas anterior tiene mas de n términos,
acabada en n, lo que es un absurdo y debe ser r < n.

2. Sea
0=V CVNCWhC SV, =V,

una serie de composicion para V. Esto es en particular una cadena estricta de subes-
pacios de V' y por lo probado en (i), » < n. Ahora, al ser una serie de composicion,
Vi/Vi_1 debe ser simple Vi € {1,...,r}, y por el lema anterior

dim(V;/Vi_y) = dim(V;) — dim(V;_;) = 1, Vie{l,...,r}.

Por lo tanto, dim(V;) = dim(V;—1) + 1, Vi € {1,...,r}. Es claro que dim(V;) = 0,
por lo que dim(V;) =4,V¥i € {0,...,r}. Como dim(V) = n por hipétesis y V,, = V|
dim(V,) = n y por lo tanto r = n.

3. Es consecuencia de los apartados 1 y 2. Sea
0=V CVichC - CVy=V,

una cadena estricta de subespacios de V de longitud n” < n. Por 2, si n° = n hemos
terminado. Sin' < n, Jip € {1,...,n'} tal que

dim(Vi,) > dim(V;,_1) + 1
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Como dim(V;) > dim(Vi_y) +1 > dim(V;_1),Vi € {1,...,n'}, Jv; € V;,\Vi,_1 tal
que
Vio—1 © Vig—1+ <v1 >C Vg,

y ademads, Jvy € Vi \(Vig—1+ < v1 >) tal que
Vio-1 © Vigm1+ < v1 >C (Vig_1+ < v >)+ < vy >C V.

Repitiendo este proceso, anadiendo a la cadena los subespacios que obtenemos al
anadir estos vectores, hasta que dim(V;) —dim(V;_1) = 1, para todoi € {1,...,n'},
tendremos una cadena estricta de subespacios de V' de longitud n tal que V;/V;_;
es simple Vi € {1,...,n}, y por lo tanto una serie de composicién para V.

4. Es consecuencia directa de el apartado 2 y 3.

]

Observacion 2.2.9. Observamos que, como el teorema que caracteriza la nocién de lon-
gitud para moédulos, es decir, el Teorema y el teorema que caracteriza la dimension
en el caso de espacios vectoriales, es decir, el Teorema [2.2.8 son andlogos, la dimension
coincide con la longitud en el caso de espacios vectoriales.

Definicién 2.2.10. Sea R un anillo y M # 0 un R—moddulo y sean
O:MongggMn:M,

0=My,C M G- C M, =M,

=

dos series de composiciéon de M. Decimos que estas dos series de composicién de M

son equivalentes si y solo si existe una permutacion ¢ € S, tal que, paratodoi =1,...,n,
~ !/ !

se cumple que Mi/Miil o M(P.(i)/M@(i)

dos series de composicion son isomorfos.

,- Esto es, que los factores de composicién de las

Observacion 2.2.11. Es claro que, si M; y M5 son dos R—mddulos isomorfos, entonces
M; tiene longitud finita si y solo si My tiene longitud finita y, en este caso, £(M;) = £(My).

Lema 2.2.12. Sea R un anillo y M un R—moddulo y sean N, N’ submddulos de M tales
que N # N’y tanto M /N como M /N’ son simples. Entonces:

M/N=N'/(NON') vy M/N' 2= N/(NON).

Demostracion. Primero mostramos que N C N + N'. Si esto no fuera cierto, tendriamos
N = N+ N’, lo que, como N # N’ implicaria que N’ C N C M, contradiciendo el hecho
de que M /N’ es simple, ya que N/N' serfa submédulo no trivial de M/N’.
Por lo tanto, N C N + N’ C M,y como M/N es simple, se sigue que N + N’ = M.
Entonces, por el tercer teorema de isomorffa para médulos, M/N = (N + N')/N =
N'/(N N N'). La otra isomorfia se obtiene intercambiando N por N’. O
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Teorema 2.2.13 (Teorema de Jordan-Holder). Sea M un mdédulo no nulo de longitud
finita sobre el anillo conmutativo R. Entonces, cualquier par de series de composicion de
M son equivalentes.

Demostracion. Como M # 0, tenemos n := ¢(M) > 1. Probemoslo por induccién en n.
El caso base n = 1 es trivial, asi que suponemos n > 1 y que el resultado es cierto
para valores menores que n.
Sean

O:MongggMnflgMn:Ma

0=MyC M{C---C M, , M, =M,

-
dos series de composicion de M. El paso inductivo se divide en dos casos:

Caso 1: Si M,y = M!

!, entonces M, /M, 1 = M) /M _, y las cadenas

0=MyC M, G- G My,

onggM{C---gM/

= n—1»

son series de composicién de M,,_; = M],_,. Como ¢(M,,_1) = n—1, aplicamos la hipdtesis
de induccion y el resultado sigue directamente.

Caso 2: Si M,,_1 # M),_,, definimos N = M,,_y N M]_,. Por el Lema [2.2.12}
Mn/Mn—l = 7/L71/N7
My /My _y = My1/N,

por lo que estos cuatro médulos son simples. Si N = 0 (lo que implica que M,_; y M/ _,
son simples y n = 2), la conclusién deseada se obtiene inmediatamente. Supongamos
entonces que N # 0.

En este caso, 0 C N C M,,_1 C M, es una cadena estricta de submoédulos de M = M,,,
y ademés, tanto M, /M, 1 como M, _1/N son médulos simples.

Ahora, por el apartado 3 del Teorema [2.2.5] la cadena anterior puede extenderse
insertando términos adicionales hasta formar una serie de composicion para M; dado que
una serie de composicién para M tiene longitud n, se sigue que ¢(N) =n — 2.

En particular, obtenemos una serie de composicion

0=NCNC---CN, 3TN, o=N.
Los argumentos anteriores implican que las siguientes dos series de composicién para M

NOg"'ganQQMnflgMn

Y

NoC--C Ny 2 &M, | CM,,

=

son equivalentes.
Pero ahora podemos aplicar la hipdtesis de induccién a estas dos series de composicion
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Mog"'gMn72gMnfl
NOQ"'gNn—ZgMn—la

lo que demuestra la equivalencia de las siguientes series de composicion:
Ml)g gMn—Q gMn—l ng

NOQ"'QNn—QgMn—lgan

NoC--CNyo &M, , CM,,

-

y, de manera analoga, la ultima cadena es equivalente a
MyC MG G M, G M, M,

lo que completa el paso inductivo. O

Teorema 2.2.14. Sea M un R—moddulo finitamente generado y sea
0=MyC M G- C M1 & My,

una serie de composiciéon de M. Entonces existen py, ..., p, ideales maximales de R posi-
blemente repetidos tales que M;/M; 1 = R/p; para todo i € {1,...,n}.

Demostracion. Para cada ¢, llamemos M = M; y N = M,_; por simplicidad. Como la
cadena del enunciado es una serie de composicién, tenemos que M/N es un R—modulo

simple. Veamos que
pi=(N:M)={a€R|aM C N},

llamado ideal cociente de N por M. Para empezar, veamos que este es un ideal. Es claro
que 0 € p;, yaque OM =0 C N. Sean a,b € p;, entonces Vm € M se cumple que am € N
y bm € N, por lo tanto (a +b)m € N y a+ b € p;. Ahora, sean a € p;,r € R, tenemos
que a-m € N,Vm € M, por lo tantor-a-m € N, Vm € M ya que N es un submédulo
de Ry concluimos que r - a € p;. Por lo tanto, p; es un ideal. 1 ¢ p; porque M Z N, asi
que p; es un ideal propio de R. Veamos que p; es maximal. Consideremos la aplicacion:

¢:R/p;x M/N — M/N
(@,m) — a-m
Si@a=0b= a—b¢c p yentonces Ym € M, (a —b)m = (a —b)m = 0. Finalmente,
@m = bm y ¢ estd bien definida y dota a M/N de estructura de R/p;—médulo con la
aplicacién ¢. En este caso, los submddulos de M/N como R-médulo coinciden con los
submddulos de M /N como R/p;-mddulo.
Sea m € M con m # 0, consideremos la aplicacién:
Y:R/pp — MJ/N

a +— a-m
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Veamos que 1 es un isomorfismo de R/p;-mddulos. Notemos que, como M /N es simple,
entonces < m >= M/N. Por este motivo, ¢ es sobreyectiva.

Veamos que 1 es inyectiva. Para ello, veamos que ker(¢)) = 0. Sean @ € R/p;, m €
M/N.Sia-m = 0, entonces a-m € N. Ahora, como M es un R—méduloy < m >= M/N,
Yu € M,3r € Rconu =7 -m. Por lo tanto, @ - % = arm = 0. Por lo tanto, a-u € N y
a € p;, y entonces @ = 0 y ker(¢)) = 0 y 19 es inyectiva.

Concluimos que 1 es un isomorfismo y queda demostrado que R/p; = M/N. La

segunda afirmacion es clara, ya que M /N es simple, por lo que R/p; es simple, pero como
los submddulos de un anillo son los ideales, tenemos que los tnicos ideales de R/p; son el
0 y el total, por lo tanto R/p; es un cuerpo. Concluimos que p; es un ideal maximal para
todo i € {1,...,n}. O

A continuacion, veamos algunas propiedades sobre la longitud, en concreto, sobre su
aditividad.

Definicién 2.2.15. Sea R un anillo y My, Ms, ..., M, 1 Mddulos sobre R. Sean ¢; :
M; — M;; homomorfismos de R-moddulos, decimos que la sucesién

My 25 My 25 M- M, 25 M,y

es exacta si Im(y;) = ker(p;11) para cadai € {1,...,n — 1}.

Observacion 2.2.16. Sean M, M’ M" tres moédulos sobre R. Observamos que existen
homomorfismos tnicos de R-mddulos desde el médulo cero 0 hacia cualquier R-moédulo
M,y desde M hacia 0. Asi, la sucesién

ML M =0
es exacta si y solo si ¢ es sobreyectiva, y la sucesion
0— M % M

es exacta si y solo si ¢ es inyectiva.
Ademas, la sucesion

0— M5 M5 M -0
es exacta si y solo si ¢ es sobreyectiva, 1 es inyectiva y Im(t)) = ker(yp).

A esta sucesién exacta de R—moddulos se le llama sucesidn ezxacta corta.

Proposiciéon 2.2.17. Sean N y P dos submddulos de un moédulo M, con P C N. Sea
¢ : M — N un homomorfismo de médulos. Entonces existen homomorfismos naturales

de M/P sobre M/N y de N/P en M/P. Ademés, la siguiente sucesién

0— N/P— M/P— M/N —0
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es exacta.

Demostracion. El homomorfismo natural 7= : M/P — M/N es el epimorfismo candnico.
El homomorfismo natural ¢ : N/P — M/P es la inclusién canoénica. Ahora, claramente
tenemos que Im(i) = N/P. Ademads, sabemos que i es inyectiva y 7 es sobreyectiva por
definicién. Ahora,

(M/P)/Im(i) = (M/P)/(N/P) = M/N,

por el segundo teorema de isomorfia. Por lo tanto, la sucesion es exacta, por la Observacion
2.2.10 O

Proposiciéon 2.2.18. Sea 0 — V’ YV A V" 5 0 una sucesién exacta de espacios
vectoriales de dimensién finita sobre un cuerpo k. Entonces, se cumple que:

dimV = dim V' +dimV".

Demostracion. Dado que la sucesién es exacta, se tiene que Im(v)) = ker(y).Por la ob-
servacién anterior, sabemos que 1 es inyectiva, y se sigue que dim(V’) = dim(Im(v)).
Ademas, por la propiedad de las dimensiones en espacios vectoriales, se cumple que:

dim(V) = dim(ker(9)) + dim(Tm ().
Sustituyendo ker(¢) = Im(v) y usando que ¢ es sobreyectiva, obtenemos:
dim(V) = dim(V") + dim(V").
[

El objetivo del siguiente lema es ver que la funciéon de longitud de un R—moédulo M
tiene estructura aditiva.

Lema 2.2.19. Sean M', M y M" tres R—mddulos. Sea
0O—M —M-—M'—20

una sucesion exacta de R—médulos. Entonces ¢(M) = ¢(M') + ¢(M"). En particular, si
dos de los R—moddulos tienen longitud finita, entonces el tercero también la tiene.
Mas generalmente, sean M; R—modulos con i € {1,...,t}, y sea

00— M — My — -+ — My — 0
una sucesion exacta, entonces
. A
Zizo(_lyg(Mi) =0.
Demostracion. Llamemos ¢; a la aplicaciéon que va de M; a M; ;. Como

0O — M — My — -+ — My — 0



2.2 Series de composicién para moédulos 26

es una sucesién exacta, tenemos que Im(p;) = ker(¢;41) para todo i € {0,...,t — 1}.
Como ¢ es un homomorfismo de R—moddulos, entonces

((M;) = L(ker (i) + £(Im(ps)) = £(ker () + £(ker(pita)),

para todo i € {1,...,t — 1}. Por lo tanto,

t t—1

> (1) eM) = (=1)(M;) + (—1) (M)

=0

= (—1)" [E(ker(p:)) + C(ker(pi1))] + (—1)"0(M;)

= ((ker(po)) + (=1)" " (ker(gr)) + (=1)"0(My) = 0,

teniendo en cuenta que ker(¢g) = 0, y ker(p;) = M,.
El caso de una sucesion exacta corta es un caso particular de la general. ]
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2.3. Longitud en grupos abelianos finitos

En esta subseccion, trataremos un caso particular de estructura como es la de grupo
abeliano finito. Es importante darse cuenta de que podemos usar cualquier resultado de las
dos subsecciones anteriores, independientemente de que sean para grupos o para modulos,
ya que los Z-mddulos son precisamente los grupos abelianos finitos. Como es logico, todos
los grupos considerados en esta seccién son abelianos.

Hay ciertos grupos para los que calcular su longitud puede ser tedioso y tener cierta
dificultad. Para esto, existe un teorema que afirma que todo grupo en un dominio de
ideales principales se puede descomponer en suma directa (o producto cartesiano) de
grupos ciclicos con ciertas condiciones, y ademads, esta descomposicién es Unica salvo
reordenacién de los términos de la descomposicién.

De esta forma, la longitud del grupo G puede ser calculada como la suma de las
longitudes de los grupos en los que descompone, lo que puede facilitar la tarea bastante.
Antes de ver este teorema, veamos que la longitud de un grupo y la de su descomposicion
en suma directa de grupos ciclicos de orden potencia de primo coincide.

Observacién 2.3.1. Si GG es abeliano, cualquier cadena de subgrupos estrictamente cre-
ciente cumple la hipotesis de normalidad.

Lema 2.3.2. Sean A, B dos grupos no nulos, entonces
((A® B) =((A) + {(B).
Demostracion. Podemos construir la sucesion exacta:
0—A—A®B—B—0

Sea a € Ay b€ B, la sucesién exacta consiste en llevar a — (a,0) y (a,b) — b. De esta
forma, por el Lema [2.2.19, queda demostrado. En el caso de que ¢(A) = 0o 0 {(B) = o0
el resultado es claro. O

Lema 2.3.3. Sea p un primo y n € N. Sea Cp» un grupo ciclico de orden p". Entonces:
(Cpn) = n.
Demostracion. Observamos que la siguiente cadena de subgrupos normales
0C () S @) S Cp) S (1) = Cp,

es una serie de composicion, ya que los factores de composicién para cadai € {1,...,n—1}
son

/(™) = G,
y C, es simple por ser de orden p primo. Por lo tanto, /(Cyn) = n. ]
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Teorema 2.3.4. Sea GG un grupo abeliano finito y no nulo. Entonces G es isomorfo a una
suma directa de grupos ciclicos de orden potencia de primo. Es decir,

GEL/pWLSL/py LS - & L[p/ L,

donde p; son primos no necesariamente distintos, y r; > 1.
Supongamos que existen dos descomposiciones en suma directa de grupos ciclicos de
orden potencia de primo:

(i)

n w(t) m
G=@P | Prwz| v ¢=P|Pzlaiz],
i=1 \ j=1 i=1 \ j=1
donde:
= Dy, Pu Y Q1 - - - @ SON primos distintos,

» Para cada 1, se tiene u; <t < -+ < Uy Y Vi < Uiz < -0 < V(i)
w w(i),y(i) € Ny wj,v; € N

Entonces:
1. Se tiene n = m y, tras reordenar si es necesario, p; = ¢; para todo 1.

2. Para cada i € {1,...,n}, se cumple w(i) = y(i) y u;; = v;; para todo j €

{1,...,w(i)}.

En particular, la descomposicién de G como suma directa de grupos ciclicos de orden
potencia de primo estd determinada de forma tnica, salvo reordenacion de los términos.

Demostracion. Para una demostracion detallada, véase el Teorema 10.35 en el libro Steps
in Commutative Algebra de Rodney Y. Sharp. [4, p.205]. m

Haciendo uso de estos resultados, todo grupo abeliano finito no nulo G, se puede

calcular la longitud de G de forma mas cémoda. Sea GG un grupo, podemos descomponerlo
de acuerdo al Teorema de la siguiente forma:

G=Z/pV LD LIpPL® - D L/pr 7.

donde p; son primos y r; € N. Podemos entonces calcular £(G) haciendo uso de los Lemas
233y 2233 como

UG) = UZ/PPT) + ULJPRT) + - - + UZ/pFL) =) s

=1
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3. Propiedades locales de curvas

3.1. Preliminares

En esta seccién trabajaremos con un cuerpo algebraicamente cerrado k. Denotamos
por A™(k) o por A™ el k—espacio afin de dimensién n definido por el producto cartesiano
de n copias de k.

Definicién 3.1.1. Sea S un conjunto de polinomios de k[X7, Xs, ..., X,]. Definimos
V(S) ={P € A"(k) | F(P) =0VF € S} como el conjunto de ceros de el conjunto de
polinomios S.

Ejemplo 3.1.2. Sea k = R. El conjunto de ceros de Y2 — X?(X + 1) € R[X, Y] viene
dado por la siguiente curva.

V(Y2 — X3(X +1)) C A?

Definicién 3.1.3. Sea X C A™ un conjunto no vacio. Definimos el ideal de X como el
ideal de todos los polinomios que se anulan en todo punto de X y lo denotamos por Z(X).
Es decir, Z(X) = {F € k[Xy,..., X)) | F(a1,...,a,) =0 VY(ay,...,a,) € X}.

Definicién 3.1.4. Sea f € k[ X3, Xs, ..., X,] un polinomio. Decimos que f es una forma
algebraica de grado d si todos sus monomios tienen grado d, y lo denotamos como Fjy.

Ahora, enunciamos un lema que nos serd 1til para demostrar algunos resultados del
capitulo siguiente.

Lema 3.1.5. Sea [ un ideal en k[X1,...,X,]. Entonces, V(I) es un conjunto finito si y
solo si k[X1,..., X,]/I es un espacio vectorial de dimensién finita sobre k. En este caso,
el nimero de puntos en V(I) es a lo sumo dimg (k[ X7, ..., X,]/I).

Demostracion. La demostracion se puede encontrar en el Corolario 4 en Algebraic Curves:
An Introduction to Algebraic Geometry. |2, p.11]. O
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Ahora, es necesario introducir una de las definiciones que més se van a utilizar a partir
de ahora, la nocién de localizacion. Esta nocion es la base de la geometria algebraica y es
la que nos permite estudiar las propiedades locales de una curva en un punto concreto.
Ademas, una de las ventajas de la nocion de localizacion es que permite convertir a todos
los elementos del anillo que sean distintos de cero en unidades.

Definicién 3.1.6. Sea R un anillo y P un ideal primo de R. Sea S = R\ P un conjunto
multiplicativamente cerrado, es decir, dados a,b € S se cumple:

m 1S,
ma-be S,

Al anillo de fracciones con numeradores en R y denominadores en S, o formalmente S™'R
lo llamamos el anillo R localizado en P. Este anillo se denota Rp.

Observacion 3.1.7. Esta definicién es valida para ideales I que no son primos. Ademas,
si P es un ideal primo, S = R\ P es siempre un conjunto multiplicativamente cerrado, por
definicién de ideal primo.

Cuando hablemos del “anillo R localizado en el punto P = (p1,p2)”, nos referiremos
al anillo localizado en el ideal I = (X —p;,Y — p2), esto es, al anillo R;. Observamos que
este ideal siempre es primo.

Ejemplo 3.1.8. Algunos ejemplos de esta nocién son:

» Si R=7Zy P = (0) el ideal generado por el 0, entonces Rp = Frac(Z), es decir, el
anillo Z) es el cuerpo de fracciones de Z, que precisamente es Q.

» Si localizamos k[X, Y] en un punto P, obtenemos las fracciones formadas por poli-
nomios de k[X, Y] cuyo denominador no se anula en P. Esto nos permite estudiar
comodamente las propiedades de curvas alrededor de un punto P.

3.2. El anillo Op(V)

Definicién 3.2.1. Sea V' C A" una variedad afin no nula. Se define el anillo I'(V') =
k[X1, X, ..., X,|/Z(V) lamado el anillo de coordenadas de V.

Este anillo es un dominio de integridad, ya que como V' es una variedad afin, Z(V') es
un ideal primo de k[ X7, Xo, ..., X,,]. Ahora, podemos construir el cuerpo de fracciones de
['(V), denotado por k(V'). Un elemento de k(1) es una funcién racional en V.

Definicién 3.2.2. Sea V' C A" una variedad afin no nula, I'(V') su anillo coordinado,
k(V') el cuerpo de fracciones de I'(V) y f € k(V') una funcién racional de k(V'). Decimos
que f estd definido en un punto P € A" si f = g/h con h(P) # 0 para algun g,h € T'(V).
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Observamos que hay muchas formas de escribir f como un cociente de dos polinomios
en I'(V). f estd definido en P si podemos representar f como un cociente de dos polinomios
en el que el denominador no se anule en P.

Ejemplo 3.2.3. Sea V = V(XW —YZ) C A*(k). Entonces el anillo de coordenadas de
Ves
T(V) = k[X,Y, Z,W]/(XW — Y Z).

Sean X,Y,Z W las clases de equivalencia de X,Y,Z, W en I'(V). Luego, X/Y =
Z /W = f € k(V) esta definida en el punto P = (z,y,z,w) € V siy #0 o w # 0.

Definicién 3.2.4. Sea V' C A" una variedad afin no nula, P € V un punto. Definimos
Op(V) como el anillo de funciones racionales de V' que estan definidas en el punto P.

Es facil verificar que Op(V') es un subanillo de k(V') que contiene a I'(V'). Es decir,
ECT(V)COp(V)CEk(V).
Al anillo Op(V') se le llama anillo local de V' en P.

Lema 3.2.5. Las siguientes condiciones sobre un anillo R son equivalentes:

1. El conjunto de no unidades en R forma un ideal.

2. R tiene un unico ideal maximal que contiene todos los ideales propios de R.

Demostracion. Sea m el conjunto de las no unidades de R. Sea I C R un ideal propio de
R. Entonces I C m porque si no fuese asi, en I habria una unidad, y por lo tanto I = R,
contradiciendo que [ es un ideal propio. Por este mismo motivo, es claro que m es un ideal
maximal. El lema es una consecuencia directa de esto. O

Definicién 3.2.6. Sea R un anillo. Se dice que R es un anillo local si satisface alguna de
las dos condiciones del Lema [3.2.5

Proposicién 3.2.7. Op(V) es un anillo local cuyo tinico maximal es
mp(V)={f € Op(V)| f(P) =0} = {no unidades de Op(V)}.

Demostracion. Por el Lema [3.2.16, basta ver que mp(V') es un ideal de Op(V'). Sea un
polinomio f € Op(V) y g € mp(V), entonces

g(P)=0 <= fg(P)=f(P)g(P)=0 <= fgemp(V).

Proposicién 3.2.8. Op(V) es un dominio noetheriano local.
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Demostracion. Debemos mostrar que cualquier ideal I de Op(V) esté generado de forma
finita. Veamos que T'(V') es noetheriano. Sabemos que hay una correspondencia natu-
ral entre los ideales I de k[Xi, Xo,...,X,] v los ideales J de k[Xy, Xs,..., X,]/I que
contienen a I.

Como k[X1, Xs,...,X,] es noetheriano, podemos tomar un conjunto de generadores
de I, {f1, fa, ..., fr}. Entonces {7(f1),7(f2),...,7(f-)} es un conjunto que genera 7(I)
donde 7 es el homomorfismo natural entre Ry R/I.

Dado que I'(V') es Noetheriano, elegimos generadores gy, ..., g, para el ideal I NT'(V)

de T'(V). Afirmamos que gy, ..., g, generan I como un ideal en Op (V). Esto es porque si
g€ I COp(V),existeun b € T'(V) con b(P) # 0y bg € T'(V); luego, bg € T'(V) N I, por
lo que bg = > a;g;, con a; € I'(V); por lo tanto, g = > | (%) ;. ]

Notacién: Sea S un anillo, R C S un subanillo de S, I C R un ideal de R. Denotamos
por 1S el ideal generado por I en S.

Proposicién 3.2.9. Sea [ unideal en k[ X7, ..., X,]| que cumple que V(I) = {Py,..., Py}
es finito. Sea Op,(A") el anillo local en cada punto P;. Entonces existe un isomorfismo
natural de

N
KXy, X,/ T = [ Or /IO,
=1

Demostracion. La demostracion se puede encontrar en la Proposicion 6 del libro Algebraic
Curves: An Introduction to Algebraic Geometry. |2, p.27] n

Corolario 3.2.10. dimy, (k[Xy, ..., X,]/I) = I, dimy (Op,/IOp,).

Corolario 3.2.11. Si V(I) = {P}, entonces
k[X1,...,X,]/I ~Op(A™)/IOp(A").

A partir de ahora, todos los resultados se enunciaran para el punto P = (0,0) por
simplicidad, aunque son vélidos para cualquier otro punto P = (a,b). Esto se hace sin
pérdida de generalidad, ya que mediante un cambio de coordenadas afin, se puede trasladar
la situacién del punto (a, b) al (0,0) y viceversa. Ahora, demostremos algunos resultados
que nos seran utiles mas adelante.

Proposicién 3.2.12. Sea P = (0,...,0) € A", O = Op(A") y m = mp(A"). Sea [ =
(X1,...,Xn) C k[X1,...,X,] el ideal generado por X3, ..., X,,. Entonces se cumple que
IO =m, y por lo tanto, I"O = m" para todo r.

Demostracion. Para empezar, observamos que Z(P) = I. Esto es porque P = (0, ...,0)
yI=(Xi—p1,...,X, —pn). La prueba se resume en una linea:
p=lempeoll—0sf(P)=0sfel(P)=Ts¢="LclOp
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A continuacién, se presentaran tres resultados extraidos del libro Steps in Commutative
Algebra de R.Y.Sharp, |4, p.81, p.91], que utilizaremos en la demostracién del teorema
5.2. 10

Lema 3.2.13. Sea R un anillo y .S un subconjunto multiplicativamente cerrado. La rela-
cién en R x S dada por

(a,s) ~ (b,t) si existe u € S con u(at — bs) = 0,

es una relacion de equivalencia.

Lema 3.2.14. Sea ¢ : R — S™'R el homomorfismo que lleva a en a/1. Sea I un ideal

de R, entonces los elementos de I(S™'R) son aquellas fracciones ¢ tales que existe un

representante %’ de la clase de equivalencia con b € I.

Demostracion. Sean a € R,s € S tales que ¢ € I(S™'R). Entonces podemos expresar
a = C, T
LT

conc €I, r; € R t; € Sparaie€ {l,...,n}. Escribiendo la suma del segundo miembro
con comin denominador, sea T; =[], ;t; v T' = [[;_, t;. Entonces:

n
o« _ YLl _C

s T T
con ¢; € I y por tanto C € 1. m

Proposicién 3.2.15 (Propiedad universal de los anillos de fracciones.). Sea S un sub-
conjunto multiplicativamente cerrado de un anillo R. Sea f : R — S™!R el homomorfismo
natural de anillos. Sea R’ otro anillo, y sea g : R — R’ un homomorfismo de anillos en el
que si s € S, g(s) es una unidad en R'. Entonces hay un tinico homomorfismo de anillos
h:S 'R — R’ tal que ho f = g. De hecho, se cumple

a

h (-) = g(a)- (g(s))"Y, VacR, Vs

S

Demostracion. Para empezar, veamos que la aplicacion h estd bien definida. Sean a,a’ € R
y 5,8 € S tales que a/s = d’/s’ en ST'R. Entonces, por el Lema |3.2.13| 3t € S tal que
t(as’ — a’s) = 0. Aplicando el homomorfismo ¢ a esa igualdad obtenemos:

9(t)(g(a)g(s) — g(a')g(s)) = g(0) = 0.

Por hipétesis, g(s), g(s') y g(t) son unidades en R’. Dividiendo la expresién anterior por
g(t), g(s) y g(s'), obtenemos lo siguiente:
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Ahora, hace falta una simple comprobacién para ver que h es un homomorfismo de
anillos, teniendo en cuenta que dos fracciones de S™'R se pueden representar con un
denominador comiin. Observamos también que ho f = g, ya que (ho f)(a) = h({) =

g(a)(g(1)™" = g(a).

Por ultimo, debemos ver que h es el inico homomorfismo que cumple las propiedades
descritas. Supongamos que existe otro homomorfismo A’ : S™'R — R que cumple ho f = g.
Entonces, Va € R tenemos h/({) = (h/ o f)(a) = g(a). En particular, para s € S, tenemos
h'(]) = g(s) que es una unidad en R, y por lo tanto h’(%) = (g(s))™!, ya que

B (é) g(s) =1 (%) B (;) =K G : ;) = W (lg-1) = Lg.

Se sigue que, Va € R, Vs € S,

v (&)= (3 2) =w (3w (3) = st ),

y por lo tanto A’ = h como aplicaciones. O

Teorema 3.2.16. Sea V una variedad en A", [ = Z(V) C k[Xy,...,X,], P € V, y sea
J un ideal de k[X7, ..., X,] que contiene a I. Sea J' la imagen de J en I'(V'). Entonces,
existe un homomorfismo natural

0 : Op(A™)/JOp(A™) — Op(V)/J' Op(V),
y ¢ es un isomorfismo. En particular, se tiene que
Op(A™)/IO0p(A™) = Op(V).

Demostracion. Para demostrar esta proposicion, construyamos un diagrama con varias
aplicaciones.

‘ ¢
(A")

Analicemos cada aplicacién por separado. Empecemos por la primera fila. Conside-

Op

remos un polinomio g € K[X]. La primera aplicacién, es simplemente tomar clases en
['(V), es decir, g — g. La siguiente es llevar g — % € Op(V) y la imagen de ese elemento
por la tltima aplicacién es £+ J" € Op(V)/J'Op(V). La aplicacién que parte de K[X] a
Op(A") lleva g a ¢. Ademds, g(P) # 0 <= g(P) # 0, es decir, g(P) # 0 si y sélo si g
es una unidad en Op(V) .
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Ahora, vayamos con las aplicaciones cuyo conjunto de partida es Op(A™). La que llega
a Op(V) no es mas que llevar 5 — %, que esta bien definida de nuevo por la propiedad
universal de los anillos de fracciones (Proposicién [3.2.15)).

Por ultimo, ¢ es la composicién de la anterior y de la tltima de la primera fila, en la
que § — % + J'Op(V).

Claramente, ¢ es sobreyectiva, ya que es composicién de dos aplicaciones que son
sobreyectivas. Ahora veamos que ker(¢) = JOp(A™).

Sea § € ker (¢) = % € J'Op(V). Por el Lema|3.2.14, 3u € J/I y h con h(P) # 0, es
decir, una unidad en Op(V'), tales que

REKIORI0
Por lo tanto, por el Lema[3.2.13| 3r € Op(V) con r(P) # 0 tal que

r(fh —gu) € I CJ,

es decir,
rfh —rgu € J.

Tenemos que rfhe Jyrgue Jyue J+1=J. Como J no es necesariamente un ideal
primo, aunque rfh € J, f no tiene porqué estar en J. Sin embargo,
_rfh 1

— A").
1 rhg € JOp(A")

Q |~

Por lo tanto, ker(¢) = JOp(A™
el resultado. []

~—

y por el primer teorema de isomorfia, queda demostrado

El teorema anterior es muy util. Este resultado afirma que, en el caso de un punto
P €V, es equivalente localizar en P y posteriormente cocientar, a cocientar y posterior-
mente localizar en P. Es decir, que localizar y cocientar conmutan como aplicaciones. Mas
adelante, cuando definamos el “ntimero de interseccién” haremos uso de este teorema.
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4. El nimero de interseccion

En esta seccion, estudiaremos el niimero de interseccion de dos curvas 'y G definidas
por los polinomios homoénimos. Nos referiremos indistintamente al concepto central de
esta secciébn como “nimero de interseccion de F'y G en el punto P”, o “multiplicidad
de interseccién de F'y G en el punto P” y lo denotaremos por I(P, F' N G). De nuevo,
consideraremos un cuerpo algebraicamente cerrado, k.

4.1. La multiplicidad de interseccién en kX, Y]

En esta subseccion nos centraremos en estudiar las propiedades locales de curvas pla-

nas, en concreto, el “nimero de interseccién” de dos curvas, haciendo uso de propiedades
del anillo local de k[X, Y] localizado en P = (0,0).

Definicién 4.1.1. Sean F,G € k[X,Y] dos polinomios no constantes. Decimos que son
equivalentes si F' = A\G para algin A € k\{0}.

Definicién 4.1.2. Sea F' € k[X, Y] un polinomio no nulo. Definimos una curva plana afin
como la clase de equivalencia de F' bajo la relacién de equivalencia F' ~ G <= F = \G
para algin \ € k.

De forma mas practica, obviaremos esta clase de equivalencia y nos referiremos a una
curva plana afin como, por ejemplo, ”la curva plana Y3 — X2 o la curva plana Y3 — X2 = 0
siendo, en este caso, por ejemplo, 2(Y? — X?) equivalente a la curva original.

Definicién 4.1.3. Sea F' € k[X, Y| un polinomio. Si F' = [ F* donde F; son los factores
irreducibles de F'. Decimos que F; son los componentes de F'y e; la multiplicidad de F;.
F; es un componente simple si e; = 1, doble si e; = 2, etc...

Notacién: Escribiremos I'(F'), k(F) y Op(F') enlugar de T'(V(F)), k(V(F)) y Op(V(F)).

Definicién 4.1.4. Sea F' = F,,, + F,,;1 + -+ F, € k[X, Y] un polinomio descompuesto
en sumas de formas de grado m,m + 1,...,n respectivamente. Definimos mp(F') = m la
multiplicidad de F' en P = (0, 0).

Ejemplo 4.1.5. El polinomio F = 5z + 3zy + 2xy? + 3y + 222y define una curva en
k[X,Y]. La multiplicidad de el polinomio F' en el punto P = (0,0) es el grado de la forma
algebraica de menor grado de F, es decir, el grado de 5x. Por lo tanto, mp(F) = 1.

Observacién 4.1.6. En P = (0,0), las rectas tangentes a F' en P son los componentes
irreducibles de la forma de menor grado de F'. Esto es porque la recta tangente a una curva
F en un punto P = (a,b) esta dada por la ecuacién implicita Fx (X —a)+ Fy(Y —b) = 0.
Si el punto P es el (0,0) esto es claro. Como F' € k[X,Y], entonces la forma de menor
grado de F', F,, € k[X,Y] y por lo tanto F,,, = [[ L;" donde L, son componentes de grado
1 distintos. A estos componentes se les llama direcciones tangentes a F' en P = (0,0).
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Notemos que un punto P es simple si y sélo si mp(F') = 1, doble si mp(F) =2 y asi
sucesivamente.

Es claro que, si F' =[] F;", entonces mp(F) = > e;mp(F;).

Para extender esta definicién a un punto cualquiera P = (a,b) basta con aplicar un
cambio de coordenadas correspondiente a la traslacién que lleva el punto P = (a,b) al
punto P’ = (0,0).

Ahora, nuestro objetivo es encontrar la multiplicidad de F' en P = (0,0) en términos
del anillo local Op(F'). A partir de ahora, consideraremos que F' es un polinomio irredu-

cible, ya que en otro caso, V(F') no serfa una variedad afin. Sea G € k[X, Y] denotaremos
como g a la clase de equivalencia de G en I'(F') = k[X,Y]/(F) = k[ X, Y]/Z(V(F)).

Observacion 4.1.7. Observamos que, sea P = (a,b) # (0,0) y L1, Ly dos rectas que
pasan por P, se puede construir una aplicacién afin 7' : A™ — A" en la que T'(P) = (0,0),
T(Ly) = X,T(Ly) =Y. Simplemente basta con aplicar una traslacién para llevar el punto
(a,b) al (0,0) y posteriormente hacer un cambio de base a la base definida por un par de
vectores directores de las rectas L y Ls, respectivamente.

Proposicién 4.1.8. Sea I = (X,Y) C k[X,Y] el ideal del punto P = (0,0). Entonces,

n(n+1)'

dimy (KX, Y]/I") = 1424 = =

Demostracion. Sabemos que I™ estd generado por {fifa... fn | fi € I}, por lo tanto, en
I™ estan todos los polinomios formados por sumas de formas algebraicas de grado mayor
o igual que n. Por lo tanto, en k[X,Y]/I™ estan todos los polinomios que estan formados
por formas algebraicas de grado menor n. Ahora, observamos que, fijado un grado d, hay
d + 1 formas algebraicas de grado d. Como los grados llegan hasta n — 1, sumando el
numero de formas, tenemos que el numero de formas algebraicas de grado menor que n

es:
n(n+1)

2
Debemos probar ahora que {X*Y" | s +¢ < n} es una base para k[X,Y]/I", es decir, que
es parte libre y sistema de generadores. Veamos que es parte libre. Sea la siguiente una
combinacion lineal

1+2+-+n=

n—1
> au XY =0,
s+t=0
entonces, es claro que, igualando coeficientes, o, = 0 para todo 0 < s +1¢ < n. Ademas,
sea f € k[X,Y]/I" entonces f tiene un representante de grado menor que n. f = Fy +
Fy+---+ F,, donde m <n —1,. Es trivial que, con combinaciones lineales de elementos
de {X*Y"| s+t < n} podemos construir f. O
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Teorema 4.1.9. Sea F' € k[X,Y] un polinomio irreducible que define una curva y P un
punto de la misma. Entonces, para todo n suficientemente grande,

mp(F) = dimy(mp(F)" /mp(F)"1).
En particular, la multiplicidad de ' en P depende solo del anillo local Op(F).

Demostracion. Escribimos O, m y m" para Op(F), mp(F') y mp(F)", respectivamente.
Por la Proposicion [2.2.17], tenemos la sucesion exacta

0 — m"/m"" — O/m"" — O/m" — 0

Por lo tanto, por la Proposicién [2.2.18] tenemos que dimg(O/m™) = dimy(O/m"*1) —
dimy(m”/m"™™1), y entonces basta con demostrar que dimg(O/m") = nmp(F) + s para
alguna constante s, y para todo n > mp(F'). Por la Observacién [4.1.7, podemos suponer
que P = (0,0), asf que m" = I"O, donde I = (X,Y) C k[X,Y] Por la Proposicién [3.2.12
Como V(I", F) = {P}, entonces

(KX, Y]/ (F)/I" = kX, Y]/(I", F) = Op(A%)/(I", F)Op(A?),
por el Corolario |3.2.11} Ahora, como I"™ C I, por la Proposicién [3.2.16| tenemos que

Op(A*)/(I", F)Op(A?) =2 Op(F)/I"Op(F) = O/m".

Por lo tanto, el problema se reduce a calcular la dimensién de k[X,Y]/(I™, F'). Sea
m = mp(F). Existe un homomorfismo de anillos natural : k[ X, Y]/I" — k[X,Y]/(I", F),
que consiste en tomar clases en el anillo de llegada, y una aplicacién lineal sobre k,
Y o K[X,Y]/I"™ — K[X,Y]/I" definido por (G) = FG. Observamos que F € I™
porque m es la multiplicidad de F' en P. Si el grado del monomio de menor grado de G
es mayor que n—m, es decir, G € ["™™ <= FG € I", por lo que esta ultima aplicacion
1 esta bien definida. Veamos que la siguiente sucesion es exacta.

0 — k[X, Y]/ ™ -2 kX, Y]/I" -5 kX, Y]/(I", F) — 0

Para empezar, 1 es una aplicacién inyectiva, ya que, sea G € ker(v)), si ¢¥(G) = FG = 0,
entonces FG € I y por lo mencionado antes, G € I"™™ y por lo tanto G = 0. Concluimos
que ker(¢)) = 0y ¢ es inyectiva.

Ahora, como v es la inclusién, es sobreyectiva claramente. Para concluir que la sucesion
es exacta, debemos ver que Im(v)) = ker(y).

= Im(¢) C ker(y):
Sea T € Im(y)) = T = FG. Ahora, FG € I" y se concluye que p(FG) = F
kE[X,Y]/(I", F). Por lo tanto, T' € ker(y).

=0¢c

@
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» ker(p) C Im(v):
Sea T € ker(¢) = ¢(T) € (I",F) = I" + (F). por lo tanto, ¢(T) = f + F - A con
fel"y Aek[X,Y]. PerocomoT € k[X,Y]/I", T = FG con G € k[X,Y]/I"™.
Como F € I"™ | tenemos que T' € Im(v)).

Concluimos que la sucesion es exacta.
Aplicando la Proposicion [4.1.8] v la Proposicién [2.2.18] tenemos que:

dimy, (k[ X, Y]/(I", F)) = dimy(k[X, Y]/T"™™) + dimy (k[ X, Y]/I")
m(m — 1)

:nm—T:nm—i—s,

para todo n > m, donde s es una constante, como queriamos ver. O

Corolario 4.1.10. Sea Op(F) el anillo local de un polinomio irreducible F' € k[X, Y] en
un punto P. Sea mp(F) el ideal maximal de Op(F). Entonces, si 0 < n < mp(F), se
tiene que

dim(m"/m") = n + 1.

Demostracion. Denotamos como m = mp(F'). Observamos que, por el Lema [3.2.12] el
ideal m" = (X, V)" y m"™ = (X, Y)"1. Ahora, tenemos la sucesién exacta de la demos-
tracién del Teorema [L.1.9

0 — m"/m"* — O/m" — O/m" — 0

tenemos que dimy(m”/m"™!) = dimg(O/m") — dim(O/m"" ). Por el razonamiento de
la demostracién del Teorema [4.1.9] basta con calcular dim(k[X,Y]/(I", F)). Como m es
la multiplicidad de F' en P, F € I™ y como n < m, entonces F' € [" y por lo tanto
(I",F) = 1" ya que (F) C I". Tenemos entonces la siguiente igualdad

n(n+1)

dim(k[X, Y]/(I", F)) = dim(k[X, Y]/I") = ———,

por la Proposicién 4.1.8, Por lo tanto,

i (" ) = n(n2+ 1) (n+1)2(n+2) il

]

Sean F' v G dos curvas planas y P € A% un punto. Queremos definir el niimero de
intersecciéon de F'y G en P, que denotaremos por (P, FF'NG). Dado que la definicién no
es muy intuitiva, primero enumeraremos las propiedades que queremos que cumpla este
nimero de interseccion. Luego, probaremos que solo existe una definicién posible y, al
mismo tiempo, encontraremos un procedimiento simple para calcular I(P, F N G) en un
nimero razonable de pasos.
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Definicién 4.1.11. Sean F, G € k[X, Y] dos polinomios. Decimos que F'y G se intersecan
propiamente en P si F'y GG no tienen un componente en comuin que pase por P.

Veamos las condiciones que este numero de interseccion debe cumplir:

(1) Si F'y G son dos polinomios que se intersecan propiamente en P, entonces I (P, FNG)
es un nimero entero no negativo. Ademas, I(P, FNG) = oo si y s6lo si F'y G no
se intersecan propiamente en P.

(2) I(PLFNG)=0siysolosi P¢ FNG. Ademés, I(P, F N G) depende solo de los
componentes de F''y G que pasan por P,y se cumple que I(P, FNG) = 0siy sélo
si F' o G son polinomios constantes no nulos.

(3) SiT:A? — A? es un cambio afin de coordenadas en A% y T(Q) = P, entonces

I(P,FNG)=I1(Q.T(F)NT(G)).

4) I(P,FNG)=I(P,GNF).
(5) Si F=]]Fy G=]IG}, entonces
I(P,FNG) =Y rs;I(P,F;iNG;).
1,

(6) Si F' es irreducible, entonces (P, F' N G) depende solo de la imagen de G en I'(F).
En general, para cualquier F', se cumple que

I(P,FNG)=I(P,FN(G+AF)), VAck[X,Y]

Con el objetivo de poder calcular el nimero de interseccion, se anade una ultima
propiedad esencial.

(7) I(P,XNY)=1.

Teorema 4.1.12. Existe un tinico nimero de interseccién I (P, FNG) definido para todas
las curvas planas F,G y todos los puntos P € A2 que satisface las propiedades (1)—(7).
Ademas, el nimero de interseccién puede interpretarse algebraicamente como la dimensién
de un anillo cociente, de la siguiente manera:

I(P,FNG) = dimy(Op(A?)/(F,G)).

Demostracion. Supongamos que tenemos un nimero I (P, F' N G) definido para todas las
curvas F, G y todos los puntos P, que satisface las propiedades (1)-(7). Proporcionare-
mos un procedimiento constructivo para calcular I(P, F N G) usando dnicamente estas
propiedades.
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Podemos suponer que P = (0,0) (por (3)), y que I(P,F N G) es finito (por (1)). El
caso en el que I(P,F N G) = 0 esta cubierto por la propiedad (2), asi que procedemos
por induccién. Supongamos que I(P,FFNG) =n >0y que I(P, AN B) puede calcularse
siempre que I(P, ANB) < n. Sean F(X,0), G(X,0) € k[X] de grado r, s respectivamente,
donde r =06 s =0si F =006 G = 0, respectivamente. Sin pérdida de generalidad,
suponemos que 7 < s. Esto tiene sentido por la propiedad (4).

Distinguimos dos casos:

Caso 1: r = 0. Entonces Y divide a F', por lo que F' =Y - H, y por la propiedad (5),
tenemos

I(P.FNG)=I(P,YNG)+I(P,HNG).
Si G(X,0) = X™(ap + a1 X +...) con ag # 0, entonces

I(PYNG)=I(P,YNG(X,0)=I(P,YNX™) =mI(P,Y NX)=m,

por las propiedades (1),(2),(5),(7). Como P € G, tenemos m > 0, por lo que se tiene que
I(P,HNG) < n,y concluimos por induccién.

Caso 2: r > 0. Podemos multiplicar F' y G por constantes para hacer que F'(X,0)
y G(X,0) sean monicos. Definimos H = G — X°"F. Entonces, por la propiedad (6),
tenemos

I(P,FNG)=I(P,FNH)

y el grado de H(X,0) es t < s. Repitiendo este proceso (intercambiando el orden de F'
y H sit < r)un nimero finito de veces, eventualmente se llega a un par de curvas A, B
que caen en el caso 1, con

I(P,FNG) =I(P,AN B).

Esto concluye la demostracién en cuanto a la unicidad.
Definimos I(P, F N G) como dimy(Op(A?)/(F,G)). Debemos demostrar que se satis-
facen las propiedades (1)—(7).

(1). Podemos suponer que P = (0,0) y que todas las componentes de F' y G pasan por
P. Denotamos como O a Op(A?).

Si F''y G no tienen componentes comunes, (P, F' N G) es finito por el Corolario
Si F' 'y G tienen una componente comtn H, entonces (F,G) C (H), por
lo que existe un homomorfismo natural de O/(F,G) sobre O/(H), y entonces se
tiene que I(P, F N G) > dimg(O/(H)). Sin embargo, O/(H) es isomorfo a Op(H)
(Proposicién y Op(H) D I'(H). Finalmente, I'(H) tiene dimension infinita
por el Lema |3.1.5]

(2). Dado que I(P, F' N G) depende tinicamente del ideal en Op(A?) generado por F y
G, la propiedad (2) es clara. Si F' o G son constantes no nulas, (F,G) = Op(A?) y
Op(A%)/(F,G) es el anillo trivial, y su dimensién es 0.
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(3).

La propiedad 3 también es clara, ya que un cambio afin de coordenadas induce un
isomorfismo de anillos locales.

. El anillo Op(A?)/(F,G) sélo depende del ideal (F,G) = (G, F).
. Basta con probar que I(P,FNGH) = I(P,FNG) + I(P,F N H) para cualquier

F, G, H polinomios no nulos. Podemos suponer que F'y GH no tienen componentes
comunes, ya que en caso contrario el resultado es claro. Consideremos el homomor-
fismo natural ¢ : O/(F,GH) — O/(F,G) que consiste en tomar clases en el anillo
de llegada, y definamos una aplicacion lineal sobre k, ¢ : O/(F,H) — O/(F,GH)
dado por ¢(z) = Gz, con z € O.

Por la Proposicion [2.2.18] basta con demostrar que la sucesién
0— O/(F,H) % 0/)(F,GH) % O/(F,G) — 0

es exacta.

Veamos que ¢ es sobreyectiva. Consideramos el siguiente diagrama de aplicaciones:

@
f foo
O/(F,GH)/ > \(9/(F,G)

Como f y (f o) son las dos sobreyectivas, ya que f es la proyeccién canénica
sobre O/(F,GH), y (f o) es la proyeccién canénica sobre O/(F,G), ¢ debe ser
sobreyectiva.

Veamos que 1) es inyectiva. Sea z € O con ¢(Z) = 0, entonces Gz = uF +vGH con
u,v € O. Tomemos S € k[X,Y] con S(P) # 0, y escribamos Su = A, Sv = By
Sz = C en k[X,Y]. Entonces G(C' — BH) = AF en k[X,Y]. Dado que F' y G no
tienen factores comunes, F' debe dividir C'— BH, por lo que C — BH = DF'. Asi,
z=(B/S)H + (D/S)F, lo que implica que Z = 0, como queriamos demostrar.

Ahora, veamos que Im(¢)) = ker(y). Sea z € Im(¢)) C O/(F, H). Entonces ¢(z) =
Gz € O/(F,GH). Ahora, ¢(Gz) = Gz donde la barra denota la clase en O/(F,G).
Por lo tanto, Gz = 0y z € ker(y) € O/(F,GH) y Im(¢)) C ker(yp). Ahora, sea
Z € ker(yp), entonces z € (F, (). Podemos escribir z = uF +vG =pan) vG € Im(p).
Concluimos que ker(y) C Im(v) y por lo tanto Im(1)) = ker(yp) y la sucesion anterior
es exacta.

. La propiedad 6 también es clara teniendo en cuenta que Op(A?)/(F, G) s6lo depende

del ideal (F, G), ya que (F,G) = (F,G + AF) VA € k[X,Y]

. Para probar que se cumple la propiedad 7, hacemos uso de la Proposicion |3.2.16| con

el ideal primo I. Al localizar en el punto P = (0,0), el ideal I es el ideal maximal
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(X,Y). Tenemos que

(FIX.Y])p _ (k[X, Y]) =k

(X,Y) (X,Y)

Y claramente dimy (k) = 1, por lo que I(P, X NY) = 1.

[]

Ejemplo 4.1.13. Para clarificar el concepto de nimero de interseccién, vamos a ver un
ejemplo en el que usamos el procedimiento descrito en el Teorema {4.1.12| para calcular
el nimero de interseccién de las dos curvas mostradas en la figura [T} obtenidas del libro
Algebraic Curves de William Fulton [2].

E=(X*+Y%)*+3X*Y-Y? F=(X*+Y??%-4x?Y?
Figura 1: Curvas de ejemplo para calcular el nimero de interseccién

Calculemos entonces I(P,F' N E) donde E y F son las dos curvas de la imagen, y
P = (0,0). Por la propiedad (6), podemos prescindir de una parte de F' sustituyendo

F=F—(X?+Y?’E=Y°-2X?Y? - 3X'Y —4X?Y? =
(=3X* —2X*V?2 4 V! —4X?Y)Y =G Y.

Por lo tanto, por la propiedad (5) tenemos que
I(P,FNE)=1(P,ENY)+I(P,ENG).

I(P, FNy) es sencillo de calcular, volveremos a ello al final del ejemplo. Ahora el objetivo
seré calcular I(P, F N G). Aplicamos el procedimiento del Teorema |4.1.12]

E(X,0) = X4,
G(X,0) = —3X*
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Por lo tanto, por la propiedad (6) de nuevo, sustituimos

G=G+3E =4Y* +4X?Y? + 5X?Y - 3Y? =
(4Y? +4X?Y +5X* -3Y?)Y = H -Y.

. Con este cambio, por la propiedad (5),
I[(P,FNE)=2I(P,ENY)+I(P,ENH).

De nuevo, nos centraremos en calcular (P, E N H). Tenemos:

E(X,0) = X4,
H(X,0) =5X?
Sustituimos
1 1
E=FE— gX?H = —5(4X4Y +4X2Y3 —13X%Y? - 5Y* — 15X%Y +5Y?

(4X* 4+ 4X2Y? —13X%Y —5Y° — 15X2 +5Y3)Y =D Y.

Por la propiedad (6), podemos deshacernos del —% cambiando D por —5D. De nuevo por

la propiedad (5), tenemos que
I(P,FNE)=2[(P,ENY)+I(P,HNY)+ I(P,HN D).
Siguiendo con el procedimiento,

{D(X, 0) = 4X4 — 15X2,

H(X,0) =5X?
Sustituimos
4 16 16 32
D=D— gX2H = —€X4Y — EXQY?’ + €X2Y2 —13X?%Y —5Y3 — 15X2% + 5Y2.

En este caso, Y no divide a D, por lo que hay que transformar D de nuevo acorde a la

propiedad (6).
D(X,0) = —15X2,
H(X,0) = 5X>

Sustituimos entonces

1
D=D+3H = —5(16X4 +16X%Y? — 32X?Y +5X2 - 35Y2 +20Y)Y = K - Y.
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Por la propiedad (6) podemos eliminar el —% de K cambiando K por —HK.
Por el momento tenemos:

I(P,FNE)=2I(P,ENY)+2[(PHNY)+I(P,HNK),

H(X,0) =5X2,
K(X,0) =16X*+ 5X?
Sustituimos
4 4 12
K=K-— ?XW = —%X‘*Y — %X?Y3 + ?SXQYZ —32X%Y 4+ 5X?% — 35Y2 + 20Y.

De nuevo, como Y no divide a K, debemos volver a sustituir K.

H(X,0) =5X2,
K(X,0) = 5X2

Cambiamos
4
K=K-H= —5(16X4 + 16X°Y? — 32X°Y +45X% + 5Y? +40Y —25)Y = A - Y.
De nuevo, eliminamos —% de A sustituyendo A por —%A. Finalmente, obtenemos que

I(P,FNE)=2[(P,ENY)+3[(P,HNY)+I(P,HNA).
Ahora, calculemos cada elemento por separado.

« I(PEAV)E (P EX,0)nY)=1(P, X' nY) 24P xnYy)Z 4
(6) _ 2 (6) 2 (5) ™M
« I(P,HNY) Y 1(P,H(X, 0nY) = I(P,5x2nY) € 1(P, x?nY) € 21(P, xnY) ©
2

» Como P ¢ A= P ¢ HnN A. Por la propiedad (2), tenemos que (P, H N A) = 0.

Concluimos finalmente que I(P, F N E) = 14.

4.2. Generalizacion del numero de interseccion

A lo largo de esta seccién se ha estudiado el nimero de interseccién para dos cur-
vas en k[X,Y]. En esta subseccién estudiaremos que ocurre si consideramos variedades
en dimensién mayor, es decir dos subvariedades de A} (n > 2), donde k es un cuerpo
algebraicamente cerrado.

Definamos un elemento necesario para seguir con el razonamiento, el producto tensorial
de dos grupos.
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Definicién 4.2.1. Sea R un anillo. Sean M, y N dos R—mddulos. El producto tensorial
de M y N sobre R, denotado por M ®r N es el R—moddulo generado por el conjunto
{m®n|me M,n e N} médulo las siguientes relaciones:

s r(m@n)=rme@n=maern

s (m4+m)@n=men+m' n
sm@Mn+n)=men+men

Ahora, veamos algunas propiedades del producto tensorial.

Proposicién 4.2.2 (Propiedades de ®). Sean M, N, P médulos sobre un anillo R, en-
tonces:

» Asociatividad y conmutatividad: M g N 2 N g M y M ®g (N Qg P) =
(M ®r N) ®g P.

» Suma directa: (M & N)®r P = (M ®g P) ® (N ®g P).
= Si M - N — P — 0 es una sucesion exacta, entonces la secuencia:

QrM - QRN - QRrP —0

es también exacta, obtenida haciendo el producto tensorial con otro R—modulo Q).

» Cambio de base: Si R’ es una R—élgebra y U es un R'—moddulo, entonces se da
el isomorfismo Homp (R @p M,U) = Homgr(M,U) y

U®rM=U Qg (R @ M).

Introducimos ahora una nocién necesaria para estudiar el nimero de interseccién de
dos variedades afines de dimensién mayor que 2.

Definicién 4.2.3. Sea R un anillo y M un R-mdédulo. Una resolucién libre de M es una
sucesion exacta de la forma

o= g —F—... > —>FK—>M-—0

donde los modulos F; son libres.
Dado otro R-médulo N, la resolucién anterior, nos proporciona la cadena

=2 FEpg QN —=>FQON—>F QN — -5 QN> F®N
El i-ésimo médulo de torsién Tor*(M, N) es

ker(F,® N = Fi_y ® N)/Im(Fsy ® N = F; ® N).
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Estos modulos no dependen de la resoluciéon escogida.

Sean L; e Ly dos subvariedades de A} de dimension d y n — d definidas por los ideales
I,J C R = k[Xy,...X,], respectivamente. Supongamos que 0 € L; N Ly como punto
aislado. Como 0 estd en la interseccién, podemos preguntarnos cual serd la definicion del
numero de interseccién (P, Ly N Ly) si P = (0,0).

Si Ly y Ly se comportan de manera deseada alrededor del 0, es decir, no son singulares
en el 0, por ejemplo, podemos denotar R como la localizacion de S en el ideal del punto
0, es decir, (X1, Xo,...,X,) vy entonces I(P, L; N Ly) es la dimensién del espacio vectorial
(R/I®r R/J)= R/(I+J). En el caso de curvas planas, esta definicién es correcta. Sin
embargo, en general, dimy(R/(I + .J)) resulta ser el primer término de la suma alternada
siguiente:

Definicién 4.2.4. Sea A} un espacio afin y L;, Ly dos subvariedades afines de dimensiones
d y n — d respectivamente, definidas por los ideales I, J C R, respectivamente. Entonces,
en general:
I(P, Ly Ly) := Y (—1)? dimy(Tor (R/I, R/.J)).
j

Veamos ahora un ejemplo tomado del libro Commutative Algebra with a View Toward
Algebraic Geometry de David Eisenbud [1], que muestra que, cuando la dimensién del
espacio afin es mayor que dos, la definicién que habfamos dado en el Teorema [4.1.12] ya
no coincide con la dada en la Definicién [4.2.4]

Ejemplo 4.2.5. Consideramos el espacio afin A} y los ideales I = (X1, X3) N (X3, X4) el
ideal formado por la unién de dos planos que se intersecan en el punto 0, que define una
variedad Ly y J = (X7 — X3, Xo — X4) el ideal que corresponde a otro plano transversal a
los otros dos ya mencionados, que define otra variedad Lo. Ahora, si tenemos en cuenta la
definicién para curvas planas, notamos que Ly interseca transversalmente a cada uno de
los dos planos que define I en el punto 0, por lo que por esa parte tiene multiplicidad 1. Por
lo tanto, I(P, L1 N L) deberia ser 2. Sin embargo, haciendo algunos cdlculos, obtenemos
que (((R/(I+J))p) =3, yaque I +J = (22, x129,23, 23 — 1,24 — T3) y una base del
anillo local viene dada por {1, Ty, T»}. Calculemos I(P, L1 N Ly) usando la Definicién [4.2.4,

Tenemos la siguiente resoluciéon calculada con Sage, usando singular:

0>FR=R—>L=R'->F=R"-F,=R—R/I =0
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donde
oo: R R/I

t

L]

¢1: R4 — R

v — ( Toly X1T4 XT3 T1T3 ) -V

¢y R' — R

—T1 —X3 0 0
T 0 —x 0
v — 2 3 v
0 T4 0 —x
0 0 Ty )
qbgi R — R4
x
v — v
Ty

Usando singular, obtenemos los siguientes resultados
((Torog(R/I,R/J)) = 3.

¢(Tory(R/I,R/J)) = 1.
Tor,(R/I,R/J) =0 para i > 1.

Finalmente, concluimos que

I(P,Li N Ly) = {(Tor¥(R/I,R)J)) — £(Torf(R/I,R/J)) = 2.
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