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Resumen

En la perspectiva habitual de la teoria de Galois se parte de polinomios para describir sus
grupos de automorfismos. El Problema Inverso de Galois trata de revertir este enfoque,
dado un grupo se estudia si existe algin polinomio sobre el cuerpo de los racionales que
lo tenga como grupo de Galois. En este trabajo fin de grado se demuestra que todo grupo
abeliano finito se puede realizar como grupo de Galois dentro de una extension ciclotémica,
siguiendo los pasos que culminaron en el Teorema de Kronecker-Weber. A continuacion, se
elaboran polinomios cuyo grupo de Galois es el grupo simétrico utilizando la transitividad
del grupo y la aparicion de determinados ciclos, con el respaldo siempre del Teorema
de Dedekind. La realizacion de los grupos alternados se logra forzando discriminantes
cuadrados y empleando el Teorema de Irreducibilidad de Hilbert. Ademads, se exhibe la
realizacion del grupo de los cuaterniones siguiendo una construccion clasica mediante
extensiones cuadraticas en torre, aprovechando la estructura del grupo. Por tltimo, se
demuestra que los grupos diédricos son también realizables y se hace una mencién a los

grupos simples finitos.

Palabras clave: teoria de Galois, grupos finitos, polinomios ciclotémicos, permutaciones,

discriminante, grupo de los cuaterniones.

Abstract

In the usual perspective of Galois theory, one starts from polynomials to describe their
groups of automorphisms. The Inverse Galois Problem seeks to reverse this approach:
given a group, one studies whether there exists a polynomial over the field of rational
numbers whose Galois group is precisely that group. In this final degree project it is
shown that every finite abelian group can be realized as a Galois group within a cyclotomic
extension, following the steps that culminated in the Kronecker—-Weber theorem. Next,
polynomials are constructed whose Galois group is the symmetric group, using the group’s
transitivity and the presence of certain cycles, always backed by Dedekind’s theorem. The
realization of alternating groups is achieved by forcing square discriminants and applying
Hilbert’s Irreducibility Theorem. Also, the realization of the quaternion group is exhibited
following a classical construction using a tower of quadratic extensions, exploiting the
group’s internal structure. Finally, it is shown that the dihedral groups are realizable as

well and the finite simple groups are mentioned.

Key words: Galois theory, finite groups, cyclotomic polynomials, permutations, discri-

minant, quaternion group.
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Introduccion.

En las antiguas tablillas babilonicas se describen procedimientos numéricos para resolver
problemas que hoy interpretamos como ecuaciones cuadraticas, utilizando tablas de cua-
drados y reciprocos, sin sospechar que aquellas soluciones obedecian a patrones de simetria
entre sus raices. Con la aparicién de las formulas de Cardano, Tartaglia y Ferrari en el
Renacimiento, la resolucién de las cibicas y cudarticas comenzo a revelar una estructura
oculta: permutar raices sin alterar la ecuacién. El Teorema de Abel-Ruffini establecié la
imposibilidad de soluciones generales por radicales a partir del quinto grado, y Lagrange
explord ya entonces el papel de las permutaciones en las férmulas de Cardano y Ferrari.
La aportacién decisiva se atribuye a Evariste Galois, quien consolid6 la teoria que hoy
lleva su nombre: introdujo el grupo de Galois de un polinomio y establecié una profunda

correspondencia entre subcuerpos y subgrupos, uniendo teoria de cuerpos y de grupos.

Invertir esta perspectiva dio lugar al Problema Inverso de Galois: para un grupo finito
G dado, jexiste un polinomio en Q[X] cuyo grupo de Galois sea isomorfo a G7 En el
caso abeliano, el legado de Kronecker y Weber muestra que toda extension ciclotéomica de
Q realiza grupos ciclicos finitos, y combinando subextensiones se obtienen productos de
ciclicos arbitrarios. Para los grupos simétricos y alternados, Dedekind y Hilbert aportaron
herramientas decisivas: el Teorema de Dedekind permite controlar la aparicién de trans-
posiciones y ciclos largos en el grupo de Galois de un polinomio, mientras que el Teorema
de Irreducibilidad de Hilbert garantiza que, al considerar polinomios en Q(¢) con grupo de
Galois G, existen infinitas especializaciones en (Q que conservan el grupo. El propio Hilbert
fue el que propuso este problema, aunque no lo incluyé en su célebre lista de problemas
para las matematicas del siglo XX. Si que incluyo, sin embargo, una generalizacion del
Teorema de Kronecker-Weber a otros cuerpos base que no sean los racionales, subrayando
la profundidad de la conexion entre teoria de niimeros, cuerpos y grupos. Ademas de estas
familias clasicas, otros grupos finitos de singular interés, como el cuaterniénico QJg exigen
técnicas adaptadas: extensiones en torre de grado 2 y andlisis de discriminantes. Este
trabajo ofrece, para cada familia de grupos, un procedimiento explicito de construccién
de polinomios cuyo grupo de Galois coincide con el deseado. Ejemplos detallados ilustran
cémo la teoria de Galois, tanto directa como inversa, permite mostrar de modo efectivo

las simetrias internas de las ecuaciones polindmicas.






Capitulo 1

Preliminares.

En este capitulo, salvo que asi se indique, se seguiran las referencias [9, 15]. Se trata de
un capitulo introductorio en el que se exponen resultados previos necesarios para el resto

del trabajo.

Primero se introducira uno de los resultados clasicos sobre los que se sustenta la teoria de

nimeros, cuya primera demostracién completa se puede encontrar en [3].

Teorema 1.1 (Pequeno Teorema de Fermat). Sea p un nimero primo, entonces para

cada a € N tal que med(a,p) =1 se cumple que aP~* =1 méd p.

Demostracion. El teorema es equivalente a enunciar que dado p primo, entonces para todo

a € N se cumple que a? — a = 0 méd p.
Se demuestra por induccién sobre los niimeros naturales:

= Sea n = 1. De manera trivial, 17 — 1 = 0 méd p para cualquier niimero primo p.

= Se supone que el resultado es cierto para todos los niimeros naturales hasta n.

p
Se utiliza el binomio de Newton para desarrollar (n 4+ 1)? = Z <£) nP=*.
k=0

Si se reordena el sumatorio eficazmente, la identidad anterior es equivalente a

(n+1)P — (n+1) = 0P —n) + 2 (i)nﬂ.

Donde se observa en la parte derecha de la identidad que por hipdtesis inductiva

(n? —n) es divisible por p y que el sumatorio también es divisible por p puesto que

lo es <i) con 0 < k < p. Luego (n+ 1)? — (n + 1) también es divisible por p.
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Para el desarrollo del trabajo seran fundamentales estos resultados de teoria de grupos:

Lema 1.2. Sea G un grupo abeliano y sean xy,zs,...,x, € G tales que o(x;) = n; y

med(n;,n;) =1 si i # j, entonces se tiene que o(x1 -+ Tp,) =Ny -+ Ny

Demostracion. Se tiene que (x1x9)™"™ = 1 puesto que G es abeliano, y por tanto d =
o(z122) < myng, en particular d | nyng. Supéngase por reduccién al absurdo que d < nyns,

entonces (z172)¢ =1y como G es abeliano se distinguen dos casos:

r¢ = 2¢ = 1. Imposible puesto que, en ese caso: ny, ny | d implica que niny | d, luego

d > nins, lo cual es una contradiccién.

1

x¢ # 1y 2 # 1. También imposible ya que eso supondria que (2¢)~! = 2¢, lo que implica

por una parte que 24 € (z¢), luego o(z%) | o(z{) | n1, y por otra que o(x$) | ny. Por tanto,
como n; y Mo son primos entre si se tiene que o(x9) = 1, lo que contradice la hipdtesis

23 # 1. Luego d = niny. De forma sucesiva se prueba para los m elementos. m

Teorema 1.3 (Estructura de los grupos abelianos finitos). Sea G un grupo abeliano
finito. Entonces G = Z/niZ X -+ X Z/nZ con ni|ngq, Vi < s.

A continuacion, se definen las raices de la unidad junto a ciertos conceptos y proposiciones

relacionadas que seran esenciales mas adelante:

Definicién 1.4. Sea n € N; se dice que « es una raiz n-ésima de la unidad si es raiz del

polinomio X" — 1. Ademds, diremos que es primitiva si o # 1 para cualquier k < n. El

conjunto de raices n-ésimas es: {€2™*/" : k € N,k < n}. Se denota como ¢, a la primera
de todas, es decir, ¢, = €™/,
Ce
Cg’
0.5
Cg’

Figura 1.1: Raices octavas (8-ésimas) de la unidad.

Proposicion 1.5. El conjunto de raices n-ésimas de la unidad es un grupo ciclico donde

Cn es un elemento generador del grupo y lo podemos expresar como:

G = <Cn> = {CmCZa s >CTTLLil7 1}
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Definicién 1.6. Sea n € N, se define el n-ésimo polinomio ciclotomico sobre Q como
el polinomio monico cuyas raices son exclusivamente las raices n-ésimas primitivas de la

unidad, es decir:

on(X) =[] (X —=¢)
0<i<n
(i,n)=1

Proposiciéon 1.7. Dado n € N, se tiene que X™ — 1 = H¢d(X)
din

Ejemplo 1.8. Se calculan a continuacion los primeros seis polinomios ciclotéomicos:

(X)) =X -1
X2-1  X2-1
¢2(X):¢1(X):X—1:X+1
XAl XP-1
P3(X) = o) - X1 = X2+ X +1

Xt -1 Xt —1
¢4(X):¢1(X)¢2(X) :X2—1
CXP-1 X°-1
(X)) X -1
X601 X601

%) = Mamar D@ exsn L X!

= X241

=X+ X3P X2+ X +1

¢5(X)

Se incluye a continuacién una proposicion auxiliar relativa al comportamiento de las
raices multiples en un polinomio, es una propiedad ampliamente conocida con numerosas
referencias, concretamente se ha seguido [7]. Aunque su contenido no forma parte esencial
del desarrollo de la teoria, su demostracién resulta ilustrativa y la propiedad que establece

serd de utilidad més adelante en cierto razonamiento técnico.

Proposicién 1.9. Sea f(X) € K[X] un polinomio sobre un cuerpo K. Si o € K es una
raiz de multiplicidad n > 1 de f(X), entonces « es raiz de multiplicidad al menos n — 1
de la derivada formal f'(X).

Demostracion. Sea a € K es una raiz de multiplicidad n > 1 de f(X). Entonces, existe
un polinomio ¢(X) € K[X] tal que f(X) = (X — a)"q(X), con ¢(a) # 0. Aplicando la
regla del producto para derivadas formales, se obtiene:

_d
- dX
Entonces, se tiene que f/(X) = (X —a)" ! [ng(X) + (X — a)¢'(X)]. Evaluando en X = «,
el término (X — a)™! se anula, por lo tanto, f'(a) = 0, y la multiplicidad de o como raiz
de f/(X) es al menos n — 1. O

f'(X) (X = a)"q¢(X)] = n(X — )" 'q(X) + (X - a)"¢(X).
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Como cabria esperar en un documento que versa sobre el Problema Inverso de Galois, son

necesarias ciertas definiciones y resultados basicos de la Teoria de Galois.

Las extensiones de cuerpos actuan como los ladrillos con los que se construye esta Teoria,

cuya definicién formal se expone a continuacién:

Definicién 1.10. Sea K un cuerpo, se dice que un cuerpo F' es una extension de cuerpos
de K si K es un subcuerpo de F, se denota como F//K. De manera que 1 = 1p y F es

un espacio vectorial sobre K.

La dimension del K-espacio vectorial F' se representa por [F': K| y se llama grado de la
extension F/K. Una extensién F'/K es finita cuando [F : K| es finito, en caso contrario

se dice que la extensién F/K es infinita.

Definicién 1.11. Sea F//K una extensién de cuerpos y ¢ : F' — F un automorfismo.
Se dice que o fija K si para todo a € K se tiene que o(a) = a. En ese caso se dice que o
es un K-automorfismo. El conjunto de K-automorfismos de la extensién F/K se denota

como AutgiF.

A partir de esta definicién surge de manera natural la cuestién de si (AutgF, o) tiene

alguna estructura algebraica. La respuesta es afirmativa y se demuestra a continuacion.

Proposicién 1.12. Sea F/K una extension de cuerpos. Entonces el conjunto AutyF

tiene estructura de grupo con la composicion de aplicaciones.

Demostracion. Para ver que Autx F' es un grupo bajo la composiciéon de aplicaciones, se

demostrara que se verifican los axiomas fundamentales de grupo.

La composicién es una operacion interna en Autyx F', sean 0,7 € AutiF', entonces o o T

también es un automorfismo de F' y fija K, ya que para todo = € K se tiene

(coT)(z) =0(r(x)) =0(x) = .

Existe un elemento neutro, se observa de manera trivial que la funcién identidad Id :
F — F es un automorfismo que fija K. Ademas, para cualquier o € AutxF se cumple

que cold=0c=1doo.

Cada elemento tiene un inverso, para todo o € AutgF, su inversa ¢~! también es un

automorfismo de F'y fija K, ya que si o(z) = x para todo x € K, entonces

La operacién es asociativa, ya que la composicion de funciones siempre lo satisface.

(coT)op=0co(ro0p), para cualesquiera o,7,p € AutxF ]
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A partir de este hecho surge uno de los conceptos mas elementales en la Teoria de Galois.
El grupo de Galois de una extension de cuerpos, el cual no es mas que una redenominacion

del conjunto de automorfismos dotado de la estructura de grupo.

Definicién 1.13. Sea F'// K una extensién de cuerpos, entonces al grupo de automorfismos
de F que fija K, Autk F, se le denomina grupo de Galois de la extensién F//K y se denota
como Gal(F/K).

Las siguientes dos definiciones no son exclusivas de la teoria de Galois. De hecho, son
nociones centrales en diversas ramas del algebra, donde aparecen de manera natural al

estudiar soluciones de ecuaciones polinémicas.

Se define a continuacién lo que es un elemento algebraico de una extension, y el polinomio

minimo de un elemento algebraico.

Definicién 1.14. Sea F'/K una extensién de cuerpos. Se dice que o € F' es un elemento
algebraico sobre K si « es raiz de algin polinomio no nulo en K[X]. En caso contrario,

se dice que « es trascendente sobre K.

Dada una extensién F//K y un elemento a € K algebraico, el conjunto de polinomios que
se anulan en « es un ideal en el anillo K[X]. Como K[X] es un dominio de ideales prin-
cipales, este ideal esta generado por un elemento. Ademas, se puede tomar un generador
del conjunto de polinomios que se anulan en « que sea ménico, irreducible y el de menor

grado que lo cumpla, como se indica en la siguiente definicién:

Definicién 1.15. Sea K un cuerpo, si p(X) € K[X] es ménico e irreducible tal que

p(a) = 0, entonces se dice que p(X) es el polinomio minimo de a sobre K.

Uno de los resultados esenciales en la Teoria de Galois es que, si una extensién contiene
alguna raiz de un polinomio, entonces los automorfismos de dicha extension que fijan el
cuerpo base permutan estas raices entre si. De manera intuitiva puede pensarse que estos

automorfismos envian raices a raices del mismo polinomio.
Teorema 1.16. Sea F'/K una extension y p(X) € K[X] un polinomio. Se verifica:

I) Sia € F esraiz de p(X) y o € Gal(F/K), entonces o(a) es raiz de p(X).

II) Sia € F es algebraico sobre K con polinomio minimo p(X) de grado n, se tiene que
|Gal(K () /K)| = m, el nimero de raices distintas que tiene p(X) en K(«).

El siguiente teorema es el 1ltimo paso clave que cierra la preparacién necesaria para

abordar el Teorema Fundamental de la Teoria de Galois.



CAPITULO 1. PRELIMINARES. 8

Teorema 1.17. Sea F/K wuna extension, L un cuerpo intermedio y H un subgrupo de
G = Gal(F/K). Entonces:

I) H={a e F:o(a)=a, Vo € H} es un cuerpo intermedio de F'/K.
II) '’ =Gal(F/L)={0 € G:0(a) =a, Ya € L}.
Definicién 1.18. El cuerpo intermedio H' se denomina subcuerpo de F fijado por H.

Consecuencias directas del teorema anterior son las siguientes:

F'=Gal(F/F)=1¢ K =Gd(F/K)=G 1,=F

Sin embargo, no es cierto en general que G’ = K. Cuando esto sucede, la extension recibe

el nombre, quizas algo previsible, de extension de Galois.
Definicién 1.19. Se dice que F/K es una extension de Galois cuando G' = K.

Con todas las herramientas desarrolladas hasta este punto, se esta en posicién de enunciar

el resultado que da sentido y cohesién a toda la teoria:

Teorema 1.20 (Fundamental de la Teoria de Galois). Sea F)/K una extension finita
de Galois, entonces existe una biyeccion entre el conjunto de subcuerpos intermedios de
F/K y el conjunto de subgrupos de G = AutyF.

Dicha biyeccion viene dada por L — L' y satisface:

I) Si K CLCMCF, entonces se tiene que: [M : L] = |Aut F : Auty F.
En particular, [F : K| = |Autg F : AutpF| = |Autk F|.

II) Para todo L tal que K C L C F, F/L es de Galois, y se cumple L/K es de Galois

si y solo si AutpF' es normal en G. En este caso, Autx L = G/L'.

El siguiente diagrama pretende proporcionar una repre- F 1 G
sentacion visual del Teorema Fundamental de Galois.

Se muestran tres niveles: el cuerpo de la extension F, el [F:L]

cuerpo base K, y un cuerpo intermedio L entre ellos.

Las flechas indican las inclusiones de cuerpos y subgru-  [F:K] vL L/

pos, mientras que las relaciones de biyeccién entre los
subgrupos de G = Gal(F/K) y los subcuerpos de F [L:K]

se visualizan mediante las conexiones horizontales entre

Y
los elementos correspondientes en el diagrama. K

G

Una vez establecido el marco general de la teoria, es natural preguntarse cémo aplicar

estos resultados a casos especificos, como el estudio de un polinomio concreto.
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En ese contexto, surge de forma inmediata el concepto de cuerpo de escisién, proporcio-

nando el minimo cuerpo que contiene todas las raices de un polinomio dado.

Definicién 1.21. Sea F un cuerpo y p(X) € F[X] un polinomio de grado n. Se dice que
p(X) escinde en F cuando p(X) puede ser expresado en F[X] de la forma

p(X)=ag(X —aq) -+ (X —a,) con o € F para todo i € {0,...,n}.

Definicién 1.22. Sea F'/K una extensién y p(X) € K[X] un polinomio. Se dice que F

es un cuerpo de escision de p(X) sobre K cuando:

I) p(X) se escinde en F[X].

II) F=K(o,...,qa,) donde ay, ..., «a, son todas las raices de p(X) en F.

Ejemplo 1.23. El polinomio p(X) = X2 — 5 no escinde en Q porque es irreducible al
no tener raices racionales. Sin embargo, escinde en Q(\/g) ya que se puede expresar en
Q(v/5)[X] de la forma p(X) = (X — V5)(X +V5).

De hecho, Q(v/5) es un cuerpo de escisién de p(X) porque Q(v/5, —v/5) = Q(v/5).

Estas definiciones presentan una reformulacion clasica de la Teoria de Galois en términos
de cuerpos de escision y polinomios. A partir de este punto, se adoptara la notacién clasica
para el grupo de Galois de una extension F//K, expreséndolo como Gal(p(X)), donde F
es el cuerpo de escisién del polinomio p(X) sobre K. Esta notacién serd empleada de

manera consistente a lo largo de todo el trabajo.

Definicién 1.24. Sea p(X) € K[X] un polinomio y F un cuerpo de escisién de p(X)
sobre K. El grupo de Galois del polinomio p(X) sobre K se define como el grupo de
Galois de la extension F/K.

A continuacion se proporciona el calculo del grupo de Galois de dos polinomios:
Ejemplo 1.25. Sea el polinomio p(X) = X? — 5, irreducible sobre Q.

Sus raices son ++/5, luego como se vio en el Ejemplo 1.23 su cuerpo de escisién es Q(\/g) =
{a+bV5:a,beZ}.

Los automorfismos que fijan QQ estaran univocamente determinados por la imagen de sus

raices y son:

o1 Q(\/B) — @(\/3) o2 : @(\/3) — Q(\/S)
V5 — V5 V5 — =5

Esto indica que el grupo de Galois de p(X) es un grupo de 2 elementos, luego es isomorfo
al grupo ciclico de orden 2:
Gal(X? —5) 2 7/27
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Ejemplo 1.26. Sea ¢(X) = X* —2 € Q[X], se calcula a continuacién su grupo de Galois.

Una comprobacion sencilla es suficiente para ver que las raices de ¢(X') son V2,320, —/2
y —+/2i, luego su cuerpo de escisién es Q(v/2, ). El polinomio minimo de v/2 es el propio

q(X), sin embargo el de i es 7(X) = X? 4+ 1 cuyas raices son i e —i.

Conociendo esto es posible determinar los automorfismos que fijan Q en Q(+/2,1).

o Q(vV2,i) — Q(v2,4) oy: Q(V2,i) — Q(V2,i)
V2 — V2 V2 — V2
1 — 1 1 — —1

o3: Q(v2,i) — Q(v2,4) os: Q(V2,i) — Q(V2,i)
V2 o— V2 V2 — =2
? — l — =

o5 : Q({L/ZZ) — Q({‘/Zz) 06 : Q({‘/ﬁ,z) — Q(f/ﬁ,z)
V2 — V2 V2 o V2
1 — 1 1 — —1

or: Q(V2,i) — Q(V2,4i)  os: Q(V2,i) — Q(V2,1)
V2 — —V/2i V2 — —V/2i
l — 1 l — =1

Se observa que
a9 0 09(a + bv/2 + ci) = oa(02(a+ V2 + ci)) = oa(a + bv/2 — ci) = a + bv/2 + ci.
o3 003(a+ bv/2+ ci) = o3(03(a+bv2 + ci)) = o3(a — bv/2 + ¢i) = a + bv/2 + ci.

Luego el grupo de Galois de ¢(X) tiene al menos dos elementos de orden 2 y ademds se

tiene que
09 0 05(a + bV2 4 ci) = oy(os(a + b2 + i) = o9(a + bv/2i + ci) = a — bv/2i — ci
05 0 og(a + bv2 4 ci) = o5(0a2(a+ bV2 + ¢i)) = o5(a + bv/2 — ci) = a + bv/2i —ci

Lo que indica que es un grupo no abeliano de orden 8. Sin embargo, el grupo de los
cuaterniones (Jg tiene tinicamente un elemento de orden 2, resultando de manera directa

en que debe ser isomorfo al grupo diédrico Dy.

GGZ<X4 — 2) = D4.
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Definicién 1.27. Sea GG un subgrupo del grupo simétrico .S, se dice que G es transitivo

si para cualesquiera 1 <i,j < n con i # j existe o € G tal que o(i) = j.

En su formulacién clésica, la teoria de Galois describe cada extension de cuerpos mediante
las permutaciones que los automorfismos efectiian sobre las propias raices de un polinomio.
Para un polinomio de grado n, su grupo de Galois se puede entender como un subgrupo

de S,, el grupo de permutaciones de esas n raices.

Teorema 1.28. Sea K un cuerpo y f(X) € K[X] irreducible, de grado n, sin raices

maultiples, con grupo de Galois G. Entonces G es isomorfo a un subgrupo transitivo de S,,.

Demostracion. Primero se ve que G es un subgrupo de S,,. Sean «aq,...,«a, todas las n
raices distintas de f(X) en algin cuerpo de escision F' de K. Entonces, por el Teorema
1.16 se observa que cada automorfismo induce una permutacién en el conjunto de raices
de f(X). Es decir, si para cada automorfismo o € Gal(F/K) se considera la restriccién
al conjunto de raices, r : Gal(F/K) — S, tal que r(0) = 0|{a;,...an}, €ste es un mono-
morfismo de grupos, luego G C S,,. Se ve a continuacién que G es transitivo. Notese que
el polinomio minimo de todas las «; es el polinomio ménico asociado a f(X). Si o, a;
son dos raices distintas de f(X), existe un K —isomorfismo 7 : K(o;) — K(a;) tal que
7(c;) = a;. Como F es cuerpo de escisién de f(X) sobre K(«;) y K(a;), entonces 7 se

extiende a un K —automorfismo de F. Por tanto, G es transitivo. O

Una observacion a tener en cuenta es que, si m > n, puede construirse una aplicacion
natural de inclusion ¢ : S,, < 5,,, la cual es claramente inyectiva. Esto permite considerar
S, como un subgrupo de S,,, identificando cada permutacion de n elementos con su
extensién trivial que fija los elementos restantes. Asi, los grupos simétricos forman una

familia creciente de grupos, donde cada S,, C S,, con m > n.

Cada permutacion puede expresarse de manera no inica como producto de trasposiciones,
y la paridad del nimero de trasposiciones en dichas descomposiciones es invariante. La

siguiente definicién formaliza este concepto.

Definicién 1.29. Una permutacién o € S, es par (o impar) si puede ser expresado

mediante un nimero par (o impar) de trasposiciones. Se define la signatura de o como:
1 si o es par
€(o) =
—1 sio esimpar
Equivalentemente, si s es el nimero de pares que invierte o; es decir, los pares 7,7 € .S,

tal que i < jy o(j) < o(i); entonces €(o) = (—1)°.

El siguiente resultado es un teorema central sobre las permutaciones en los grupos simétri-

cos, su demostracién se aborda con lujo de detalle en [15].
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Teorema 1.30. Sea o € S,, con o # Id. Entonces, o es un ciclo o es una composicion de

ciclos disjuntos. Ademds, esta descomposicion es unica (salvo reordenacion de los ciclos).

En la primera seccién del Capitulo 3, dedicado al estudio de los grupos simétricos S, con
p primo, resultarda de gran utilidad describir la naturaleza de sus elementos de orden p.

El siguiente lema se ha obtenido de [2] y caracteriza de manera precisa dichos elementos.

Lema 1.31. Sea p un nimero primo. Entonces una permutacion o € S, tiene orden p si

y solo si o es un ciclo de longitud p.

Demostracion. Sea o € S, de orden p. Se considera la descomposicién de o en ciclos
disjuntos: ¢ = 71 2 - - - ¥, donde cada ~; es un ciclo de longitud k; > 1. Entonces el orden
de o es HlCIIl(/ﬁ, ko, ..., k,,) = p. En consecuencia, como p es primo, todos los k; deben
ser igual a p. Entonces o es el producto de ciclos disjuntos de longitud p, sin embargo en
S, no pueden existir ni siquiera dos ciclos disjuntos de longitud p. Se concluye que o es

un ciclo de longitud p. O

Los polinomios irreducibles son una pieza fundamental en la Teoria de Galois, por esto es
importante disponer de condiciones suficientes para determinar si un polinomio es 0 no

irreducible sobre el cuerpo de los racionales. Se introducen dos criterios de irreducibilidad.

Teorema 1.32 (Irreducibilidad médulo p). Sea f(X) = a, X"+ -+a1 X +ag € Z[X]

un polinomio primitivo (es decir, el mdzimo comin divisor de sus coeficientes es 1) con

deg f(X) > 1 y sea p un primo que no divide a a,. St f(X) € F,[X] es la reduccion de
f(X) maddulo p, entonces

f(X) drreducible en F,[X] = f(X) irreducible en Z[X].

Demostracion. Se probard el contrarreciproco. Supéngase, por el contrario, que f(X) es
reducible en Z[X]. Entonces existe g(X) = b, X"+ - -+bo, h(X) = ¢, X°+- - -4¢y en Z[X],
conr,s > 1y f(X) = g(X)h(X). Como f(X) es primitivo, no hay factores comunes entre
los coeficientes de g(X) y los de h(X), ademas a,, = b,cs no es divisible por p, de modo
que pt b,y ptcs. Al reducir médulo p se obtiene f(X) = g(X)h(X) = g(X)h(X) y como

deg g(X) = degg(X) y degh(X) = deg h(X) son estrictamente positivos, se deduce que
f(X) es reducible en F,[X]. O

Ejemplo 1.33. Se debe destacar que el reciproco del Criterio anterior no es cierto en
general. Es sencillo ver que el polinomio p(X) = X? 4+ 2X + 2 es irreducible en Z[X], ya
que es un polinomio cuadratico cuyas raices son a; = —1 + i, a5 = —1 — 7. Sin embargo

si se considera su reduccién médulo p = 2 se obtiene el polinomio f(X) = X2, el cual es

reducible en Fo[X]. Por lo que la siguiente implicacién es falsa.

f(X) irreducible en Z[X] == f(X) irreducible en F,[X].
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Teorema 1.34 (Criterio de Eisenstein). Sea f(X) = ¢, X" +a, 1 X" '+ -+a1 X +ap

un polinomio de grado n € N con coeficientes enteros. Si existe p € N primo tal que
pla; para todoi € {0,1,....n—1}, pta, p°fao.

Entonces f(X) es irreducible sobre Q[X]|. Si, ademds, f(X) es primitivo, entonces f(X)

es irreducible sobre Z[X].

Demostracion. Sea d = med(ag, .. .,a,) y f(X) = dfi(X), con f1(X) € Z[X] primitivo.
Basta probar que fi(X) es irreducible en Z[X]. Se razona por reduccién al absurdo,

supongase que f1(X) es reducible, entonces existen
g X)=b X"+ +0 X +by, h(X)=cX+ - F+c1X+c

en Z[X], con r,s > 1, tales que fi(X) = g(X)h(X). Como p { a,, entonces p { d, y por

tanto p satisface las hipdtesis del Teorema sobre los coeficientes de f1(X). Se escribe ahora
[H(X)=a, X"+ -+ d| X + q.

Por hipétesis, p | a} para 0 < i < n por lo que, en concreto, p | aj y p* 1 ap. De
la factorizacién f1(X) = g(X)h(X) se sigue que p | bycy pero p? 1 bycy, de modo que

exactamente uno de entre by, ¢y es divisible por p.

Sin pérdida de generalidad se supone que p | by y p 1 ¢o. Si ademds p | b; para todo i < r,
entonces f1(X) no seria primitivo, luego se considera k el menor indice con p 1 by (luego
1 <k <r<mn). Sise observa el coeficiente de X* en g(X)h(X) se obtiene que,

a; = bock + blck_l +--- 4+ bk_lcl + bkCO.

Por ultimo, como p | b; para cada i < k y p | a},, se concluye que p | byco. Pero p t by por

definicién de k, luego debe ocurrir que p | ¢y, contradiccion con que p? { byco.

Por tanto f; es irreducible en Z[X]. O

Por dltimo se presenta un resultado clasico sobre extensiones necesario en el Capitulo 5.

Proposiciéon 1.35. Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y sean a,b € K,
a
entonces K(y/a) = K(v/b) < 5 s un cuadrado en K.

Demostracion. Sea K(y/a) = K(v/b), si v/a € K entonces K = K(va) y Vb € K
por lo que 7 es un cuadrado en K. Supdngase por el contrario que y/a ¢ K, entonces
Va = z+yvbcon z,y € K. Al elevar al cuadrado, a = 22 + 2zyv/b+ y2b, y como /b ¢ K

sigue xy = 0. Si y = 0 serfa \/a = x € K, imposible, luego z = 0 y a = y?b, por lo que

2

a
— = 32 es un cuadrado en K. Sea ahora 7= 2% con z € K, entonces a = bz? por lo que

b
\/E:Z\/EEK(\/I_))y\/E:\/EEK(\/E),dedondeK(\/ﬁ):K(\/E). O

z
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Capitulo 2

Realizacion de los grupos Abelianos

Finitos.

Como se ha visto anteriormente en este trabajo, existen polinomios sencillos cuyo grupo de
Galois es abeliano finito (ver Ejemplo 1.25) luego no es casualidad que el primer instinto
al estudiar el Problema Inverso de Galois sea el de considerar estos. Ademas, se dispone
de una clasificacion concreta con su Teorema de Estructura 1.3 y sus propiedades son bien

conocidas.

Este capitulo se divide en dos secciones, en la primera se dard una prueba formal de
que todos los grupos ciclicos finitos son realizables sobre Q y en la segunda se dara una

construccién de los productos de grupos ciclicos. Se seguirdn las referencias [9, 15].

2.1. Grupos Ciclicos Finitos.

En esta seccion se dard una prueba constructiva y con ejemplos de la realizacién de los
grupos ciclicos finitos. Esta demostracion se sustentara principalmente en las propiedades
de las extensiones ciclotomicas y en una versiéon débil del Teorema de Dirichlet sobre

primos en progresiones aritméticas.

Primero se expone una proposicién fundamental para alcanzar el objetivo, esta da una
caracterizacion del grupo de Galois del polinomio ciclotémico de orden n a partir del

grupo multiplicativo de las unidades del anillo Z/nZ.

Proposicién 2.1. Sea n € N, se verifica que Gal(¢,(X)) = (Z/nZ)*.

Demostracion. Gal(¢,(X)) estd formado por los automorfismos de Q((,) que fijan Q,
que estaran univocamente determinados por la imagen de (,. Ademds, sabemos que las

imagenes deben ser las raices primitivas n-ésimas de la unidad, por el Teorema 1.16.

15
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Luego se cumple la siguiente igualdad:
Gal(¢pn(X)) = {0 : 05(¢,) = ¢',i € N, med(i,n) = 1}.
Consideremos ahora la siguiente aplicacién y veamos que es un isomorfismo de grupos:

f: Gal(op(X)) — (Z/nZ)*
g; — 1

En primer lugar f es un morfismo de grupos, pues para todo x € Q((,) se tiene:
;0 05(z) = (¢')) = 2V = 035(x), luego f(o;005) =i-j= f(o:) - f(o;).

Ademads f es claramente una aplicacién biyectiva ya que (Z/nZ)* esté formado por los
elementos de Z/nZ coprimos con n, luego es un isomorfismo de grupos y se obtiene el

resultado requerido. O

A partir de la Proposicion 2.1 se obtiene de manera trivial el siguiente resultado que

involucra la funcion ¢ de Euler:
Corolario 2.2. |Gal(¢,(X))| = ¢(n).

Lema 2.3. Sea p € N primo, entonces G = (Z/pZ)* es isomorfo a Z/(p — 1)Z.

Demostracion. Sea a € G, entonces por el Teorema 1.1 se cumple que a?~! = 1, ademds

sabemos que el orden de a divide a p — 1.

Supongamos que existe 7 < p — 1 tal que a” = 1 para todo a € G, luego el polinomio
X" —1 tiene p—1 raices en Z/pZ, pero Z/pZ es cuerpo luego tiene a lo sumo tantas raices

como su grado, es decir r > p — 1, lo cual es absurdo.

Luego G contiene algtin elemento cuyo orden es el orden del grupo y como G es un grupo
abeliano finito entonces este debe ser ciclico. Por unicidad de los grupos ciclicos, como G

tiene p — 1 elementos debe ser isomorfo a Z/(p — 1)Z. O

Para la realizacién de los grupos ciclicos finitos sobre Q es fundamental el Teorema de
Dirichlet sobre primos en progresiones aritméticas, que enuncia que existe un numero
infinito de primos en toda progresion aritmética sobre N y cuya demostracién se escapa

del contenido de este trabajo.

Sin embargo, solo sera necesario un caso especifico del teorema cuya demostracion se
encuentra en [10] y que resulta més sencilla que el caso general. Para la prueba de este

teorema se necesitara un lema previo.



CAPITULO 2. REALIZACION DE LOS GRUPOS ABELIANOS FINITOS. 17

Lema 2.4 (Aritmética de los polinomios ciclotémicos). Dados k,n € N,
(1) Los enteros n y ¢n(kn) son primos entre si.
(2) Existe un entero mgo > 1 tal que |¢,(mn)| > 1 para todo m > my.

(3) Sea p primo, si p divide a ¢,(k) pero no a n, entonces p— 1 es maltiplo de n.

Demostracion. (1) Se consideran los siguientes polinomios sobre Z:

FX) =Xx"—1, g(X)=]] ¢a(x),
dn
d<n

que segun se vio en la Proposicién 1.7 cumplen la igualdad f(X) = ¢,(X) - g(X).

Se razona por reduccién al absurdo. Si mcd(n, ¢,(kn)) # 1 entonces existe ¢ nimero

primo que divide a ambos. Sea ¥, el homomorfismo reduccién médulo ¢ definido como:

v, : 7IX] — Z/qZ[X]
Zai-Xi — Z(ai méd q) - X'
i=0 i=0

Aplicando el homomorfismo ¥, sobre la igualdad f(X) = ¢,(X) - g(X) resulta que:

\Ijq(f) = qjq(¢n g) = \Pq(ﬁbn) : \Ijq(g)‘

Evaluado en kn = 0 méd ¢ (pues g|n) se obtiene:
—1méd g = Wy (f)(kn) = Uy(dn)(kn) - Wy(g)(kn) = ¢n(kn) - Wy(g)(kn) = 0 méd g,

lo cual es una contradiccién que proviene de suponer que med(n, ¢,(kn)) # 1, por lo que

n'y ¢n(kn) deben ser primos entre si.

(2) Se define el siguiente polinomio sobre Z: h(X) = (¢, (nX)—1)-¢,(nX) - (¢n(nX)+1),
el cual no es nulo puesto que ninguno de sus factores lo es. Luego tiene un nimero finito
de raices reales. Sea my el menor entero positivo tal que h(m) # 0 para todo m > my.
En particular, ¢,(nm) es un nimero entero distinto de —1,0 y 1, dicho de otro modo

| (nm)| > 1 para todo m > my.

(3) Recuperando las notaciones del primer apartado, sea p un numero primo tal que
f(k) = k" —1 = ¢,(k) - g(k) = 0 mdd p, claramente k no es miltiplo de p. Bajo esta
hipétesis se tiene que k méd p € (Z/pZ)*, y vamos a probar que su orden es n. Visto esto,
se obtendria que n = o(k méd p) divide al orden de (Z/pZ)* que es p— 1, como se queria

demostrar.
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Se define e = o(k mdd p) que verifica e < n ya que i = 1 méd p y se supone, por
reduccion al absurdo, que la desigualdad es estricta. En tal caso e es un divisor propio de

n, y por tanto existe un polinomio R(X) € Z[X] tal que

X 1= 6,(5) - [[ 60(X) = 60(X) - [[ 6a(X) - REX) = 6,(X) - (X° — 1) - B(X)
dle

dln
d<n

Sea ¥, : Z[X] — Z/pZ[X] el homomorfismo reduccién médulo p, se define

A

J(X) = X" =1 =0 (X" = 1) = Wy (¢ (X)) - (X = 1) - W (R(X)).

Esto implica que k méd p es rafz multiple de f (X), ya que por hipétesis ¢, (k) = 0 méd p
y k¢ —1 = 0 mdéd p. Luego por la Proposicién 1.9, f’(k) debe ser nulo pero como k y n
no son multiplos de p sucede que: f’(k) = nk™ ! £ 0 mdd p. O

Tras haber probado el Lema 2.4 ya se tienen los resultados previos necesarios para de-

mostrar una forma débil del Teorema de Dirichlet.

Teorema 2.5 (Forma débil del Teorema de Dirichlet). Sea n € N, entonces existen

infinitos nimeros primos p = 1 mod n.
Demostracion. La prueba consiste en aplicar los diferentes apartados del Lema anterior.

Por el apartado (2) existe un entero positivo mg tal que |¢,(mon)| > 1, por lo que ¢,,(mgn)
tiene algun divisor primo p;. Por el apartado (1), p; no divide a n y esto, a su vez, implica

por el apartado (3) que p; = 1 mdd n.

Para finalizar bastara demostrar que dados pi, ps, ..., p, primos distintos tales que p; =
1 moéd n para 1 <7 < r, se puede hallar otro primo p,,; distinto de todos los anteriores

que cumpla p,; = 1 mod n.

Se define m = p; - - - p,n, por el apartado (2) existe un entero positivo ¢ tal que |¢,, (tm)| >
1. Se escoge p,41 un divisor primo arbitrario de ¢,,(tm). Del apartado (1) se obtiene que
pro1 1o es divisor de m, luego tampoco puede serlo de ningin p; para todo 1 < i < r.
Ademas, por el apartado (3), p,r1 — 1 es miltiplo de m, luego también de n. Por lo que

Pri1 = 1 méd n. ]

Aunque el Teorema anterior proporciona una prueba constructiva para hallar primos con-
gruentes con la unidad moédulo n para cualquier natural n € N, es fundamental compren-
der que estos no seran siempre los mas pequenos que cumplan esa relaciéon de congruencia,

a continuacion se presenta un ejemplo para ilustrar esto.



CAPITULO 2. REALIZACION DE LOS GRUPOS ABELIANOS FINITOS. 19

Ejemplo 2.6. Sea n = 5, primero se considera el polinomio ciclotémico de grado 5,
o5(X) =X+ X3+ X2+ X + 1.

Siguiendo la prueba del Teorema 2.5, existe un entero mg > 1 tal que |¢5(5mg)| > 1, se
observa que basta tomar mg = 2, de manera que |¢5(5 - 2)| = |¢(10)] = 11111 = 41 - 271.

Entonces, efectivamente p; = 41 es un factor primo de 11111 y se tiene que p; = 1 méd 5.

Sin embargo, esta claro que el primer primo congruente con 1 méd 5 es p, = 11.

De hecho, si se sigue con la construccion de mas primos se aprecia un fenémeno intere-
sante; se define m = 41 -5 = 205 y se puede tomar ¢t = 2, de manera que |¢p5(m - t)| =
|p5(410)| = 28326699511 = 11 - 2711 - 949891, obteniendo p, = 11. Esto tltimo pone de

manifiesto que, en general, esta generacién de primos no seguird un orden conocido.

Para finalizar esta seccion se completa la demostracion de que todos los grupos ciclicos
finitos aparecen como grupos de Galois de algtin polinomio sobre ), sentando una base

solida para abordar posteriormente casos mas complejos del Problema Inverso.

Se ha disenado un diagrama que proporciona una explicacién visual y complementa la
prueba al teorema, donde se observan las extensiones y sus grados, con los grupos de

automorfismos a la derecha y los respectivos cuerpos que fijan a la izquierda.

Teorema 2.7 (Realizacién de los grupos Ciclicos finitos). Sea n € N, entonces
existe K/Q extension de Galois con Gal(K/Q) = Z/nZ.

Demostracion. Por el Teorema 2.5 se tiene que

existe m € N tal que p = 1 4+ nm es primo.

Q(¢p)

{1}

Sea (;, una rafz primitiva p-ésima de la unidad,
entonces se obtiene por la Proposicion 2.1 que
G = Gal(Q(¢y)/Q) = (Z/pZ)* y que es ciclico m
por el Lema 2.3.
Como G es ciclico y de orden p — 1 = nm existe p-1|K = H' <—— H 2 7/mZ
algin subgrupo H C G con |H| = m. Sea K = H'
el cuerpo que fija H, como G es abeliano se tie-

ne que H es normal luego por el Teorema 1.20

(Fundamental de la Teoria de Galois), la exten-
sién K/Q sera de Galois y Gal(K/Q) = G/H =
Z/(p=VZ[7/mZ = Z./nZ. O
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Ejemplo 2.8. Se desea encontrar p(X) € Q[X] cuyo grupo de Galois sea G = Z/3Z.

Basandose en la construccion del Teorema 2.7 anterior. Se escoge m € N tal que p = 1+3m

es primo, por ejemplo m = 2. De esta manera p =14 3 -2 = 7 es primo.

Sea o = (7 una raiz primitiva séptima de la unidad y se considera la extension ciclotémica
Q()/Q cuyo polinomio minimo es ¢7(X) = X+ X5+ X4+ X3+ X2 4+ X +1 de grado
6 e irreducible, con raices {a’: 1 <4 < 6}. Por tanto, el grupo de automorfismos que fija

Q en Q(«) estarda compuesto por los siguientes seis automorfismos:

or: Q@) — Q@) o2: Qa) — Qo) o03: Q) — Qo)
a  — o« a — o a — o
o> — a? o — ot o> —  af
ad — ol ad —  af o —  a?
at — ot at — o« at —  ad
a® — o a® — o a® — o«
ab — af ab — o o — ot
oi: Q@) — Q@) o5: Q) — Q) o5 Q) — Qa)
a +— ot a — o a +— af
o’ — o« a? — o a? —  a
ad — al ad — o« o — ot
ot — o at —  af ot — o
a® — af a® — ot a® —  a?
ab o ab — o ab o «a

Por los érdenes de sus respectivos automorfismos se observa que Autg(Q(«)) = Z/6Z.
Conectando la Proposicion 2.1 y el Lema 2.3 se llegaria a la misma conclusion, sin embargo,
hallando los érdenes de los elementos se puede encontrar el dnico subgrupo de Z/6Z
isomorfo a Z/27Z, el cual es H = {o1,06}. Se calcula el subcuerpo K que fija H, de
manera que Gal(K/Q) = Gal(Q(«)/Q)/H = Z/6Z/Z/2Z ~7/3Z.

01 = Idg(a) luego basta con ver que subcuerpo de Q(«) fija el automorfismo os.

Por definicion K = {a € Q(«a) : o¢(a) = a}, luego dado z € Q(«) se determinard a

continuacién bajo qué condiciones se cumple que o¢(z) = .

Sea z € Q(a), como {a’ : 1 < i < 7} es base para la extensién Q(a)/Q se tiene que

T = ag + a0 + aa® + aza® + a0t + asa® + aga® para algunos a; € Q, 0 < i < 6.

Si 0¢(z) = = significa que o¢(x) = o6(ag + a1 + aza® + aza® + aya* + asa® + aga®) =

ap+agatasa’+as0’ +asat+asa’ +a1ab = agtajatasa®+asa a0t +asa’ +agab = .
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Se concluye que a1 = ag, as = a5y as = ay, es decir, si x € K, este se puede expresar como
T = ag+aja+axa’+aza’ +azat +axa’ +a;0® = ag+ay(a+ab)+ax(a?+a’) +az(a® +at)

con a; € Q, 0 <17 < 3. Entonces, ;jcudl es el cuerpo K y cudl es su polinomio minimo?

Estas preguntas no son facilmente contestables en general, sin embargo en el contexto de
muchas extensiones y de este problema como ejemplo concreto, si se puede comprobar
que a + o, % + a®, a® + o son raices del mismo polinomio ménico e irreducible en Q,

entonces K = Q(a + a®) y el polinomio minimo es el ya mencionado.

Una manera de hallar este polinomio es simplemente comprobar si
p(X) = [X = (a+a”)][X — (o + a”)][X — (o + )]

es un polinomio monico e irreducible con coeficientes racionales, porque entonces este sera
el polinomio. A continuacién se calcula p(X) teniendo en cuenta que « es tanto raiz de
X7 —1 como de ¢7(X).

(X —(a+af)][X —(a®+a”)][X — (e’ +a')] = X*+[~(a+0a’) — (a®+a°) — (o’ +a!)| X2+
[(a+a%)(a®+a®)+ (a+ab)(a® +at)+ (a®+ ) (e +a) ] X — (a+a®) (a?+a®) (o +at) =
X3+ [ra—a?—a®—a*—a® - X2+ [®+al +a+at+at+aP +a?+ad +a +
Al t+a+a?]lX —(@P+al+tat+a) (P +at) = X3+ X2+ 2+ +ad+at +a’ +
AONX — (@b +1+a?+aP+a'+a’+1+a)=X3+ X2 —2X — 1.

Para finalizar, efectivamente p(X) = X3 + X? — 2X — 1 es irreducible y ménico, luego

K = Q(a + a®) y p(X) es su polinomio minimo que cumple

Gal(p(X)) = Gal(¢7(X))/H = L/6L]7,/27.~ 7,/37.

Como cierre de esta seccidn, es algo sencillo de probar que el polinomio del ejemplo anterior
no es el unico de grado 3 con ese grupo de Galois. Entonces, dado que Z/3Z es el tnico
grupo finito de orden 3, ;cualquier polinomio irreducible de grado 3 tiene grupo de Galois
Z/3Z? La respuesta es negativa, salvo que se limite la discusién a extensiones de Galois,
donde el grado del polinomio minimo coincide con el orden del grupo. El hecho sobre el
que se sustenta esta contestacion es que polinomios de un cierto grado pueden tener como
grupo de Galois un grupo de orden mayor, en este caso S3 = D3 (de orden 6) también
puede ser el grupo de automorfismos de un polinomio cubico. Se puede demostrar que
q(X) = X3 —3X +1 es también un polinomio irreducible con grupo de Galois Z/3Z. Sea

a una raiz de ¢(X). Las otras dos raices /3, seran raices de

q(X
G = X2 aX 4 (a2 = 3) = (X = B)(X =) = X* = (3 +9)X + P,
de manera que 8+ v = —a, By = o — 3. Es sencillo comprobar que = a? — 2, v =

—a? — a + 2 son estas raices, de forma que 3,7 € Q(a). Se concluye que la extensién
Q(a)/Q es de Galois, y por tanto Gal(q(X)) =Z/37Z.
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2.2. Grupos Abelianos Finitos.

Se presenta a continuacién el iltimo lema que da paso a la solucién al Problema Inverso

de Galois para Grupos Abelianos Finitos.

Lema 2.9. Sean ny,ng,...,ni € N primos entre si. Para cadai < k sea (; una raiz primi-

tiva n;-ésima de la unidad, entonces se cumple que ¢ = (1(s...(x €s una raiz ning . ..N-
ésima de la unidad y Gal(Q(C)/Q) = (Z/n1Z) * x (Z)noZ)* X - - - x (Z/nyZ)*.

Demostracion. Por definicién, cada (; tiene orden n; en (C*,-) y como es un grupo
abeliano, tenemos por el Lema 1.2 que ( tiene orden nin,...n;, es decir, ( es una
raiz nins ...n-ésima primitiva de la unidad. Entonces por la Proposicién 2.1 y como

mced(n;,n;) = 1si ¢ # j se tiene que
Gal(Q(€)/Q) = (Z/nyng - - - npZ)* = (Z)n1Z)* X (Z)noZ)* X -+ X (Z/nxZ)*. O

Ejemplo 2.10. Se toman (3 y (5 raices primitivas de la unidad ctbica y quinta, respec-
tivamente. Entonces ( = (3¢5 es una raiz 15-ésima de la unidad, puesto que 3 -5 = 15.
Esto supone que Gal(Q(¢)/Q) = (Z/15Z)* = (Z/3Z)* x (Z/5Z)*. Por el Lema 2.3
se sabe que (Z/3Z)* = Z/2Z y (Z/5Z)* = 7Z/4Z. Como conclusién se obtiene que:
Gal(Q(¢)/Q) 2 Z/2Z x Z]AZ.

Finalmente, se da la realizacion de los grupos Abelianos finitos sobre los racionales:

Teorema 2.11 (Realizacién de los grupos Abelianos finitos). Sea G un grupo abe-
liano finito, entonces existe una extension de Galois K/Q tal que Gal(K/Q) = G.

Demostracion. Como G es un grupo abeliano finito, por el Teorema 1.3 (Estructura), este

se puede expresar como G = Z/mZ X Z/noZ X - -+ X L/ngZ, con ny, ..., ng € N.

Ademas, por el Teorema 2.7, existen k& nimeros primos pq, pa, . . . , pr que se puede garan-
tizar que son distintos (ya que hay infinitos por el Teorema 2.5) y k tnicos subgrupos

asociados Hy, Hs, ..., Hy de manera que H; < (Z/p;Z)*, que tienen indice n; y orden

1 <
_ 0 . Por tanto se tiene que (Z/p;,Z)*/H; = Z/n;Z, para todo 1 < i < k.
n;

my;

Sea ¢ = (1(3 - -+ (} una raiz pips - - - pp-ésima de la unidad, utilizando la notacién del Lema
2.9 previo se tiene que Gal(Q(C)/Q) = (Z/p1Z)* X (Z)p2Z)* x - -- x (Z/prZ)*.

Se define ahora H = H; X --- X Hj subgrupo normal de Gal(Q(¢)/Q) porque este es
abeliano y sea K = H' el cuerpo que fija. Por el Teorema 1.20 (Fundamental de la Teoria

de Galois), K es una extensién de Galois sobre QQ y se obtiene que

Gal(K/Q) = Gal(Q(C)/Q)/H = G. B
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Como ejemplo final se calcula un polinomio cuyo grupo de Galois sea abeliano finito.
Ejemplo 2.12. Se desea encontrar p(X) € Q[X] cuyo grupo de Galois sea el grupo
G=7/27 x Z]27 x 7/AZ.

Como en el Teorema 2.11, se realiza Z/27 sobre Q de dos maneras distintas, y distintas

también del cuerpo con el que se realice Z/47.

Primero, se buscan primos p; y po distintos de manera que p; = 2m; + 1 para algunos
my,me € Ny p3 =4mgz+ 1 con msg € N. Como ejemplo 6ptimo se toman m; =1, my = 3
y m3 = 1 que generan los primos p; = 3, po = 7, p3 = 5. Esto quiere decir por el Lema

2.9, que (05 = (3 - (7 - (5 es una raiz 105-ésima de la unidad y que
Gal(Q(C105)/Q) = (Z)3Z)* x (Z)TZL)* x (Z)5Z2)* = 7./]27 X 7.]6Z x Z]AZ.

Aunque el objeto principal de estudio sea la extensién Q((105)/Q, un aspecto esencial que

surge a la hora de realizar ejemplos, es que resulta fundamental analizar también como se

comportan las subextensiones Q((3)/Q, Q({7)/Q v Q({5)/Q por separado. Asi se consigue
comprender como interactian entre si dentro de la estructura de la extensién mayor.

A continuacién se listan los grupos de automorfismos de Q((3), Q(¢5) y Q(¢7).

Autp(Q(¢3)) = {71, 2}, donde:

s QG) — QG) e QG) — Q&)
(3 — (3 € L 3?
Autg(Q(¢r)) = {01, 02, 03,04, 05,06}, donde:
o Q&) — Q&) oy Q) — Q&)
G — G ¢r ?
o3: Q¢) — Q&) oa: Q) — Q&)
G o— G G o— &
o5 Q) — Q&) o6 Q) — Q&)
Go— @ o= @
Autg(Q(¢5)) = {wr, w2, ws,ws}, donde:
wi s QG) — Q)  wa: Q(G) — Q)
Cs — € € = ?
wi: QG) — Q) wi: QG) — Q¢)
G — ¢ G — G
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Bajo la notacién del capitulo, se aprecia de forma directa que: Hy = {7} fija Q((3) con
grupo de Galois Z/27Z y Hs = {w} fija Q(¢5) con grupo de Galois Z/47Z. Luego basta
encontrar Hy C Autg(Q((7)) de orden my = 3.

Q(¢) =—={m} Q(¢r) =—={o1} Q(¢s) =—{w1}

3
2 6 KQ<—>'H22Z/SZ 4

2

Q Z]27 Q Z/6Z Q 7./AZ.

Una comprobacién sencilla es suficiente para observar que Hy = {01, 09,04} €s un grupo
de orden 3 cuyo cuerpo fijo es Ky = Q(¢7+(#+(7). De manera breve, oy es la identidad en
Q(¢r) y tanto o9 como oy tienen orden 3. Ademés los elementos fijados por Hy se pueden
expresar de la forma a + b(¢r + (2 + (F) + (G + G + (3)2.

Siguiendo la construccion del Teorema 2.11 el tltimo paso es considerar H = Hy x Hy X Hj
junto con el subcuerpo que fija dentro de Q((y05). Aunque los elementos de Hy, Hy y H3 son
automorfismos en Q((3), Q(¢7) v Q((5), respectivamente, luego las siguientes cuestiones

se plantean de manera espontanea:

1. ;Cémo se puede interpretar H = Hy X Hy X Hj dentro de Autg(Q(Ci0s))?
2. ;i Qué cuerpo fija H y qué vinculo guarda con los subcuerpos fijados por Hy, Hy y H3?

La respuesta a la primera pregunta no es inmediata, y su resolucion requiere explorar en
profundidad la naturaleza de Autg(Q(Cio5)) = {p; : pj(Cn) = ¢, 7 € N, med(j,105) = 1}.

Resulta habitual en Matematicas el estudio de un objeto a través de su representacion en

formas diversas, para extraer de su comparacién una comprension mas profunda.

En este contexto, el paso esencial es entender Q((¢5) como

Q(¢s, C7, (5), de manera que cada automorfismo de Q((io5) Q(Cl%)

se puede reinterpretar univocamente como una composi- o4 19
8
cién de uno de Q((3) con otro de Q({7) y otro de Q(s).

Entre los ¢(105) = 48 automorfismos que hay en Q((p5), Q(¢) Q(¢r) Q(¢s)

en este caso reciben especial interés los siguientes:
P1=T1001001, pP16=T1 002001, P46 =7T100400]. 9 6 4
De manera que H = H; x Hy x H3 el cual se traduce como

{7'1} X {01702,04} X {w1} = {pl,pm,m@-}. Q
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En cuanto a la segunda cuestiéon, su resolucion resulta mas delicada. A continuacién se
determina el cuerpo fijo por H y su polinomio minimo. Para ello, se comienza analizando

la forma que presentan los elementos de Q((105) que son invariantes bajo la accién de H:
Sea I = {i € N:i < 105, mcd(z,105) = 1}, entonces dado = € Q((105), este se escribe:

T = Zai - Clos € Q(Cr05), con a; € Q para todo i € T

iel

Entonces p; = Id lo deja siempre invariante, luego el siguiente paso es hallar la forma que
tienen los elementos fijados tanto por pi;g como por pss, de modo que si se simplifican las
expresiones pig(x) = = y psg(x) = x simultdneamente, se obtiene que los elementos fijos

en el cuerpo extension bajo la accién de H son

CL1(<105 + C105 105) + a2(€105 + C105 4105) + a4(C105 + C105 C105) + a8(€105 + <105 4105) +

a11({igs + 105 () +a13(Clos +Cios +¢1os) +a17(Cids + CPos + Cigs) + @10 (s + o5 +¢505) +

a22(§105 105 105) +‘126(C105 11851 C105) +a29(§105 CIOS 5105) —}-a31(<’105 C105 C105)
105)

ass(Cogs + Chos + + a3 (Cs + Cios + CT05) +as2(C05 + Cis + Chos) +ase (05 + ¢ +Cios)-

Se han omitido los cédlculos debido a su extension, pero es entendible que se ha hecho de
manera analoga al Ejemplo 2.8. Con una metodologia similar al Ejemplo ya mencionado,
aunque de manera més costosa (es por ello que de nuevo se omite), se ha comprobado que

los siguientes 16 elementos de Q(C105)

g C105 + C105 + C105 Q22 105 + CIO5 + C105
oy | Gios ¢ 1 ¢ Q26 105 + Glos T Cios
s | Gios + Clos + Cios Qrog 105 + Glos + Clos
ag C1o5 + Cios + 05 Q31 105 + (o5 + Clos
11 105 + C105 C105 38 105 + C105 C105
Q13 105 + Gios + Civs Q43 105 + Cios + Cios
Qq7 105 + Cios + Cits Q52 105 + Gios + Cios
a9 | Cios + Clos + Cios asg | o5 + Cios + Cios

Cuadro 2.1: Valores de «; como combinaciones de raices primitivas de la unidad (jgs.

son las raices del polinomio monico e irreducible

p(X) = X"+ XY poxM 45X 45X - XM 46X —5Xx% —21X°
—10X7 +24X5 — 8X® 4+ 80X* + 160X3 4+ 128 X2 + 128X + 256.

Como conclusién, el cuerpo fijado por H en Q((io5) es K = Q(Cio5 + (15 +(1S5), este tiene

polinomio minimo p(X) y como grupo de Galois

Gal(p(X)) = Z[2LXL/CLXLIALI [ ~ 7,127, x 7,)27. x 7,/A7..
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2.3. Teorema de Kronecker-Weber.

Uno de los resultados fundamentales dentro del Problema Inverso de Galois es el Teorema
de Kronecker-Weber (1853). La primera demostracién completa fue publicada por David

Hilbert en 1896, se puede encontrar dicha prueba en [12].

Teorema 2.13 (Kronecker-Weber). Sea K/Q una extension cuyo grupo de Galois es

abeliano y finito, entonces existe n € N tal que K C Q((,)-

De entrada, podria parecer simplemente una reformulacién del Teorema 2.11 expuesto en
la seccion anterior: “Todos los grupos Abelianos finitos pueden realizarse como grupos de
Galois de subextensiones ciclotémicas”. Sin embargo, este aporta una diferencia tan sutil
como esencial, no solo se tiene que los grupos abelianos finitos pueden realizarse dentro
de extensiones ciclotomicas, sino que afirma que absolutamente todas las extensiones de

Q@ cuyo grupo de Galois sea abeliano estan contenidas en ellas.

Este resultado proporciona una percepcion global dentro de la Teoria de Cuerpos, las
extensiones ciclotomicas no son solamente un método para construir ejemplos, sino el

marco universal que rige todas las extensiones abelianas sobre Q.

Desde los trabajos de Gauss sobre construcciones con regla y compas hasta la formula-
cion moderna del Teorema de Kronecker—Weber, la idea de entender cuerpos abelianos a
través de raices de la unidad ha sido un hilo conductor en la historia del dlgebra. Como
toda extension finita con grupo de Galois abeliano se incorpora de manera natural a un
cuerpo generado por raices de la unidad, los elementos de dicha extensién admiten una
descripcion explicita en términos de las raices primitivas. Este hecho determina que existe
una forma de escribir cualquier entero algebraico cuyo grupo de Galois sea abeliano como

combinacion lineal de dichas raices.

Corolario 2.14. Sea K/Q una extension finita con grupo de Galois abeliano finito en-
tonces para cualquier entero algebraico o € K existe n € N tal que a se escribe de modo

Uunico como:
_ k _
a= Zak ¢y, con ay € Q para todo k € N, med(k,n) = 1.
k=1

Ejemplo 2.15. Las raices cuadradas v/5 y v/7 son elementos algebraicos en Q, puesto
que son raices de los polinomios X? — 5 y X2 — 7, respectivamente. Ademds, su grupo
de Galois es, en ambos casos Z/2Z (ver Ejemplo 1.25). Segun el resultado anterior, se

pueden expresar como sumas y restas de raices de la unidad, concretamente
_ 2 3, 4
Vi=G-G -G+,

VT = Gos + Gy — G5 — G + G5+ G-



Capitulo 3

Realizacion del grupo Simétrico 5,,.

Tras el estudio de los grupos abelianos finitos, cuya realizacion se cimienta en la teoria
de cuerpos ciclotémicos y la manipulacién directa de raices de la unidad, este capitulo
se adentra en un territorio de una complejidad mayor: los grupos simétricos. Para S, es
preciso forzar la aparicion de transposiciones y asegurar la existencia de ciclos de longitud
n. De este modo, se revela una dinamica completamente distinta a la de las extensiones

abelianas.

En este capitulo se seguirdn diversas referencias. En primer lugar, se examinan algunos
resultados concretos [18], estos van a permitir ilustrar y contextualizar el problema me-
diante casos mas sencillos. Para finalizar el capitulo, la construccion general de 5, se

fundamentara en las ideas de van der Waerden recogidas en su libro Algebra [22].

3.1. Grupos Simétricos de orden primo.

Como ya se ha mencionado, existe un conjunto de grupos simétricos cuya realizacion
resulta mas directa que el caso general. Efectivamente, si p € N es primo entonces se
puede ver que S, es facilmente realizable sobre Q, utilizando inicamente herramientas de

teoria de grupos elemental.

Para alcanzar el objetivo, en las siguientes lineas se expone una caracterizacién de S,,.
Aunque se enuncie de manera equivalente, esta dice que si un subgrupo H C S, contiene

una transposicién y un ciclo de tamano p entonces H = S,,.

Lema 3.1. Sea p € N primo, entonces para cualquier transposicion o € S, y cualquier

ciclo T € S, de tamano p, se tiene que el grupo simétrico S, =< o,T >.

Demostracion. Sea o € S, una transposicion, renombrando los elementos de S, se puede

suponer sin pérdida de generalidad que o = (1 2).

27
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Sea 7 € S, un ciclo de tamano p, entonces este se puede reordenar de tal manera que

7= (1 ny ... n,) para algunos n;, € N, con n; # n; si i # j.

Se observa que existe k < p tal que ¢ = 7% verifica ¢(1) = 2, es decir, c = (1 2 m3 ... m,).

Nuevamente, renombrando eficazmente los elementos de S, se tiene que c = (1 2 3 ... p).

Ahora, se consideran las permutaciones o; = ¢' o g o ¢*, para cada i € {1,...,p — 1}.
Como es un ciclo, el orden de ¢ es su longitud, entonces ¢"*? = ¢™ para todo m € N,

luego no cobra sentido considerar potencias de ¢ con exponentes mayores que p — 1.

Por 1ltimo, se puede comprobar que o; = (i +1 i + 2), donde se entiende que la trasposi-
cibno,_1 = (p 1) yaque (p p+1) ¢S, Ademas, las permutaciones o; se han generado
a partir de la transposicion o y el ciclo 7, luego como el conjunto de transposiciones
(i4+1 i+ 2) genera S, se tiene que < 0,7 >=5,,. O

A parte del lema anterior, serda necesario el Teorema de Cauchy sobre teoria de grupos

que se enuncia a continuacién y cuya demostracion parcial puede encontrarse en [15].

Teorema 3.2 (Cauchy). Sea G un grupo finito y p un nimero primo. Si p divide al

cardinal de G, entonces G tiene al menos un elemento de orden p.

Demostracion. Primero se probara el caso abeliano y después se generalizara a cualquier
grupo finito. Se procederd por induccién sobre n = |G|. El caso base en ambos casos es
n = p, donde G tiene orden p y del Teorema de clasificacién de grupos abelianos finitos
1.3 se obtiene que G =Z/pZ y cualquier elemento distinto del neutro cumple la hipétesis.
Supéngase que G es abeliano y sea a € G, distinto del elemento neutro. Sea A = (a) el
subgrupo ciclico que genera a. Si p | | A, entonces al4l/? es un elemento de orden p.

En caso contrario, p no divide |A|, y como |G| = |A| [G : A] se cumple que p | [G : A]. Por
la hipdtesis inductiva, el cociente G/A contiene una clase de orden p; sea *A con x € G
dicha clase y m = ordg(z), entonces (xA)™ = A, por lo que p | m, y finalmente 2™/? tiene

orden p en G. Con esto se concluye el caso abeliano.

Supongase ahora que G es un grupo no abeliano, entonces se considera el centro de G:
Z(G)={9€G:YheG,g-h=h-g}, que es abeliano para cualquier grupo. Sip | |Z(G)]
se aplica inmediatamente el apartado anterior. Se supone por ultimo que p { |Z(G)|.

Entonces, p | |G| y G es la unién disjunta de Z(G) y las clases de conjugacion de elementos

que no estdn en Z(G). Como p | |G|y |G| = |Z] + Z[G : Cglay)], sipt Z|G| debe existir
i=1
Gl

un i tal que [G: Cg(a;)] = Colad] con p t [G : Cg(a;)] y entonces p | |Ca(a;)|, donde

Cq(a;) es un subgrupo de G abeliano, por lo que se aplica el primer apartado para concluir

que existe un elemento de orden p. O
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Para acabar esta seccién se demuestra que dado un primo p, si las raices de un polinomio

de grado p verifican unas ciertas propiedades, entonces su grupo de Galois es .9,.

A diferencia de capitulos anteriores, esta vez no se trata de una prueba constructiva si no

que simplemente se demuestra la existencia.

Teorema 3.3 (Realizacién de los grupos Simétricos de orden primo). Sea f(X)
un polinomio irreducible de grado p primo en Q[X]. Si f(X) tiene exactamente dos raices

complejas (no reales), entonces Gal(f(X)) = S,.

Demostracion. Sea K el cuerpo de escision de f(X) y a € K una raiz de f(X). Por
hipétesis, f(X) es irreducible, luego [Q(«) : Q] = deg(f(X)) = p, y por tanto p divide a
[K : Q] = |Gal(f(X))]. Por el Teorema 3.2, Gal(f(X)) contiene algiin elemento de orden
p, sin embargo el Lema 1.31 muestra que los tnicos elementos de orden p en S, son los

ciclos de tamano p.

Como f(X) tiene exactamente dos raices complejas, estas deben ser conjugadas y existe
un automorfismo o € Gal(f(X) que transforma una en la otra y deja fijas el resto de

raices. Como o2 = Id, entonces es una trasposicion.

Por el Teorema 1.28 y su observacién posterior, Gal(f(X)) C S, y este contiene un ciclo

de orden p y una transposiciéon, por el Lema 3.1 se obtiene que

Gal(f(X)) = S,. O

Tras este teorema surge naturalmente la siguiente cuestion, jno funcionaria esta demos-
tracién para cualquier grupo simétrico? La respuesta es negativa, y el argumento reside
en el mencionado Lema 1.31: cualquier elemento de orden p debe ser necesariamente un
ciclo de longitud p. Esta propiedad es esencial para asegurar la aparicion de un ciclo de

tamano p en el grupo de Galois y, por ende, para concluir que este es 5,.

Sin embargo, cuando n es compuesto este razonamiento deja de ser valido, en S,, pueden
existir elementos de orden n que no sean ciclos de longitud n. Se considera en Sg la
permutacién o = (1 2 3)(4 5). Como los ciclos (1 2 3) y (4 5) son disjuntos se tiene que
O(o) = mem{2,3} = 6, de manera que o es una permutacién de orden 6 en Sg pero no
es un ciclo de tamafno 6. Esto pone de manifiesto que se requeriran técnicas adicionales

para tratar el caso general de S,,.

Como ya es habitual en el estudio del Problema Inverso de Galois, la parte mas dificil
suele ser encontrar ejemplos concretos que muestren como un grupo aparece como grupo
de Galois de un polinomio con coeficientes racionales. En particular, el Teorema 3.3 afirma

que, para cada primo p, se puede realizar el grupo simétrico .S, como grupo de Galois.
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Sin embargo, falta un detalle importante: hay que demostrar que, para cada primo p, existe

un polinomio irreducible de grado p con exactamente dos raices complejas (no reales).

Proposicién 3.4. Sea p € N primo, entonces existe un polinomio f(X) € Q[X] irredu-

cible, de grado p y con exactamente dos raices complejas (no reales).

Demostracién. Si p = 2 entonces f(X) = X2+ 1 tiene exactamente dos raices complejas.

Se puede suponer que p > 3. Se toma m € N un nimero par y ny < ng < -+ < np_o

nimeros enteros pares. Se considera ahora el polinomio:
9(X) = (X? +m)(X —n)(X —na) -+ (X —np2)

Bajo estas hipétesis, es evidente que g(X) tiene como raices reales ny, no, . .., n,_2, ademés
g(X) no tiene maximos ni minimos locales en ninguno de esos puntos porque son raices

simples por definicion.

Esto ultimo significa que ¢ = minger. ¢ ()=03|9(z)| > 0, y por tanto se puede escoger

2 2
n € N impar tal que ¢ > —. Ahora se puede tomar el polinomio f(X) = g(X) — —.
n n

Entonces, f(X) también tendra exactamente p— 2 raices reales, por lo que también tendra

exactamente dos raices complejas conjugadas (ver Figura 3.1).

l9(X)|

2 A\

f(X)

Figura 3.1: El polinomio ¢g(X) tiene como raices reales ny, ng, ..., n,_o.

El punto clave de la demostracion viene a continuacién, si se considera
-1
nf(X)=nX"+a, 1 X" +--- + ap,

se tiene que los coeficientes de nf(X) son los mismos que los de g(X) (salvo el de mayor
grado y el término independiente) y estos son pares porque son los polinomios simétricos
elementales sobre los n;, ademds n es impar y ag = —nmny - - - n,_2 — 2 no es divisible por
22. Por el Criterio de Eisenstein 1.34 para p = 2, se obtiene que nf(X) es irreducible y
por tanto, también f(X). O]
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Este método es la pieza que faltaba en el puzzle y complementa al Teorema 3.3, luego
ya se disponen de los conocimientos necesarios para calcular polinomios cuyos grupos de

Galois son los grupos simétricos de orden primo.
Ejemplo 3.5. A continuacién se encuentra f(X) € Q[X] cuyo grupo de Galois es S;.

En primer lugar, a partir de la Proposicion 3.4, tomando m = 2,ny = —2,n, =0y nzg = 2

se considera el polinomio

g(X) = (X*+2)(X +2)X(X —2) = X° - 2X? - 8X.

l9(X)|

12 -15 -1 -05 0 05 1 15 2

a(Xx)

Figura 3.2: El polinomio g(X) tiene como raices reales —2,0 y 2.

El siguiente paso es hallar los puntos donde se anula ¢'(X) = 5X* — 6X? — 8.

Realizando el cambio de variable ' = X? se obtiene la ecuacién 57? — 67 — 8 = 0, cuyas

4
raices son Ty} = 2,15 = ——,

5

Deshaciendo el cambio de variable tnicamente se obtienen las soluciones reales
Xl = \/57 XQ = _\/5
Ademis se tiene que |g(v/2)| = |g(—v/2)| ~ 11,31. Y por tanto

€= min x)| ~ 11,31,
{xeR:g’(:c):()}‘g( )‘

2
y que un n impar tal que € > — puede ser por ejemplo n = 1. Por tultimo se considera
n

f(X)=g(X)— = =X"-2X*—-8X —2

el cual ademds de tener exactamente dos raices no reales, es irreducible por el Criterio de

Eisenstein 1.34 para el primo p = 2. Luego finalmente por el Teorema 3.3 se obtiene que:

Gal(f(X)) = Ss.
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Aunque para el caso anterior no se han necesitado mas herramientas que lapiz y papel, es
evidente que para primos mas grandes el grado y la dificultad de los polinomios aumenta

acorde a este. Es por eso que para casos mas complejos, se pueden utilizar software de

calculo para hallar los extremos relativos del polinomio:

Ejemplo 3.6. A continuacién se encuentra f(X) € Q[X] cuyo grupo de Galois es Si;.
Anélogamente al ejemplo anterior, se considera el polinomio:
g(X) = (X2 +2)(X —8)(X —6)(X —4)(X —2)X (X +2)(X +4)(X +6)(X +38)
= X" — 118X + 4128 X7 — 43744 X° + 42496 X + 294912.X

10000000

5000000

|9(X)]

_______———____#_
=%

1g(X)

— . e e e = e = = = ]

Figura 3.3: El polinomio ¢g(X) tiene exactamente 9 raices reales.

Se aprecia en la gréfica de |g(X)| y se constata con el software Wolfram que:

€= min x)| =~ |g(1,32)| =~ 339137.
{xeR:g,(x)zo}!g( )|~ [g(1,32)]

2 .
Por lo que un n impar tal que € > — puede ser n = 1. Por tltimo se considera
n

2
f(X)=g(X)— == X" —118X°% + 4128 X" — 43744 X° 4 42496 X > + 294912X — 2,
n

el cual ademés de tener exactamente dos raices no reales, es irreducible por el Criterio de

Eisenstein 1.34 para el primo p = 2. Luego finalmente por el Teorema 3.3 se obtiene que

Gal(p(X)) = 1.


https://www.wolframalpha.com/input?i=extremos+%28X%5E2%2B2%29%28X-8%29%28X-6%29%28X-4%29%28X-2%29X%28X%2B2%29%28X%2B4%29%28X%2B6%29%28X%2B8%29&lang=es
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3.2. Grupos Simétricos.

La realizacién de S, (con p primo) como grupo de Galois aprovecha propiedades especificas
de los primos que no se generalizan, en general, a grados compuestos. En contraste con la
factorizacion de enteros, donde conocer la descomposiciéon de enteros en primos permite
manejar cualquier nimero natural mediante sus factores, la realizacién de S, exige técnicas
adicionales que no surgen de la mera combinacién de casos primos. Para llevarla a cabo
seran necesarios unicamente tres resultados previos. El primero es el Teorema de Dedekind,
cuya prueba [1] no se incluye por su extensiéon. Es una herramienta fundamental que
muestra cémo son ciertas permutaciones del grupo de Galois de un polinomio f(X) € Z[X]

con coeficientes enteros a través de su factorizacién modulo un tnico primo.

Teorema 3.7 (Dedekind). Sea f(X) € Z[X] un polinomio de grado n mdnico y sin

raices multiples. Sea p € N primo tal que f(X) se puede descomponer en F,[X] como

F(X) = LX) L(X) - fulX) € F[X]

donde f1(X), f2(X), ..., fu(X) son mdnicos e irreducibles. Sea d; el grado de cada polino-
mio fi(X), entonces se cumple que el grupo de Galois de f(X) sobre Q, entendido como

un subgrupo de S,,, contiene un elemento que es producto de ciclos disjuntos de la forma
0-100-20".00-]{:
donde cada o; es un ciclo de orden d; en S,,.

Igual que para los grupos simétricos de orden primo, para el caso general se necesita

garantizar la existencia de ciertos tipos de polinomios usados en el Teorema de realizacion.

Lema 3.8. Sea p € N primo, entonces para todo n € N existe un polinomio monico e

irreducible de grado n en F,[X].

Demostracion. Sea p € N un primo, se probard por induccién sobre n:

Sea n = 1, es trivial que cualquier polinomio ménico de grado 1 en F,[X] es irreducible.
Se supone que el resultado es cierto para todos los nimeros naturales hasta n.

Se considera el polinomio f(X) = X?" — X € F,[X]. Sea L el cuerpo de escisién de f(X)
en F,[X], y R el conjunto de raices de f(X) en L.

Se observa que la derivada formal es f/(X) = p"X?"~! — 1 = —1, por lo que f(X) no
tiene raices y por la Proposicién 1.9, f(X) no tiene raices multiples. Esto dltimo indica
que |R| = deg(f(X)) = p".

Ademas se tiene que R puede ser dotado de estructura de cuerpo:
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I) Como f(0) = f(1) =0 se tiene que 0,1 € R.

I1) Es evidente que a € Rsiy solosi f(a) = a’" —a, o equivalentemente a””" = a. Luego
sia,b € R, (ab)P" = aP" V" = aby por tanto ab € R.

[I) Dado a € R\ {0} se tiene que (a™1)P" = a™?" = (a"" )"t =a~ !, luego a™! € R.

IV) Dados a,b € R se tiene que, (a+b)? = aP+b° méd p, luego concretamente: (a+b)P" =
(a? + )" = (a” +0°VY" T = ... = + 1" = a+ bmdd p. Entonces se tiene
quea+beR

En conclusién, R es un cuerpo que contiene todas las raices de f(X), por lo que este debe
ser un cuerpo de escisién en F,[X], por tanto R = L. Ademsds, el grupo multiplicativo
de cualquier cuerpo finito es ciclico, por lo que en concreto se tiene L* = («) para algin
a € L. Se ve que L = F,(a) y finalmente, el polinomio minimo de « en I, es irreducible
y de grado [L : F,] = n. O

Teorema 3.9 (Realizacién de los grupos Simétricos). Sea n € N, entonces existe
una extension de Galois K/Q tal que Gal(K/Q) = S,.

Demostracién. Si n = 3, entonces se puede comprobar que Gal(X?3 — 2) = Ss.

Sin > 3, en virtud del Lema 3.8 se escogen los siguientes polinomios:
f1(X) € Fo[X] irreducible y ménico de grado n.

f2(X) = g1(X)g2(X) € F5[X], con g1(X), g2(X) irreducibles y ménicos de grados n — 1y

1, respectivamente.

f3(X) = hi(X)hao(X) € F5[X] con hy(X), ha(X) irreducibles y ménicos de grados 2 y
n — 2, respectivamente. (si n es impar)
f3(X) = hi(X)ho(X)hs(X) € F5[X] con hy(X), he(X), hg(X) irreducibles y ménicos de

grados 2,n — 3 y 1, respectivamente. (si n es par)
A continuacién se escoge f(X) de manera que:

f(X) = f1(X) méd 2.
f(X) = f2o(X) méd 3.
f(X) = f3(X) méd 5.

Se puede tomar, por ejemplo f(X) = —15f1(X) 4+ 10f2(X) + 6f3(X) € Z[X]. De manera
que, ademéds de cumplir los requisitos de reduccién a los respectivos cuerpos F,[X], se
tiene que f(X) es ménico. Sea G = Gal(f(X)) el grupo de Galois de f(X) sobre Q, se

demuestra a continuacion que G = S,,.
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Como f(X) = f1(X) méd 2, y este es irreducible en Fo[X], por el Criterio de Irreducibi-
lidad 1.32 de reduccién médulo p = 2, f(X) es irreducible sobre Q[X].

Ademds, f(X) = f2(X) = ¢1(X)g2(X) mdd 3. Como ¢;(X) no tiene raices multiples, es
irreducible y no tiene raices en comin con go(X); f(X) tampoco tiene raices multiples
en F3[X]. Bajo estas hipétesis se puede aplicar el Teorema 3.7, del que se obtiene que G

contiene un ciclo de tamafio n — 1. Aplicando este mismo Teorema en F5[X]|, G posee:

Si n es impar, una permutacion o, 00, donde oy tiene orden n—2 'y o5 es una trasposicién.

Si n es par, una permutacién oz o g4, donde o3 tiene orden n — 3 y o4 es una trasposicion.

De esta forma, elevando ambas permutaciones a un exponente impar idéneo, n—2 6 n—3

en respectivos casos, se concluye que G contiene una trasposicion.

Supéngase, sin pérdida de generalidad, que G contiene los ciclos (12 --- n—1) y (i j).
Ahora se demuestra que en GG aparece alguna transposicién de la forma (k n) para algin
k < n. Ademads, se supone que i < j < n y se define s = n — j. Se observa que
(12 --n—=10G)12 - n—1)"=(@G+1 j+1),y al repetir esta operacién s ve-

ces se obtiene (i +s n) € G.

Ademas, al aplicar el ciclo (1 2 - -+ n — 1) sobre la trasposicién (i n) se consigue (i +1 n),
y al aplicar la permutacién inversa se consigue (i —1 n). En consecuencia, para todo
ie{l,2,...,n—1} se cumple (i n) € G. Dado que (i j) = (i n)(j n)(i n), toda traspo-

sicion pertenece a (G, y por ser las trasposiciones generadoras de S,, se tiene

G=5, ]

Aunque el Teorema 3.9 solo requiera de la existencia de polinomios ménicos e irreducibles
de grado arbitrario, que se garantiza por el Lema 3.8. Es cierto que en la practica se utilizan

métodos méas simples. El siguiente resultado caracteriza estos polinomios irreducibles:

Teorema 3.10. Sean € N y I, el cuerpo finito de orden p. Entonces el polinomio
pa(X) = X" — X € F,[X]

es el producto de todo polinomio monico e irreducible en F,[X] cuyo grado divida a n.

Ejemplo 3.11. Del teorema anterior se deduce que es posible determinar todos los poli-
nomios moénicos e irreducibles de cierto grado n sobre cualquier cuerpo finito F,,, sencilla-
mente se necesita factorizar p(X) = X*" — X € F,[X].

Sin embargo, en la practica, para evitar tener que factorizar polinomios se determinaran

los polinomios irreducibles necesarios directamente por ensayo y error.
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En principio, se podria pensar que la comprobacién pertinente para determinar si un
polinomio f(X) € F,[X]| de grado n es irreducible es, efectivamente, comprobar si es
factor de XP" — X; este argumento es falso puesto que podria darse el caso que f(X) sea

el producto de dos o mas polinomios irreducibles cuyos grados dividan a n.

En F,[X], el polinomio g(X) = X + X8 + X7 + X° + X3 + X2 + 1 divide a X2 — X
pero no porque sea irreducible, sino porque se puede factorizar como
g X)=(X°+ X2+ D(XP+ X3+ 1),

donde cualquiera de estos dos polinomios es irreducible y de un grado divisor de 10.

Entonces, si esto no funciona, jcémo es posible garantizar la irreducibilidad? Para usar
un argumento parecido al anterior es menester “eliminar” del polinomio X?" — X los

polinomios irreducibles de grado menor que n.

Los polinomios irreducibles de grado 1 en Fy[X] tendrdn como producto p;(X) = X? — X;
X¥ - X X¥ - X
————; los de grado 5, p5(X) = ———.

(%) =)

En definitiva, los polinomios irreducibles de grado 10 en F5[X] tendrdn como producto

X - X
p1o(X) =
o) = T3 oY)
irreducible bastard ver si med(f(X), p1o(X)) es de grado 10.

los de grado 2, po(X) =

, luego para saber si un polinomio f(X) de grado 10 es

Ejemplo 3.12. A continuacién se encuentra p(X) € Q[X] cuyo grupo de Galois es Ss.

Se aprovecha que el Teorema 3.9 proporciona una prueba constructiva y se escogen los
siguientes polinomios, todos monicos e irreducibles sobre los respectivos cuerpos finitos

que se indican.

o[ X] — X)) =X+ X"+ X’ + X +1

Fs[X X)=X"+X?+2X
hi(X)=X%*+2

Fs[X] ho(X) = X° 4+ X2 +2 f3(X) = X%+ 2X0 4 X° +4X3 44X
hs(X) =X

Cuadro 3.1: Polinomios en Fy[X], F5[X]| y F5[X].

En consecuencia, si se toma el polinomio
f(X) = —15f1(X) + 10fo(X) +6f3(X) = X+ 12X° + 6X° — 15X* + 19X° + 29X — 15,

se concluye que

Gal(f(X)) = Ss.
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De la misma forma se pueden construir mas ejemplos de grupos simétricos:
Ejemplo 3.13. A continuacién se encuentra p(X) € Q[X] cuyo grupo de Galois es Syg.

Analogamente al ejemplo anterior, se escogen los siguientes polinomios, todos ménicos e

irreducibles sobre los respectivos cuerpos finitos que se indican.

FQ[X] - f1<X):X10+X3+1
n(X) =X X'+ X' +2 10 5

F3| X X)=X"+X"+2X

3[ ] 2<X):X f2( )
hi(X)=X*+2

F5[X] ho(X) = X7 + X +1 f(X) = X" 42X + X'+ X° 4+ 2X7 +2X
hs(X) =

Cuadro 3.2: Polinomios en Fo[X], F5[X] y F5[X].

En consecuencia, si se toma el polinomio
F(X) = —15£1(X)+10f2(X)+6f3(X) = X'O4+12X54+10X°+6 X —9 X3 +12X>+32X —15,
se concluye que
Gal(f(X)) = Sl().
Sin embargo, el argumento de van der Waerden cambia ligeramente si n es impar:

Ejemplo 3.14. A continuacién se encuentra p(X) € Q[X] cuyo grupo de Galois es Ss.

Se escogen los siguientes polinomios, todos monicos e irreducibles sobre los respectivos
cuerpos finitos que se indican, la tinica diferencia con los ejemplos anteriores es en el calculo

de fo(X), en este caso n = 15 es impar y solo se construye mediante dos polinomios.

Fy[X] — AX)=XP+ X +1
X)=X"4+X+2
Fs[X] ?EX; f2(X) = X+ X? +2X
2
F[X] hi(X) = X2 +2 f3(X) =X 42X 4+ X©
i ho(X) = X+ X4+ X%+ 1 43X +3X242

Cuadro 3.3: Polinomios en Fo[X], F5[X]| y F5[X].

En consecuencia, si se toma el polinomio
F(X) = —15£1(X) +10f5(X) + 6f3(X) = X' + 12X + 6X° + 18X* +28X% + 5X — 3,

se concluye que

Gal(f(X)) = 515‘
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Capitulo 4

Realizacion del grupo Alternado A,,.

Habiendo completado en el capitulo anterior la construccién de polinomios en Q[x] con
grupo de Galois 5,,, resulta natural plantear a continuacion la realizaciéon de su subgrupo
alternado A,,. Seria suficiente un teorema que garantizara la realizabilidad de todo sub-
grupo de S, ya que junto al Teorema de Cayley, que enuncia que cualquier grupo finito es
subgrupo de un simétrico, permitiria resolver el Problema Inverso de Galois. Por ello, el
estudio de A,, requiere un enfoque distinto, basado en el analisis del discriminante de los
polinomios y en el uso del Teorema de Irreducibilidad de Hilbert, un hito fundamental en
el Problema Inverso de Galois, que permite extraer infinitas especializaciones en Q man-
teniendo el grupo de Galois dentro de A,. En este capitulo se expondran dichos métodos

y construiran familias explicitas de polinomios cuyo grupo de Galois sea isomorfo a A,,.

4.1. Grupos Alternados.
Una herramienta basica es el discriminante de un polinomio, se define a continuacion.

Definicién 4.1. Sea f(X) € Q[X] un polinomio no constante de grado n. Se considera
f(X)=c(X —a) - (X — a,) su factorizacién sobre un cuerpo de escisién, donde los «;

no son necesariamente distintos. Se define el discriminante de f(X) como

i<j

Esta definicién omite el coeficiente lider de f(X) y depende solo de sus raices. Por ejemplo,
X2+ 3y 2X?%+ 6 tendrfan el mismo discriminante, 12. La siguiente proposicién sobre el
discriminante de un cierto trinomio ha sido obtenida de la seccién 2.8 de [20], resultard

util para asegurar que el grupo de Galois de ciertos polinomios es A,,, y no S,,.

Proposicién 4.2. Sea f(X) = X"+ aX + b € K[X] entonces se tiene que

A(f) = (1) (" 4+ (1) (0 — 1) a").

39
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El siguiente Teorema [2] es un resultado central en el capitulo, este caracteriza mediante

el discriminante los polinomios cuyo grupo de Galois es un subgrupo del grupo alternado.

Teorema 4.3. Sea f(X) € K[X]| un polinomio de grado n sin raices mailtiples en un
cuerpo de escision L. Entonces el grupo de Galois de f(X) es un subgrupo de A,, siy solo

si su discriminante es un cuadrado perfecto en K, esto es, A(f) = 6%, con 6 € K.

Demostracion. Sean a, . . ., a, las raices de f(X) en el cuerpo de escision L = K (ay, ..., ap).

Se considera ahora § = H(aj — ), que no es nulo, pues f(X) no tiene raices multiples.
i<j
Entonces 62 = A(f) y este serd un cuadrado perfecto en K si y solo si § € K.

Sea 0 € Gal(L/K), entonces se tiene que

0(6) = [ [(o(a;) = o(an)) = (o) [ [ (0 — ) = e(0)s,

i<j (A]
donde €(0) es la signatura de o.

Se observa que o pertenece a A,, exactamente cuando es par, es decir, cuando €(o) = 1,
lo cual a su vez equivale a que o(d) = §. Por tanto, el grupo de Galois serd un subgrupo
de A, sty solo si Gal(L/K) fija §, lo que implica que § pertenece al cuerpo base K. [

La siguiente proposicién [3] es crucial para la realizacién de los grupos alternados, esta

caracteriza los subgrupos transitivos de .5, mediante la longitud de ciertos ciclos.

Proposicion 4.4. Sean > 3, entonces un subgrupo transitivo de S, que contiene un ciclo

n
de longitud 3 y un ciclo de longitud q para algin primo q > 5 es bien S, o bien A,.

Finalmente, se puede enunciar un Teorema de realizacion de los grupos Alternados. Aun-
que se recopilan los lemas anteriores en diversos documentos sobre el problema inverso de

Galois para grupos Alternados, esta estructura no estd materializada en ninguno de ellos.

Teorema 4.5 (Realizacién de los grupos Alternados). Sea f(X) € Q[X]| un polino-
mio irreducible de grado n > 3 sin raices maltiples, con A(f) cuadrado perfecto en Q.
Si el grupo de Galois de f(X) contiene un ciclo de longitud 3 y un ciclo de longitud q

~Y

para algun primo q > g, entonces Gal(f(X)) = A,.

Demostracion. Sea G = Gal(f(X)). Por hipétesis, f(X) es irreducible en Q[X] y no tiene
raices miultiples, luego por el Teorema 1.28, GG es un subgrupo transitivo de S,,. Ademas, G
contiene un ciclo de longitud 3 y un ciclo de longitud ¢ para algtin primo ¢ > g, entonces
por la Proposicién 4.4, bien G = S,, o bien G = A,,. Sin embargo, su discriminante es
un cuadrado perfecto en Q, luego por el Teorema 4.3, G es un subgrupo de A,,. Como
S, € A, se concluye que G = A,,. O
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La base tedrica que garantiza la existencia de polinomios capaces de satisfacer las hipotesis
del enunciado se desarrollara en la siguiente seccion. Mientras tanto, con las herramientas
adquiridas hasta ahora, la estrategia préactica consiste en ensayar distintos candidatos y

verificar que cumplan todas las premisas del teorema.

Ejemplo 4.6. A continuaciéon se encuentra un polinomio cuyo grupo de Galois es Ag.
Primero, se considera el polinomio g(X) = X® + 2X + 2 y se comprueba si su grupo de
Galois es, efectivamente, Ag.

= Aplicando el Criterio de Eisenstein 1.34 para el primo p = 2 se obtiene que el

polinomio g(X) es irreducible en Q[X].

» Ademas, si se considera la reduccién en factores irreducibles médulo 3 de g(X),
g(X) = (XP+ X2 +2X + 1)(X° +2X* +2X° +2X? + X +2) méd 3.

Por el Teorema de Dedekind 3.7, existe una permutaciéon o € Gal(g(X)), de la
forma o = 0y 0 09 tal que ord(oy) = 3 y ord(o) = 5. Asi, 0°,0% € Gal(g(X)) y

estos seran ciclos de longitud 3 y 5 > 3> respectivamente.

~Y

Bajo estas hipdtesis, se podria pensar que por el Teorema 4.5 se tiene Gal(g(X)) = As.

Sin embargo se omite una hipétesis crucial.

= Si se calcula el discriminante de g(X) como en la Proposicién 4.2, se obtiene que

VA(g) = V1936656640 ¢ Q.

De manera que no es posible aplicar el Teorema 4.5. De hecho, si se considera la reduccion

en factores irreducibles médulo 11 se tiene que
g(X) = (X?+5X +2)(X° + X? +3X +2)(X? +5X* +4X + 6) mdd 11.
Ademas, la reduccion en factores irreducibles médulo 41 es
g(X) = (X +6)(X"+35X% +36X° + 30X +25X% + 14X? + 39X + 14) méd 41.

Por el Teorema de Dedekind 3.7, existen permutaciones o, 7 € Gal(g(X)) de manera que
7 es un ciclo de longitud 7 y ¢® es una trasposicién, entonces por un argumento anilogo

al de la demostracién del Teorema 3.9, se puede concluir que

Gal(g(X)) = Ss.
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Por el contrario, se considera f(X) = 8X® — 8X + 7, el cual es irreducible en Q[X].
f(X)
8

Aplicando la férmula de la Proposicién 4.2 al polinomio h(X) = , se obtiene que

A(f) = A(h) = 5764801 = 2401?%, es un cuadrado perfecto en Q.

Por 1ltimo, si se consideran sus factores irreducibles modulo 3,

fX) = (X2 + X2 42X + 1)(X° +2X* +2X° + 2X? + X + 2) méd 3.
Por el Teorema de Dedekind 3.7, existe una permutacién o € Gal(f(X)), de la forma
0 = 01009 tal que ord(oy) = 3 y ord(o2) = 5. Asi, 0°,0% € Gal(f(X)) serdn ciclos de

longitud 3 y 5 > 27 respectivamente. En virtud del Teorema 4.5, se obtiene que
Gal(f(X)) = As.

Ejemplo 4.7. A continuacién se encuentra f(X) € Q[X] cuyo grupo de Galois es Ajg.
Se considera el polinomio f(X) = X' — 380X + 360, se demostrard que cumple todas las
hipétesis del Teorema 4.5.

» Aplicando el Criterio de Eisenstein 1.34 para p = 5 se obtiene que el polinomio f(X)
es irreducible en Q[X]. Se verifica que 5 | 360, 5| 380, 51 1 y ademds 25 1 360.

= Se utiliza la Proposicién 4.2 para hallar el discriminante de f(X), se observa que es

un cuadrado perfecto en QQ, concretamente se tiene que

A(f) = (622670823473457000530313216 - 10°)2.

» Se considera la reduccién en factores irreducibles médulo 29 de f(X)

f(X) = (X24+6X +21)(X3+14X2+18X +26) (XM +9X B +16 X2+ XM 46X 10+
27X°% +3X8 +6X7 + 10X 4+ 7X5 + 18X* + 10X3 + 10X? + 25X + 15) méd 29.

Por el Teorema de Dedekind 3.7, existe una permutaciéon o € Gal(f(X)) cuya
descomposicién en ciclos disjuntos es de la forma o = 01005003, donde ord(oy) = 2,
ord(cy) = 3 y ord(o3) = 14. De manera que o'* = 02 € Gal(f(X)) y este serd un
ciclo de longitud 3.

» Se considera ahora la reduccién en factores irreducibles médulo 41 de f(X),

f(X) = (X +31)(X +35) (X7 4+16X"10 + 32X +3XM + 14X 43X 12 428X +
22X10425X94+23X84+16X7+24X0+39X5+4X44+20X3+39X%+39X +6) mod 41.

De nuevo, por el Teorema de Dedekind 3.7, existe un ciclo 7 € Gal(f(X)) de longitud

19
q = 17, el cual es un nimero primo mayor que CR

Por el Teorema 4.5 de realizacion de los grupos alternados, se concluye que

Gal(f(X)) = Ay,
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4.2. Teorema de Irreducibilidad de Hilbert.

Esta eleccion de polinomios en los ejemplos anteriores puede parecer arbitraria, sin embar-
go se encuentra oculto, en realidad, un método sistematico detallado [, 16] que garantiza
la existencia de infinidad de polinomios con grupo de Galois A,, para cada n. El siguiente
resultado es una piedra angular en el problema inverso de Galois para grupos alternados,
se le atribuye a Hilbert y se presenta aqui sin demostracién, dado que su complejidad

técnica excede al alcance de este trabajo. Esta demostracién se puede encontrar en [11].

Teorema 4.8 (Irreducibilidad de Hilbert). Sea f(T1,...,T,,X) € Q(Ty,...,T,)[X]
un polinomio irreducible. Entonces existen infinitas n-tuplas (ay,...,a,) € Q" tales que
la especializacion f,(X) = f(ai,...,a,, X) € Q[X] estd bien definida y es irreducible, y
ademds se cumple que: Galgr,,..1)(f(Th, ..., Ty, X)) = Galg(fa(X)).

Donde Q(T1,...,T,) denota el cuerpo de fracciones del anillo de polinomios en las in-
determinadas T, ..., T,; es decir, Q[T1,...,T,]. Para la realizacién de A,, se parte de
una familia de polinomios con grupo de Galois S,, sobre Q(t). Se debe destacar que este
teorema no desacredita de ninguna manera la construccion del Capitulo 3 ya que el marco

tedrico usado ahi era sustancialmente mas simple que el que se usa ahora.

Teorema 4.9. Se considera f(t,X) = X" —ntX + (n—1)t € Q(¢)[X]. Entonces el grupo
de Galois de f(X,t) sobre Q(t) es isomorfo a S,. En particular, existen infinitos t € Q
tal que f(X,t) € Q[X] es irreducible y tiene grupo de Galois S,,.

Por 1ltimo, se introduce un cambio de variable adecuado que fuerza el discriminante a
ser un cuadrado en Q, y entonces el grupo de Galois de la extensién serd A,,. Se aplica el
Teorema de Irreducibilidad de Hilbert para especializar ¢ en infinitos valores racionales.
Entonces quedara demostrado que no solo existen ejemplos aislados, sino una familia

infinita de polinomios en Q[x] cuyo grupo de Galois es isomorfo a A,,.

Teorema 4.10. Sea f(t,X) = X" —ntX + (n — 1)t € Q(¢)[X]. Se considera el cambio

n(n— . .
1—(=1)"= 1)an, s es impar.
t= 1

S , Stm es par.

I+ (=1)" =2z (n—1)u?
Entonces el grupo de Galois de f(u, X) sobre Q(u) es A,. En particular, por el Teorema
de Irreducibilidad de Hilbert, ezisten infinitos a € Q tales que Gal(f(a, X)) = A,.

En efecto, los mencionados polinomios de los Ejemplos 4.6, 4.7 fueron obtenidos como
especializaciones del tipo f(1,X) en el contexto del ultimo teorema. Aunque dicho re-
sultado no asegure que toda especializacion lo satisfaga, permite justificar que, al probar

ejemplos concretos, algunos cumplan las condiciones para tener grupo de Galois A,,.
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Capitulo 5

Realizaciéon del grupo de los

Cuaterniones ()g.

Un caso particularmente interesante en la Teoria de Galois inversa es el grupo de los
cuaterniones: Qg = {£1,+i,+j, £k}, es un grupo no abeliano que se define mediante las

relaciones i? = j2 = k? = ijk = —1.

Su centro es Z(Qs) = {g € Qs : Yh € Qs, gh = hg}, donde basta observar que ij = —ji y
ik = —ki para ver que Z(Qg) = {#1}. Ademas, posee tres subgrupos ciclicos de orden 4:

<Z> = {ilaii}v <]> = {ilvij}’ <k> = {ﬂ:l,:l:k’},

cada uno de los cuales, junto con el centro, forma la tinica coleccién de subgrupos en Qs.
Entonces, si F'/Q es una extensién con grupo de Galois Qg, el Teorema Fundamental de la
Teoria de Galois 1.20 muestra que la correspondencia entre subgrupos de (Jg y subcuerpos

de F' se rige segun el esquema siguiente:

F {1}
M Z(Qs)
/I
s Koo Ky <i>/<j>\<k>
NN\
Q Qs

Ademés, se tiene que el grupo de Galois de M/Q es Q8/Z(Q8) > 7./27 x 7./27Z, porque
|Qs : Z(Qs)| =8 :2 =4y no es dificil observar que las cuatro clases del grupo cociente
son: {£1},{+£i}, {£s}, {£k}, todas de orden 2.
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5.1. Grupo de los Cuaterniones.

Si se desea encontrar una extensién de Galois F//Q cuyo grupo de Galois sea el grupo Qs,
se deben estudiar con detenimiento las extensiones ciclicas de orden 4, pues el grupo de
los cuaterniones es el tinico grupo de orden 8 con tres subgrupos ciclicos de orden 4. Seran
indispensables los dos teoremas que se enuncian a continuacion [6], donde el segundo es el
reciproco del primero. Si bien habria sido posible presentarlos bajo un tinico enunciado,

se ha optado por separarlos para mayor claridad.

Teorema 5.1. Sea F/K una extension de Galois con grupo de Galois ciclico de orden 4.

Entonces existe d € K, que no es un cuadrado en K y existen e, f € K tales que

F=k(\et 1Va).

y ademds d(e* — f%d) es un cuadrado en K.

Demostracion. Como el grupo de Galois de F//K es ciclico de orden 4, F' tiene un sub-
cuerpo M de grado 2 tal que K C M C F. Es facil ver que cualquier extensién de grado
2 de un cuerpo K es K (\/E) para algin d no cuadrado en K, y ademés por el mismo

razonamiento existen e, f € K tales que
F=M(«), dondea®=ce+ fVde M.
Dado que a? — e = fv/d, entonces (a? — €)? = (f/d)? y por ello « es rafz del polinomio
p(X) = X* —2eX? + (e — f2d).

Este polinomio no tiene ningtin factor ctbico irreducible, pues 3 no divide a [F : K] = 4,
ademas si se descompusiera en dos factores cuadraticos, a perteneceria a M, el tnico
subcuerpo cuadrético de F. Por tanto p(X) es irreducible sobre K. Sus raices son +a y
473, donde 82 = e — f+/d. El discriminante de p(X) es

A(p) = [(20)(28)(a=B)(a+B)(—a=B)(—a+B)]* = 16(ap)*(a®~4%)* = 16(e’— f*d) f*d*,

y como Gal(F/K) es ciclico de orden 4, entonces no es un subgrupo de Ay, pues este
grupo no contiene subgrupos ciclicos de orden 4. De modo que por el Teorema 4.3 VA =
V/16(e? — f2d) f4d® ¢ K. Esto implica que (e* — f2d) no es un cuadrado en K. Para ver
que d(e* — f2d) si lo es, obsérvese que M(a) = M(B) y [F : M] = 2, esto implica por la

Proposicién 1.35 que — es un cuadrado en M, y ademads
o

B2 e—fVd  (e— fVd)? B e— fVd

— = = — 5 Dporloque —=—=—.

e’ e+ f\Vd e? — fd a /e2 — f2d
De aqui se deduce que e? — f2d es un cuadrado en M y por tanto existen r,s € K tales
que €2 — f2d = (r + sv/d)? = r? + s2d + 2rs\/d, entonces 2rs = 0. Si s = 0, se contradice
que €2 — f2d no sea un cuadrado en K, luego r = 0 y €2 — f2d = s?d de forma que
d(e* — f?d) = s?d? es un cuadrado en K. O
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Teorema 5.2. Si d € K no es un cuadrado en K y d(e* — fd) es un cuadrado en K

para ciertos e, f € K. Entonces la extension F' = K(\/e + f\/c_i) tiene grupo de Galois
ciclico de orden 4 sobre K y el polinomio minimo es p(X) = X* — 2eX? + (e* — f2d).

Demostracién. Supéngase que d no es un cuadrado en K y d(e? — f2d) si lo es.

Entonces e2 — f2d no es un cuadrado en K y ademds e+ f1/d no puede tener raiz cuadrada
en M = K(v/d), pues de lo contrario existirfan r, s € K tales que e + fv/d = (r + sv/d)?
y esto implicaria que f = 2rs y e = r? + sd, de manera que e* — f2d = (r? — sd)? serfa

un cuadrado perfecto en K, contradiciendo la hipotesis.
Sea, ahora a? = e + fv/d. Como « es raiz de
P(X) = X1 —2eX? 4 (¢* = f2d) = (X* = (e + [V) (X* = (e - fVd)),

y cada factor cuadratico es irreducible sobre M, se concluye que p(X) es irreducible sobre
K. Su grupo de Galois, de orden 4, sélo puede ser ciclico o isomorfo a Z/27 x 7Z/27.
Puesto que A(p) no es un cuadrado en K, por el Teorema 4.3, no estd contenido en Ay,
y por tanto Gal(F/K) = Z/AZ. O

Ejemplo 5.3. Para la construccién de Qg sobre Q, se puede considerar M = Q(v/2,/3),
de modo que los subcuerpos de indice 2 son K; = Q(v/2), Ky = Q(v/3) vy K3 = Q(V/6).
Se considera a? = (2 + \/5)(2 + \/§)(3 + \/6) = 18 + 12v/2 + 10v/3 + 7/6 de forma que
admite las siguientes tres representaciones:

er 4 fivd = (18 + 12v/2) + (10 + 7V2)V3 € K1(V/3) = M.
o’ = ey + for/dy = (18 + 10v3) + (12 + TV3)W2 € Ky(v2) = M.

es+ fs/ds = (18 + 7v/6) + (12 + 5V6)vV2 € K3(v/2) = M.
Se comprueba que, efectivamente, d;(e? — f2d;) es un cuadrado en K; para cadai = 1,2, 3.

En K 3[(18 + 12v/2)% — (10 + 7v2)2 - 3] = [3(2 + v2)]2.
En K, : 2[(18 + 10v/3)% — (124 7v/3)? - 2] = [2(3 + 2V/3)]%.
En K3: 2[(18 4 7v6)? — (124 5v6)? - 2] = [2(3 + v6)]%

= |
= |

Ahora, se debe observar que las definiciones de F; = K;(«) son coherentes, es decir, hay
que comprobar que F} = Fy, = F3 = M(«), y este cuerpo se denominard F. Primero, se
ve que F} = M(a), es decir Q(v/2)(a) = Q(v/2,V3)(a). De manera trivial Q(v/2)(a) C
Q(v/2,v3)(c). Entonces, basta ver que v/3 € Q(v/2)(a), y efectivamente se tiene que

o — (18+12V2)
Vi = 10 + 7v/2

el resto de igualdades se demuestran de forma andloga.

€ Q(V2)(«),
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Se concluye por el Teorema 5.2 que cada extensién F' = K;(a) tiene grupo de Galois
ciclico de orden 4 sobre cada cuerpo intermedio K;. Por tanto [F' : Q] = [F : K;|[K; :
Q] =4 -2 =38. En conclusién, Gal(F/Q) = Qs, ya que este tiene 3 subgrupos ciclicos de
orden 4 asociados a las tres subextensiones ciclicas F/K;, i = 1,2, 3.. El tltimo paso es

hallar el polinomio minimo de la extensién F/Q.

Segtn el Teorema 5.2 se puede observar que F’ es el cuerpo de escisién en K del polinomio
p(X) = X*'—2e, X%+ (ef - fidy)
= X' 2(18 + 12v/2) X2 + (18 4+ 12¢/2)? — 3(10 + 7/2)?
X4 — (36 4 24v2) X2 + (18 4+ 12V/2)

Para finalizar, se considera el automorfismo o en M que fija V3 y tal que a(\/i) = —/2.
Bajo esta conjugacién se obtienen é; = 18 — 12v/2, fi = 10 — 7v/2, d; = 3. Se toma
32 =(2—-v2)(2+V3)(3 — V6), de forma que 3 es raiz del polinomio
p(X) = X' —26 X%+ (& — fidy)

= X*—2(18 — 12v/2)X? + (18 — 12v/2)? — 3(10 — 7v/2)?

= X*— (36 —24V/2) X% + (18 — 12V/2)
sobre K; = Q(+/2). Una observacién es que a?3? = 6(2 + v/3)2, por lo que

2

v62+Vv3)

«

8=

En virtud, de nuevo, del Teorema 5.2, p(X) es irreducible sobre K;. En conclusién, o y

B serén raices del polinomio resultado del producto p(X)p(X),
q(X) =p(X)p(X) = X® — 72X° + 180X " — 144X* + 36 € Q[X],

se verifica que ¢(X) escinde en F' = K;(«) = K1(f) pero no en ningtin subcuerpo propio.
Por tanto, F' es el cuerpo de escision de ¢(X) sobre Q, y Gal(q(X)) = Qs. Esta configu-
racién muestra los subgrupos de Qg y los subcuerpos de Q(«) que fijan en la construccién

de este ejemplo.

Q(c) {1}

Q(v2, 27

/ N

Q(v2) QW3) Q(\b) LIAL  LJAL L)AL

AN ANV
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Capitulo 6

Realizaciones adicionales: grupo

Diédrico D,, y grupos simples finitos.

6.1. Grupos Diédricos.

En preliminares ya se mostré el caso especifico del grupo diédrico Dy (ver Ejemplo 1.26),

lo que presagia que, en general, cualquier grupo diédrico D,, sea realizable sobre Q.

Los grupos diédricos D,, son los grupos de simetrias de un poligono regular de n lados, y
se describe como el producto semidirecto D,, = Z/nZ x Z/27. Para demostrar que D,

se puede realizar como grupo de Galois sobre QQ serd importante la siguiente nocion.

Definicién 6.1. Sea G un grupo finito, se dice que G es resoluble si existe una cadena de
subgrupos {1} = G,, C G,,-1 C --- C G; C G = G, tales que para todo i € {1,...,n}:

I) G; es normal en G;_;.
IT) El grupo cociente G;_1/G; es abeliano.

El proximo teorema es considerado todo un hito en el Problema Inverso de Galois, su
enunciado y demostracién fueron inicialmente propuestas por Safarevi¢ en 1954, aunque

con errores.
Teorema 6.2 (Safarevic). Todo grupo finito resoluble es realizable sobre Q.

A principios de este milenio, tres matematicos alemanes motivados por la desinformacion
extendida en torno a este teorema, decidieron remendar estas imperfecciones, esta prueba
definitiva se puede encontrar en [19]. La demostracién de este resultado se basa en métodos

de ramificacion, cuya dificultad técnica excede a la de este trabajo.
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El Teorema 6.2 aporta una técnica adicional al Problema Inverso, basta con demostrar
que un grupo es resoluble para ver que es realizable. En particular este sera el método

que se usard para demostrar la realizabilidad de los grupos diédricos.

Teorema 6.3 (Realizacién de los grupos diédricos). Sea n € N, existe K/Q exten-
sion de Galois con Gal(K/Q) = D,,.

Demostracion. Primero se observa que los grupos diédricos son resolubles. Considérese la
sucesion de subgrupos normales {1} C Z/nZ C D,,, donde Z/nZ es el subgrupo normal
de D,, formado por las rotaciones, es el unico de indice 2 en D,,, entonces

Dnfz.nz.~7,/22, ZI"Z/{1} = 7,/nZ.

Como ambos cocientes son grupos abelianos, se cumple la definicién de grupo resoluble.

Por el Teorema de Safarevic 6.2, se tiene que existe una extensién K /Q tal que

Gal(K/Q) = D,,. O

6.2. Grupos Simples Finitos.

Un grupo G es simple si sus Unicos subgrupos normales son el trivial y el propio grupo.
A finales del s. XIX, el interés, impulsado por Otto Holder [13], por conocer qué grupos
finitos son simples fue uno de los problemas mas abordados en la teoria de grupos. Ahi dio
comienzo el denominado proyecto Holder, una ambiciosa busqueda que durante décadas
motivd a matemadaticos a aportar avances significativos en la clasificacién de estos grupos,
una tarea que marcaria el rumbo de la teoria de grupos moderna. Fue el punto de partida
para el esfuerzo sisteméatico que culminaria en el famoso Teorema de clasificacion de los
grupos simples finitos. La demostracién completa se anunci6 en 2004 [1], esta se extiende

a lo largo de miles de paginas, en cientos de articulos y es obra de decenas de autores.

Teorema 6.4 (Clasificacién de los grupos simples finitos). Sea G un grupo simple

finito, entonces G es isomorfo a uno de los siguientes grupos:

I) Un grupo ciclico de orden primo.
II) Un grupo alternado A, conn > 5.
III) Un grupo de Lie finito.
IV) Uno de los 26 grupos esporddicos.

V) El grupo de Tits.
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La clasificacién de grupos simples finitos deja 26 grupos esporadicos sin patrén, que no
se incluyen dentro del resto de grupos. En el s. XX se demostré que la mayoria pueden
realizarse sobre Q. Cuatro de los cinco grupos de Mathieu: My, Mo, Moy, Moy son reali-
zables. Utilizando métodos computacionales, se pueden obtener, por ejemplo, polinomios

con grupo de Galois My y Mo [5].

fi(X) =X" 4+ 101X +4151X° + 87851X° + 976826 X "
+ 4621826 X% — 5948674 X° — 113111674X* — 12236299 X3
+ 1119536201 X2 — 1660753125X — 332150625

fo(X) =X" 4 100X ™ 4+ 4050 X0 + 83700X° + 888975X°
+ 3645000X 7 — 10570500X° — 107163000X° + 100875375 X*
+1131772500X3 — 329614375X2 + 1328602500X + 332150625.

De esta forma, se evidencia que incluso estructuras tan complejas y excepcionalmente

construidas pueden obtenerse como grupos de Galois sobre Q.

Un hito en este campo fue la construccién del denominado grupo Monstruo, el més grande
de los grupos finitos, como grupo de Galois sobre @, un resultado de Thompson [21].
En resumen, todos los 26 grupos esporadicos, salvo quiza Ms3, se sabe que aparecen
como grupos de Galois sobre Q. En el s. XXI, se han refinado estas técnicas mediante
herramientas modernas. Atun asi, el caso de Ms3 sigue sin resolverse: no se conoce ningun

polinomio sobre Q con grupo de Galois Mos.

Se sabe que préacticamente todas las familias de grupos de Lie finitos simples se pueden
realizar como grupos de Galois sobre Q [17] gracias a la existencia de polinomios genéricos
en Q(t) y al Teorema de Irreducibilidad de Hilbert 4.8. En particular, se han construido
familias paramétricas para grupos de Lie como PSL(n, q), PSp(2n, q), G2(q), entre otros,

de modo que al especializar ¢ se obtienen extensiones de Q con esos grupos de Galois.

El grupo de Tits (*F4(2)") es singular, no forma parte de ninguna otra familia infinita, por
ello algunos le consideran el grupo Esporadico nimero 27. Su realizacion definitiva como
grupo de Galois sobre Q se atribuye a técnicas de rigidez [17]. Este tltimo ejemplo pone
de manifiesto que incluso el inico grupo “rebelde” de la clasificacion acaba sometiéndose

a las mismas normas que rigen la realizacién del resto de grupos simples.



«Je n’ai pas le temps»

_Evariste Galois.
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