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Resumen

La criptografia se basa en el desarrollo y uso de algoritmos codificados para proteger
informacion que se quiere transmitir. El objetivo es la ocultacién de informacién impor-
tante o delicada, para garantizar la privacidad, integridad y autentificaciéon de la misma.
Idealmente, nos gustaria poder utilizar un cédigo indescifrable para que, si un intruso in-
tercepta esta comunicacion, no pueda obtener la informacién cifrada.

El tnico codigo impenetrable conocido es el cifrado de Vernam. Este codigo perfecto
utiliza como palabra clave para cifrar el texto deseado una secuencia de bits que sea lo
suficientemente larga y aleatoria. Ademas, cada vez que se cifra un texto, se utiliza una
nueva clave con estas propiedades, lo cual, para claves con las caracteristicas anteriores, es
bastante costoso.

Este trabajo se centra en el estudio de una herramienta para generar este tipo de claves,
los registros de desplazamiento con retroalimentacién. Estos son dispositivos que generan
sucesiones pseudoaleatorias de manera rapida y eficiente. A pesar de necesitar sucesiones
aleatorias, se buscaran sucesiones periédicas con periodo largo y con propiedades aleatorias
especificas, ya que, como se vera, simulan aleatoriedad.

Abstract

Cryptography is based on the development and usage of encoded algorithms to protect
information for its transmission. The goal of hiding important and sensitive information
is to ensure its privacy, integrity, and authentication. The perfect idea is to choose an
unbreakable code so, if an intruder intercepts this communication, they cannot obtain the
encrypted information.

The only known impenetrable code is the Vernam cipher. This perfect cipher uses a
sufficiently long and random keyword to encrypt the desired text. Furthermore, each time
a text is encrypted, a new key with these properties is used.

Since continuous generation of this key is expensive, this work will focus on simplifying
key production. The keyword is a sequence of bits, and this document will show that
feedback shift registers are devices that quickly and efficiently generate pseudo-random
sequences. Although random sequences are required, periodic sequences with a long period
and specific random properties will be sought, since they simulate randomness.
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Capitulo 1

Introduccion

Los registros de desplazamiento con retroalimentaciéon son una tecnologia basada en
circuitos electronicos que ha sido utilizada durante décadas en una amplia variedad de
aplicaciones. En la década de 1940, los registros de desplazamiento comenzaron a utilizarse
en dispositivos electrénicos como calculadoras y computadoras, principalmente para alma-
cenar y manipular datos binarios. En el siglo XX, el desarrollo de la electrénica digital
facilité la aplicacion de los registros de desplazamiento en una amplia gama de dispositi-
vos, incluyendo circuitos integrados, microcontroladores y sistemas de comunicacion. En
la actualidad, siguen siendo un componente esencial en la electronica digital, con aplica-
ciones en el control de senales, la generacion de codigos y la comunicacion de datos. Las
aplicaciones mas comunes de los registros de desplazamiento con retroalimentacion son el
almacenamiento y movimiento de datos, el control de senales digitales, la generacion de
codigos y el control de dispositivos, ver [4].

En este trabajo nos centraremos en su capacidad de generar sucesiones pseudoaleatorias
de forma rapida y eficaz, ya que dichas sucesiones son muy utilizadas en la criptografia por
sus numerosas propiedades.

En criptografia, los sistemas de cifrado se pueden diferenciar en varios tipos; en parti-
cular, se distinguen los cifrados en bloque y los cifrados en flujo. Como su nombre indica,
los cifrados en bloque trabajan cifrando bloques de texto de tamano fijo. Es decir, dado un
texto a cifrar, se toman grupos de bits de longitud fija y se cifran. En cambio, los cifrados
en flujo toman contenido de tamano arbitrario y lo cifran bit a bit. Estos son ttiles cuando
no se conoce el tamano del texto que se desea cifrar o cuando el texto llega de forma con-
tinua bit a bit, como un flujo de informaciéon. Un ejemplo de cifrado en flujo es el cifrado
de Vernam.

Gilbert Sandford Vernam fue un ingeniero de los laboratorios Bell y de AT&T, quien,
en 1917, invent6 el cifrado de Vernam. En 1949, Claude Shannon, también de Bell Labs,
demostré que este cédigo es indescifrable. Es el primer y tinico método de cifrado que se
ha demostrado que es perfecto. Este cifrado irrompible se basa en el cifrado de Vigenere,
el cual se puede entender como una combinacion de cifrados de César.
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El cifrado de César, ver [7], consiste en sustituir cada letra del mensaje por la que se
encuentra r posiciones mas adelante en el alfabeto. Es decir, si se toma un alfabeto con 27
letras y estas se numeran, cada letra = del texto se cifra como f(x) =z +r méd 27. Este
cifrado se puede romper facilmente si el texto es largo y se posee una tabla de frecuencias
de las letras mas usadas del idioma utilizado.

Se podria decir que una evolucién de este codigo es el cifrado de Vigenere [7], en el cual
se fija una palabra clave k = kiks...ks de longitud s, en vez de un solo valor » como en
César. Sea x = xgr123...7, €l texto que se quiere cifrar, se divide en bloques de longitud s.
Cada bit de cada bloque se cifra con el cifrado de César con el valor k; que corresponda.
Es decir, si nos encontramos en el bloque nimero ¢, el caracter i de ese bloque se cifra
como f(Ts4i) = Tsiri + ki. A pesar de ser una versiéon mejorada del cifrado de César, el
cifrado de Vigenere no es perfecto. De forma similar, aunque un poco més compleja, se
puede descifrar con una tabla de frecuencias si el texto es lo suficientemente largo.

En 1863, Friedrich Wilhelm Kasiski fue el primero en publicar un método (La escritura
secreta y el arte del desciframiento o Die Geheimschriften und die Dechiffrir-Kunst) para
descifrar el cifrado de Vigenere sin conocer la palabra clave. Conocido como el método
de Kasiski [7], este consiste en calcular la longitud de la clave, a base de buscar palabras
repetidas en el texto cifrado. Al encontrar tales palabras, se tiene que, muy probablemente,
en esos bits coinciden tanto las letras que se quieren cifrar como el bit de la clave que se
utiliza. De esto, la distancia entre las repeticiones sera un miiltiplo de la longitud de la clave,
y si se repiten varias palabras, la longitud de la clave es muy probablemente el méximo
comun divisor de las distancias entre dichas palabras. Una vez hemos determinado esta
longitud, para determinar la clave y poder descifrar el texto, se divide el texto en bloques
de tamano la longitud de la clave y se descifra como en César. Por otro lado, Friedman
inventé un método basado en el indice de coincidencia [14], el cual mide la variacién de
frecuencia de letras para aproximar la longitud de la clave. Sea x = z125...x, un texto y
sea N el numero de letras del alfabeto utilizado, se define el indice de coincidencia de x
(IC(z)) como la probabilidad de que dos elementos al azar z; y z; coincidan. Si f;, con
1=1,2,...,N, es la frecuencia de la letra i-ésima del alfabeto en el texto z, entonces:

10(r) = 2

Finalmente, Vernam perfeccioné el cifrado de Vigenere, ver [7] y [14]. La solucién para
este codigo estd en qué tipo de clave utilizar. Vernam propuso utilizar claves de longitud
mayor o igual que la longitud del texto que se quiere cifrar. Ademas, planteé utilizar como
clave una sucesion aleatoria que se utilice una tnica vez. Siguiendo la misma notacion
utilizada en el cédigo anterior, el cifrado de Vernam del bit ¢ seria f(x;) = x; + k;. Como
ya se ha senalado, Shannon demostrd que este cifrado es perfecto, pero tiene una serie de
problemas practicos, ya que no es facil encontrar claves aleatorias suficientemente largas.
Frente a la necesidad de generar sucesiones pseudoaleatorias de gran tamano, se utilizan
los registros de desplazamiento con retroalimentacion.



En este trabajo se va a profundizar en las propiedades de las sucesiones generadas por
estos registros, buscando sucesiones con periodo grande y que cumplan una serie de pro-
piedades relacionadas con la aleatoriedad. En primer lugar, en el capitulo 2 se introducen
resultados preliminares del estudio de sucesiones, de estructuras algebraicas, teoria de Ga-
lois y teoria de cuerpos finitos necesarios para poder desarrollar el trabajo.

En el capitulo 3, se definen los registros de desplazamiento con retroalimentacion lineal
y las sucesiones de recurrencia lineal. Se demuestra que las sucesiones se pueden asociar a
polinomios, y ademés, se dan resultados en relacion a la periodicidad de estas sucesiones.
Al final del capitulo se estudian las sucesiones impulso respuesta, esenciales para entender
como obtener las sucesiones con periodo grande.

El capitulo 4 profundiza en propiedades que van a depender de la irreducibilidad de los
polinomios asociados a las sucesiones de recurrencia lineal, y define el polinomio minimo
asociado a estas. La finalidad de este capitulo es determinar exactamente el periodo de las
sucesiones, y para ello se deberd trabajar previamente en resultados relacionados con el
polinomio minimo y con las familias de sucesiones de recurrencia lineal.

El dltimo capitulo se dedica a las sucesiones maximas, sucesiones con periodos maximos
para su orden. Ademas, se estudiaran las caracteristicas aleatorias de estas sucesiones y sus
propiedades particulares. La finalidad es evaluar si estas sucesiones son buenas candidatas
para ser utilizadas como clave en el cifrado de Vernam.






Capitulo 2

Preliminares algebraicos

En este capitulo se introduciran los resultados previos necesarios para entender y de-
mostrar el trabajo. En particular, nos centraremos en la construccién de cuerpos finitos.
Se toman como referencia [2], [8], [10] y [11].

2.1. Sucesiones

Debido a que en este trabajo se estudiaran las sucesiones de recurrencia lineal, es
fundamental introducir primero algunos resultados basicos sobre sucesiones.

Definicién 2.1. Sea s = (s;)32, una sucesion y sea T > 0 un entero no negativo, se define
la sucesion desplazada s™ de s como s], = s, para todo n > 0, y T recibe el nombre de
desplazamiento. Es decir, s consiste en la sucesion s a partir del elemento s, .

Definicién 2.2. Sea s una sucesion, se dice que

= es periodica si existe un numero positivo t tal que existe ng cumpliendo que Sp1¢ = Sy,
para todo n > ng. Se denomina periodo al menor nimero que lo cumple.

» es preperiodica si es periodica a partir de un término distinto del inicial, es decir, sea
t el periodo de la sucesion, existe ng > 1 cumpliendo que s, = S, para todo n > nyg.
Se denomina preperiodo a los valores iniciales previos al periodo.

Si consideramos las sucesiones s = 0010110110110... y § = 110110110... sobre Fy,
se observa que ambas son sucesiones periodicas de periodo 3, que s es preperiddica de
preperido 4 y 5 no es preperiédica, es més, se tiene que 5 = s*.

Definicién 2.3. La funcion generatriz G(x) asociada a una sucesion (s;)ien es la serie de
o

potencias G(x) = E sz’
=0

Ademas, en el siguiente capitulo se verd que una sucesién de recurrencia lineal tiene
asociada una matriz, y se trabajara con el orden de la misma para poder desarrollar ciertos
resultados importantes. Es por ello que se define lo siguiente.
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Definicién 2.4. Sea A una matriz, se llama orden de A al entero positivo mds pequerio n
tal que A™ = Id, y se escribe O(A) = n. Si no eziste dicho entero decimos que el orden de
A es infinito y se escribe O(A) = oco.

Aunque usualmente el orden de una matriz representa el nimero de filas y columnas de
la matriz, la definicién anterior hace referencia al concepto de orden de la matriz cuando
se la considera como elemento de un grupo, que en este trabajo serd GL,(F,), el grupo de
matrices invertibles cuadradas de tamano nxn con coeficientes en un cuerpo finito.

2.2. Estructuras algebraicas y teoria de Galois

Una vez que ya hemos introducido los conceptos clave para este trabajo, para poder
enunciar y demostrar el Teorema de Lagrange, se deben conocer previamente las siguientes
nociones basicas.

Definicién 2.5. Sea G un grupo, se llama orden de G, denotado por #G, al niumero de
sus elementos. Si tiene infinitos elementos escribimos #G = 0.

Considerando el grupo G y un subgrupo S C G, asi como la relacion R; de congruencia
a la izquierda médulo S (aR;b si b~'a € S con a,b € G) y la relacién Ry de congruencia a
la derecha médulo S (aRgb si ab™! € S con a,b € G), se pueden definir las clases laterales
de la siguiente forma. La clase a la izquierda moédulo S es la clase de equivalencia de a € G
para R; [alg, = aS := {ax : x € S}, y la clase a la derecha médulo S es la clase de
equivalencia de a € G para Ry [a|lg, = Sa := {xa : © € S}. Se puede definir ademas el
conjunto de las clases a la izquierda médulo S como Z = {aS : a € G} y el conjunto de las
clases a la derecha médulo S como D = {Sa : a € G}. De esto, se llama indice de S en G
al cardinal de D (o de Z, pues son iguales) y se denota por #(G : S).

Teorema 2.6. Teorema de Lagrange. Dado G un grupo finito y sea S C G un subgrupo,
se cumple que #G = #(G : S)#S. Como consecuencia, se tiene ademds que el orden de
cada subgrupo de G divide al orden de G.

Demostracion: Como G es finito, se tiene que #(G : S) = n € N es finito. Elegimos
a; € G para i € {1,...,n} un representante de cada una de las clases a la izquierda médulo

S tal que tenemos Z = {a15, a5, ...,a,S} y ;S Na;S =0 con i # j. Como G = U aS se

acG
tiene #G = #(a;S) = Y _#S5 =n#S = #(G : S)#S. O
i=1 i=1
Visto este teorema, podemos entrar en propiedades algebraicas que nos serviran de

ayuda para la construccién de cuerpos finitos.

Definicién 2.7. Un grupo G es ciclico si estd generado por un solo elemento, es decir, G
es ciclico si y solo si existe a € G tal que G =< a >.
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Teorema 2.8. Se cumple lo siguiente:

(i)
(i)

(iii)

(iv)

(v)

Todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.

En un grupo ciclico finito < a > de orden m, el elemento a* genera un subgrupo de
orden m/mcd(k,m).

St d es un divisor positivo del orden m de un grupo finito < a >, entonces < a >
contiene exactamente un subgrupo de indice d. Para cualquier divisor positivo ¢ de
m, < a > contiene un subgrupo de orden c.

Sea ¢ un divisor positivo del orden m del grupo ciclico finito < a >, entonces < a >
contiene ¢(c) elementos de orden ¢, con ¢ la funcion de Euler que indica el numero
de numeros enteros n, 1 < n < ¢, que son coprimos con c.

Un grupo ciclico finito < a > de orden m contiene ¢(m) generadores, esto es, elemen-
tos a” tal que < a” >=< a >. Los generadores son las potencias a” con mcd(r,m)=1.

Demostracion: Se tiene que

(i)

(i)

(iii)

Sea H un subgrupo del grupo ciclico < a > tal que H # {e}, con e € H el elemento
neutro. Si a” € H, con n € 7Z, se tiene que a~" € H, por lo tanto H contiene al
menos una potencia de a con exponente positivo. Sea d el exponente positivo més
pequeno tal que a? € H y sea a® € H. Si dividimos s entre d tenemos s = gd + r con
0<r<dyqr€Z luego a*(a~?)?=a" € H. Si r # 0 se contradeciria que d fuera
el exponente positivo mas pequeiio tal que a? € H, luego r = 0. Por lo tanto, todos
los exponentes de todas las potencias de a que pertenecen a H son divisibles por d,
y se tiene entonces que H =< a >, es decir, H es ciclico.

Sea d = mcd(k,m). El orden de < a* > es el niimero entero positivo n méds pequeno
tal que a*™ = e. Esto ocurre si y solo si m divide a kn, o equivalentemente, si y solo
si m/d divide a n. El nimero positivo mas pequenio que lo cumple es n = m/d.

Como d es un divisor de m entonces por (ii) se tiene que < a? > es un subgrupo
de orden m/d, y por el Teorema de Lagrange se tiene que es de indice d. Si < a* >
es otro subgrupo de indice d, entonces su orden es m/d y d = med(k,m) por (ii).
Ademds, como d divide a k, entonces a* €< a? > y < a* > es subgrupo de < a? >.
Pero como ambos grupos tienen mismo orden, coinciden. Como los subgrupos de
orden ¢ son precisamente los subgrupos de indice m/c (por el Teorema de Lagrange)
se tiene la segunda parte del resultado.

Seam = dc, por (ii) un elemento a* es de orden ¢ si y solo si med(k, m) = d. Por tanto,
el nimero de elementos de orden ¢ es igual al nimero de enteros k con 1 < k < my
med(k,m) = d. Si escribimos k = dh con 1 < h < ¢, la condicién med(k,m) = d es
equivamente a med(h,c) = 1. El nimero de estos enteros es precisamente ¢(c).

Los generadores de < a > son los elementos de orden m, entonces la primera parte
se tiene por (iv) y la segunda parte se tiene por (ii). O
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Sean K y F' cuerpos, se dice que F' es una extension de K si K es un subcuerpo de
F y se denota como K < F'. El cuerpo F' se puede considerar un K-espacio vectorial.
La dimensiéon del espacio vectorial F' es igual al grado de la extension, y se denota por
[F': K| = dimgF. Sila dimensién es finita, entonces se dice que F' es la extension finita
de K.

Teorema 2.9. Sea K un cuerpo y F' una extension de K. Dado f(x) € K[z], « € F es
una raiz miltiple de f(x) siy solo si a es raiz de f(z) y de su derivada f'(x).

Demostracion: Supongamos que o € F' es raiz multiple de f(x), entonces f(z) = (z —
a)"g(x) para algtin g(z) € F[z] y conr > 2. Por tanto, f'(z) = (x—a) ' g(z)+(z—a) ¢ ()
y se tiene f’(a) = 0. Supongamos ahora que « es raiz de f(x) y de f'(z). Por tanto, se
tiene que f(x) = (x — a)g(z) para algin g(x) € F[z], luego f'(z) = g(z) + (z — a)d'(x).
De esto, f'(a) = g(a) = 0, y se tiene f(x) = (x — a)?h(z) para algtin h(z) € F[z], es decir,
« es raiz multiple de f(z). O

Sea K — F una extension y u € F', se dice que u es algebraico sobre K si existe un
polinomio no nulo de K[z] tal que u es raiz. Las extensiones son algebraicas si lo son todos
sus elementos. En este trabajo utilizaremos extensiones finitas, y por tanto, algebraicas.

Definicién 2.10. Sea K — F una extension y o € F' algebraico sobre K. Se denomina
polinomio minimo de o sobre K al polinomio mdnico de menor grado que anula al elemento
a.

Es facil comprobar que se cumple el siguiente resultado.

Proposicion 2.11. Sea K — F una extension y o € F algebraico sobre K, entonces el
polinomio minimo g(x) de o sobre K cumple las siguientes propiedades:

(i) g(x) es irreducible en K|x].

(ii) Para un polinomio f(x) € K[x] se tiene que f(a) = 0 si y solo si g(x) divide a f(z).

Teorema 2.12. Sea L una extension finita de K y M una extension finita de L, entonces
M es una extension finita de K tal que [M : K| = [M : L][L : K].

Demostracion: Sea [L : K] = n y {a;}, base de L como K-espacio vectorial con

a; € L, ysea [M : L] = my {3;}jL, base de M como L-espacio vectorial con 3; € M.

Vamos a ver que {azﬁj}z Lo s con azﬁj € M, es base de M como K-espacio vectorial.
=1,

Sea v € M, existen Aq, ... )\ E L tal que v = ZJ 1 AiB5. Ademds, como \; € L, se tiene
Aj = Doy Hijai con iy € K Tuego v = 3700 30 il =), ,uzj(ozzﬁj) Por lo tanto,
{ciB;}i; es sistema generador.

Sea >, ;vij(aif;) = 0 con vy € K, como ), . vij(aif;) = Z] (OO0 vijeu)B; con
>y vijay € L,y como {f;}7 es base de M como I’ espacio vectorial, entonces Y | v =
0. Al ser {ai}?zl base de L como K-espacio vectorial, entonces v;; = 0, luego {53} ; es

linealmente independiente. Por lo tanto {;f;}i=1,..n es base de M como K-espacio vec-
j: 7"'7m

torial. ]
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Siendo R un anillo y considerando el conjunto C' = {n € N : nx = 0 para todo x € R},
si C' es vacio se dice que la caracteristica de R es 0, es decir, car(R) = 0, y si C es no vacio
se dice que la caracteristica de R es el minimo del conjunto C| es decir, car(R) = min(C).
Ademas, la caracteristica de un dominio D es o bien 0 o bien un niimero primo.

Definicién 2.13. Sea F un cuerpo, se llama subcuerpo primo de F a la interseccion de
todos los subcuerpos de F, y se representa por m(F).

Se prueba facilmente el siguiente resultado.

Teorema 2.14. Sea F un cuerpo, entonces se cumple que w(F) ~ Q o n(F) ~ F,, para
algin p primo. Es decir, el subcuerpo primo de un cuerpo F' es isomorfo o bien a F), si su
caracteristica es un numero primo p, o bien a Q si su caracteristica es 0.

Sea K un cuerpoy f(x) € K[x] un polinomio. Se dice que f(z) factoriza completamente
o escinde en K si es posible escribir f(z) = a,(z — a1)(x — ag)...(x — a;,) con o; € K.
Ademas, sea f(z) € K[z| un polinomio, un cuerpo F', extensién de K, se dice cuerpo de
escision de f(x) sobre K si se cumplen las dos condiciones siguientes

» f(z) escinde en F'
» F=K(a,e,...,q,) con ag, qs, ..., o, todas las raices de f(x) en F.

Teorema 2.15. Fxistencia y unicidad de cuerpos de escision. Si K es un cuerpo
y f(x) en K[z] un polinomio de grado positivo n > 0, entonces existe un cuerpo de escision
F de f(x) sobre K tal que [F : K| < nl. Ademds, cualesquiera dos cuerpos de escision de
f(x) sobre K son isomorfos.

Demostracion: Aplicamos induccién en el grado n del polinomio f(z) € Kl[z| para
probar la existencia de cuerpos de escisiéon. Si n = 1, tenemos f(z) = ax + b € K|z| con
a # 0, luego v = —b/a € K. Por lo tanto F' = K es el cuerpo de escision y se tiene
[F': K] =[K : K] =1 < 1. Suponemos que es cierto el resultado si el grado de f(z) es
n — 1. Si el grado del polinomio es n y f(x) escinde en K, entonces el cuerpo de escisién
de f(x) es K y se tiene [F : K] = [K : K] =1 < nl. Si en cambio, el grado del polinomio
es ny f(x) no escinde en K, entonces existe g(x) € K[z] de grado d < n irreducible sobre
K|[z] tal que g(x) divide a f(x). Existe un cuerpo raiz K(«) de g(z) sobre K para « raiz
de g(z) y de f(z), y se tiene [K(a) : K| = d < n por ser g(z) irreducible en K[z]. Sobre
K(a) se tiene que f(x) = (z — a)h(x), siendo el grado de h(z) igual a n — 1. Si aplicamos
la hipdtesis inductiva, tenemos que existe F' cuerpo de escisién de h(zx) sobre K (a) tal que
[F: K(a)] < (n—1)!. Por lo tanto tenemos [F': K| = [F: K(o)][K(«) : K] < (n—1)n = n!
y ademés f(z) escinde en F. Queda asi demostrada la existencia de cuerpos de escision.

Para probar la unicidad de cuerpos de escision aplicamos induccién sobre el grado de
la extensiéon K < F. Si [F : K] = 1, entonces es claro que el cuerpo de escisién de
f(z) sobre K es el propio K. Suponemos cierto el resultado para [F' : K| < n — 1. Si
tenemos [F': K] =ny f(z) escinde en K, entonces el cuerpo de escision de f(x) es K. Si
[F': K] =ny f(z) no escinde en K, entonces existe g(x) € K[z] de grado d < n irreducible
sobre K|x] tal que g(x) divide a f(x). Sea a una raiz de g(z), y por tanto raiz de f(z), tal
que a ¢ K, existe entonces un cuerpo raiz K(«) de g(x) sobre K. Por ser g(x) irreducible
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en Klz], K(«) es tnico salvo isomorfismo y se tiene [K(«) : K] = d < n. Ademds, como
[F: K]=[F: K(a)][K(«a): K] con [F: K(a)] <n—1, por la hipdtesis inductiva se tiene
que F' es tnico salvo isomorfismo. n

2.3. Cuerpos finitos

Sabemos que Z/nZ es un cuerpo si y solo si n = p es un nimero primo, y lo denotamos
como [F,. Por el Teorema 2.14, todo cuerpo F' de caracteristica p contiene un subcuerpo
isomorfo a [F,,. Ademas, el cuerpo F' es una extension de IF,,.

Teorema 2.16. Sea F un cuerpo finito y K un subcuerpo de F con q elementos, entonces
F tiene ¢™ elementos donde m = [F : K.

Demostracion: F es un K-espacio vectorial, y como F' es finito, tiene dimensién finita
como espacio vectorial sobre K. Si [F': K| = m, entonces F' tiene una base sobre K de m
elementos, digamos que son by, by, ..., b,,. Luego todo elemento de F' se puede representar de
manera tnica de la forma a;1b1+asbs+...+a,,b,,, donde aq, as, ..., a,, € K. Como K contiene
q elementos, cada a; puede tener ¢ valores, luego F' tiene exactamente ¢ elementos. [

A partir del teorema anterior y del Teorema 2.14, se obtiene entonces el siguiente
resultado.

Corolario 2.17. Sea F un cuerpo finito, entonces F tiene p™ elementos donde p es primo
y es la caracteristica de F y n es el grado de F sobre su subcuerpo primo.

La siguiente propiedad es bésica para el trabajo sobre cuerpos finitos. Su demostracion
es trivial, y se basa en que, si F' es un cuerpo finito de ¢ elementos, las unidades de F' son
un grupo de ¢ — 1 elementos y F' = F* U {0}. El resultado se sigue de que el orden de un
elemento en un grupo divide al orden del grupo.

Lema 2.18. Si F es un cuerpo finito con q elementos, entonces todo elemento a € F
cumple a? = a.

Lema 2.19. Si F es un cuerpo finito de q elementos y K es un subcuerpo de F, entonces
el polinomio z? — x € K|x] factoriza en F[x] como 27 — x = H(az‘ —a) y F es cuerpo de

a€EF
escision de x? — x sobre K.

Demostracion: El polinomio z¢ — z tiene como mucho ¢ raices en F'. Por el Lema 2.18
sabemos que todos los elementos de F' son raices del polinomio, luego x? — = escinde en F
y no escinde en otro cuerpo menor que F. O

Asi como se vio la existencia y unicidad de cuerpos de escision, gracias al lema anterior
se puede demostrar el teorema principal para caracterizar cuerpos finitos.

Teorema 2.20. Fxistencia y unicidad de cuerpos finitos. Para todo p primo y todo
entero positivo n existe un cuerpo finito con p" elementos. Todo cuerpo finito de g = p"
elementos es isomorfo al cuerpo de escision de x1 — x sobre IF,,.
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Demostracion: Para ¢ = p™ consideramos el polinomio z?—x € F,[z], y sea F' su cuerpo
de escisién sobre F,. Como su derivada qz?~* — 1 = —1 en F,[z], por el Teorema 2.9 se
tiene que el polinomio tiene ¢ raices distintas en F. Sea S = {a € F': a? — a = 0}, se tiene
que 0,1 € S. Como ¢ es la caracteristica de F, entonces se tiene (a —b)9 =a? — 09 =a—b
para todo a,b € S, luego a — b € S. Ademas, para todo a,b € S con b # 0 se tiene que
(ab™1)4 = a9~ 7 = ab™!, por lo tanto, S es un subcuerpo de F. Entonces, #¢ — x escinde en
S ya que S contiene todas sus raices, luego F' = S, y como S tiene ¢ elementos se tiene que
F' es un cuerpo finito con ¢ elementos. Queda probada asi la existencia y faltaria probar
la unicidad. Sea F' un cuerpo finito de ¢ = p™ elementos, entonces F' tiene caracteristica p
por el Corolario 2.17, y entonces [F,, es subcuerpo de F'. Por el Lema 2.19 se tiene que F
es el cuerpo de escision de 27 — x sobre ), y el resultado buscado es consecuencia de la
unicidad de cuerpos de escisién vista en el Teorema 2.15. [

Como consecuencia de lo anterior, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.21. Sea F, el cuerpo finito de ¢ = p™ elementos con p primo. Entonces todo
subcuerpo de F, tiene orden p™, con m un divisor positivo de n. Si en cambio tenemos
que m es un divisor positivo de n, entonces hay exactamente un subcuerpo de F, con p™
elementos.

Es claro que el conjunto de unidades de un cuerpo finito, [}, es un grupo. Ademas, este
grupo es ciclico. A un generador del grupo ciclico F; se le denomina elemento primitivo de
[F,, y por el Teorema 2.8 (v) tenemos que I, contiene ¢(g — 1) elementos primitivos.

A lo largo de este trabajo se verd la importancia de los polinomios en los registros
de desplazamiento con retroalimentacion lineal, donde las propiedades de irreducibilidad
tendran un papel importante. De la Proposicion 2.11, se sigue el siguiente resultado.

Lema 2.22. Sea f(x) € Fy[z] un polinomio irreducible sobre F, y sea o una raiz de f(x)

en una extension de F,. Dado un polinomio h(x) € F,[z], se tiene que h(a) = 0 si y solo
si f(z) divide a h(z).

Lema 2.23. Sea f(z) € Fy[z] un polinomio de grado k irreducible sobre F,. Entonces f(z)
divide a v7" — x si y solo si k divide a n.

Demostracion: Supongamos que f(x) divide a 27" —z. Sea « raiz de f(z) en el cuerpo de
escisién de f(z) sobre FF,, entonces tenemos a?" = a. Luego a € F,n y F,(a) es subcuerpo
de Fyn. Como [Fy(a) : Fy] = ky [Fyn : Fy] = n, entonces por el Teorema 2.12 se tiene que
k divide a n.

Supongamos que k divide a n, entonces por el Teorema 2.21, F x es subcuerpo de Fn. Sea
a raiz de f(x) en el cuerpo de escision de f(x) sobre F,, entonces tenemos [F,(a) : F;| = k
y Fg(a) = F . Por lo tanto, como o € Fyr y F 1 es subcuerpo de Fyn, se tiene que o € Fyn.
Por tanto, a?" = a, luego « es raiz de 29" = z € F [z]. Por el Lema 2.22 tenemos entonces
que f(x) divide a 29" — . O

Teorema 2.24. Sea f(x) € F,[z] un polinomio de grado k irreducible sobre F,, entonces
f(x) tiene una raiz o en Fi|x]. Ademds, todas las raices de f(x) son simples, siendo estas

2 k—1
a,af,a?, 0t € Full.
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Demostracion: Sea o una raiz de f(x) en el cuerpo de escision de F,. Entonces el grado
de la extension es [Fy(a) : Fy] = k y por tanto Fy(a) = Fe y a € Fr. Veamos quesi 8 € F
es una rafz de f(x) entonces 37 también es raiz de f(x). Sea f(r) = apz* +ap_ 12" 1 +...+
a1z +ag con a; € F, para 0 < i < k, entonces tenemos f(39) = ax8% + ...+ a1 37+ ag, y por
el Lema 2.18, f(B9) = a3 + ...+ a1 87+ ag = a} % + ...+ a B4 al. Como el cuerpo finito
F, = F,» tiene caracteristica p, tenemos que (a+b)? = (a+b)P" = a?" + 7" = a? + b? para
todo a,b € F,, y por lo tanto, f(87) = alB® + ...+ alp?+ al = (" + ... + @18+ a)? =
f(8)? = 0. Tenemos entonces que o, a?, a?, ..., a? ™" son raices de f(x). Para ver que son
raices distintas supongamos por reduccién al absurdo que a4 = o' para 0 <i < j < k—1.
Si elevamos esta identidad a ¢" 7 tenemos a? 7" = a7 = a. Por el Lema 2.22, se tiene
que f(x) divide a 29" 7" —z, y por el Lema 2.23, esto se tiene si y solo si k divide a k—j+1,

. . , 2 .
en contra con 0 < k — j 4+ ¢ < k. Luego las raices a,a?,a?,...,a% = son simples. O

Se ha probado entonces que f(z) escinde en F . y ademas Fq(a,aq,aqg, ...,oﬂk*l) =
Fy(a) = Fyr para una raiz o de f(x) en F . Se tiene entonces el siguiente resultado.

Corolario 2.25. Sea f(z) € F,[z] un polinomio irreducible sobre F, de grado k, entonces
el cuerpo de escision de f(x) sobre Folx] es F|x].

Definicién 2.26. Sea F . una extension de F, y sea o € Fyr, entonces los elementos
q q2 qkfl . .
a, a4, a? ...« se denominan conjugados de o respecto a .

Teorema 2.27. Sea f(x) € F,ylx] un polinomio irreducible sobre Fy de grado k y o € F
una raiz de f(x). Entonces, los conjugados de o € F . tienen el mismo orden en el grupo
F*,.

q

Demostracion: Sabemos que sz es un grupo ciclico de orden ¢* — 1, y como « € ]F;k,
por el Teorema 2.8 (ii) se tiene que a?", con 1 < m < k — 1, genera un subgrupo de orden
d/mcd(q™, d), con d un divisor de ¢* — 1. Como mecd(q™,d) = 1 para 1 < m < k — 1, se
tiene que a?" genera un subgrupo de orden d, es decir, tiene el mismo orden que a. O

Ademas de la irreducibilidad, que el polinomio con el que trabajemos sea primitivo
serd esencial para poder encontrar las sucesiones aleatorias buscadas. Para poder definir
un polinomio primitivo antes se tiene que hablar del orden de un polinomio.

Proposicién 2.28. Sea f(x) € F,[x] un polinomio de grado k > 1 y f(0) # 0. Entonces,
eziste un entero positivo e menor o igual que ¢° — 1 tal que f(z) divide a 2° — 1.

Demostracion: Como f(x) es de grado k, entonces el anillo F [z]/(f) contiene ¢* clases
bo + b1 + box® + ... + b1 2" 1+ (f(x)) con b; € F,, y una de ellas cumple b; = 0 para todo
0 <i < k—1, que es la clase del cero. Por otra parte, se consideran las ¢* clases 77 + (f(z))
conj =0,1,...,¢"—1. Todas ellas son distintas de la clase 0+ (f(x)), luego por el Principio
del Palomar debe haber dos iguales. Es decir, existen  y s enteros con 0 <r < s < ¢*—1
tal que ° = 2" mod (f(x)). Como f(0) # 0, se tiene que med(z, f(z)) = 1 luego 2°7" =1
méd (f(x)). Por tanto, f(x) divide a 25" — 1, y tomando e = s — 7 < ¢* — 1 se tiene el
resultado. O
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Definicién 2.29. Sea f(x) # 0 € F,[x] un polinomio con f(0) # 0, se denomina orden de
f(z) al menor entero e tal que f(x) divide a ¢ — 1, y se denota por ord(f). Si f(0) =0,

entonces se tiene f(z) = x"g(x), donde h € N y g(z) € F [z] con g(0) # 0, y en este caso
el orden de f(x) es definido como ord(qg).

Como cualquier polinomio constante divide a  — 1 en F [z], los polinomios constantes
se incluyen en la definicién anterior y tienen orden igual a 1.

Del Corolario 2.25, el Teorema 2.27, el Lema 2.22 y las definiciones de orden de un poli-
nomio y orden de un elemento en el grupo sz, se sigue el siguiente resultado directamente.

Teorema 2.30. Sea f(x) € F,[z] un polinomio de grado k irreducible sobre F, cumpliendo
f(0) # 0, entonces el orden de f(x) coincide con el orden de cualquier raiz de f(z) en el
grupo multiplicativo F;k.

Y a partir del teorema anterior se tiene la siguiente propiedad para polinomios irredu-
cibles.

Corolario 2.31. Sea f(x) # 0 € F,[z] un polinomio de grado k irreducible, entonces el
orden del polinomio divide a ¢* — 1.

Los siguientes resultados seran de ayuda a la hora de determinar todos los posibles
periodos de la sucesién con la que trabajaremos, en funciéon del polinomio asociado que
tenga.

Lema 2.32. Sea ¢ un entero positivo y f(x) € F,[x] un polinomio tal que f(0) # 0,
entonces f(x) divide a ¢ — 1 si y solo si ord(f) divide a c.

Demostracion: Si e = ord(f) divide a ¢, entonces ¢ — 1 divide a ¢ — 1, y como f(z)
divide a z¢ — 1, se tiene que f(x) divide a ¢ — 1. Por otro lado, si f(z) divide a ¢ — 1,
tenemos que ¢ > e y podemos escribir ¢ = me +r, con m € Ny 0 < r < e. Como
¢ —1= (2™ — 1)a" + (2" — 1), se tiene que f(z) divide a 2" — 1, que solo es posible si
r =0, luego tenemos que e divide a c. O

Teorema 2.33. Sea g(z) € F,[z] un polinomio irreducible sobre F, con g(0) # 0 y ord(g) =
e, y sea f(x) = g(z)® con b un entero positivo. Si t es el menor entero que cumple pt > b,
con p la caracteristica de F,, entonces ord(f) = ep'.

Demostracion: Sea ¢ = ord(f), nétese que como f(z) divide a 2¢ — 1, g(x) también
divide a z¢ — 1, luego por el Lema 2.32 e divide a ¢. Ademas, como ¢(z) divide a z¢ — 1,
f(z) divide a (¢ — 1)*, que a su vez divide a (z¢ — 1)*' = 2" — 1. Luego f(z) divide a
2? — 1, y por el Lema 2.32, ¢ divide a ep’. Como e divide a ¢ y ¢ divide a ep!, se tiene que
c=ep*, con 0 <wu <t Veamos que u = t.

Por el Corolario 2.31, e divide a ¢*—1, con k el grado de g(x). Como p es la caracteristica
de FF,, es claro que p no divide a ¢* — 1, luego e no es miiltiplo de p. La derivada de 2 — 1
es ex® 1. Sie =1, es claro que 2° — 1 no tiene raices miiltiples. Si e > 2, como la tinica rafz
de ez ! es 0y 0 no es raiz de 2 — 1, por el Teorema 2.9, ¢ — 1 no tiene raices multiples.
Por tanto, %" — 1 = (z¢ — 1)P" tiene e raices distintas y todas tienen multiplicidad
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p". Ademas, g(z) es irreducible, luego por el Teorema 2.24 no tiene raices multiples. Por
tanto, f(z) = g(x)" tiene las mismas raices de g(x) con multiplicidad b. Como g(x)® divide
a %" — 1, comparando multiplicidades se tiene que p* > b, luego v > t, ya que t es el
menor entero que cumple p' > b. Por tanto, se tiene que u = ¢. O

Teorema 2.34. Sean g1(z), ..., gn(x) polinomios no nulos y primos entre si sobre F [x], y
sea f(x) = g1(x) - ... - gn(x), entonces ord(f) = mem(ord(gr), ..., ord(gn)).

Demostracion: Es facil ver que para demostrar el resultado basta considerar el caso
g(0) # 0 para 1 < i < h. Sea e = ord(f) y e, = ord(g;), para 1 < i < h, y sea
¢ = mem(ey, ..., ep). Entonces, como cada g;(x) divide a 2% — 1, se tiene que todo g;(x)
divide a z¢ — 1. Como ¢; (), ..., gn(x) son primos entre si, f(z) divide z°—1, y por el Lema
2.32, e divide a ¢. Como f(z) divide a z° — 1, cada g;(x) divide a ¢ — 1, y por el Lema
2.32, cada e; divide a e. Por tanto, ¢ divide a e y se tiene entonces que e = c. O

Usando el mismo razonamiento de los teoremas anteriores, se puede ver que el orden
del minimo comun multiplo de un ntimero finito de polinomios no nulos es igual al minimo
comun multiplo de los 6rdenes de los polinomios.

Ejemplo 2.35. Sea f(z) = 2®+ 2"+ 2%+ a2t + ¥+ o +1 = (23 +2+1)* (2 42+ 1) € Fylz].
Como ord(xz3+z+1) = 7, se tiene por el Teorema 2.33 que ord((x®+x+1)%) = 14. Ademds,
como ord(z* + x + 1) = 3, por el Teorema 2.34, ord(f) = mem(14,3) = 42. Nétese que
ord(f) no divide a 2% — 1, ya que el Corolario 2.31 no se cumple necesariamente para
polinomios reducibles.

Por tanto, de los teoremas 2.33 y 2.34 se sigue la siguiente formula general para el orden
de un polinomio.

Teorema 2.36. Sea f(x) € Fy[z] un polinomio de grado positivo tal que f(0) # 0. Sea
f(@) =afl(x)- ..  f*(x) cona € Fy, by, ....bp € Ny fi(x), ..., fr(x) polinomios mdnicos,
irreducibles sobre F, y distintos. Entonces, ord(f) = p'mem(ord(fy), ...,ord(fy)), con t el
menor entero tal que p* > max(by, ...,b), y p la caracteristica de F,,.

Definicién 2.37. Sea f(z) # 0 € F (2] un polinomio de grado k, se dice que es primitivo
sobre |, si es mdnico, irreducible y tiene orden ¢* — 1.

Si f(z) € F,[z] es un polinomio primitivo de grado k, entonces tiene orden ¢* — 1 por
definicién. Ademas, por el Teorema 2.30, si @ € Fyx es una raiz de f(z), a tiene orden
q* — 1, y por tanto, o es un elemento primitivo de sz, es decir, es un generador de este
grupo ciclico y f(z) es su polinomio minimo.

Reciprocamente, si o € Fy o es un generador del grupo ]F;k, su orden es ¢* — 1 y su
polinomio minimo es de grado k. Ademds, sea f(z) el polinomio minimo de «, por el
Teorema 2.30, el orden de f(x) es ¢* — 1, y por tanto, f(x) es primitivo.

Es decir, ser polinomio primitivo en F x es equivalente a ser el polinomio minimo de un
elemento primitivo de IFZk.

Teorema 2.38. Para cada grado k, en F,[x] existen p(¢* —1)/k polinomios primitivos de
grado k.
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Demostracién: En el grupo ciclico F*, existen p(¢* — 1) elementos primitivos. Como
cada polinomio irreducible de grado k tiene k raices, y por el Teorema 2.27, todas las raices
tienen el mismo orden en F(’;k, entonces todos los elementos primitivos se distribuyen en

©(¢* — 1) /k polinomios primitivos. O

Es necesario introducir unos conceptos clave en relacion con la traza de un elemento
en un cuerpo finito. Estas propiedades serviran de ayuda en ciertos resultados del trabajo,
donde se tratara con la traza de raices de polinomios.

Definicién 2.39. Sea F, — Fy» una extension de cuerpos y sea o un elemento de Fyn. La
traza de o se define como Trg , jr, () = a +af+ ... + a?"'. Si ademds, ¢ = p es primo,
se dice que Ty, v,(a) es la traza absoluta de o.

Proposiciéon 2.40. Sea F, — F,» una extension de cuerpos, se cumplen las siguientes
propiedades:

(i) Trg e, (@ + B) = Tre ., (@) + T r,(8) para todo o, B € Fyn.
(i) Trg.r,(ca) = cTrp . r, () para todo c € Fy y todo o € Fyn.

(i4) Trg, . /v, €s una transformacion lineal de Fyn en Fy, con Fgn y Fy considerados F,-
espacios vectoriales.

Demostracion: Como los cuerpos Fy = Fym y Fyn = Fymn son cuerpos finitos de carac-
teristica p, se tiene que

(i) Alser o+ 3 un elemento de Fyn, entonces T, /v, (0 + ) = a4+ (a4 )7+ ... +
(@+B)" " =a+B+al+p1+ .. +al " + 5" =Trpm, () + Tre,. e, (B).

(ii) Al ser ¢ un elemento de F, se tiene que ¢ = ¢ con j > 0, luego Trg,. v, (ca) =

n—1 n—1 n—1
cat+clad+ ..+t ol =catceal+ .. +cal =Ty, ().

(iii) Como T'rg,,/r,(a) € Fy, de las propiedades (i) y (ii) se tiene que T, /r, €s una trans-
formacion lineal de F,» en [F,. Falta probar que Tr]Fqn JF, €s sobreyectiva. Basta con
ver que existe a € Fyn tal que Trg,, /r, (@) # 0. Sea a € Fyn, se tiene T' TFn /F, () =0
si y solo si a es rafz del polinomio 29" + ... + 294z € F, en Fn. El polinomio tiene
como mucho ¢" ! rafces y Fn tiene ¢" elementos, luego existe un elemento « de F,n
tal que Ty, jr, (@) # 0. O

Teorema 2.41. Sea F, — F,n una extension finita, entonces las transformaciones li-
neales de Fyn en F, son exactamente las aplicaciones 0g, con B € Fgn y donde 05() =
Try . /F, (Ba) para todo o € Fyn. Ademds, si 8 # ~ son elementos distintos de Fyn, entonces
se tiene g # 0.

Demostracion: Por la Proposicién 2.40 (iii), cada aplicacién 63 es una transformacién
lineal de Fyn en Fy. Sean 3, € Fyn con 8 # 1, se tiene que 0g(ar) — 0, () = Trg . /v, (Bar) —
T'ry /¥, (va) = Trp . /R, ((B—7)a) # 0 para cierto o € Fyn, v se tiene que las aplicaciones 04
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y 0, son distintas. Ademads, como toda transformacion lineal de Fy» en [F, puede obtenerse
asignando elementos arbitrarios de I, a los n elementos de una base dada de Fy» sobre F,,
y como esto puede hacerse de ¢" maneras diferentes, se tiene que las aplicaciones 3, con
B € Fyn, ocupan todas las posibles transformaciones lineales de Fyn en F,,. O]

Teorema 2.42. Transitividad de la traza. Sean F; — Fpn y Fgn — Fonm extensiones
de cuerpos, entonces Try um /v, () = T /5, (TTF pm /7,0 () para todo o € Fynm.

Demostracion: Sea o € Fynm,

n—1 /m-—1 q
178 0 5y (TTF jm By Z TTF m /B yn Z <Z Oéqnj> =
j:

n—1 m—1 nm—1
nj+z
— q _
= E afl E al = Trp pmr, ()
=0 5=0 k=0

]

Definicién 2.43. Sea F, — Fn una extension de cuerpos. Las bases {c, ..., } y{B1, .., Bn}
de Fyn sobre I, se dicen que son duales o complementarias si para 1 <i,7 <n se tiene

0 siij,

Tre v, (i) = {1 i

Teorema 2.44. Sean {aq, ..., } y{B1, ..., Bn} bases duales de Fyn sobre F,. St x = x104+
Tog + ... + Tpaty € Fon con x; € Fy, entonces xj = Ty, v, (B5x) para 1 < j < n.
Demostracion: Por la Proposicion 2.40 y la definicion de bases duales se tiene que
Tre . /v, (Bjz) = Trp 0 r,(Bjr100 + BjTocs + .. + Biznay) =

= J]lT’I“]Fqn/]Fq (Bjal) +x2TTIE‘qn/]E‘q (6]‘0(2) +... +ijrFqn/IFq (ﬁjOéj) +... —I-.Z'nTT]Fqn/]Fq (Bjozn) = ZEj
]



Capitulo 3

SLR y primeras propiedades

Como ya se ha indicado previamente, los registros de desplazamiento con retroalimen-
tacién, o més conocidos en inglés como FSR (Feedback Shift Register), son dispositivos
utilizados para generar sucesiones de manera rapida y pseudoaleatoria. Las sucesiones que
generan tienen buenas propiedades estadisticas, que son 1tiles en criptografia, en particular
en el cifrado en flujo. Para este capitulo se tomaran como referencia [6], [9], [10], [11] y [12].

Los FSRs pueden entenderse como leyes de recurrencia que, junto con unos valores
iniciales, generan las sucesiones buscadas. En este trabajo nos centraremos en los registros
de desplazamiento con retroalimentacién lineal o LFSRs (Linear Feedback Shift Registers)
sobre cuerpos finitos, que son los asociados a recurrencias lineales.

Las sucesiones de recurrencia lineal (SLR) se pueden clasificar como homogéneas o no
homogéneas.

Definicién 3.1. Sean a,ay, ..., ar_1 elementos del cuerpo finito F, con ag # 0. Para n =
0,1,..., una sucesion s = (s;)32, se dice que es una

» SLR no homogénea de orden k con coeficientes constantes si satisface la ley de recu-
TTeNnCcla
Sptk = Qk—1Sp4k—1 T Qp—25pqik—2 + ... + @S, +a ,n >0 (3.1)

» SLR homogénea de orden k con coeficientes constantes si satisface la ley de recurren-
cia
Spnak = Ap—1Sn4k—1 —+ Ak—2Sn+k—2 + ...+ agsy, , n Z 0 (32)

Se puede describir una SLR, homogénea o no, mediante un circuito de desplazamien-
to con retroalimentacién. En la Figura 3.1 se muestra la nocién de desplazamiento con
retroalimentacion; ambos dispositivos se basan en implementaciones que dependen de los
términos precedentes, obteniendo asi el siguiente término de la sucesion a partir de los ya
existentes.

A pesar de haber definido SLRs homogéneas y no homogéneas, inicamente se trabajara
con las homogéneas, ya que se puede obtener una homogénea partiendo de una que no lo

17
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B () o ) () &%

So S1 Tt Sk-1 %0 $1 T s Sk-1
(a) LFSR no homogéneo que satisface (3.1). (b) LFSR homogéneo que satisface (3.2).
Figura 3.1

es. Sea s una SLR no homogénea de orden k que satisface (3.1). Se tiene que también
satisface entonces

Sntk+1 = Ak—1Sn+k + Qk—2Sn4+k—1 + ... T QoSpy1 + Q

Restando ambas se tiene
Sntht1—Sntk = Qk—1Sntk+(Ak—2—ak—1)Sptk—1+(Ak—3—Ak—2)Sptr—2+...+(a0—01)Spt1—00Sn+a—a

Sn4k+1 = (akq - 1)3n+k =+ (aka - ak71)3n+k71 + ...+ (Go - &1)Sn+1 — apSn

obteniendo asi una SLR homogénea de orden k + 1.

Definimos las SLRs con ag # 0 ya que, en caso contrario, tendriamos una sucesién
de orden menor; en el caso de la ecuacién (3.2) si ag = a3 = ... = a; = 0y a;41 # 0,
tendriamos que la SLR es de orden k£ — . A partir de ahora, si no se especifica lo contrario,
supondremos que toda sucesion de recurrencia lineal es homogénea de orden k.

Definicién 3.2. Dada una SLR de orden k, a los primeros k términos Sg, S1, ..., Sk—2, Sk—1
se les conoce como estado inicial.

Si se toma el estado inicial nulo entonces se tiene la sucesién nula para toda ley de
recurrencia de orden k. Por ello, para el estudio de las SLRs solo se toman estados iniciales
no nulos, por tanto, el conjunto de estos estados tiene cardinal ¢* — 1.

Definicién 3.3. Dada una ecuacion de recurrencia homogénea Spip = Ak_1Spik—1 +
Af—2Sn+k—2 + ... + aosp, eziste un polinomio f(x) € Fylx] asociado a ella llamado poli-
nomio caracteristico o polinomio de retroalimentacion

flz) =2 —ap_12" ' — ap_0a® % — . — a1z — ag (3.3)

El LFSR es equivalente al polinomio caracteristico, pues el coeficiente que multiplica

a 7' del polinomio caracteristico coincide con el opuesto de la constante que multiplica al
término s, ; de la recurrencia, con 0 < ¢ < k—1. Por tanto, un LFSR se puede dar median-
te el circuito descrito en la Figura 3.1, la ley de recurrencia (3.2) o el polinomio (3.3). El
polinomio caracteristico junto al estado inicial determinan univocamente la SLR, a partir
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del polinomio asociado a la sucesién, f(z) = ¥ — ap_ 12571 — 222 — ... — ag, y dado el

estado inicial sg, S1, ..., Sk_2, Sg_1, €l término s,k €S ax_15441k-1 + AGk—2Sn1k—2 + ... + AoSy.

El polinomio idénticamente nulo f(z) = 0 € F,[z] estd asociado a cualquier SLR, ya
que por definicién, el polinomio nulo esta asociado a las SLRs que cumplan 0 = 0, es decir,
toda sucesion.

A pesar de buscar la aleatoriedad, las sucesiones generadas mediante LFSRs no son
realmente aleatorias, sino que son periédicas, como se muestra a continuacion.

Notacion: Denotemos la sucesion vectorial asociada ala SLR s como S, = (Sn, Spt1, vy Sntk—1)
para todo n > 0.

Lema 3.4. Toda SLR de orden k sobre el cuerpo finito IF, es periddica, y su periodo es a
lo sumo ¢" — 1.

Demostracion: Partimos de una SLR de orden k y del estado inicial (sg, $1, ..., Sx_1) #
(0,...,0). Sea S, = (Sy, Sy11, -, Srak—1) Una lista de k elementos consecutivos de la sucesion.
Tomamos las listas Sp, S1, ..., Sge_1 y vamos a demostrar que existen 7,7 € Z con 0 < i <
j < ¢" —1 tales que S; = S;. Cada una de estas listas es una lista de tamano k de
elementos de F, y hemos tomado ¢* listas. Por otro lado, todas las combinaciones posibles
de elementos que puede haber en una lista son ¢*. Si alguna S, = (0,0, ...,0) entonces
Sy = (0,0, ...,0) para todo t > r, es decir, la sucesién seria la sucesién constante igual a
cero y su periodo es 1 < ¢*—1. Considerando entonces las sucesiones no nulas tenemos ¢~ —1
posibles listas. Como tenemos ¢* listas y solo ¢* — 1 posibles, por el Principio del Palomar
se tiene que al menos dos se repiten. Es decir, existen 7, € Ncon 0 < i < j < ¢* — 1 tales
que S; = S;. Ahora, como el elemento s;,; depende de S; y el elemento s, depende de
S;, al ser S; = S, entonces S;4,, = Sj+m para todo m > 0, es decir, la sucesion es periédica
y el periodo es como mucho j — i — 1. Como tenfamos que 0 < i < j < ¢¥ — 1, se tiene
entonces que 0 < j—i—1 < ¢*¥ —1, o lo que es lo mismo, el periodo es a lo sumo ¢ —1. [

Observacion 3.5. Si se partiera de una SLR no homogénea de orden k, se tendria en su
lugar que su periodo estaria acotado superiormente por q* en vez de por ¢* — 1, ya que si
se admitiria el vector nulo.

Ademas, tal como se muestra a continuacién, toda SLR es periddica desde el primer
término de la sucesion.

Proposicion 3.6. Toda SLR de orden k es no preperiodica.

Demostracion: Supongamos por reduccion al absurdo que, siendo ag # 0, la sucesion s
es preperiodica. Sea el preperiodo ng > 1 y el periodo r, se tiene que

Spar = Sp Vn > ng (3.4)
Tomemos n = ng +r — 1 en la ley de recurrencia (3.2), obteniendo asi

Sno+r4+k—1 = Qk—1Sng+r+k—2 T Qk—28ng+r+k—3 T .. T A1Sng+r + A0Sng+r—1
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Como ag # 0, podemos despejar s,,+,—1 de la siguiente manera
—1
Sno+r—1 = Qg (Sno+r+k—1 = Ak—-1Sng4r+k—2 — Ak—28ng4r+k—3 — -+ — alsno—i—’/‘)

—1
= Gy (Sn0+k—1 = Ak—-1Sng+k—2 — Ak—28ng+k—3 — -+- — a18n0)

por (3.4). Como Spgik—1 = Uk—1Sng+k—2 + Qk—25ng+k—3 + - + A1Sny + AoSne—1 POT (3.2), se
tiene que

—1
Sng—1 = Qg (Sng+k—1 — Qk—1Sng+k—2 — Ak—2Sng+k—3 — - — A15n,)

es decir, llegamos a S, 4r—1 = Sp,—1, 10 cual es absurdo pues s,,-1 es un elemento del
preperiodo. O

Ejemplo 3.7. Veamos un ejemplo de una sucesion de recurrencia lineal sobre Fy. Sea el
estado inicial (so, s1, 82, 83, 84) = (1,1,0,1,0) y sea el polinomio f(x) = 2°+ 2>+ x+1. Se
tiene entonces la siguiente ley de recurrencia

Sn+5 = Sn+2 + Sn+1 + Sp

y los siguientes primeros valores son

n=0:85=8+8 +5=0+1+1=0 n=5:5=14+04+0=1
n=1:s4=83+85+s1=1+0+1=0 n=6:51=14+414+0=0
n=2:8=8+83+so=0+1+0=1 n=7:5=0+14+1=0
n=3:53=8+s4+s3=04+0+1=1 n=8:53=14+404+1=0

n=4:5=8+8+s4=0+0+0=0

Luego obtenemos la sucesion 11010001101000... que tiene periodo 7. En la Figura 3.2
se puede ver el circuito que genera esta SLR.
Si en cambio, se parte del estado inicial (sg, $1, S2, S3,54) = (0,0,1,0, 1), mediante el mismo
procedimiento, se tiene la sucesion 00101110010111... también de periodo 7.

Figura 3.2: LFSR del ejemplo 3.7.



3.1. DESCRIPCION ALGEBRAICA 21

3.1. Descripcién algebraica

Las SLRs se pueden definir también por su forma matricial, ya que a cada ecuacion
de recurrencia lineal s, = ax_1Sp4k-1 + Qk_2Sn1k_2 + ... + ags, se le puede asociar una
matriz de tamano k x k

0O 1 0 O 0
0O 0 1 0 0
A= . (3.5)
0O 0 0 O 1
ap aip az as ag—1
tal que se tiene
Sn+1 Sn
Sn+2 Sn+1
=A
Sntk Sntk—1

Proposicion 3.8. Sea A la matriz asociada a una SLR, se cumple que S,, = A™Sy.

Demostracion: De la definicion de la matriz es inmediato comprobar que S,, = AS,,_1 =
AQSn,Q — ... = AnSO D

Ejemplo 3.9. Continuando con el ejemplo 3.7, la matriz asociada a esa SLR seria

01000
00100
A=]1000 10
0 00O0T1
11100

Se puede obtener sy4 gracias a la propiedad dada. Sabemos que Sy = (g, S10, S11, S12, S13)7 =
(0, 1707070)T; luego ASy = S1g = (510, 511, 512, 513, 514)T = (1,0,0,0, 1)T y sy = 1.

Proposicién 3.10. El polinomio caracteristico asociado a la SLR coincide con el polinomio
caracteristico de la matriz A.

Demostracion: A partir de la matriz asociada a la SLR, definamos las matrices A; de
tamano k —1¢ X k —i para 0 < i < k — 1 de la siguiente forma

0 1 0 0 0 1 0 0
o 0 1 .. O 0 0 1 .. 0

AO = . . . . . Az = . . . . . Ak,1 = Ak—1
0 0 0 .. 1 0 0 0o ... 1

ap @1 G2 ... Ag—1 ai  Qip1 Qip2 ... Qg1
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Para calcular |z1d — A| = |xId — Apl|, podemos obtener una férmula recurrente calcu-
lando el polinomio caracteristico de A;, con 0 < ¢ < k — 1, desarrollando por la primera
columna.

T -1 0 0 0
0 x -1 .. 0 0
P, = |:zc[d - Ai\ = . . . . . . =
0 0 0 T -1
—Q; —Qi41 —Qi42 —0kg—2 T — A1
x -1 0 0 1 0 0 0
0 T -1 .. 0 4 v _1 0 0
=z| . . L L (DR (=) =
0 0 0 .. -1 00 N
Qi1 — Q42 Q43 ... X — Q-1

= 2Py + (=D () (=D = 2Py — a4

Por tanto, tenemos la recurrencia P; = xFP;;; — a; para 0 < i < k — 1. Por otro lado,

se tiene P,y = |r — ax_1| = = — ax_1, luego calculamos el polinomio caracteistico de
la matriz |zId — Ag| = Py = 2P, —ag = x(xPy — a1) — ag = 2*°Py —a1x —ap = ... =
zF — a2 —ay_92" 2 — ... — ag, que coincide con el polinomio de retroalimentacién. [

Proposicion 3.11. El polinomio caracteristico asociado a la SLR coincide con el polinomio
minimo de la matriz A.

Demostracion: El polinomio caracteristico asociado a la SLR es ménico por definicién,

f(x) =2 —ap_ 12"t —ap_o2" "2 — ... — ay. Ademés, como AS, = S, para todo n > 0, se
tiene f(A)SO = AkSO — ak,lAk_lSo — .= a1A50 — CL()S() =Sy, —ap_1S4_1—...—a1.51 — CL()S()
y f(x) genera s, entonces f(A)Sy = Sy — Sk = 0. Al ser Sy un vector arbitrario se tiene
que f(A) =0.

Falta ver que es el polinomio moénico de menor grado que anula a A. Si partimos del estado
inicial Sy = (0,0, ...,0,1)%, se tiene que los k primeros términos de la sucesién vectorial son
de la forma

So = (O, ...70, 1)T Sz = (O, ...,0, 1,8k, ceey Sk+i_1)T Sk—l = (1, Sky Sk+1y -y Sgk_l)T

que claramente son linealmente independientes. Sea g(x) = 2" +b_ " by +by €
F,[z] un polinomio ménico de grado r < k. Si g(A) = 0, entonces g(A)Sy = 0, luego

0= g(A)S() = Sr + br_ls,,«_l + ...+ b151 + boS()

contradiciendo que los S; con 0 < ¢ < k — 1 sean linealmente independientes, pues r <
k—1. ]

Proposicién 3.12. La matriz asociada a la SLR es invertible, es decir, A € GLi(F,).

Demostracion: Sea A la matriz asociada a una SLR de orden k, entonces ay # 0, y
como | A |= (—1)¥"Lag, se tiene el resultado. O

A partir de la matriz asociada a una SLR es facil obtener la siguiente propiedad relativa
al periodo de la sucesion.
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Proposicion 3.13. Dada una SLR de orden k, el periodo de la sucesion divide al orden
de su matriz asociada A en GLj(F,).

Demostracion: Sea m el orden de la matriz A asociada a la SLR. Se tiene que para todo
n>0, Sypm=A""MSy = A"A™Sy = A"ISy = A"Sy = S,,. Por tanto, como la sucesién se
repite tras m términos, el periodo de la SLR divide a m. O

Corolario 3.14. El periodo de una SLR sobre F, de orden k divide a (¢" —1)(¢* — q)(¢" —
¢*)--(¢" = ¢*7).

Demostracion: Es inmediato a partir del resultado anterior, pues el grupo GL(F,)
tiene orden Hf;ol (¢ — ¢") v el orden de una matriz divide al orden del grupo. O]

3.2. Sucesién impulso respuesta

Un LFSR puede generar distintas sucesiones si tomamos estados iniciales diferentes. A
su vez, estas sucesiones pueden tener periodos distintos entre si. Como buscamos sucesiones
pseudoaleatorias, es claro que nos interesa que el periodo sea lo més grande posible, por ello
vamos a estudiar algunas propiedades de las sucesiones de recurrencia lineal relacionadas
con su periodo.

Ejemplo 3.15. Sea f(z) = 2° + 2% + 2% + 1 el polinomio del LESR sobre Fy, por el Lema
3.4 el periodo es menor que 31, por la Proposicion 3.13 divide a 12 (el orden de la matriz
asociada A), y por el Corolario 3.1/ divide al orden del grupo GLs(Fs), que es 9999360.
Si tomamos como estado inicial Sy = (1,0,0,1,0)T, se genera la sucesién 100100100... de
periodo 3. En cambio, si partimos del mismo LESR pero en su lugar tomamos el estado
inicial So = (0,0,1,1,0)T, la sucesion generada es 001100110011... de periodo 4, y si
tomamos Sy = (0,0,0,1,1)T se genera la sucesién 000111000111... de periodo 6.

01000
00100
A=1 000 1 0
000O0T1
10110

Definicién 3.16. Se denomina periodo mdximo de un LFSR al mdximo de los periodos de
las sucesiones que genera.

De entre todos los valores iniciales que podemos tomar de un LFSR dado, existe uno
especial que determina los periodos de este LFSR para cualesquiera valores iniciales, como
veremos a continuacién.

Definicién 3.17. Dado un LFSR, tomando el estado inicial Sy = (0,0,...,0,1)T, a la
sucesion obtenida se la conoce como sucesion impulso respuesta.

Esta sucesion es muy importante en nuestro estudio, ya que tiene unas propiedades
especificas que, por lo general, no cumplen el resto de SLRs.
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Lema 3.18. Dado un LFSR, sea s la sucesion impulso respuesta, se tiene que si S,, = S,
entonces A™ = A™.

Demostracion: Si S, = S,, entonces, es claro que, S,,+; = S, paratodot > 0. Ademas,
A™Sy = Sy = Spae = A™S; para todo t > 0. En particular para t = 0, A™Sy = A"Sy.
Tomando Sy = (0,0, ...,0,1)T como estado inicial, tal como se mencioné en la demostracién
de la Proposicién 3.11, los k primeros términos S; de la sucesién vectorial son linealmente
independientes, luego se tiene que si A™S;, = A"S; para todo t > 0 entones A™ = A". [

En particular, lo interesante de esta sucesion es que su periodo es el periodo maximo
del LFSR que la genera.

Teorema 3.19. El periodo de la sucesion impulso respuesta es el periodo mazximo del LFSR
que la genera y coincide con el orden de la matriz asociada.

Demostracion: Sean r el periodo de la sucesién impulso respuesta y m el orden de la
matriz A asociada. Entonces, como r es el periodo, S, = Sy, y por el Lema 3.18 se tiene
que A" = A® = I. Por lo tanto, se tiene que el orden de la matriz divide a r, ie. m | r. Por
la Proposicién 3.13 tenfamos que r | m, luego el periodo de la sucesién impulso respuesta
es r = m, que es el maximo posible. O

De los resultados anteriores, Proposicién 3.13 y Teorema 3.19, se tiene el siguiente
corolario.

Corolario 3.20. Dado un LFSR, el periodo de cualquier SLR generada por €l divide al
periodo de la sucesion impulso respuesta.

Ejemplo 3.21. En el ejemplo 3.15 ya obtuvimos tres sucesiones de periodos 3, 4 y 6 de un
mismo LESR dado. Comprobemos ahora que es cierto que dividen al periodo mdzrimo. La su-
cesion impulso respuesta del LFSR, estado inicial Sy = (0,0,0,0,1)T, es 000010111101000010
111101... con periodo 12, efectivamente maltiplo de 3, 4 y 6. A su vez, el orden de la matriz
asociada dada en el ejemplo 3.15, 12, coincide con el periodo mdzimo.

En la Tabla 3.1 se puede observar el periodo de cada sucesion obtenida partiendo de cada
uno de los ¢* estados iniciales posibles.

Estados iniciales Periodo

(0,0,0,0,0), (1,1,1,1,1) 1

(0,1,0,1,0), (1,0,1,0,1) 2

(0,0,1,0,0), (0,1,0,0,1), (0,1,1,0,1), (1,0,0,1,0), (1,0,1,1,0), (1,1,0,1,1) 3

(0,0,1,1,0), (0,1,1,0,0), (1,0,0,1,1), (1,1,0,0,1) 4

(0,0,0,1,1), (0,0,1,1,1), (0,1,1,1,0), (1,0,0,0,1), (1,1,0,0,0), (1,1,1,0,0) 6
(0,0,0,0,1), (0,0,0,1,0), (0,0,1,0,1), (0,1,0,0,0),

(0,1,0,1,1), (0,1,1,1,1), (1,0,0,0,0), (1,0,1,0,0), 12
(1,0,1,1,1), (1,1,0,1,0), (1,1,1,0,1), (1,1,1,1,0)

Tabla 3.1: Periodos dependiendo del estado inicial tomado.



Capitulo 4

Irreducibilidad y orden del polinomio
caracteristico

En este capitulo veremos que el comportamiento del periodo de las SLRs va a depender
de la irreducibilidad del polinomio de retroalimentacién. Ademas, el orden del polinomio
caracteristico juega un papel importante, ya que el periodo viene dado en funcién de este.
También se vera que si el polinomio de retroalimentacion es primitivo, todas las sucesiones
tendran periodo igual que el maximo, un resultado esencial para el siguiente capitulo. Se
toman como referencia [9], [10], [12] y [13].

Ejemplo 4.1. Sea f(z) = z* + 2%+ 2% + x + 1 € Fy[z] el polinomio caracteristico asociado
a una SLR. Este polinomio es irreducible y no primitivo, ya que su orden es 5, pues f(x)
divide a x° — 1 y no divide a 2* —1, y5 # 2* —1 = 15. Como se puede ver en la Tabla 4.1,
el periodo de toda SLR no nula generada por f(x) es exactamente 5.

Estados iniciales SLR Periodo Estados iniciales SLR Periodo
(0,0,0,0) 00000... 1 (1,0,0,0) 1000110001... 5
(0,0,0,1) 0001100011... 5 (1,0,0,1) 1001010010... 5
(0,0,1,0) 0010100101... 5 (1,0,1,0) 1010010100... 5
(0,0,1,1) 0011000110... 5 (1,0,1,1) 1011110111... 5
(0,1,0,0) 0100101001... 5 (1,1,0,0) 1100011000... 5
(0,1,0,1) 0101001010... 5 (1,1,0,1) 1101111011... 5
(0,1,1,0) 0110001100... 5 (1,1,1,0) 1110111101... 5
(0,1,1,1) 0111101111... 5 (1,1,1,1) 1111011110... 5

Tabla 4.1: SLRs dependiendo del estado inicial tomado.

Si en cambio, el polinomio de retroalimentacion es f(x) = x* 4+ x + 1, sigue siendo un
polinomio irreducible pero en este caso es primitivo y todas las SLRs de orden j (excepto
la constante igual a cero) tienen periodo 15, igual al orden del polinomio.

Para ver como afectan al periodo la irreducibilidad y si el polinomio es primitivo, hace
falta entender antes unos resultados relacionados con el orden del polinomio asociado a la
SLR.

25
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Proposicién 4.2. Sea f(x) # 0 € F,[z] el polinomio de retroalimentacion y A la matriz
asociada, se tiene que f(x) divide a ¢ — 1 si y solo si A® = Id.

Demostracion: Al ser f(x) el polinomio minimo de A tenemos que f(A) = 0. Como
¢ — 1= f(x)g(z) para algin g(z) € F,[z], se tiene que A° — Id = f(A)g(A) = 0, es decir,
A¢ = Id. Si en cambio suponemos que A = Id, podemos definir el polinomio g(z) = z°—1
y se tiene que anula a A. Al ser f(z) el polinomio ménico de menor grado que anula a A
se tiene que f(x) divide a g(z). O

Corolario 4.3. El orden del polinomio de retroalimentacion coincide con el orden de la ma-
triz asociada. Ademds, el periodo de toda SLR divide al orden del polinomio caracteristico
y el periodo de la sucesion impulso respuesta coincide con el orden del polinomio.

La siguiente propiedad del polinomio de retroalimentacién nos servird para poder de-
mostrar que, cuando es irreducible, el orden del polinomio coincide con el periodo de la
SLR asociada.

Teorema 4.4. Dada la SLR de orden k y periodo r que cumple la ley de recurrencia

Spak = Qg—1Spsk—1 + Qp—2Snik2+ ... + aosn, y sea f(x) = 2% — ap_12% 1 — aj_pa" 2 —
a1x — ag € Fy[z] su polinomio caracteristico. Entonces, el polinomio cumple
f(@)s(z) = (1 —a")h(x) (4.1)
donde
s(z) = 802"+ 51072 + 892" P+ o+ 5,07 + 5,1 € Fy[7] (4.2)
Y
k—1k—1—35
= Z airj150 € Folz],  con ap = —1 (4.3)
7=0 =0

Demostracion: Comprobamos que los coeficientes a ambos lados de la igualdad (4.1)
coinciden. Para 0 < t < k +r — 1, sea ¢ el coeficiente que acompana a z' en el lado
izquierdo de la igualdad y sea d; el coeficiente que acompana a z' en el lado derecho.
Como los polinomios f(z) y s(z) se pueden reescribir como f(z) = — Zf:o a;zt y s(x) =
Z; ésr 1-;@7, se tiene que

= — Z a;Sr—1-j, para 0 <t<k+4+r—1 (4.4)

0<i<k 0<]<r 1
i+j=

Ademas, la ley de recurrencia se puede escribir como
Z @;Spi; =0, para todo n >0 (4.5)

Distinguimos cuatro casos. Si k <t <r — 1, entonces por (4.4) y (4.5) se tiene

k
- E a;Sp—1-tyi = 0=dy

=0
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Sit<r—1yt<k, entonces por (4.4), (4.5) y la periodicidad de la SLR se tiene

t k k k—1—t
Ct = — g Qi Sp—1—t+i = E AiSr—1—t+i = E A;Si—t—1 = E Qii418; = dy

i=0 i=t+1 i=t+1 i=0

Sit>ryt>k,entonces por (4.4) se tiene
k k—1—t+r
Ct = — E QiSp—1—t4i = — E Ajgt—r418; = dy
i=t—r+1 i=0
Si r <t <k, entonces por (4.4) y la periodicidad de la SLR se tiene
t r—1 k—1—t+r k—1—t+r
G = — E AiSr—1—t+i = — E Ajpt—r+15i = E Qjpt—r+18i — E Qjpt—r4+18; =
i=t—r+1 i=0 i=r i=0
t k—1—t+r k—1—t k—1—t+r

k—1
@it 41 Si4r — E Aijtt—r+15i = E Ajtt418; — E Qit—rp18; = dp. O
j i=0 i=0 i=0

=0

Teorema 4.5. Si el polinomio de retroalimentacion f(x) es irreducible, entonces el periodo
de la SLR asociada coincide con el orden del polinomio asociado.

Demostracion: Sea r el periodo de la SLR. Por el Teorema 4.4 f(x) divide a (z"—1)h(z).
Como s(x) y h(z) no son polinomios nulos, y deg(h) = k — 1 < k = deg(f), al ser f(x)
irreducible se tiene que f(z) divide a " — 1, y por tanto r > ord(f). Por el Corolario 4.3
tenemos que r divide a ord(f), luego r = ord(f). ]

Gracias a este resultado se tiene que, cuando un polinomio es irreducible, toda sucesion
generada, excepto la idénticamente nula, tiene el mismo periodo. Ademas, como el periodo
coincide con el orden del polinomio de retroalimentacién, cuando el polinomio es primitivo
tenemos que el periodo de la SLR de orden k en F, es ¢* — 1, es decir, el maximo posible.
En el siguiente capitulo nos centraremos en el estudio de las SLRs con polinomio asociado
primitivo.

Los términos de una sucesién de recurrencia lineal se pueden determinar a partir de las
raices del polinomio de retroalimentacion, como se indica a continuacion.

Teorema 4.6. Sea s una SLR sobre F, y sea o € Fx una raiz del polinomio de retroali-
mentacion. Si el polinomio es irreducible, entonces existe un unico elemento B € Fu tal

que s; = TrFqk/Fq(ﬁo/).

Demostracion: Como {1,a,a?,...,a*"1} es base de IF» sobre IFy, se puede definir una
aplicacion 0 : Fx — [, tal que 0(a’) = s; parai =0, 1,...,k—1. Por el Teorema 2.41, existe
un tnico 3 € Fyr tal que 6(y) = Tﬁqu/Fq (Bv) para todo v € F . En particular, se tiene
que s; = Tr]qu/]Fq(ﬁai) para i =0,1,...,k — 1. Falta ver que Trqu/yq(ﬂai), coni=0,1,...,

forma una SLR con polinomio caracteristico f(z). Sea f(x) = 2% — ap_12%"! — aj_o2*~2 —
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... —a1x — ag € F[z], entonces tenemos la ley de recurrencia ;. = ax—18i+k-1 + ... + Qo5i,
y por la Proposicion 2.40 se tiene

Sitk—Ak—1Sitk—1—---—00S; = TrFqk/Fq (Bo‘iJrk)_ak—lTTFqk/Fq (ﬂai%il)_'”_aoTﬁFqk/Fq (Ba’) =
= TTquk/JFq (ﬁOéHk — ap1 BT — L — aoﬁo/) - TT]Fqk/Fq (Bo/f(oz)) =0
para todo i > 0. =

Si en cambio, el polinomio caracteristico no es irreducible, se distinguen dos casos,
cuando el polinomio caracteristico es reducible sin raices multiples y cuando es reducible
con raices multiples. Para poder dar la expresion de s en cada caso, es necesario reescribir
la funcién generatriz asociada, definiendo antes el siguiente polinomio.

Definicién 4.7. Dado el polinomio f(x) = 2% —ap_12° 1 —aj_o2* 2 — .. —ayx—ag € F[z],
al polinomio f*(x) := —apr® — a12*™1 — apz* 2. — ap_1x + 1 € F lz] se le denomina

polinomio reciproco de f(x).

Noétese que el polinomio reciproco de f(z) se puede definir a partir del polinomio de
retroalimentacién como f*(z) = 2 f(1). Ademds, si a # 0 es una raiz de f(z), se tiene
que 1/« es raiz de f*(z).

El polinomio reciproco de f(z) se puede relacionar con la funcién generatriz como se
hace a continuacién. Dada la SLR s de orden k, sea G(z) = > i s;x" la funcién generatriz
asociada a la sucesién, se puede multiplicar G(z) por —a;z*~* obteniendo:

G(z) = s0+ 512 + S22 + o+ sp1 2T 4 st 4 st 4 s T L

_ 2 3 k k41 k42

—ap_12G(T) = —ap_1S0T—Ak—1510" —Ap_1590° —...—Af—1Sk_1T" —Ap_1SET" " —Qp_1Spr12" ~—...
2 _ 2 3 k k+1 k42

—Ap_2x G(ZL’) = —Qp_250L — Q251 —...—Ak_9Sk—2XL —A[p_92SL_1T —Qakp—2SELT —...

—alxk_lG(x) = —aysor" ' —ays12F —ay sexF T —ay s3at T —

—apr*G(r) = —apsor*—ags;rF T —agsoxt -
Si sumamos estas igualdades nos queda (1 — ag_17 — ap_o2? — ... — a1 2% — apz®)G(2)

a la izquierda de la igualdad, y a la derecha, como s satisface la ley de recurrencia lineal
Spik = Qg—1Sntk—1 + Qg—2Snik—2 + ... + apSy, Nos queda un polinomio de grado menor o
igual que k — 1. Este polinomio se puede definir como g(z) € F,[z] teniendo lo siguiente:

k-1 k=1 j
o) = Ga)(1 = Y0t ) = =33 s (4.6
=0 j=0 i=0
k-1
Nétese que el polinomio 1 — Z a;z"7 € F,[] es el polinomio reciproco de f(z), y por
=0
9(x)

tanto, la funcién generatriz puede escribirse como G(z) =
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Teorema 4.8. Sea s una SLR de orden k, sea f(x) # 0 € F,[z] el polinomio de retro-
alimentacion y aq, o, ..., ay las raices de f(x). Si f(x) no tiene raices maltiples, entonces
existen b € F, tales que

k
S; = E bja}
=1

donde el valor de los b; queda determinado por el estado inicial de la SLR.

Demostracion: Como ay, @, ..., ay, son las raices de f(z), f(z) = [[5_,(x—a;), entonces

j=1
el polinomio reciproco se puede escribir como f*(z) = z¥ f(1) = H |(1—ajz) y por tanto,
G(z) = jg*((@) = Z ] . Obtenida esta descomposicién en fracciones simples y usando
x — a,x
=1 J

la serie geométrica » .~ x" = ﬁ, tenemos que la funcién generatriz puede escribirse como

k 00 ) k
b 1 (2 (2
0 =3 e = 3 S o) = Y e
j=1 J j=1 =0 i=0 j=1
de donde, por la Definicion 2.3, se tiene s; = Z?:l bjaé.. O

El siguiente teorema es la generalizacién de esta expresion para sucesiones con polinomio
asociado reducible con raices multiples.

Teorema 4.9. Sea s una SLR de orden k, sea f(x) # 0 € F,[x] el polinomio de retro-
alimentacion y aq, ag, ..., a5 las raices de f(x). Si f(x) tiene raices maltiples, es decir,
flz) = (# — a)P(z — aw)*...(x — a,)*, entonces existen b, € F,, con 1 < j < sy
1 < h < kj, tales que

h — )
(S )
Jj=1 =
donde el valor de los bjj, queda determinado por el estado inicial de la SLR.

Demostracion: Como f(x ) = (x — al)kl(:c — ap)*...(z — ay)*, el polinomio reciproco
de f(z) es f*(x) = (1 — apx)* (1 — apx)**...(1 — asx)*, y por tanto, la funcién generatriz
asociada a la SLR se puede escribir como

g9() - bj1 bjz2 bj bjn
Gla) = L) _ ( SR B R ,
f*(x) ; l—ojz (1 —o5z)? (1 — o)t ; —~ (1 —ajx)
Por la serie de Maclaurin sabemos que
1 1 1 2
_ 1 g ™mtD) 5 mmtDm+2) 5
(1 —x)m 2 3!

Por tanto, por los niimeros binomiales se tiene que
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Utilizando esto, se obtiene entonces

kj

G(x):iibj,hi(i”;”)(ajx)i:i izb,hC*?‘l)ag‘. v

j=1 h=1 i=0 i=0 \ j=1 h=1

de lo que, por la definicién de funcién generatriz, se tiene que

s kj .
t+h—-1Y\ ,
=S ()
7j=1 h=1
m
Para conocer el comportamiento del periodo de una SLR cuando el polinomio de retro-

alimentacion no es irreducible, primero se necesita trabajar con el polinomio minimo de la
sucesion y las familias de SLRs.

4.1. Polinomio minimo

Hasta ahora hemos partido siempre de un LFSR para obtener una sucesion de recu-
rrencia lineal, ya sea mediante el polinomio caracteristico, la ley de recurrencia o incluso la
matriz asociada. Si en cambio, comenzamos teniendo una sucesion de recurrencia lineal, es-
ta satisface varias leyes de recurrencia distintas, luego tiene asociados més de un polinomio
caracteristico. Es mas, como un polinomio reducible se puede factorizar como producto de
varios polinomios, es claro que si uno de los factores satisface una recurrencia de la SLR,
ese factor es también polinomio caracteristico de la sucesién. Es decir, por cada SLR se
pueden obtener infinitos polinomios de retroalimentacion multiplicando uno ya obtenido
por otro factor.

Ejemplo 4.10. Sea s = 01110010111001... una SLR, satisface las leyes de recurrencia
Sni3 = Spil + Sny Snaa = Spas + Snao + Sn Y Snas = Spao + Spa1 + Sn, €S decir, tiene
asociados los polinomios f(x) = 23 +x+1, g(z) = 2 + 23 +22 +1 y hiz) = 2>+ 22+ + 1.
El polinomio f(x) es irreducible y los polinomios g(x) y h(z) se pueden escribir como

g(x) = (x+1)f(x) y h(z) = (2 + 1) f(2).

Teorema 4.11. Sea s una SLR en F, y sea f(z) € F,x] un polinomio mdnico de grado
positivo. Entonces, existe un unico polinomio monico m(x) € Fy[z] que cumpla que f(z)
es polinomio caracteristico de s si y solo si m(z) divide a f(x).

Demostracion: Sea fo(x) € F,[z] el polinomio de grado ky asociado a una recurrencia
que cumpla la sucesién s y sea ho(z) € F,[z] el polinomio de la ecuacién (4.3) determinado
por fo(x). Sid(x) € F,[z] es el mdximo comun divisor de fo(x) y ho(z), entonces podemos
escribir fo(x) = m(z)d(z) y ho(zx) = b(z)d(z), con m(x),b(z) € Fy[z]. Queremos ver que
m(x) es el polinomio deseado. Es claro que m(x) es moénico.

Supongamos que f(z) € F,[z] es un polinomio caracteristico de s de grado k. Sean
s(x) € Fy[x] el polinomio de la ecuacién (4.2) y h(z) € F,[z] el polinomio de la ecuacién

4.3) determinados por f(z). Por un lado, como s es periédica de periodo r, utilizando la
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(e 9]

- 1
serie geométrica ZSUZ =1 tenemos que la funcion generatriz de s se puede escribir
como =0
g 2 2r S*(l’>
G(x)IZSzSC :(50+81$+52(E —|—...—|—ST,13§ )(1+x + "+ .. ) T

=0
donde s*(z) = so+s12+ 8222 +...+5,_12" ! es el polinomio reciproco de s(z). Como G(z) =

f(( )), con ¢(x) determinado por (4.6), se tiene entonces que f*(x)s*(x) = (1 —z")g(x). De

esto, obtenemos

wsta =aty (1) amse (B = (12 D)o (2) = - 0w (1)

luego por (4.1) se llega a

" g (1) = —h(z) (4.7)

Por otro lado, hemos visto que la funcién generatriz de s se puede escribir como

golx) _ g(x)
G(x) = =
S FER )
con go(z) determinado por (4.6). Por lo tanto, se tiene g(x)fi(x) = go(z)f*(x), y usando
(4.7) se obtiene que

bodfle) == (1) a8 (1) = a7t (5) o7 (3) = o))

Dividiendo entre d(z) se llega a h(x)m(x) = b(x)f(z), y como m(x) y b(x) son primos
entre si, se tiene que m(x) divide a f(z).

Suponemos ahora que f(x) € F,[z] es un polinomio ménico de grado positivo y que
f(z) = m(z)c(x), con c¢(x) € Fy[z]. Si pasamos a los polinomios reciprocos se tiene f*(z) =
m*(z)c*(x). Ademas, tenemos que ho(z)m(x) = b(z) fo(x), y usando (4.7) se obtiene

1 1 1 1
go(:v)m*(:v) _ —.Tko_lho (_) xdeg(m(l‘))m (_) — _xdeg(m(x))—lb (_) xkofo (_)
X i X X

Como deg(hg( )) = ko — 1 < kg = deg(fo(x)), tenemos deg(b(x)) < deg(m(z)), luego
zdeam@)=1p (1) es un polinomio a(z) € Fy[z]. Se tiene entonces go(z)m*(z) = a(z) f§(z),

y por tanto
Gy - BE) _ al) _ 0@ _ al@)e()
@)~ mra)  mr@)e(@) ()
Como deg(a(z)c*(z)) = deg(a(z)) + deg(c™(z)) < deg(m(x)) + deg(c(x)) = deg(f(x)),
tenemos que f(x) es polinomio de retroalimentacién de s. Es claro que solo puede existir
un polinomio m(x) con las propiedades indicadas. O

El polinomio m(z) € F,[x] definido en el Teorema 4.11 se llama polinomio minimo de
la sucesion. Si se tiene la sucesion nula, entonces es claro, por el teorema anterior, que el
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polinomio minimo asociado es m(x) = 1, ya que todos los polinomios generan la sucesién
nula tomando el estado inicial nulo.

Al ser m(z) polinomio caracteristico, se tiene que el orden de m(x) coincide con el orden
de la matriz asociada, el periodo de toda SLR divide al orden de m(z) y el periodo de la
sucesién impulso respuesta coincide con el orden de m(x). En el Teorema 4.5 ya vimos
que cuando un polinomio caracteristico de la SLR es irreducible, el orden del polinomio
coincide con el periodo de la sucesiéon. Este resultado se tiene también para el polinomio
minimo, como se muestra a continuacion.

Teorema 4.12. Sea s una SLR en F, con polinomio minimo m(x) € F,[z]|, entonces el
periodo de s coincide con el orden de m(zx).

Demostracion: Sea r el periodo de la sucesion s, es claro que s satisface la recurrencia
Spir = Sp Para todo n > 0. Por el Teorema 4.11, m(z) divide a " — 1, y de la definicién
de orden de un polinomio se tiene que ord(m) < r. Por el Corolario 4.3, r divide a ord(m),
luego el periodo de s coincide con el orden del polinomio minimo. O]

Ejemplo 4.13. En el Ejemplo 4.10 se dieron tres polinomios caracteristicos de s, f(x),
g(x) y h(x), y se vio que f(x) es irreducible, g(x) = (v + 1)f(x) y h(z) = (2® + 1) f(z).
Ademds, se tiene que f(x) es el polinomio minimo de s, como muestra el siguiente teorema.

Teorema 4.14. Sea f(x) un polinomio mdnico e irreducible sobre F, y sea s una SLR en
F,. Si f(z) es polinomio de retroalimentacion de s, entonces f(x) es ademds el polinomio
minimo de s.

Demostracion: Como por el Teorema 4.11, el polinomio minimo m(x) de s divide a
f(x), la irreducibilidad de f(z) implica que o bien m(z) = 1 o bien m(x) = f(z). Pero
como no consideramos las SLRs nulas en este trabajo, m(z) # 1 ya que sino se tendria
s =0. [

Aparte de la irreducibilidad, existen otros criterios para saber si un polinomio carac-
teristico es ademas el polinomio minimo.

Ejemplo 4.15. Sea s = 01100110... una sucesion de recurrencia lineal sobre Fy. Su po-
linomio minimo es f(x) = 2> + 2>+ 2+ 1 = (z + 1)® € Fy[z], ya que es el polinomio
caracteristico de s que divide al resto de los polinomios asociados a la sucesion y ningun
otro divide f(x), pues (x + 1) no es polinomio caracteristico de s. Ademds, las sucesiones
vectoriales Sy = (0,1,1), S1 = (1,1,0) y Sy = (1,0,0) son linealmente independientes, que
como se muestra a continuacion, es una condicion necesaria y suficiente para determinar
st un polinomio caracteristico es el polinomio minimo.

Teorema 4.16. Sea s una SLR de orden k en F, con polinomio caracteristico f(x) €
F,[z]. Entonces, f(x) es el polinomio minimo de s si y solo si las sucesiones vectoriales
S0, 51, ...y Sk_1 son linealmente independientes sobre IF’;.

Demostracion: Suponemos que f(z) es el polinomio minimo de s. Supongamos por
reduccion al absurdo que Sy, S1, ..., Sk_1 son linealmente dependientes sobre F ’q“. Tendriamos
entonces que bySy+b151+ ... +bx_1 5,1 = 0 con los coeficientes by, by, ..., by—1 € F, no todos
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nulos. Si multiplicamos esta ecuacién por la matriz asociada a la SLR, por la Proposicién
3.8 se tiene que byS, + b1Sp41 + ... + bp—1Sp4k—1 = 0 para todo n > 0. Si b; = 0 para
1 < j < k—1, se tiene que S,, = 0 para todo n > 0, en contra con que la sucesién
no es la constante igual a 0. Luego se tiene el otro caso, existe un j > 1 tal que b; # 0
y 7 es el maximo con esta propiedad. Se sigue entonces que la sucesion satisface una
recurrencia lineal de orden j < k, en contra con que f(x) sea el polinomio minimo. Por
tanto, Sp, S, ..., Sk_1 son linealmente independientes sobre IF’;.

Suponemos ahora que Sy, St, ..., Sx_1 son linealmente independientes sobre IF’;. Como
Sp # 0, pues no tomamos el estado inicial nulo, el polinomio minimo tiene grado positivo.
Suponiendo por reduccién al absurdo que f(z) no es el polinomio minimo de s, se tiene
que la sucesién satisface una relacion de recurrencia de orden 1 < m < k dada por su
polinomio minimo m(z) = ™ — a,,_1™ ' — ... — 17 — ag. Sea la recurrencia S,.,, =
Gm—1Sntm—1 + --- + ags, para n > 0, se tiene entonces que S,, = Am—1Sm_1 + ... + apSo,
en contra con que Sy, Si, ..., Sg_1 sean linealmente independientes. Por tanto, f(z) es el
polinomio minimo de s. [

Tal como se vio en la Proposicién 3.11, si Sy = (0,...,0,1) es el estado inicial de un
LFSR, los k primeros términos de la sucesiéon vectorial Sy, Si,...,S,_1 son linealmente
independientes y se deduce el siguiente resultado.

Corolario 4.17. Sea s la sucesion impulso respuesta de un LFSR, entonces el polinomio
minimo de s coincide con el polinomio de retroalimentacion asociado al LFSR.

4.2. Familias de sucesiones de recurrencia lineal

Siendo f(z) € F, un polinomio ménico de grado positivo, se puede definir el conjunto
de todas las SLRs con polinomio asociado f(x), y lo denotamos por S(f(z)). Si f(x) es de
grado k, entonces S(f(x)) contiene ¢* SLRs, ya que existen ¢* opciones distintas de estado
inicial. Ademads, es facil ver que S(f(z)) es un espacio vectorial de dimensién k sobre F,.

Lema 4.18. Sea s una SLR sobre F,, sea f(x) = 2% — aj_12"' — ... — a1z — ay € F[z]
un polinomio irreducible sobre Fy y a € Fypo una raiz de f(x). Si s; = TrFqk/Fq (Bat) con
B €Fp parai >0, entonces s € S(f(x)).

Demostracion: Si f = 0, entonces s es la sucesién constante igual a cero 'y s € S(f(z)).
Si B # 0, entonces

Sitk—Qk_1Sith_1—--—00S; = TTFqk/Fq (ﬁa”k)—ak_lTrFqk/Fq(504i+k_1)—...—a0T7“Fqk/Fq(ﬂo/) =
= T?“]Fqk/Fq (Ba™ — a1 Bt — L —apBat) = TT]P‘qk/Fq (Ba'f(a)) =0
y se tiene que f(x) es polinomio caracteristico de s. O

Teorema 4.19. Sean f(z),g(z) € F,[z] dos polinomios mdnicos no constantes, entonces
S(f(x)) es subconjunto de S(g(z)) si y solo si f(x) divide a g(x).
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Demostracion: Suponemos que S(f(x)) es subconjunto de S(g(x)). Sea s la sucesion
impulso respuesta perteneciente a S(f(x)), por el Corolario 4.17, el polinomio minimo de
s es f(z). Ademds, s también pertenece a S(g(x)), luego por el Teorema 4.11, f(x) divide
a g(z). Si suponemos ahora que f(z) divide a g(x), sea s una sucesién perteneciente a
S(f(x)), entonces, por el Teorema 4.11, el polinomio minimo m(z) de s divide a f(x).

Por tanto, m(z) también divide a g(x), luego, otra vez por el Teorema 4.11, s pertenece a
S(g(z)). Es decir, S(f(z)) es subconjunto de S(g(z)). O

Teorema 4.20. Sean fi(z), ..., fu(z) € F,x] polinomios mdnicos no constantes.

(i) Si fi(x),..., fu(z) son primos entre si, entonces S(fi(x)) N ...N S(fu(x)) contiene
unicamente a la sucesion nula.

(ii) Si fi(z), ..., fu(x) no son primos entre si, dado d(x) = mcd(fi(x),..., fu(z)) se tiene
S(fi(@)) ... N S(fu(x)) = S(d(x)).

Demostracion: Sea s una sucesion perteneciente a S(fi(x))N...NS(fr(z)), entonces, por
el Teorema 4.19, el polinomio minimo m(z) de s divide a fi(x), ..., fu(x). Si fi(z), ..., fa(x)
son primos entre si, m(x) es necesariamente el polinomio constante igual a 1, y como
la tnica sucesién con polinomio minimo igual a 1 es la sucesién nula, se tiene el resul-
tado. Si en cambio, fi(x),..., fo(z) no son primos entre si, m(x) divide a d(z), y por el
Teorema 4.11, se tiene que S(fi(x)) N ... N S(fn(z)) estd contenido en S(d(z)). Como
d(z) = med(fi(x), ..., fu(x)), por el Teorema 4.19 se tiene que S(d(z)) esta contenido en

S(fi(x)) M. S(fa(x)). H

Ademas, se puede definir S(f(z)) + S(g(x)) como el conjunto de todas las sucesiones
de recurrencia lineal de la forma s + 5 con s € S(f(z)) y 5 € S(g(z)). Esta definicién se
puede extender a un nimero finito de conjuntos de SLRs, pudiendo enunciar asi el siguiente
resultado.

Teorema 4.21. Sean fi(x), ..., fu(x) € Fy[x] polinomios mdnicos no constantes, entonces

S(f1(2) + .. + 5(ful2)) = S(e(x)), con c(x) = mem(fi(x), ..., fn(x)).

Demostracion: Basta demostrar el resultado para h = 2. Por el Teorema 4.19, to-
da sucesién perteneciente a S(fi(x)) o a S(fa(z)) pertenece también a S(c(x)), y co-
mo S(c(x)) es un espacio vectorial, S(fi(z)) + S(f2(x)) estd contenido en S(c(z)). Sea
d(x) = med(fi(x), fa(z)), si comparamos las dimensiones de los espacios vectoriales y apli-
cando el Teorema 4.20, se tiene que

dim(S(fi(x)) + S(fa(2))) = dim(S(f1(x))) + dim(S5(f2(x))) — dim(S(d(x))) =

= deg(f1(x)) + deg(f2(z)) — deg(d(x))
Como c(x) = fi(z) fo(x)/d(z), se tiene dim(S(f1(x))+S(fa(z))) = deg(c(z)) = dim(S(c(x))).

Por tanto, como ambos espacios vectoriales tienen misma dimensién y S(fi(z)) +S(f2(x))
estd contenido en S(c(z)), se tiene que los espacios vectoriales coinciden. O

Por tanto, si dos polinomios ménicos f(z) y g(z) son no constantes y primos entre si se
tiene que S(f(x)g(z)) = S(f(z)) + S(g(x)). Ademds, S(f(x)g(x)) es suma directa de los
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subespacios S(f(x)) y S(g(z)), es decir, toda sucesién s € S(f(z)g(z)) se puede expresar
de forma tnica como s = s1 + s9 con 51 € S(f(z)) y s2 € S(g(z)).

Sea f(x) € F,[z] ménico de grado positivo, se tiene que si s pertenece a S(f(z)),
entonces para todo 7 > 0 la sucesién desplazada s™ pertenece a S(f(x)). Para referirse a
esta propiedad se dice que el espacio vectorial S(f(z)) es cerrado bajo desplazamientos de
sucesiones.

Teorema 4.22. Sea E un conjunto de sucesiones en F,. Entonces, E = S(f(x)) para algin
polinomio f(x) € F,[z] ménico de grado positivo si y solo si E es un espacio vectorial sobre
F, de dimension finita y cerrado bajo desplazamientos de sucesiones.

Demostracion: Es claro que todo espacio vectorial S(f(x)) es cerrado bajo desplaza-
mientos de sucesiones, ya que las sucesiones periddicas desplazadas satisfacen la misma
recurrencia lineal, luego tienen el mismo polinomio caracteristico. Sea s una sucesién no
nula perteneciente al espacio vectorial E, que suponemos cerrado bajo desplazamientos de
sucesiones, se tiene que las sucesiones desplazadas s°, s', s2, ..., s*~! pertenecen a E. Por el
Teorema 4.11, s tiene un polinomio minimo my(z) € F,[z] de grado positivo. Ademads, por el
Teorema 4.16, las sucesiones vectoriales Sy, St, ..., Sp_1 de s son linealmente independientes
sobre F¥, luego las sucesiones s°,s',s%, ..., s"! son elementos linealmente independientes
de S(m(z)) y forman una base de S(m,(r)). Como s°, s', 52, ..., s*~1 pertenecen al espacio
vectorial E, S(ms(z)) es un subespacio de E. Sea E* = E — {0}, con 0 denotando la suce-
sién constante igual a 0, se tiene que ) _p. S(ms(x)) es un subespacio vectorial de E. Es
claro que E esta contenido en ) _p. S(mg(z)), luego B = > _p. S(my(z)). Finalmente,
por el Teorema 4.21 tenemos que £ = ) .. S(mg(z)) = S(f(x)), con f(z) el minimo
comtn multiplo de los polinomios m4(x) con s € E*. O

Del Teorema 4.21 se sigue que la suma de sucesiones de recurrencia lineal es otra SLR,
y ademas se puede obtener su polinomio caracteristico. En casos especiales, el polinomio
minimo de la suma y el periodo también se pueden determinar.

Teorema 4.23. Sean sy, ..., S, SLRs en F,. Para cada i = 1,...,h, sea m;(z) € F,[z] el
polinomio minimo de s;. St my(x),...,my(x) son primos entre si, entonces el polinomio
minimo de s = s1 + ... + s, es m(x) = my(x) - ... - my ().

Demostracion: Es suficiente considerar el caso h = 2. Si los polinomios minimos m (z)
y ma(x) son los constantes igual a 1 es trivial, y si el polinomio minimo m(z) de s = s; + 9
es el constante igual a 1, también se tiene el caso trivial. Por tanto, asumimos que los
polinomios m(z), my(x) y ma(x) son de grado positivo. Por el Teorema 4.21, se tiene que
s =81+ 852 € S(my(x)) + S(ma(x)) = S(my(x)me(z)), luego m(x) divide a my(z)ma(x).
Sea m(x) = 2% —ap_128"1 — ... — a12 — ag, y sean rq, 71, ro... los términos de la sucesién sy,
y to,t1, ... los términos de la sucesion sy, entonces se tiene la siguiente recurrencia para
la sucesién s = s1 + $9

Ttk + bk = Q-1 (Tnik—1 + tngr—1) + oo + ao(rn + tn)

Definimos la sucesion u como wu, = rpig — Qg 1Tpik—1 — - — QoTp = —lpik + Qp_1tnip_1 +
... + agt, para n > 0. Por el Teorema 4.22, S(m4(x)) y S(ma(z)) son espacios vectoriales



36CAPITULO 4. IRREDUCIBILIDAD Y ORDEN DEL POLINOMIO CARACTERISTICO

cerrados bajo desplazamientos de sucesiones, luego la sucesién u pertenece a S(my(z))
y a S(mgy(z)), v por el Teorema 4.20, u es la sucesién nula. De esto se sigue que tanto
my(z) como mo(z) dividen a m(x), por tanto, my(z)ms(x) divide a m(z), luego m(z) =
my(z)ma(x). O

Si los polinomios my(z), ..., my(x) no son primos entre si, para determinar el polinomio
minimo de s = s1+...4s5, se pueden utilizar las funciones generatrices. Si G;(z) es la funcién
generatriz de s;, entonces G(z) = G1(z)+...+Gp(x) es la funcién generatriz de s. Sabemos

. gi(7) "~ gi(z) _ gol)
que cada G;(z) se puede escribir como G;(z) = m(z) luego, G(z) = ; i) @)
con go(x), fi(z) € Fylz]. Sea ko el grado de f;(x), sabemos que fo(z) = x* f5(2) es
polinomio caracteristico de s, y siguiendo el mismo procedimiento de la demostracion del
Teorema 4.11 se puede obtener el polinomio minimo de s.

Ejemplo 4.24. Sea s, la sucesion impulso respuesta en Fy perteneciente a S(z3+x*+x+1)
y sea sy la sucesion impulso respuesta en Fy perteneciente a S(z* + 2% + x + 1). Por el
Corolario 4.17, el polinomio minimo de s; es my(x) = 2® + 22+ x4+ 1 = (x + 1), y el
polinomio minimo de sy es ma(x) = a* + 2 + x4+ 1 = (z + 1)(2® + 2® + 1). Sabemos que
la funcion generatriz de la sucesion s = s; + Sy €S

Gl) = a(@) gz a2 z3 x?

S omi(z)  mi(z) (x+1)3 + (x+D)(x24+z+1) (4132 +zx+1)

con g1(z), g2(z) € Fy[z] determinados por (4.6). Sea fi(x) = (z + 1)3(2® + x + 1), su
polinomio reciproco fo(z) = (x+1)*(2*+2%+1) es polinomio caracteristico de s. Por (4.7)
tenemos ho(x) = —a°(2)* = —a® = 2®, y como fo(x) y ho(x) son primos entre si, siguiendo
la demostracion del Teorema 4.11, el polinomio minimo de s es m(z) = (v+1)3(23+2%+1).

Teorema 4.25. Sean s1,...,5, SLRs en F,. Para cada i =1, ..., h, sea r; el periodo de s; y
sea m;(z) € Fy[x] el polinomio minimo. Si my(x), ..., my(x) son primos entre si, entonces
el periodo de s = s1 + ... + s, es = mem(ry, ..., T).

Demostracion: Demostramos el resultado considerando h = 2. Por los teoremas 4.12 y
4.23, se tiene que r = ord(my(x)ma(x)). Por otro lado, por el Teorema 2.34 se tiene que
ord(my(z)ms(x)) es igual al minimo comin multiplo de ord(my(z)) y ord(ms(x)), es decir,
r =mem(ry, ). O

Ejemplo 4.26. Sean s, y so las sucesiones del Ejemplo 4.2}, entonces, por el Teorema
2.33, el periodo de sy es 1y = ord(my) = 4, y por el Teorema 2.34, el periodo de sq es
ro = ord(ms) =T y el periodo de s = s1 + so es r = ord(m) = 28.

s; = 00110011001100110011001100110011001100110011001100110011...
s = 00010110001011000101100010110001011000101100010110001011...
s = 81 + s = 00100101000111110110101110000010010100011111011010111000...

A pesar de que mq(z) y mo(x) no son primos entre si, condiciones que deben dar-
se para poder usar los teoremas 4.23 y 4.25, coincide que el polinomio minimo de s es
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m(z) = mem(my(z), mo(z)) y el periodo es r = mem(ry,r3). Esto es casualidad, ya que el
polinomio minimo m(x) es un divisor de mem(my(x), mo(z)) y el periodo r es un divisor
de mem(ry, ).

Sea s una sucesion sobre Iy, si sumamos la sucesién constante igual a uno a s nos queda
una sucesion § con unos en las posiciones donde s tenia ceros y viceversa. A la sucesién §
se la denomina complementaria de s, y es claro que tiene el mismo periodo que s. Como
5 se obtiene como suma de dos sucesiones, si s es sucesion de recurrencia lineal entonces
5 también. Ademads, el polinomio minimo de § se puede obtener a partir del polinomio
minimo de s.

Teorema 4.27. Sea s una SLR sobre Fy y sea 5 su complementaria. Si m(x) € Fylx] es
el polinomio minimo de s, se puede escribir como m(zx) = (x + 1)"my(x), con h > 0 un
entero y my(x) € Fy[x] tal que m1(1) = 1. Entonces, el polinomio minimo de s es

(x+1)m(x) sih=0,
m(z) = ¢ my(x) sih =1,
m(z) sih>1

Demostracion: Sea o la sucesion constante igual a uno sobre Fy. Como 5 = s+ o
y el polinomio minimo de o es x + 1, por el Teorema 4.23, se tiene el caso h = 0. Si
h > 1, por el Teorema 4.21 se tiene que § = s + o € S(m(z)), y entonces m(x) divide
a m(z). Si m(x) es el polinomio constante igual a 1, entonces 5 es la sucesién constante
igual a cero y s = o, y se tiene el caso h = 1 con my(z) = 1. Suponemos entonces que
m(z) es de grado positivo. Por el Teorema 4.21, se tiene que s = 5§+ o € S(c(x)), con
c(x) = mem(m(z), (x + 1)), y como ¢(z) divide a m(x)(z + 1), por el Teorema 4.19, se
tiene que s = 5+ o € S(m(x)(z + 1)). Por tanto, m(z) divide a m(x)(x + 1), y entonces,
para h > 1 se tiene o bien m(z) = m(z) o bien m(x) = (z + 1)"1my(x). Si h > 1, se sigue
que s = §+ o € S(m(x)), luego m(x) divide a m(x) y se tiene m(x) = m(x). Si h = 1,
sean s, Sy, ... los términos de s y sea my(z) = 2% — ap_12*"* — ... — ay de grado positivo,
definimos u, = Sp4r — Ak_1Sp4k_1 — ... — AoSy para n > 0. Como m(x) = (x + 1)my(x)
es polinomio caracteristico de la sucesion s, se tiene que w,.; = u, para todo n > 0,
luego ug = u, para todo n > 0. Por tanto, uy = 1, porque si no my(x) seria el polinomio
minimo de s. Es decir, tenemos s,.x + 1 = ax_1Sp1k-1 + ... + aps, para todo n > 0.
Como my(1) = 1+ a1+ ...+ ay = 1, se tiene ay_1 + ... + ap = 0 y se puede escribir
Spak + 1 = ap_1(Spak—1 + 1) + ... + ao(s, + 1) para todo n > 0. Por tanto, my(z) es
polinomio caracteristico de s, y se sigue que m(x) = my(z) si h = 1. O

Sea f(z) € F,[z] ménico de grado positivo, queremos determinar exactamente los pe-
riodos posibles de las sucesiones de S(f(z)) (dependiendo de su estado inicial, cuando f(x)
no es irreducible) y cudntas sucesiones de S(f(x)) tienen cada periodo (ver Tabla 3.1).

Teorema 4.28. Sea f(z) = g(z) con b un entero positivo y g(z) € F,[x] mdnico de grado
k e irreducible sobre By, tal que g(0) # 0 y ord(g) = e. Sea t el menor entero tal que p* > b,
con p la caracteristica de F,. Entonces, sib =1, S(f(x)) contiene una sucesion de periodo
1y ¢* —1 sucesiones de periodo e. Si b > 2, S(f(x)) contiene una sucesion de periodo 1,
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. . J J—1 . . : .
q" —1 sucesiones de periodo e, ¢**' —¢"'" sucesiones de periodo ep’, con j = 1,2, ..., t—1,
t—1 . .
y ¢™ — ¢"P" sucesiones de periodo ep'.

Demostracion: El caso b = 1 se tiene por el Teorema 4.5. Si b > 2, el polinomio minimo
de toda sucesién de S(f(x)), con estado inicial no nulo, es de la forma g(x)¢, con 1 < ¢ <b.
Como g(x) es irreducible, por el Teorema 4.14, g(z) es el polinomio minimo de todas las
sucesiones de S(g(x)) con estado inicial no nulo. Por tanto, hay ¢* — 1 sucesiones de S(f(z))
con polinomio minimo g(z). Sabemos que las sucesiones pertenecientes a S(g(x)?) tienen
polinomio caracteristico g(x)?, por tanto, por definicién de polinomio minimo (ver Teorema
4.11), el polinomio minimo de las sucesiones de S(g(x)?) es o bien g(x)? o bien g(x). Por
el Teorema 4.19, se tiene que S(g(z)) C S(g(x)?) C ... C S(f(x)), luego, el nimero de
sucesiones con polinomio minimo g*(x) es el nimero de sucesiones de S(g(z)?) menos el
ntimero de sucesiones de S(g(z)). Es decir, hay ¢** — 1 — (¢* — 1) = ¢** — ¢"* sucesiones
en S(f(x)) con polinomio minimo g(x)?. En general, para 1 < ¢ < b hay ¢ — ¢lc=Vk
sucesiones de S(f(x)) con polinomio minimo g(z)°.

Por el Teorema 4.12, el periodo de una sucesiéon coincide con el orden de su polinomio
minimo, por tanto, en S(f(x)) hay ¢® — 1 sucesiones de periodo e = ord(g). Para una
potencia arbitraria g(x)¢, con 2 < ¢ < p, claramente h = 1 es el menor entero que cumple
p" > ¢, y por el Teorema 2.33, se tiene que el orden de g(x)¢ es ep. Por tanto, las sucesiones
con polinomio minimo g(x)¢ tienen periodo ep. Como esto ocurre para 2 < ¢ < p, y como
S(g(x)) € S(g(x)?) C ... € S(g(x)?), las sucesiones con periodo ep son las sucesiones de
S(g(x)?) menos las sucesiones de S(g(z)). Es decir, en S(f(x)) hay ¢?**—1—(¢*—1) = ¢**—¢*
sucesiones de periodo ep. Siguiendo este razonamiento, si p + 1 < ¢ < p?, las sucesiones
con polinomio minimo g(z)¢ tienen periodo ep?, es decir, se tiene que en S(f(z)) hay
¢k —1— (gP*—1) = ¢”"F — gP* sucesiones de periodo ep?. En general, sea t el menor entero
tal que p' > b, si p ' +1 < ¢ < p?, las sucesiones con polinomio minimo g(z)° tienen
periodo ep?, v se tiene que en S(f(x)) hay ¢”’* — ¢”’ "% sucesiones de periodo ep’, para
1 <j<t—1.Nos queda el caso p'~! +1 < ¢ < b. Por el mismo argumento, las sucesiones
con polinomio minimo ¢(z)¢ tienen periodo ep’, pero como b < p', en S(f(z)) no hay
sucesiones con polinomio minimo ¢(x)® con a > b, por tanto, en S(f(x)) hay ¢** — ¢ '*
sucesiones de periodo ep’. O]

Si en cambio, f(z) = gi(z)" - ...  gn(x)" € F,[z] tal que f(0) # 0, con g;(x) polinomios
monicos, irreducibles y distintos sobre [F, y siendo b; enteros positivos. Se sigue del Teorema
4.21 que S(f(z)) = S(gi(z)™) + ... + S(gn(z)). Ademds, toda sucesién de S(f(z)) se
obtiene formando todas las posibles sumas s; + ... + s;, con s; € S(g;(x)%) para 1 <i < h.
Por el Teorema 4.28 sabemos cémo son los periodos de las sucesiones de S(g;(x)%), por
tanto la informacién andloga del periodo de S(f(x)) se deduce del Teorema 4.25.

Ejemplo 4.29. Sea f(x) = (a® + 22+ 1)*(a* + 2+ 1) € Fy. Por el Teorema 4.28, S((«* +
22 +1)?) contiene una sucesion de periodo 1, 7 sucesiones de periodo 7, y 56 sucesiones de
periodo 14. Por otro lado, S((x*+x+1)) contiene una sucesién de periodo 1y 15 sucesiones
de periodo 15. Si formamos todas las posibles sumas de las sucesiones de S((x® + x* +1)%)
y S((z* + x + 1)), por el Teorema 4.25, S(f(x)) contiene una sucesion de periodo 1, 7
sucesiones de periodo 7, 56 sucesiones de periodo 14, 15 sucesiones de periodo 15, 105
sucesiones de periodo 105, y 840 sucesiones de periodo 210.
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Ejemplo 4.30. Sea f(z) =2° +2* + 2+ 1= (z + 1)*(z* + 2 + 1) sobre Fy, el polinomio
del Ejemplo 3.21. Por el Teorema 4.28, S((x + 1)®) contiene 2 sucesiones de periodo 1, 2
sucesiones de periodo 2 vy 4 sucesiones de periodo 4, y S((x*+x+1)) contiene una sucesion
de periodo 1 y 3 sucesiones de periodo 3. Por tanto, S(f(x)) contiene 2 sucesiones de
periodo 1, 2 sucesiones de periodo 2, 6 sucesiones de periodo 3, 4 sucesiones de periodo 4,
6 sucesiones de peritodo 6 y 12 sucesiones de periodo 12. Es decir, la Tabla 3.1 es coherente.

Por tanto, es posible generar sucesiones con periodo largo sin necesidad de disponer
de polinomios primitivos de grado alto, aunque depende del estado inicial encontrar una
sucesién de periodo largo.






Capitulo 5

Sucesion maxima

Previamente, en el Lema 3.4, vimos que el periodo de una sucesiéon de recurrencia
lineal puede ser a lo sumo ¢* — 1. En este capitulo se estudiardn resultados relacionados
con el periodo de las SLRs, profundizando en sucesiones con propiedades particulares y
explicando en qué condiciones el periodo de una SLR, con polinomio caracteristico y estado
inicial dados, es el maximo posible en F,. Se toman como referencia [1], [3], [4], [6], [9] ¥
[11].

Definiciéon 5.1. Dada una SLR de orden k sobre Fy, se llama sucesion mdzima o m-
sucesion si el polinomio caracteristico es primitivo.

El nombre de m-sucesién viene de que es la SLR con maximo periodo. Por los resultados
vistos en el capitulo anterior, el Teorema 4.5 y la definicién de polinomio primitivo, sabemos
que las m-sucesiones tienen periodo ¢* — 1, el maximo que se puede alcanzar en F,. Estas
sucesiones son importantes ya que, en muchos aspectos, se comportan como si fueran
realmente aleatorias. Por ello, reciben también el nombre de PN-sucesion, que viene del
término inglés pseudo-noise sequence, donde noise es un término usado en electrénica que
se atribuye a senales de origen aleatorio, como si fuera ruido.

Ejemplo 5.2. Si tomamos el polinomio primitivo x> + x + 1 de orden 7, su sucesion
impulso respuesta es s = 00101110010111..., de periodo 7. Ademds, se tienen las siguientes
7 sucesiones vectoriales: (0,0,1), (0,1,0), (1,0,1), (0,1,1), (1,1,1), (1,1,0) y (1,0,0). Se
puede observar que son todas distintas entre si y que aparece toda sucesion vectorial posible
de tamano 3 excepto la nula. Esto ocurre siempre, como se muestra en el siguiente resultado.

Teorema 5.3. Sea s una m-sucesion de orden k sobre ¥y, en todo periodo s, Spi1, ..., Spighk—2,
cada sucesion vectorial S; = (Si, Sit1, -, Sitk—1) N0 nula, con s; € F, aparece una sola vez.

Demostracion: La sucesion vectorial nula no puede ocurrir, ya que entonces se tendria
la SLR constante igual a cero. Dado que el periodo es ¢* —1, las ¢* — 1 sucesiones vectoriales
Si = (84, 8i+1, -, Si4r—1) de tamailo k son Sp, S1, ..., Sgr_2, ya que Sy = Syr_;1. Supongamos
por reduccién al absurdo que existen 4,7 € N con 0 < i < j < ¢ — 2 tales que S; = S;.
Ahora, como el elemento s;;; depende de S; y el elemento s,y depende de S;, al ser
S; = S;, entonces Si1m = Sj4m para todo m > 0. Es decir, el periodo es como mucho
j—i—1<¢"—2, en contra con que el periodo es ¢* — 1. O

41
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Ejemplo 5.4. Dados los polinomios primitivos 2> +x + 1, 2® + 22 + 1, 2* + 23 + 1 g
25+ 2 + 23 + 2 + 1 sobre Fy|x], de drdenes 3, 7, 15 y 31 respectivamente, sus sucesiones
mmpulso respuesta son las siguientes:

Polinomio de retroalimentacién Sucesién impulso respuesta
w’+x+1 011011...
342’ +1 00111010011101...
ot ad + 1 000111101011001000111101011001...
4ot +r+1 0000110101001000101111101100111000011010100100...

Tabla 5.1: Sucesiones impulso respuesta del Ejemplo 5.4.

Se puede observar que los periodos de las sucesiones son 3, 7, 15 y 31 respectivamente,
es decir, 28 — 1 con k el grado del polinomio.

En el ejemplo anterior se dan polinomios primitivos de grados 2, 3, 4 y 5 respectiva-
mente. El polinomio 2% + x + 1 es el tinico polinomio irreducible de grado 2 sobre Fy[z],
que ademds es primitivo. De grado 3 existen dos polinomios primitivos, 2® + 22 + 1 y
2% + 2 + 1, pero de grado 4 hay tres polinomios irreducibles, 2* +x + 1, 2* + 2> + 1 y
2 + 23 + 22 4+ 2 + 1, los dos primeros primitivos y el tltimo no, ya que tiene orden 5 pues
(42 + 22+ +1)(x—1)=(2°-1).

Si f(x) € F,[z] es un polinomio primitivo de grado k, cada estado inicial Sy distinto
del nulo genera una m-sucesién. Del Teorema 5.3 se deduce que si Sy y Sy son dos estados
iniciales distintos, las sucesiones que generan s y s son una trasladada de la otra (pues
en s aparecerd Sy en el periodo y en 5 aparece Sy). Por tanto, ambas sucesiones pueden
considerarse la misma. Ademads, dos polinomios primitivos distintos no pueden generar
la misma sucesion porque entonces deben satisfacer dos recurrencias distintas de mismo
orden. Por tanto, el niimero de m-sucesiones es igual al nimero de polinomios primitivos
de grado k. En consecuencia, y a partir del Teorema 2.38, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 5.5. Sobre F, existen p(q” — 1)/k m-sucesiones de orden k.

Sea s una sucesion de recurrencia lineal sobre Fyn, y sean {ag, a1, ..., a—1} v {50, B1, -y Bt}
bases duales de [F,» sobre [F,,. Por el Teorema 2.44, el i-ésimo término de la sucesién s se
puede escribir como

n—1

5i = ZTT]FP"/]FP(BjSi)aj € ]Fpn

J=0

. ., . o . A
Se puede definir entonces la sucesion ¢; = (¢; ;)72 en Fp, donde ¢;; = Try , jr, (B;8:) € Fp.
Para 0 < j <n—1, lasucesion ¢; se llama la sucesién de componentes de s j-ésima respecto
a I,

Proposicién 5.6. Sea s una m-sucesion de orden k sobre IFy, con ¢ = p", entonces todas
las sucesiones de componentes de s respecto a I, son m-sucesiones de orden nk sobre IF,.
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Demostracion: Como s es m-sucesion con polinomio minimo m(z), m(z) es primitivo.
Sea a € F, i una raiz de m(x), por el Teorema 4.6, s; = Tre , /r, (ya') con v € Fue. Por
definicién, el i-ésimo término de la sucesién de componentes de s j-ésima respecto a [,
se escribe como ¢;; = Trp,r,(B;si). Por tanto, ¢;; = TrFq/]Fp(ﬁjTrFqk/Fq (va?)), v por la
transitividad de la traza del Teorema 2.42, ¢;; = Ty, /w, ((B7)at), con By € Fr. Como
a es un elemento primitivo de la extension Fy < Fx, con Fr = F,nr, se tiene que «a es
un elemento primitivo de I, sobre F,. Es decir, o satisface un polinomio primitivo con
coeficientes en [F, de grado nk. Sea este polinomio m(x), por el Lema 4.18, ¢; € S(m(z)),
y por tanto, ¢; es una m-sucesion de grado nk sobre [F,,. O

5.1. Postulados de Golomb y distribucién de rachas

En general, las sucesiones que vamos a considerar son las binarias, es decir, trabajamos
sobre Fy. Como las sucesiones que estudiamos no son aleatorias, para poder aceptarlas
como pseudoaleatorias deben cumplir ciertas propiedades que se asocian a la aleatoriedad:

1. El nimero de ceros es aproximadamente igual al nimero de unos.

2. Bloques de ceros o unos consecutivos aparecen frecuentemente. Los bloques de ta-
mano mas grande ocurren con menor frecuencia que los de menor tamano. Es mas,
aproximadamente la mitad de los bloques son de tamano 1, un cuarto de ellos son de
tamano 2, un octavo de tamano 3, y asi sucesivamente.

3. El nimero de coincidencias entre una sucesioén y su desplazada 7 posiciones no debe
aportar informacién acerca del periodo de la sucesion. Esta propiedad tiene que ver
con la funcién de autocorrelacién.

Definicién 5.7. Sea s una sucesion periodica de periodo r, su funcion de autocorrelacion
r—1

se define como C(1) = Z(—l)si(—l)s"”, donde T > 0.

=0

La funcién de autocorrelacion C(7) mide la similitud entre la sucesién s y su desplazada
sT. Si la sucesién s es aleatoria, no hay similitud entre las sucesiones para casi todo valor
de 7 # 0.

Las propiedades vistas de aleatoriedad introducen los postulados de Golomb, pero pri-
mero, para poder enunciar los postulados, se debe definir el concepto de racha.

Sea la sucesién periodica 000111110100001111... de periodo 18, esta sucesion tiene un
bloque de 0’s seguidos de tamano 3, un bloque de 1’s seguidos de tamano 5, un bloque de
0’s seguidos de tamano 4 y un bloque de 1’s seguidos de tamano 4. Estos bloques de bits
seguidos se denominan rachas.

Definicién 5.8. Sea s una sucesion binaria, se define racha de tamano t de 1’s (respecti-
vamente de 0’s) a la secuencia de exactamente t bits sequidos de 1’s (respectivamente de
0’s) de la sucesion.
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Es evidente que el nimero de rachas es en realidad infinito, ya que la sucesion es
infinita, es por ello que, siendo r el periodo de la sucesion, se toma como nimero de rachas
el numero de ellas que se encuentren entre los r primeros bits. Ademas, es claro que, salvo
las sucesiones constantes, no se puede hablar de rachas de tamano mayor que el periodo
de la sucesion.

Las rachas son interesantes de estudiar ya que las m-sucesiones tienen una distribucion
de rachas muy regular y predecible.

Ejemplo 5.9. Dado el polinomio primitivo f(z) = x5 + 2° + 2° + 2% + 1, la m-sucesion
impulso respuesta asociada a f(x) es:

000001110000100100011011001011010111011110011000101010011111101...

y tiene la distribucion de rachas de 0’s y 1’s descrita en la Tabla 5.2.

Tamano de la racha | N© de rachas de 0’s | N© de rachas de 1’s
1 8 8
2 4 4
3 2 2
4 1 1
5 1 0
6 0 1
N© total: 16 16

Tabla 5.2: Distribucién de rachas de la m-sucesion del Ejemplo 5.9.

Hay un total de 16 rachas de 0’s, la mitad son de tamano 1, un cuarto de tamano 2, un
octavo de tamano 3 y un dieciseisavo de tamano 4. Esta misma distribucion tan ordenada
se da también para las rachas de 1’s. Sin embargo, el numero de rachas de tamano 5 y 6
no coincide para 0’s y 1’s. Esto ocurre para toda m-sucesion, como se ve a continuacion.

Teorema 5.10. La distribucion de rachas de toda m-sucesion binaria de orden k cumple:

w Sik>3:paral < i< k—2, existen 2°7""2 rachas tanto de 0’s como de 1’s de
tamano i. De tamano k —1 existe una racha de 0’s y ninguna de 1°s, y de tamano k,
existe una racha de 1’s y ninguna de 0’s. En total, toda m-sucesion tiene 2°=2 rachas
tanto de ceros como de unos.

w Sik = 2:detamano 1 existe una racha de 0’s y ninguna de 1’s, y de tamano 2, existe
una racha de 1’s y ninguna de 0’s.

s Si k= 1:las sucesiones generadas son las constantes igual a 0 o igual a 1, luego no

tiene sentido hablar de rachas.

Demostracion: Para contar las rachas que hay de cada tamano nos va a servir diferenciar
entre tres casos y utilizar el Teorema 5.3.
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Tamano k: por el Teorema 5.3 no hay rachas de 0’s de tamano k£ y hay una tunica
racha de 1’s de tamano k.

Tamano k — 1: sea la sucesién vectorial S; = (1, ..., 1) la tinica racha de 1’s de tamano
k, para algin 0 < i < 2¥ — 2, entonces se tiene que dar s,_; = 0 = s;,. Si no fuera
asi, se tendria otra racha de 1’s de tamano k distinta a S;, contradiciendo el Teorema
5.3. De esto se tiene la subsucesion 011...10 de tamano k£ + 2 y en esta subsucesién
aparecen las dos sucesiones vectoriales S; 1 = (0,1,...,1) y S;x1 = (1,...,1,0). Si
suponemos por reducciéon al absurdo que hay una racha de 1’s de tamano £ — 1 en
algun lugar j # ¢ de la sucesion, tendriamos de nuevo que s;_; = 0 = s;44-1 ¥ la
subsucesién 011...10 de tamano k+1. Teniendose S;_; = (0,1, ...,1)y S; = (1, ..., 1,0),
en contra con el Teorema 5.3. Por lo tanto, no puede haber una racha de 1’s de tamano
k — 1. En cambio, si hay una racha de 0’s de tamano k — 1. Por el Teorema 5.3, las
sucesiones vectoriales (1,0, ...,0) y (0, ...,0, 1) aparecen una tnica vez en la sucesion y,
siguiendo el mismo procedimiento anterior, tenemos que ademas aparecen seguidas,
siendo S; = (1,0, ...,0) y Si41 = (0,...,0,1) para algtin 0 < [ < 2F — 2.

Tamano r < k—2: cada racha de 1’s de tamano r < k — 2 corresponde a una sucesion
vectorial de la forma

k
0,1,1,..,1,0,z, ...,z
—— N —
r k—r—2

donde los z’s son bits binarios arbitrarios. Hay claramente 2772 sucesiones vecto-
riales de este tipo, luego hay 25772 rachas de 1’s de tamafio r. Siguiendo el mismo
argumento, se tiene que hay 2¥7"~2 rachas de 0’s de tamaiio . O

Sea s una sucesion binaria periédica de periodo r y orden k, entonces los postulados de
Golomb son los siguientes:

(G1)

(G2)

Test de distribucion: en cada periodo, el nimero de 1’s y 0’s es aproximadamente
el mismo. Es mas, la diferencia entre el nimero de 1’s y el nimero de 0’s es como
mucho 1:

En todo periodo, la mitad de las rachas son de tamano 1, un cuarto de tamano 2,
un octavo de tamano 3 y asi sucesivamente siempre que el tamano de las rachas sea
menor que k — 1. Ademads, para cada tamano menor que k£ — 1, el nimero de rachas
de 1’s coincide con el nimero de rachas de 0’s.

Test de autocorrelation: la funcién de autocorrelacién C(7) toma tnicamente dos

valores:
U {zk—l siT=0,

CO =DM ED™ =0 o o

=0



46 CAPITULO 5. SUCESION MAXIMA

La importancia de los postulados de Golomb es que toda sucesién que los cumpla se
acepta como pseudoaleatoria, como por ejemplo, las m-sucesiones.

Teorema 5.11. Toda m-sucesion de orden k > 2 satisface (G1)-(GS3).

Demostracion: Dado que el Teorema 5.10 nos indica la distribuciéon de rachas de toda
m-sucesién de orden k, los postulados (G1) y (G2) se siguen directamente de la siguiente
forma.

Si k = 2, en cada periodo de » = 2¥ — 1 = 3 términos, el nimero total de rachas
es 2, una racha de 0’s de tamano 1 y una racha de 1’s de tamano 2. Por tanto, se tiene
|Zf:0(—1)si = | — 1] = 1, luego se cumple (G1). Ademds, en este caso no tiene sentido
hablar del postulado (G2), ya que el tamano de las rachas es k — 1 y k.

Si k > 3, en cada periodo de r = 2¥ — 1 términos, el nimero total de rachas tanto de 0’s
como de 1’s es 272, luego hay un total de 2! rachas. Ademads, de tamano 1 > ¢ >k — 2
hay un total de 2¥=*~! rachas de 0’s y 1’s. Para i = 1 se tiene la mitad del total, para
i = 2 un cuarto, para i = 3 un octavo, y asi sucesivamente. Por otro lado, como hay 2F~"2
rachas tanto de 0’s como de 1’s de tamano 1 > i > k — 2, se tiene que hay el mismo nimero
de 0’s y de 1’s si contamos solo las rachas hasta tamano k& — 2. De tamano k — 1 existe una
unica racha de 0’s y ninguna de 1’s, y de tamano k existe una racha de 1’s y ninguna de
0’s, por lo tanto, la diferencia entre el ntimero total de 1’s y el niimero total de 0’s en el
periodo es exactamente 1. Quedan probados (G1) y (G2).

Si tomamos 7 = 0 se tiene que C'(0) = 2% — 1 es uno de los valores que toma la funcién
de autocorrelacién. Probamos ahora que C(7) = —1 con 0 < 7 < 2¥ — 1 para demostrar
(G3). Por el Teorema 4.6 y siendo « raiz del polinomio de retroalimentacién, como es
primitivo tenemos que s; = T'rg,, /r, (ﬁai) con 3 € Fon. Ademas, como la sucesiéon s;;., = s
es su desplazada, s;y, satisface la misma ley de recurrencia y por tanto tienen mismo
polinomio caracteristico, luego se tiene s; ., = Trp,, /r, (Bo/) con el mismo « para ambas
igualdades. Por la Proposicién 2.40 se tiene entonces que s;+S;4r = TTr,, /r, ((6+3)a). Por
tanto, (s; + si1r)5%, es también una m-sucesiéon. Por (G1) tenemos que en la m-sucesion
(s; + Sitr)2, la diferencia entre el nimero total de 1’s y el nimero total de 0’s en el
periodo es exactamente 1. Por lo tanto, O(1) = 31— (—1)%+%+ = —1, es decir, la funcién
de autocorrelacién toma tnicamente los valores 28 — 1y —1. O]

En algunos libros, como en [9], se enuncian como postulados de Golomb (G1), (G3) y
el siguiente:

(G4) Test de serie: sea a una n-tupla, denotemos como N(a) el numero de veces que
aparece a en el periodo. Entonces, para todo n, con 0 < n < k, se tiene

| N(a) = N(b) [<1
para cualesquiera n-tuplas a y b.

El test de serie es una generalizacién de (G2), ya que las rachas de 0’s y 1’s son un caso
particular de n-tuplas. Como hemos visto, por (G2) tenemos que existen el mismo nimero
de rachas de 0’s y 1’s hasta tamano k — 2, y para tamano k — 1 y k se diferencian en una
unidad, por lo tanto, N(0,...,0) — N(1,...,1) es o bien 0 o bien +1.
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Proposicién 5.12. Toda m-sucesion satisface (G4).

Demostracion: Sea s una m-sucesién en Fy. Por el Teorema 5.3, para 0 < i < 2F — 1,
S; = (84, .-, Sisx_1) toma todo valor de F5 — {(0,...,0)}. Seat < k y a; € Fy para 1 <i < t,
vamos a demostrar que se tiene que

k—t :
20t —1 siag =...=a; =0,

N(ay,...,at) = { (5.2)

ok—t en otro caso

Sea A = (ay, ..., a;) # 0, el nimero de listas de longitud k que contienen A es (k—t+1)2F.
Basta con ver cudntas posiciones quedan libres
(A,__...), (\}-/’A’”'" ) s (\’P’A’"'" )
k—t 1 k—t—1 2 k—t—2 k—t
Por cada posicién libre tenemos 2 posibilidades. Por tanto, la lista A aparece en (k —
t + 1)2F~t sucesiones vectoriales. Sin embargo, cada aparicién de A en el periodo se estd
contando varias veces. Sea .S; la sucesién vectorial donde aparece la lista A en primer lugar,
es decir, Sj = (a1, 2, ..., At Sjtt, Sjttt1y - Sjrh—1) = (A, Sjtty ooy Sjh—1)-

Sij > k—t+1, entonces A también aparecera en S;_i, Sj_a, ..., Sj_(k—t41), pues S;_; =
(8j-1, Ay Sjtty oy Sjrh—2)s -y Sjm(hmtt1) = (Sj—(k—t41),--» Sj—1,A). Es decir, A se repite en
k — t + 1 sucesiones vectoriales.

Sij < k—t+1, A también aparece en k—t+1 sucesiones vectoriales, en Sy, 51, ..., S;_1y
en Sok_o, Sok_g, .y Sjok_(k—t41)- POr tanto, A aparece en cada periodo 2k= veces, es decir,
N(ay,...,a;) = 2+t

Si en cambio, A = (ay,...,a;) = (0,...,0), como la sucesién vectorial nula no aparece,
siguiendo el mismo procedimiento anterior se tiene que A aparece en (k —t + 1)(28= — 1)
sucesiones vectoriales. En este caso también tenemos que cada vez que A aparece en una
sucesién vectorial, se cuenta (k—t+ 1) veces de més, por tanto, A aparece en cada periodo
2k=t — 1 veces, es decir, N(ay,...,a;) = 287t — 1.

Se ha demostrado que se cumple (5.2), luego, toda m-sucesion satisface el test de serie.

m

5.2. La propiedad shift-and-add y la constancia de
clases laterales

A parte de los postulados de Golomb, las sucesiones maximas también satisfacen otras
propiedades importantes.

Teorema 5.13. Sea s una m-sucesion, entonces existe 7, 1 <1 < ¢* — 1, tal que Sigi4r =
Sirr para todo 1,7 > 0. Esta propiedad se llama constancia de las clases laterales del grupo
ciclico.

Demostracion: Por el Teorema 4.6 sabemos que s; = TrFqk/]Fq (Ba’) para algin 3 € ¥
y a € Fx raiz del polinomio caracteristico. Como «a es elemento primitivo, existe 1 < 7 <
q" — 1 tal que a” = B!, Se tiene entonces

sivr = Tre e, (Ba™7) = Tre yw (o) = Tre v, (') = Tre 5, (Ba'™7) = sigi
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teniendo en cuenta que Tr]Fqk/]Fq(o/qj) =o' 4o 4T 4 T =

ol o 40T i 40T = a4 T 0 4T it =

Trg k/[gq(Oéi> en Fr /F,, pues o tiene orden ¢* — 1, lo que implica que X a— O
q

igitt

igitt igitlt

Sea s una sucesion de periodo r en F,, se dice que s cumple la propiedad shift-and-add
si para todo 0 < n < r existe § > 0 tal que s + s® = s°, o escrito término a término,
S; + Sixn = Sits para todo ¢ > 0. En otras palabras, s cumple la propiedad shift-and-add
si y solo si el conjunto de las r sucesiones desplazadas de s junto a la sucesién constante
igual a cero es cerrado bajo la suma de sucesiones término a término. El desplazamiento
0 > 0 puede tomarse 0 < § < r sin pérdida de generalidad, ya que s; = s;.,, y por tanto,

si6=hr+ (6 méd r), se tiene s;y5 = Siy(5 mod r)-
Teorema 5.14. Toda m-sucesion satisface la propiedad shift-and-add.

Demostracion: En la demostracion del test de autocorrelacién del Teorema 5.11 se ha
probado que, para cada 0 < n < ¢* — 1, s 4 s™ es una m-sucesién con el mismo polinomio
caracteristico que s y s". Tal como se ha senalado tras el Teorema 5.3, como la sucesién
s+ s™ satisface la misma regla de recurrencia, es una sucesién desplazada de s, y por tanto,
existe 0 > 0 tal que para todo ¢ > 0 se tiene s; + s;4p, = Sits- O

La propiedad shift-and-add es més interesante ya que caracteriza univocamente las m-
sucesiones sobre [F),, con p un ndmero primo. El siguiente resultado sirve de ayuda para
demostrar esta caracterizacion.

Lema 5.15. Sea s una sucesion periddica sobre IF), de periodo r, entonces son equivalentes:
(i) La sucesion s cumple la propiedad shift-and-add.

(ii) La sucesion s cumple la propiedad shift-and-subtract: para todo 0 < n < r existe
0 >0 tal que $; — Sivn = Sivs para todo i > 0.

(i11) La sucesion s cumple la propiedad shift-and-add con coeficientes en F,: para todo
0 <n <rypara todo o, B € IF,, existe d > 0 tal que as; + Bs;yn = Siys para todo
1> 0.

Demostracion: Suponemos que s cumple la propiedad shift-and-add con coeficientes en
[F,, entonces tomando a =1y =1 se tiene (i), y tomando a = 1 y § = —1 se tiene (ii).

Suponemos ahora que s cumple la propiedad shift-and-add. Claramente ps; = 0 para
todo ¢ > 0, por lo que (p — 1)s; = —s; para todo ¢ > 0. En particular, se tiene que
si+ (p— 1)Sisk = ;i — Siyx. Aplicando la propiedad shift-and-add, se tiene que

Si 4 Sitk + (D —2)Sitk = Sits, + (P — 2)Sitk

para algin 9;. Como no se puede volver a aplicar directamente la propiedad en la sucesién
s, distinguimos casos. Si d; > k, se puede escribir 0y = k+m = k + hr + (m méd r)
para algiin m > 0. Por otra parte, como s cumple la propiedad shift-and-add, si tomamos
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i =i+ k se tiene que s* también cumple la propiedad shift-and-add, es decir, para todo
0 <n <rexiste 0 >0 tal que ;1% + Sitxin = Sitkro para todo ¢ > 0. Por tanto,

Sito,+(P—2)Sidk = Sitht(m mod r)TSith+(D=3)Sitk = Sivhror +(P—3)Sith = Sizs,+(P—3)Sivk

para algin d,. Si §; < k, de manera similar se llega a s; 15, + (p—2)Si1x = Sivs, +(P—3)Si1k,
descomponiendo en este caso k en funcién de §;. Siguiendo el mismo procedimiento se tiene

Sivs, T (P — 2)Sipk = Sigs, + (D — 3)Sivk = Sigsy + (P — 4)Sivh = .. = Sipy

para algun v, y por tanto, s,y = s; + (p — 1)si1r = S; — Sipx ¥ se tiene (7).

Suponemos que s cumple la propiedad shift-and-subtract y seguimos un argumento
similar al anterior para obtener (7). En este caso, como —(p — 1)s; = s; para todo i > 0,
si — (p— 1)Sik = Si + Sivx. Aplicando la propiedad shift-and-subtract, se tiene que

S; — Sitk — (D — 2)Sivk = Sivs, — (P — 2)Siyk

para algin ¢;. Distinguimos casos. Si d; > k, descomponiendo d; y siguiendo el mismo
procedimiento anterior, se llega a s;1.5, — (p —2) i1k = —Sits, — (P — 3)Siyx para algun dy. Si
01 < k, de la misma manera, s;15, — (p — 2)Sitx = Sirs, — (P — 3)Si+x para algin dy. Nétese
que si 07 > k, nos queda —s;4,, y 1o se va a poder aplicar la propiedad shift-and-subtract,
pues tendremos —s;s, — Stk — (P —4)S; 4. Vamos a corregir entonces el caso 6; > k. Como
r es el periodo de s, tenemos que

Site;, — (P—2)Sitk = Sidk+(m modr)—Sivk—(P—3)Sith = Sitk+(m mod r) — Sithtr — (P —3)Sitk
Como r > (m méd r), podemos escribir r = (m méd r) + my para algin 0 < m; <r,y

Sitht(m mod r) = Sitkt(m méd r)tmi —(P—3)Sitk = Sitkt(m méd r)tor —(D—3)Sivk = Sits,—(P—3)Sitk

De esta forma, el término queda positivo en ambos casos y se puede seguir el mismo
argumento hasta llegar a s;.5, — (p — 3)s;4x = siyy para algin v. Por tanto, s, =
Si— (p—1)Sik = Si + Siyx y se tiene (7).

Finalmente, suponiendo que s cumple la propiedad shift-and-add, como hemos visto,
s" también la cumple para todo 0 < n < r, luego, sea 8 € [F,, repitiendo el procedimiento
de los pérrafos anteriores se tiene que 38,4, = Sitnto para algun o. Por tanto, sea a € F),
se llega a as; + B8;4n = (0 —1)8; + 8; + Sivnto = (@ —1)s; + Si15, = 5i44 Para algin v con
el mismo argumento, y se tiene (ii7). O

Teorema 5.16. Toda sucesion periodica en F), que satisface la propiedad shift-and-add es
UNG M-SUCESIoN.

Demostracion: Sea r el periodo de s, del lema anterior se deduce que el conjunto de las
r sucesiones desplazadas de s, D := {s™ : 0 < 7 < r — 1}, junto con la sucesién constante
igual a cero € = 000..., forman un espacio vectorial V := {e} U D sobre F,. Claramente es
de dimensién finita, de cardinal p” para algin n. Del Teorema 4.22 se tiene entonces que
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existe un polinomio f(x) ménico de grado positivo k tal que V = S(f(x)), es decir, s es
una sucesion de recurrencia lineal con polinomio caracteristico f(x). Ademds, el nimero
de elementos de V' es r 4 1, pues todas las sucesiones desplazadas son distintas; con lo que
r—1 = p". Como el conjunto S(f(x)) tiene cardinal p*, se tiene que r = p* — 1. Por tanto,
f(z) es primitivo, pues genera una sucesién de orden maximo, y s es una m-sucesién. [

Notese que esta caracterizacion de las m-sucesiones se da inicamente en cuerpos finitos
de cardinal un nimero primo. En el Teorema 6 de [15], Zierler clasifica las sucesiones
periddicas sobre Fy, con ¢ = p™, que cumplen la propiedad shift-and-add. Establece que
una sucesion cumple la propiedad shift-and-add si y solo si es una m-sucesién. Esto es
falso, como senalan Gong, Di Porto y Wolfowicz en [5]. En [1], Blackburn facilita un
contraejemplo:

Ejemplo 5.17. Sea F, = {0,1,a, 1+a} un cuerpo finito, con o raiz de x>+x+1. Entonces,
s=1,0,a,1, 0,1+, 14+, 1,0,,1,a,1 + 0, 1 + 0, ... es una sucesion de periodo 7 sobre
4. Se tiene que

s+st=1La,1+a,1+0,1,0,a,.. =5 s+st=14a,14+a,1,0,0,1,a,...= 5"
s+s2=14a,1,0,a,1,0,14+a,..=s° s+sS=a,1+a,14+0a,1,0,a,1,... = s
s+s2=00,1,a,14+al+a,l,.. =s" s+s®=a,1,a,14+0a,14+a,1,0,.. = s>

Es decir, s cumple la propiedad shift-and-add. Pero s no es m-sucesion, ya que las m-
sucesiones sobre Fy tienen periodo 4 — 1 para algin k € N.

5.3. Correlacion

La correlacion es una medida de similitud entre dos sucesiones. En esta seccion se
estudiaran resultados de correlacion sobre I, para conocer mejor el comportamiento de las
SLRs. Al igual que en la Definicién 5.7 se definié la autocorrelacién como la coincidencia
de una sucesion s con su desplazada s, esta nocion se puede dar de manera general para
dos sucesiones.

Definicién 5.18. Sean s = s¢s1539... y t = totits... sucesiones binarias, ambas de periodo
r. Su correlacion C(s,t) se define como el nimero de coincidencias menos el nimero de
no coincidencias entre s y t. Como son sucesiones periodicas de mismo periodo, basta ver
el comportamiento en los r primeros términos:

C(s,t)=A—D con A={0<i<r—1:s,=08} y D=|{0<i<r—1:s; #t}

Ejemplo 5.19. Sean s = 0111001... y t = 0011010..., se tiene que A = [{0,2,3,4}| y
D = |{1,5,6}|, por tanto C(s,t) = 1.

Claramente, si s =t se tiene que C(s,t) = r, y si una es la complementaria de la otra,
C(s,t) = —r. En cualquier caso, —r < C(s,t) <.
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Lema 5.20. Sean s y t sucesiones binarias de periodo r. Si s tiene wy 1’°s en el periodo,
y t tiene wy 1’s en el periodo, entonces C(s,t) =r —2(w; + we) mdbd 4.

Demostracion: Definimos
n070:\{0§2’§r—1:si:():ti}], n071:\{0§i§7’—1:si:(),tizl}\,

n171:’{OSiST—lisizlzti}’, 7”L170:|{0§Z§7"—1Szzl,tZZOH

Por tanto, C'(s,t) = (noo +n1.1) — (no,1 +n1). Como wy es nimero de 1’s de s, y ws es el
namero de 1’s de ¢, entonces

Nio=w1 —MNi11 Np,1 = W2 — N1 Moo =T — Wy — Wz +MN11

y por tanto, C(s,t) =1 — 2wy — 2wq + 4ny 1. O

La funcién de autocorrelacion definida previamente es por tanto un caso particular de
correlacién, pues, sea s una sucesién y 7 > 0, C(7) = C(s,s7). Del Lema 5.20 se sigue el
siguiente resultado.

Corolario 5.21. Sea s una sucesion binaria de periodo r. St denotamos por wy el nimero
de 1’s de s, entonces su funcion de autocorrelacion es C(1) = r — 4wy + 4ny 1, donde
na=NH0<i<r—1:s,=1=s;,}

Gracias a esto se puede obtener el nimero de coincidencias de 1’s y 0’s entre una
m-sucesion s y su desplazada s7.

Proposicién 5.22. Sea s una m-sucesion de orden k y sea 0 < 7 < 28 — 1, entonces se
tiene

ny =i =1=si} =2""1=2"2 y ngg=1[{i:s;=0=s;,} =221

Demostracion: Sea w; el nimero de 1’s de s en el periodo y wq el niimero de 0’s en el
periodo. Del Corolario 5.21 se tiene que C(7) = 2¥ — 1 — 4w, + 4ny ;. En la demostracién
del Teorema 5.11 se llegd a que w; — wy = 1, luego, como el nimero de bits en el periodo
es 28 — 1, wy = 271, Por el Teorema 5.11 sabemos que

28 1 siT=0,
C(r) = . N
-1 si0<rT<2 -1

Por tanto, se tiene —1 = 2F — 1 — 4 .21 & 4ny 1 y se llega a ny; = 2k=1 _ 9k=2 Del
Lema 5.20, ngg = 2% — 1 — 2wy +nyy = 281 —2k=2 1. 0

Como ya vimos por el test de autocorrelacion, el nimero de coincidencias entre una
m-sucesién y su desplazada 7 posiciones no aporta informacién acerca del periodo de la
sucesion. Es decir, si se toma una m-sucesion de orden lo suficientemente grande como
palabra clave en el cifrado de Vernam, este cédigo no podra romperse con el método de
Kasiski (manera de descifrar el c6digo de Vigenere). Al cumplir los postulados de Golomb,
y como son las sucesiones de periodo maximo, las m-sucesiones son buenas candidatas para
tomar como clave en el cifrado de Vernam.
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