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Resumen

Este trabajo se centra en el estudio de los espacios polacos, es decir, espacios
topologicos separables y completamente metrizables. El objetivo es presentar sus
propiedades fundamentales y una seleccion de ejemplos que ilustran las ventajas de
trabajar en este marco.

Las condiciones de separabilidad y completitud convierten a los espacios polacos
en un marco ideal para combinar las herramientas de la topologia y de la teoria de
la medida. Tras fijar la definicién de espacio polaco y exponer sus caracteristicas
esenciales, se presentan ejemplos cldsicos. A continuacién, aprovechando el cardcter
metrizable y separable, se estudian las medidas en estos espacios. Finalmente, se
introducen los conjuntos analiticos y se estudia la obtencién de determinados sub-
conjuntos en el contexto de estos espacios.

Palabras clave: Espacio polaco, separabilidad, métrica completa, conjuntos Gs,
conjuntos de Borel, conjuntos analiticos, espacio de Baire, espacio de Cantor.

Abstract

This work focuses on the study of Polish spaces, that is, separable topological
spaces whose topology comes from a complete metric. Its aim is to present their
fundamental properties and a selection of examples that illustrate the advantages of
working within this framework.

The conditions of separability and completeness make Polish spaces the ideal
setting in which to combine the tools of topology and measure theory. After stating
the definition of Polish space and outlining its essential features, classical examples
are presented. Next, building on their metrizable and separable structure, we study
measures on these spaces. Finally, analytic sets are introduced and the formation of
certain subsets within the context of Polish spaces is examined.

Key words: Polish space, separability, complete metric, G5 sets, Borel sets,
analytic sets, Baire space, Cantor set.
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Introduccion

La historia de los espacios polacos esta estrechamente ligada al desarrollo de la
escuela polaca matemaética, una de las mas influyentes del siglo XX, especialmente en
los campos de topologia, 1égica, teoria de conjuntos y andlisis funcional. El término
”espacio polaco” proviene de la nacionalidad de los matematicos que desarrollaron
su teoria, en su mayoria durante el periodo de entreguerras, y fue popularizado en
reconocimiento al liderazgo ejercido por tres figuras fundamentales en la escuela de
Varsovia: Wacalw Sierpinski, Kazimierz Kuratowski y Alfred Tarski.

Aunque el término no se originé en Polonia, su uso se consolidé cuando ma-
tematicos franceses comenzaron a emplearlo como homenaje a las contribuciones
de esta escuela al estudio de espacios métricos. Asi, el nombre no solo refleja las
propiedades matematicas de estos espacios, sino también rinde homenaje a una tra-
dicién matematica que impulsé desarrollos claves en diversas areas como la teoria
de probabilidades.

A la vez surgieron los conjuntos analiticos, introducidos inicialmente por Nikolai
Luzin y Mikhail Souslin en Mosct, pero desarrollados en profundidad también por
los matematicos polacos. Estos conjuntos ampliaron el marco de los conjuntos de
Borel y permitieron abordar propiedades topoldgicas y medibles en contextos més
generales.

En esta memoria nos centraremos en el estudio de los espacios polacos desde
una perspectiva topoldgica y de medida, asi como su relacién con los conjuntos de
Borel y los conjuntos analiticos. A lo largo del trabajo, se introducen conceptos y
resultados clave acompanados de ejemplos clasicos y construcciones detalladas. Para
ello, se sigue principalmente el estudio desarrollado por Donald L.Cohn en el libro
Measure Theory (ver [4]), una referencia fundamental en este area.

Ademas, a lo largo del trabajo, se ha intentado no sélo exponer los resultados
tedricos principales, sino también desarrollar el contexto que los motiva y las técnicas
que permiten demostrarlos. De este modo, se podra apreciar no solo la teoria de los
espacios polacos, sino también su papel como marco general en el que confluyen
diversas ramas de las matematicas.

En primer lugar, se presenta la definicion formal de espacio polaco y se desarrollan
sus propiedades topolégicas fundamentales. Se parte del estudio de su estabilidad
bajo operaciones topolégicas como uniones disjuntas, la formacién de productos o la
toma de subespacios, analizando en qué condiciones se conserva la estructura polaca.
Se incluye ademaés una caracterizacion esencial que nos permitira ilustrar ejemplos
fundamentales y que proporciona una herramienta clave para la construccion tedrica
de nuestro estudio de espacios polacos. Este capitulo sienta asi las bases topologicas,
en particular desde el punto de vista de la topologia de espacios métricos, necesarias
para el desarrollo de este trabajo.



El capitulo dos esta dedicado al estudio de la teoria de la medida sobre espacios
polacos. Se recuerdan la nocién de funcién medibles y la o-algebra de Borel, y se
exploran propiedades relevantes que nos permitiran demostrar cémo se comportan
ciertas medidas en estos espacios. Asimismo, se abordan propiedades importantes
como la existencia de regularidad exterior e interior.

Finalmente, veremos los conjuntos analiticos en el contexto de espacios polacos.
En primer lugar, se abordan propiedades fundamentales de los conjuntos analiticos
que nos permiten ilustrar resultados mas generales en el contexto de estos espacios.
Para el andlisis de estos conjuntos, se hace uso de espacios canénicos como el espacio
de Baire y el espacio de Cantor presentados previamente, debido a su papel como
espacios desde los cuales es posible obtener, mediante homeomorfismos o funciones
adecuadas, representaciones de conjuntos analiticos y conjuntos de Borel en otros
espacios polacos.



Capitulo 1

Espacios polacos

En este capitulo, vamos a introducir la definicion de espacio polaco para pos-
teriormente presentar el concepto de conjunto analitico. La mayoria de resultados
seran igualmente vélidos en el contexto méas amplio de los espacios métricos com-
pletos y separables.

1.1. Definicién y ejemplos basicos
Se dice que un espacio topoldgico X es metrizable si existe una métrica d en X
que genera la topologia original; de esta forma, se dice que la métrica d metriza X.

Recordemos ademés que un espacio topoldgico se dice separable si admite un
subconjunto denso y contable.

Definicién 1.1. Un espacio polaco es un espacio topologico separable que puede ser
metrizado bajo una métrica completa.

Veamos a continuacion algunos ejemplos de espacios polacos:

Ejemplo 1.1. Para cada n € N, el espacio R™, con su topologia usual, es polaco.

Ejemplo 1.2. Cada espacio de Banach separable, con la topologia inducida por su
norma, es polaco.

Ejemplo 1.3. Veremos ahora que todo espacio compacto metrizable es polaco. En
primer lugar, probaremos que el hecho de ser compacto implica que el espacio es
completo.

Proposicion 1.1. Todo espacio métrico compacto es completo.

Demostracion. Sea (X, d) un espacio métrico compacto y sea (z,) una sucesién de
Cauchy en X. Hay que ver que la sucesion es convergente.

Como X es compacto existe una subsucesién (z,,) de (z,) convergente a un
punto = € X. Veamos que entonces la sucesion (z,) converge a = € X.

Debido a que (z,) es una sucesién de Cauchy, dado € > 0 existe n; € N tal que
para todo n,m > ny se cumple que

d(xp, Tm) <

N |



Por otra parte, tenfamos que la subsucesién (z,,) es convergente a x, luego existe
ko tal que si ng > ng, se cumple que

€
d(zy,, ) < 3

Por otra parte, consideremos ng = méx{ny, ny, }. Como n, n; > ng, se tiene

€
d(zp, xp,) < 3

Combinando ambas desigualdades, si n > ny,

d(flﬁn,(E) < d(l‘n,l’nk) + d(ajnk,l') < % + 5 = €,

de modo que la sucesién (z,) converge a x. O

Por 1ltimo, veremos que el hecho de ser compacto también implica que el espacio
es separable.

Proposicion 1.2. Todo espacio métrico compacto es separable.

Demostracion. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Encontraremos un subcon-
junto denso y numerable de X.

Para cada n € N, podemos escribir

Como X es compacto, encontraremos una familia finita de bolas B(27, 1), ..., B(z?, , L)
tales que

o

Llamamos A, := {z},...,2}, } y definimos A := U A,,. Obviamente A es contable.
n=1

Veamos que A es denso. Fijamos € > 0 y x € X. Vamos a ver que existe zo € A

: 1 :
con 9 € B(x,¢). Consideramos n € N con — < . Sabemos que existe 2} € A, con
n

1
x € B(z},+). Con ello d(x,2}) < — <€, es decir, zy := 2} € B(x,¢).
n

O

Ejemplo 1.4. Mas en general, todo espacio de Hausdorff compacto que admite una
base contable es polaco. Una prueba de este hecho, puede encontrarse en [12].
1.2. Primeras propiedades

En esta seccion recopilamos las propiedades fundamentales que utilizaremos a
lo largo del trabajo para asegurar la estabilidad de los espacios polacos bajo las
construcciones que se presentan en las secciones posteriores.
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Observacion 1.1. Para realizar las siguientes demostraciones, es necesario tener
en cuenta lo siguiente:

St X es un conjunto seqgundo contable, es decir, su topologia admite una base
contable, entonces es separable: si U es una base contable de X, podemos construir
un subconjunto denso contable de X tomando un punto de cada conjunto no vacio
de U.

Sin embargo, en general, el reciproco no se cumple, aunque si se cumple en el
caso de los espacios métricos: si d metriza la topologia X y D es un subconjunto
denso contable de X, entonces la coleccion de bolas abiertas B(x,r) conx € D yr
racional positivo, forman una base numerable para la topologia de X .

Por otra parte, si un espacio topologico X es sequndo contable, e Y es un subes-
pacio de X, entonces Y es sequndo contable: si definimos U una base contable de
X, entonces {UNY : U € U} es una base contable de Y .

En consecuencia, todo espacio metrizable separable es sequndo contable. Por lo
tanto, si X es un espacio metrizable separable e Y es un subespacio de X, entonces
Y es sequndo contable y asi separable.

Proposicion 1.3. Todo subespacio cerrado, y todo subespacio abierto, de un espacio
polaco son polacos.

Demostracion. Sea X un espacio polaco. Sabemos que todo subespacio de un espa-
cio separable que se puede metrizar es separable por Observacion ; por lo tanto,
tenemos que todo subespacio de X es separable. De este modo, es suficiente demos-
trar que tanto los subespacios cerrados como los abiertos pueden ser metrizados de
acuerdo con una métrica completa.

Supondremos entonces que d es una métrica completa en X . Primero estudiamos
el caso de los cerrados.

Recordemos que un subespacio métrico de X es completo con respecto a la
métrica si y solo si es cerrado. Por ello, si F' es un subespacio cerrado de X, tendremos
que la restriccién d|r es una métrica completa para F'. Por tanto, F' es un espacio
polaco.

A continuacién, veremos el caso de los abiertos. Para ello, sea ahora U un subes-
pacio abierto de X. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que U # X. Como
es habitual, definimos la distancia entre un punto x y el subespacio no vacio U,
dist(z, U¢) de la siguiente manera:

dist(z, U¢) := inf{d(x, 2) : z € U’}
Es facil de ver que

1 1
* dist(x, U¢)  dist(y, U°)

do(z,y) :==d(x,y)

define una métrica dy en el conjunto U. Veremos que dy metriza la topologia que U
hereda como subespacio de X y, por otra parte, que U es un subespacio completo
bajo dp.

Para ver que dy metriza U, hay que ver que genera la topologia de U. Esto es
equivalente a ver que los cerrados en ambas topologias coinciden o, de otra manera,



que las clausuras de todos los conjuntos coinciden. Para ello es suficiente ver que
una sucesiéon (x,) converge a un punto zo con respecto a dy si y solo si lo hace con
respecto a d.

En definitiva, hay que ver que (U,dy) es completo y que todas las sucesiones
convergen a los mismos puntos. En primer lugar, d(z,y) < do(z,y) para todo z,y €
U.

Sea (z,,) una sucesiéon en U. Si (z,,) converge a xg € U con respecto a dp, por lo
anterior, también converge a xy con respecto a d.

Por otra parte, si (x,,) converge a o € U con respecto a d, veremos a continuacion
que (z,) converge a xy con respecto a dy.

Primero veamos que dist(z,, U¢) converge a dist(zo, U), 0 equivalentemente,

lim |dist(x,,U¢) — dist(zo, U)| = 0.

n—oo

Sabemos que (x,) tiende a x( respecto de d. Por la desigualdad triangular en d,
dado y € U,
d('xnv y) S d('xnv 'IO) + d($07 y)a
con lo que
dist(x,,, U¢) < d(p, xo) + dist(xq, U°)

y

dist(x,,, U®) — dist(zg, U) < d(xy, x0).
Del mismo modo, d(z¢,y) < d(z,, zo)+d(zn,y), con lo que dist(zq, U¢) < d(zy,, o)+
dist(x,,, U¢). Con ello concluimos que,

|dist(z,,, U®) — dist(xo, U)| < d(zp, x0).

Asi,
lim |dist(x,, U¢) — dist(zo, U)| < lim d(x,,x0) =0
n—oo

n—oo

Entonces, tenemos que dist(x,, U¢) converge a dist(zq, U¢). Por lo tanto,

1 1
1 _ =0
nS300 ‘ dist(x,, U¢)  dist(zo, U°) '
Asi,
1 1

lim do(2,, z0) = lim d(x,, x0) + =0

n—o0 n—oo

dist(z,,, U¢)  dist(zo, U°)
Acabamos entonces de probar que la convergencia de sucesiones con respecto a
d y a dy coincide, y por tanto, las topologias generadas por d y dy son las misma.

Veamos ahora que (U, dy) es completo. Sea (x,,) una sucesiéon de Cauchy en U con
respecto a dy. Como d(z,y) < do(x,y) para cualesquiera z,y € U, entonces todas
las sucesiones de Cauchy con respecto a dy son sucesiones de Cauchy con respecto a
d. Por lo tanto, por ser X completo con respecto a d, (z,) converge a un punto
de X (con respecto a d). Tenemos que probar que z € U.

Supongamos que zg ¢ U. Fijamos € > 0. Fijamos k£ € N cualquiera y veamos
que existe m € N, m > k, tal que

do(xg, Tpy) > €.

6



Llamamos a := —————— > 0. Como lim dist(x,,U¢) = 0, podemos tomar m > k

diSt(Q?k, Uc) n—00
tal que
1
dist(z,,, U¢) < ,
a-—+e€
y asi
- >
dist(z,,, Uc) — et
es decir,
1 1 S
— €.
dist(z,, Ue)  dist(xy, Uc) —
Asi,

d > L L >

o(%m; ) 2 dist(z,,, U°)  dist(zs, US) =
Por lo tanto, (x,) no es de Cauchy con respecto a dy, en contra de lo que habiamos
supuesto. De esta forma, zo € U. Por lo tanto, si (z,,) tiende a xy con respecto de
d, hemos visto que (z,,) tiende a xy con respecto de dy. Asi, (x,) coverge a zo € U
y (U, dy) es completo. O

Observacion 1.2. En el caso de los subconjuntos cerrados, en la prueba de Pro-
POSICION tomamos como métrica asociada la restriccion de la métrica original.
Un proceso similar no puede llevarse a cabo en el caso de los subconjuntos abiertos
como se ve en el siqguiente ejemplo:

Ejemplo 1.5. Sabemos que R es un espacio polaco con la métrica usual. Por lo

tanto, por Pmposz'cién el intervalo abierto (0,1) también es polaco.
1
Consideremos la sucesion | — |, que es una sucesion de Cauchy en (0,1) con-
n

vergente a 0 (con respecto a la métrica usual). Observamos que esta sucesion no
converge en (0,1). Por consiguiente, el intervalo no es completo, aunque la propo-
sicion afirma que deberia serlo. Esto indica que la métrica no puede ser la original

y, por lo tanto, es necesario cambiar de métrica. Asi, —) no serd una sucesion de
n

Cauchy con respecto a la métrica dy (definida en la demostracion de la Proposicion
3.

De esta forma, las métricas d y dy consideradas en la prueba de la Proposicion 1.3
comparten las mismas sucesiones convergentes, pero no las mismas sucesiones de
Cauchy.

Para los siguientes resultados es necesario definir una técnica para construir
métricas acotadas. Supongamos que d es una métrica en un espacio X. Veamos que

d'(x,y) = min(1,d(z,y)) (1.1)
define una métrica en X:
i) d'(x,y) > 0 para todo =,y € X:

Dado que d(z,y) > 0, por ser d métrica, por definicién de d’, se tiene que
d'(z,y) = min(1,d(z,y)) = 0.



ii) d'(z,y) =0 siysolosix=uy:

Si x = y, entonces d(z,y) = 0y d'(z,y) = min(1,0) = 0. Por otro lado, si
d'(z,y) = 0, entonces d(z,y) = 0, y como d es una métrica, se sigue que z = y.

i) d'(x,y) = d'(y, z) para todo =,y € X:

Como d es métrica, d(x,y) = d(y, z) y se tiene que d'(z,y) = min(1, d(z,y)) =
min(1, d(y, 7)) = (3, 7).

iv) Desigualdad triangular (d'(x, z) < d'(z,y) + d'(y, 2)):

Notemos que, si d(x,y) > 16 d(y, z) > 1, entonces para cualesquiera z,y, z €
X d(z,y)+d(y,z) > d'(z, z). Por otra parte, si d(z,y) < 1y d(y,z) <1,
entonces d'(z,y) = d(z,y) y d'(y,z) = d(y, z). Asi deducimos que d'(z,y) +
d'(y,z) =d(xz,y)+d(y,z) > d(z,z) > d'(z,z), por la definicién de d’, teniendo
en cuenta de d es una métrica.

) >
1>

Podemos ver que la sucesiones de Cauchy y las convergentes con respecto a am-
bas métricas d y d’ coinciden. Por ello, X es completo con respecto a d’' y lo es con
respecto a d. Ademas, d y d’ generan la misma topologia en X.

Para enunciar la siguiente proposicion, debemos introducir el concepto de unién
disjunta de espacios topoldgicos, también conocida como suma de espacios topoldogi-
cos. Esta construccién permite combinar varios espacios disjuntos en un tunico es-
pacio dotado de una topologia que refleja las propiedades de cada una de ellas
individualmente. Este concepto servird como base para la construccion de nuevos
espacios polacos.

Definicién 1.2. Sea {(X,,7.) : o € I} una familia de espacios topolégicos disjun-
tos. Se considera X = UXa, y se define sobre X la topologia

m={UCX:UNX; €, para todoi€ I}.

El par (X, 7s) se llama suma o unidn disjunta de los espacios dados. En general, se

denota X = ZXQ.

ael

Observacion 1.3. La definicion anterior puede generalizarse en el caso en el que
los conjuntos no sean disjuntos. Asi, podemos introducir el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.6. Consideremos el espacio de Cantor, formado por el producto de espa-
cios discretos de dos puntos, denotado por {0, 1}Y. Tomamos una coleccién contable
{X, : n € N} donde X,, = {0, 1} para cada n. La unién disjunta contable se expresa
de la siguiente forma:

ZXn:{(x,n) cx € Xp,,n € N}

neN

Siguiendo la definicion, tenemos que un conjunto U C ZX” es abierto si, y solo,

neN
st UN X, es abierto en X,, para cada n.



Ejemplo 1.7. Consideremos un caso de conjuntos mds sencillos. Sean X; = [0, 1]
y Xo = [2,3]. La suma disjunta es:

X =10,1U[2,3] :ZXi:{(x,l):xE 0,1} U{(z,2) : z € [2,3]}

La topologia en X se construye de forma que un subconjunto U C X es abierto si,
y solo si, U N Xy es abierto en X1, y U N Xy es abierto en Xs, junto a su topologia
subespacio respectivamente. Se ve facilmente que si las topologias de X1 y de Xo son
las heredadas de (R, T,) entonces X es homeomorfo a 'Y :=[0,1] U [2,3], donde en
Y se considera la topologia heredada de R.

Proposicion 1.4. La union disjunta contable, ya sea finita o infinita, de espacios
polacos, es polaca.

Demostracion. Sean X1, Xs, ... espacios polacos, y sea E X, su unién disjunta.

n

Nuestra primera tarea consistird en definir una métrica adecuada en E X, que

n
metrizara esta unién disjunta.

Para cada n € N consideramos D,, un subconjunto denso y numerable de X,
y d, serd la métrica completa en X,,. Por (1.1)), podemos asumir que d,(z,y) < 1

para cada n y para todo z,y € X,, . Entonces U D,, es un subconjunto contable de

n
>, Xn. Veamos ademads que es denso. Para ello, tenemos que probar que la clausura

de U D,, es el conjunto ZX”’ o equivalentemente, ver que todo abierto no vacio
n

n
en Z X, contiene al menos un punto de U D,.

n n

Sea U un conjunto abierto de ZX”’ es decir, U N X,, es abierto en X, para

todo n. Queremos ver que U N (U D,,) # 0. Como U = U UNX,, existe ng € N

n neN
con UNX,, # 0. Como UN X,, es abierto no vacio y D,, es denso en X,,

(U N Xpy) N Dy # 0. As,
UNn| D, 2UND,, > (UNX,,)N Dy, # 0.

Por lo tanto, U N <U Dn> # () y el conjunto es denso.

Ahora definimos

i) dy(z,y) si x,y € X, paraalgin n
x? = .
Y 1 si reX,, v yeX,, con m#n

El hecho de que d es una métrica es facilmente verificable. Veamos ahora que d sa-

tisface las condiciones requeridas, es decir, ( E X, d) es espacio métrico completo

n

y que d metriza la topologia de Z X,

n



Primero veamos que es una métrica completa: sea (x) una sucesién de Cauchy
en Z X,,. Fijamos € € (0,1). Como la sucesion (xy) es de Cauchy, para todo k, j lo

n

suficientemente grandes, d(zg, z;) < € < 1. Por lo tanto xj y x; deben pertenecer a
un mismo X,,, para algin ng: de lo contrario, si z; € X,,, y z; € X,,,, con m # n,
tendriamos que d(zy,x;) = 1, contradiciendo que la sucesién es de Cauchy. Por lo
tanto, existe un ng tal que, a partir de un cierto indice, todos los términos estan
contenidos en un tnico X,,. Por otra parte, tenemos que (z3) es una sucesién de
Cauchy con respecto a la métrica d,,,. Ademés, cada X,,, es un espacio polaco, con
lo que d,, es completa y entonces (zy) converge a un punto = € X,,,. De esta forma,
(x) converge a x € Z X, y d es una métrica completa.

n

Falta por verificar que d metriza Z X,, es decir, probar que la topologia indu-

cida por d coincide con la topologia de la unién disjunta de ZX”' Debemos ver

n
que los cerrados con respecto a ambas topologias coinciden o, equivalentemente, que
las clausuras de los conjuntos coinciden.

Supongamos que A C Z X, yquezx e A Entonces existe ng € N tal que = €

n

Xy, Fijamos € € (0,1). Consideramos By(z, €). Por definicién de d, By(z,€) C X,
y, con ello, By(r,€) = By, (,€), que es un abierto con respecto a la topologia .
Ahora By, (2,¢) N A # () porque = € A™ . Asi, By(z,e)NA# (. Con ello, z € A’

Veamos ahora el reciproco. Tenemos que probar que = pertenece a la clausura
de A con respecto a la topologia de la suma, es decir, vemos que si x € Zd, entonces
z e A”. Fijamos un entorno abierto U de x con respecto a la suma. Entonces
Xy, NU también es entorno abierto con respecto a la suma (y en X, ). Como
(Xong» dny) €s espacio métrico, existe € € (0, 1) tal que By, (r,€) C X, NU. Por otra
parte, como € < 1, By, (v,€) = Ba(z,¢) C X, NU. Ademds By(z,¢) N A # (), con
lo que UNA # 0y, de este modo, z € A™. ]

Proposicion 1.5. El producto contable de espacios polacos, ya sea finito o infinito,
es polaco.

Demostracion. Sean X1, Xo, ... espacios polacos. Podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que X,, # (), para todo n € N. Para cada n, sea d,, una métrica completa
que metriza X,, y que satisface d,(z,y) < 1 para todo z,y € X,, (ver [L.1)). Para los
puntos x e y en HX”’ con coordenadas (x1,zs,...) e (y1,¥s, . ..), respectivamente,

n
definimos

d(z,y) = Z Q%dn(:pn, Yn)-

n

Veamos que d define una métrica en H X,

n

i) d(x,y) > 0 para todo z,y.

Dado que la métrica d,(z,,y,) > 0 para todo n, se tiene que cada término de
la serie es mayor o igual que cero. Como la suma de términos no negativos es
no negativa, d(z,y) > 0.
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ii) d(z,y) =0siysolosiz =y

Si x = y, entonces x,, = y, para cada n, luego d,,(x,,y,) = 0 para todo n, y

1
asid(x,y):ZQ—n-():O.

1
Ahora, si d(z,y) = 0, entonces cada término 2—ndn(xn, Yn) = 0 (dp(zn,yn) > 0).

1
Como on > 0, dp(2n,yn) = 0 para todo n. De esta forma, dado que cada d,
es métrica, x, = y, para todon € Ny x =y.
iii) d(z,y) = d(y, z) para todo x,y € X.

Tenemos que d,,(Zn, Yn) = dpn(Yn, T,). Entonces,

d (Tns Yn) = Z ! —dn(Yn, T0) = d(y, 7).

d —
(z,y) o

2n

iv) Desigualdad triangular: d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).

Dado que d, es métrica, para todo n, satisface la desigualdad triangular, es
decir, d,(n, 2n) < dp(Tp, Yn) + dy(Yn, z,). Por lo tanto, obtenemos:

1 1
an _dn ny Yyn
o o (T Yn) +

lo que al sumar sobre todos los n implica:

d( ) = Z—d I‘n,Zn < Z xmyn +Z ymzn - d(l’ y)+d(y7 )

1
dn(xnazn) S _ndn(ynazn)7

2

Se puede ver que d metriza la topologia producto en H X,, vy que H X, es completo
con respecto a d.
Para demostrar que HX” es un conjunto separable es suficiente construir una

base contable de ], X, ( ver Observacion [1.1] u Para cada n elegimos una base con-
table U,, de X,,. Entonces, la coleccién de subconjuntos de H X,, de la forma:

Uy x - x U, X Xnp1 X Xygg X oo

para algin N y cualquier elecciéon de conjuntos U, en U,, n = 1,..., N, es una base
contable de HX”‘ O

1.3. Caracterizacion de los subespacios polacos

En el estudio de espacios polacos, los conjuntos que se van a describir a con-
tinuacién desempenan un papel fundamental debido a su relaciéon directa con las
propiedades topolégicas y métricas de dichos subespacios. El teorema que sigue re-
salta la importancia de los conjuntos en la caracterizacién de estos espacios, ya que
su estructura asegura tanto la separabilidad como la completitud bajo la métrica
inducida.
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Definicién 1.3. Sea (X, T) un espacio topolégico y sea A C X no vacio. Decimos
que:

» A es un conjunto Gs en X si A= ﬂ U,, donde los U, son abiertos en X.
neN

» A es un conjunto F, en X si A = U F,, donde los F,, son cerrados en X.
neN

Ejemplo 1.8. Todo conjunto abierto es un conjunto Gs, y de la misma forma todo
cerrado es un conjunto Fy.

Ejemplo 1.9. Los numeros irracionales constituyen un conjunto Gs en R con res-
pecto a la topologia usual. Se pueden escribir como la interseccion contable de con-
juntos abiertos de la siguiente forma:

R\ Q= ({a}"
q€Q

Y, por otra parte, el conjunto de los racionales es un conjunto F, en R, ya que se
puede escribir como la union de cerrados de la forma {q}, q € Q.

Claramente, el complementario de un conjunto G5 es un conjunto F,, y viceversa.

Las siguientes proposiciones seran usadas inmediatamente después.

Proposicion 1.6. Todo subconjunto cerrado de un espacio métrico es un Gs. Res-
pectivamente, todo subconjunto abierto es un F,.

Demostracion. Sean (X, d) un espacio métrico y C' un subconjunto cerrado no vacio
de X. Entonces, el conjunto C' puede expresarse de la siguiente forma:

C:ﬂ{xeX:dist(:v,C) < 1}

n

donde dist(x,C) denota la distancia de = al conjunto C. Veamos que, dado r > 0,
el conjunto

A:={x e X : dist(z,C) <}

es abierto. Sea x € A; entonces por definicién del conjunto, tenemos que dist(z, C') <
r. Es decir, existe un punto y € C tal que d(z,y) < r. Fijamos € := r — d(z,y) > 0.
Consideramos la bola abierta B(x,€) = {z € X : d(z,2) < €} y tomamos un punto
z € B(x,¢€). Por la desigualdad triangular, tenemos que

d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) < e+d(z,y)
Sustituyendo el valor de e,
d(Z,y) <r-—- d(l’,y) + d(fE,y) =r

Por lo tanto, dado que y € C, dist(z,C) < d(z,y) < ry z € A. De esta forma,
B(z,€) C Ay con ello, A es un conjunto abierto.

Es decir, C se puede escribir como la interseccion de conjuntos abiertos de X;
por lo tanto, es un Gj.

La prueba de la otra afirmacién es inmediata. O
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Aunque los conjuntos G se definen como intersecciones numerables de conjuntos
abiertos, esto no implica necesariamente que sean abiertos o cerrados. A continua-
cion, presentamos un ejemplo que ilustra esta idea.

Ejemplo 1.10. Consideremos el espacio (R, 7,) y el conjunto A = [0,1). El conjunto
no es ni abierto ni cerrado con respecto a la topologia usual, pero es un conjunto Gs:

~ (-1
A= —, 1
n=1
Proposicion 1.7. Sean X,Y espacios métricos homeomorfos. Entonces, si Y es
polaco, también lo es X.

Demostracion. Queremos probar que X es un espacio polaco, es decir, que es se-
parable y completamente metrizable. Dado que X e Y son homeomorfos, existe un
homeomorfismo hA : X — Y. Ademads, sabemos que Y es completamente metri-
zable, por lo que existe la métrica completa ds en Y. Definimos en X la siguiente
métrica:

di(x,y) = da(h(xy1), h(x9)), z,y€ X

Primero probemos que X es separable, es decir, contiene un subconjunto denso
y contable. Como Y es separable, existe un subconjunto denso y contable D C Y.
Consideramos la imagen inversa de D respecto de h:

D =hY(D)cX

Ahora, veamos que D; es denso y contable en X. Como h es biyectiva, podemos
definir el conjunto de la siguiente forma:

h~Y(D) = {x € X : h(z) € D}

Dado que D es contable y h establece una correspondencia uno a uno entre X e Y,
se sigue que D; es contable. Por otra parte, D es denso en Y, es decir, para todo
y € Y y para todo € > 0, existe ¥ € D tal que, ds(y,y’) < €. Ahora, fijamos = € X.
Por lo anterior, existe ¥/ € D con do(h(x),y) < €. Ademads, existe 2’ € D; con
y' = h(z"). Con ello,

dy(z,2") = dy(h(x), h(2')) = da(h(x),y') <€

Podemos concluir que Dy = f~1(D) C X es denso y, por otra parte, contable; asf
X es separable.

Para concluir que X es espacio polaco, falta probar que es completamente me-
trizable. En particular, queremos ver que (X, d;) es un espacio métrico completo.
Sea (z,,) una sucesién de Cauchy en X con respecto de la métrica d;. Esto significa
que para todo € > 0, existe NV € N tal que si, n,m > N, entonces

di (@, X)) = do(h(xy), h(xy)) < €

Es decir, la sucesién (h(z,)) en Y es también de Cauchy con respecto a dy. Como Y
es completo, existe un punto y € Y tal que (h(z,)) converge a y. Ademds, dado que
h es un homeomorfismo, su inversa h~! es continua en Y, asf que (h~'h(x,)) = (z,)
converge al punto h~'(y) € X. De esta forma, toda sucesién de Cauchy en X
converge,es decir, X es completo con respecto de la métrica d;.

Finalmente, hemos probado que X es separable y que (X,d;) es un espacio
métrico completo; por lo tanto, X es un espacio polaco. O
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El siguiente resultado generaliza Proposicién [I.3] De hecho, proporciona una
caracterizacion de los subespacios polacos.

Teorema 1.1. Sea X un espacio polaco. Entonces, un subespacio (no vacio) de X
es polaco si, y solo si, es un Gg en X.
Demostracion. Sea {U, : n € N} una familia de subconjuntos abiertos de X. Defi-

nimos el subespacio Y no vacio como la interseccion de estos, es decir, Y := ﬂ U,.

n
Veamos que Y es un subespacio polaco de X.

Por Proposicién [1.3], cada conjunto abierto U,, es un espacio polaco, y, por Proposi-
cion también lo es H U,. Por otra parte, definimos A como el subconjunto de
n

H U,, dado por las sucesiones constantes, es decir,

A = {(un) € HUn: uj = uy, para todos j, k}

Veamos que el conjunto A es cerrado en H U,. Para ello, mostramos que el

n
complementario es abierto. Tenemos A° de la siguiente forma:

A ={(u,) € HU” : existen j, k con u; # uy}

Fijamos un punto (u,) € A°. Entonces existen j, k € N con u; # uj. A continuacién,
tomamos W;, W, abiertos disjuntos con u; € W; C U; y up € Wy, C Uy. Definimos

ahora W,, := U, paran # j,ky W = H W,,. W es un entorno abierto de nuestro

n
punto (u,) y WNA = (. Asi A° es abierto. De esta forma, A es un subconjunto

cerrado de H U, y, por Proposicién , es polaco.

Por otra parte, Y es homeomorfo a A mediante la aplicacién que envia un ele-
mento y de Y a la sucesion donde cada término es y. Es decir, definimos f: Y — A
dado por:

fw) =W.yy,...)

Veamos que f es continua. Sea U un abierto basico en H U,. Asi existen ny,...,ng €
n

N tales que U = HV” donde cada V;, es abierto en U, vy V,, = U, para todo

n
n # ni,...,n, es decir,
U=U; xUyx -+ xVy XUp41 X Vi X Upyy1 X -+
Se tiene que, como V,,, C U, C Y, entonces

f_l(U) = {y:yelUy,yelUs,....y e Vyy,...,y € Vo, }

= Vi, Voo Vo, 0| () Un
nn;

= Vo NVy... Vo, NY

= Vo NVyn.. .V,
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Es decir, f~1(U) es una interseccién finita de conjuntos abiertos y por lo tanto es
un conjunto abierto.

Ademas, todo elemento de A es de la forma (u,u,u,...) con u € Y, por lo
que f(u) = (u,u,u,...)y tenemos asi que f es sobreyectiva. Finalmente, tomando

y1,y2 € Y, si f(y1) = f(y2), entonces (y1,41,...) = (Y2,Y2,...) € y1 = Yo, asi que f
también es inyectiva.

Para ver que f es un homeomorfismo, falta ver que f~! es continua. Para ello,
consideramos un subconjunto abierto U cualquiera de Y y probaremos que su imagen
inversa por f~! es un abierto en A. Dado que hemos probado que f es biyectiva,

(f~H7HU) = f(U);
f(U) = (Ux HUn> NA

n>2

Veamos ahora que se cumple la igualdad, es decir, f(U) = (U X H Un> N A.

n>2

Evidentemente, siy € U, f(y) = (v,v,y,...) € U X H U, v, obviamente, f(y) € A.

n>2

Asi, tenemos f(U) C (U X H Un> N A. Reciprocamente, si v = (y1,¥2,Y3,...) €
n>2

(U x | U,) N A entonces y, = y1 para todo n (porque pertenece a A) y, por

otra parte y; € U, luego

U:(yl,y27y3,...) :f(yl) Ef(U)

Ahora por definicion de la topologia producto, <U X HU”> es abierto en

n>2
(H U, | y con ello concluimos que f(U) es un conjunto abierto en A con la topo-

logia de subespacio.

Por lo tanto, hemos establecido un homeomorfismo entre ¥ y A, con A un
subespacio polaco. Se sigue necesariamente que Y es polaco.
Asi hemos probado que, si Y es G, entonces es polaco.

Veamos ahora el reciproco.

Supongamos entonces que Y es un subespacio polaco de X; queremos ver que
entonces es un Gs en X.

Sea d una métrica completa asociada a la topologia de X, y sea dy una métrica
completa para la topologia de Y. Sea n € N. Consideramos los conjuntos

1
A, = {V C X : V es abierto y d(x,y) < — para todo z,y € V}

1
B, = {VeAn:VﬂY7£®ydy(x,y)<Eparatodom,yEVﬂY}

Llamamos V,, := U V. Veamos que Y C V. Sea y € Y fijo. Consideramos
VeB,
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B, (y, %) que es un abierto en Y. Por lo tanto, existe W C X abierto con

1
WﬂY:BdY <y,%)

Tenemos que W es entorno abierto de y en X. Por lo tanto, existe € € (0, ﬁ) con
By(y,e) € W. Llamamos V := By(y, €). Se tiene que V' € A,. Ademas

1
yEVﬂYCWﬁY:BdY (y,2—)
n

Asi iz, 2z eV NY,
1
dy(z,72) < —,
v(z2) <~
con lo cual V € B,,. Como y € V', deducimos que y € V,, y, en consecuencia, Y C V,,.

Por tltimo, mostramos la siguiente igualdad:
Y=Y (ﬂ Vn> (1.2)

Acabamos de ver que Y C V,, para cada n, luego se cumple que Y C 7ﬂ <ﬂ Vn> .

Para la otra inclusion, tomamos = € 7ﬂ ﬂ V.. |. Para cadan € N, como x € V,,,

n
existe W,, € B,, con x € W,,. Por definicién de B,,, los conjuntos W,, y Y NW,, tienen

1
didmetros a lo sumo — con respecto de d y dy, respectivamente.

n
Ahora, definimos los siguiente conjuntos:
U1 :W17U2:W1QW2,U3:WlﬂW2ﬂW3,...

Como z € Y, sabemos que = es un punto de acumulacion de Y, y por lo tanto, para
cada entorno abierto de x € X, la intersecciéon con Y es no vacia. En particular,
como cada U, es un entorno abierto de x, tenemos que:

U,NY #0.
Ademas, como cada W,, € B,,, los conjuntos definidos siguen cumpliendo:
» U, CU,1,n=2,3,...,
= ¢l diametro de

U,NY = (ﬁwk) mY:ﬁ(kaY)

k=1 k=1

1

con respecto a dy es menor que —, ya que cada WWj tiene didmetro a lo sumo
n

1

an
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= U, € B,, porque U, es la interseccién de elementos de B,,.
De esta forma, podemos construir la sucesién (x,,) tal que para cada n, =, € U,NY.

1
El hecho de que z € W,, para todo n, y W, tiene didmetro menor que — con respecto
n

a d, nos garantiza que
1
d(x,,x) < — paratodon € N,
n

con lo que (x,) converge a x respecto a d.

Tomamos ahora n,m € N. Si n > m, x,,z,, € U,,. Por lo tanto,
1
dy (Tp, Tm) < —, para todon >m
m

De esta forma, (z,) es de Cauchy con respecto a dy.
En consecuencia, dado que Y es polaco, es decir, completo con respecto a dy,
existe y € Y tal que (z,) converge a y en Y con respecto a dy-.

Como ambas métricas inducen la misma topologia sobre Y, esto solo es posible
siz =y €Y. Asi, podemos concluir que 70 ﬂ Vo | CY y tenemos la igualdad
n

L2

Finalmente, por Proposicién |1.6, Y es un conjunto Gy en X. Ademés ﬂVn

n
es interseccién numerable de abiertos, por lo que también es Gs. Como Y es la
interseccién de dos conjuntos Gy, podemos concluir que Y es Gs por definicion de
dichos conjuntos. O

Ejemplo 1.11. Como consecuencia del teorema anterior, tenemos que el conjunto
R\ Q es polaco (vedse Ejemplo[1.9).

Ejemplo 1.12. El conjunto de los niumeros racionales Q, considerado como subes-
pacio de R con la topologia usual, no es un espacio polaco. En efecto, aunque Q es
un conjunto F,, no es un conjunto Gs en R, y por tanto, segin Teorema |1.1, no
puede ser subespacio polaco. La prueba de este hecho va mds alld de lo estudiado en
esta memoria. Para mas detalles, puede consultarse la entrada correspondiente en

[11).

Una vez mostradas estas proposiciones, podemos construir los dos espacios men-
cionados previamente NV y {0, 1}, Estos espacios proporcionan ejemplos funda-
mentales y herramientas clave para explorar propiedades métricas topologicas en
este ambito.

Ejemplo 1.13. EIl espacio N = NN es, por Pmposicio’n un espacio polaco. Sus
elementos son sucesiones de numeros naturales y se denomina Espacio de Baire.

Para enteros positivos k y ni,...,ny denotaremos por N'(ny,...,n;) el conjunto
de los elementos (m;) tal que m; = n; parai =1, ...k, es decir, los conjuntos de la
forma

Ny, ...,ng) ={(m;)) e N :m; =n;, i=1,...,k}
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Se puede ver que la familia de todos estos conjuntos forman una base contable para
Ny que la coleccion de los elementos (m;) de N que son constantes a partir de
un término (es decir, para los cuales existe un entero positivo k tal que m; = my
siempre que i > k) forma un subconjunto denso contable de N .

Introducimos a continuacion una métrica completa que genera la topologia pro-
ducto del espacio y hace de N un espacio polaco. Esta métrica se define como:

1 .
d'(o,B) = { min{k € N: oy # B} st # f,
0 st o= [.

Veamos que esta distancia metriza la topologia producto. Para ello, tomamos la
funcion identidad

id: (N, d) — (N, 7).

Fijamos a = (ny,ng,...) € N. Un entorno bdsico de « con respecto a T serd de la
forma

U={nm} x{no} x-- - x{np}x--+ XxXNxNx--..

Si = (my,ma,...) € By (a, ﬁ) , entonces se tiene que las k primeras coordenadas
de B son como las de «, y por tanto f € U. Asi, By C U. El reciproco se verifica
de forma similar. De esta forma, By = U y d' genera la topologia

Ademas, esta métrica es completa. Supongamos que (ay,) es una sucesion de
Cauchy con respecto a d en N. Si esto sucede, hay convergencia coordenada a
coordenada. Veamos que converge. Dado € > 0, existe ng € N tal que para todo
n,m > ng, se cumple d'(ay,, a,,) < €. Por lo tanto, las primeras coordenadas de v,
Y oy, coinciden y convergen a un o definido coordenada a coordenada. Como € > 0
es arbitrario, podemos repetir el proceso para todas las coordenadas.

Ejemplo 1.14. El espacio {0,1} es polaco por Proposicién . Esta formado por
sucesiones de ceros y unos. Se puede ver que este espacio es homeomorfo al conjunto
de Cantor. Véase [12, Th. 30.3, p. 216] para una prueba detallada.

Estos espacios desempenan un papel fundamental en el desarrollo de la teoria de
los espacios polacos, asi como en el estudio de los conjuntos analiticos.
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Capitulo 2

Medibilidad y espacios de medida
en espacios polacos

En este capitulo definimos la o-dlgebra de Borel en espacios polacos y estudiamos
las medidas sobre ella. Veremos la definicién de funcién medible, cémo se construyen
las medidas de Borel y, sobre todo, por qué toda medida de Borel finita en un
espacio polaco admite aproximaciones con abiertos y con compactos (o cerrados en
su defecto).

2.1. Funciones medibles y la o-algebra de Borel

Sean (X1, M), (X2, M), ... espacios medibles. El producto de estos espacios
es el espacio medible HXn, HM”) donde HM” es la o—4lgebra en HX”
generada por los conjuntgs de lanforma ! !

Ay X Ag X - X Ay X Xnp1 X Xpygo X ...
para algin N € N y alguna eleccién del conjunto A, en M,,, n=1,..., N.
La definicién de funciéon medible que usaremos es la siguiente:

Definicién 2.1. Sean (X, M) e (Y,N) dos espacios medibles. Una funcion f :
X — Y es medible con respecto a M y N si, para cada B € N, el conjunto
f~Y(B) e M.

En lugar de decir que f es medible con respecto a M y N, diremos que f es una
funcién medible de (X, M) a (Y, N) o simplemente que f : (X, M) — (Y, N) es
medible.

Por otra parte, para cada ¢ definimos 7; como la proyeccién de H X, en X;. Por

n
lo tanto, se tiene

N A) =X x . X X Ax X % ...

para cada subconjunto A de X;, y asi m; es medible respecto de HM” y M,.

n
Ademas, cualquier conjunto de la forma A; x A X -+ X Ay X Xnyy1 X Xnio X ...
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N
se puede expresar como ﬂﬂ[ '(4;); de esta forma HM” es la o—algebra mas

=1 n
pequenia en [ [, X, que hace que todas proyecciones m; sean medibles.

Proposicién 2.1. Sean (X, M) e (Y,N) espacios medibles, y sea Ny una coleccion
de subconjuntos de Y tal que o(Ny) = N. Entonces, la funcion f: X — Y es
medible con respecto a M y N si y solo si f~(B) € M para cada B en Ny.

Demostracién. Por la definicién de funcién medible, tenemos que f~!(B) € M para
cada B en M.

Para la otra implicacién, supongamos que f~1(B) € M para cada B en Nj.
Definimos F como la coleccién de todos los subconjuntos B de Y tal que f~1(B) €
M. Como, para cualesquiera B, By, By, B3, ... en F,

) =X H(B) = (1B vy £ (U Bn) =Js B,

se tiene que F es una o—algebra en Y.
Por otra parte, como Ny C F, entonces F debe incluir la o—algebra generada
por Ny, es decir, a N. Por lo tanto, f es medible con respecto a M y N. O

En este contexto, dados dos espacios topoldgicos X e Y, diremos que una funcién
f X — Y es medible Borel si es medible respecto a B(X) y B(Y); es decir, si
para todo conjunto B € B(Y), se tiene f~!(B) € B(X).

Lema 2.1. Sean X e Y dos espacios topologicos, y sea f: X — Y una funcion
continua. Entonces, [ es medible de Borel, es decir, medible respecto de B(X) y

B(Y).

Demostracién. Sea U un subconjunto abierto de Y. Como f es continua, f~*(U) es
abierto y, asi, un subconjunto de Borel de X. Teniendo en cuenta que la coleccion
de subconjunto abiertos de Y genera B(Y'), por Proposicién podemos concluir
que f es medible Borel. O

Proposicion 2.2. Sean X1, Xs, ... una coleccion finita o infinita de espacios métri-
cos separables. Entonces, B HX” = HB(Xn), donde HX” esta dotado de la

topologia producto.

Demostracion. Veamos primero que HB(Xn) cB (H Xn>.

n

Como antes, para cada i, sea 7; la proyeccion de HX” sobre X;. En X, se

considera la topologia 7; y, en [[,, X, la topologia producto 7,,,4. Sabemos que

T - (H Xnanr0d> — (XiaTi)
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es continua. Por Lema m; es medible Borel para todo 7, es decir,

(HXR,B<HX )) (X, B(X3))

es medible para todo 7. Por definicién, la o-dlgebra producto H B(X,) es la menor

n

o-algebra contenida en H X, que hace que estas proyecciones sean medibles. Como

ya hemos probado que cada m; es medible Borel, se concluye que

HB CB(HX)

Veamos ahora la otra inclusién.
Ahora, para cada n, como X, es separable, por Observacién [I.1I} podemos tomar
una base contable U, para la topologia de X,,. Definimos & como la coleccion de
conjuntos de la forma

Uy xUy X -+ XUy X Xnp1 X ...

para algin entero positivo N y alguna elecciéon de conjuntos U, en U,,n =1,, ..., N.
Con ello, tenemos que U es una base contable para H X, ¥

ucl[Bx

Como cada subconjunto abierto de H X,, es la unién de una familia de U (necesa-

n

riamente contable) y U C H B(X,), podemos concluir que B (HX ) o) C
[[8x
De esta forma, B (H Xn> = H B(X,). O

Recordemos la definicién de grafo de una funcién.

Definicién 2.2. Sean X,Y conjuntos. Sea f: X — Y wuna funcion. Se define el
grafo de f, denotado como gr(f), como

gr(f) ={(z.y) € X 1y = f(z)}
Proposicion 2.3. Sean X e Y espacios métricos separables, y sea f : X — Y

una funcion medible de Borel. Entonces el grafo de f es un subconjunto de Borel de
X xY.
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Demostracion. Definimos la funcién
F: XxY —YxY

de forma que F(z,y) := (f(z),y). Primero probaremos que F es medible.
Dado que f es medible Borel, se cumple que, para cualquier conjunto Borel
ACY, f7Y(A) € B(X). En particular, para cualquier A, B € B(Y), se tiene:

F Y AxB) = {(v,y) € X xY : f(x) € A,y € B}
= fY(A) x B,

con lo cual pertenece a B(X) x B(Y). Por lo tanto, F' es medible con respecto a
B(X)xB(Y)y B(Y) x B(Y). De esta forma, como X e Y son espacios metrizables
separables, por Proposicién

B(X xY)=B(X)x B(Y), y BY xY) =B(Y) x B(Y).

Asi, F' también es medible con respecto a B(X xY)y B(Y xY).

Consideremos ahora el siguiente conjunto:

A={(y,y):yeY}

Veamos que A€ es un conjunto abierto. Supongamos que (y1,y2) ¢ A, es decir,
Y1 # yo. Por tanto existen U,V abiertos con y; € U, yo € V y UNV = (). Entonces,
U x V es abierto en Y x Y y contiene a (yi,y2). Ahora,

ANUxV)=10

ya que no hay ningin punto (y,y) € U x V porque U NV = (). Por tanto, para
todo punto de A€ existe un entorno abierto contenido en el; asi A€ es abierto y, en
consecuencia, A es cerrado. Por tanto pertenece a B(Y x Y).

De esta forma, como veremos a continuacién, podemos escribir el grafo como

Veamos la igualdad. Supongamos que (z,y) € gr(f) (f(z) = y). Entonces

F(x,y) = (f(x),y) = (y,y) € A

y asi, (x,y) € F7'(A). Supongamos ahora que (z,y) € F~1(A), es decir,

F(z,y) = (f(z),y) € A
Por definicién, se cumple que f(z) =y, y, podemos concluir que (z,y) € gr(f).
Finalmente, como A € B(Y xY), se sigue que gr(f) = F}(A) e B(X xY). O

Proposicién 2.4. Sean (X, M), (Y,N) y (Z,C) espacios medibles, y sean f : (Y,N') —
(Z,C) yg: (X, M) — (Y,N) dos funciones medibles. Entonces fog: (X, M) —
(Z,C) es medible.

Demostracién. Supongamos que el conjunto C' € C. Entonces f~1(C) € N, y asi
97 (f71(C)) € M. Dado que (f o g)"'(C) = g~ (f1(C)), se sigue que f o g es
medible. O]

22



Hasta ahora, hemos considerado funciones medibles con respecto a dos espacios
medibles (X, M) e (Y, N). De forma anéloga, si A € M, una funcién f: A — Y
se dice medible si

f~1(B) € M, para todo B € N,

donde M 4 denota la o—algebra definida por
My ={ANE:E e M}

Lema 2.2. Sean (X, M) un espacio medible, e Y un espacio métrico. Entonces una
funcion f: X — Y es medible con respecto a M y B(Y') si, y solo si, para cada
funcién continua g 1 Y — R la funcion go f es medible con respecto a M y B(T,).

Demostracion. Primero supongamos que f es una funcién medible con respecto a M
y B(Y'). Por Proposicién sabemos que ¢ es una funcién medible por ser continua;
entonces, por Proposicion podemos concluir que g o f es una funcién medible.

Ahora, supongamos que para cada funcién continua g : Y — R, la funcién go f
es medible con respecto a M y 7,. Sea d la métrica de Y. Suponemos que U es un
subconjunto abierto de Y. Tenemos que la funciéon gy definida como

dist(y,U¢), siyeU
gu(y) :{ ( )

1, en caso contrario

es una funcién continua de Y en R que, ademas, satisface

U={yeY:gu(y) >0}

Como gy es continua, por hipotesis, gyo f es medible. Entonces, como el conjunto
(0,00) C R es abierto, se tiene que:

(gu o f)7'(0,00) € M.
Observamos que el conjunto f~1(U) es

Y U) = {zeX: flx)eU}
= {re X :gu(f(zx)) >0}
= {reX:(gyof)lx)>0}
= (gu o f)7(0,00),

es decir, pertenece a M. Como U C Y era un subconjunto arbitrario, concluimos
que f es medible por Proposicién [2.1 O

Para demostrar la siguiente proposicién, recordemos algunas propiedades basicas
de sucesiones de funciones medibles. En efecto, sean (X, M) un espacio medible,
A C X tal que pertenezca a M, y (f,) una sucesién de funciones medibles definidas
en A con valores en [—00, c0]. Entonces se cumple que:

= Las funciones sup f,, y inf f,, son medibles,
n n

= las funciones limsup f,, y lim inf f,, son medibles, y
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» la funcién lim f,,, cuyo dominio es el conjunto
Vi:={x € A:limsup f,(x) = iminf f,(z)},

es medible. En efecto, este conjunto puede escribirse como V = F~1({0}),
donde

F(z) :=limsup f,(x) — lim inf f,(z)

n

es una funcién medible. Como {0} es un conjunto de Borel, vemos que V' € M.

Proposicién 2.5. Sean (X, M) un espacio medible e Y un espacio métrico. Para
cada n € N, sea f, : X — Y una funcion medible con respecto a M y B(Y). Si
existe lim f,, para cada v € X, entonces la funcion f: X — Y dada por

f(z) = h'rrln fu(x)
es medible con respecto a M y B(Y').

Demostracién. Por Lema [2.2] basta con demostrar que para toda funcién continua
g:Y — R, la funcién go f : X — R es medible.

Fijamos entonces una funcién continua ¢ : Y — R. Como cada f,, es medible y
g es continua, se sigue que para cada n € N, la funcién g o f,, es medible (por Lema

239).

Por otro lado, como f(z) = lim f,(z), tenemos que

9(f(x)) = lim g(fu()),

es decir,
gof= 11’7£n(g o fn)-

Dado que cada funcién g o f,, es medible con respecto a M y B(7,), vy que el limite
puntual de funciones medibles reales es medible (como hemos recordado previamen-
te), podemos concluir que g o f es medible.

Dado que esto se cumple para cualquier funcién arbitraria continua g : ¥ — R,
f es medible. O

Proposicién 2.6. Sean (X, M) un espacio medible e Y un espacio polaco. Para
cada n € N, sea f, : X — Y una funcion medible con respecto a M y B(Y).
Entonces, el conjunto
C = {x € X : ewmste lim fn(x)}
pertenece a M. Ademds, la funcion f: C — Y definida por
(@) = lim ,(2)

es medible con respecto a Mg y B(Y').
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Demostracion. Sea d una métrica completa asociada a la topologia de Y. Veremos
primero que el conjunto C' pertenece a M.

Dado que (Y, d) es un espacio métrico completo (por ser Y polaco), el conjunto
C puede reescribirse como
¢ = {x € X : existe h’mfn(x)}
= {x € X :(fu(x)) es de Cauchy en Y}

Ahora, para cada n € N, definimos el conjunto

1
U, = {(ybyQ) €Y XY d(y,y2) < E}

Veamos que cada U, es un conjunto abierto en ¥ x Y. Sea g : Y xY — R la
funcién definida por

91, y2) = d(y1,2)-

Como d es la métrica completa que induce la topologia en Y, g es una funcién
continua. Entonces, el conjunto U, es

es decir, la imagen inversa de un abierto. Por tanto, U,, es un conjunto abierto en
Y xY. De esta forma, cada U,, € B(Y xY), y por Proposicién , también pertenece
a B(Y) x B(Y).

Por otra parte, para cada 7, 7,n € N, definimos el conjunto

Clivgon) = {2 € X s d(fia), ) < 1}

Tenemos que ver que pertenece a M. Para ello, para cada 7,5 € N, definimos la
funcion
F;j: X —YXxY,

tal que F, j(x) = (fi(x), fj(x)) para cada = € X. Por hipdtesis, cada f, es una
funcién medible con respecto a M y B(Y'). Dado un abierto bésico Uy x Uy € Y XY,

F (U x Uy) = f7H(UN) N f7H(Us) € M

Entonces, F; ; es medible con respecto a M y B(Y) x B(Y).
Procediendo de manera andloga al caso anterior, el conjunto C(i,7,n) puede
reescribirse como

C(i,j,n) = {:I: € X :g(fi(z), f3(x)) < %}
~ feexigme <1



que pertenece a M ya que es la imagen inversa de un conjunto Borel por una funcién
medible.

Por ultimo, veamos que el conjunto C' es una combinacién de los conjuntos
C(i,7,n). Tenemos que un punto de # € X pertenece a C si la sucesion (f,(z)) es
de Cauchy en Y, es decir, x € C' si, y solo si, para todo n € N, existe k € N tal que

1
para todo 7,7 > k, d(fi(x), fj(xz)) < —. De esta forma, para cada n € N, podemos
n

definir el siguiente conjunto:

1
C, = {x € X : existe k € N tal que para todo i, j > k,d(fi(x), f;(z)) < —} :
n

o equivalentemente,

¢, =N C.hn),

k oizkj>k
ya que para cada x € C),, debe cumplirse que todos los pares i,j > k estén en el

1
conjunto donde d(f;(x), f;(x)) < e De esta forma, el conjunto total es
¢ = (.
= NUNNeG.n.

n k i>kj>k

Como C(i,j,n) € M,y M es una oc—algebra (cerrada bajo uniones e intersecciones
contables), se sigue que C' pertenece a M.

Falta ver que la funcién f : C' — Y es medible con respecto a M y B(Y).
Sabemos que para cadan € N, f, : X — Y es una funciéon medible con respecto a
My B(Y'). Tomando su reestriccion a el conjunto C,

fulo (X, Mo) — (Y, B(Y))

tenemos que también es medible. Como la sucesién (f,(x)) converge para todo x €
C, podemos definir
f(z) =lim f,(z), xe€C.

Por lo tanto, por Proposicion , f es medible con respecto a M¢ y B(Y). O

Finalizamos esta seccién enunciando un resultado util acerca de las medidas
definidas sobre espacios polacos. Comencemos recordando algunos conceptos rela-
cionados con las medidas.

2.2. Medidas de Borel en espacios polacos

Recordemos la siguiente propiedad fundamental en los espacios de medida.
Observacién 2.1. Sea (X, M, u) un espacio de medida.

i) Si {Ar} es una sucesion creciente (con respecto a la inclusion) de conjuntos
que pertenecen a M, entonces

1 (U Ak) = lim 1(Ay).
k
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it) Si {Ar} es una sucesion decreciente (con respecto a la inclusion) de con-
guntos que pertenecen a M, y u(A,) < +oo para algin n € N, entonces

I (O Ak) = lim p(Ay)

Por otra parte, sea X un espacio topolégico de Hausdorff. Una medida definida
en la o-dlgebra de Borel en X se llama medida de Borel. Supongamos que M es una
o—algebra sobre X tal que B(X) C M. Una medida p sobre M se dice regular si
cumple las siguientes condiciones:

(a) Todo subconjunto compacto K C X satisface pu(K) < +oo,

(b) para todo conjunto A € M, se cumple

pu(A) = if{u(U) : A CU,U es abierto}, y

(¢) para todo conjunto abierto U C X, se cumple

pu(U) = sup{p(K): K C U, K es compacto}.

Una medida de Borel regular sobre X es una medida regular cuyo dominio es
B(X). Una medida que satisface la condicién (b) se denomina regular exterior, y
una medida que satisface (c), regular interior.

El siguiente resultado abarca todos los espacios métricos (véase Proposicion .
Para situarlo en contexto, presentaremos previamente un ejemplo de espacio de
Hausdorff en el que todo conjunto abierto es un Fj, es decir, puede expresarse como
la unién numerable de conjuntos cerrados.

Ejemplo 2.1. El siguiente es un ejemplo fundamental de un espacio de Hausdorff
en que todo conjunto abierto es un F, en (R, 7,). En efecto, dado un intervalo abierto
(a,b) C R, existe una familia numerable de intervalos cerrados que cumple con lo
buscado. Cada intervalo puede escribirse como

1 1
b) = | By
(a5) neN {aJrn’ n]’

es decir, como union numerable de conjuntos cerrados de R con la topologia usual.
Ahora, como todo abierto puede expresarse como union numerable de intervalos
abiertos, concluimos que todo abierto es F,.

Para enunciar el resultado que motiva este capitulo, en necesario introducir el
siguiente teorema.

Teorema 2.1. Sea X un espacio de Hausdorff donde cada conjunto abierto es un
F,, y sea p una medida de Borel finita en X. Entonces cada subconjunto de Borel
en X satisface que

w(A) = inf{uw(U) : ACU,U es abierto} (2.1)

p(A) =sup{u(F) : F C A F es cerrado} (2.2)
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Demostracion. Sea F la coleccién de conjuntos de Borel que satisfacen v 2.2

Primero probaremos que F contiene los abiertos de X. Sea V' C X un subcon-
junto abierto. Claramente, V' satisface

p(V)=mf{u(U) : V CU,U abierto} (2.3)
Por hipoétesis, todo abierto es un conjunto F,, asi que existe una sucesién creciente

F,, CV de cerrados tal que U F,, = V. Por Observacion (apartado i) ), se tiene

que
w(V) =lim p(F,) = sup{u(F,) : F,, CV, F, es cerrado}.
De esta forma, V € F y F contiene todos los subconjuntos abiertos de X.

Veremos que F es una o-algebra. Claramente, X € F porque es un conjunto
abierto.

Como p es finita, u(U) = p(F)+up(U\ F'), donde trabajamos con nimeros reales,
luego (U \ F) = p(U) — p(F).

Veamos ahora que F es cerrada por complementarios. Sea A € F. Entonces,
dado € > 0, existen ' C A C U, con F cerrado, U abierto y p(U \ F') < e. Tomamos
complementarios:

- Uc g Ac g FC’

= [U¢ es cerrado, F° es abierto,

n p(FN\US) = p(U\F) <e
Por lo tanto, A € F.

Por 1ltimo, falta ver que F es cerrada bajo uniones contables. Sea Ay € F, k =
1,2,.... Para cada k, existen F}, C A, C Uy, con F}, cerrado, Uy abierto y pu(Uy \

Fy) < 2—2 Sean
F=JR, U=
k k

Consideramos el conjunto A := U Ag, entonces F' C UA"“ CUy
k k

WU\ F) < p (U(Uk\m) <Y uUNF) <Y 5=

El conjunto U es abierto como unién contable de abiertos. Por otra parte, el conjunto
F no es necesariamente cerrado. Sin embargo, para cada n € N el conjunto

UF
k=1

es cerrado. Como p(U \ F) = lim p (U\ ﬂ Fk) y WU\ F) < ¢, existe un n de
k=1
forma que

M(U\OFk><€
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Esto muestra que U Ag € F, y por lo tanto, F es cerrado bajo uniones numerables.
k

En conclusién, F es una o-algebra que contiene a todos los conjuntos abiertos.
Por tanto, contiene a la o-algebra generada por los abiertos, es decir, a todos los
conjuntos de Borel. En consecuencia, para todo conjunto de Borel A C X se tiene

w(A) =inf{u(U) : ACU, U abierto}, wu(A)=sup{u(F): F C A, F cerrado}.
[

Procederemos ahora a introducir el concepto de precompacidad, también cono-
cido en espacios métricos como acotacion total. Este concepto desempena un papel
importante en el analisis de las propiedades de compacidad, especialmente en el con-
texto de espacios métricos completos y separables, como son los espacios polacos.

Definicién 2.3. Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto A C X se dice que
es precompacto si, para cada nimero real € > 0, existe un conjunto finito de puntos
T1,%9, ..., T, de X tal que

Ac | B(ay,e)
k=1

Teorema 2.2. Todo subconjunto compacto en un espacio métrico es precompacto.

Demostracion. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X un subconjunto compacto.
Consideramos el recubrimiento abierto de A dado por bolas abiertas de radio e,

U:={B(x,¢e): x € A}.
Como A es compacto, este recubrimiento admite un subrecubrimiento finito

{B(x1,€), B(xa,€),...,B(zn,€)},

es decir,
n
AC U B(xg,€) con xy,x9,...,x, €A
k=1
De esta forma, el subconjunto A es precompacto. O

Mas en general, un conjunto es precompacto si, y solo si, su clausura es compacta.
En algunos textos, para referirse a que un conjunto tenga clausura compacta se le
llama relativamente compacto. Aunque no entraremos en su demostracién, véase [0,

Th.2, Ch.4.4, p.97] .

Ejemplo 2.2. El conjunto (0,1) C R bajo la métrica usual es precompacto. Sabemos
que (0,1) = [0,1] es un conjunto compacto en R, por ser cerrado y acotado. Por
lo tanto, la clausura de (0,1) es compacta y podemos concluir que es un conjunto

precompacto.

Otra forma de ver que (0,1) es precompacto es utilizando la definicion. Sea € > 0.

1 1
Tomamosn € N tal que n > — y definimos xy, := (k+ 5) eparak =0,1,...,n—1.
€

Entonces,
n—1
0.1 UBnd = (55 UG5 U U (=D 3o
k=0



pues ne > 1 y cada bola B(xy,€) contiene el intervalo (ke, (k4 1)e). Por tanto, (0,1)
es precompacto.

Otra relacion importante entre espacios compactos y precompactos es la que se
establece a continuacién. Se usard inmediatamente en la proposicién posterior.

Teorema 2.3. Un espacio métrico (X,d) es compacto si, y solo si, es completo y
precompacto.

Una prueba de este teorema puede encontrarse en [7, Th. 45.1, Ch.7, p. 276].

Finalmente, procedemos a enunciar la propiedad de las medidas de Borel finitas
en espacios polacos.

Teorema 2.4. Toda medida de Borel finita en un espacio polaco es reqular.

Demostracion. Sean X un espacio polaco y d la métrica completa asociada a la
topologia de X. Sea p una medida de Borel finita en X.

Por Proposicién [1.6], todo subconjunto abierto de X es un conjunto F, en X. Por
lo tanto, Teorema [2.1| garantiza que cada subconjunto de Borel A de X satisface:

pu(A) = mf{p(U): ACU y U es abierto} (2.4)

p(A) =sup{u(F): F C Ay F es cerrado}. (2.5)

Probaremos una versién més fuerte de 2.5 demostrando que todo conjunto de Borel
A C X satisface

p(A) = sup{u(K): K C Ay U es compacto}. (2.6)

Primero consideramos el caso A = X. Como X es un espacio polaco, es separable
y podemos tomar una sucesién () cuyos elementos generan un subconjunto denso
en X, es decir,

{zp: ke N} = X.

Sea ¢ > 0 y n € N. Para cada m € N, definimos el conjunto abierto
% 8 B L
= Tp,— | -
De esta forma, tenemos una sucesion creciente de conjuntos abiertos

VicV, CV3C ...

Ademads, dado que la sucesion (xy) es densa en X, se cumple que

3

X = Vin-

m=1

Por lo tanto, por Observacién [2.1] se tiene
p(X) = lim pu(Vin),
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y, como por hipdtesis 1 es una medida de Borel finita, existe k, tal que
€

Entonces .
Vi) = p(X) = p(Vi,) < o

kn,
Definimos ahora el conjunto K = ﬂ U Vi = ﬂm

n k=1
Por otra parte, todo subconjunto cerrado de un espacio completo es completo, y

por tanto, K, al ser cerrado, es completo.
Ademas, observamos que, para cada n € N, el conjunto Vj es, por definicion,

la clausura de una unién finita de bolas abiertas de radio —. Fijamos x € Vj, .

Entonces existe y € Vi, con d(z,y) < ki Por definicién, existe k € {1,...,k,} tal

1
quey € B (xk, k‘_) Entonces d(x, zy) < % Con ello probamos que

n

kn 2
T e UB(xk,k—>,

k=1

es decir,
Fen 9
Vi, C B zp,—|.
k=1
Por lo tanto, V,, y en particular K C V,,, puede cubrirse mediante un niimero
finito de bolas de radio —. Como esto se cumple para todo n, se deduce que K es

Ky,

precompacto.
De esta forma, por Teorema [2.3] K es compacto.

Ademsés, K¢ = U\/_knc C U Vi, con lo cual

pE) <Y p(VE) <Y V) <y oo =e

asi,

pK) > p(X) —e
Dado que € es arbitrario, podemos concluir cuando A = X.

Consideremos ahora A C X un conjunto de Borel cualquiera.
Fijamos ¢ > 0. Dado que pu es finita, por el caso anterior existe un conjunto
compacto K C X tal que

W(K) > p(X) —
Aplicando a A, existe un conjunto cerrado F' C A de forma que

p(F) > p(A) —e.
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Por lo tanto, como K es compacto y F' es cerrado, el conjunto K N F es un
subconjunto compacto de A, y satisface

KNFCA, y pKNF)>pu(A) —2e

De la misma forma que en el caso anterior, como € es arbitrario, se cumple [2.6]

Por lo tanto, para toda medida de Borel finita u sobre un espacio polaco X, y
todo conjunto de Borel A C X, se tiene:

p(A) =mf{u(U): ACU y U es abierto} y u(A) =sup{u(K): K C Ay U es compacto},

y podemos concluir que p es regular. O]
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Capitulo 3

Conjuntos Analiticos

Los conjuntos analiticos constituyen una clase fundamental de subconjuntos en
espacios polacos. Aunque su estudio en general se enmarca dentro de la teoria de
conjuntos de Borel en espacios polacos, en este capitulo, nos centraremos exclusi-
vamente en considerar unicamente su caracterizacion como imagenes continuas de
espacios polacos. Este enfoque nos permitira aplicar directamente construcciones
topoldgicas introducidas anteriormente, como el espacio de Baire N.

3.1. Definiciéon y caracterizaciones basicas

A continuacién, presentamos la definicién de conjunto analitico que vamos a
utilizar en este contexto. Existen otras definiciones, como se puede ver en [3, Ch.6,
p.222], [10, Ch.0, p.17] y [2 Ch.6, p.19].

Definicién 3.1. Sea X un espacio polaco. Un subconjunto A de X es analitico si
existe un espacio polaco Z y una funcion continua f : Z — X tal que f(Z) = A.
En otras palabras, A es la imagen de un espacio polaco bajo una funcion continua.

La siguiente proposicion establece que la clase de subconjuntos analiticos de un
espacio polaco es estable bajo operaciones basicas como la unién y la interseccion
contable.

Proposiciéon 3.1. Sea X un espacio polaco, y sean Ay, As, ... subconjuntos analiti-
cos de X. Se tiene que |J, Ar y [, Ak son analiticos.

Demostracion. Primer probaremos que U Ay es una conjunto analitico. Como cada

k
Ay es un subconjunto analitico de X, existen un espacio polaco Z, y una funcion

continua
fk : Zk — X, tal que fk(Zk) = Ak

Consideramos la unién disjunta 2 := Z Z. que, por Proposicion , es un espacio
k
polaco. Definimos ahora la aplicacion
f:Z—X

dada por f(z) := fr(z) si z € Z, es decir, f coincide con f; sobre cada Zj. Recor-
demos que, en la topologia de la unién disjunta, un subconjunto U C Z es abierto
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si, y solo si, U N Zj, es abierto en Z; para todo k. Veamos que f es continua. Dado
un abierto U C X, tenemos

) = M),

donde cada f, Y(U) es abierto en Zj, ya que cada f, es continua. De esta forma,
f7HU) es unién de conjuntos abiertos f, '(U) C Zy. Asi, f~*(U) es un conjunto
abierto con la topologia disjunta y f es una funciéon continua. Adicionalmente, se
cumple que

£(2) = #(20) = | A

r k i u uncié inu 1 re u 1
Por lo tanto, | | Ax es la imagen de una funcién continua definida sobre un espacio
k
polaco y, por definicién, es analitico.
Veamos ahora que ﬂ Ay es un conjunto analitico. Consideramos el espacio pro-

k
ducto H Zy. (por Proposicion es espacio polaco). Definimos el subconjunto
k

A = {(zk) € HZ’“ . fi(zi) = f;i(%;) para todo i, j € N} )
k

Veamos que A es cerrado. Para ello, mostraremos que A€ es abierto. Fijamos un
punto (z;) € A° entonces existen j, k distintos tales que f;(z;) # fi(zx). Como X
es polaco, existen abiertos disjuntos U;, U, C X tales que

fi(uj) € Uy, fu(zi) € Uy y Uy N U = 0.

Dado que fj, fi son funciones continuas, existen conjuntos abiertos W, C Z; y
Wi C Zj, tales que

z; € Wi, 2z, € Wy, f;(W;) CUj y fi(Wy) C Uy.
Definimos el abierto basico W := H V., donde V := Z, paran # j,k, y V; := W;,
Vi := Wy. Entonces, W es un entorno abierto de (zx) en W := H Z,. Si tomamos

k

(z) € W, fi(25) € Uj y fu(2) € Uk, entonces f;(2]) # fu(z,). Asi, WNA =10

y A¢ es abierto. De esta forma, A es un subconjunto cerrado de HZk. Asi, por
k

Proposicién [1.3] A es un espacio polaco.

Finalmente, definimos la aplicacién f : A — X como f((2x)) := fi(z1). Por
definicién de A, todos los valores fi(zy) coinciden y, asi, la funcién esta bien definida.
Ademas, f es continua por ser composicion de proyeccion continua y f; continua.
Veamos ahora que f(A) = m Ay.. Por una parte, se cumple que, si (z) € A, entonces

f((zr)) = fi(z1) = fa(z2) :k- e f(Z)Nf(Zy)N--- = A NAyN---. De este modo,

F(A) €Ak
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Por otra parte, sixz € ﬂ Ay, entonces para cada k € N, existe z;, € Z, con fi(2x) = x,

k
con lo que (z,) pertenece a A. Ademés, claramente, f((z,)) = z. Con ello z € f(A)
y deducimos la otra inclusion.

Por tanto, m Ay es analitico, como imagen de un espacio polaco bajo una funcién

k
continua. O

Antes de presentar resultados méas generales, la siguiente proposiciéon proporciona
una familia amplia de conjuntos analiticos.

Proposicion 3.2. Sea X un espacio polaco. Entonces, cada subconjunto Gs es
analitico.

Demostracion. Sea A un subconjunto G4 de X. Por Teorema [I.1], A es un espacio
polaco con la topologia de subespacio. Consideramos la aplicacién

fiA— X, f(x)=u.

Como es la aplicacién identidad, es continua, y A = f(A). Por lo tanto, A es la
imagen continua de un espacio polaco y por definiciéon es analitico. O

Por otra parte, podemos dar un resultado similar para conjuntos F,.

Corolario 3.1. Sea X un espacio polaco. Entonces, cada subconjunto F, es analiti-
co.

Demostracion. Sea A un subconjunto F, de X. Entonces, existen cerrados F,, C X
tales que
A=|JF.
n

Por Proposicion cada F), es un espacio polaco (con la topologia de subes-
pacio). De forma andloga a la prueba de Proposicién , aplicando la identidad se
tiene que F,, = f(F,) y, por definicién, para cada n, F,, es un conjunto analitico. Por
lo tanto, por Proposicién [3.1] podemos concluir que A es un conjunto analitico. [

En la prueba de Corolario 3.1, hemos visto que todo subconjunto cerrado de un
espacio polaco es analitico. Para el caso de los subconjuntos abiertos, como todo
abierto es un conjunto Gg, por Proposicién [3.2] todo subconjunto abierto de un
espacio polaco es analitico.

3.2. Relacién con el espacio de Baire

En el capitulo anterior, presentamos el espacio de Baire, denotado como N, un
concepto fundamental en nuestro estudio de conjuntos analiticos y espacios polacos.
A continuacién, examinaremos su relacién con estos conjuntos a través de diversos
resultados que establecen importantes relaciones entre ambos.
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Teorema 3.1 (Teorema de la interseccién de Cantor). Sea (X, d) un espacio métrico
completo y sea (F,) una sucesion decreciente (con respecto a la inclusion) de conjun-

o
tos cerrados no vacios de X tal que lim diam(F,) = 0. Entonces, ﬂ F,, contiene
n—00
n=1
exactamente un solo punto, es decir,

m F, = {z} para algin x € X
n=1

Demostracion. Para cada n € N, elegimos un punto z,, € F,, y consideramos (z,)
como la sucesién de estos. Dado que (F},) es una sucesién decreciente de conjuntos,
F,+1 C F,, y se tiene que z,,z,+1 € F), para todon € N.

Este proceso se puede generalizar para m > n, y asi, si tomamos n,m € N tal
que n < m, entonces x,, € F,,. De esta forma,

d(xp, Tp) < diam(F),).

Como por hipétesis, lim diam(F,) = 0, se sigue que, para cualquier ¢ > 0, existe
n—oo

N > 0 tal que si n,m > N, entonces
d(Tp, Tpy) < €,

es decir, (z,) es una sucesiéon de Cauchy en X.

Como X es completo, la sucesion converge a un punto x € X. Ademas, el con-
junto F), es cerrado y contiene todos los términos x; con k > n. Asi, © € F,, para

todo n y
T E ﬂ F,.
n=1

[e.e]

Veamos ahora que este punto es tinico. Supongamos que existe y € ﬂ F, distinto
n=1

de z. Entonces existe § > 0 tal que d(x,y) = J. Como lim diam(F},) = 0, existe M

n—o0

tal que diam(F);) < d. Sin embargo, z,y € Fy, lo que implica que
d(z,y) < diam(Fy) < 6,

lo cual contradice que d(x,y) = J. En consecuencia, la interseccién contiene exacta-
mente un punto:

an:{x}
O

Teorema 3.2. Todo espacio polaco no vacio es la imagen de N por una funcion
continua.

Demostracion. Sea X un espacio polaco no vacio, y sea d una métrica completa
asociada. Para naturales nj,...n; consideramos la sucesién finita (ny,...n;) y el
conjunto S de todas estas sucesiones finitas. Ahora, para cada (nq,...ny) € S cons-
truiremos los subconjuntos C'(nq,...ny) de X de modo que
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(a) C(ny,...nk) es cerrado y no vacio,

1
(b) el didmetro de C(ny, ...,nk) es a lo sumo T

() C(ny,.coynp_q) = UC(nl, ey M), Y

(@ X =JC(m)

Procederemos a construirlos por induccion sobre k£ € N.

Primero, supongamos que k = 1. Como X es separable, podemos considerar
(%, )n, una sucesién cuyos elementos forman un subconjunto denso de X:

{xp, :n eN} =X

Para cada n; € N se define C'(n1) como la bola cerrada de centro x,, y radio 1, es
decir, B
C(ny) := B (xp,,1).

Cada C(ny) es cerrado y no vacio, y diam(C'(n;)) < 1. Como (2, )n, €s una sucesion
densa en X, para todo x € X existe n; € N tal que

d(x,z,,) < 1.

Por tanto, x € B(x,,,1) = C(ny) y
X =Jcom).

Supongamos ahora que k > 1 y que ya hemos construido los conjuntos cerrados
y no vacios C(ny,...,ng—1) € X que cumplen las propiedades establecidas anterior-
mente:

o diam(C(ny,...np_1)) < 17

u C’(nl,...nk_g) = U C’(nl,...nk_l), k> 2

Nk—1

Como C(ny,...ng_1) es un subconjunto no vacio y cerrado, por Proposicién , es

polaco, y asi es separable. De este modo, para cada sucesién (nq, ..., n), podemos
considerar una sucesién densa (a:gil"k))nk en el conjunto C(ny,...,ng_1). Para

cada ng € N, definimos

— 1
C’(nl, R ,nk) =B <.§U£{;1""’nk), E) N C(Tll, e nk,l).

Se cumple que C'(ny, ..., ng) es cerrado como interseccién de dos conjuntos cerrados.

— 1

Es no vacio porque xn?"”’nk) € C(ny,...,ng). Como C(ny,...,n;) C B (xglzl"“’”k), Z
i 1

su didmetro es a lo sumo T Ademds, como ($£f,?"’“))nk esdensaen C'(ny,...,ng_1),

C’(nl,...7nk,1) = UC(nl,...,nk)
ng
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De este modo, por induccién sobre k € N, hemos construido una familia de
conjuntos C(nq,...ng), con (nq,...nx) € S que satisfacen @, @ y @

Finalmente, una vez definida esta familia de conjuntos C'(ny, ..., ny), procedere-
mos a definir una funcién continua cuya imagen sea todo el espacio X.

Sea N el espacio de Baire, tal como se introdujo en Ejemplo [[.13] Sea a =
(ni,ng,...) € N. Consideramos la sucesién de conjuntos

C(n1),C(n1,n2), C(n1,ma, n3), . ..

Cada uno de estos conjuntos cumple las condiciones @ y @ establecidas

previamente. En particular, tenemos una sucesion de conjuntos cerrados no vacios

1
de X que cumplen que diam(C(ny,...,ng)) < 7 para cada k € N, por lo que

lim diam(C(ny,...,ng)) = 0.

k—o0

Teorema [3.1] garantiza que la interseccion

m C(nh R 7nk)
k=1

contiene exactamente un punto. Definimos entonces la funcién f : N — X tal que

f (@) sea el tnico punto de ﬂ C(ny,...,ng).
k=1
Primero comprobemos la continuidad de la funcién. Dotamos al espacio N de la

métrica 1

d/(a>ﬁ) = min{k eN: Q. 7é ﬂk} si o 7é ﬁv
0 sia= 0.

que metriza la topologia producto discreta y hace de N un espacio polaco.
Fijamos € > 0. Como

lim diam(C'(ny,...,n)) =0,

k—o0

existe k € N tal que

diam(C(ny,...,ng)) < €.
1
Sea 0 = a Fijamos o € N. Consideremos cualquier 8 = (my,ma,...) € N tal
que d(a, B) < 0. Esto implica que m; = n; para i = 1,..., k. Por la construccién,
entonces f(«), f(B) € C(ny,...,ny), y por tanto,

d(f(a), f(B)) <e

Esto prueba que para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que si d(«,5) < J, entonces
d(f(a), f(B)) < e. Es decir, f es una funcién continua (por serlo en cada punto).

Falta comprobar que f es sobreyectiva. Queremos ver que, para todo punto de
r € X, existe « € N tal que f(o) = z. Sea x € X. Por la propiedad [(d)] de
los conjuntos, existe n; tal que @ € C(ny); por Propiedad [(c)] existe ny tal que
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C(ny) = UC(nl,m), es decir, x € C(ny,ny), y asi sucesivamente. Repetimos el
n2

proceso inductivo y construimos una sucesion (ng)x tal que x € C(ny,...,n;) para

todo k. Entonces

v e () Cln,...om) = (@)},
k=1

y * = f(a). Podemos concluir que f es sobreyectiva.

En conclusién, hemos construido una funcién
fN—X

que es continua y sobreyectiva para un espacio polaco X cualquiera. Con lo cual,
se concluye que todo espacio polaco no vacio es la imagen continua del espacio de
Baire. 0

Podemos concluir que todo subconjunto Gs de un espacio polaco no vacio es
imagen continua de A (véase Teorema . Se trata de un tipo particular de con-
juntos analiticos que son imagen continua de N (vedse Proposicién . Ahora
generalizamos esta propiedad a cualquier conjunto analitico.

Corolario 3.2. Todo subconjunto analitico de un espacio polaco no vacio es la
imagen de N' por una funcién continua.

Demostracion. Sea X un espacio polaco, y sea A un subconjunto analitico de X.
Por definicién de estos conjuntos, existe un espacio polaco Z y una funcién continua

f:Z—X talque A= f(Z2).
Por Teorema (3.2} existe una funcién continua
g: N —Z talque Z = f(N).

Por lo tanto,
A= f(Z) = f(gN)) = (fog)(N),

es decir, A es la imagen de A bajo una funcién continua. n

A continuacién, presentamos un resultado que relaciona (indirectamente) N con
los conjuntos analiticos y sirve como caracterizacion.

Proposicion 3.3. Sea X un espacio polaco. Un subconjunto A de X es analitico si,
y solo si, existe un subconjunto cerrado de N' x X cuya proyeccion sobre X sea A.

Demostracion. Sea A C X. Supongamos que existe un subconjunto cerrado F C
N x X cuya proyeccién es A. Veremos que A es analitico. Dado que N es un espacio
polaco (ver Ejemplo , por Proposicion , el producto N/ x X es un espacio
polaco. Ademas, los subconjuntos cerrados de un espacio polaco son polacos con la
topologia de subespacio (por Proposicién .

Por otra parte, la proyeccion sobre X es una funcién continua, por lo que la
imagen de F' bajo esta proyeccién es, por definicion, un subconjunto analitico. Esto
prueba que A es analitico.
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Reciprocamente, supongamos que A C X es un conjunto analitico.

Si A = (), se tiene que A es la proyeccién del subconjunto vacio de N x X, que
es cerrado.

De lo contrario, si A # (), por Corolario [3.2] existe una funcién continua f :
N — X tal que f(N) = A. A continuacién, consideramos el grafo de f

gr(f) ={(a, f(@)) ca e N} C N x X,

y estudiamos si es un conjunto cerrado. Supongamos que (,,x,) € gr(f) es una
sucesiéon convergente en N x X a un punto («, x). Es decir,

= «, converge a « en N\,
= 1, converge a x en X,
» y para cadan € N, z, = f(a,).

Dado que f es continua, y «, converge a «, f(a,) converge a f(a). Asimismo,
al cumplirse también que x, converge a x, y ser unico el limite, necesariamente
xz = f(«). Por lo tanto,

(a,x) = (o, f()) € gr(f),
y se sigue que es un conjunto cerrado. Ademads, la proyeccién de gr(f) sobre la
segunda coordenada es precisamente A, ya que f(N) = A.

Por lo tanto, podemos concluir que A es la proyeccion de un conjunto cerrado
de N x X. O

3.3. Relacién con el espacio de Cantor

Para establecer una relacion entre nuestro estudio de espacios polacos y el espacio
de Cantor {0,1}" introducido anteriormente en Ejemplo [1.14] necesitaremos una
nocion fundamental de dimensién cero en la topologia de un espacio.

Definicién 3.2. Un espacio topoldgico (X, 1) se dice de dimension cero si admite
una base formada por conjuntos que son tanto abiertos como cerrados.

Ejemplo 3.1. En general, cualquier espacio con la topologia discreta es de dimen-
sion cero: todos los subconjuntos son simultaneamente abiertos y cerrados.

Por otra parte, si consideramos Q dotado de la topologia heredada de R, es de
dimension cero. Los conjuntos de la forma

(a,b) NQ = [a,b] N Q, a,beR\Q, a<b,

constituyen una base para la topologia y todos son abiertos y cerrados en dicha
topologia. Por tanto, Q también es de dimension cero.

Los espacios de dimension cero forman una clase particularmente 1til: son esta-
bles bajo productos, subespacios y uniones disjuntas numerables. Cabe destacar que
el espacio de Baire Ny el espacio {0, 1} son el producto de espacios de dimensién
cero, y asi, son de dimension cero.

La siguiente proposicién se usara de forma inmediata. Para ello, es necesario
presentar otro ejemplo bastante relevante de espacio polaco.
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Ejemplo 3.2. En Ejemplo vimos que todo espacio compacto metrizable era un
espacio polaco. El intervalo cerrado [0,1] es compacto con la métrica usual. Por lo
tanto, [0,1] es un espacio polaco con la topologia usual.

De esta forma, el conjunto [0, 1]N junto con la topologia producto es, por Propo-
sicion |1.5], un espacio polaco. Este espacio topologico se conoce normalmente como
el cubo de Hilbert y puede verse como el espacio de todas las sucesiones (x,) tales
que

0<zx, <1 para todon € N.

Proposiciéon 3.4. Sea X un espacio separable y metrizable. Entonces es homeo-
morfo a un subespacio de [0,1]N. Si X es polaco, es homeomorfo a un subconjunto
G5 de [O, 1]N .

Demostracion. Primero veamos que, si X es un espacio separable y metrizable,
entonces es homeomorfo a un subespacio de [0, 1]N. Como X es metrizable, existe
una métrica d que metriza la topologia de X. Ademads, como es separable contiene
un conjunto denso y numerable. Sea (z,) una sucesiéon cuyos elementos forman el
conjunto denso y numerable en X.

Para cada punto z € X, definimos una funcién

h:X —[0,1]Y, h(z) = (min{l,d(z,z,)}),

es decir, la imagen de cada punto de x € X es una sucesién donde el n-ésimo término
es el minimo entre 1 y d(z,z,). Esta funcién esta bien definida porque para cada
neN, d(z,z,) >0y h(z) <1 para todo z € X.

Supongamos que h(z) = h(y). Entonces, para cada n,

min{1,d(z,z,)} = min{1, d(y, z,)}.

Como {z, : n € N} es denso, existe una sucesién (z,, ) con d(z,z,,) < 1 para todo
ng y lim z,, = x. Con ello, d(y,z,,) = d(z,z,,) <1y lim z,, =y. Por lo tanto,
n—00 n—oo
x = y. De esta forma, la funcién es inyectiva.
Sean © € X y € > 0. Como la métrica d es continua y min(1,¢) también, la

funcién h es continua coordenada a coordenada. Como en [0, 1] tenemos la topologia
producto, la continuidad coordenada a coordenada garantiza que h es continua.

Veamos que h™' : h(X) — X es continua. Consideramos un abierto bdsico
B(zg,7). Se tiene que
(h™) " (B(xo, 7)) = h(B(zo, 7))
{h(x) : d(xg,x) <71} =
{(min{1,d(xo,z,)})}

Veamos que este conjunto h(B(xg,r)) es abierto. Fijamos h(x) con x € B(xg,r).
-5

. r .
Definimos s = d(xg,r) v sea § := > 0. Como (x,) es denso, existe z,, con

d(xn,,z) < §. Consideramos entonces el abierto basico de [0, 1]

U = B(d(zn,,x),0) x [ [0,1]
n#ny
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que contiene a h(z). Queremos ver que U C h(B(xg,7)), es decir, probamos que
h(x) es punto interior de h(B(zo,1)).
Consideramos ahora y € X y supongamos que h(y) = (t,) € U. Entonces

|tn, — d(z,xp,,)| <6,
y por la definicion de h, se tiene
|d(y, n,) — d(x, 2n,)| <6,
y d(xp,,y) < d(zn,,x) + 6 < 2§. Usando la desigualdad triangular tenemos
d(y, xo) < d(y,xn,) + d(xp,,z) +d(zg,2) <36+ +s=30+s <,

por la eleccién de §. Por tanto, y € B(xo, 1),y asi h(y) € h(B(xg,r)). En la definicién

de 9, suponemos que § < §(podemos suponer sin pérdida de generalidad). Por ello,

1
d(xp,, ) <0< .
3
Asi, |t,, —d(zy,, x)| < 0, luego t,, < d+d(x,,,x) < 20 < 1.De esta forma, t,, <1,es
decir, t,,, = min{1,d(y,z,,)} # 1 y min{l,d(y, z,,)} = d(y, z,,). Queda justificado
entonces que t € B(xg,r) y podemos concluir que h~! es continua.

La topologia inducida de h sobre su imagen coincide con la de X, porque h es una
funcién continua e inyectiva de un espacio metrizable a otro espacio metrizable, y las
funciones continuas inyectivas entre espacios métricos son homeomorfismos sobre su
imagen si la imagen hereda la métrica adecuada (aqui inducida desde el producto).
Por tanto,

h:X — h(X)cC[0,1]"

es un homeomorfismo sobre su imagen.

Probemos ahora que, si ademds X es polaco, entonces h(x) es un conjunto Gy
en [0,1]N. Dado que X es polaco y h : X — h(X) es un homeomorfismo, por
Proposicién h(X) es un espacio polaco. En consecuencia, h(X) es un subespacio
polaco de [0, 1] y, por Teorema , necesariamente h(X) es un subconjunto G5 de
[0, 1], O

Los siguientes resultados describen cémo se pueden obtener los conjuntos de
Borel en espacios polacos. Sera fundamental para establecer la relacién, comentada
previamente, entre el espacio {0, 1} y los cojuntos de Borel.

Proposicion 3.5. Todo espacio polaco es la imagen de un espacio polaco de dimen-
s10n cero por una funcion inyectiva continua.

Demostracion. Consideramos primero el intervalo [0, 1]. Definimos la funcién
00 T
F{o, 13N —[0,1],  F(ar) =Y o
k=1

que asocia a cada sucesién (x;,) € {0, 1} su desarrollo binario correspondiente en
[0, 1].
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Esta claro que todo x € [0, 1] admite un desarrollo en binario, por lo tanto existe
una sucesion () € {0, 1} tal que F((z)) = x y la funcién es sobreyectiva.

Veamos que la funcién es continua con respecto a la topologfa producto en {0, 1}
y la topologia usual en [0, 1]. Recordemos que {0, 1} es el producto infinito de espa-
cios finitos {0, 1} cada uno con la topologia discreta. Para cada k € N, consideramos
la siguientes funciones:

» La proyeccién canénica 7y : {0, 1} — {0, 1}, dada por m((z,)) = 7. Esta
funcion es continua por la definiciéon de topologia producto.

» La funcién ¢ : {0,1} — R, definida como ¢y (z) = 2x_k Dado que {0,1} estd
dotado de la topologia discreta, esta funcién es continua.

Ahora, para cada k, definimos f; := ¢y o 7 de forma que

T
= ﬁ

Cada funcién f;, : {0, 1} — R es continua como composicién de funciones conti-
nuas, de modo que podemos reescribir F' como

F((zh)) = Y fel(an)).
k=1

Tenemos que probar entonces que esta suma define una funcién continua. Para
ello, notamos que la serie converge uniformemente en {0, 1}Y. En efecto, para todo
z = (z3) € {0, 1}, se cumple que

Tl 1
@) = |5 < 5

o

y Z o5 = 1. Por lo tanto, la funcién F', definida como suma de las funciones fy, es
k=1
continua.

Los unicos puntos en [0, 1] que tienen dos desarrollos binarios distintos son aque-

m
llos de la forma on con 0 < m < 2", es decir, son la imagen de dos elementos de

{0, 1} bajo la funcién F'. Los demds puntos son imdgenes de un solo elemento de
{0, 1}, Por lo tanto, si eliminamos un subconjunto contable infinito adecuado de
{0, 1}, los puntos restantes forman un espacio tal que la funcién F se restrinja a
una biyeccién sobre su imagen.

Sea Z el subconjunto de {0, 1}" resultante al eliminar estos puntos. Entonces

Flz:7Z —[0,1]

es una biyeccion continua. Por otra parte, tenemos que Z es un subespacio de un
un espacio de dimension cero, por lo que es de dimensién cero. Ademas, como el
complementario de Z es un subconjunto contable, Z¢ es un conjunto F, en {0, 1}"
e implica que Z es G5 en {0,1}". Por Teorema Z es un espacio polaco. En
definitiva, hemos probado que [0, 1] es la imagen de un espacio polaco de dimensién
cero bajo una funcién continua e inyectiva.
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En Ejemplo Vimos que el espacio [0, 1]N es un espacio polaco. En consecuencia,
por lo anterior, [0, 1]" es la imagen del espacio polaco de dimensién cero ZN (ver
Proposicién [1.5) mediante una funcién continua e inyectiva.

Supongamos ahora que X es un espacio polaco cualquiera. Por Proposicion [3.4)
existe un homemomorfismo

G: X — GX)

donde G(X) es un conjunto G4 en [0,1]N. Ademds, como hemos visto, existe una
funcién continua e inyectiva

H:7ZN — [0, 1"

con ZN un espacio polaco de dimensién cero. Como G(X) es un Gj, su imagen
inversa H1(G(X)) en ZY, también lo es, y por tanto, por Teorema es polaco.
Sea Hj la restricciéon de H sobre este conjunto, es decir,

Hy = H|g—(qx));
entonces Hj es continua e inyectiva. Ademas,
GloH:HYGX)) — X

es continua e inyectiva. Por lo tanto, X es la imagen de un espacio polaco de dimen-
sién cero H~'(G(X)) bajo una funcién continua e inyectiva. O

Proposicién 3.6. Todo subconjunto de Borel de un espacio polaco es la imagen de
un espacio polaco de dimension cero por una funcion inyectiva continua.

Aunque no presentaremos la demostracion de esta proposiciéon, cabe senalar que
se deduce de Proposicion (3.5l Para una demostracion detallada, puede consultarse
[4, Prop. 8.2.10, p. 268].

Antes de abordar el teorema principal, necesitamos establecer algunos conceptos
y resultados fundamentales sobre los espacios métricos y separables e introducir la
definiciéon de los puntos de condensacién. Estos elementos nos permiten construir
funciones que preservan la estructura topologica de los espacios de dimensién cero
y la deseada al trabajar con los conjuntos de Borel no contables.

Definicién 3.3. Sea X un espacio métrico. Decimos que p es un punto de conden-
sacion si cada entorno de p contiene una cantidad no contable de puntos.

Lema 3.1. Sean X un espacio metrizable separable y C el conjunto de puntos de
condensacion de X. Entonces C' es cerrado y C° es contable.

Demostracion. Comencemos probando que C° es contable. Segin Observacion (1.1,
si X un espacio metrizable separable, entonces también es segundo contable. En
efecto, si d metriza la topologia de X, y D C X es un subconjunto denso contable
entonces, la coleccion de bolas abiertas B(x,r) conz € Dy r € Q,r > 0 forman una
base contable para la topologia. De esta forma, podemos tomar U una base contable
para X.

Recordemos ahora que un punto x € X no es de condensacion si existe un entorno
abierto U, € U que contiene a x y es a lo sumo contable (su cardinal es finito o
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contable). Ademés, ningin punto de U, es de condensacién, es decir, U, C C°. En
consecuencia, podemos escribir
co= J U

UzeU
zeC*®

Dado que U es una coleccion contable, y cada conjunto U, es contable, C es
contable.

Ademds, C' = X \ C¢, asi C es el complementario de un conjunto abierto (pues
C es unién de abiertos de la base), y por tanto, C' es cerrado. O

Proposiciéon 3.7. Sea X un espacio topoldgico seqgundo contable. Si'V es una familia
de subconjuntos abiertos de X, entonces existe Vy C V contable tal que

Uv=Uv
Vev VeV

Demostracion. Como X es segundo contable, existe una base contable B = {B, :
n € N} de abiertos para su topologia. Consideramos todos los elementos de la base
que estan contenidos en algin conjunto de V:

B :={B,eB: existe U e V,B, CU}.

Dado que la base es contable, B’ es contable. Para cada B, € B’ tomamos un
conjunto U, € V tal que B, C U,. Sea entonces

Vo :={U,:n €N} CV.
Veamos ahora que se cumple la igualdad

Uv=UWw

Vey Vevo

Primero, como V, C V, necesariamente se tiene

Para la otra inclusién, sea = € U V. Entonces, existe V € V tal que x € V. Como

VeV
B es base, existe algin conjunto B,, € B tal que

r € B, CV.

Luego, B, € B’ y, por construccién, B,, C V,, con V,, € V. Por lo tanto, x € V, y
hemos probado que

VeV
es decir,
Uvec v
vey Vevy
Podemos concluir que
Uv=Uv
Vey VeV,
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Lema 3.2. Sea X un espacio métrico separable de dimension cero. Y sean U un
subconjunto de X abierto y no compacto, y € > 0. Entonces, U es la union contable
de una familia infinita contable de conjuntos disjuntos, no vacios, cerrados, abiertos
y de diametro a lo sumo e.

Demostracion. Como U es un conjunto abierto y no compacto, por definicién de no
compacidad ( existe un recubrimiento abierto de U que no admite subrecubrimiento
finito), existe una familia ¢ de conjuntos abiertos de X cuya union es U, pero tal
que ninguna subfamilia finita de & cubre U. Es decir, para toda subfamilia finita
propia Uy C U, se tiene que U & U )

Vel

Sea V la coleccién de conjuntos de X definda por
V :={V C X : V es abierto, cerrado,diam(V) <e, y V C W para algin W € U}.

Como X es un espacio métrico de dimension cero, para todo punto z € X y para
todo €, existe un conjunto abierto y cerrado V' C X que contiene a x y esta contenido
en una bola de radio €. En particular, si x € U, podemos tomar dicho conjunto de
forma que esta contenido en U. Por tanto, para todo u € U, existe V € V tal que
u € V. Se sigue que podemos cubrir U con elementos de V:

v=|Jw

Vey

Ademds, como X es separable, por Observacién [L.1], también es segundo contable.
Entonces, por Proposicién [3.7], existe una subfamilia contable V, C V tal que

v=Jv=Ww

Vey Veyy

Sean ahora Vi, V5, ... conjuntos de V,. Construimos una subfamilia de subcon-
juntos disjuntos no vacios de la siguiente forma:

Wy i= Vi, Wa = Vo \ Vi, Wy i= V3 \ (Vo U V)., Wy o= Vo \ (Vay U+ U V)

Estos conjuntos son disjuntos dos a dos, abiertos cerrados, contenidos en V), de
diametros a lo sumo €, y su uniéon también cubre U. Ademas, hay infinitos de ellos,
porque si hubiera solo una cantidad finita no vacia, entonces una subfamilia fintia
de U cubriria U, contradiciendo que U no es compacto.

En conclusiéon, tenemos U como unién de una familia infinita contable de con-
juntos disjuntos, no vacios, abiertos, cerrados, y de diametro a los sumo e. O

El siguiente teorema se basa en los resultados anteriores, y serd utlizado para
establecer el corolario posterior.

Teorema 3.3. Sea X un espacio polaco, y sea B un subconjunto no contable de X.

Entonces, existe una funcion continua inyectiva f : N — X tal que f(N) C B y
B\ f(N) es contable.

46



Demostracion. Estamos bajo las condiciones de la Proposicion tenemos un sub-
conjunto de Borel de un espacio polaco. Por lo tanto, existen un espacio polaco de
dimensién cero Z y una funcién continua e inyectiva g : Z7 — X tal que g(Z) = B.
De esta forma, bastard construir una funcién continua e inyectiva h : N' — Z tal
que Z \ h(N) sea contable, ya que la funcién

fi=goh

cumple lo requerido: es continua, inyectiva y su imagen esta contenida en B, salvo
un conjunto numerable.

Primero construimos h. Sea Zy C Z el conjunto de puntos de condensacién de
Z: aquellos en los que todo entorno contiene un nimero no contable de puntos de
Z. Por Lema 3.1} Zy C Z es cerrado y Z§ es contable. Entonces, por Proposicién
1.3 es un espacio polaco. En particular, es un espacio polaco de dimensién cero por
ser Z de dimensién cero. Ademas, dado que Z§ es contable, todo punto de Zj es un
punto de condensacion de Z; (y no solo de Z). Por lo tanto, construir

h:N—Zy,CZ

tal que Zy \ h(N) sea contable bastard para que Z \ h(N') también lo sea.

Sea d una métrica completa que metriza Zy. Para cada k € N, construimos una
familia de conjuntos parametrizada por N* de la siguiente forma. Por induccién,
comenzamos con el caso & = 1: aplicamos Lema con € = 1 y siendo U el con-
junto de puntos restantes al eliminar un punto de Z; (para garantizar que U no es
compacto) al espacio Zy. Obtenemos un conjunto A(n;) para cadan; = 1,2,... tal
que

Los conjuntos A(n;) son disjuntos, no vacios, cerrados,

cada A(n;) tiene didmetro a lo sumo 1,

cada A(ny) consiste en puntos de condensacién de Zy, y

la unién UA(nl) cubre Z; menos un punto.

ni

Repetimos este procedimiento para cada A(ni) subdividiéndolo en subconjuntos
A(ny,ny) con diam(A(ny, ny)) < 1y que cumplen las deméds condiciones menciona-
das. De esta forma, repitiendo para cada k y ni,...ng_; obtenemos una coleccién
de conjuntos

A(ny,...,ng), paracadak € N, (ny,...,ng_1) € N¥
tales que

= son disjuntos, cerrados, no vacios,

» de didmetro a lo sumo —, y

k
. UA(nl, cooyng) = A(ng, ..., ng_1)—{x} (donde x es un punto de A(nq, ..., ng)
ng

garantizando asi que trabajamos con un conjunto no compacto, para poder

aplicar Lema .
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Finalmente, podemos definir la funcién
h:N—Z

tal que para cada sucesiéon (n) = (ni,na,...) € N, h((n)) sea el tnico punto en
la interseccion m A(ny, ..., ng). Esta interseccién es no vacia por construccion y se

k
cumplen las siguientes condiciones:
= la métrica es completa,

= son conjuntos cerrados, no vacios, decrecientes (respecto a la inclusién), y

» lim diam(A(ny,...,ng)) = lim — = 0.
k—o0 k—ro0

Por lo tanto, por Teorema , ﬂ A(ny,...,ng) contiene exactamente un punto.
k

Es facil de ver que h es una funcién continua e inyectiva y que Zy \ h(N) es
el conjunto contable infinito formado por lo puntos eliminados de Z; durante la
construccién de los conjuntos A(nq, ..., n;). Se sigue que Z \ h(N) es contable.

En conclusién, la funcién f := go h : N — X es continua, inyectiva, y su
imagen esta contenida en B salvo un conjunto numerable. Es decir,

f(N)C By B\ f(N) es numerable.

]

Observacion 3.1. Sabemos que todo subconjunto cerrado de un espacio compacto,
es también compacto. Ademds, un subconjunto compacto de un espacio topologico es
cerrado si el espacio es de Hausdorff.

Por otra parte, dados X,Y dos espacios topologicos, si
f: X—Y

es continua y K es un subconjunto compacto de X ; entonces f(K) es un subconjunto
compacto de Y.

Sean ahora X un espacio compacto e Y un espacio de Hausdorff. Supongamos
que f: X — Y es una funcion continua y biyectiva.

= Como X es compacto y f es continua, f(X) es compacto.

= Por otra parte, en un espacio de Hausdorff, todo subconjunto compacto es
cerrado. Por tanto, f(X), ademds de ser compacto, es cerrado en'Y .

Dado que hemos supuesto que f es biyectiva y su imagen f(X) es un conjunto
cerrado, se puede concluir que

iy — X
estd bien definida y es continua. Se sigue que f es un homeomorfismo entre X eY .
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Corolario 3.3. Todo subconjunto de Borel no contable de un espacio polaco contiene
un subconjunto que es homeomorfo a {0, 1}Y.

Demostracion. Sean X un espacio polaco y B C X un subconjunto de Borel no
contable.

Por Teorema |3.3], existe una funcién continua e inyectiva
fN—X

tal que f(N) C By, en particular, B\ f(N) es contable.

Observemos que el espacio {0, 1} es un subespacio compacto y asi cerrado (por
ser producto de compactos) del espacio de Baire A/ con la topologia producto. Con-
sideramos la restriccién de f al subespacio {0, 1} C A

f|{0,1}N : {07 1}N — f({o’ 1}N)‘

Esta funcién es continua (por ser restriccién de una funcién continua), inyectiva y su
dominio es compacto. Por Observacion , ({0, 1}) es un subconjunto compacto
de X, ya que es la imagen continua de un compacto.

Ademas, como X es un espacio polaco, en particular es un espacio de Haus-
dorff. Entonces, de nuevo, por Observacién , el subconjunto f({0,1}") también
es cerrado.

Finalmente, como f|{ 1 es una biyeccién continua de un compacto sobre un
espacio de Hausdorff, una vez mas Observacién |3.1| implica que la funcién es un
homeomorfismo. Por tanto, la imagen f[; v es homeomorfa a {0, 11N, Ademss,
dicha imagen estd contenida en B. Esto demuestra que B contiene un subconjunto
homeomorfo a {0, 1} O
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Glosario

» Si AcC X, A" denotard la clausura de A con respecto a la topologia 7 (si T viene

o . —d —T
dada por una métrica, podremos escribir A" en vez de A ).

» Denotamos por By(z,r) a la bola abierta de radio r > 0 centrada en el punto x
con respecto a la distancia d. Es decir,

By(z,r) ={y € X :d(z,y) <r}

donde X es el espacio considerado y d es la distancia que induce la topologia en
ese espacio. Y denotamos By(x,r) a la bola cerrada de radio > 0 centrada en el
punto x.

Cuando el contexto sea claro, omitiremos el subindice y escribiremos simplemente
B(z,r) para referirnos a la bola abierta respecto a la distancia correspondiente
en el espacio métrico en el que estemos tratanto.

= Se utiliza la notacién (M) para referirnos a la o-algebra generada por la familia
de conjuntos M, es decir, la menor o-algebra que contiene a todos los elementos
de M. Asimismo, B(X) denota la o-dlgebra de Borel en el espacio topoldgico
(X, 7), generada por su topologia.

= Sea A un conjunto no vacio cualquiera en un espacio métrico (X, d). Para referirnos
al didmetro del conjunto A se utiliza diam(A), y se define de la siguiente forma:

diam(A) = sup{d(z,y) : x,y € A}.
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