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Resumen

En este trabajo se estudian las funciones de primera clase de Baire. Tras una
introduccion a los conjuntos F,, Gs y a los conjuntos magros, se dedica especial
atencion a un caso particular dentro de esta categoria: las funciones semicon-
tinuas. De estas, ademds de su definicion, se presentan ejemplos y se analizan
propiedades relevantes, algunas de las cuales resultan tutiles para el estudio ge-
neral de las funciones de primera clase de Baire.

Finalmente, se profundiza en las propiedades fundamentales de esta familia y
en el conjunto que estas conforman, el cual constituye, tras el de las funciones
continuas, el sequndo escalon en complejidad dentro de la familia de funciones
medibles.

Abstract

In this work, first-class Baire functions are studied. After an introduction to
F,, Gs sets, and meager sets, special attention is given to a particular case
within this category: semicontinuous functions. For these, in addition to their
definition, examples are presented and relevant properties are analyzed, some of
which prove useful for the general study of first-class Baire functions.

Finally, the fundamental properties of this family and the set they form are exa-
maned in greater depth. This set represents, after the set of continuous functions,
the second level of complexity within the class of measurable functions.
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Introduccion

El objetivo principal del presente Trabajo de Fin de Grado es analizar las funciones de primera
clase de Baire. Para ello, utilizamos como base principal el libro A Second Course on Real Fun-
ctions [1].

Fue René-Louis Baire quien, en su tesis doctoral de 1899 titulada Sur les fonctions des variables
réelles, construy6 una clasificacién de aquellas funciones que pueden obtenerse, mediante un
proceso iterativo, como limite puntual (empezando por la familia de las funciones continuas) [2].
Con ello dio inicio al estudio de las funciones no necesariamente continuas. De ahi, surgen las
siguientes clases:

= By corresponde a las funciones continuas.

= [3; contiene las funciones que son limite puntual de una sucesién de funciones continuas.

= B,11 es el conjunto de funciones que se obtienen como limite puntual de sucesiones de
funciones que pertenecen a B,

y asi se procede por induccién transfinita hasta wi, siendo este el primer ordinal no numerable.

Se puede observar que
BoCBiCBC...

En este trabajo, nos centramos en caracterizar las funciones de primera clase de Baire, pues,
después de las funciones continuas, constituyen la familia més simple de funciones medibles. Por
ello, también se introduciran las funciones semicontinuas, ya que, como se probara mas adelante,
son un ejemplo de este tipo de funciones y presentan un interés adicional al ser funciones reales
con condiciones menos exigentes que las funciones continuas.



Capitulo 1

Algunos preliminares topolégicos

Para la realizacién de este trabajo, primero vamos a introducir algunos conceptos de topologia
que se utilizaran en el capitulo sobre funciones de primera clase de Baire. A lo largo del trabajo,
nuestro escenario consistird en R dotado de la topologia usual (salvo que puntualmente se indique
lo contrario).

Conjuntos F, y Gs

Definicion 1.1. Un conjunto A C R es F, si y solo si puede escribirse como unidn numerable
de conjuntos cerrados.

Definiciéon 1.2. Un conjunto A C R es Gs si y solo si puede expresarse como interseccion
numerable de conjuntos abiertos.

Teorema 1.3. Sea A C R. Se cumple lo siguiente:
i) Si A es abierto o cerrado, entonces A es un conjunto Fy y también Gs.
ii) A es Fy siy solo si A es Gs.

1i1) Todo conjunto contable es Fy.

Teorema 1.4. Sea A C R. Entonces:

1) La unién numerable de conjuntos F, es F,.

i1) La interseccion finita de conjuntos F, es Fy.

)
)

1i1) La interseccion numerable de conjuntos G5 es Gy.
)

w) La union finita de conjuntos Gs es Gs.

La demostraciéon de ambos teoremas puede consultarse en Teorema 6.2 de [1].
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Corolario 1.5. Si A CR es un conjunto Gs, entonces A\ A es F,.

Demostracion. Dado que A es Gy, existen conjuntos abiertos A, con n € N, tales que

A= ﬁ A,
n=1

Como consecuencia, se verifica lo siguiente

A\A=A\ ﬁAn:Zm (ﬁ An> =AnN (G Ag) = G (ANAS).

Dado que la clausura A es cerrada y cada A¢ también lo es, es posible escribir A\ A como unién
numerable de cerrados. Por lo tanto, se concluye que se trata de un conjunto Fj. O

Conjuntos magros

Veamos ahora el concepto de conjunto magro (también conocido como conjunto de primera ca-
tegoria) y demostremos algunas propiedades relevantes que serdn necesarias posteriormente.

Definicion 1.6. Un subconjunto A de R se dice magro si estd contenido en una unidn numerable
de conjuntos cerrados de R, cada uno de los cuales tiene interior vacio.

Por ejemplo, Q = quQ{q} es magro en R, y la unién numerable de conjuntos magros es magro.

Nota 1.7. Por definicion, A¢ es denso si y solo si, para todo abierto U, se tiene U N A® # ().
Obviamente, esto sucede si y sélo si Int(A) = 0. En suma, A es denso si y solo si Int(A) = 0.

A continuacién, adaptamos a nuestro ambito Teorema 48.2 de [3], con el fin de continuar estu-
diando propiedades de los conjuntos magros en R.

., 00 . . oo
Teorema 1.8. Dada una sucesion {Uy,}72, de abiertos densos en R, se tiene que (), U, es
también denso.

Esta propiedad sera util en la demostracion del siguiente corolario.

Corolario 1.9. Si un conjunto A C R es magro, entonces su complementario es denso en R.

Demostracion. Segun Nota 1.7, para probar que A¢ es denso, basta con ver que el interior de A
es vacio.

Por esa razén, suponemos por contradiccién que Int(A) # 0. Por ello, existe un abierto no vacio
U C A.

Por otro lado, por la definicién de conjunto magro, existen conjuntos cerrados A, con interior
vacio, tales que

AC [j A,.
n=1
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Es decir,

oo
UCAC (A

n=1

A continuacién, para cada n € N, consideramos el conjunto abierto AS. Como Int(A4,) = 0,
aplicando nuevamente Nota 1.7, se tiene que cada Af es denso en R.

Por Teorema 1.8, se cumple que
oo
ﬂ Af es denso en R.
n=1
Al ser un conjunto denso, sabemos que
oo
Un (A #0,
n=1
luego deducimos que existe x € U tal que

x € Ay, para todon € N.

Asi, z ¢ |J;7 | An, lo que contradice que U C [ J;7; Ap. O
Como consecuencia inmediata de Corolario 1.9 y Nota 1.7, tenemos el siguiente resultado.
Corolario 1.10. Si A es magro, entonces Int(A) = 0.

El reciproco de Corolario 1.10 no es cierto en general: existen conjuntos con interior vacio que no
SON MAagros.

Por ejemplo, Q¢ C R tiene interior vacio, pero no es magro. Si lo fuera, también R seria magro,
porque R = QU Q¢; es decir, podria expresarse como unién numerable de conjuntos magros. Por
Corolario 1.10, esto implicarfa que Int(R) = (}, lo cual es absurdo, pues Int(R) = R # (.

Sin embargo, el reciproco sera cierto si A es un conjunto F,, como veremos en la siguiente
proposicion.

Proposicion 1.11. Sea A un conjunto F,. Si el interior de A es vacio, entonces A es magro.

Demostracion. Al ser A un conjunto F, existen conjuntos cerrados A,, tales que

A= [j Ap.
n=1

Obviamente, para cada n € N,
Int(A,,) C Int(A) = 0.

Por lo tanto, cada A, es un conjunto cerrado con interior vacio. Asi, A es magro. O



Capitulo 2

Funciones semicontinuas

En este capitulo, I denotara un intervalo.
Para empezar, recordemos el concepto de funcién continua, para posteriormente poder compararlo

con el de funcién semicontinua inferiormente y funcién semicontinua superiormente.

Definicion 2.1. Se dice que una funcion f : I — R es continua si, para todo p € I, para todo
e >0, existe § > 0 tal que, si x € [ y |z — p| < d, entonces

[f(z) = f(p)l <e.

Definicion 2.2. Se dice que una funcion f: I — R es semicontinua inferiormente si, para
todo p € I, para todo € > 0, eziste 6 > 0 tal que, si x € [ y |x — p| < d, entonces

f(@) = f(p) > —e

A
f(p)
./?)p \)

Figura 2.1: Funcién semicontinua inferiormente [4].

Definicion 2.3. Se dice que una funcion f: I — R es semicontinua superiormente si, para
todo p € I, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que, si x € I y |z —p| < 0, entonces

f(@) = fp) <e
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>
m:\o6

\)
Figura 2.2: Funcién semicontinua superiormente [4].

El siguiente ejemplo nos ayudard a entender mejor estas definiciones. (Véase mas en general en
el apartado 7i) Teorema 2.8).

12
Ejemplo 2.4. Sea I = [0,1] y consideramos la funcion caracteristica en el intervalo <3, 3) :

)
).

1 sixe(,

0 sizé¢ (3,

Se trata de una funcion semicontinua inferiormente.

ol o=
WIN WINo

fz) = X(1/3,2/3)(93> = {

Demostracion. Fijamos € > 0 y p € I. Consideremos los siguientes casos:

» Caso 1: Sip ¢ (%, %), entonces f(p) = 0.

Tomamos § > 0. Sea = € I tal que |z — p| < §. Existen dos posibilidades: f(x) = 1 o
f(z) = 0. En ambos casos, se cumple que

f(z) = f(p) > —e

= Caso 2: Sipe€e (%, %), entonces f(p) = 1.
12

En este caso, consideramos 6 > 0 tal que (p — d§,p+ ) C (3, g). Si tomamos = € I tal que
|x — p| < 0, entonces f(x) =1 = f(p). Por lo tanto, tenemos

f(@) = f(p) =0> —e

Notacion 2.5. Consideremos los siguientes conjuntos:
w C(I), el conjunto de funciones continuas, con valores en R, en el intervalo I.
» CT(I), el conjunto de funciones semicontinuas inferiormente en el intervalo I.

» C (1), el conjunto de funciones semicontinuas superiormente en el intervalo I.
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Proposicién 2.6. C(I) =Ct(I)nC(1).
Demostracion. Sea f : 1 — R una funcion.
Demostraremos que, si f € C(I), entonces f € CT(I)NC~(I).

Fijamos € > 0y p € I. Como la funcion f es continua en el intervalo I, tenemos que existe § > 0
tal que, si z € I con |z — p| < J, entonces

|f(x) = f(p)] <e

Esta tltima desigualdad, que afecta al valor absoluto, puede descomponerse en dos desigualdades:
» en primer lugar, f(z) — f(p) > —¢, con lo que f € C*(I);
= por otra parte, f(z) — f(p) < e, luego f € C~(I).

Concluimos que f € CH(I)NC~ ().

Probemos que, si f € C*(I)NC~(I), entonces f € C(I).
Tomamos € > 0, p € I.

= Por una parte, como f € C*(I), existe §; > 0 tal que, si x € I con |z — p| < &1, entonces
f(@) = f(p) > —e
» Del mismo modo, como f € C~(I), existe d2 > 0 tal que, si x € I y |x — p| < d2, entonces

f(@) = fp) <e

Si ahora definimos § = min(dy,d2) > 0, tomamos x € I y |[x—p| < §, se cumplirdn simultdneamente
f(@) = f(p) > —ey f(x) = f(p) <e, es decir, [f(z) = f(p)] <e.
Concluimos que f € C(I). O

Corolario 2.7. Dada f: I — R, f € CT(I) si y solo si —f € C~(I)

Demostracidn. Demostraremos que, si f € CT(I), entonces —f € C~(I).

Por definiciéon de funcién semicontinua inferiormente, tenemos que, para todo p € I, para todo
€ >0, existe 6 > 0 tal que, si z € [ y |x — p| < J, entonces f(x) — f(p) > —e.

Si multiplicamos ambos lados de la desigualdad por —1, obtenemos que —(f(z) — f(p)) < —(—¢),
es decir,

—f(@)+ f(p) <e

Asi, —f € C~(I) por definicién de funcién semicontinua superiormente.
Probaremos finalmente que, si —f € C~(I), entonces f € C*(I).

La funciéon —f es semicontinua superiormente, por lo que tenemos que, para todo p € I, para
todo € > 0, existe § > 0 tal que, six € [ 'y |z — p| <, entonces —f(z) — (—f(p)) < e.

Nuevamente, al multiplicar por —1 en ambos lados de la desigualdad, llegamos a

f(z) = f(p) > —€
Con lo cual, f € CT(I). O
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Teorema 2.8. Sea f: I — R una funcion y sea A C I. Entonces se tiene:

i) f € CT(I) siy solo si, para todo s € R, el conjunto As = {x : f(x) > s} es abierto en I.

Esto es equivalente a decir que f~1(s,00) es abierto.

i1) xa € CT(I) si y solo si A es abierto en I.

i1i) Si f,g € CT(I), entonces f+g € CT(I) .

iv) Si f€CH(I) y A >0, entonces A\f € CT(I).

Demostracion. 1) Supongamos que f € CT(I).

i)

Consideremos s € Ry p € As. Para probar que A; es abierto en I, veamos que p es un punto
interior de Aj.

Por definicién, f(p) > s, por lo que definimos € := f(p) — s > 0.

A continuacion, dado que f es una funcién semicontinua inferiormente, existe 6 > 0 tal que,
sizely|r—p| <d,entonces se cumple que

flx) = f(p) > —e¢
= —(f(p) —s)
—f(p) + s,

con lo que f(z) > s.

Por lo tanto, para todo = € I tal que |z — p| < 0, se tiene que = € As. Esto implica que el
intervalo abierto (p — d,p + J) C As. En consecuencia, concluimos que todo punto de Ay es
punto interior y, asi, As es abierto.

Supongamos ahora que, para todo s € R, el conjunto Ay es abierto en I. Veamos que f
es semicontinua inferiormente.

Sean p € I y € > 0. Definimos sy := f(p) —e. Como f(p) > f(p) — € = sg, notamos que
p € Ag,.

Por hipétesis, As, es un conjunto abierto en I, asi que existe § > 0 tal que (p — 6§, p+ ) esta
contenido en Ay, .

Con ello, para todo = € (p — d,p + ), se tiene que f(x) > sp = f(p) — €. Esto es igual que
decir que f(z) — f(p) > —e.

Por lo tanto, concluimos que la funciéon f es semicontinua inferiormente en 1.

Suponemos que y4(z) es semicontinua inferiormente. Se quiere demostrar que A es
abierto en I. Esto se deduce del hecho de que A = Ay, = {z € I : xa(z) > %} y, por el
apartado i) de este teorema, A/, es abierto.

Suponemos ahora que A es un conjunto abierto.

Queremos demostrar que ya(z) es semicontinua inferiormente. Por el apartado ), esto es
equivalente a probar que, para todo s € R, el conjunto A; = {x € I : xa(xz) > s} es abierto
en I.

Consideramos los siguientes casos:
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s Caso s > 1:
Para todo x € I, su imagen por x4 es 0 o 1, por lo que nunca es mayor que s. Por lo

tanto,
As={z e1:xa(z)>s}=0.

s Caso s < 0:
Obviamente x4 > 0 > s. Por lo tanto,

As={z el:xa(z)>s}=1.

m Caso 0 <s< 1:
Dado que x4(z) solo toma los valores 0 y 1, los unicos x € I que pertenecen a A, son
aquellos para los cuales y4(x) = 1. Por lo tanto,

As={x el:xalx) >s} =A.

En los tres casos obtenemos que Ay es abierto.

ii1) Consideramos p € I y € > 0.

Por hipétesis, se tiene que f,g € C*(I), luego existen d; > 0 y dy > 0 tales que

€

» sizely|r—p|<dy, entonces f(x) — f(p) > —5.
€

» sizely |r—p|<ds, entonces g(x) — g(p) > —5.

Tomamos § = min{dy, da}.

Por lo tanto, para todo x € I con |x —p| < ¢

= f(z)— f(p) > —5.
= g(z) —g(p) > —3.

Sumando ambas desigualdades, obtenemos f(x) — f(p) + g(z) — g(p) > —e, es decir, f(z)+
g(z) — f(p) — g(p) > —¢, con lo cual

(f+9)@) = (f+9)) > —e
Deducimos que f +g € CT(I).

iv) Por hipétesis, f € CT(I), lo que significa que para todo p € I, para todo € > 0, existe § > 0
tal que, six € I'y |z — p| < 6, entonces f(x) — f(p) > —e.

Queremos probar que \f € CT(I). Para ello, se distinguen los siguientes casos:

s Caso A =0:
En tal caso A\f = 0; entonces, tomando cualquier p € I y € > 0, existe § > 0 tal que si
x €1y |xr—p|<d,entonces A\f(z) — Af(p) =0 > —e.

= Caso A\ # 0:
Fijamos ¢ > 0y p € I. Sea ¢; = 5. Como f € C*(I) entonces, para este ¢; > 0, existe
d > 0 tal que para todo = € I con |z — p| < 0, se tiene f(x) — f(p) > —e1 = —<, por lo
tanto, Af(z) — Af(p) > —e.

Concluimos asi que \f € C*(I).
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El siguiente corolario es una continuacion de Teorema 2.8, en el que se consideran las funciones
semicontinuas superiormente.

Corolario 2.9. Sea f: I — R una funcion y sea A C I. Entonces se tiene:

i) feC (I) siy solo si, para todo s € R, el conjunto Bs = {z : f(x) < s} es abierto en I. Es
decir, f~1(—o0,s) es abierto.

i) xa € C~(I) siy solo si, A es cerrada en I.
iii) Si f,g € C~(I), entonces, se tiene que f+ g € C~(I).
iw) Si feC (I) yA>0, entonces, se tiene que \f € C~(I).

Demostracion. La prueba de los diferentes apartados se basa en el hecho de que f € C7([) siy
solo si —f € C*T(I) (Corolario 2.7). Sin embargo, el apartado i) se demostrard a continuacién,
ya que es un poco distinto.

Se quiere demostrar que A es cerrado en I.

Por hipétesis, x4 es semicontinua superiormente, con lo que, por Corolario 2.7, —xa € CT(I).
Asi, x4c =1 — x4 es semicontinua inferiormente (por el apartado iii) de Teorema 2.8). Ademas,
por el apartado ii) de ese teorema, tenemos que A€ es abierto; es decir A es cerrado.

Si A es cerrado, entonces A€ es abierto, y, aplicando el apartado ii) de Teorema 2.8, se cumple
que xac € CT(I), es decir, 1 — x4 € CT(I).

Por ello, (1 —x4) —1 € C*(I) y, por Corolario 2.7, x4 € C~(I). O

Corolario 2.10. La diferencia entre una funcion semicontinua superiormente y una funcion
semicontinua inferiormente es una semicontinua superiormente.

Demostracién. Sea f € C~(I)y g € CT(I). Sabemos por Corolario 2.7, que —g € C~(I). Apli-
cando el apartado iii) de Corolario 2.9 a estas funciones se tiene que

fH(=9)=(—-g eC (),

como queriamos probar. O

Teorema 2.11. Sea S C CT(I).
i) St h(x) :=sup{f(x): f € S} emiste (en R) para todo x € I, entonces h € C*(I).
it) Si f,g € CT(I) entonces f A g e CT(I).

Demostracion. i) Por el apartado i) de Teorema 2.8, probar que h € C*(I) es lo mismo que
probar que el conjunto {z : h(x) > s} es abierto para cada s € R.

De acuerdo con la definiciéon de la funcién h, tenemos que,

{z:h(z) > s} = U{:L’f(l‘) > s}

fes
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Dado que cada f € S es semicontinua inferiormente, los conjuntos {z : f(x) > s} son
abiertos en I.

Por otra parte, la unién de conjuntos abiertos es abierto, por lo que deducimos que {z :
h(x) > s} es abierto (para cada s € R). En consecuencia, podemos afirmar que h € C*(I).

i1) Consideramos s € R, al igual que antes, deseamos demostrar que {z : (f A g)(z) > s} es
abierto.

Por definicién, (f A g)(z) es el minimo de ambas funciones en ese punto. Por ello, para que
sea mayor que s, es necesario que ambas funciones sean mayores que s en ese punto, es
decir,

{z:(fAg)(x)>st={{z: f(z)>s}n{x:g(x) > s}
Al tratarse tanto f como g de funciones semicontinuas inferiormente, los conjuntos {z :

f(z) > s}y {z:g(x) > s} son abiertos y, por ello, lo es la interseccién.

Concluimos asi que {x : (f A g)(z) > s} es abierto para todo s € R. O

Proposicion 2.12. Sea f : I — R una funcion mondtona creciente. Definimos, para x € I, si
x # inf I,
g(x) :==sup{f(y) 1y <z} = lim f(y)
Y=
y, si x =1inf I € I, entonces g(x) := f(x).
Entonces g € CT(I).

Demostracion. Sea xg € I con zy # inf I. Queremos demostrar que g es semicontinua inferior-
mente en xg.

Por cémo hemos definido g, tenemos que

g(xo) :==sup{f(y) :y <z} = lim f(y).

y%za

Usando la definicién de limite por la izquierda, fijado € > 0, existe § > 0 tal que, para todo
y € (xg — 0,20) N I, se cumple que

1f(y) = g(zo)| <e.
En particular, para g9 en ese intervalo, se verifica que

—e+g(zo) < f(yo) < €+ g(zo).

Sea 09 = x¢ — yo. Tomamos x € I tal que |x — xg| < Jg, entonces yo < z, y por ello, deducimos
que

g9(@) ==sup{f(y) : y <z} = f(wo)-
Como ya hemos probado anteriormente, f(yo) > g(x¢) — €. Obtenemos asi que

g(x) > f(yo) > g(wo) — ¢,

para cualquier x € I con |z — xg| < do.
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En el caso en que xy = inf I pertenezca a I, tendremos que

g(xo) = f(zo) < f(x) para todo z € I.

Asi
g(zo) <sup{f(y):y <z} = g(z) para todo x € I,
es decir
g(x) > g(zo) — € para todo € > 0.
Esto prueba que g es semicontinua inferiormente. ]

Nota 2.13. En relacion con Proposicion 2.12, cuando f es decreciente, dado que —f es creciente,
tendremos que g : I — R, definida por

g(x) =sup{—f(y):y <z} sizFinfl,

y, si x = inf I € I, entonces g(x) := —f(x), pertenece a CT(I).

Por esta razon, la funcion h : I — R definida como h := —g pertenece a C~(I). En este caso, h
queda definida a partir de f como
hz) = —sup{—f(y):y <z}

= —(—mf{f(y):y <a})
= f{f(y):y <z},

cuando x # nf I y, en el caso de que x = inf I, tenemos que h(z) = f(x).

Teorema 2.14. Sea f : [a,b] — R una funcién mondtona. Entonces existen dos funciones
acotadas g,h € C*([a,b]) tal que f = g — h.

Demostracion. Supongamos primero que la funcién f es mondtona creciente

Gracias a Proposicién 2.12, sabemos que la funcién definida para = € [a, b] como

g(w) :=sup{f(y) :y <z} = lim f(y)

Yy—x—

v g(a) := f(a), pertenece a C*([a, b]).

A continuacién, definimos la funcién h para x € [a, b] como

h(zx) := g(z) — f(2).

Seguidamente queremos probar que h es semicontinua inferiormente. Para ello, veamos que, para
s € R cualquiera, el conjunto
Vs:={xel:h(x)>s}

es abierto.

Dado que f es creciente y g es su limite por la izquierda, se cumple que f > g, y por lo tanto,
h < 0. En consecuencia, si s > 0, entonces Vs = (), luego es abierto.
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Veamos ahora que, para s < 0, el conjunto Vy es abierto. Pero antes, notemos que si existe
xo € [a,b] tal que
h(zo) = g(wo) — f(z0) = —t <0,

entonces se cumple que f(zg) > g(xo) = lim,_,,- f(y), lo que significa que f es discontinua en
g, v presenta un salto de tamafio ¢ > 0 en ese punto.

Ahora, dado r > 0, consideramos el conjunto
B_, :={x € [a,b] : h(x) < —r},

el cual corresponde al conjunto de puntos donde la funcién f presenta un salto de valor mayor o
igual que r.

Como f es mondtona creciente, en el intervalo [f(a), f(b)] solo puede haber a lo sumo M

saltos de tamano r. Si algin salto es de mayor tamano, este nimero de saltos disminuye. En
consecuencia, el conjunto B_, es finito y, por lo tanto, cerrado.

Por otra parte, para s < 0, el conjunto Vy es el complementario de B;. De ello se deduce que V;
es abierto.

De este modo, podemos afirmar que h € C*([a, b]).

Tanto g como h son funciones acotadas, ya que 0 < g < f, v h es la diferencia de dos funciones
acotadas.

Supongamos finalmente que f : [a,b] — R es mondétona decreciente. Entonces —f es mondtona
creciente y, por lo anterior, existen go, hg € C*([a,b]) con —f = go — ho.

Definiendo g := hg y h := go, obtenemos

f = ho — go- O

Corolario 2.15. Sea f : I — R. Las siguientes condiciones son equivalentes:
i) fect(I).
ii) Sia,x1,me, - €I ya=1lmy, o0 Tpn, entonces f(a) < lminf, o f(z4).

Demostracion. i) = ii) Suponemos que f es semicontinua inferiormente en I. Esto significa que,
para todo € > 0, existe § > 0 tal que si |z — a| < J, entonces f(z) — f(a) > —e.

Dado que a = lim,,_,, x,,, tenemos que, para todo § > 0, existe N € N, tal que si n > N, entonces
|z, —a| < §. Por lo tanto, para todo n > N,

f(zn) — f(a) > —e, es decir, f(x,) > f(a) —e.

Esto implica que, para todo n > N,
a) —e < inf :
f( ) €S é>nf($k)

Tomando el limite nos queda

fla) —e< lim <1’nf f(a?k)> = hnlgggff(scn)

n—oo \ k>n
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Dado que esta desigualdad se verifica para todo € > 0, podemos concluir que
f(a) < lminf f(x,).
n—oo

1) = 1) Sea a € I con a = lim,,_, x,,. Por hipétesis, se cumple que f(a) < liminf, o f(x,).
Queremos probar que f € CT(I). Lo haremos por reduccién al absurdo suponiendo que existe
e > 0, tal que para todo 0 > 0, existe x,, € I con |z, —al] <dy

f(n) — F(a) < —e, es decir, f(zn) < f(a) — €.

Usando la misma idea que antes, se concluye que
liminf f(z,) < f(a) - €,
n—oo

lo cual contradice la hipdtesis, demostrando asi que f es semicontinua inferiormente. O

Nota 2.16. Recordamos que el grafo de la funcion f : I — R es el conjunto de todos los pares
ordenados (z,y) donde y = f(z) (se puede ver en el capitulo 2 de [5]).

Teorema 2.17. Sea f : I — R una funcion cuyo grafo es un conjunto cerrado en R?. Entonces
f puede expresarse como la diferencia de dos funciones semicontinuas inferiormente.

Demostracion. Podemos observar que

1 1
f=5(f+1" =5 (fF+1).

2 2
Por eso, es suficiente probar que tanto f? como (f + 1)2 son semicontinuas inferiormente.

Comenzamos probando, por reduccién al absurdo, que f? € C*(I). Suponemos asi que, f2 ¢

cH(I).

Por Corolario 2.15, sabemos que existe una sucesién {x,}5°; en I con lim, oz, = a € I tal
que no se satisface

f*(a) < liminf f2(z,).
n—oo
Como el limite inferior siempre existe, deducimos que

f*(a) > liminf f?(z,) = b.

n—oo

Por definicién de limite inferior, existe una subsucesion {xy, }7°; con

.. 2 Y 2
hnlggff () —b—kli}ngof (@),

en particular,

0< lim A wn,) < fa).

Asi, podemos entonces trabajar directamente con esta subsucesién, considerandola como la suce-
sién {z, }°° ; mencionada al inicio.
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Ademds, la sucesion {f?(x,,)}5°; es convergente, luego acotada. Como consecuencia, { f(z,)}52,
también estd acotada.

Apoyandonos en Teorema de Bolzano-Weierstrass, sabemos que existe una subsucesion de { f (zy) }22 ;,
denotada por {f(zn,)}>2, que converge a un cierto limite A € R. Es decir,

Iim f(z,,)=XeR.

k—o0

Por lo tanto, tenemos que la sucesién {(zy,, f(2n,))}ne; tiende a (a, X). Como el grafo de f es
cerrado, (a, \) pertenece a dicho grafo. Esto implica que

fla) == kh’ngo flzn,)-

_)
Asi pues,
fAa) =\ = lim f*(z,,) =D,

k—o0

lo que contradice que b = liminf, .o f%(z,) < f?(a) y, con ello, la hipétesis de que f2 ¢ CT(I)
es falsa.

Lo anterior es vélido para el cuadrado de cualquier funcién; en particular, para (f + 1)2, con lo
que podemos concluir que esta funcién también es semicontinua inferiormente.

En conclusién, hemos probado que f2 y (f + 1)? pertenecen a C*(I). Ademds, 3 (f + 1%y
% ( 2+ 1) también pertenecen a C*(I). Debido a esto, f se puede escribir como la diferencia de
dos funciones semicontinuas inferiormente, tal como queriamos demostrar. ]

Definicion 2.18. Sea f : I — R una funcion acotada. Definimos
= fN(2) =sup{g(z) :geCT (D), g< f}  (z€])
o fH(z):=mf{h(x):heC (1), h> f} (x el

Corolario 2.19. Sea f: I — R una funcion acotada. Entonces, se cumple que

i) f1=—-(=H
i) fr=—(=H
Demostracion. i) Fijamos z € I. Por definicién,

(—=)Hz) == inf{h(z): he C~(I), h > —f}.
Por lo tanto,
—(=Hz) = —inf{h(z) : h e C~(I), h > —f}.

Ademss, si h € C~(I) y h > —f, por Corolario 2.7, —h € CT(I) y —h < f.
Por ello,

{h(@):heC (D), h > —f}  {~gla): g € CT(D), g < [}.
Del mismo modo, se puede probar la inclusién inversa, y asi demostrar la igualdad entre
ambos conjuntos.

Sustituyendo en la definicién de —(—f)¥(z), obtenemos

—(=f)Hz) = —inf{—g(z) : g €CT(I), g < f} =sup{g(z) : g € CT(I), g < f} = fT(z}.



CAPITULO 2. FUNCIONES SEMICONTINUAS 16

ii) Por el apartado i) de este teorema, tenemos que f1 = —(—f)*.
Usando esta igualdad para la funcién —f se verifica que (—f)T = —(—(—=f))¥ = —(f)*.
De este modo, obtenemos que —(—f)T = f+. O]

Teorema 2.20. Sea f : I — R acotada. Entonces f1 € CT(I),f+ e C~(I) y fT < f < f+.

Demostracion. Veamos en primer lugar las desigualdades: Tenemos que, para cada x € I, el con-
junto At := {g(z) : g € CT(I), g < f} estd acotado superiormente por f(z). Como f'(z) es el
supremo puntual de este conjunto, también debe verificar que fT(z) < f(x) para todo = € I. En
consecuencia, fT < f.

Por otra parte, el conjunto {h(x) : h € C~(I), h > f} estd acotado inferiormente por f(z). Dado
que f4(x) es el infimo puntual de este conjunto, se tiene que f+(x) > f(z). Como esto se cumple
para todo x € I, f+ > f.

Veamos ahora que fT € CH(I).

Por definicién, si g € CT(I) y g < f, entonces
fN(x) > g(x) paratodo z € I.

Ahora, tomamos p € [ y € > 0. Como g € CT(I), existe § > 0 tal que, siz € [y |x —p| < 6,
entonces
g9(z) —g(p) > —e.
Por lo tanto, usando ambas desigualdades, tenemos fT(z) > g(p) — € para cualquier g € A™.
Entonces fT(z) > sup g(p) —e= fT(p) —e.
geAt

Un razonamiento similar nos conduce a que f+ € C~(I). O

Nota 2.21. En la prueba de Teorema 2.20, hemos visto también
= sigcCT(I) yg<f, entonces g < f7.
Del mismo modo,

= sigeC (1) y f<g, entonces f* <g.

Teorema 2.22. Sean f y g funciones acotadas con valores reales en el intervalo I. Se tiene:
i) Si f <g, entonces f1 < g'.
i) infr f+(z) > inf; f(z) = inf; f1(2).

iii) f es semicontinua inferiormente si y solo si f = fT.



CAPITULO 2. FUNCIONES SEMICONTINUAS 17

Demostracion. i) Por Teorema 2.20, sabemos que f1 € Ct(D)y f1 < f. Ademas, por hipétesis,

i)

i)

se cumple que f < g. Por lo tanto,
fl<f<g
En consecuencia, fT € {h:h € CH(I),h < g}. Por consiguiente, para todo = € I, se satisface
fN(@) <sup {h(z):heCt(I),h < g} =g'(2).
Concluimos asi, fT < gT.
Dado que, para todo z € I, se cumple que f+(z) > f(x) > fT(z), entonces
frIlf fHzx) > HIlff(x) > irIlf ().
Sin embargo, la tltima desigualdad en realidad es una igualdad, como veremos a continua-
cién.
Como f es una funcién acotada, entonces M := inf; f(z) € R. Consideramos la funcién
constante g = M. Obviamente, g es continua, luego es semicontinua inferiormente. Ademas

g < f. Porlotanto, g € {g € CT(I) : g < f}, y por definicién se tiene fT > g. En particular,
inf; fT(z) > g(z) = M.

Partimos de que f es semicontinua inferiormente. Veamos que f = fT.
Por Teorema 2.20, sabemos que fT < f. Por lo tanto, solo nos queda probar que fT > f.

Por definicién de fT(x), tenemos que es el supremo del conjunto de las iméagenes de funciones
semicontinuas inferiormente que son menores o iguales que f. Como f es semicontinua
inferiormente, se deduce inmediatamente.

Tenemos que f = fT. Por Teorema 2.20, sabemos que fT € CT(I). Luego f € C*(I).
O

A continuacion, presentamos una extension de Teorema 2.22, enfocidndonos en las propiedades de
las funciones f+.

Corolario 2.23. Dadas [ y g funciones acotadas con valores reales en el intervalo I. Se cumple
lo siguiente:

i)
i)

iii)

Si f < g, entonces f+ < gt.

Supr f¢($) = supy f(v) > sup; fT(x)'

f es semicontinua superiormente si y solo si f = f+.

Demostracion. 1) Si f < g, entonces —g < —f. Empleando el apartado i) de Teorema 2.22, se

deduce que (—¢)" < (—f)T. En consecuencia, —(—f)" < —(—g)'. Finalmente, por apartado
ii) de Corolario 2.19 se concluye que f+ < gt.

Para las demostraciones de los apartados i), i7) se siguen ideas similares. O

A partir de Teorema 2.22 y de Corolario 2.23, podemos afirmar lo siguiente.
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Corolario 2.24. Si f es una funcion acotada con valores reales en el intervalo I, f es continua
si y solo si fT = f+.

Demostracion. Suponemos que f es continua. Entonces, f es semicontinua tanto superior-
mente como inferiormente. Por lo tanto, por el punto iii) de Teorema 2.22, junto con Corolario
2.23, tenemos que f = f+y f = f1. En consecuencia, f+ = fT.

Por hipétesis, ahora tenemos que f+ = fT. Segiin Teorema 2.20, se cumple que fT < f < f+.
Por lo tanto, tenemos

= fT = f, luego por el apartado iii) de Teorema 2.22, f es semicontinua inferiormente.
= f+ = f, luego por el apartado #ii) de Corolario 2.23, f es semicontinua superiormente.

Asi, hemos demostrado que f es continua. O

El siguiente teorema nos permite relacionar los valores de fTy f+ en cada punto con los valores
de f alrededor de ese punto.

Teorema 2.25. Dada una funcién acotada f, con valores reales en el intervalo I, se tiene:
i) Para todo t € I, f1(t) =1lim, s f, 1,1y f(2).
i) Para todo t € I, f+(t) = lim,_00 sup,_1 4. 1) f(z).

Demostracion. i) En primer lugar, estudiemos el limite a la derecha de la igualdad.

Empezamos definiendo, para todo t € I y todo n € N,

an(t):= if (),
(t—L+1)

que es numero real porque f es acotada.

= A continuacién, veremos que el limite

existe para todo t € 1.

Se tiene que, para cada n € N
1 1 1 1
t— o+ clt—=t+-).
n+1 n+1 n n

ant1(t) = inf f(z) > inf  f(z) = an(t).

1 1 1,1
(t— s ottma) (t—5ot+5)

Por ello,

Asi, la sucesién {a,(t)} es creciente para cada ¢t € I, con lo cual existe el limite por
ser acotada. De este modo, tenemos definida una funcién b : I — R.

En segundo lugar, veamos que h € {g € C*(I): g < f}
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» Probemos que h € CT(I).

Para ello, veamos que, dados t € I y € > 0, si y € [ estd "muy cerca de t”, entonces
h(y) > h(t) —e.

Fijamos t € I y € > 0. Por la definicién de limite, existe ng tal que, si n > ng, entonces
lan(t) — h(t)] < e.

Esto implica
an(t) > h(t) —e

si n > ng. Tomamos ahora y € I que satisfaga que |y — t| < ﬁ

. 1
Para cualquier = € [ con |z — y| < Ing > benemos que

1 1 1
p—tl <o -yl tly—tl <5+ -=—.
2’/10 2710 no

Asi, |z —t| < nio, lo que significa que
fa)ael o—yl< gt lf@)eel ot <
€T). T T =Y S & T):T y e —1t] < —
Y 2ng no

y, con ello, tenemos que
A2ng (Y) > any(t) > h(t) —e.

Ahora, como {a,(y)} es creciente,

h(y) > azny(y) > h(t) — e,

para todo y € I tal que |y —t| < ﬁ

De este modo, concluimos que h € CT(I).

= Para que h pertenezca a dicho conjunto, también tiene que cumplir que h < f.

Esta parte es inmediata. A partir de la definicién, si ¢t € I y n € N, entonces ay,(t) <
f(t). Con ello, h(t) = limy, 00 an(t) < f(2).

Finalmente, para concluir que h = fT, necesitamos demostrar que h es el supremo del
conjunto mencionado anteriormente.

» Para ello, veamos que si g € CT(I) y g < f, entonces, g < h.

Por ser g una funciéon semicontinua inferiormente, para todo ¢t € I, para todo € > 0,
existe n € N tal que, siz € Iy [z—t| < 1, entonces tenemos que f(z) > g(z) > g(t)—e.

Considerando el infimo, nos queda

an(t)= inf  f(z) > g(t) —e.
(t—Lt+1)

n

Tomamos el limite cuando n — oo y obtenemos que h(t) > g(t) — e.
Lo anterior se cumple para todo € > 0. Concluimos asi, que h(t) > g(t).
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i7) A continuacién, definimos, para todo t € I y todo n € N,

bp(t) := sup f(x).
(t—Lt+1)

Dada la relacion existente entre supremo e infimo, tenemos

()= swp f@)=— inf  (~f())
(t—L+1) (t—7t+3)

Usando el mismo argumento que en el apartado ¢), la sucesién {b,(t)} es decreciente para
cada t € I, y como esta acotada, existe su limite. Por lo tanto,

. . . . § i) +
lim b,(t) = lim (—  inf —f(x))) = — lim inf —f(x)) = —(— t).
Ji ta(0)= Y (- D (f@) =~ i () 2 -0
Por el apartado ii) de Corolario 2.19, sabemos que —(—f)T(t) = f+(#). O

Lema 2.26. Toda funcion semicontinua inferiormente y no negativa f : I — R puede extenderse
a una funcion semicontinua inferiormente R — R no negativa en R.

Demostracién. En primer lugar, supongamos que a,b € [—o00, 0] son los extremos de I, donde
a <b.

Para extender f fuera del intervalo I, definimos la siguiente funcién f: R — R
i) Siz <a:

= Sia eI, entonces f(z) := f(a).
= Sia¢ I, entonces f(x):=0

ii) Siz € I, entonces f(z) := f(x).

~—

iii) Si x> b:
Sibe I, entonces f(z) := f(b).
Sib¢ I, entonces f(z) := 0.

A continuacién, veremos que se trata de una funcién semicontinua inferiormente.
Sea p € R. Tenemos los siguientes casos:
» Caso p € (—o0,a) U (b,00):

En ambos casos, independientemente de si a,b pertenecen a I o no, f es una funcién cons-
tante en estos intervalos. Por lo tanto, al tratarse de intervalos abiertos, f es semicontinua
inferiormente.

= Caso p=a:

e Siacl:

En este caso, f(a) = f(a). Ahora, tomamos un x “cercano” a ese p. Analizamos sus
posibles valores:
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o Siz < a, tenemos f(z) = f(a). Luego
F(x) = f(a) = f(a) - f(a) =0 > —e.
o Siz > a, en este caso, x € I y con ello f(x) = f(x), obteniendo asi
f(@) = fla) = f(2) = f(a) > —e.
o Siag¢l:

Tenemos que f(a) = 0. Dependiendo del 2 que tomemos, nos encontraremos en una
de las siguientes situaciones:

o x < a, por lo tanto, f(z) = 0. Por lo tanto.
fz)=fla)=0-0=0> —e.
o x>a.Enestecaso,z€ly f(a:) = f(z). Como f es no negativa, nos queda
f(@) = fla) = f(z) =0 > —e
= Caso p=10:
Sigue el mismo razonamiento que el caso p = a.
» Caso pel\{a,b}:

Dado que f(z) = f(z) para todo x € I, y f en este intervalo es semicontinua inferiormente,
se pueden deducir directamente las desigualdades asociadas a f. 0

Antes de enunciar el siguiente teorema, recordemos una propiedad que serd utilizada en su de-
mostracion.

Nota 2.27. Recordemos que todo conjunto abierto en R es union numerable de intervalos abiertos

(an,by). Por completitud, veamos a continuacién una breve prueba.

Demostracion. Sea A C R un conjunto abierto. Definimos el siguiente conjunto:
I:={(p,q):p,a€Qconp<qy (p,q) €A}

Este conjunto es numerable, por ser un subconjunto de Q x Q.

A continuacién, probaremos que

A=Jw.q) con(pg) el

Obviamente, por definicién de los elementos de I, cada (p, q) estda contenido en A y, asi, la unién
de estos intervalos estd contenida en A.

En cuanto al otro contenido, veamos que cada punto de A pertenece a un elemento de I.
Sea x € A. Dado que A es un conjunto abierto, existe € > 0 tal que

(x —e,x+¢€) C A
Recordemos que Q es denso en R. Como resultado, existen p,q € Q tales que
r—e<p<zr<g<z-+te.

Por este motivo, tenemos que = € (p,q) C A. Por ello, z pertenece a la unién (numerable) de
estos intervalos. O
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Teorema 2.28. Sea f : I — R una funcién acotada inferiormente. Entonces, f € CT(I) si y
solo si existe una sucesion de funciones continuas f1 < fo < ... que converge puntualmente a f.

Demostracion. Podemos suponer que f > 0 (ya que, si no lo fuese, podriamos sumarle una
constante sin modificar la semicontinuidad). Adem4s, segiin Lema 2.26, podemos considerar que
I=R.

A continuacién, aproximaremos f mediante una sucesion de supremos de funciones continuas.
Por ello, para cada ¢ € QT, definimos el siguiente conjunto

Ay ={zeR: f(z) >q}.

De acuerdo con el apartado i) de Teorema 2.8, se trata de un conjunto abierto en I. Veamos que,
ademds, podemos expresar f en términos de la funcién caracteristica de los conjuntos A, de la
siguiente manera

f(@) =sup {qxa,(®) : ¢ € Q"} para cada x € R.
Esta igualdad se debe a

Fijamos x € R. Existe una sucesién estrictamente creciente de ntimeros racionales positivos
[e.e]
{qn}52, tal que
f(x) = lim g,.
n— oo

Asi, se tiene que f(x) > g y por ello, x € Ay, para todo n € N. En consecuencia,
m gnxa,, (¢) = f(2).
Por ello, sup{qXAq(ac) iq € Q“‘} > f(z).
Dado = € R, si # € 4y, entonces ¢ < f(z), y asi gxa,(x) < f(x). Con ello, se concluye que

sup {gxa,(z) : g€ Q" } < f(x),

como queriamos ver.

El objetivo de esta demostracion es encontrar una sucesiéon creciente de funciones continuas
{fn}se, tal que lim, o fn, = f puntualmente.

Supongamos que hemos probado que existe una sucesién de funciones continuas {g,}°° ; tal que
f(z) =supgn(xz) (puntualmente).
neN
Definimos la sucesién { f, }2°; de la siguiente manera: para cada x € R,
fi(@) == g1(z),

fa(x) == g1(x) V ga(x),
f3(x) == g1(x) V g2(x) V g3(2),

es decir,
fn(x) = \/ gr(x) para cadan € N.
k=1

Se puede observar que
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s f1 < fo < f3... Es decir, es una sucesion creciente de funciones. Por lo tanto,

lim fn(x) = sup fn(x)
n—00 neN

= f, es continua para toda n € N, ya que estd definida como el maximo de un numero finito
de funciones continuas. Ademas, dado que para cada k € N se cumple que g, < f, se sigue
que, para todo n € N, f,,(x) < f(z) para todo = € I.

= Se cumple que

f(‘/E) > lim fn(x) = supfn(x) > Sngn(‘/E) = f(l‘)
n—00 neN neN

Asi,
f(x) = lim f,(z).

n—o0

Por ello, basta con probar que existe una sucesién de funciones {g,}"2, continuas con f =
SUPpeN 9n-

Sabemos que f(7) = sup e+ gxAa,(T)-

Ordenamos los elementos de Q*, como una sucesién QT = {q1, g2, g3, . . . }. Asi, podemos reescribir

f(z) de la siguiente manera

f(x) = sup gnxa,, ().
neN

Sabemos que x4, 1o es una funcién continua. Entonces, necesitamos aproximar y 4, por fun-
ciones continuas. Esto se reduce a aproximar xy, donde U es un conjunto abierto. Si podemos
aproximar estas funciones mediante funciones continuas, podemos aproximar g, x4, de la misma
manera.

Como vimos en Nota 2.27, al ser U un conjunto abierto, puede expresarse como una unién
numerable de intervalos abiertos:
U= (an,bn).

neN
Tenemos asi que,

XU = SUP X(an,bn)-
neN

Asi, basta con aproximar x(qp) para a <b.

Definimos la sucesién {hy}22 ,

|z — ¢

PN [,
0 siz ¢ (a,b).

donde:

= ¢ es el punto medio del intervalo, ¢ = aTer

)

= [ es la longitud del intervalo, definida por L = b — a.

1
Se tiene que h; es continua y que h,, = (h1)=. Por ello, cada h,, es continua y, como h; toma
valores en (0,1), hy < hy <.... A continuacién, veamos que estas funciones tienden a x4 p)-
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» Tomamos =z ¢ (a,b). En este caso, hy(z) = 0 para toda n € N, luego h,(z) tiende a
X(a,b) (l’) =0.

1 o]

» Six € (a,b), entonces hy(z) = (1— p:i%c\)n Como 1 —

es un numero fijo perteneciente

L
2 2
al intervalo (0, 1), la sucesién {h,}52 tiende a 1 = x(44)(z) cuando n — oco.
Luego tenemos, para cada k € N,

— Vm bk — k .
X(agbp) = nhi& hy = sgg h;  (por ser creciente).
n

De ahi que,
XU = SUD X(ay, by) = SUP {hﬁ :n, k€ N} .
keN

Aplicando esto a cada conjunto A,,,, que es abierto, podemos escribir

XA,, = sup{hfbym in, k€ N}.

Con ello,
GmXA,, = Sup {thﬁym in, ke N} (thﬁym son continuas).

Concluimos que

J = sup gmxa,,, = sup {thfum ‘n,k,m € N} .
meN

. o k sz 0o
Es decir, los términos gmhy, , con n,k,m € N, forman la sucesién {gn}2; buscada.

Por hipétesis, tenemos que f(x) = limy, o0 fn(z) = sup,cy fn(x), donde cada f, es continua
en I para todo n € N. En particular, f,, € C*T(I).

Si ahora definimos S := {f,, : n € N} C C*(I) y, teniendo en cuenta que f(x) =sup.S, en virtud
del apartado i) de Teorema 2.11, concluimos que f € C*(I). O

Veamos cémo se modifica el teorema anterior cuando consideramos una funcién semicontinua
superiormente.

Corolario 2.29. Sea f : I — R una funcion acotada superiormente. Entonces, f € C™(I) si y
solo si existe una sucesion de funciones continuas fi > fo > ... que converge puntualmente a f.

Demostracion. Por Corolario 2.7, sabemos que, si f es semicontinua superiormente, entonces — f
es una funcién semicontinua inferiormente, luego, aplicando Teorema 2.28 a —f y considerando
. oo . . ,
la sucesiéon {—f,}22que aparece en dicho teorema, se prueba directamente. El reciproco se
demuestra facilmente. O



Capitulo 3

Funciones de primera clase de Baire

Al igual que en el capitulo anterior, I denotard un intervalo.

Teorema 2.28 y Corolario 2.29 establecen que una funciéon semicontinua es el limite puntual de
una sucesiéon monétona de funciones continuas.

Definicion 3.1. Una funcion f: I — R se dice de primera clase de Baire si f es el limite
puntual de una sucesion de funciones continuas definidas en I.

Esta definicion se puede extender a cualquier funcién f: X — R, donde X C R.

A continuacién, veremos un ejemplo de este tipo de funciones para que quede mas claro el con-
cepto.

Ejemplo 3.2. Sea f: I — R una funcion continua y derivable en I. Su derivada es una funcion
de primera clase de Baire.

Demostracion. Definimos la sucesion de funciones continuas como

fla+3) = f(2)

, para todo x € I y conn € N.

fa(z) =

Asi, vemos que estas funciones convergen puntualmente a

fla+3) — flo)

’ _ ’ _ !
Jim f(2) = lim. 1 = f(x).
Por tanto, f’ es una funcién de primera clase de Baire. ]

Notacién 3.3. Denotamos por By 6 B1(X) al conjunto de funciones de primera clase de Baire
en X.

De Teorema 2.28 y Corolario 2.29, sabemos que toda funcién semicontinua inferiormente y acotada
inferiormente, o semicontinua superiormente y acotada superiormente, es de primera clase de
Baire. La siguiente proposicion extiende este resultado.

25
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Teorema 3.4. Toda funcion semicontinua en un intervalo, sin necesidad de estar acotada, es de
primera clase de Baire.

Demostracion. Veamos en primer lugar que, si f : I — R es una funcién semicontinua inferior-
mente, entonces es de primera clase de Baire.

Empezamos definiendo la siguiente funcién

- 7
= arct = —,= .
g arctan o f <2,2>

Para ver que g es una funcién semicontinua inferiormente, usaremos el apartado i) de Teorema
2.8; es decir, probaremos que el siguiente conjunto es abierto para cada s € R :

Ay = {z:g(x) > s}
= {z:arctan(f(z)) > s}
{z: f(z) > tan(s)}.

Notemos que, dado que f es semicontinua inferiormente, el conjunto B, = {z : f(x) > r} es
abierto para todo r € R. Ahora bien, A; = Bians, es decir, Ag es abierto, como queriamos ver.
Por lo tanto, g es semicontinua inferiormente.

Por otra parte, g es una funciéon acotada, luego por Teorema 2.28, existe una sucesion creciente
de funciones continuas {g,}>2; que converge puntualmente a g (g, : I — R).

Vemos que puede existir € I y ng € N tal que gp,(z) = —F. Es por ello por lo que definimos la
siguiente sucesién de funciones {h, }°°; tal que

ha(2) := méx <gn(a:), _7” + i) .

Estas funciones son continuas por ser el maximo de funciones continuas. Adem4ds, tienden pun-
tualmente a g ya que g(z) > 5, luego existe ng € N tal que, si n > ng, entonces

luego hn () = gn(z) — g.
Por otro lado, dado que cada h;, toma valores en el intervalo (-7, 5 ), podemos definir las funciones

fn =tan(h,) para todo n € N.

Obviamente, como tan : (_7”, %) — R es continua, también lo es cada funcién f, : I — R.

Finalmente, veamos que la sucesién {f,}>%, converge puntualmente a f. Dado = € I,

nh_}n;ofn(:c) = nh_}ngotan(hn(:n))

= tan(nh;rglo hn(x))
= tang(x)

= tanarctan(f(x))
= f(=).
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Hemos probado que f es una funcién de primera clase de Baire, como pretendiamos.

El caso en que f sea semicontinua superiormente se deduce facilmente del hecho de que, si f es
semicontinua superiormente, entonces — f es semicontinua inferiormente. O

Gracias a este resultado, si f : I — R es una funcién cuyo grafo es un conjunto cerrado en R?,
entonces f es de primera clase de Baire, ya que, por Teorema 2.17, puede expresarse como la
diferencia de dos funciones semicontinuas inferiores.

En el siguiente resultado, es necesario que el intervalo I sea abierto.
Corolario 3.5. Sea h : I — R un homeomorfismo. Una funcion f : I — R es de primera clase
de Baire si y solo si g:=h~Yo f: I — I es de primera clase de Baire.

Demostracion. Como partimos de que f € Bi([), existe una sucesién de funciones continuas
{fn}>2, que converge puntualmente a f.

Podemos definir, para cada = € R, la siguiente sucesién de funciones {gy}22

gn(z) = hto fn ().

Cada funcién g, es continua, ya que es la composicién de dos funciones continuas. Ademas,

lim gn<$) = lim h~'o fn(x) = h_l(nh;rgo fn(x)) = h_l(f('r)) = g(%)

n—oo n—oo
Asi, hemos probado que g € By (I).

Si g € Bi(I), existe una sucesién {g,}°° ;, donde cada g, es una funcién continua. Esta
sucesion converge puntualmente a g.

Definimos una sucesién { f,,}°°; donde, para cada n € N, tenemos
Jni=hogn.

Podemos observar que cada una de ellas es continua.

Por otro lado, se cumple que

lim fu(2) = lim hog(x) = h( lim g,(x)) = h(g(x)) = f(2).

n—oo n—00

Lo que implica que f € Bi(I). O

Teorema 3.6. Sean f,g: I — R funciones de primera clase de Baire. Tenemos:
i) f+g€Bi(I).
i) Af € Bi(I) para todo \ € R.
iii) fg € Bi(I).

Demostracion. En primer lugar, como f, g € By([), existen dos sucesiones de funciones continuas
{fatnzs ¥y {gntnzy tales que

1Lm fo(x) = f(x) y lim g,(z) =g(x) paratodoz € I.
n—oo

n—o0
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i) Podemos definir la sucesién hy,(x) := fn(z) + gn(z) con n € N. Obviamente cada h, es
continua y, ademas, para todo z € [

lim h(z) = lim (fu(z) + gn(2)) = lm fo(z) + lim gn(2) = f(2) + g(z) = h(2).

n—oo
Concluimos que f + g € Bi(I).

i1) Fijamos A € R. Definimos la sucesién {h, }5° ; mediante h,, := Af,, con lo que

lim hn(z) = lm (Afu(z)) = A lim_fo(z) = \f(2) = h()

n—o0

para todo z € I.
Hemos probado asi que \f € By(I).

i71) Consideramos la sucesién de funciones continuas {hy, }° ; definida por hy,(x) := fn(x)gn(z),
para todo x € I.

Usando las propiedades de los limites tenemos

n—o0

De este modo, fg € Bi(I). =

El siguiente teorema demuestra que Bi([) es ademés un reticulo.

Teorema 3.7. Sean f,g: 1 — R funciones de primera clase de Baire. Tenemos:
i) fAg€Bi(l).
i) fVvgebBi(I).

Demostracion. Por hipétesis, sean {f,}22 1 v {gn}72; sucesiones de funciones continuas en I que
convergen puntualmente a f y g, respectivamente.

i) Sea hy := fn A g, para cada n € N. Es claro que cada h,, es una funcién continua, por ser
minimo de dos funciones continuas.

Veamos ahora que la sucesion {h,}>2; converge puntualmente a h. Para ello, aplicamos
propiedades de los limites y, para cada x € I, tenemos

s 9n ()}
hm gn( )}

nh—{%o hn(x) = hm min{ f,,(z)
= mln{ hm fn(x),
= mln{f(f),g(ﬂﬂ)}
= h(z)

Por lo tanto, h es de primera clase de Baire.

i1) Esta demostracién sigue la misma idea que la anterior, pero utilizando la funcién méximo.

O]
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Teorema 3.8. Sea f: I — R una funcion de primera clase de Baire. Se cumple:
i) Sih:R — R continua, entonces ho f € By(I).
i1) Si J es un intervalo y g : J — I es continua, entonces fog € By(I).

Demostracion. i) Como f € Bi(I), existe una sucesion de funciones continuas {f,}22; que
tiende puntualmente a f.

Definimos ahora, para cada n € N, la funcién h,, := ho f,, la cual es continua por ser la com-
posicién de dos funciones continuas. Ademads, la sucesion {h,}>°; converge puntualmente
a ho f ya que, para todo = € I,

lim_hn(z) = lim h(fo(z)) = h( lim fo(2)) = h(f(2)).

n—oo n—o0
Luego pertenece a By (I).

i1) Este razonamiento es similar al del apartado anterior, donde ahora trabajamos con la su-
cesién de funciones continuas definidas como h,, := f, o g para cada n € N. O

Observacion 3.9. Sea f: I — R. Definimos g : R — R como

) f(x) sizel,
g(m)—{o six ¢ l.

Entonces, f € Bi(I) si y solo si g € Bi(R).

Demostracidn. Partimos de que g € B;(R). Luego, existe una sucesién de funciones {g,}>> ,
continuas en R, cuyo limite puntual es g.

Definimos f,, como la restricciéon de g, en I. Es decir, f,(x) = gn(x) para todo = € I. Estas
funciones son continuas, y ademas, para todo x € I,

lim fn(x) = lim gn<x) - g($) = f(l‘)

n—oo n—oo

Esto demuestra que f es el limite puntual de esta sucesién de funciones continuas, lo que implica

que f € Bi(I).

Lo probaremos tnicamente para el caso en el que I es un intervalo cerrado y acotado, es
decir, I = [a, b].

Como partimos de que f € B (), existe una sucesién de funciones continuas { f,, }5° ; que converge
puntualmente a f.
A continuacién, definimos una sucesién de funciones k, : R — R, para n € N,

( . 1
0 sixz e (—o00,a— ]

(
nzt—na+1 siz€(a—2a)
kn(x) =41 siz € [a, b
—nz+nb+1 size (bb+2)
0 siz € b+, 00)

b
b
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Por otro lado, para cada n € N, definimos

fola) siz<a
() =1 fo(z) siz€la,b]
fa(b) siz>0b

Por tltimo, consideramos la sucesion {g,}° ;, donde cada elemento tiene la siguiente forma
gn(x) = fl(x)kn(x), x€R.

Para todo n € N, g, es continua, ya que es el producto de dos funciones continuas. Ademas, g,
converge puntualmente a g

» Six € [a,b], entonces

» Siz ¢ [a,b], suponemos que x < a. Como a — x > 0, existe ng € N tal que, para todo
n > ng, se cumple que z < a — %, es decir, ky(z) = 0. Por ello,

lim g,(z) =0.

n—o0

Para el caso de z > b se sigue el mismo razonamiento.
Asi, llegamos a la conclusién de que g € B (R). O
Esta extensién de f puede ser muy ttil en algunos casos en los que queramos demostrar que

ciertos tipos de funciones son de primera clase de Baire, ya que nos permite trabajar con funciones
definidas en R. El siguiente teorema es un ejemplo de esto.

Pero antes de introducir dicho teorema, recordemos que una funcién f : I — R es continua si y
solo si, para todo abierto U C R, f~1(U) es abierto en I. En el siguiente teorema, vemos una
caracterizacién similar en el caso de funciones de primera clase de Baire.

Teorema 3.10. Sea f : I — R una funcion de primera clase de Baire. Entonces, para todo
conjunto abierto U C R, el conjunto preimagen f~1(U) es un conjunto F, en I.

Demostracion. Gracias a Observacion 3.9, podemos reducir la demostracién al caso I = R, ya
9 )
que, si usamos la ¢ definida en dicha observacién, tenemos que para todo conjunto A,

A =g (AN L

Sea U un conjunto abierto en R. Como indicamos en Nota 2.27, podemos expresar U como

U= (an,bn).

3
—

Nuestro objetivo es probar que
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es un conjunto F,. Es decir, necesitamos ver que es la unién numerable de conjuntos cerrados.
Por ello, basta con fijar n € N y probar que f~!(an,b,) es F,. Con este fin, escribimos

FHan, bp) ={z: f(x) > a,} N {z: f(z) < by}

Sabemos que f € Bi(R), por lo tanto, existe una sucesién de funciones continuas {f,}5°; que
converge puntualmente a f. Por eso, podemos definir estos conjuntos usando estas funciones f,.

Por un lado, tenemos que

= {r:if@)>ap=U U NA{y:faly) 2 a+e}
g

Veamos esta igualdad.
Sea z € R. Si f(x) > a, existe € € QT tal que

@) >a+e
Como lim,, o frn(x) = f(x), entonces existe m € N tal que, para todo n € N con n > m,
fo(z) > a+¢

entonces z € A? = {y € R: f,(y) > a + €} para todo n > m. Esto implica que

x € ﬂAZL

neN
n>m

Asi concluimos que

relUU N A

e€cQ meN neN
e>0 n>m

Suponemos que x € |J U () {y: fuly) > a+ €}

ecQ meN neN
>0 n>m

Entonces, existe € > 0 con € € Q y m € N tales que, para todo n > m,
fo(x) >a+e€
Como el limite también debe cumplir esta cota

f(z) = lim f,(x) >a+e>a.

n—oo

De esta manera hemos demostrado que = € {y : f(y) > a}, como queriamos ver.

De manera andloga, aplicando la misma idea que en la primera igualdad, se obtiene

= {z:flx)<bt=U U N{y: fuly) <b—e}
Sy
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Los conjuntos {y : fu(y) > a+e} y {y: fu(y) < b—e} son cerrados por ser las preimagenes de
conjuntos cerrados a través de funciones continuas. Ademads, la interseccién de conjuntos cerrados
es cerrada. Por ello, (-, {y: fn(y) > a+c} ¥y Npomiy : fn(y) < b— e} son cerrados. Asi, por
el apartado i) de Teorema 1.3, son conjuntos de tipo F.

Finalmente, la unién numerable de conjuntos F, es también un conjunto de tipo F, (por el
apartado i) de Teorema 1.4). Asi, podemos concluir que f~!(a,b) es un conjunto F,. O

El reciproco del resultado anterior también se satisface, y se vera mas adelante (Teorema 3.25).

Sea F' C R un conjunto cerrado. Si f : I — R es de primera clase de Baire, aplicando Teorema
3.10, f~1(F€) es F,, es decir, (f~1(F))¢ es F,. Ahora, por el apartado ii) de Teorema 1.3,
concluimos que f~(F) es Gs.

De este modo, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.11. Sea f : I — R wuna funcion de primera clase de Baire. Entonces, para todo
conjunto cerrado F C R, el conjunto f~(F) es un conjunto Gy.

Como consecuencia inmediata de la definicién, obtenemos que toda funcién continua f : I — R
es de primera clase de Baire. Sin embargo, hay funciones de primera clase de Baire que no son
continuas, como es el caso de f := X{1}, que es semicontinua superiormente pero no es continua.

No obstante, el siguiente teorema muestra que, en particular, una funcién de primera clase de
Baire no puede ser discontinua en todos sus puntos. Antes de enunciarlo, veamos un lema que
necesitaremos en la demostracién.

Lema 3.12. Si A C R, entonces A\ A tiene interior vacio.

Demostracion. Suponemos, por reduccién al absurdo, que el interior no es vacio. Es decir, existen
r€Rye>0con (z—e,x+¢) CA\A

Como z € A, existe una sucesiéon {z,}5°; en A que converge a x, con lo cual existe ng € N tal
que z, € (x — €,z + €) para todo n > ng. Sin embargo, por hipdtesis, todos los puntos de ese
intervalo pertenecen a A\ A; es decir, z,, ¢ A para todo n > ng. Esto es una contradiccién, ya
que {z,}02, C A. O

Teorema 3.13. Sea f: I — R una funcion de primera clase de Baire. El conjunto de puntos de
discontinuidad de f es un conjunto magro y F,. Concretamente, f es continua en un conjunto
denso.

Demostracion. Por Observacion 3.9, consideramos el caso en que I = R.
Sean p,q € R con p < ¢g. Definimos

Apq =R\ (p,q).

A continuacién, tomamos un punto de discontinuidad a € R de f. Sabemos que existe € > 0 tal
que, para todo n € N, existe a, € R con

an—al <y f(n) ¢ (7a) €, f(a) o)
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Como f(a) € Ry Q es denso en R, existen p,q € Q tales que

p€ (fla) =€ fla)) v q€(f(a), fa)+e).
Asi,
fla) € (p,q) C (f(a) —€ f(a) +¢).

Por lo tanto, podemos concluir que existe una sucesién {a,}5° ; tal que

lim a, =a y f(an) ¢ (p,q) paratodon € N.

n—oo
Lo que significa que
an € f1(A,y) para todo n € N.
Seguidamente, definimos el conjunto
Si= U [ ( Apg) \ ™ ( q)-
P,9€Q,p<q

Veamos que S contiene a los puntos de discontinuidad de f.

Como

FH(Apg) = [ (Apg) U {puntos limite de f~'(Auq)},
S es el conjunto de puntos que son los limites de sucesiones de elementos de los f _I(qu), pero
no pertenecen al correspondiente f~1(A4p,).

Como hemos mencionado anteriormente, para cada punto de discontinuidad a, existen p,q € Q
y una sucesién {a,}2°; en f~1(4,,) que converge a a. Sin embargo, como f(a) € (p,q), se tiene
que a ¢ f~1(Apg). De este modo, a € S para todo a punto de discontinuidad de f.

Veamos ahora que S es Fj.

Por una parte, el conjunto A,, es cerrado y, por lo tanto, por Corolario 3.11, deducimos que
J71(Apq) es un conjunto Gs. A continuacién, aplicamos Corolario 1.5 para concluir que f~1(Auq)\
f71(Apg) es un conjunto F,, y en consecuencia, S también lo es (apartado i) de Teorema 1.4).

Finalmente, probemos que S es magro.

Como Lema 3.12 garantiza que el interior de cada f~1(A,,) Apy) \ F1(Apq) es vacio, podemos aplicar
Proposiciéon 1.11 y establecer que cada uno de estos conjuntos es magro. En consecuencia, S
también lo es, por ser la uniéon numerable de magros.

Asi, por Corolario 1.9, podemos concluir que el conjunto de puntos de continuidad de f es
denso. 0

Corolario 3.14. xg : R — R no es una funcion de primera clase de Baire.

Demostracion. Suponemos, por reduccion al absurdo, que se trata de una funcién de primera
clase de Baire.

Por Teorema 3.13, sabemos que el conjunto de puntos de discontinuidad de una funcién de primera
clase de Baire es un conjunto magro y F. Calculemos dicho conjunto para la funcién caracteristica
de los racionales.

Sea xg € R, existen:
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» Una sucesién de nimeros racionales {r, }>°; que tiende a xy. Como ry, € Q para todon € N,
de ahi que xq(rn) = 1.

» Una sucesion de niimeros irracionales {s,}>°; que converge a xo. Tenemos que s, € R\ Q
para todo n € Ny, por consiguiente xg(sn) = 0.

Ambas sucesiones convergen a xg, pero xo(rn,) = 1y xo(sp) — 0y asi, concluimos que

1 iste.
Jim xo(x) no existe

Por lo tanto, el conjunto de discontinuidad de xq es todo R. Sin embargo, R no es magro, ya que,
si lo fuese, por Corolario 1.10 tendriamos que su interior es vacio, lo cual es imposible porque
int(R) = R. Concluimos asi, que xg no es una funcién de primera clase de Baire. O

Nota 3.15. Sin embargo, xg : R = R es una funcion de sequnda clase de Baire (es decir, se
puede obtener como limite puntual de una sucesion de funciones de primera clase de Baire).

Demostracion. Sea Q = {q1,qo, ... }. Definimos, para cada n € N, el siguiente conjunto
n
An = U {Qk}
k=1

Cada A, es cerrado en R, ya que es unién finita de cerrados. Por ello, aplicando el apartado ii) de
Corolario 2.9, concluimos que x4, es una funcién semicontinua superiormente para todo n € N.
Debido a esto, y utilizando Teorema 3.4, cada x4, es una funcién de primera clase de Baire.

Veamos ahora que la sucesion {xa, }7°; converge puntualmente a xgq.

= Siz € Q, entonces existe g € Q tal que x = qi. Asi, x € A,, para todo n > k. Por esta
razon, lim, . x4, () =1 = xo(z).

» Siz ¢ Q, entonces z ¢ A, para todo n € N, y entonces x4, (z) =0 = xo(z).

Conseguimos asi demostrar que es una funciéon de segunda clase de Baire. O

Teorema 3.16. Sea X C R. La funcion xx : R — R es de primera clase de Baire si y solo si X
es Iy y Gs.

Demostracion. Por hipoétesis, tenemos que xx es una funcién de primera clase de Baire. Por
ello, existe una sucesién de funciones continuas {g, }>°_; que converge puntualmente a xx.

En primer lugar, veamos que X se puede escribir de la siguiente manera

=N {xGR:gm(x)Z;}: Ny {xeR:gm(:z:)>;}.

neNm>n neNm>n

Demostremos estas igualdades:
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= Probemos que X =, exNmsn {zeR:gn(z) > %}

Sea x € X. Sabemos que xx(z) = 1, luego g, () — 1. Usando la definicién de limite, para
todo € > 0, existe ng € N tal que

|gm(x) — 1| < e (conlo cual gy(z) >1—¢€) para todo m > ng.

Consideramos € = %, entonces existe n € N tal que

gm(z) > para todo m > n.

N =

Concluimos asf que z € (>, {z €R:gn(z) >3} vy, en consecuencia,

r € Upen ﬂmZn {ﬂs ER:gn(z) > %}

Por otro lado, si x ¢ X, entonces xx(x) = 0. Esto implica que g,,(x) — 0. Al igual que
antes, para todo € > 0, existe ng € N que verifica que

lgm(x)] <€ (yasi, gn(x) <€) paratodo m > ny.

Tomamos € = %; podemos afirmar que existe n € N tal que

1
gm(x) < 5 bpara todo m > n.

Por lo tanto, ¢ (>,
Ast 2 ¢ Upen Ninsn {2 €R : gm(z) > 5}

{x eER:gn(z) > %} para ningin n € N.

Gracias a esta igualdad, podemos observar que X es un conjunto F;, ya que, como cada

funcién gy, es continua, el conjunto g,;!([3,00)) es cerrado, asi como la interseccién de to-

dos estos conjuntos. Por lo tanto, X se puede escribir como unién numerable de conjuntos
cerrados, lo que implica que es un conjunto Fy, segin Teoremas 1.3 y 1.4.

= El caso de X =,y Upsn {2 €R : gm(z) > 1} se prueba de forma andloga.

Dada esta igualdad, concluimos que X también es G5, como se deduce de Teoremas 1.3 y
1.4. Esto se debe a que cada conjunto g,;l((%, o0)) es abierto y, por ello, X es la interseccién
numerable de conjuntos abiertos.

Partimos de que X es un conjunto F, y Gs. Luego, sabemos que

= Como X es un Fy, se puede escribir como

o
X = U A, con A, cerradosy A1 C Ay C ...
n=1

= X es un Gg. Por lo tanto, se representa de la siguiente manera

oo
X = m U, conU, abiertosy U DU D ...
n=1
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Es decir, tenemos las siguientes igualdades:
X=AUAU---=UNnUyN...,

de lo que deducimos que A,, C U,, para todo n € N.

Queremos construir una sucesién de funciones continuas {f,}°°; que converja puntualmente a
Xxx. Para ello, definimos, para cada n € N, la siguiente funcién

o dye ()
fnl@) = dye(x) +da, (z)’

donde dy, (z) :=inf {|v —a|:a € An} y dyc(x) :=Inf {|z — b : b € US}.

A continuacién, probaremos que cada f, es continua. Fijamos n € N.

La funcién distancia es continua. Por ello, f,, es cociente de funciones continuas. Ademads, como
A, C U,, los conjuntos A,, y US son disjuntos y cerrados. En consecuencia, no puede haber un
punto en ambas clausuras. De este modo, el denominador en la definicién de f,, no se anula (ya
que da(z) = 0 siy solo si x € A). Lo que garantiza que f,, es continua.

Por otro lado, probemos que cada f, vale 1 en A, y 0 en U:

» Sea x € Ay; entonces da, (z) = 0y dyc(xz) > 0. Por lo tanto,

dUc ([B)
() = — i,
fa(@) dye(x) £ 0
= Sea x ¢ Up; entonces dyec(x) = 0, de modo que,
0
n = ———=0.
) = 5, @

Por ultimo, veamos que la sucesién { f,}°°; converge puntualmente a xx.

= Sea x € X. Existe np € N tal que x € A,,. Ademas, dado que A; C Ay C ..., tenemos
que z € A, para todo n > ng. Por definicién de f,,, esto implica que f,(z) = 1 para todo
n > ng. Por consiguiente,

lim f,(x) = 1 = yx(a).
n—oo
» Para cualquier z ¢ X, sabemos que existe algun ng € N tal que z ¢ U,,. Puesto que
Uy DUy D ..., tenemos que = ¢ U, para todo n > ng,. Por ello, f,(z) = 0 para todo
n > ng. En consecuencia,

lim f,(z) =0.

n—0o0

De este modo, concluimos que

lim f,(x) = xx(x) paratodo z € R.

n—00

Asi, queda demostrado que xx es una funcién de primera clase de Baire. O
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Lema 3.17. Sea f : I — R una funcion acotada de primera clase de Baire, distinta de la fun-
cion constante cero. Entonces, existe una sucesion {fp}>2, de funciones continuas que converge
puntualmente a f, y tal que

|fn()| <sup{|f(x)|:xz €I} paratodot eI ytodon € N.

Demostracion. Comenzamos escribiendo la funcién f como la diferencia entre sus partes positiva
y negativa
f=r=r,
donde
fHz) =max{f(z),0} vy f(z)=mix{-f(z)0}.
Empezamos enfocdndonos en la parte correspondiente a f*, ya que el caso de f~ sigue la misma

idea.

Como, por hipétesis, f es acotada, lo es también fT. Por ello,
Ny = sup{f*(a;) tx € I} € R; es decir, f+ < Nj.

Como, por Teorema 3.7, f* es de primera clase de Baire, existe una sucesién de funciones con-
tinuas {g,}>2; que converge puntualmente a f*. A partir de esta sucesién, definimos, para cada
n € N, una nueva funcién

gh(z) :==min{g,(z), Ny}  paratodo z € I.

Cada ¢}, es continua y satisface g, < N1. Ademds, teniendo en cuenta que {g,}2 y la sucesién
constante { N7} converge, se tiene que, para todo x € I,

lim ¢/, (x) = ml’n{ lim gn(m),Nl} = min {f+(a:), Nl} = fT(x).
n—oo
En consecuencia, hemos construido una sucesién de funciones continuas {g},}° ; que tiende a f*

v que estd acotada superiormente por NVj.

Como necesitamos que la sucesion también esté acotada inferiormente por — Ny, definimos, para
todon € N,
fn(z) :=méx {g),(z),0} para todo z € I.

Dado que f > 0, se cumple que, para todo = € I,

lim f,(z) = méx{ lfim gil(:c),O} =méx { T (2),0} = f*(z).

n—0o0 n—oo

Ademas, esta sucesién satisface
0< fn <Ny (ypor lo tanto, |f,| < Ni) para todon € N.

Usando la misma idea, existe una sucesion de funciones continuas {h, }°2; que converge puntual-
mente a f~ y que verifica
|hn| < Ny :=sup{f (z):z€l}.

Finalmente, definimos, para cada n € N,

kn(z) := fo(x) — hy(x) para todo x € I.
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Podemos observar que {k;, }5° ; es una sucesién de funciones continuas que tiende a f*— f~ = f,
y satisface

|kn| < méx {Ny, No} =sup{|f(z)|:z €I} paratodoz e lytodoneN.

Por lo tanto, hemos encontrado la sucesién que estabamos buscando. O

Teorema 3.18. Sea X C R. Entonces B1(X) es uniformemente cerrado, es decir, si existe una
sucesion de funciones fi, fo,-+ € B1(X) y f = lim, 00 fr uniformemente, entonces f € B1(X).

Demostracion. Sea {f,}5°; una sucesién de funciones de primera clase de Baire que converge
uniformemente a f. Debido a esto, para todo ¢ > 0, existe N € N tal que, para todon > N y
todo x € X, se cumple que

[fn(z) = fz)] <e.

Consideramos ahora una subsucesion {gn}o2; de {fn}>2,, tal que se verifique la desigualdad
anterior tomando € = 27! para todo n € N. Es decir,

lgn(z) — f(z)] < e=2"""1 paratodo z € X.
A continuacién, definimos una sucesién de funciones {h,}5° ; de la forma
hn(x) := gn+1(x) — gn(z) para cada n € N.
Podemos ver
» Cada h, pertenece a B;(X) por ser la diferencia de dos funciones de primera clase de Baire.

= Para todo z € X,

|hn ()] = [gn+1(2) — gn(2)]
= [gn+1(x) — f(z) + f(z) — gn(2)|
< gnt1(z) = f(2)| + | f(z) — gn(z)]
<o 2ol L9

Por otro lado, vamos a ver que podemos expresar f(z) como
o0
f(x) =g1(z) + Z hn(z) para todo z € X.
Esto se debe a que

D hn=(g92—91)+ (95— g2) + - + (gn41 — gN) = —g1 + gn 41,

ya que, al tomar el limite cuando N tiende a infinito, como {g,}°%; converge uniformemente a

f, se verifica que
N

lim hp,=—g1 + hm gN+1 g1+ f,
N—o0 fo—t
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y deducimos inmediatamente la igualdad anunciada.

Dado que el objetivo de la demostracién es probar que f € Bi(X), en base a la igualdad anterior,
basta con verificar que Y7 | hy(z) € Bi(X).

Partimos de que cada h, € Bi(X), es decir, para cada n € N, existe una sucesién de funciones

continuas {s'}2°, que converge puntualmente a h,,.

Definimos, para cada i € N, la funcién
oo
ti(x) = Z si'(z), paratodo z € X.
n=1

Queremos probar que cada t; es continua. Para ello, podemos suponer, por Lema 3.17, que

|si'(z)] < 27" para todo i € Ny todo z € X.

Gracias a esta acotacién, podemos aplicar Criterio M de Weierstrass con M,, = 27" vy, concluir
que

o0
E sit converge uniformemente para cada i € N,
n=1

ya que la serie > 7, 27" es geométrica con razén |r| = % < 1, y por lo tanto es convergente.

Finalmente, por Teorema de la continuidad del limite uniforme, ¢; es continua para cada ¢ € N.

Por ultimo, queremos probar que la sucesién de funciones {t;}°; converge puntualmente a
>0 | hn(x). Para ello, hay que probar que, para todo z € X y para todo € > 0, existe ig € N tal
que, para todo 7 > 1, se tiene que

M8

[ti(x) = ) hn(z)| <€

n=1

Con este objetivo, tomamos x € X. Sea € > 0. Tenemos

= Como Y -7, s converge, entonces para todo ¢ € N, existe N; € N tal que

n=N1+1

» Al igual que antes, aplicando Criterio M de Weierstrass y teniendo en cuenta que |h,| <
M,, = 27", concluimos que la serie )~ h, es convergente. Por lo tanto, existe No € N

con
= €
> (@) <3
n=No+1
Tomamos N = max{Nj, N2}, nos queda
= € = €
Yoost@)| <z oy | D hal@)| <z,
3 3
n=N+1 n=N+1
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luego
o9 N 9] 00
ti(x) =) ha(@)| < D (s3(@) = ha(@)| +| D si@)|+| Y halw)
n=1 n=1 n=N-+1 n=N-+1
N
< D (s7@) — hal@)| + 5+ 5
n=1

Falta acotar el primer término. Sabemos que, para cada n € N, {s}7°, converge puntualmente
a hy. Tomando € = 5%, existe i1 € N suficientemente grande tal que, para todo i > i1, resulta
que

|si'(z) — hn(z)] < - paran=1,..., N.

v 3N
Por lo tanto, si i > i1,
N N N oo € €
;(s?(x) — ha(@))| < Z |57 (%) = ()] < Z NN 33

Concluimos asi que
o
ti(z) = > ()| <e.
n=1

Es decir, existe una sucesién de funciones continuas {#;}5° ; que tienden puntualmente a y - | hy ().
Por lo tanto, ese sumatorio pertenece a B1(X), lo que implica que f € B;(X) por el apartado i
de Teorema 3.6. O

Corolario 3.19. Las funciones mondtonas son de primera clase de Baire.

Demostracion. Estudiaremos primero el caso de las funciones mondétonas en un intervalo acotado
[a, b]. El hecho de que sean de primera clase de Baire se deriva de Teorema 2.14, que establece que
tales funciones pueden expresarse como la diferencia de dos funciones semicontinuas acotadas.
Como se deduce de Teorema 3.4, tales funciones pertenecen a Bi([a,b]). Por lo tanto, podemos
concluir que las funciones mondétonas también deben ser funciones de primera clase de Baire.

A continuacién, consideramos el caso en que f : I — R sea una funcién mondtona, pero no
acotada.

Para cada n € N, definimos la funcién
fn(z) := min {max {f(z), —n},n} paratodo z € I.
De manera equivalente, para todo x € I, cada funcién f, tiene la siguiente forma

—n  sif(z) < —n
ful@) = f(x) sif(z) € (-n,n)
n, si f(z) >n

Podemos observar que cada f,, es mondtona y acotada, ya que toma valores entre —n y n. Por lo
comentado anteriormente, cada f,, es de primera clase de Baire.
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Por otro lado, para cada x € I, se verifica que

I fn(z) = f(2).

n—oo

Asi, Teorema 3.18 nos permite concluir que f € By (I). O

El siguiente resultado guarda una estrecha relacién con Teorema 3.13.

Teorema 3.20. Sea f : I — R una funcion que tiene solo un niumero contable de puntos de
discontinuidad. Entonces es de primera clase de Baire.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, por Corolario 3.5, podemos suponer que f es acotada.
Debido a esto, Teorema 2.20 nos garantiza que fT € C*(I)y f+ € C~(I). En consecuencia, por
Teorema 3.4, estas funciones son de primera clase de Baire.

A continuacién, definimos
w= f+¥— fI.
Tenemos que

i) 0< f— T < w, ya que, por Teorema 2.20, se cumple que fT < f < f+.

i1) El conjunto {x : w(xz) > 0} es contable, ya que es el conjunto de puntos donde f es
discontinua. En efecto, aplicando Corolario 2.24, sabemos que f es discontinua en aquellos
puntos donde fT # f4, es decir, fT < f+. Esto equivale a aquellos en los que w > 0.

ii1) Por Corolario 2.10, w es semicontinua superiormente y, ademads, es acotada (por serlo f).

Nuestro objetivo es probar que f € By(I). Dado que
F=f+ -1
y f1 € Bi(I), basta con probar que f — fT es de primera clase de Baire.

Sea n € N. Por Teorema 3.18, basta con construir una funcién g, € By (I) tal que
4 1
g < f—[f" <gn+t w’

ya que la sucesion {g,}°2, tiende a f — fT.

Fijamos n € N. Por i), el conjunto A := {m el:wx)> %} es contable. Ademas, dado que w es
semicontinua superiormente, A es cerrado y, por el apartado i) de Teorema 1.3, es un conjunto

Gs.

Sea A’ C A. Por el apartado i) de Teorema 1.3, todo conjunto contable es un conjunto Fy; en
particular, A" es F,.

Segtin el apartado ii) de Teorema 1.3, el complementario (A")¢ es un conjunto Gg. Esto implica
que A\ A" = AN (A")¢, es decir, la interseccién de dos conjuntos Gg, y por el apartado iii) de
Teorema 1.4, también es Gs. Concluimos asi que A\ A’ es un conjunto contable, Fy, y Gs.

Aplicando Teorema 3.16, sabemos que x 4\ a» € Bi([). Como consecuencia, podemos concluir que

si B C A, entonces xp € Bi(I).
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A continuacién, para m € N, definimos

Bm::{xGI:

m
n

< (/- Mo < “E.
Sea

o0
gn(T) = Z TXBm(‘T) para todo x € I.
n
m=1

Como f — fT es acotado, existe M > 0 tal que, para todo = € I, |(f — f1)(z)| < M. Obviamente,
existe N € N tal que % > M. Esto implica que, para todo m € N con m > N

T M > (f — fM)(x) paratodoz e,
n
luego, el conjunto B, es vacio, y por lo tanto,

XB,,(z) =0 paratodo x € I y todo m > N,

con lo cual g, consiste en una suma finita de funciones Zyp .
n n m

Ademsds, cada B, es un subconjunto de A. Esto se debe a que si x € B,,, sabemos que
o <(f = fM(z) <w(z) (apartado i)).
n

Asi concluimos que w(z) > %, y por ello, z € A.

Como probamos anteriormente, al tratarse de un subconjunto de A, tenemos que
XB,, € Bi(I) paratodan € N.

Gracias a esto, sabemos que g, € Bi(I), ya que es la suma finita de funciones de primera clase
de Baire.

1

Por tltimo, veamos que g, < f — fT < g, + ~conneN.

= Sea x € I tal que (f — f1)(x) = 0.

En este caso, tenemos que no existe ningin my € N tal que x € B,,,. En consecuencia,
gn(x) = 0. Por ende, se cumple la desigualdad

1
o

0= gula) < (7~ /1)) =0 < gue) +

» Tomamos z € I tal que (f — f1)(z) # 0.

Existe mo € N tal que x € By, por definicién de este conjunto, se cumple que 7¢ <
(f = fN)(2). Ademds, tenemos que g,(z) = 2. Por lo tanto,

mo

= g(a) < (f = [N)(2).

n

Por otro lado, dado que z € B,,,,

mog+1 mg 1 1
n n n

(f = =) <
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En resumen, se cumple la desigualdad que queriamos probar para todo x € I. ]

Gracias al teorema anterior, podemos concluir que las funciones continuas por la derecha o por la
izquierda son de primera clase de Baire. Esto se debe a que existe un teorema (cuya demostracién
se encuentra como Teorema 7.7 en [1]) que dice lo siguiente:

Teorema 3.21. Sea f una funcion en R. Entonces, el conjunto de puntos x € R en los que existe
al menos uno de los limites laterales f(xz+) o f(x—), pero f no es continua en x, es contable.

En particular, si f es continua por la derecha, entonces el limite lateral derecho f(z+) existe para
todo x € R. En consecuencia, el conjunto de puntos donde f es discontinua es contable. Por lo
tanto, aplicando Teorema 3.20, concluimos que f € Bj(I). El caso en que f es continua por la
izquierda es analogo.

A continuacién, para completar la caracterizacién iniciada en Teorema 3.10, vamos a probar su
reciproco. Antes de eso, necesitamos introducir los conjuntos splitting, que nos ayudaran en dicha
demostracién.

Definicion 3.22. Sean Ai, Ao, ..., An conjuntos F, cuya union es R. Un conjunto X C R se
dice splitting si existen conjuntos Fy, disjuntos Q1,Qo,...,QN tales que

N
UQi:X’ Q; C A; para cada i € {1,2,...,N}.
i=1

Veamos unas propiedades ttiles de estos conjuntos.

Proposicion 3.23. Sea X un conjunto splitting. Tenemos que

i) X es un conjunto F,.
i) Si Z C X es un conjunto F,, entonces Z también es splitting.

1i1) St X1, Xo,... son conjuntos splitting y G, su unidn numerable también es splitting.

Demostracion. Sea X un conjunto splitting. Por definicién, existen conjuntos F, disjuntos 1, @2, . . .

tales que
N
UQi =X, Q;CA;paracadaic{l,2,...,N}.
i=1
i) Dado que cada @; es un conjunto F,, y que X es unién finita de estos conjuntos, segin el
apartado i) de Teorema 1.4, se concluye que X también es Fj.
i1) Queremos probar que existen conjuntos F, disjuntos Q}, @5, ..., Q" tales que
N
7 = UQ;, Q; C A; para cada i € {1,2,...,N}.
i=1
Para ello, definimos, para cada i € {1,2,..., N}, el siguiente conjunto
Q; =Q;NZ.

Estos conjuntos cumplen:

)QN
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i)

Q; C Qi C A,

Son disjuntos entre si, ya que los @; lo son.

Son conjuntos F, por ser la interseccién de dos F, (apartado ii) de Teorema 1.4).

Su unién es Z (ya que la unién numerable de Q; es todo X,y Z C X).
Por lo tanto, Z es splitting.

Queremos probar que la unién de los conjuntos X, con n € N es splitting. Para ello,
necesitamos construir conjuntos F, disjuntos @}, @5, ... Q" tales que

N
U X, = LJQ;.7 Q; C A; paracadai € {1,2,...,N}.
neN i=1

Para poder encontrar estos @}, primero necesitamos reescribir los conjuntos X,,, con n € N,
de manera que los conjuntos resultantes sean disjuntos, pero sin alterar su unién. Por ello,
consideramos

X=X, \ U Xr conn,keN.
k<n

Sea n € N. Como, por hipétesis, X,, es splitting, existen conjuntos @),,; disjuntos y F tales
que

N
Xn = UQm', Qni € A; paracadaie€ {1,2,...,N}.
i=1

Al igual que antes, tenemos que expresar estos conjuntos (,,; de manera que sean disjuntos
entre si. Con este objetivo, definimos los siguientes conjuntos

Q. =QnnNX, conie{l,2...,N}

Veamos que tenemos que

N
(@QuiN X;) = (JQu)n X}, = X, N X, = X],.
i=1 i=1

-
I
C=

Il
—

/
Qm'

7

Finalmente, podemos construir los nuevos conjuntos disjuntos cuya unién numerable sea la
unién de los X,, con n € N. Establecemos

(o]
Q= UQ;M conie{l,2,...,N}
n=1

Veamos que cumplen las condiciones necesarias:

= Los conjuntos Q; y @} son disjuntos para todo 4,j € {1,2,..., N} con i # j:
Por ello, basta con probar que Q). y Q;m son disjuntos para todo n,m € N. Veamos
los siguientes casos:

e Sin # m, entonces @, C X! y Q) . C X/ ycomo he mencionado anteriormente,
X, y X/ son disjuntos por definicién.
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e Sin = m, tenemos que Q;; C Qn; ¥y Qp,; € Qnj. Dado que el conjunto X, es
splitting, se cumple que @Q,,; y Q;,; son disjuntos, por serlo Qn; y Qn;-

En ambos casos, se concluye que @} N Q; = 0.

» Cubren todo el conjunto (J,,cn Xn:
Sea z € U~ X, = U,2; X,,. Entonces, existe n € N tal que z € X,. Como X, =
Uf\; Q.,;, tenemos que existe i € {1,2,...,N}. con z € Q.. De este modo z € Q) vy,

ni’
N
S U Q..
=1

por lo tanto,

» Cada Q) C A;:
Por construccién, Q) C Qni C A;.

» Cada Q) es un conjunto F,:

Seai € {1,2,...,N}. Por el apartado i) de Teorema 1.4, vale con probar que cada @,
es un conjunto Fy. Para ello, recordemos que, fijado n € N,

Q{m = Qm N X'r,w

donde @y es Fy, por ser X,, splitting y X, es también un conjunto F,, ya que

X;L:Xn\UXk:anW(UXk) :

k<n k<n

Asimismo, X,, es un conjunto F, y Gs. Por ello, aplicando Teorema 1.3 y Teorema 1.4,
queda justificado que X/, es un conjunto Fy. [

Lema 3.24. Sean A1, Ao, ..., An conjuntos F, cuya union es R. Entonces existen conjuntos F,
disjuntos Py, Py, ..., Py tales que Py UP,U---UPy =R y P; C A; para cada i € {1,2,...,N}.

Demostracion. Como se puede observar en Definicién 3.22, este lema consiste en demostrar que
R es splitting.

Comenzamos definiendo la familia F' = {(a,b) : a,b € Q, (a,b) es splitting} .

Sea el conjunto

Y = U (a,b).

(a,b)eF

Se puede observar que Y es abierto y, debido al apartado i) de Teorema 1.3, también es un con-
junto Gs. Ademads, como es unién numerable de conjuntos splitting, apoydndonos en el apartado
1i1) de Proposicién 3.23, Y es splitting.

A continuacién, probemos que Y = R. Para ello, suponemos que esta afirmacién es falsa. Como
consecuencia, Y¢ es un conjunto cerrado no vacio. Adems4s,

YCCR=A1UAU---UApy,
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donde cada A; con i € {1,2,...,N} es un conjunto F,. Por consiguiente, cada A; es unién
numerable de conjuntos cerrados A;;, con j € N.

En conclusion, Y€ estd contenido en unién numerable de conjuntos cerrados. Por ello, aplicando
Ejercicio 5.J del libro [1], existen i € {1,2,..., N}, 7 € N y un intervalo abierto J C R (que, por
densidad, puede tomarse con extremos racionales) tal que

0#(JNY°) C A C A

Ademas, por el apartado i) de Teorema 1.3, tanto J, por ser abierto, como Y ¢, por ser cerrado,
son conjuntos F, y Ggs. Por lo tanto, J NY*¢ también lo es, ya que es la intersecciéon de dos
conjuntos de ese tipo (apartado ii) y ii7) Teorema 1.4).

Por otro lado, J NY*¢ es splitting porque definimos Q; = (JNY°) C A;, y Qr = 0, para todo
Ee{l,...,N}, k #i.

Luego, por el apartado #ii) de Proposicién 3.23, el conjunto (J NY <) UY es splitting, ya que los
conjuntos involucrados son G y splitting. Ademés, como J C ((JNY )UY) es Fy, aplicando el
apartado 7i) de la misma proposicion, se tiene que J es splitting.

Pero, entonces, J estd contenido en Y, por ser la unién de todos los intervalos abiertos con
extremos en QQ que son splitting. Esto contradice que JNY € # (), y por ello, la suposicién de que
Y #R.

Asi queda demostrado que Y = R. Con lo que concluimos que R es splitting. ]

Teorema 3.25. Una funcion f : I — R es de primera clase de Baire si y solo si, para todo
conjunto abierto U C R, se tiene que f~1(U) es un F,.

Demostracion. Ya estd probado en Teorema 3.10.

Por Observacién 3.9, asumimos sin pérdida de generalidad que I = R. Ademsds, gracias a
Corolario 3.5, podemos suponer que f estd acotada. Al estar acotada, podemos normalizarla para
que 0 < f < 1.

Necesitamos probar que f es de primera clase de Baire. Sea M € N. Usando Teorema 3.18, es
suficiente con probar que existe una funcién gys € Bi(I) con

1
|f(x) — gm(z)| < 3 para todo z € R.

Definimos, para cada i € {0,1,..., M}, el siguiente conjunto

M =1 1+ 1
A; ._{xeR.M < flz) < 7 }

Observamos que cada Ag\/[ es la contraimagen por f de un intervalo abierto en R. Es decir,

_ —1 1+1
AM — g1 (22T
¢ / <M’ M )’

luego, por hipétesis, cada Aﬁ‘/f es un conjunto F.
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Por otro lado, como 0 < f < 1, tenemos que

M . . M . . M
ner (e ) = (0050 5)) - O (5t - U

i=0 =0
De esta manera, hemos probado que los conjuntos A, AM .. .,A% son F, y cubren R. Por
ello, podemos aplicar Lema 3.24 y afirmar que existen conjuntos F, disjuntos Py, Pi, ..., Py, que

cubren R, y tales que, para cada i, se satisface que P; C AZM .

Asimismo, el complementario de cada P; es la unién de P; con j € {0,1,..., M}, j # i (ya que
los P; son disjuntos). Por lo tanto, segtn el apartado i) de Teorema 1.4, cada Pf es Fy, ya que es
la unién finita de conjuntos F,. Aplicando el apartado ii) de Teorema 1.3, concluimos que cada
P, esun F, y Gjs.

A continuacién, definimos la funcién

M
gu(x) = Z ﬁxpi(az) para todo x € I.
=0

(2

Como cada P; es un F, y un G, aplicando Teorema 3.16, podemos concluir que gps € Bi(1).

Por dltimo, probemos que esta gjs verifica que
1
|f(z) — gm(x)] < T b toda = € R.

Sea z € R. Sabemos que | JM, P; = R, entonces tiene que existir k € {0,..., M} tal que z € Py, y
x¢ Pjconje{0,...,.M}yj#k Deahi que, gp(z) = &.

Ademads, puesto que P, C A% , deducimos que x € Aé” y por ello,

k—1 k+1
S <J@<5p
k—1 1 1 E+1 1
A VA A VA TR 7
k 2 1 k
VA VAR A VS
o) — 7 < f@) — 17 < 9(a)
o) = 57 < J(@) < g() + 57

Como queriamos ver.

Asi, queda probado que f € Bi(I). O



Capitulo 4

Glosario de términos y resultados
basicos

Dado un conjunto A, ya(z) denota la funcién caracteristica en A, es decir

() 1 size A
€Tr) =
xa 0 sizgdA

Sean f y g funciones. Denotamos
(f A g)(x) = min{f(z), g(z)}.
(f v g)(x) = max{f(z),g(x)}.

Teorema de Bolzano-Weierstrass: Toda sucesién acotada en R tiene una subsucesién con-
vergente (Teorema 16 de [6]).

Un reticulo es un conjunto A parcialmente ordenado en el cual, para cada par de elementos
a y b, existe un tnico supremo (a V b) € A y un tnico infimo (a A b) € A (véase el capitulo
2 de [7]).

Criterio M de Weierstrass: Sea X un conjunto, y sea {f,}72 la sucesién de funciones
fn: X =R

Si para cada n € N, existe M,, > 0 tal que |f,(z)] < M, para todo z € X y la serie
220:1 M, converge, entonces Zflozl fn converge uniformemente en X (véase Teorema 5.2.3

de [8]).

Teorema de la continuidad del limite uniforme: Sea X un espacio topoldgico, sea Y un espa-
cio métrico. Sea { f,,} 72 una sucesién de funciones continuas que convergen uniformemente
a una funcién f, emtonces f es continua (Véase Teorema 21.6 en [3]).
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