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Resumen

El problema de los caminos méas cortos de fuente tnica es fundamental en la teoria de grafos y en
la optimizacién combinatoria. Este tipo de problema consiste en encontrar la ruta mas corta desde un
vértice de origen hacia todos los demds vértices de un grafo, y tiene una amplia variedad de aplicaciones
en areas como redes de transporte, logistica y planificacién de recursos.

Este trabajo propone un enfoque progresivo: se parte de la formulacién del problema en grafos y
se demuestran una serie de propiedades de los caminos mas cortos. Después, se analiza el algoritmo de
Bellman-Ford, junto con la mejora de Yen. Finalmente, se estudia un caso especial de programacion
lineal que se puede reducir a la resolucién de un problema de caminos m&s cortos con el algoritmo de
Bellman-Ford, mostrando asi la conexién entre la optimizacién en grafos y la programacién lineal.

Palabras clave: problema de los caminos més cortos de fuente unica, grafo, relajacion de aristas,
algoritmo de Bellman-Ford, programacién lineal

Abstract

The single-source shortest paths problem is essential in graph theory and combinatorial optimization.
This type of problem involves finding the shortest path from a source vertex to every other vertex in
a graph and has a wide variety of applications in areas such as transportation networks, logistics, and
resource planning.

This dissertation proposes a progressive approach: it begins with the formulation of the problem in
graphs, and proves some important properties of shortest paths. Then, it analyzes the Bellman-Ford algo-
rithm and Yen’s improvement. Finally, it studies a special case of linear programming that can be reduced
to solving a shortest path problem using the Bellman-Ford algorithm, thereby showing the connection
between graph optimization and linear programming.

Key words: single-source shortest paths problem, graph, edge relaxation, Bellman-Ford algorithm,
linear programming
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Introduccion

Los algoritmos forman parte del dia a dia de todas las personas. Son el motor detras de
las plataformas digitales, determinando el contenido que aparece en redes sociales y opti-
mizando las busquedas en internet para ofrecer resultados mas atractivos y acordes a los
gustos de cada uno. Sin embargo, su influencia va mucho més alla del ambito informatico;
los algoritmos estan presentes en una amplia variedad de disciplinas, desempenando un
papel fundamental en la toma de decisiones.

A lo largo de la historia, los algoritmos han coexistido con la humanidad de manera
similar a otras ramas fundamentales de la Matematica. Si bien existen evidencias de méto-
dos algoritmicos tempranos, el término algoritmo no aparecié hasta el siglo IX, cuando
el matematico persa Muhammad Ibn Musa al-Juarismi lo introdujo en sus tratados sobre
aritmética y calculo. Por otro lado, la relacion entre los algoritmos y la informatica no se
establecio hasta el siglo XIX, cuando la matematica britanica Ada Lovelace escribié lo que
hoy se considera como el primer algoritmo informético de la historia. Esta mujer anticipo
el potencial de los algoritmos para ir mas alld de simples calculos numéricos, sentando las
bases de la programaciéon moderna.

Este trabajo aborda, en concreto, la aplicacién e importancia que tienen los algoritmos
a la hora de recorrer grafos. Buscar en un grafo significa recorrer sus vértices y aristas
de manera sistemdtica para encontrar informacién especifica, como la existencia de un
camino entre dos vértices. Cientos de problemas computacionales interesantes estan for-
mulados en términos de grafos. Uno de estos problemas, y el objeto de este estudio, es el
llamado problema de los caminos mds cortos de fuente unica, que trata de encontrar el
camino mas corto desde un determinado vértice de un grafo hasta cada vértice restante
de dicho grafo.

La importancia de este problema radica en su aplicabilidad a multiples disciplinas,
sirviendo como base para modelar y resolver problemas de optimizacién. Muchos de estos
problemas pueden transformarse en grafos, facilitando su anélisis y resoluciéon mediante
algoritmos.

En la actualidad, la resolucién de este problema ha impulsado el desarrollo de tecno-
logias clave como el GPS o la planificacién optimizada de rutas de autobuses, trenes y
aviones, reduciendo tiempos de espera y maximizando el uso eficiente de recursos.

Contenido

A continuacion, se describe brevemente la estructura de la memoria.

= Capitulo 1: En primer lugar, se introducen los conceptos fundamentales de la teoria
de grafos necesarios para una compresion clara del trabajo, con un enfoque en el pro-

1



2 INDICE GENERAL

blema de los caminos mas cortos de fuente unica. Se comienza con un repaso de
nociones bésicas y se introducen términos clave como el peso de un camino, la esti-
macién del peso de un camino mas corto y el subgrafo de predecesores. Después, se
enuncian las variantes del problema de los caminos mas cortos y se exploran propie-
dades fundamentales sobre la estructura de estos caminos. Por tltimo, se presenta la
técnica de relajacion de aristas junto con el procedimiento que se va a utilizar para
inicializar los valores de las estimaciones de los pesos de los caminos méas cortos y los
predecesores.

» Capitulo 2: En este capitulo, se desarrollan y demuestran una serie de lemas so-
bre los caminos més cortos. Primero, se introduce la desigualdad triangular para los
pesos de los caminos mas cortos. Después, se exploran propiedades relacionadas con
el impacto de la relajacion de aristas sobre las estimaciones del peso de los cami-
nos mas cortos, como la cota superior de estas estimaciones, su convergencia y la
relajacién de aristas a lo largo de un camino. Finalmente, se analiza el subgrafo de
predecesores, demostrando que, bajo ciertas condiciones, forma un arbol de caminos
mas cortos enraizado en un determinado vértice del grafo. Se incluyen ejemplos y
figuras elaborados por la autora para una mejor comprension de estas propiedades.

» Capitulo 3: Una vez expuestas las caracteristicas del problema de los caminos méas
cortos de fuente Unica, este capitulo presenta un método para resolverlo: el algoritmo
de Bellman-Ford. Se describe detalladamente el funcionamiento de este algoritmo,
ilustrado con un ejemplo de ejecucién sobre un grafo especifico, y se demuestra la
correccién del algoritmo utilizando propiedades del capitulo anterior. También se
expone la mejora de Yen para este algoritmo, que reduce el nimero de iteraciones
necesarias para que el algoritmo de Bellman-Ford encuentre los caminos mas cortos
a cada vértice.

» Capitulo 4: Este capitulo explora la relacién entre la busqueda de caminos en
grafos y la programacion lineal, centrandose en un caso especial de programacién
lineal que se reduce a encontrar caminos mas cortos de fuente tnica. Inicialmente,
se introducen los problemas de programacion lineal con un determinado tipo de
restricciones de desigualdad. Después, se explica cémo estas restricciones se pueden
modelar mediante un grafo de restricciones que transforma el problema de resolver
un sistema de restricciones de desigualdad en uno de bisqueda de pesos de caminos
mas cortos. Finalmente, se justifica que, en efecto, el algoritmo de Bellman-Ford
resuelve estos sistemas y puede ser usado como herramienta para la resolucién de
algunos problemas de programacion lineal.

El Capitulo 22 del libro Introduction to Algorithms [6] ha servido como esqueleto para
elaborar este trabajo. Todos los ejemplos y figuras, excepto la Figura 2.5, que aparecen a
lo largo de esta memoria son contribuciones directas de la autora. La autora también ha
probado por cuenta propia algunos lemas y observaciones. Al comienzo de cada capitulo
se indican cuales son.



Capitulo 1

Preliminares

El diseno de rutas en el transporte interurbano responde a criterios de eficiencia opera-
tiva que pueden no coincidir con la optimizaciéon del tiempo de viaje para cada pasajero.
En trayectos como el de Santander a Logrofio, los autobuses siguen itinerarios predefinidos
que incluyen paradas intermedias para maximizar la ocupacion y optimizar el consumo de
combustible, lo que prolonga la duracion del viaje en comparacion con un desplazamiento
en vehiculo privado.

Por otro lado, los conductores particulares pueden seleccionar rutas mas directas,
apoyandose en aplicaciones de navegacion que calculan el trayecto éptimo segin multiples
variables, como los limites de velocidad, la tipologia de la via y las condiciones del trafico
en tiempo real. En la Figura 1.1 se muestra el resultado que brinda el navegador Google
Maps cuando se pide una ruta para hacer un desplazamiento en coche desde Santander
hasta Logrono. Esto plantea una cuestién fundamental: ;como determinan estos sistemas
la mejor ruta?

Estacién Autobuses
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Figura 1.1: Ruta més répida entre Santander y Logrofio obtenida con Google Maps [8]

Estas aplicaciones siguen un algoritmo. En el caso de querer encontrar la ruta mas
corta entre dos puntos de un mapa, el algoritmo toma como entrada el mapa, el punto de
origen y el de destino, junto con las multiples variables que pueden afectar al tiempo de
recorrido de las carreteras; y devuelve un itinerario con las carreteras a seguir, asi como
la distancia y el tiempo requerido para completarlo. Durante este procedimiento resulta
l6gico que el algoritmo descarte alternativas en las que el vehiculo pase mas de una vez por
el mismo punto o se aleje significativamente del destino. No obstante, todavia recorreria
una gran cantidad de rutas poco relevantes. Es por ello que se disenan algoritmos para
optimizar esta busqueda, sobre los que se habla en el Capitulo 3 de este trabajo.
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4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

En términos matematicos este tipo de problema se puede formular dentro de la teoria
de grafos, de modo que los vértices del grafo representan las intersecciones de carreteras
en el mapa, las aristas representan los segmentos de carretera entre estas intersecciones y
el peso de las aristas representa, en el ejemplo tratado, la distancia o tiempo que se tarda
en recorrer las carreteras. En particular, encontrar la ruta mas corta entre dos ciudades, o
dos puntos, es una variante del problema més general de los caminos mas cortos de fuente
tnica, estudiado desde mediados del siglo XX [12].

En este primer capitulo se presenta el problema de los caminos mas cortos de fuente
Unica, sus variantes y algunas cuestiones fundamentales sobre estos caminos. También
se plantean algunos procedimientos que tienen en comun varios de los algoritmos que
resuelven estos problemas. Para ello, se ha utilizado como referencia principal el Capitulo
22 y el Apéndice B del libro Introduction to Algorithms [6], junto con las notas del curso
(CS3221.01 Algorithm Analysis de la Universidad de Plymouth [14]. Cabe destacar que la
demostracion de la Observacién 1.17 ha sido realizada por la autora de este trabajo.

1.1. Problema de los caminos mas cortos de fuente uinica

Para definir formalmente el problema de los caminos mas cortos de fuente unica es
necesario concretar qué se entiende por camino mas corto. Con este propdsito se exponen,
a modo de recordatorio, algunas nociones basicas de teoria de grafos y se fija la notacion
que se va a seguir a lo largo del trabajo. Para definir algunas de estas nociones, se han
consultado los apuntes de la asignatura Matematica Discreta, del Grado en Matematicas
de la Universidad de Cantabria [7], y el Capitulo 9 del libro Matemdticas discretas [9].

Definicién 1.1. Un grafo dirigido es un par ordenado G = (V,A) donde V es un
conjunto cuyos elementos se denominan vértices o nodos y A CV x V es un conjunto
de pares ordenados de vértices que se denominan aristas o arcos dirigidos.

Observacion 1.2. En este trabajo, todos los grafos considerados son grafos finitos.

Cuando se quiera hacer referencia al conjunto de vértices o al conjunto de aristas de
un grafo G dado, se escribird V(G) o A(G), respectivamente. Por otro lado, al considerar
una arista a; = (v;_1,v;) € A en un grafo dirigido G, se usara la siguiente terminologia:

1. La arista es incidente desde el vértice v;_1, es decir, comienza en v;_1, y es incidente
al vértice v;, lo que significa que termina en v;. Asi, v;_; es el origen o vértice inicial
de la arista, y v; es el destino o vértice terminal. En algunas ocasiones, al vértice
origen se le llamara fuente y se denotara s.

2. v; es un sucesor de v;_; mientras que v;_; es un predecesor de v;.

Definicién 1.3. Sea G = (V, A) un grafo dirigido y k € N. Un camino en G es una
secuencia p = (Vga1v1aV; . . . V_1aV), donde, para cadai € {1,... .k}, v; €V, vg €V y
a; € A es una arista dirigida que empieza en v;_1 y acaba en v;, en la que todas las aristas
son distintas. Si no hay ambigiedad, un camino se denota por su secuencia de vértices
p = (o, V1, V2, ..., Vp_1, V). Se dice que un camino es simple si todos los vértices del
camino son distintos. Por otro lado, si vg = vk y p no contiene ningun otro vértice, es
decir p = (vo, vy, al camino se le llama lazo. Sivy = vy y p contiene al menos un vértice
adicional, se le llama ciclo. Asimismo, si todos los vértices del ciclo son distintos, pasard
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a ser un citclo simple. Por contra, si un camino o un grafo no tiene ciclos se llamard
camino aciclico y grafo aciclico, respectivamente.

Existen grafos en los que algunos de sus vértices no se pueden unir mediante un camino.
Es por ello que cuando exista un camino cuyo origen es el vértice v y su destino es el vértice
v, se dird que v’ es alcanzable desde v a través de p y se denotard como v ~~? v'.
Adicionalmente, si se necesita indicar que el camino pasa por un vértice intermedio u
se escribird s ~» u ~» v y en el caso de que (u,v) sea una arista del grafo, se escribira

S~ U — .

En muchos problemas relacionados con grafos, no solo es relevante la existencia de un
camino entre dos vértices, sino también ciertas caracteristicas asociadas a las aristas que
lo conforman, como su longitud, coste o capacidad. Para modelar estas situaciones, es
necesario introducir la nocién de grafo dirigido ponderado, en el que a cada arista se le
asigna un valor numérico que representa una magnitud de interés.

Definicién 1.4. Un grafo dirigido ponderado es un grafo dirigido G = (V, A) junto
con una aplicacion w : A — R. w es la aplicacion peso que asigna a cada arista un
peso, longitud, tamano...

En la Figura 1.2 se muestra un ejemplo de un grafo dirigido ponderado aciclico, en el
que s es el vértice fuente, que cuenta con seis vértices unidos por varias aristas dirigidas,
cada una de ellas con un peso determinado.

Figura 1.2: Grafo dirigido ponderado aciclico

A la hora de recorrer estos grafos con algoritmos resultara de gran utilidad saber si
cuentan con alguna arista con peso negativo o no. Se llama grafo dirigido ponderado
con pesos positivos a aquel en el que todas las aristas tienen peso positivo, o nulo, y
un grafo dirigido ponderado con pesos negativos es aquel en el que al menos una
de las aristas tiene peso negativo.

Notacién. En todo lo que sigue, para simplificar la notaciéon, cuando tinicamente se
escribe grafo, la autora se refiere a un grafo dirigido ponderado.

Definicién 1.5. Sea k € N. El peso, w(p), de un camino p = (v, vy, ...,v;) se define

como la suma de los pesos de las aristas que lo componen, es decir,

k

w(p) = Z w(vi_1, ;).

i=1

En funcion de si el resultado de la suma es positivo o negativo se dice que el camino
es de peso positivo o de peso negativo, respectivamente.
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Definicién 1.6. Sea (vg, vy, ..., vx) un camino mds corto, con k € N, se llama peso de
un camino mds corto de vy a v al peso minimo entre todos los caminos de vy a vy,
o infinito si no existe tal camino, y se denota:

min{w(p) : vg ~P v} si existe, al menos, un camino de vy a vy,
d(vo, vg) =
00 en otro caso.

Cabe destacar que el peso del camino mas corto de un vértice a si mismo es 0, es decir,
dado un grafo G se define §(v,v) = 0 para todo v € V(G).

Los algoritmos que aparecen en esta memoria asignan a cada vértice v € V de un
grafo un atributo v.d denominado estimaciéon del peso de un camino mas corto.
Este atributo representa una cota superior, como se prueba detalladamente en el Lema
2.2, para el peso de un camino mas corto con origen la fuente s y destino el vértice v. Su
valor se puede ir actualizando conforme el algoritmo avanza en sus iteraciones y cuando
se iguale, si lo hace, al valor del peso del camino mas corto, se dird que la estimacién es
optima.

Definicién 1.7. Conociendo todas las anteriores definiciones, se llama camino mds
corto del vértice vy al vértice v, a cualquier camino p que comience en el vértice vy
y termine en v, cuyo peso cumpla que w(p) = d(vg, vk).

En el grafo de la Figura 1.2, se observa que un posible camino desde s hasta el vértice
vs es p1 = (s, v1,v3,v5), con peso w(p;) = 9. Sin embargo, existen caminos alternativos
con menor peso. Tanto py = (s, vy, v3,v5) como ps3 = (s, vg, V3, Vg, U5) tienen un peso cuyo
valor es 8, que es el minimo posible para alcanzar el vértice vs en el grafo dado si se toma
como fuente el vértice s. En este ejemplo se puede ver que el camino més corto entre dos
vértices de un grafo no es necesariamente unico.

Notaciéon. La posibilidad de que haya varios caminos mas cortos hace que en muchas
ocasiones, cuando en este trabajo se haga referencia al peso del camino mas corto desde
el vértice fuente hasta otro vértice, se dé por hecho que es el peso de todos los posibles
caminos mas cortos desde el vértice fuente hasta dicho vértice.

Problema 1.8 (Problema de los caminos mas cortos de fuente tinica). Dado un
grafo G = (V, A), encontrar un camino mds corto desde una fuente unica dada, s € V,
hasta cada vértice restante del grafo, v € V \ {s}.

Para resolver este problema, va a resultar 1til que los algoritmos lleven un registro
de qué vértice precede a cada uno en el camino mas corto. Por ello, cada vértice v € V
cuenta con un vértice predecesor v.7, que serd NULL si v es el primer vértice del camino.
Al igual que la estimacion del peso del camino mas corto, este valor se puede actualizar
conforme el algoritmo avanza en sus iteraciones.

El grafo que se define a continuacién, cuyas aristas conectan cada vértice v con su
predecesor v.7, es una forma de representar cémo los algoritmos construyen los caminos
mas cortos a medida que avanzan en sus iteraciones.

Definicién 1.9. Sea el grafo G = (V, A). El subgrafo de predecesores G, = (V,, A,)
inducido por los predecesores v.w donde v € V(G), tomando un vértice s € V(G) como
fuente, estd compuesto por los siguientes subconjuntos de V y A, respectivamente:
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Ve={v eV :vm#NuLL} U {s},
A, ={(vm,v) € A:ve Vi \ {s}}.

Definicién 1.10. Sea G = (V, A) un grafo no dirigido. Se dice que G es un drbol si es
un grafo no dirigido, conezxo y aciclico. St alguno de sus vértices se distingue de los demds
pasa a llamarse darbol enraizado, de modo que el vértice distinguido se conuvierte en la
raiz del arbol.

Definicién 1.11. Sea G = (V, A) un grafo con aplicacion peso w : A — R. Se asume
que G no contiene ciclos de peso negativo alcanzables desde un vértice fuente s € V', para
que los caminos mds cortos estén bien definidos. Un drbol de caminos mds cortos
enraizado en s es un subgrafo dirigido G' = (V'; A") donde V' CV y A" C A de modo
que:

1. V' es el conjunto de vértices en G alcanzables desde s,
2. G' forma un arbol enraizado cuya raiz es s, y

3. para cadav € V', el uinico camino simple con origen s y destino v en G' es un camino
mas corto con origen s y destino v en G.

Cabe destacar que el subgrafo de predecesores G; no es necesariamente un arbol de
caminos mas cortos en todo momento ya que, como se ha mencionado anteriormente,
el predecesor de un vértice cualquiera, v.m, puede cambiar a lo largo de la ejecucién de
un algoritmo. Sin embargo, al finalizar la ejecucién de una serie de pasos del algoritmo,
como se demuestra en la Seccién 2.3, G siempre va a ser un arbol de caminos mas cortos
enraizado en s.

1.2. Variantes del problema

La resolucion del problema de los caminos mas cortos de fuente tinica, en concreto, es
muy interesante ya que pequenas modificaciones en sus algoritmos de busqueda permiten
resolver otros problemas similares, como ocurre con los siguientes:

Problema 1.12 (Problema de los caminos mas cortos de destino tnico). Dado
un grafo G = (V, A), encontrar un camino mds corto a un vértice destino dado t € V
desde cada vértice v € V' \ {t}.

Solucion: Basta con invertir la direccion de cada arista en el grafo y resolver el
problema como uno de fuente tnica. Finalmente, habra que invertir el camino mas corto
desde la fuente t € V' resultante para obtener la solucién del problema original.

Problema 1.13 (Problema de los caminos mas cortos entre un par de vértices
dados). Dado un grafo G = (V, A), encontrar un camino mds corto que sale de u y entra
en v para unos vértices u,v € V' determinados.

Esta es la formulacion concreta del ejemplo de encontrar la ruta de menor tiempo entre
Santander y Logrono que se ha presentado al principio del capitulo.

Solucion: Es un problema de fuente unica, cuya fuente es el vértice u € V', en el que
unicamente es necesario fijarse en el camino mas corto con destino el vértice v € V.
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Problema 1.14 (Problema de los caminos mas cortos para todos los pares de
vértices). Dado un grafo G = (V, A), encontrar un camino mds corto que sale de u y
entra en v para cada par de vértices u,v € V.

Solucion: Este problema se puede resolver ejecutando un algoritmo de fuente tnica
para cada vértice. Sin embargo esta resolucion no resulta muy préctica ya que, atendiendo
a su estructura, existen otros algoritmos mucho més rapidos. Estos algoritmos se alejan
de los objetivos de este trabajo, no obstante su estudio estd recogido en el Capitulo 23
del libro Introduction to Algorithms [6].

1.3. Subestructura 6ptima de los caminos mas cortos

Los problemas de caminos mas cortos suelen basarse en el Lema 1.16, el cual se enuncia
y demuestra a continuacion. Este resultado cobra gran importancia a la hora de disenar los
algoritmos de bisqueda, ya que senala que los problemas de caminos mas cortos presentan
subestructura éptima, es decir, se puede construir la soluciéon 6ptima de estos problemas
a partir de soluciones éptimas de subproblemas mas pequenos.

Definicién 1.15. Sea G = (V, A) un grafo, k € N yp = (vg, v1, V2, ..., Vk_1, V) Un camino
en G. Un subcamino del camino p es una subsecuencia contigua de sus vértices,
manteniendo el orden original y respetando las aristas del camino original. Es decir,
para cualesquiera i,j € N tales que 0 < @ < j < k, la subsecuencia de vértices p;; =
(Vi Vig1, ..., vj) es un subcamino de p.

Lema 1.16 (Los subcaminos de caminos mads cortos son caminos mas cortos).

Sea G = (V, A) un grafo cuya aplicacion peso es w : A — R y p = (v, v1,...,0) un
camino mds corto que comienza en el vértice vy y termina en el vértice vy. Sea, para
cualesquiera i,j € N tales que 0 < i < j < k, pij = (V;, Vi1, ...,v;) el subcamino de p

cuyo origen es v; y destino es v;. Entonces, se puede afirmar que p;; es un camino mds
corto que comienza en v; y termina en v;.

Demostracion. Se descompone el camino més corto p, que comienza en vy y termina en vy,
en tres subcaminos denotados po;, pij, pji tales que vy ~P0 v; ~Pid v; ~~Pik y, Por cémo se
ha definido el peso de un camino, se cumple la igualdad w(p) = w(pe;) + w(pi;) +w(pjk)-

Por reduccién al absurdo, se supone que existe un camino p;; que comienza en v;
y termina en v; cuyo peso cumple que w(p;;) < w(p;;). En este caso, se tendria que

/ . . .
i v; ~Pik un camino con origen v, ino vy cu um u
Pii pj ~Pik yy es camino con origen vy y destino v, cuyo peso ¢ le que

w(poi) +w(p;;) +w(pjr) < w(p), contradiciendo asf la hipStesis de que p es un subcamino
mas corto cuyo origen es vy y destino es vy. O

Vo ~sPOi v~

1.4. Ausencia de ciclos en los caminos mas cortos

Al inicio del capitulo se ha destacado cémo los conductores de vehiculos particulares
pueden seleccionar rutas 6ptimas orientadas a minimizar su tiempo de desplazamiento.
En este contexto, no tiene sentido permitir que el peso de las aristas, es decir, el tiempo
de desplazamiento, sea negativo. Esto sucede en muchos otros problemas, lo que lleva a
que algunos algoritmos de busqueda estén disenados bajo el supuesto de que todos los
pesos de las aristas del grafo de entrada sean no negativos.
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Por otro lado, también se ha senalado que los conductores de vehiculos de transporte
interurbano siguen rutas que buscan optimizar otras variables, como la ocupacién y el
consumo de combustible. En este contexto, se puede considerar un grafo G = (V, A)
donde V(@) representa el conjunto de ciudades en las que el vehiculo puede parar, y cada
arista (u,v) € A(G) tiene un peso w(u,v) que indica las ganancias netas obtenidas al
viajar de la ciudad u a la ciudad v. En ciertas situaciones, como cuando el vehiculo se
desplaza entre dos ciudades sin pasajeros o con baja ocupacion, los costes asociados al
viaje (consumo de combustible, gastos operativos, etc.) pueden superar a los ingresos,
resultando en un valor negativo para w(u,v). Este tipo de modelo justifica la necesidad
de algoritmos que pueden recibir como entrada grafos con aristas de pesos negativos y
que sean capaces de devolver caminos mas cortos que las puedan llegar a contener.

También resulta importante destacar que, en el contexto del problema de los caminos
mas cortos de fuente tinica, los grafos estudiados si pueden contener ciclos. En el caso en
el que el grafo contenga un ciclo de peso negativo, este no podra ser alcanzable desde el
vértice fuente. De este modo, como el ciclo no es alcanzable desde la fuente, el camino
mas corto desde ese vértice hasta cualquier otro del grafo nunca incluira al ciclo. Por este
motivo, para ver si en un grafo existe un camino mas corto desde la fuente hasta cualquier
otro vértice del grafo, resulta muy 1til contar con algoritmos capaces de determinar si
los ciclos de peso negativo del grafo son alcanzables o no desde la fuente. Por ejemplo, el
algoritmo de Bellman-Ford, desarrollado en detalle en el Capitulo 3, esta disenado para
detectar la existencia de ciclos de peso negativo.

Observacion 1.17. Si el grafo G = (V, A) del problema contiene un ciclo de peso negativo
alcanzable desde un vértice fuente s € V', entonces el peso de los caminos mds cortos no
estd bien definido.

Demostracion. Sea w : A — R la aplicacién peso y k € N. Por reduccién al absurdo
se supone que p; = (vg,..., V) €S un camino mas corto con origen vy y destino vy que
contiene un ciclo ¢; = (v;, vi41, ..., v;) de peso negativo, es decir w(cy) < 0y v; = v;, para
cualesquiera 7,7 € N tales que 0 <17 < 5 < k.

Aplicando induccién, se ve que al recorrer el ciclo un nimero arbitrario de veces, el
peso del camino p; va disminuyendo, obteniéndose cada vez un nuevo camino mas corto
(de menor peso).

Caso base: Si el ciclo se recorre dos veces, se obtiene el camino ps = (vg, ..., v, ..., vj,
Vit1,s .- -, Vj, ... Ug) que contiene al ciclo co = (v;, Viy1, ..., V), Vit1, ..., V;) CUYO PESO cum-
ple que w(cz) = 2w(cy) < 0y entonces w(p2) < w(p;) de modo que p; ya no es un camino
mas corto, contradiciendo la hipétesis.

Paso inductivo: Se toma como hipdtesis de induccién que p, es un camino mas
corto que contiene al ciclo ¢, cuyo peso cumple que w(c,) = nw(cy) < 0, es decir, el ciclo
se ha recorrido n veces. A continuacion se estudia qué ocurre si el ciclo se recorre n + 1
veces. En este caso, se tiene el camino p,,; que contiene al ciclo ¢, 1, el cual cumple que
w(cpy1) = (n+ Dw(cr) = nw(cr) +w(er) < nw(cy) o w(e,), ya que w(cy) < 0. De este
modo, p, ya no es un camino méas corto, contradiciendo la hipétesis.

Una vez probado que, bajo las condiciones de la observacién, siempre se puede encon-
trar un camino de menor peso, se concluye que el peso del camino mas corto p; no esta

bien definido. ]

Notacion. Cuando un grafo contiene un ciclo de peso negativo y dicho ciclo forma
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parte de algtin camino de s a v, se define §(s,v) = —o0.
Observacion 1.18. Un camino mds corto no puede contener un ciclo de peso positivo.

Demostracion. Sea G un grafo, w : A — R la aplicaciéon peso y k € N. Por reduccién al
absurdo se supone que p = (vp, ..., V) €s un camino mas corto con origen vy y destino vy,
que contiene un ciclo ¢ = (v, vit1,...,v;) de peso positivo, es decir w(c) > 0y v; = vj,
para cualesquiera i, 7 € N tales que 0 <7 < j < k. Si se elimina este ciclo se obtiene un
nuevo camino p’ = (vg, V1, ..., V;, Vjt1,- .., V) cuyo peso w(p') = w(p) — w(c) es menor
que w(p), ya que w(c) > 0, contradiciendo asi que p sea un camino mas corto con origen
v v destino vy. O

Observacion 1.19. Si existe un camino mds corto que contenga un ciclo de peso nulo,
basta con eliminar el ciclo de dicho camino para obtener otro camino mdas corto con el
mismo peso y sin ciclos.

De acuerdo con estas observaciones se asume que los caminos mas cortos no tienen
ciclos, luego todos los vértices del camino son distintos, es decir, son caminos simples.
Ademés, como cualquier camino simple en un grafo G = (V, A) contiene a lo sumo |V/|
vértices, también contiene a lo sumo |V| —1 aristas. Asi, se concluye que cualquier camino
mas corto contiene a lo sumo |V| — 1 aristas. Esta propiedad va a resultar 1til a la hora
de ver cudntas veces ejecutar ciertas instrucciones en los algoritmos.

1.5. Técnica de relajaciéon de aristas

Muchos de los algoritmos que resuelven el problema de los caminos mas cortos co-
mienzan dando un valor inicial a la estimacion del peso del camino méas corto y al pre-
decesor de cada vértice del grafo. Para ello, llaman al procedimiento INITIALIZE-SINGLE-
SOURCE((,s), donde G es un grafo y s € V(G) el vértice que se toma como fuente, cuyas
instrucciones son las siguientes:

Algoritmo INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s)
1: Para cada vértice v € V(G) hacer
2 v.d = 00
3 v.m = NULL
4: Fin para
5 5.d=0
6: Fin algoritmo

Una vez inicializados estos valores, los algoritmos ejecutan el proceso de relajacion de
aristas. Relajar una arista (u,v) € A(G) consiste en verificar si atravesar el vértice u
permite obtener un camino mas corto con destino v de menor peso en comparacién con el
camino mas corto encontrado hasta el momento. En caso afirmativo, se decrece el valor
de la estimacion v.d y se modifica el predecesor del vértice v, v.w. En el caso en que el
peso sea el mismo, no se actualiza el predecesor.
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Algoritmo RELAX (u, v, w)
Si v.d > u.d + w(u,v) entonces
v.d =u.d+w(u,v)
VT =1
Fin algoritmo

El niimero de veces que se relaja cada arista de un grafo y el orden en el que lo hacen
varia segun el algoritmo.

Ejemplo 1.20 (Relajacién de dos aristas de la Figura 1.2). Sean (v9,v3) y (v4,vs5)
dos aristas del grafo presentado anteriormente en la Figura 1.2, cuyos pesos son w(vq, v3) =
3 y w(vy,v5) = 1. Este ejemplo muestra qué ocurre cuando se les aplica el proceso de re-
lajacion.

Antes de relajarse, la arista de la izquierda de la Figura 1.3 cumple que vs.d = 8 >
1+ 3 = vo.d + w(vy,v3), por lo que al aplicar el algoritmo el valor de vs.d decrece. Esto
se observa en la variacion del valor de la estimacion del peso del camino mds corto del
vértice destino, que se encuentra indicada encima de cada nodo. Por contra, en la arista
de la derecha se tiene que vs.d =8 < 7+ 1 = vy.d + w(vy, v5) y entonces la arista no se
relaja. En este caso, la estimacion no varia.

@—@ @

RELAX(vg, v3, w RELAX(v4, 5, w

C —— @ H —()
Figura 1.3: Ilustracion del proceso de relajacién de dos aristas de un grafo dirigido. A la izquierda, la
relajacion de (ve, v3) actualiza vs.d, mientras que, a la derecha, la relajacién de (v4,v5) no modifica vs.d.
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Capitulo 2

Propiedades de los caminos mas
cortos

En este capitulo se desarrollan y demuestran una serie de propiedades acerca de los
caminos mas cortos que resultaran de gran importancia a la hora de probar la correccion
del algoritmo presentado en el Capitulo 3 dedicado a la bisqueda de caminos mas cortos
en grafos.

La principal referencia bibliogréfica utilizada en este capitulo ha sido la Seccion 22.5
del libro Introduction to Algorithms [6]. Para completar la demostracién del Lema 2.11,
la autora ha demostrado por cuenta propia los Lemas 2.8 y 2.9, para lo que ha consultado
el Apéndice B del mismo libro. También es propia la demostracién del caso 2 del Lema
2.1.

2.1. Desigualdad triangular

La desigualdad triangular, a veces denotada D.T., establece una cota superior para el
peso de un camino mas corto que comienza en el vértice fuente y termina en cualquier
otro vértice del grafo, asegurando que este peso no supera el coste de atravesar cualquier
vértice intermedio.

Lema 2.1 (Desigualdad triangular). Sea G = (V, A) un grafo con aplicacion peso
w:A—= R yseas €V un vértice fuente. Entonces, para todas las aristas (u,v) € A se
cumple que §(s,v) < §(s,u) + w(u,v).

Demostracion. Se fijan dos vértices u,v € V' y se considera la arista (u,v) € A.

Caso 1: Se supone que existe un camino mas corto p = (s,vy,...,v, = v) desde
la fuente s hasta el vértice v. Por definicién de camino més corto, se tiene que w(p) =
d(s,v) < w(p') donde p’ es cualquier otro camino en G con origen s y destino v. En
particular, se considera el camino p = (s,...,u,v), compuesto por el camino més corto
con origen s y destino u seguido de la arista (u,v). Este camino alternativo tiene peso
d(s,u)+w(u,v) y entonces se puede afirmar que w(p) = §(s,v) < §(s,u)+w(u,v) = w(p).

Caso 2: Se supone que no existe un camino mas corto desde la fuente s hasta el vértice
v. Esto implica que v no es alcanzable desde s en el grafo G, ya que si lo fuese, el camino
que uniese estos dos vértices pasaria a ser el camino mas corto. De este modo se tiene que
d(s,v) = oo y se dan dos subcasos:

13
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» Subcaso 2.1: Si §(s,u) = 00, es decir, si el vértice u tampoco es alcanzable desde s,
la desigualdad oo < 0o 4+ w(u, v) se cumple trivialmente para cualquier w(u,v) € R.

= Subcaso 2.2: Si j(s,u) < oo, es decir, si el vértice u si es alcanzable desde s, entonces
existirfa un camino més corto con origen s y destino u seguido de la arista (u,v) € A,
lo que implicaria que v es alcanzable desde s. Esto contradice la hipotesis del caso 2.
Por lo tanto, este subcaso nunca se da, bajo las condiciones del grafo.

O

A continuacién, se muestran dos grafos muy similares con cuatro vértices, pero con
distintas ponderaciones en una de las aristas, en los que se senala un posible camino para
ir desde el vértice fuente hasta otro vértice determinado:

%@(i @;

Figura 2.1: Tlustracién de dos grafos en los que se sefialan con mayor grosor las aristas que conforman el
camino p = (s, v1,v3).

En el grafo de la izquierda de la Figura 2.1, el camino p = (s, vy, v3) es un camino mas
corto con origen el vértice fuente s y destino vs, cumpliendo que d(s,v3) =7 <6+ 1 =
d(s,v9) + w(vq, v3). Por otro lado, p no es un camino mas corto en el grafo de la derecha
ya que, si lo fuese, se tendria que §(s,v3) = 13 > 6 + 1 = 0(s, v2) + w(vg, v3), es decir, al
atravesar el vértice intermedio vy se encuentra un camino alternativo p = (s, vy, v, v3) de
mMenor peso.

2.2. Estimaciones del peso de caminos mas cortos

En esta seccion se presentan diversas propiedades que describen cémo las estimaciones
de los caminos mas cortos de un grafo, inicializado por INITIALIZE-SINGLE-SOURCE, se
ven afectadas por la ejecucion de una secuencia de pasos de relajacion sobre las aristas
de dicho grafo.

Lema 2.2 (Propiedad de cota superior). Sea G = (V, A) un grafo con aplicacion
peso w : A — R. Sea s € V un vértice fuente y sea el grafo inicializado por INITIALIZE-
SINGLE-SOURCE(G,s). Entonces, v.d > 0(s,v) para todo v € V, y esta desigualdad se
mantiene invariante a lo largo de cualquier secuencia de pasos de relajacion sobre las
aristas de G. Es mds, una vez que la estimacion v.d alcanza su cota inferior 6(s,v), su
valor nunca cambia.

Demostracion. Primero, se demuestra que v.d > 6(s,v) para todo v € V aplicando induc-
cion sobre el nimero de aristas relajadas.

Caso base: Tras la inicializacion, cuando todavia no se ha relajado ninguna arista, se
tiene que v.d = oo para todo v € V' \ {s} y s.d = 0. Entonces, resulta trivial que para
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todo v € V'\ {s} se cumpla co = v.d > d(s,v) y, que para el vértice fuente, se cumpla

—oo  si s forma parte de un ciclo de peso negativo

0=s.d>0d(s,s) = {
0 en otro caso.

Paso inductivo: Se fijan dos vértices u,v € V' y se considera la relajacion de la arista
(u,v) € A. Para este paso se toma como hipétesis de induccién que x.d > (s, x) para
todos los vértices x € V' previos a la relajacion de esta arista, incluyendo v € V.

Al relajar la arista (u,v), la tinica estimacién del peso del camino més corto que se
puede ver afectada es la del vértice v, es decir v.d. Es por ello que sdlo resulta necesario
comprobar si para este vértice se sigue manteniendo la desigualdad:

» Caso 1: Si v.d > u.d + w(u,v) antes de la relajacion, entonces al relajar la arista
varia la estimacion y se tiene que

—

. HI D.T.
o g REAX (. )u.d+w(U,U) > §(s,u) + w(u,v) > i(s,v),

manteniéndose asi la desigualdad.

» Caso 2: Si v.d < u.d + w(u,v) antes de la relajacién, entonces v.d no cambia y la
desigualdad no se ve afectada.

Finalmente, se verifica, que una vez se alcanza la cota v.d = §(s,v), el valor de v.d no
cambia. Esto se debe a que, por un lado, el valor de v.d no puede aumentar ya que el
proceso de relajacion de una arista nunca aumenta la estimacién y, por otro lado, el valor
de v.d no puede disminuir ya que se acaba de probar que v.d > 40(s,v). O

Una vez probado que la estimacion del peso de un camino mas corto actiia como cota
superior para el peso de dicho camino mas corto, se deriva un caso particular que aborda
los vértices que no son alcanzables desde la fuente.

Corolario 2.3 (Propiedad de inexistencia de camino). Sea G = (V, A) un grafo con
aplicacion peso w : A — R y sea s € V un vértice fuente. Si no existe un camino con
origen s y destino un vértice v € V| entonces, tras inicializar el grafo por el procedimiento
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G,s), se cumple que v.d = §(s,v) = o0, y esta igualdad se
mantiene invariante a lo largo de cualquier secuencia de pasos de relajacion sobre las
aristas de G.

Demostracion. Se fija un vértice destino v € V. Como, por hipdtesis, no existe un camino
con origen sy destino v, se tiene, por definicién de peso de camino mas corto, que (s, v) =
oo. Entonces, por la propiedad de cota superior se debe cumplir que oo = §(s,v) < v.d,
luego, necesariamente, v.d = oo = §(s,v). ]

El siguiente lema explora el efecto inmediato de la relajacién de una arista sobre las
estimaciones del peso de los caminos mas cortos, el cual podria entenderse como una
desigualdad triangular para esta estimacién. Asi, sienta las bases para entender cémo
evoluciona el valor de dichas estimaciones a lo largo de la ejecucion de algoritmos que
relajan repetidamente las aristas de un grafo.

Lema 2.4. Sea G = (V, A) un grafo con aplicacion peso w: A — R y y sea (u,v) € A.
Entonces, inmediatamente después de que la arista (u,v) haya sido relajada mediante una
llamada a RELAX(u,v,w), se cumple que v.d < u.d + w(u,v).
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Demostracion. Esta demostracion se divide en dos casos:

Caso 1: Si inmediatamente antes de la relajacion de la arista (u,v) se tiene que
v.d > u.d + w(u,v), entonces al hacer la llamada a RELAX(u,v,w) se obtiene como
resultado que v.d = u.d + w(u,v).

Caso 2: Si, por contra, antes de esta relajacién se tiene que v.d < w.d + w(u,v),
entonces la llamada al algoritmo no variard el valor de u.d ni de v.d, manteniéndose asi
la desigualdad. O]

A continuacion, se presenta un lema que establece que, tras inicializar un grafo, la
relajacion de una arista en un camino mas corto propaga una estimacion éptima.

Lema 2.5 (Propiedad de convergencia). Sea G = (V, A) un grafo con aplicacion peso
w:A— R, seas eV un vértice fuente y sea s ~» u — v un camino mas corto en G
para dos vértices u,v € V tales que la arista (u,v) € A. Supdngase que G es inicializado
por INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G,s) y que después se ejecuta una secuencia de pasos de
relajacion sobre sus aristas que incluye relajar la arista (u,v). Entonces, si u.d = 0(s,u)
en cualquier momento antes de relajar esta arista, se tiene que v.d = §(s,v) en todo
momento después de esta relajacion.

Demostracion. Se fijan u,v € V' y se tiene, por hipdtesis, que s ~» u — v es un camino
mas corto, luego, por el Lema 1.16, se tiene que el subcamino s ~» u también es un
camino mas corto. Como ademds se conoce que u.d = §(s,u) en cualquier momento antes
de relajar la arista (u,v) entonces, por la propiedad de cota superior (Lema 2.2), se tiene
que el valor de esta estimacién nunca cambiara. En particular, una vez se haya relajado
la arista (u,v) se tiene que

Lema 2.4 hipétesis

vd < wd 4 w(u,v) PE (s u) + w(u,v) T

d(s,v).
Por otro lado, si se aplica la propiedad de cota superior al camino que comienza en sy
termina en v, se tiene que v.d > (s, v) y esta desigualdad se mantiene invariante en todo
momento después de la relajacion.

Asi se concluye por doble desigualdad que v.d = §(s,v) en todo momento después de
la relajacion. O]

Para finalizar esta seccion, se extiende este resultado a caminos mas cortos en los
que se relajan todas sus aristas en un orden determinado, asegurando que esta secuencia
ordenada de relajaciones hace que la estimacion del peso de un camino mas corto al vértice
destino sea 6ptima, independientemente de lo que ocurra después.

Lema 2.6 (Propiedad de relajacién de caminos). Sea G = (V, A) un grafo con aplica-
cion pesow : A — R, sea s € V un vértice fuente y sea k € N. Se considera un camino mds
corto cualquiera p = (vo, V1, ..., Ug) que comienza en s = vy y termina en vg. Si G es ini-
cializado por INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G,s) y luego se ejecuta una secuencia de pasos
de relajacion sobre sus aristas que incluye relajar las aristas (vg, v1), (v1,02), ..., (Vk—1, Vk)
en este orden, entonces vi.d = §(s,vy) después de estas relajaciones y en todo momento a
partir de entonces. Ademds, esta propiedad se mantiene independientemente de qué otras
relajaciones de aristas ocurran, incluyendo aquellas que se intercalan con las relajaciones
de las aristas de p.

Demostracion. Este lema se demuestra aplicando induccién sobre 4, siendo 4 el ntimero
de aristas relajadas, en orden, del camino p.
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Caso base: Se estudia el caso ¢ = 0, es decir antes de que ninguna arista de p haya
sido relajada. Como G ha sido inicializado por INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G,s), se tiene
que vo.d = s.d = 0, luego ya se da la igualdad buscada, esto es, s.d = (s, s) = 0. Ademas,
por la propiedad de cota superior (Lema 2.2) se tiene que el valor de s.d nunca cambia
tras la inicializacion.

Paso inductivo: Se toma como hipotesis de induccién que la igualdad se cumple tras
relajarse, en orden, las aristas (vg,v1), (v1,v2),...(vi_2,v;_1) ¥ se quiere ver qué ocurre
tras relajarse adicionalmente la siguiente arista en el orden establecido, esta es (v;_1, v;).
Como, por hipétesis de induccién, se tiene que v;_1.d = 0(s,v;_1) antes de la llamada a
RELAX (v;-1,v;, w) entonces, aplicando la propiedad de convergencia (Lema 2.5) se verifica
que v;.d = (s, v;) en todo momento después de esta relajacion. O

Ejemplo 2.7. Para entender mejor esta propiedad de relajacion de caminos se considera
el siguiente grafo (Figura 2.2) con vértice fuente s, en el cual se puede ver que el camino
mas corto con origen s y destino el vértice vy es p = (s, vy, v3,vy4), con peso 0(s,vy) = 6.

Figura 2.2: Grafo dirigido ponderado aciclico

Para poder aplicar la propiedad, se supone que el grafo ha sido inicalizado por INITIALIZE-
SINGLE-SOURCE(G,s), de modo que los valores iniciales para las estimaciones del peso de
los caminos mds cortos con origen s y destino cada vértice del grafo son s.d =0 yv;.d = o0
para todo i € {1,2,3,4,5}. Se toma, de manera arbitraria, la siguiente secuencia de aristas
del grafo sobre las que se aplica la técnica de relajacion: (s,vs),(s,v1), (v1,v3), (v3,v4),
(s,v3), (v1,Vs5), (v3,v4). Como este proceso incluye relajar las aristas de p en orden, esto
es, relajar (s,v1), (v1, v3), (vs, v4), por la propiedad de relajacion de caminos (Lema 2.6) se
sabe que tras relajarse estas tres aristas se tendrd que vy.d = §(s,v4) = 6. A continuacion,
se muestra lo que ocurre en cada paso de relajacion de la secuencia:

RELAX(s,v2,w) — como ve.d =00 >0+ 4 = s.d+w(s,vy) = vo.d =4
RELAX(s,v1,w) — como vi.d =00 >0+ 3 =s.d+w(s,v;) = v1.d =3
RELAX (v1,v3,w) — como vs.d =00 >3+ 2 =v1.d +w(vy,v3) = v3.d =5
RELAX (v3,v4,w) — como v4.d =00 > 5+ 1 = v3.d + w(vs,vg) — v4.d =6
RELAX(s,v3,w) — como v3.d =5 <0+ 6 = s.d+w(s,v3) = v3.d =5, no se actualiza
RELAX (v1,v5,w) — como vs.d =00 >3+ 1 =v;.d + w(vy,vs5) = vs.d =4
RELAX (v3,v4,w) — como v4.d =6 =5+ 1 = v3.d +w(vs,v4) = v4.d = 6, no se actualiza

Como indica la propiedad, se obtiene que vy.d =6 = 0(s,vy) y las relajaciones posteriores
a la primera llamada o RELAX (v3,v4,w) no afectan este resultado.



18 CAPITULO 2. PROPIEDADES DE LOS CAMINOS MAS CORTOS

2.3. Arboles de caminos mas cortos

Una vez establecido que, tras una secuencia de pasos de relajacion, la estimaciéon del
peso de un camino mas corto converge al peso de ese camino mas corto, en esta seccién se
prueba que, tras realizarse dichas relajaciones, el subgrafo de predecesores es un arbol de
caminos mas cortos. Para ello, se presentan previamente unos lemas que sustentan esta
propiedad del subgrafo de predecesores.

Lema 2.8. Sea G = (V, A) un grafo dirigido aciclico en el que existe un vértice s € V.
tal que, para cada vértice v € V', existe un unico camino que empieza en el vértice s y
termina en v. Entonces, la version no dirigida de G es un drbol.

Demostracién. Sea G la versién no dirigida del grafo G. G serd un érbol si es conexo y
aciclico. 3 3

El grafo no dirigido G serd conexo si cada vértice v € V(G) es alcanzable desde el resto
de vértices de este grafo. Por como esta definido, G cumple que V(G) = V(G) y sus aristas
son las mismas que las de G' pero pudiendo ser recorridas en ambas direcciones, es decir,

si (xz,y) € A(G) entonces se verifica que (x,y), (y,z) € A(G). Como, por hipdtesis del
lema, se conoce que todos los vértices v € V son alcanzables desde s en el grafo GG, dados

dos vértices cualesquiera u,u’ € V(G) se tiene que existen los caminos p; = (s,...,u) y
pa = (S,...,u), que son unicos. Luego, recorriendo el camino p; a la inversa y recorriendo
inmediatamente después el camino ps, se construye un camino p = (u,...,s,...,u’) con

origen u y destino u'. Asi se concluye que cualquier vértice u’ € V(G) es alcanzable desde
cualquier otro vértice u € V(G).

Que G sea aciclico se prueba por reduccion al absurdo. Se supone que existe un ciclo
en G, que se denota como ¢ = (vy, ..., v;) donde vy, ..., v € V(G) y v1 = v;. Como se ha
indicado para probar que G es conexo, cada arista (x,y) € A(G) corresponde a dos aristas
(x,y), (y,z) € A(G) luego, cada arista (v;,v;41) en ¢, con i € {1,..., k — 1}, proviene o
bien de una arista (v;,v;41) € A(G) o bien de (viy1,v;) € A(G). Si todas las aristas de
¢ estuvieran orientadas en la misma direccién (por ejemplo, (v;,v;41) € A(G) para todo
i€{l,...,k—1}), c¢serfa un ciclo dirigido en G, lo cual contradice la hipétesis de que el
grafo dirigido G es aciclico. Por lo tanto, ¢ debe incluir al menos una arista con distinta

direccidn, se supone que esta es, por ejemplo, (v;,vj11) € A(G), donde (v;11,v;) € A(G).

(a) Grafo no dirigido en el que existe un (b) Grafo dirigido aciclico en el que existen

ciclo ¢ = (v1,v2, ..., Vj,Vj41, ..., V%) dos caminos distintos con origen s y destino v;
(donde vg, = v1).

Figura 2.3: Representacién de un grafo no dirigido ciclico, grafo a), y su versién dirigida aciclica, grafo b)

Por hipétesis se conoce que en GG existe un tnico camino desde s hasta cada vértice



2.3. ARBOLES DE CAMINOS MAS CORTOS 19

v; del ciclo, con i € {1,...,k —1}. Se fija un v; de este ciclo y, en particular, se tiene
que existe un Unico camino p; = (s,...,v1,vs,...v;) en G. Como se ha probado que G es
conexo, existe, por lo menos, un camino con origen s y destino v, en G. En G, uno de
estos caminos existe pero serd tnico, por hipdtesis, y se denota pj1 = (s,...,v;41), que
también existe en G ya que todas las aristas de G estan en G. Desde vj+1, el ciclo ¢ en
G permite usar la arista (vj11,v), que por como se ha definido el ciclo esta en G, para
llegar a v;. Esto crea un nuevo camino en G, (s,...,v;4+1,v;) con origen s y destino vj,
contradiciendo la unicidad de los caminos del grafo G' que toma como hipétesis el lema.
De este modo, ¢ no puede existir y G debe ser aciclico. O

La version no dirigida del grafo dirigido ponderado aciclico de la Figura 2.2 no es un
arbol ya que el grafo resultante cuenta con numerosos ciclos. Esto no sorprende ya que
dicho grafo dirigido del que se parte cuenta con varios caminos distintos que comienzan
en el vértice fuente y terminan en un mismo vértice, es decir no se cumple la condicion
del lema de que los caminos sean tinincos. Esto es un ejemplo de que, a la hora de aplicar
el Lema 2.8 (como se hace para finalizar la demostraciéon del Lema 2.10), resulta crucial
comprobar previamente que para cada vértice del grafo exista un camino con origen el
vértice fuente y destino ese vértice, y que sea tnico. A continuacién se muestra una
modificacién del grafo de la Figura 2.2 en la que se han eliminado algunas aristas para
que se cumplan las condiciones del Lema 2.8 y cuya versién no dirigida si es un arbol.

Figura 2.4: Grafo dirigido aciclico en el, que dado el vértice fuente s, existe un inico camino con origen
s y destino cada vértice restante v;, con i € {1,2,3,4,5}.

Lema 2.9. Sea G = (V, A) un grafo con aplicacion pesow : A — R que no contiene ciclos
de peso negativo. Sea s € V el vértice fuente y G inicializado por INITIALIZE-SINGLE-
SOURCE(G,s). Entonces, para cada vértice v € V. existe, en G, un camino con origen s
y destino v y esta propiedad se mantiene invariante a lo largo de cualquier secuencia de
relajaciones.

Demostracion. Este lema se demuestra aplicando induccién sobre el nimero de pasos de
relajacién realizados sobre las aristas de G.

Caso base: Tras la inicializacion, cuando todavia no se ha relajado ninguna arista, se
tiene que v.m = NULL para todo v € V' y entonces, por definicién, V;, = {s}. Trivialmente
se tiene que existe un camino con origen el vértice fuente y destino si mismo, un lazo,
cumpliéndose asi la propiedad.

Paso inductivo: Se toma como hipétesis de induccién que tras una secuencia cual-
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quiera de n relajaciones, donde (v,,—1,v,) € A(G) es la tltima arista que ha sido relajada
en dicha secuencia, para cada vértice v € V, existe en G, un camino con origen s y
destino v. Bajo esta hipdtesis, se considera la relajacion (n + 1)—ésima, que consiste en
una llamada a RELAX (vy,,v,41,w) para una arista (v, v,+1) € A(G). Para concluir que la
propiedad se sigue cumpliendo para todo vértice del conjunto V. actualizado, se analizan
todos los posibles resultados de esta relajacion:

» Caso 1: Si v,41.d < v, + w(vy, Vyt1), entonces la relajacion no modifica v.d ni v.7.
En consecuencia, al no anadirse nuevos vértice a V., V, permanece sin cambios vy,
por la hipétesis de induccién, se tiene que para todo v € V, existe un camino con
origen s y destino v en Gj.

» Caso 2: Si vp41.d > v, + w(vp,vns1), entonces la relajacion actualiza v,,1.d =
Upd 4+ W(Vpy Vps1) Y Upg1.T = Up.

e Caso 2.1: Si v,y ¢ V. antes de la relajacion, esto significa que v, ;.7 = NULL
Y Unt1 7# . De este modo, como tras ejecutarse la relajacién (n + 1)—ésima se
tiene que v, 1.7 = v,, se anade el vértice v,.1 a V, y se actualiza este conjunto,
V! = Vy U{vy1}. Como v, € V,, por hipdtesis de induccion se sabe que existe
un camino con origen s y destino v, y, por tanto, concatenando este camino con
la arista (v, v,11) € A(G) se construye un nuevo camino con origen s y destino
Unt1, €l cual es s ~» v, = v,11.

e Caso 2.2: Si v, € V, antes de la relajacién, entonces ya existia un camino
con origen s y destino v, en G, y ya se tenia un predecesor para v,,;. Tras
la relajacién, este predecesor se actualiza a v, 1.7 = v,. Como v, € V,, por
hipdtesis de induccion se sabe que existe un camino con origen s y destino v, y,
por tanto, concatenando este camino con la arista (v, v,11) € A(G) se construye
un nuevo camino con origen sy destino v,.1, el cual es § ~» v, — v,11. Aunque
se ha reemplazado un camino por otro, no se pierde la conexién desde s hasta
Un+1, sSimplemente se actualiza el camino por uno mas corto. En consecuencia,
para todo vértice v € V, (conjunto que no cambia en este caso), sigue existiendo
un camino con origen s y destino v en G,.

Asi, queda demostrado por induccién que en G, existe un camino con origen s y destino
v para cada vértice v € V. y esta propiedad se mantiene invariante a lo largo de cualquier
secuencia de relajaciones. O

Lema 2.10. Sea G = (V, A) un grafo con aplicacion peso w : A — R, sea s € V un
vértice fuente y supongase que G no contiene ciclos de peso negativo que sean alcanzables
desde s. Entonces, después de que el grafo haya sido inicializado por INITIALIZE-SINGLE-
SOURCE(G,s), el subgrafo de predecesores G, forma un drbol enraizado con raiz s, y
cualquier secuencia de pasos de relajacion sobre las aristas de G preserva esta propiedad
como nvariante.

Demostracion. Para empezar, se recuerda al lector que, por definiciéon, G, formard un
arbol enraizado con raiz s si es un grafo no dirigido, conexo y aciclico. Inmediatamente
después de la inicializacién del grafo G esto se cumple trivialmente ya que hasta ese
momento el subgrafo de predecesores G, sélo cuenta con el vértice fuente.

En lo que sigue, se estudia el subgrafo de predecesores GG, formado tras una secuencia
de pasos de relajacion, demostrando primero que este subgrafo es aciclico. Por reduccion
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al absurdo se supone que alguno de estos pasos de relajacién origina un ciclo en el subgrafo
Gr. Sea este ciclo ¢ = (vg,v1,...,Vx), con v, = vy, entonces se tienen los predecesores
v;.m = v;_1 para todo i € {1,2,...,k} vy, sin pérdida de generalidad, se puede suponer
que el paso de relajacion que ha originado este ciclo es el correspondiente al de la arista
(vg—1,vr) € A(G). Para ver que cada vértice de este ciclo es alcanzable en G desde el
vértice fuente se considera que, a la vez que se le asigné a cada vértice de ¢ un predecesor
v (cuyo valor no es NULL), también se le asigné una estimacién finita del peso del
camino més corto (v.d < oo). Entonces, aplicando la propiedad de cota superior (Lema
2.2), cada vértice v del ciclo ¢ cumple que §(s,v) < v.d < 0o, de manera que se puede
afirmar que estos vértices son alcanzables desde el vértice fuente.

Una vez probada su existencia, se procede a estudiar las estimaciones del peso del
camino mas corto a cada vértice de ¢ en el paso inmediatamente anterior a la llamada
RELAX (vg_1,v%,w). En este paso se tiene que v;.m = v;_; para todoi € {1,2,... k — 1}.
Esto implica que para todo ¢ € {1,2,...,k — 1}, la dltima actualizacién de la estimacién
v;.d fue realizada por la asignacién v;.d = v;_1.d+w(v;_1,v;). Ademds, teniendo en cuenta
que si el valor para la estimacién v;.d sufre algin cambio tras esta asignacién, sélo podra
ser una disminucion en su valor, en este paso se tiene que

vi.d > v d+ w(vi_q,v) Vie{l,2,....k—1}.

Entonces, como se sabe que vg.7m va a cambiar al realizar la llamada RELAX (vg_1,v5,w),
entonces, en el paso inmediatamente anterior en el que se esta trabajando, se cumple
necesariamente que

Vg.d > vp_1.d + UJ(Uk_l, Uk).

Asi, sumando esta desigualdad estricta con las k — 1 desigualdades anteriores, se obtiene
la siguiente desigualdad para la suma de las estimaciones de los caminos mas cortos para
los vértices del ciclo c:

k k k k
Z Ui.d > Z(Ui—l‘d + w(vi_l, UZ)) = Z Ui_l.d + Z UJ(’UZ'_l, Uz')
i=1 i=1 =1 =1

Sin embargo, como cada vértice del ciclo ¢ aparece exactamente una vez en cada sumatorio,

Ya que vy = Vg, S€ tiene que
k k
E 'U,L'.d = E Ul',l.d
=1 =1

y sustituyendo esta igualdad en la anterior desigualdad se obtiene que

k

0> Zw(vi,l,vi) = w(c)

i=1

es decir, ¢ es un ciclo de peso negativo cuyos vértices son alcanzables desde el vértice
fuente, contradiciendo la hipétesis de que GG no contiene ciclos de peso negativo que sean
alcanzables desde s y confirmando asi que G, es un grafo dirigido aciclico. Ademds, como
es aciclico se tiene que todo camino que se tome en G, sera simple.

Ahora, para concluir que este grafo dirigido aciclico es un arbol enraizado con raiz
s basta con probar, por el Lema 2.8, que para cada uno de sus vértices v € V. existe un
unico camino en G, que comienza en s y termina en v. La existencia de estos caminos, y
el hecho de que esta propiedad es invariante ante cualquier secuencia de relajaciones, se
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tiene directamente por el Lema 2.9, y la unicidad se prueba a continuacion.

Se fija un vértice cualquiera v € V; y se supone, por reduccion al absurdo, que G,
contiene dos caminos distintos con origen s y destino este vértice v. Estos dos caminos
se denotan como p;, que se puede descomponer como s ~» U ~» T — 2 ~> Uy Py, qUe se
puede descomponer como s ~» u ~» y — z ~> v, donde u,z,y,z € V, tales que v # y y
(x,2),(y,2) € Ax.

O ©

Figura 2.5: Representacién de que un camino simple en G, del vértice fuente s a v es tnico.

Sin embargo, en este caso se tendria que z.m = x y que z.m = y lo que implica que
r =y (ya que el predecesor de un vértice es unico en un arbol de caminos mas cortos),
obteniéndose asi una contradiccién y concluyendo que, efectivamente, GG, es un arbol
enraizado con raiz s y cualquier secuencia de pasos de relajacién sobre las aristas de G
preserva esta propiedad como invariante. O

Lema 2.11 (Propiedad del subgrafo de predecesores). Sea G = (V, A) un grafo con
aplicacion peso w : A — R, sea s € V un vértice fuente y supongase que G no contiene
ciclos de peso megativo que sean alcanzables desde s. FEntonces, después de la llamada
al procedimiento INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G,s) y de cualquier secuencia de pasos de
relajacion sobre las aristas de G que produce v.d = §(s,v) para todo v € V(G), el subgrafo
de predecesores G, es un darbol de caminos mds cortos enraizado en s.

Demostracion. Para probar que G es un arbol de caminos mas cortos enraizado en s, es
necesario probar que G, cumpla los tres puntos de la Definicién 1.11:

1. Para ver que V(G,) es el conjunto de vértices en G alcanzables desde s, se recuerda
que, por definicién, el peso de un camino més corto es finito, es decir, §(s,v) < oo,
si y sOlo si v es alcanzable desde s. Por ello, y como por hipotesis se conoce que
d(s,v) = v.d para todo v € V, los vértices alcanzables desde s seran aquellos tales
que v.d < oco. En las condiciones de este lema, tras la inicializacién de los atributos
del grafo G se tiene que v.d = oo para todo v € V \ {s}, s.d = 0y v.r =NULL
para todo v € V', de modo que aquellos vértices cuyo predecesor v.7w sea distinto de
NULL cumplirdn que v.d < 0o, ya que ambas asignaciones ocurren en la llamada al
procedimiento RELAX. Esto implica que los vértices de GG alcanzables desde s seran
aquellos tales que v.m # NULL, junto al vértice fuente s, y este conjunto de vértices
es, por definicion, V.

2. Que G, forma un arbol enraizado cuya raiz es s se acaba de probar en el Lema 2.10.

3. A continuacién, se prueba que para cada vértice v € V(G ), el camino simple tinico
con origen s y destino v en GG; es un camino mas corto con origen s y destino v en
G.

Para ello, se fija un vértice v € V(G ) y se considera el camino mds corto con origen
sy destino v en G, al que se denota p = (vg, vy, ..., v) donde vg = sy v, = v.
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Se toma una arista (v;_1,v;) de este camino, es decir ¢ € {1,..., k}, arbitrariamente.
Como esta arista pertenece al subgrafo G, por como se define A, se sabe que el
predecesor 6ptimo de v; en el camino mas corto es v;_1, luego la tltima relajacién
que modificé el valor de v;.d tuvo que ser la de esta arista.

Tras la relajacién de esta arista se tenia que v;.d = v;_1.d + w(v;_1,v;). Podria darse
el caso de que después se relajase una arista incidente al vértice v;_1, disminuyendo
la estimacion v;_;.d sin modificar el valor de v;.d y obteniéndose asi que v;.d >
vi—1.d + w(v;_1,v;). De este modo, combinando estos dos casos, se tiene que v;.d >
vi—1.d + w(v;_1,v;) para cualquier i € {1,...,k}. Ademds, sustituyendo la hipétesis
de que v.d = §(s,v) para todo v € V(G), concretamente v;.d = (s, v;) para todo
i € {1,...,k}, en esta desigualdad se tiene que d(s,v;) > 0(s,v;—1) + w(vi_1,v;) ¥,
reordenando, (s, v;) — d(s,v;_1) > w(v;_1,v;) para todo ¢ € {1,...,k}. Conociendo
esto, sumando los pesos de las aristas del camino p se obtiene que:

k
w(p) = Zw(vi—l,vz‘) < Z(&(s,vi) —0(s,vi-1))
i=1 =1
= (5(87 Ul) - 6(87 UO)) + (5(87 U2) - 6(87 Ul)) +eet (5(57 Uk—1> - 5(57 Uk—Q))
+(0(s,vk) — (s, v—1)) = (s, v) — (s, v0) = d(s,v) — (s, s) = 0(s,v),
es decir, w(p) < d(s,v). Y como, por definicién, §(s,v) es cota inferior para el peso
de cualquier camino con origen s y destino v en G, se tiene que 6(s,v) < w(p).

Entonces, por doble desigualdad, se tiene que w(p) = §(s,v), concluyendo asi que p
es un camino mas corto con origen s y destino v en G.

]
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Capitulo 3

El algoritmo de Bellman-Ford

El algoritmo de Bellman-Ford, desarrollado por Richard Ernest Bellman y Lester Ran-
dolph Ford Jr., permite resolver el problema de los caminos més cortos de fuente tnica
para cualquier grafo dado.

A lo largo de este capitulo se presenta este algoritmo, describiendo su funcionamiento
y mostrando un ejemplo de ejecucién sobre un grafo concreto, se demuestra por qué este
algoritmo es capaz de resolver problemas de caminos mas cortos y, finalmente, se expone
una mejora para este algoritmo, la mejora de Yen. Se han tomado como principales refe-
rencias la Seccién 22.1 del libro Introduction to Algorithms [6], junto con la Seccién 4.4
del libro Algorithms [13] y la referencia [3]. Tanto el Corolario 3.2 como los Lemas 3.6 y
3.7 han sido probados por la autora, por cuenta propia.

3.1. Descripcién del algoritmo

En la asignatura Matemaética Discreta se estudia el algoritmo de Dijkstra: un algoritmo
que resuelve el problema de los caminos mas cortos de fuente tinica para grafos en los que
todas sus aristas tengan pesos no negativos. Sin embargo, como se ha ejemplificado en
la Seccién 1.4 de este trabajo, para poder resolver determinados problemas de rutas es
necesario que existan algoritmos que puedan recibir como entrada grafos con aristas de
pesos negativos. Es por ello que, en este trabajo, se presenta el algoritmo de Bellman-Ford,
capaz de resolver el problema de los caminos mas cortos de fuente tnica para cualquier
tipo de grafo. Este algoritmo recibe como entrada los siguientes parametros:

» G: grafo dirigido ponderado G = (V, A).
= w: aplicacién peso que asigna a cada arista (u,v) € A(G) un valor real.

= s: vértice fuente que actia como el origen de los caminos mas cortos a encontrar con
destino los vértices restantes del grafo.

En la Observacion 1.17 se justifico que el peso de los caminos més cortos no esta bien
definido para los grafos que contienen ciclos de peso negativo alcanzables desde la fuente.
Por este motivo, el algoritmo de Bellman-Ford esta disenado para identificar la existencia
de dichos ciclos, retornando FALSE si existe al menos uno y TRUE si no hay ninguno.

25
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El diseno del algoritmo es el que sigue:

Algoritmo BELLMAN-FORD(G, w, s)
1: INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, $)

: Desde i = 1 hasta |V(G)| — 1 hacer
Para cada arista (u,v) de A(G) hacer
RELAX (u, v, w)
Fin para
: Fin desde

. Para cada arista (u,v) de A(G) hacer
Si v.d > u.d + w(u,v) entonces
Devuelve FALSE
: Fin para
11: Devuelve TRUE
Fin algoritmo

© ® TS g w® D

—
=]

El algoritmo comienza realizando una llamada a INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G,s)
(ver Seccién 1.5), la cual asigna un valor inicial a la estimacién del peso del camino més
corto, v.d, y al predecesor, v.7, de cada vértice v € V(G). Una vez inicializados estos
atributos, el algoritmo realiza |V (G)| — 1 iteraciones, en cada una de las cuales se aplica
la técnica de relajacién RELAX (u,v,w) (ver Seccién 1.5) a todas las aristas (u,v) € A(G).
Asi, en cada iteracion, se actualizan los valores de los atributos v.d y v.7w para cada vértice
v € V(G)\ {s} conforme a los pesos w(u,v) € R definidos en el grafo. Es mds, para cada
vértice v € V(G) \ {s}, el valor de v.d converge de manera iterativa hacia el peso, 0(s,v),
del camino mas corto desde la fuente s hasta ese vértice y se establece la correspondiente
secuencia de predecesores asociados a dicho camino mas corto.

Posteriormente, para detectar la existencia de ciclos de peso negativo alcanzables desde
s en el grafo dado como parametro, el algoritmo ejecuta una verificacion adicional para
cada arista (u,v) € A(G) que comprueba si la desigualdad v.d < u.d + w(u,v) deja de
cumplirse, es decir, si v.d > u.d + w(u,v). Si se da esta desigualdad estricta para alguna
arista, no se estd bajo las condiciones del Lema 2.4 y por ende no se puede afirmar que
se cumpla la propiedad de convergencia (Lema 2.5) para dicha arista, senalando asi la
presencia de algun ciclo de peso negativo en el grafo. En este caso, el algoritmo devuelve
FALSE, indicando que no hay soluciéon valida. Si por contra no existe ninguna arista
(u,v) € A(G) que reduzca el valor de v.d, si se cumple la propiedad de convergencia
(Lema 2.5) para toda arista, por lo que el algoritmo retorna TRUE.

Notacién 1. Para facilitar la escritura, en lo que sigue de capitulo se llama bucle
principal del algoritmo de Bellman-Ford al bucle que ocupa las lineas 2-6 en BELLMAN-
FORD.

En la Figura 3.1 se muestra la ejecucion del algoritmo BELLMAN-FORD sobre un
grafo con pesos negativos que cuenta con un ciclo (vy, vy, v3,v1) de peso positivo. El
vértice fuente de este grafo es s. En este ejemplo se supone que cada iteracion relaja
todas las aristas del grafo en el siguiente orden: (vs,v4), (v1,v2), (vs,v1), (v1,v4), (S, v1),
(va,v3), (8,v2), (v2,v4), €l cual ha sido tomado arbitrariamente.
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(a) Tras la llamada a INITTALIZE-SINGLE-SOURCE (b) Tras la primera iteracién

(e) Tras la cuarta iteracién

Figura 3.1: Ejecucién del algoritmo de Bellman-Ford. Tras cada iteracién del bucle principal, las
estimaciones del peso del camino maés corto a cada vértice se muestran como etiqueta de cada vértice.
Las aristas (u, v) resaltadas con mayor grosor representan los predecesores determinados hasta el
momento, indicando que v.m = u. Ademads, los vértices marcados con doble circulo son aquellos cuyos
atributos v.d y v.w han sido actualizados con respecto a la iteracién previa.

Una vez inicializado el grafo, como cuenta con cinco vértices, el algoritmo realiza cuatro
iteraciones en el bucle principal. En la primera y segunda iteracién, Figuras 3.1(b) y 3.1(c),
el algoritmo va buscando los caminos mas cortos a cada vértice v, modificando los valores
de los atributos v.d y v.7w. Tras la tercera iteracién, como se puede observar en la Figura
3.1(d), ya se alcanzan los valores 6ptimos para la estimacién del peso del camino mas
corto y para el predecesor de cada vértice. Por este motivo, como indica la propiedad
de relajacién de caminos (Lema 2.6), estos valores no se ven modificados en la cuarta
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iteracion, Figura 3.1(e). En el siguiente bucle del algoritmo, todas las aristas (u,v) del
grafo cumplen que v.d < u.d + w(u,v), luego, como se aprecia en la Figura 3.1, no se
encuentran ciclos de peso negativo alcanzables desde la fuente, y el algoritmo retorna
TRUE.

3.2. Correccién del algoritmo

El objetivo de esta seccién es demostrar, usando varios resultados del Capitulo 2, la
correccion del algoritmo de Bellman-Ford como herramienta para resolver el problema de
los caminos mas cortos de fuente tinica. Para ello, resulta necesario probar previamente el
Lema 3.1, el cual formaliza el comportamiento convergente de las estimaciones del peso
de los caminos més cortos a cada vértice, observado en la Figura 3.1, a lo largo de las
iteraciones del bucle principal del algoritmo.

Lema 3.1. Sea G = (V, A) un grafo con vértice fuente s y aplicacion peso w : A — R.
Si G no contiene ciclos de peso negativo alcanzables desde s, entonces, tras las |V| — 1
iteraciones del bucle principal del algoritmo BELLMAN-FORD, se tiene que v.d = §(s,v)
para todos los vértices v € V' alcanzables desde s.

Demostracion. Se fija un vértice v € V' cualquiera que sea alcanzable desde s, y se con-
sidera (vg,v1,...,Uk), con vg = 8, vy = v y k € N, un camino mds corto con origen s
y destino v en el grafo GG. En la Seccion 1.4 se concluy6 que el nimero de aristas para
cualquier camino mas corto en un grafo con ciclos de peso negativo no alcanzables desde
el vértice fuente es, a lo sumo, |V| — 1, luego k < |V| — 1.

Tras inicializar el grafo, el algoritmo BELLMAN-FORD ejecuta |V| — 1 iteraciones
del bucle principal, donde cada iteracién relaja todas las aristas (u,v) € A mediante
RELAX(u,v,w). Por la propiedad de relajacién de caminos (Lema 2.6), si las aristas
(vo,v1), (V1,v2), ..., (Vk_1,Vx) se relajan en orden, entonces vg.d = (s, vx) independien-
temente de las relajaciones que ocurran sobre otras aristas del grafo. Aunque BELLMAN-
FORD no sigue este orden, las |V| — 1 iteraciones garantizan que, en algiin momento
durante dichas iteraciones, se habra relajado cada arista (v;—1,v;) (coni € {1,...,k}) del
camino mas corto cumpliendo v;_1.d = (s, v;_1) gracias a iteraciones previas, asegurando
que v;.d = §(s,v;). Por este motivo, tras las |V| — 1 iteraciones, al aplicar la propiedad de
relajacion de caminos se obtiene que v.d = vg.d = §(s,vx) = d(s,v). Como v es arbitrario,
el lema queda probado para todos los vértices de GG alcanzables desde s. O

Basandose en este lema, el siguiente corolario senala la relacién encontrada entre la ob-
tencion, al finalizar la ejecucion de BELLMAN-FORD, de un valor finito para la estimacién
del peso de los caminos mas cortos a un vértice y la existencia de un camino con destino
dicho vértice y origen el vértice fuente del grafo.

Corolario 3.2. Sea G = (V, A) un grafo con vértice fuente s y aplicacion pesow : A — R.
Entonces, para cada vértice v € V', existe un camino con origen s y destino v si y solo si
el algoritmo BELLMAN-FORD finaliza con v.d < co al ser ejecutado sobre G.

Demostracion. Se fija un vértice cualquiera v € V' y se demuestran ambas implicaciones
de este corolario.

Se supone que existe un camino con origen s y destino v luego, por definicién de peso
de un camino maés corto, se tiene que d(s,v) < co. Se consideran dos casos:
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Caso 1: Si G no contiene ciclos de peso negativo alcanzables desde s, se cumplen las
hipétesis del lema anterior. Entonces, como para esta implicacion se ha supuesto que v
es alcanzable desde s, por el Lema 3.1 se tiene que tras las |V| — 1 iteraciones del bucle
principal de BELLMAN-FORD se da la igualdad v.d = §(s,v) < oo. Asi, se puede afirmar
que al finalizar BELLMAN-FORD se obtiene que v.d < oc.

Caso 2: Si GG contiene ciclos de peso negativo alcanzables desde s entonces, por la
Observacién 1.17, se tiene que d(s,v) = —oo, cumpliéndose que d(s,v) < oo al finalizar
BELLMAN-FORD.

Se supone que al finalizar la ejecuciéon de BELLMAN-FORD se tiene que v.d < oo. Por
la propiedad de cota superior (Lema 2.2) se sabe que §(s,v) < v.d luego, necesariamente,
d(s,v) < 00y, por definicién, existe un camino con origen s y destino v.

Por todo esto, se puede afirmar que existe un camino con origen sy destino v si y solo

si v.d < oo al finalizarse la ejecucién de BELLMAN-FORD. O]

Teorema 3.3 (Correccién del algoritmo de Bellman-Ford). Sea BELLMAN-FORD
ejecutado sobre un grafo G = (V, A) con vértice fuente s y aplicacion peso w : A — R. Si
G no contiene ciclos de peso negativo alcanzables desde s, entonces v.d = d(s,v) para todo
vértice v € V', el subgrafo de predecesores G es un darbol de caminos mds cortos enraizado
en s y el algoritmo retorna TRUE. Por otro lado, en el caso de que G si contenga, por lo
menos, un ciclo de peso negativo alcanzable desde s, entonces el algoritmo retorna FALSE.

Demostracion. Por un lado, se estudia el caso en el que G no contiene ciclos de peso
negativo alcanzables desde s. Hay que probar las tres afirmaciones:

1. Se fija un vértice v € V' cualquiera y se dan dos casos. En ambos casos se verifica la
igualdad v.d = (s, v):
Caso 1: si v es alcanzable desde s, por el Lema 3.1 se tiene que v.d = (s, v).
Caso 2: si por contra v no es alcanzable desde s, no existird un camino con origen
sy destino v, luego, por la propiedad de inexistencia de camino (Corolario 2.3), se
tiene que v.d = d(s,v) = 0.
Luego, como v era un vértice cualquiera, se tiene que v.d = 0(s,v) para todo v € V.

2. Como se ha supuesto que G no contiene ciclos de peso negativo alcanzables desde
s, se esta en las condiciones para aplicar la propiedad del subgrafo de predecesores
(Lema 2.11), obteniéndose de manera inmediata que G, es un arbol de caminos mas
cortos enraizado en s.

3. Tras la ejecucion del algoritmo BELLMAN-FORD, para toda arista (u,v) € A se tiene
que:

. D.T. i6
v.d Aﬁrma:cmn 1. 5(8, U) S 5(3’ U) + U}(U, ’U) Aﬁrma:cmn 1. w.d + U)(U, U)

de modo que la desigualdad del segundo bucle (linea 8) de este algoritmo nunca
se cumple y entonces el algoritmo nunca retorna FALSE y, por como esta disenado,
retorna TRUE.

Por otro lado, se estudia el caso en el que G contiene, por lo menos, un ciclo de peso
negativo alcanzable desde s. Sea este ciclo ¢ = (vg,...,v) con vy,..., v € V, vg = v y

k

w(c) = Zw(vi_l,vi) < 0.

=1



30 CAPITULO 3. EL ALGORITMO DE BELLMAN-FORD

Para este caso hay que probar que el algoritmo BELLMAN-FORD retorna FALSE. Para ello,
se supone, por reducciéon al absurdo, que el algoritmo retorna TRUE. Bajo esta hipdtesis,
se tendria que v;.d < v;_;.d + w(v;_1,v;) para cada ¢ € {1,...,k} y, sumando estas k
desigualdades se obtiene:

k k k k
d vd < (vimrd + w(vi, ) = Y vicnd+ Y w(vi1,v;).
i=1 i=1 =1 i=1

Ademas, como cada vértice del ciclo ¢ aparece exactamente una vez en cada sumatorio,

Ya que vy = Vg, S€ tiene que
k k
E Ui.d = E Ui_l.d
i=1 i=1

y por el Corolario 3.2 se tiene que v;.d < oo para i € {1,2,...,k}. Entonces, sustituyendo
esta igualdad en la anterior desigualdad se obtiene que

!
0< Zw(vi—lavi) = w(c)

contradiciendo asi la hipotesis de que ¢ es un ciclo de peso negativo. O

3.3. La mejora de Yen para el algoritmo de Bellman-Ford

En esta seccion se analiza la mejora propuesta por Yen para el algoritmo de Bellman-
Ford, a partir de un problema del Capitulo 22 del libro Introduction to Algorithms [6]. Para
su desarrollo, también se ha consultado el Capitulo 20 de dicha obra y las referencias [10]
y [2].

El algoritmo de Bellman-Ford no especifica el orden en el que las aristas han de ser
relajadas durante cada iteracion de su bucle principal. Al aplicar este algoritmo al grafo
correspondiente a la Figura 3.1 se ha visto que la iltima iteracién del bucle principal no
modifica, con respecto a la iteracion anterior, los valores de los atributos v.d y v.7m para
ningun vértice v del grafo. En esta seccion se propone establecer un orden en el conjunto
de aristas del grafo para guiar el proceso de relajacién, con el fin de reducir el niimero de
iteraciones del bucle principal del algoritmo de Bellman-Ford necesarias para calcular los
caminos mas cortos.

En 1970, Jin Y. Yen describié una mejora para el algoritmo de Bellman-Ford. Esta
mejora sigue el diseno del algoritmo de Bellman-Ford expuesto al principio de este capitulo.
Tras inicializar los valores de los atributos, y antes de realizar la primera iteracion del
bucle principal del algoritmo, se asigna un orden lineal arbitrario a los vértices del grafo
G = (V, A) dado como entrada al algoritmo. Después, Yen propone dividir el conjunto A de
aristas del grafo en dos subconjuntos: Ay y A,. Yen define cada uno de estos subconjuntos
de la siguiente manera:

Ap ={(vi,v;) € Avi < j},
Ab = {('Ui,Uj) € A ) > j},
de modo que A = Ay U A,. Ademas, supone que G no contiene lazos; luego, cada arista

del grafo pertenece o bien a Ay o bien a Ay, es decir, se tiene que Ay N A, = . Conocidos
estos subconjuntos, se pueden considerar los subgrafos Gy = (V, Ay) y G, = (V, A4y).
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Ejemplo 3.4. Para poder dividir las aristas del grafo que aparece en la Figura 3.1 en
los dos subconjuntos Ay y Ay definidos por Yen, es necesario considerar que s = vg. Al
hacerlo, se obtienen los dos subconjuntos siquientes:

Af - {(U?n U4)’ (Ula ’02)7 (U1> U4)> (‘97 Ul)? (U2> 'U3)7 (57 UZ)» ('U27 U4>}7

Ay = {(U3701)};

jJunto con los dos subgrafos siguientes:

Subgrafo G5 Subgrafo G

Figura 3.2: Divisién del grafo de la Figura 3.1 en dos subgrafos G y Gy siguiendo las definiciones para
los subconjuntos Ay y A, tomadas por Yen

Como se puede observar, estos subgrafos son aciclicos, esto es, al realizar la division de
las aristas del grafo inicial (el cual contenia el ciclo (vy,vq,v3,v1)) en los dos subconjuntos
definidos por Yen, el ciclo no aparece en ninguno de los subgrafos correspondientes.

Definicién 3.5. Una ordenacion topoldgica para un grafo dirigido aciclico G = (V, A)
es una relacion de orden total para los vértices de G tal que, dada una arista (u,v) € G,
el vértice u aparece antes que el vértice v en la ordenacion.

En el subgrafo Gy del ejemplo anterior las aristas se pueden ordenar topolégicamente
de una sola forma, esta es, (s,vy,vq,v3,v4). Sin embargo, las aristas del subgrafo G
cuentan con varias posibles ordenaciones topoldgicas, como por ejemplo (vs, s, v3, V4, V1)
0 (v4,v3, 02,01, ). Nbtese que esta tltima es la inversa de la tinica ordenacién topoldgica
encontrada para las aristas de G/.

El siguiente lema prueba que los subgrafos Gy y G} definidos por Yen son siempre
aciclicos y que, independientemente de las aristas del grafo, el orden vy, v, ..., vy va a
ser siempre una ordenacién topoldgica.

Lema 3.6. Sea G un grafo sin lazos, se tiene que los subgrafos correspondientes Gy y Gy,
son aciclicos, con ordenacion topologica (vi,va, ..., vv|) ¥ (Vv|, Vv|-1,--.,V1) respectiva-
mente.

Demostracion. Primero, se prueba que Gy es aciclico por reduccién al absurdo. Se su-
pone que existe un ciclo (v;,, vy, ...,v;,) en Gy, donde v, vy, ...,v;, € V., k € Ny
v;, = v;,. Considerando la siguiente secuencia para las aristas que conforman este ciclo:
(Viy, Vig),s (Vigs Vig )y -« -, (Vi 1, Vi, ), ¥, como todas estas aristas pertenecen a Ay, se cumple
la siguiente serie de desigualdades: 1; < iy < i3 < ... < 1 < 1 = 71. De este modo,
se tendria la desigualdad estricta 7; < i;, llegando a un absurdo. Luego, Gy no puede
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contener ciclos y, por definicién, es aciclico. Una vez probado que es aciclico, se puede pa-
sar a demostrar que (v, vs, ..., vy|) es una ordenacién topolégica. Esto es inmediato, ya
que, como los indices de dicha secuencia estan ordenados de forma creciente y como toda
arista (v;,v;) € Ay satisface, por definicién, que ¢ < j, entonces se tiene que v; aparece
antes que v; en el orden. Asi, la secuencia propuesta satisface la definicién de ordenacién
topolégica para el grafo dirigido aciclico Gy.

Anadlogamente se prueba que Gy es aciclico con ordenacion topoldgica (v, vjv|-1, - - .,
v1). Por reduccién al absurdo, se supone que existe un ciclo (v;,, vy,, ..., v;,) en Gy, donde
Vi Vigs - -, Vi, €V, k€ Ny v, =wv;,. Considerando la siguiente secuencia para las aris-
tas que conforman este ciclo: (vj,, viy), (Vig, Vig), - -, (Vi1 Vi), ¥, cOmMoO todas estas aristas
pertenecen a Ay, se cumple la siguiente serie de desigualdades: i1 > 5 > i3 > ... > i1 >
i = 11. De este modo, se volveria a tener la desigualdad estricta i; > iy, llegando a un
absurdo. Luego, G} es aciclico y se puede pasar a demostrar que (v, v|y|-1,...,01) €s
una ordenacién topologica. Esto vuelve a ser inmediato, ya que, como los indices de dicha
secuencia estan ordenados de forma decreciente y como toda arista (v;, v;) € Ay satisface,
por definicién, que ¢ > j, entonces se tiene que v; aparece antes que v; en la ordenacion,
cumpliéndose asi la definicion de ordenaciéon topoldgica. O

Una vez conocidas estas definiciones para los subconjuntos de aristas Ay y A, se
explica como propone Yen que se relajen las aristas en el bucle principal del algoritmo de
Bellman-Ford.

Primero, se visitan todos los vértices del grafo siguiendo el orden topolégico vy, vy, .. .,
vjv|, relajandose asf las aristas de Ay. Después, se vuelven a visitar todos los vértices pero
en el orden topolégico inverso, vy, vjv|-1, ..., V1, relajandose esta vez las aristas de A,.

Lema 3.7. Bajo estas indicaciones, si el grafo G no contiene ciclos de peso negativo que
sean alcanzables desde el vértice fuente s, entonces, después de [|V'|/2] iteraciones sobre
las aristas, se tiene que v.d = §(s,v) para todos los vértices v € V' alcanzables desde s.

Demostracion. Se fija un vértice v € V' cualquiera, que sea alcanzable desde s, y se con-
sidera p = (v, Viy, ..., V4, ), cOn v;; = 8, v;, = vy k € N, un camino mds corto con origen
sy destino v en el grafo GG. En la seccién 1.4 se concluy6 que el niimero de aristas para
cualquier camino mas corto en un grafo con ciclos no alcanzables desde el vértice fuente,
en este caso para el camino p, es a lo sumo |V| — 1, luego i, < |[V] — 1.

Cada arista (v;;,v;,,,) del camino p, con j € {1,2,...,k — 1}, pertenece o bien al con-
junto Ay, sii; < 741, o bien al conjunto Ay, si ¢; > i,41. La secuencia 41, %9, . . ., i alterna
entre incrementos y decrementos. Cada iteracién del bucle principal procesa primero las
aristas de Ay y luego las aristas de A, tomando secuencias de indices que aumentan o
disminuyen, respectivamente. Una secuencia simple de |V| — 1 vértices puede cambiar de
direcciéon un méximo de [|V| — 1/2] veces, ya que cada cambio requiere al menos dos
vértices consecutivos. No obstante, si s = v;, tiene un indice i; > 1 (si no aparece primero
en el orden) , la primera iteracién sobre las aristas de Ay puede no inicializar correc-
tamente las estimaciones, requiriendo una iteracién adicional. Por lo tanto, se necesitan
[|V'|/2] iteraciones para cubrir todos los cambios de direccién y el caso especial de s. Por
este motivo, tras las [|V|/2] iteraciones, al aplicar la propiedad de relajacién de caminos
(Lema 2.6) se obtiene que v.d = vy.d = 0(s,v) = 6(s,v). Como v es arbitrario, el lema
queda probado para todos los vértices de G alcanzables desde s. O

Finalmente se muestra un ejemplo de cémo se ejecutaria el algoritmo de Bellman-Ford
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con la mejora de Yen sobre el grafo presentado anteriormente en la Figura 3.1. Aplican-
do esta mejora, primero se relajan las aristas de A, siguiendo su ordenacién topoldgi-
ca (s,v1,v9,v3,v4) y seguidamente las aristas de A, siguiendo su ordenacién topoldgica
(vg,v3,v9,v1,5). Es decir, el orden de relajacién de las aristas en cada iteracién del bucle

prinCipal €s (57 Ul)a (87 U?)a (Uh U2)7 (Ula ,04)7 (,027 U3)7 <U27 U4)7 (U37 U4)7 (U37 Ul)-

(e) Tras la cuarta iteracién

Figura 3.3: Ejecucién del algoritmo de Bellman-Ford modificado con la mejora de Yen.

Se observa que, con esta mejora, los valores éptimos para las estimaciones del peso
del camino mas corto y para los predecesores de cada vértice se alcanzan tras la primera
iteracion, Figura 3.3(b). Ademds, por la propiedad de convergencia (Lema 2.5) se sabe
que estos valores no se veran modificados a lo largo de las iteraciones restantes del bucle.
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Se recuerda al lector que, cuando G no tiene ciclos de peso negativo alcanzables desde
s, se puede asegurar que las estimaciones 6ptimas de los pesos de los caminos més cortos
se obtienen tras las |V| — 1 iteraciones del bucle principal del algoritmo de Bellman-Ford.
La mejora de Yen optimiza esto a [|V|/2] iteraciones.



Capitulo 4

Bellman-Ford en la programacion
lineal

En este capitulo se muestra la conexiéon entre la biisqueda en grafos y la programacion
lineal, tratando un caso especial de programacion lineal que se reduce a encontrar caminos
mas cortos de fuente tunica.

Primero, se estudia un tipo de problema de programacién lineal en el cual todas las
restricciones del conjunto de puntos admisibles son de desigualdad. Después, estas restric-
ciones se modelan mediante un grafo de restricciones, cuya estructura permite transformar
el problema de resolver el sistema de restricciones en el de buscar el peso de los cami-
nos mas cortos. Por ultimo, se explica que el algoritmo de Bellman-Ford que resuelve
el problema de los caminos mas cortos proporciona una solucién para dicho sistema de
restricciones.

Se ha tomado como referencia la Seccién 22.4 del libro Introduction to Algorithms [6].
La autora ha probado por cuenta propia la Observacion 4.5, la Observacién 4.7, el Lema
4.9 y el Lema 4.10.

4.1. Preliminares de programacion lineal

Para empezar, se recuerdan unas nociones basicas con respecto a problemas de opti-
mizacién, las cuales han sido tomadas de los apuntes de la asignatura Optimizacion I del
Grado en Matemadticas de la Universidad de Cantabria [11].

Se considera la siguiente formulaciéon para un problema de optimizaciéon en di-
mensién finita: dados f: R” — R y K C R”, el problema consistente en

hallar 7 € K tal que f(z) < f(T), para todo x € K;

serd formulado en la forma
Minimizar f(x)
(P)
sujeto a z € K
De este modo, un problema de optimizacion se formula a partir de un conjunto de
variables independientes, x, sobre las que pueden existir algunas condiciones (z € K),

llamadas restricciones del problema, y una funcién dependiendo de las variables que
se quiere minimizar o maximizar, llamada funcion objetivo. Al conjunto K se le llama

35
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conjunto de puntos admisibles.

Si K = R", entonces se dice que P es un problema de optimizacion sin restricciones.
Sin embargo, en este trabajo se estudian los problemas de optimizacion con restric-
ciones, esto es, aquellos en los que el conjunto de puntos admisibles es de la forma

K:{SCERn hz(SL’):O,’lIl,,nl, gj<$>§0,j:1,,nd},

donde h;, gj : R* — R. Dentro de este grupo se encuentran los llamados problemas con
restricciones lineales, en los que se verifica que K es de la forma:

K={zreR": cjrx:bj,jzl,...,ni; CJT:ESbj,j:nz-+1,...,n,-—|—nd},
donde ¢; € R" y b; € R.

Notacidon. Para aclarar la notacién, a las matrices se les denotarda C', evitando asi
confundirlas con el conjunto de aristas A de un grafo G = (V, A) con el que se ha estado
trabajando a lo largo del trabajo.

Entre los problemas con restricciones lineales, este capitulo se centra en los problemas
de programacion lineal, en los que, ademas de ser las restricciones lineales, la funcion
objetivo f es lineal, es decir,

f(z) =d"z con d € R™

De este modo, la programacién lineal se ocupa de la minimizacién (o maximizacién) de
una funcién lineal donde las variables estan sujetas a restricciones lineales, que pueden
ser tanto de igualdad como de desigualdad.

Observacion 4.1. Un problema de mazimizacion puede formularse en términos de mi-
nimizacion ya que max{f(z) :x € K CR"} = —min{—f(z) : z € K C R"}.

Observacion 4.2. En este contezto, el término programacion (originario de la traduccion
directa de mathematical programming) equivale a optimizacion. La palabra programacion
ha de entenderse como equivalente a planificacion, no a codificacion.

El método mas usado para resolver problemas de programacién lineal es el método
del Simplex, estudiado en la asignatura Optimizacién 1. En este capitulo, se estudia otro
método que resuelve los problemas de programacién lineal cuyas restricciones son de
desigualdad, y concretamente, de la forma z; —x; < by donde 1 < 4,5 < n, 7 # j, y
1 < k < m (en inglés, las desigualdades de esta forma son conocidas como difference
constraints).

Definicién 4.3. Un sistema de difference constraints es aquel en el que cada fila
de la matriz de programacion lineal C' cuenta con un 1 y un -1, y el resto de entradas en
C' son ceros. De este modo, las restricciones dadas por el sistema Cx < b son un conjunto
de m difference constraints que contienen n variables.

Notacion. En lo que sigue de capitulo cada vez que se escribe que Cz < b es un
sistema de restricciones de desigualdad se supone que, en concreto, se trata de un
sistema de difference constraints.

A continuacién se plantea el problema consistente en encontrar un vector x € R®
que resuelva el siguiente sistema de restricciones de desigualdad cuyo vector b € R® est4
formado por los valores de los pesos de las aristas del grafo de la Figura 3.1:
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11 0 0 0 1
0 1 0 —10 ~3
10 1 0 0 1 8
0 -1 1 0 o] |™ 6
0 0 -1 1 of ["=]=
0 -1 0 0 1 4 2
0 0 -1 0 1 5 1
0 0 0 —11 —4

Este problema es equivalente a encontrar valores para que las variables x1, 9, 3, 4, x5
satisfagan las siguientes ocho restricciones de desigualdad:

T9 —x1 < 1,
Ty — x4 < =3,
r3 — 1 <8,
r3 — 12 <6,
Ty — 23 < =2,
5 — T2 < 2,
x5 — a3 < 1,
Ts — x4 < —4.

Una posible solucién para este problema es x = (—7,—6,0,—2,—6), que se puede
verificar comprobando que cumple cada una de las desigualdades. Otra posible solucién
es ' = (0,1,7,5,1). Para obtener esta segunda solucién no hace falta comprobar que se
cumplen las desigualdades, ya que basta con darse cuenta de que cada componente de x’
es 7 veces mayor que la correspondiente componente en x.

El siguiente lema verifica por qué se puede afirmar, sin necesidad de comprobaciones,
que ' es otra posible solucién.

Lema 4.4. Sea x = (x1, 23, ... x,) una solucion para un sistema Cx < b de restricciones
de desiqualdad, y sea e € R una constante cualquiera. Entonces, el vector x + e = (x1 +
e, o+ e,...,x, +e) también es una solucion para el sistema Cx < b.

Demostracion. Dadas dos variables z;, z; con i,j € {1,...,n},i # j y una constante by,
con k € {1,...,m} cualesquiera tales que z; — x; < by, sea una restriccién del sistema, se
tiene que (x; +e) — (x; + e) = z; — x; < by, para cualquier constante e € R. Luego, si
cumple que C'z < b, entonces x + e también lo va a cumplir. O

Es importante remarcar que, si en un sistema de restricciones de desigualdad Cx < b
se cumple que by > 0 para todo k € {1,2,...,m}, entonces encontrar una solucién para
dicho sistema es trivial: basta con tomar un mismo valor para todas las variables x;, con
i€{1,2,...,n}. Con esta asignacion, todas las restricciones de dicho sistema se satisfacen
ya que cumplen que z; — x; = 0 < by, donde 1 < 4,7 < n. Por este motivo, el problema
de encontrar una posible solucién para el sistema de restricciones de desigualdad Cx < b
sélo es interesante cuando existe al menos un k € {1,2,...,m} tal que by < 0.
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En resumen, en este capitulo se consideran problemas de programacién lineal de la forma

Minimizar f(z) = d'x
(PL)pc
sujeto a x € K

donde K = {z € R" : Cx < b} con C' € R™" y b € R™. Es decir, la entrada para el
problema es una matriz C' de tamano m x n formada por 0, 1 y -1, un vector b de tamano
m y otro vector d de tamano n.

En muchas ocasiones, la funciéon objetivo no importa, es decir, basta con encontrar
cualquier posible solucién para el sistema de restricciones, esto es, cualquier vector x € R"
que cumpla C'x < b, o determinar que no existe ninguna posible solucién.

Observacion 4.5. El conjunto de restricciones K que se ha definido solo considera res-
tricciones de desigualdad. No obstante, cabe destacar que, si se tiene una restriccion de
la forma x; = x; + by, esta se puede escribir como dos desigualdades: x; — x; < by y
xj — x; < —by. Ademds, se cumplird necesariamente que by, <0 0 —b;, < 0.

4.2. Grafos de restricciones

Los sistemas de restricciones de desigualdad se pueden interpretar desde un punto de
vista de la teorfa de grafos. Dado un sistema de restricciones de desigualdad, la matriz
C de tamano m x n del problema de programacion lineal se puede entender como la
traspuesta de una matriz de incidencia para un grafo con m aristas y n vértices.

Definicién 4.6. Dado un sistema de restricciones de desigualdad Cx < b, el grafo de
restricciones correspondiente es un grafo G = (V,A), donde V. = {vg,v1,...,0,} ¥
A={(vi,vj) rxj —a; < b, 1 <i,57<n,1<k<m}U{(vo,v;):1<i<n}.

El grafo de restricciones incluye un vértice adicional vy para garantizar que existe un
vértice en el grafo que alcance a todos los demés vértices del grafo. Este vértice adicional
se pone incluso cuando ya existe un vértice que cumpla esta condicion en el grafo. Por
ende, el conjunto de vértices V' consiste en un vértice v; para cada variable z;, junto con
un vértice adicional vg. Por otro lado, el conjunto de aristas A contiene una arista por
cada restriccién de desigualdad, junto con una arista (vg,v;) para cada incégnita z;. Si
x; — x; < by es una restriccién de desigualdad, entonces el peso de la arista (v;,v;) € A
es w(v;, vj) = by.

Observacion 4.7. En un grafo de restricciones G, ningun camino mds corto cuyo origen
es el vértice adicional vy puede tener peso positivo.

Demostracion. Para cada vértice v € V(G) \ {vo} existe una arista (vp,v) cuyo peso
cumple que w(vg,v) = 0, por cémo se ha definido este grafo. Luego existe un camino
desde el vértice adicional vy hasta cualquier otro vértice del grafo con peso cero y, como
d(vo,v) es el menor de los pesos de los distintos caminos, no podra ser mayor que el peso
de este camino formado por una arista con peso cero, es decir, §(vg, v) < 0. O

En la siguiente figura se puede observar el grafo de restricciones correspondiente al
sistema de restricciones de desigualdad expuesto como ejemplo en la seccion anterior.
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Figura 4.1: Grafo de restricciones correspondiente al sistema de restricciones de desigualdad de la
Seccién 4.1.

El siguiente teorema indica que cualquier sistema de restricciones de desigualdad se
puede resolver, o se puede detectar que no tiene solucién en caso de no tenerla, encontrando
los pesos de los caminos mas cortos en el grafo de restricciones correspondiente.

Teorema 4.8. Dado un sistema Cz < b de restricciones de desigualdad y sea G = (V, A)
el grafo de restricciones correspondiente. Si G no contiene ciclos de peso negativo, entonces
x = (§(vo, v1), 0(vo, V2), . ..0(vo, V) €s una posible solucion para el sistema. Si G contiene
un ciclo de peso negativo, entonces no existe ninguna solucion para el sistema.

Demostracion. Primero, se prueba el teorema para el caso en el que GG no contiene ciclos
de peso negativo. Se considera una arista cualquiera (v;,v;) € A(G). Por la desigualdad
triangular (Lema 2.1), y como todo vértice de G es alcanzable desde s en un grafo de res-
tricciones, se tiene que (v, v;) < 6(vg, v;) +w(v;, v;) y, reordenando, 6(vg, v;) —6(vg, v;) <
w(v;,v;). De este modo, si se define z; = §(vo, v;) y x; = 0(vo, v;), se satisface la restriccion
de desigualdad z; — z; < w(v;,v;), correspondiendo a la arista (v;,v;). Como esta arista
es una cualquiera, si se define z = (6(vg, v1), (vo, v2), ... d(vo, vy)), se satisfacen todas las
restricciones del sistema, esto es, se cumple que Cz < b, concluyendo que x es una posible
solucién para el sistema.

Ahora, se estudia qué ocurre cuando G contiene un ciclo de peso negativo. Se consi-
dera, sin pérdida de generalidad, el ciclo de peso negativo ¢ = (vy,...,v;) con v; = vy
(este ciclo no puede incluir el vértice vy ya que ninguna arista incide en él). Este ciclo se
corresponde con las siguientes restricciones de desigualdad:

o — x1 < w(vy, vy),

xr3 — T < w(vy,v3),

Tp—1 — Tz < W(Vg—2, Vg—1),

xp — Tp—1 < w(vg_1, k),

Por reduccién al absurdo, se supone que existe un vector x € R* que satisfaga cada una de
estas k desigualdades. Este vector x también deberd satisfacer la desigualdad resultante
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de sumar las k desigualdades, es decir, debe satisfacer
k k
Z(ﬂfz —x;1) < Zw(viflyvi)
i=2 i=2
En el sumatorio del lado izquierdo de la desigualdad cada variable x; coni € {2,..., k—1}
se suma y se resta una vez, es decir,

k
Z(I‘Z — ZEi_l) = (1]2 — 131> + (ZL’3 — Ig) 4+ ...+ («Tk—l — .Tk;_Q) + (l’k — xk—l) =T — 1
=2
Ademas, como en este ciclo v; = v, se tiene que 1 = x v se puede concluir que
k
xp—x1=0< w(vi—1,v;) < w(vy,ve) +w(vg,v3) + ... + w(ve_1,vr) = w(c).
i=2
Es decir, se obtendria que 0 < w(c), lo cual contradice la hipétesis de que ¢ sea un ciclo
de peso negativo (w(c) < 0). Por ende, como no existe ningtin vector x € R¥ satisfaciendo

cada una de estas k desigualdades, se concluye que no existe ninguna solucion para el
sistema. 0

4.3. Una herramienta para resolver problemas de programacion
lineal

Una vez conocidos todos los resultados anteriores, en esta seccién se concluye que el
algoritmo de Bellman-Ford es un método para resolver un sistema de restricciones de
desigualdad C'x < b cualquiera.

Sea G el grafo de restricciones correspondiente a dicho sistema, se dan dos casos segun
cémo sean las aristas de dicho grafo:

Caso 1: Si G contiene uno o varios ciclos de peso negativo alcanzables desde el vérti-
ce adicional vy, el algoritmo BELLMAN-FORD devuelve FALSE y, por el Teorema 4.8, no
existe ninguna solucién para el sistema C'x < b.

Caso 2: Si G no contiene ninguin ciclo de peso negativo alcanzable desde el vértice
adicional vy, entonces al ejecutar BELLMAN-FORD sobre GG se van obteniendo las estima-
ciones v.d cuyo valor converge, a lo largo de las iteraciones del algoritmo, hasta obtener
v.d = §(s,v) para cada v € V(G). De este modo, y como por el Teorema 4.8 se sabe que
x = (6(vo,v1),0(vo,va),...,0(vo,v,)) es una de las soluciones para el sistema Cz < b, se
puede afirmar que el algoritmo de Bellman-Ford resuelve dicho sistema.

Al aplicar el algoritmo de Bellman-Ford sobre el grafo de restricciones de la Figura 4.1
se obtienen los siguientes pesos para los caminos mas cortos a cada vértice del grafo desde
el vértice vy:

d(vo,v1) = 0,
d(vo, v2) = =5,
d(vo,v3) =0,
d(vo, vg) = =2,

d(vg, vs5) = —6.
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Luego, por todo lo probado, se puede afirmar que el vector x = (0,—5,0, —2, —6) com-
puesto por estos valores es una solucién para el sistema de restricciones de desigualdad
presentado en la Seccion 4.1.

A continuacién, se presentan dos lemas en los que se prueba que el algoritmo de
Bellman-Ford también es capaz de maximizar y minimizar, respectivamente, las funciones
objetivo de cada uno de los problemas de programacién lineal enunciados en estos lemas.

Lema 4.9. Sea Cx < b un sistema de m restricciones de desigualdad con n incognitas.
Entonces, el algoritmo BELLMAN-FORD, al ser ejecutado sobre el grafo de restricciones
correspondiente a dicho sistema, resuelve el siguiente problema de programacion lineal

Mazimizar Y | x;
(P)
sujeto a v € K

donde el conjunto de puntos admisibles es K = {x € R" : Cx < b,z < 0}.

Demostracion. Sea G el grafo de restricciones correspondiente al sistema C'z < b dado.
Se supone que este grafo no contiene ciclos de peso negativo alcanzables desde el vértice
adicional vy, ya que entonces el sistema no tendria solucién. Por el Teorema 4.8 se sabe
que una solucién del sistema de restricciones de desigualdad es z; = (v, v;) para todo
i € {1,2,...,n}. Ademds, por la Observacién 4.7 se sabe d(vg,v;) < 0 para todo i €
{1,2,...,n}. Luego, se puede afirmar que z; = 0(vg,v;) < w(vy,v;) = 0 para todo i €
{1,2,...,n}.

A continuacion, se demuestra, por reduccién al absurdo, que la solucién proporcionada
por el algoritmo de Bellman-Ford maximiza la funcién objetivo > | x;. Supéngase que
exista otra solucién y = (y, . .., yn), distinta a la que proporciona el algoritmo de Bellman-
Ford, que satisface las restricciones del problema y que maximiza la funcién objetivo. Se
fija una variable x;, con ¢ € {1,2,...,n}, del vector solucién que proporciona BELLMAN-
FORD y se recuerda al lector que esta variable cumple que z; = 0(vg, v;), que es la distancia
mas corta desde vy hasta el vértice v;. Supéngase también que esta distancia corresponde
a la del camino més corto (vg, v;,, . .., v;, ), donde v;, = v;, el cual estd formado por aristas
del grafo de restricciones GG. Como cada arista de este camino se corresponde con una
restriccion del sistema C'y < b, se tienen las siguientes desigualdades:

Yio — Yiy < w(viuvh)v
yi3 - yiz S w(viga U’i3)7

Yie_1 = Yig_» < w(vikfw Uikﬂ)?

Yi, — Yir_y w(vikfﬂv’ik)'

Sumando estas desigualdades, al igual que en la demostracion del Teorema 4.8, se cancelan
todos aquellos términos que no son y;, e ¥;,, esto es:

k k
Z(ylj - yij—l) =Y, — Yy = —Yi < Z Ulg 1) Ulg
=2 i=2

El sumatorio de la derecha corresponde al peso del camino desde v;, hasta v;, = v;. Sin
embargo, el camino completo que se esta considerando comienza en vy. Como la primera
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arista de este camino es (v, v;,) con peso w(vg,v;;) = 0, se tiene que el peso total del
camino (vg, vy, ..., v, = U;) €8

k k
U07/U1 + E w Ulj 171)1] E UZJ 17U7,J _6(U07U1)
Jj=2

j=2

donde la dltima igualdad se tiene porque se ha tomado la hipotesis de que este camino es
el mas corto desde vy hasta v;. Sustituyendo en la desigualdad anterior:

Yi — Yi, < 0(vo, vi).
Reorganizando esta desigualdad y usando que y;, < 0 se tiene que
Yi < Yi, +6(vo,v;) < 6(vo, vi) = 5.

Luego, sumando todas las i € {1,2,...,n} se obtiene que

n n
i=1 i=1

contradiciendo que exista otra solucion, distinta a la que proporciona el algoritmo de
Bellman-Ford, que cumpla las restricciones enunciadas y maximice este sumatorio. O

Lema 4.10. Sea Cx < b un sistema de m restricciones de desigualdad con n incognitas.
Entonces, el algoritmo BELLMAN-FORD, al ser ejecutado sobre el grafo de restricciones
correspondiente a dicho sistema, resuelve el siguiente problema de programacion lineal

Minimizar (méx{x;} — min{x;})
(P)
sugeto a Cx <b

donde i € {1,2,...,n}.

Demostracion. Por la Observacion 4.7 y el Teorema 4.8 se tiene una cota para el maximo,
esto es, max{x;} = max{d(vo,v;)} < 0. Ademds, se puede afirmar que no puede ocurrir
que para todos los vértices exista un camino mas corto con peso negativo. Suponiendo,
por reduccién al absurdo, que esto fuese asi, entonces el predecesor de cada vértice iria
a algun vértice distinto del vértice origen. Luego, si se intenta construir un camino mas
corto para cualquier vértice, nunca llegara al vértice adicional, contradiciendo que es un
camino méas corto desde el vértice origen hasta dicho vértice.

Falta probar que, al ejecutar el algoritmo de Bellman-Ford sobre el grafo de restricciones
correspondiente al sistema C'z < b, se minimiza el valor de —min{z;}. Por la Observacién
4.1 se tiene que esto es equivalente a maximizar el valor de min{z;}. Esto se cumple
yva que el peso de los caminos mas cortos en el grafo de restricciones, que proporciona
el algoritmo de Bellman-Ford, es el valor mas pequeno para que se satisfagan todas las
restricciones; luego, si se aumentase cualquiera de estos valores, se incumplirian algunas
de las restricciones. O

En la actualidad, el algoritmo de Bellman-Ford, gracias a su capacidad para manejar
grafos con pesos negativos y detectar ciclos de coste negativo, se usa para resolver proble-
mas de diversos campos que preocupan a los seres humanos. En el articulo “A Bellman-
Ford Approach to Energy Efficient Routing of Electric Vehicles” [1], se emplea para op-
timizar rutas energéticamente eficientes en vehiculos eléctricos. Por su parte, el articulo
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“Comparative analysis of Bellman-Ford and Dijkstra’s algorithms for optimal evacuation
route planning in multi-floor buildings” [4] lo aplica en la planificacién de evacuaciones
en edificios de varias plantas. Asimismo, en el articulo “Research on Distribution Path
Optimization of Computer-aided Logistics Warehousing Management System” [5], se uti-
liza para optimizar rutas de distribucién en sistemas logisticos. Estos ejemplos muestran
cémo el algoritmo es relevante y efectivo para abordar desafios modernos en movilidad,
seguridad y logistica.
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