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Resumen

Este trabajo estudia y amplia el célebre problema de Basilea, que consiste en calcular la

suma de los inversos de los cuadrados de los niimeros naturales, es decir,
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resultado obtenido por Euler en el siglo XVIII. Se presentan diversas demostraciones de este
resultado, comenzando con una aproximacion historica y formal basada en productos infinitos,
seguida de una demostracién completamente elemental mediante desigualdades trigonométri-
cas. A continuacién, se generaliza el método para obtener una férmula cerrada para ((2n),
donde ( es la funcion zeta de Riemann, utilizando exclusivamente herramientas elementales y
recurriendo al uso de los nimeros de Bernoulli. Finalmente, se exploran generalizaciones del
resultado de Euler para sumas mas complejas mediante el uso de transformadas de Fourier y

el teorema de sumacién de Poisson.

Abstract

This work studies and extends the famous Basel problem, which consists in computing the

sum of the reciprocals of the squares of the natural numbers, namely,
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a result discovered by Euler in the 18th century. Several proofs of this result are presented, star-
ting with a historical and formal approach based on infinite products, followed by a completely
elementary proof using trigonometric inequalities. The method is then generalized to obtain
a closed-form expression for ((2n), where ¢ denotes the Riemann zeta function, using only
elementary tools and Bernoulli numbers. Finally, the work explores generalizations of Euler’s

theorem to more complex sums using Fourier transforms and the Poisson summation formula.
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Capitulo 1
Breve introduccion historica

El objetivo de este trabajo es analizar y expandir una de las contribuciones més destacadas
de Leonhard Euler: su solucion al Problema de Basilea, que consiste en determinar la suma

infinita de los inversos de los cuadrados de los ntimeros naturales:

=1
Pt
n=1
Este problema fue planteado por Pietro Mengoli en 1644 y permaneci6 sin solucién durante
casi un siglo. No fue hasta 1735 cuando Leonhard Euler logré determinar su valor exacto,

obteniendo el sorprendente resultado:

o0
1 2
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n
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Lo mas notable de esta solucion es la inesperada aparicion de la constante 7 en una serie de

nimeros enteros, un hecho que sorprendié incluso a los matematicos contemporaneos de Euler.

Para encontrar la solucién de este problema, Euler desarrollé un método innovador basado en
la extensién de resultados conocidos para polinomios finitos al caso de polinomios infinitos. Su
enfoque consistia en considerar la factorizacion de ciertas funciones y comparar sus desarrollos

en serie. En general, cualquier polinomio puede ser factorizado si conocemos todas sus raices.

Si ay,ag, ..., a, son las raices de un polinomio P(z) de grado n, dicho polinomio se puede
factorizar como
Pz)=(z—a)(xr—ag) - (r—a,)-a

donde a es el coeficiente de z™.

Si se tiene que a; # 0 para k = 1,...,n, multiplicando y dividiendo por

PO)=a-(-1)"-a;-ay---a, #0,
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se tiene que

_ P(0) o a4 a
_a'(—l)”~a1.a2...an ( 1)( 2) ( n) 5

y dividiendo cada factor, obtenemos finalmente

P(z) = P(0) (1—@%) (1—%) (1—%). (1.1)

Por otro lado, Euler sabia que la funcién seno se anula en los multiplos enteros de 7:
sinz =0 siysolosi z=0,+7m, £27,£37,...

Siguiendo la idea de factorizacién de polinomios, Euler propuso escribir sin z como un producto
infinito utilizando sus raices. Una primera idea seria intentar escribir sinx directamente en
esa forma. Sin embargo, si intentdramos escribir directamente sin z como un producto infinito,

apareceria un factor adicional x,

sinx:$<1—§> (1+%> <1_%) (H%)

lo que complica su manipulacion, ya que no podemos escribir la funcion como un producto de

términos (1 — x/a,), lo cual es clave para expandirla y comparar coeficientes.

Para evitar este problema, consideramos la funcién

P(z) = Sizx, (1.2)

que comparte las mismas raices que sinx excepto en x = 0 y, usando la regla de L’Hopital,

vemos que satisface

= lim cos(z) = cos(0) =1 #0 (1.3)

x—0 x x—0

Utilizando (1.3) y las raices de (1.2) al caso general (1.1) obtenemos:

o= (1-2) (1+2) - ) () -

Agrupando términos de la forma (1 — -=)(1 4 -=), podemos escribir

sinxe 1 x?
— =11 (1 - n27r2> . (1.4)
n=1




A vpartir de la identidad (1.4), podemos expandir el producto infinito como una serie de
potencias en 2. Nuestro objetivo es identificar el coeficiente de 22 en dicha expansién y com-

sinx

pararlo con el que aparece en el desarrollo en serie de Taylor de ** alrededor de x = 0.

La expansion del producto infinito

)

genera una serie -, axz?*. El término de orden 2% proviene de seleccionar el término que va

o0
22
H 1= 2.2
nmw
n=1

con x? de un solo factor, y el término constante igual a 1 de todos los demés. Es decir, para
Va . 2 . ’
cada n, se toma el término ——3— del factor correspondiente a n, y el producto con los demas

factores 1. Sumando todas estas contribuciones, el coeficiente total de 22 en el desarrollo es
= 1
N Z nZn2
n=1
En consecuencia, el desarrollo del producto hasta segundo orden es
o0

sinx 1
— 1 _ x2 P
. PO K

n=1

sinx
T

El desarrollo en serie de Taylor de en torno a x = 0 es bien conocido:

2 ZL’4

sin x T .
r 6 120

Comparando el coeficiente de z? en ambas expresiones, se obtiene:

=1 1
ZnQWQ - 6’

n=1

lo que implica finalmente el famoso resultado:

oo
1 2

— _
—~n 6

Comentario sobre la validez del argumento

La deduccion anterior, aunque ingeniosa y formalmente correcta, no constituia una demos-

tracion rigurosa en la época de Euler, ni segtin los estandares actuales. En particular, el uso del

sin x

producto infinito para expresar *2-* requiere justificar la convergencia uniforme y el intercambio

entre producto y desarrollo en serie.
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Hoy en dia, la expresion

. o 2
sin x
- H ==
x n?m
n=1

puede justificarse rigurosamente mediante el teorema de factorizacién de Weierstrass para fun-
ciones enteras. Este teorema permite escribir funciones con ceros conocidos como productos
infinitos convergentes bajo ciertas condiciones.

Una vez aceptado este desarrollo como vélido, la comparacion de coeficientes entre la expan-

sién en serie de potencias y el desarrollo como producto infinito si permite deducir de manera

correcta que

o0
1 w2

2 6
Asi, el argumento original de Euler, aunque no del todo riguroso segin los estandares mo-
dernos, anticipa de manera brillante resultados que serian formalizados mas de un siglo después.
La primera prueba rigurosa de la suma de la serie de Basilea fue realizada por Leopold
Kronecker en 1870. Para ello, Kronecker utilizo herramientas més avanzadas de analisis, justi-
ficando adecuadamente la convergencia del producto infinito, lo que le permitié establecer la
validez de los intercambios entre el desarrollo en serie y el producto infinito de manera rigurosa.
Es notable el largo intervalo de mas de un siglo entre la ingeniosa pero no rigurosa prueba

de Euler y la demostracion formalmente correcta de Kronecker, quien, finalmente proporciono

una fundamentacién rigurosa para el resultado de la serie de Basilea.



Capitulo 2
Una demostracion elemental

Existen numerosas pruebas del resultado clasico que vamos a establecer; algunas involucran
técnicas avanzadas de Andlisis Mateméatico. Como ya dijimos, la primera demostracién rigurosa
es de Kronecker, que se basa en el andlisis del desarrollo en serie de Taylor de ciertas funciones
trigonométricas. Sin embargo, en este capitulo mostraremos una demostraciéon completamente
elemental. Esta prueba evita herramientas complejas y se basa exclusivamente en argumen-
tos basicos de célculo diferencial e inecuaciones. Para la elaboracion de este capitulo se ha
consultado fundamentalmente [3].

La demostracion se basa principalmente en usar la idea de la “regla del sandwich”, es decir,

acotar las sumas parciales de

. . 2 . . .
entre dos expresiones que converjan al valor % cuando m tienda a infinito.

Comenzaremos la demostracion partiendo de la inecuacion
sin(z) < z < tan(x), ze€ (0,%). (2.1)
Demostracion de (2.1). Empezamos probando que sin(z) < z. Para ello, definimos la funcién:

f(z) ==z —sin(x).

Calculamos su derivada:
f'(x) =1 — cos(x).

Como cos(z) < 1 para todo x € (O, g), se tiene que f'(x) > 0 en dicho intervalo. Por tanto,

f(z) es estrictamente creciente. Como ademés,

lim f(z) =0,

z—0t
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entonces se cumple que f(x) > 0 para todo x € (0, %) . Esto implica que:
r—sin(z) >0 = sin(z) <.
Seguimos ahora probando que z < tan(z). Definimos otra funcién:
g(x) :=tan(z) — x,

cuya derivada es:
d(z) =1 +tan*(z) — 1 = tan®(z).

Dado que tan®(z) > 0 para todo = € (0, %), concluimos que g(z) es estrictamente creciente.

Como ademads, de nuevo tenemos que
lim g(x) =0
xz—07F ( ) ’

entonces se tiene que g(x) > 0 para todo x € (0, g) Lo que implica que:

tan(z) —x >0 = 2z <tan(x).

]

Dado que sin(z) < z < tan(r) para todo z € (0, §), se deduce inmediatamente que también

se cumple la desigualdad no estricta

sin(z) < z < tan(z), ze(0,%).

(2.2)

Aunque la igualdad no se alcanza en ningtin punto del intervalo, la version con desigualdad no

estricta resulta 1til para concluir con nuestras estimaciones.

Tomando reciprocos en la inecuacién (2.2) y elevando al cuadrado tenemos

1

sin?(x)’

cot?(z) < 3%2 < T € (0, g) )

sin(x)
cos(x)

Por otro lado, recordamos que tan(x) = y tenemos en cuenta que

1 sin’(z) +cos?(z) m cos?(x)

sin?(z) sin?(z) sin?(z)

De este modo, uniendo (2.3) y (2.4) es claro que

1
cot?(z) < ) < 1+ cot?(x), z e (0,2).

=1+ cot*(z).

(2.3)

(2.4)



Tomando z = 277’211 € (O, g) con k,m € N,1 <k <m y sumando sobre k tenemos que

- k (2 12 & k

E cot? T < M < 1 + cot? T ,
2m + 1 k272 2m +1

k=1 k=1 k=1

que extrayendo constantes fuera del sumatorio cuando es posible y desarrollando sumas término

a término se convierte en:

m

ZC°t2<2m+1) QmH Zkl i <2m—|—1) (2:5)

k=1

Teniendo en cuenta que m € N, se obtiene la siguiente igualdad, que se probard mas adelante:

Z cot? (277];1 1) (272 mid) (2.6)

k=1

Por lo tanto, utilizando (2.5) y (2.6), la relacién obtenida es:

m

m(2m — 1) < (2m + 1)? Z

om—1) 2 1
T <M=l _ 2mimil)

1
k2 — 3 N 3

k=1

Multiplicando por % y tomando m — oo, tenemos:

lim
m—0o0

72(2m — 1) ) 2m+1 1 . 2m2(m+ 1)
Tghm kzﬁghm—

m—00 m—00 12m '

que calculando cada limite uno de los limites que aparecen en los extremos, nos da

1
k2
cuando m — 00. Esto nos permite concluir que:

Hemos logrado acotar la suma »_;", 75 entre dos expresiones que tienden al mismo limite

Sin embargo, para que la demostracién esté completa, falta justificar la identidad (2.6), que
expresa una suma de cotangentes al cuadrado. Esta parte constituye la parte mas ingeniosa del

argumento. A continuacién, demostraremos dicha igualdad.
Demostracion de (2.6). Teniendo en cuenta la relacion

e =cosx +isinz
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y tomando la enésima potencia de €', es decir, ¢ = (€)™, obtenemos
cos(nx) + isin(nr) = ™ = ()" = (cosx + isinz)",

que es la conocida férmula de Moivre.

Entonces,

cos(nx) + isin(nz) = (cos(z) + isin(x))"” (2.7)

cos T
= sin"(z) <

o + Z)n = sin"(z) - (cot(x) +0)".

Ahora, para desarrollar potencias de la forma (cot x+i)", donde n € N, aplicamos el Teorema
del Binomio de Newton, vélido también para nimeros complejos, véase [5], que establece que

para todo n € N y para cualesquiera a,b € C, se cumple:
" /n
(a+b)" = Z (k) a”kuk, (2.8)
k=0

donde (Z’) es el coeficiente binomial, definido por:

(3)

Este resultado permite expresar potencias de un binomio como una suma finita de términos
que combinan potencias de cada uno de los sumandos.
En nuestro caso, identificamos:

a=cotx, b=1.

Por tanto, al aplicar el teorema (2.8) obtenemos:

(cotz +1i)" = Zn: (Z) cot™ F(x) - i*

k=0

= (g) cot”(z) + (T) cot" H(z) i+ + (n ﬁ 1) cot(z) - "1 + (Z) o

Reagrupamos la expresion distinguiendo entre términos reales e imaginarios:

oneeir = (D= (ot (Yo ]

+i [(T) cot" H(x) — (g) cot" 3 (z) + (g) cot" % (x) — .. } .



De las ecuaciones (2.7) y (2.9) sabemos que:

cos(nx) + isin(nx) = sin"(x) - (cot(z) +1)" =

Tomando la parte imaginaria a ambos lados de la igualdad,

sin(na) = sin” (x) [(?) cot™(z) — (g) cot™ 3 (z) + .. ] .

Dividiendo ambos miembros de la igualdad por sin”(x) (siempre que sin(z) # 0), se simplifica

sin(nz) (T) cot™Y(z) — (g) cot™ () + ... (2.10)

sin”(x)

la expresion a:

A continuacién, hacemos el cambio de variable n = 2m + 1, con m € N, y tomamos

rmw

r=— arar=1,2,...,m.
2m+17 p ) ) b

Sustituyendo en el miembro izquierdo de la expresién (2.10):

sin ((2m + 1)z) _ sin ((2m+ 1)27;11) _ sin(ar)

Sin2m+1 (33) - sin2m+1 (ZE) - Sian—i—l (

=0
) ’
ya que sin(rm) = 0 para todo r € Z.

Noétese que aunque el numerador se anula, el denominador no lo hace. En efecto, dado que
1 <r<myméeN, se tiene:

rT mm (m+35)r =

0< < < —
om+1 7~ 2m+1 o2m + 1 2’

s

2m+1

pertenecen al intervalo abierto (0, Z). Como sin(x) # 0 en

por lo que los valores de x = ]

ese intervalo, la division esta bien definida y el cociente se anula tinicamente por el numerador.

Por otra parte, como hemos tomado n = 2m + 1, n se trata de un numero impar, lo que

garantiza que el ultimo término del desarrollo de (cot(x) + i)™ corresponde al término

2m+1 j2ml
2m + 1 ’

es decir, un término imaginario.
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Por tanto, igualando con el miembro derecho de (2.10):

0— (2"” 1) cot?™ () — (2”” 1) ot 2(z) 4 -+ (~1)" <2m+ 1).

1 3 2m+1

T

Cada uno de estos valores de x = 3
m+17

. .
conr =1,2,...,m, es distinto y pertenece a (0, 5),
como hemos visto.

Ahora queremos demostrar que los valores de cot?(z) correspondientes a estos x son todos

distintos. Para ello, consideramos la funcién f(z) := cot?(x) en el intervalo (0,%). Como se
trata de una composicion de funciones, aplicamos la regla de la cadena, entonces:
f'(x) = 2cot(x) - cot/(z).
Calculamos la derivada de cot(z). Recordamos que
cot(x) = C?S@),
sin(z)
y derivando con la regla del cociente obtenemos
cot!(z) = —sin(x) - sin(:?c)Q— cos(z) - cos(x) _ - sin2(..r)2— cos*(z) L esc(z)
sin®(x) sin®(x) sin”(x)

Sustituyendo en la expresién de f'(z):

f'(x) = 2cot(z) - (—csc?(x)) = —2cot(x) csc?(z).

1
tan(z)

i

2

En el intervalo (0, %), se cumple que — cot(z) = — < 0y csc?(z) > 0, por lo que

f'(z) <0.

Asi, concluimos que f(x) = cot®(z) es estrictamente decreciente en (0,%). Como toda funcién

estrictamente mondtona es inyectiva, esto implica que:

rm
cot2( ), parar=1,2,...,m,
m

son todos distintos.

De este modo, hemos obtenido m valores distintos de la variable ¢ = cot?(x) que anulan el

siguiente polinomio:

P(t) == (2m1+ 1)1&’“ . <2m3+ 1>tm‘1 T (;Z j: D
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Por tanto, conocemos m raices distintas del polinomio P(t).

Por otro lado, para calcular la suma de las raices de un polinomio, utilizamos las conocidas

relaciones entre raices y coeficientes ya mencionadas en el capitulo anterior. En particular, si
P(t) = apt™ + ayt™ -+ ap, (2.11)

es un polinomio de grado m, y ti,...,t, son sus raices (contando multiplicidades), entonces la

suma de las raices esta dada por:
m
ai
Y tj=——
- Qg

Jj=1

Esta expresién se deduce al factorizar el polinomio como
P(t) = ao(t —t1)(t —tg) -+ (t — tn),

y observar que, al desarrollar el producto, el coeficiente de ™1 es —ag(t; +to + -+ + t,), que

al compararlo con el coeficiente de t™! en la forma original (2.11) nos permite identificar que:

m
a; = —Qo E tj,
J=1

de donde se deduce que:

a
doti=——.
[

En nuestro caso, los coeficientes relevantes son:

2m+1 2m +1
ag = 1 , a1 = — 3 )

por lo que la suma de las raices es:

2m+1

:2160t2 (27:—1 1) - _%'

Calculamos explicitamente esta fraccion:

(2m + 1)!
() 3iem—2)!  (2m)! 2m(2m - 1)
(T 2m+ ) 312m—-2) 6 ‘
11(2m)!

Por tanto, obtenemos finalmente que la suma de las raices del polinomio P(t), es decir,
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Z cot? m ,
— 2m +1

satisface la identidad:

i 2 T 2m(2m — 1)
co =
— 2m +1 6

]

El problema de Basilea ha sido abordado mediante una notable diversidad de métodos, lo
que refleja su profunda relevancia matematica. Ademas de la demostracion elemental presentada
aqui, basada en inecuaciones trigonométricas y sumas de cotangentes al cuadrado, existen una
gran variedad de pruebas distintas. Ya hemos visto en el Capitulo 1 la solucién original de
Euler, que utiliza el desarrollo del seno como producto infinito y la identificacién de sus raices.
Durante el grado hemos visto también una prueba méas moderna que utiliza analisis complejo.
El hecho de que existan tantas demostraciones distintas refleja no solo su atractivo matemaético,

sino también su relacién con muchas ideas importantes dentro de las matematicas.



Capitulo 3
Otra demostracion elemental para ((2n)

La funcién zeta de Riemann, denotada por ((s), se define para s > 1 mediante la serie:

1
ks

NE

C(s) =

1

T

En particular, al evaluar esta funcién en un niimero par s = 2n, con n € N, se obtiene
oo
Z 1
k=1
lo que representa la suma de los reciprocos de las potencias pares de los niimeros naturales.

Euler encontré una férmula explicita para estos valores en términos de los nimeros de

Bernoulli By,. Esta férmula, conocida como la férmula de Euler para ((2n), establece que:

¢(2n) = ; k% - <_1)n;(%3 =y (3.1)

Esta identidad relaciona de forma directa los valores de la funcion zeta de Riemann en los
enteros positivos pares con los numeros de Bernoulli Bs,,, asi como con las potencias pares del
nimero 7. Se trata de un resultado importante de la teoria de series infinitas, y el objetivo de

este capitulo sera obtener dicha férmula utilizando exclusivamente herramientas elementales.

Los numeros de Bernoulli

Los niimeros de Bernoulli deben su nombre al matematico Jakob Bernoulli, quien los intro-

dujo en el estudio de sumas de potencias de enteros, como:

1F 425 438 4t

13
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Estos ntimeros surgen de forma natural al buscar formulas cerradas para dichas sumas. Aunque
su definicién moderna se basa en su funcion generatriz que veremos més adelante, histéricamente
aparecieron como coeficientes en el desarrollo de polinomios que expresan estas sumas. Mas
adelante, su utilidad se extendié notablemente, en particular en el estudio de series infinitas,

teorfa de nimeros, andlisis y en la famosa férmula de Euler para los valores de ((2n).

Formalmente, los nimeros de Bernoulli B,, se pueden definir de manera recursiva mediante:

sin =0,

1

_ X '
Z (") B, sin>0.
n41/42
Una funcion generatriz es una herramienta poderosa para representar una sucesién mediante
una serie de potencias. Dada una sucesién (a,),>0, su funcién generatriz es la serie de potencias

cuyos coeficientes sean precisamente los términos de la sucesién. Se define como:

o
= E anx”.
n=0

Cada coeficiente a,, aparece multiplicando a ", lo que permite recuperar la sucesiéon original a

partir de derivadas sucesivas de la funcion generatriz. Es decir,

G//(O)

ag = G(O), ap = G,(O), a9 = 2' s

etc.

y en general:
G ™) (0)
n!

Ay —

Existen distintos tipos de funciones generatrices segin el contexto, siendo una de las mas

relevantes la funcion generatriz exponencial, definida como:

En el caso de los nimeros de Bernoulli B, la funciéon generatriz exponencial asociada es:

=\ B,
Z—l " 2] < 2. (3.2)
=0

Una demostracién de la férmula generatiz (3.2) puede encontrarse en [2].

En particular, algunos valores notables de los niimeros de Bernoulli son:

By =—-, Bs,y1 =0 paran>1, (3.3)
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Otra demostracion elemental

En esta seccién se presenta una demostracion elemental de la férmula cerrada para ((2n),
basada en herramientas de trigonometria y dlgebra basica. Este enfoque generaliza el método
propuesto originalmente para ((2) y permite obtener directamente la expresién cerrada sin re-

currir a técnicas avanzadas como el analisis complejo o los desarrollos en series de Fourier.

El capitulo estd basado en el articulo [1] publicado en The American Mathematical Monthly.
La clave del método es el uso de identidades trigonométricas elementales, como la que vimos

en el capitulo anterior y que recordamos a continuacién:

L, ( km ) m(2m — 1)
Z cot = )
— 2m +1 3

cuya version asintotica para valores grandes de m es

— km 2
2 _ 2 2
,;1 co <2m+1> 3™M + O(m),

donde O(m) representa una cota del error de orden estrictamente inferior a m?.

A partir de esta observacién, nuestra evaluacién de ((2n) se basara en una generalizacién de

esta identidad, que presentamos a continuaciéon en forma de lema.

Lema 3.1. Para cualesquiera enteros m,n > 1 se tiene que

- k 2471—132
t2n — (=1 n—1 n, 2n 0] 2n—1
;CO <2m+ 1) ST U

donde Bsy, es el numero de Bernoulli de orden 2n, y la constante implicita en el término

O(m*1) es independiente de m.

Demostracion. Vamos a definir el polinomio

2m+1 2m+1 2m+1 2m+1
P — m m—1 m—=2 _ -1 m+1 4
() < . )x ( 5 ):U —|—( . )x +(—1) <2m_1)x (3.4)

cuyas m raices son

k
x = cot? (2 11), para cada k =1,2,...,m.
m



16 CAPITULO 3. OTRA DEMOSTRACION ELEMENTAL PARA ¢(2n)

Sea s, =] + -+ + ' Queremos demostrar que

4dn—1
n—1 2 an 2n

= (0" =50

+O(m* ). (3.5)

Procedemos por induccion sobre n € N.

Caso base: n = 1. Sabemos, por (2.6), que

e k om — 1 2 1
31:200’52( T ):m(m ):—mz—gm.
k=1

2m +1

Por otro lado, usando que By = 1/6 obtenemos

3
(—1)°. 22?27%2 +O0(m)=4- émZ +O(m) = %mQ + O(m).

Ambas expresiones coinciden en orden dominante, por lo que el caso base se verifica.

Paso inductivo. Supongamos que la formula es cierta paran =1,...,r — 1, es decir:

4k—1
k—1 2 By, 2k

= U5

+O0(m*Y), parak=1,...,r —1. (3.6)

Queremos demostrar que también se verifica para n = r. Para ello, utilizaremos las “férmulas
de Newton”, que permiten expresar las sumas de potencias de las raices de un polinomio en
funcién de sus funciones simétricas elementales o;, con j = 1,...,m, donde m es el nimero de
raices del polinomio. Estas funciones, que son combinaciones algebraicas de las raices, aparecen

como coeficientes en el desarrollo del polinomio P,,(x). Ademas, se definen de la siguiente forma:

o1 =21 +Ta+ -+ Ty,

09 = E XTiZj,

1<i<j<m

03 = E TiTjTk,

1<i<j<k<m

Om ‘— T1T2 " Tm-

El polinomio P,,(z) se ha construido de forma que sus raices coincidan con los valores

k
T = cot? (2 j-l)’ para k=1,2,...,m,
m
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y esta definido por la ecuacién (3.4). Este polinomio no es monico, y su coeficiente principal es

4 (2m—|—1)‘
1

Para poder aplicar las férmulas de Newton, normalizamos el polinomio dividiendo entre su

coeficiente principal A, de forma que quede monico.

Po(@) _ O i Gi) e o) .
A (2'm1+1) + +( ) (2ml+1) + +( ) (2m1+1) . ( . )

Por otro lado, el polinomio también puede escribirse como
Po(z) =Alx —z1)(x —x9) - - (x — j) - - (T — xpy),

Al expandir este producto, los coeficientes de los términos ™~/ se obtienen como sumas de
productos de j raices distintas. Estas combinaciones corresponden a las funciones simétricas
elementales o, que agrupan todas las posibles multiplicaciones de j raices diferentes, indepen-
dientemente del orden. Por tanto, cada coeficiente del polinomio estd dado, salvo el signo, por
una de estas funciones.

En consecuencia, el desarrollo completo del polinomio puede escribirse como:

P (z)
A

=1 — o " o™ — o (=) o™ e (1), (3.8)

Al comparar el polinomio en (3.7) y en (3.8), notamos que

. (2m+1
» El coeficiente de 77 en (3.7) es (—1)7 E;’]”}ll;'

» El coeficiente de 77 en (3.8) es (—1)70;.

Por tanto, igualando ambos y despejando o, se obtiene

o (1) (2m)! Cem)2m—1)(2m—2)--- (2m —2j +1)
Ty (25 +DI2m—2j)! (25 + 1)! '

Para estimar asintéticamente o; cuando m — oo, se observa que todos los factores del nume-

rador son del orden de 2m, por lo que:
2m(2m —1)(2m —2) -+ (2m — 2j + 1) = (2m)* + O(m* ™).

Finalmente, obtenemos la expansién asintotica:

2%

_ 2j 2j-1
0; @i T 1)!m +O(m¥7) (3.9)
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Las férmulas de Newton permiten expresar las sumas de potencias de las raices de un
polinomio, es decir,

S, =] +xy+ -+, (3.10)

en funcién de sus funciones simétricas elementales o;.
Para simplificar la notacion en el siguiente parrafo, denotaremos P(z) := P,,(x)/A, de modo
que

P(z) =2™ — o 2™ + o02™ 2 — o 4 (1) "0y,
y su derivada es:
P(z) =ma™ ' — (m —1)oww™ 2+ (m—2)oa™ > — -+ (=1)" lo,,_1. (3.11)
Por otro lado, si escribimos P(z) como producto de factores lineales:
P(z) = (z —x)(x —x2) - -+ (& — 1),
podemos aplicar la propiedad del logaritmo al producto y obtener
InP(z) =In(x —z1) + In(x — x9) + - - + In(x — x,,,).
Derivando ambos lados respecto de z, usamos la regla de la derivada de un logaritmo:
P'(x) 1 1 1

d
L P) = _ _
dxn (z) P(z) x—x1+x—x2+ +:U—xm

Esto demuestra que
m

oy
P(x) T —x;

=1

de modo que

Pa) i xp_(@ - xP—(Ix)l . f_@; - xP_(:;) .

=1

P()

Para calcular explicitamente cada uno de estos cocientes ) podemos aplicar la division

del polinomio P(z) por = — x;.
Veamos antes como se aplica este método en un caso particular, por ejemplo con m = 3. Si

3

consideramos Ps(x) = 23 — 012% + 091 — 03, se tiene que

r — T

= 2% + (—o1 + z1)x + (02 — o1y + 7). (3.12)

Demostracion de (3.12). Para comprobarlo, multiplicaremos el termino de la derecha por el

divisor x — x1 y veremos que volvemos a obtener el polinomio Ps.
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Distribuyendo término a término y agrupando:

(x — 1) - [2° + (=01 + 31)z + (02 — 0121 + 27)]
=2® 4 (x1 — 01)2? + (03 + 22 — 1100)T — 11207 — 21 (21 — 01)2 — 21 (09 + 22 — T107)

=2+ (21 — o1) — 1] 2® + [02 + 2] — 101 — 21 (31 — 01)] & — 21(02 + 2T — T107).

Simplificando, obtenemos

=23 — 0'15(]2 —+ o9 — (I‘I’ — ale + ngl)

=3 — 01x2 + 09X — O3

3

Esto se debe a que si x; es raiz del polinomio P3(z) = z° — o122 + 092 — 03, entonces por

definicién:

3 2 3 2
P3($1)2I1—01I1+02.T1—0'3:O = 03 =] — 01%] + 0221.

Por tanto, al multiplicar el cociente por el divisor x — x1, se recupera el polinomio original

Ps(z), verificando que la divisién es correcta. O

Generalizando esto al polinomio P(z) y las m raices, este proceso da lugar a las siguientes

m ecuacliones:

=2 4 (o + )22 4 (0g — o1y ]2 4

+ (=)™ oy + (=)™ 20 oy + (1) PO sl 4 - 2T,

= 2™ f (=0 F )2+ (07 — 01T + 22T

+ (=) ot + (1) P oman + (1) Pop g2l - 2.
Sumando estas ecuaciones y recordando (3.10) llegamos a:

P'(z) =m 2™ "+ (—moy + s1) - 2" 2+ (moy — 0181 + 82) - 2™ P 4+

+ (D" 'moy, 1+ (=1)" 20, 051 + (=1)™" 20 350+ -+ Spm1) (3.13)

Ahora bien, de las ecuaciones (3.11) y (3.13) tenemos dos expresiones diferentes para la
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misma funcién P’(z). Igualando los coeficientes se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:
S1 — Moy = —(m — 1)0’1,
So — 0181 + moy = (m — 2)0s,
Sm—2 — O1Sm—3 + 0281 + -+ + (=1)" o351 + (=1)" *mom_2 = (—1)" 20,2,
Smo1— 018m—2 + 0283+ + (=1)" 20, 951 + (=1)"'moy,_ = (=1)" o1
A partir de la ultima ecuacion, despejamos s,, 1 para obtener
Sme1 = (=1)" 01 + 018m_2 — O3Sz — - - — (=1)" 20051 — (—1)" " mog,_1,

y agrupando términos, obtenemos

m—2
Sme1 = (1 —=m)(=1)" o1 — Z(—l)m_l_k(jksm_l_k.
k=1
Tomando r = m — 1 se tiene que
r—1
sp=(=r) (=10 = > (=) Fops, s,
k=1

y multiplicando a ambos lados por —1 llegamos finalmente a la expresion deseada:
r—1
—s, = (=1)"ro, + > (1) Fops, k. (3.14)
k=1

Con la expresién recursiva obtenida en (3.14), ya disponemos de todos los ingredientes nece-
sarios para calcular las sumas de potencias s, = Z;nzl x’; a partir de las funciones simétricas
elementales o,. A continuacién, aplicamos esta formula para obtener s, en los casos que nos

interesan.

Como asumimos que la hipétesis es cierta paran =1,2,...,r—1y k <r—1 < r, podemos
utilizar las expresiones de s dadas por (3.6). Con esto y sabiendo la expresion asintética de

o;, dada por (3.9), se obtiene:

(—1)T_k cSEOr—k
- 2% By, 2k—1 22—k 2r—2 2r—2k—1
= 0 (0 S ) ) (g™ + Ot
gy g2kt2r-1p,
=0T (2k)!1(2(r — k) + 1)!

m2r + O(m%_l).
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Sustituyendo esto en (3.14):

—s, = (—=1)"r Z—%m% + i (—1)! 2R B m* | +O0(m* 1) =
" (2r +1)! P (2K)!(2(r — k) +1)! B
r—1
2 22k B
= 1)y & 2k 2r 9] 2r—1y
(=1) Crenl Z@mier—2krn| " T (™)

Ahora queremos evaluar la expresion entre corchetes. Notamos que

r

T 22 By, 1, r 1\ i 2% B,
@+ 1) &R —2k+ ) @)1 \@ )l @) T & @Rl - 2k + 1)
11 i 922k B,
@) @+ & (2k)1(2r - 2k + 1)
J R 92k By,

(2k)!1(2r — 2k + 1)
donde hemos utilizado que, si £k = 0, tenemos

22% By, By 1

2)!2r —2k+ 1) (2r+1)!  (2r+ 1)

Por el Lema 3.2 descrito al final del capitulo, conocemos que:

r

3 2% By, 1
= (2k)1(2r =2k + 1)1 (2r)!

Como en nuestra expresion el sumatorio llega solo hasta k = r — 1, necesitamos adaptar la

identidad restando el término correspondiente a k = r. De esta manera obtenemos:

r—1

22k By, 1 1 22" By, B 22" By,

2k)!2r =2+ 1)1 (2r)!  (2r)! N @rl2r—2r+1)!  (2r)!"

(]

2r)! —

Volvemos de nuevo a la expresién de —s,., tenemos que

—_

1 —
2r!

ro2r— 22TB7" T r—
= (1) 2 1(2—r)2[m2 —|—O(m2 1)

22k32k
(2k)[(2r — 2k + 1)

-8, = (_1)7"227"—1 m27‘ + O<m27'—1)

i

0
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Y multiplicando por —1 a ambos lados de la igualdad tenemos que

24r—lB
_ (_1\r1 2r  op 2r—1
Sr = ( 1) (27,)' m~ + O(m )7
lo que completa el paso inductivo y nos da (3.5). Por tanto, el lema queda demostrado. O
Lema 3.2. Sear € N, se tiene que
- 2%k B 1
> 2 = . (3.15)
(2K)1(2r — 2k + 1)1 (2r)!

k=0

Demostracion. Dividiremos la prueba en varias partes. Comenzamos con el polinomio de Ber-

B, (z) i= Zn: (Z) Bya"*. (3.16)

s=0

noulli definido como

O de manera equivalente, mediante la expansién en serie de potencias:

ze"? B.(z) ,
62—122 B |z| <27 (3.17)

n

n=0

Demostracion de (3.17). Esta igualdad se obtiene multiplicando la funcién generadora de los

numeros de Bernoulli (3.2) con la serie de la exponencial. Sabemos que la serie de Taylor de

Tz

€7" €8s

Multiplicando ambas series, usando el producto de Cauchy también conocido como convolucién

discreta, ver [5], tenemos que

0
B 00 n n - o B o) o
S HERIESS o X
n=0 \ k=0 n=0
Por tanto, se concluye que (3.17) se cumple. O
Vamos a demostrar la siguiente identidad fundamental
B.(1 —x)=(—-1)"B,(z). (3.18)

Demostracion de (3.18). Para ello, partimos de la funcién generatriz (3.17), evaluada en 1 —z.
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Manipulamos el lado izquierdo de esta expresiéon algebraicamente:

Ze(lf:p)z LA TR sete T 1 LeTE
er — 1 e —1 er —1 e% et —1
Ademas, multiplicando numerador y denominador por e™*, obtenemos:

e=?(er — 1) T 1-eF ei-1

Por tanto, el lado izquierdo puede escribirse como

1-z)z —zz

ZG(

—ze
1 T (3.19)
Ahora usamos de nuevo (3.17). Se tiene que
R b Vi
! (1-z) <. B. (1 )
zel TE nl=x)
e —1 ; (n! -
Como se cumple (3.19), comparando ambas expresiones, se deduce que:
B,.(1—x) _ (—=1)"B,(x)
n! n! ’
y por tanto se prueba la expresién (3.18). ]

Utilizando la ecuacién (3.18) vemos que

1 1 1
B27‘+1 (5) = B2T+1 <1 - 5) = (_1)2T+182r+1 (5) .

Lo que es posible solamente si

Boyi1 (é) = 0. (3.20)

Utilizando la definicién explicita de By,1(x) como polinomio (3.16) y evaluando en z = 3,

2r+1 2r+1—s
1 2r 4+ 1 1
e (3)-2 (7))
s=0

y usando (3.20) obtenemos que:

2r+1 2r+1—s
2 1 1
s 2

s=0

tenemos que:
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Ahora multiplicamos la expresién por 227+
2r4-1 2r+1—s
Z 2r +1 B 1 92r+1 _ ()
— s S 2 Y

que nos da

2r+1
20+ 1
) (” )BST:O.
S

s=0
Teniendo en cuenta (3.3) vemos que B; = 0 para todo s impar con s > 1, por lo que esta suma

se reduce a s = 1 y los indices pares:
2r+1 L (2r+1
2B 2% By =0
(7 +Z(%) =0,

que usando la definicién del coeficiente binomial y el valor de By, se reescribe como:

2r+1) /-1 : (2r +1)! ok
2] 2(7)+§(2k>1(2r—2k+1>!3%2 =0

Simplificando y reordenando los términos queda:

T

(2r 4+ 1)! ok
Bop2°" =2 1.
,;(zk)!@r—%ﬂ)! 2% T

Ahora, dividiendo ambos lados por (2r + 1)!, se obtiene

Z 22kB2k . 2r+1
— (2k)!(2r —2k+ 1)1 (2r+ 1)1

de donde concluimos que
.

2% By, 1
2 CE)(2r —2k+ 1)1 (2r)! (3.21)

k=0

lo cual completa la demostracion del lema. O



Capitulo 4
Generalizacion del Teorema de Euler

En este capitulo, ampliamos el famoso teorema de Euler que calcula ((2k). En lugar de
los términos n~2* en la suma infinita para ((2k), utilizamos (n? + Bn + C)~*, donde B y C
son numeros reales y k es un entero positivo. Calculamos estas sumas de manera explicita y
analizamos brevemente su importancia. El enfoque adoptado esté inspirado en [4], que ofrece

una generalizacion clara del teorema de Euler.

La historia de como Euler prob6 que

T
2) = —
@) ==
y de manera mas general, que
(k) = (-~ B

2(2k)!

donde B, denota el k-ésimo nimero de Bernoulli, es fascinante y ha sido recordada y estudiada

anteriormente en esta memoria. Nuestro objetivo en este tultimo capitulo es estudiar la suma

1
2 B O (1)

nez

y mas en general, las series convergentes

1
Z (n?+ Bn+ C)k (42)

ne’l

para B,C e Ry ke N.

El analisis de Fourier serd una herramienta fundamental en la prueba. Mas concretamente,

usaremos la transformada y las series de Fourier para evaluar sumas infinitas complejas de la

25
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forma (4.2).
El siguiente teorema conecta la suma de una funcién evaluada en enteros con la suma de su

transformada de Fourier.

Teorema 4.1 (Teorema de la sumacién de Poisson). Si f € LY(R) es una funcién continua y

suavemente por partes, cumpliendo:

= > ez f(n+v) converge absolutamente y uniformemente en v,

= Yez [ f ()] < oo

Entonces se cumple la igualdad:

S fn+) = 3 fmpen

ne”

Demostracion. Fijado v € R, comenzamos definiendo la funcion

F(v):=Y f(n+w).
neZ
La funcién F(v) es continua en R, ya que se define como una suma infinita de funciones
continuas que converge uniformemente en v. Este hecho se justifica mediante un teorema cléasico
del andlisis real, véase, por ejemplo [5, 2].

Ademas, sabemos que F' es periddica de periodo 1, ya que:

Fo+1)=> f(m+@w+1)=Y_ f((m+1)+v)=Y f(n+v)=F(v)
meZ meEZ nez
Segun la hipotesis del teorema, esta suma converge absoluta y uniformemente en v. Esto
nos permite calcular sus coeficientes de Fourier. Calculamos el n-ésimo coeficiente de Fourier

de F(v), que denotaremos por F},:

1 1
F, = / F(v)e ™ dy = / Z f(m+wv) | e ?™™ do.
0 0 meZ

Usando la convergencia absoluta y uniforme de la suma, podemos intercambiar la suma y

la integral:

1 m+1
F, = ZA f(m + ,U)efZWmv dv = Z/ f(x)ef%rm(xfm) dz,

mEZ mezZY ™
donde hemos usado el cambio de variable x = m + v, lo que implica que dx = dwv.
Notese que la integral en cada subintervalo [m, m+1] es idéntica debido a que f es periédica

de periodo 1. Por esto, podemos reescribir la suma como una unica integral en la recta real.
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Por lo tanto, usando que e~ 27n(z=m) — g=2minzo2rinm tenjendo en cuenta que ™" es una

constante en funciéon de x y simplificando:

F, = Z /m+1 f(x)ef%rin:c dr =

meZ Y™ -

+00 .
f@)e > de = f(n).

Hemos demostrado que F,, = f(n). Por lo tanto, la serie de Fourier de F(v) estd dada por

2minv ¢ 2minv
F(v) = E Fe = E f(n)e ,
nez nez
que es la formula de sumacion de Poisson.
m

Como se ha mencionado, queremos estudiar la suma (4.1). Veremos ahora cémo podemos

relacionar esta expresion con la funcién zeta de Riemann

o0

C(2k) = Z%

n=1

Aqui se quiere generalizar este resultado cambiando el denominador por n? 4+ Bn + C, donde
B,C € R. A continuacién, se explicard cémo abordar esta suma utilizando transformadas de

Fourier y el teorema de la sumacion de Poisson.

Lema 4.1. Consideramos la funcién g(x) = e=*l donde ¢ es un nimero real positivo. Enton-

ces, se tiene que:
2c

2+ 4Am2u2’

g(u) =

Demostracién. Como g € L*(R), calculamos su transformada de Fourier. La cual, viene dada

por
+oo ' too .
g(u) = / g<I>e—2mux dr = / e—c\x|€—2mux dr.

[e.9] —0o0

Dividiremos la dltima integral en dos trozos. Para x € (—o0,0) tenemos

6—c|m\e—2mum _ 6cxe—2wzua¢ _ e(c—2mu)m7
que nos da
0 (c—2miu)x 0
—omi e 1
/ e(e72mT g0 — {— } = (4.3)
oo c—2miu]|__  c—27iu

Por otro lado, para x € (0, +00) tenemos

—clz| 6727riu:1: —cx ,—2miuT —(e+2miu)x

e =e “e =e ,
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que nos da
+oo —(c+2miu)z 7] T
/ 6—(c+27riu)a: dr = |:€ ( : :| — ; (44)
0

—c —2miu ], c+ 2miu’

Por lo tanto, combinando (4.3) y (4.4) tenemos

1 1 B 2c
c+2miu ¢ —2miu 2+ 4r2u2’

g(u) =

]

Este resultado es 1til porque nos da una forma explicita de la transformada de Fourier de
una funcién exponencial, la cual se explicara mas adelante. Recordamos también el enunciado

del Criterio M de Weierstrass, el cual serd de gran utilidad mas adelante.

Teorema 4.2 (Teorema de Weierstrass (M-Test)). Sea {f.(x)}, una sucesion de funciones

definidas en un conjunto S. Si existe una sucesion de numeros positivos M, tal que:
|fn(x)| <M,, Vxes,
y la serie numérica ) M, converge, entonces Y f,(x) converge uniformemente en S.

El teorema de Weierstrass es un criterio fundamental para garantizar la convergencia uni-

forme de una serie de funciones.

Teorema 4.3. Dados B,C € R con D = 4C — B? tal que n® + Bn + C # 0 para todo n € 7Z.

Entonces, se cumple que:

3 1 _2r 2D 1
= n?+Bn+C /D \ e2™VD —2cos(Br)e™P +1 )

Demostracion. Reescribimos el denominador para que sea mas manejable:

B\? B? B\* B?
<n+§) :n2+Bn+Z = n2+Bn+C—(n+§) _I+C'

Ademds, usando la notacién D = 4C — B?, tenemos que

B\? 4C — B? B\?> D
n°+ Bn+C n+2 + 1 n+2 —1—4

De esta manera, la suma original se reescribe como:

D T D
n?+Bn+C 4= (n+ B/2)*+ D/4’

nel €L
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Vamos a empezar demostrando que D > 0.

Sabemos que n? 4+ Bn + C # 0 para todo n € Z. Si lo escribimos como

B\®> D
n2+Bn+C:(n+§> +Z’

vemos que el cuadrado es siempre no negativo, y si D < 0, el término

—i—B 2+D
n —_— —
2 4

podria anularse para algtin valor de n. Por tanto, la condiciéon D > 0 es necesaria y equivalente

a que el denominador nunca se anule en Z.

Recordamos ahora el Lema (4.1), el cual nos dice que para ¢ > 0 tenemos que

—c|z|

g(z) =e

implica
2c

2+ 4Am2u2’

g(u) =

Tomando g(z) = e ™Pll con ¢ = 7v/D > 0 tenemos aplicando el resultado del lema que

g<u>:@-( o)

2 u?+ D/4

Por lo que, si u = n + B/2, entonces

) vD !
g(n+ B/2) = 2T <(n—|—B/2)2+D/4) 7

de donde se deduce que

1 1 o
n?+Bn+C (n+B/2)%*+D/4 /D

g(n+ B/2).

Por lo tanto, podemos reescribir

1 1 27
—_— = = g B/2).
ZnQ—i—Bn—i-C Z(n+B/2)2—|—D/4 \/ng(n—i_ /2)
nez nez nez

Para poder aplicar la sumacion de Poisson hay que asegurar que esta suma converge abso-
luta y uniformemente. Para esto, usamos el Criterio M de Weierstrass, ver Teorema (4.2). La

constante ‘2/—7? no afecta a la convergencia, por lo que basta analizar la serie con termino general

g(n+ B/2).
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Para poder aplicar el teorema de Weierstrass necesitamos encontrar una sucesion M, tal que

g(n+B/2)| <M, vy > M,<oc.

Definimos la funcién
1+ n?

(n+ B/2)2+ D/4

Cuando |n| — oo, tanto el numerador como el denominador crecen como n?, por lo que

f(n) =

lim f(n) =1.

[n]—o0

Esto implica que, para valores grandes de |n|, f(n) se mantiene acotada. Por otro lado, como
la funcién esta definida solamente sobre Z, un conjunto discreto, basta observar que existen
unicamente un numero finito de enteros n para los cuales f(n) puede superar el valor 1, en
concreto aquellos cercanos a —B/2, donde el denominador es més pequeno.

Entonces, como se tiene que:
» f(n) = 1 cuando |n| = oo,
= s6lo hay un nimero finito de valores enteros donde f(n) podria ser mayor que 1,

se concluye que f(n) alcanza un maximo en Z. Definimos por tanto

C :=max f(n),

nez
el cual existe y es finito. Con esto, se tiene:

1 C
<
(n+B/2)24+D/4 — 1+ n?

para todo n € Z.

Notamos que la serie
oo

>
1+ n?

n=1
converge, ya que

1
< — paran>1
1+n? = n? -
NED D # es convergente. Por el criterio de comparacién, esto implica que >~ ﬁ también
7, . . . ’ . 1 . 1

converge. Como los términos para n < 0 son iguales por simetria, es decir, T = e Y el

término n = 0 también es finito, la serie total
>
2 )
nez 1+n

es absolutamente convergente.
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Finalmente, como

C
1+ n?’

se deduce que la serie ), g(n + B/2) converge absolutamente. Por el criterio M de Weiers-

9(n+ B/2)| <

trass, concluimos que la suma de Poisson converge absoluta y uniformemente.

Ahora utilizamos la sumacién de Poisson que vimos en el Teorema (4.1). Tomando v = B/2,

> an+B/2)=>"j(n) e2ring

nez nel

tenemos que

o equivalentemente

Z 1 _ 27 E](n)e%ring
2t BIP+ DA VD

minB (4.5)

Utilizando la definicion de la transformada de Fourier y la formula de inversion de Fourier,

Vemos que

—+o0
3(u) = / g(x)e > d,

[e.9]

y por lo tanto

~ +OO .
g(n) _ / g<u>672ﬂ'znu du,

[e.9]

y también que

+o0
g(—n) = / §u)e > d,

o

por lo que §(n) = g(—n). Ademds recordamos que g(x) = e~™Dlel 1o que implica que g(x) =
g(—z). Volviendo a (4.5), se tiene

27T 2 7r'mB 7T’L7ZB 77r|n|\/7 minB
g(n 9(—
€Z nEZ nEZ
Teniendo en cuenta el valor absoluto, reescribimos ambos términos como series geométricas:

E efrr|n\\/5€7rmB _ [E efnﬂ\/beﬂ'an + E jenﬂ'\/ﬁeﬂ'l’H,B]

ne” n>0 n<0

=3 (emrP) 3 (V) (4.6)

n>0 n<0
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Ademas, haciendo el cambio n = —k, podemos escribir la ultima serie como

Z <e7riB+7r\/5>n _ Z (eﬂiBJrﬂ'\/E)_ _ Z (efm'BfTr\/E)n 1 (4.7)

n<0 k>0 n>0

k

De este modo, combinando (4.6) y (4.7), tenemos que

Ze—w\nh/ﬁemnB _ Z <e7riB—7r\/ﬁ>n + Z <e—ﬂ'iB—7r\/5>n 1

nez n>0 n>0

Recordamos que la formula para una serie geométrica es:

1
E r" = ——, para|r| <1.
1—r

n>0
Aplicando la expresién anterior con r = ™8 -mvD yr= e*”B*’“@, tenemos que
E <67riB—7r\/5>n — 1 E (e—ﬂ'iB—ﬂ'\/ﬁ)n —1= 1 -1
_ ,miB—mV/D’ _ ,—miB—nV/D ’
"0 1—e "0 1—e

Tenemos que comprobar que en ambos casos |r| < 1. Para ello, usamos que el médulo de un

A+iB| —e

nimero complejo se obtiene como ‘e 4. Por ejemplo, aplicando esto al primer caso:

| =

eﬂiB—ﬂ\/ﬁ‘ —e 7 D < 17

ya que v D > 0, luego —mv' D < 0, y la exponencial de un niimero negativo es menor que 1.

Por lo tanto, se tiene

n2 -+ Bn —+ C o \/E 1 — €B7ri—7r\/5 1 — e—Bﬂ'i—ﬂ'\/ﬁ

ne”l

or 1 1
~ /D |eBritnVD _  eBri-nVD _ 1|

El objetivo ahora es expresar esta suma en términos de e™D y cosenos. Para ello, utilizamos
la identidad

e’® 4+ 7 = 2co0s8(0).
Reagrupando, tenemos

1 1 eBm‘fn\/E -1 - eBm'Jrn\/E +1

eBri+nVD _ |  Bmi-nvD _ 1 (eBritnVD _ 1)(eBri-nvD _ 1)’
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y simplificando obtenemos

eBm'—n\/B _ €B7ri+n\/5 eBwi—n\/ﬁ _ eBwi—l—nx/E

e2Bmi _ oBmitnVD _ oBmwi—nyVD +1 o eBm'(eBwi — enVD _ g—nV/D + e—Bm’)
eBm‘(e—n\/ﬁ _ en\/ﬁ) e—n\/ﬁ _ en\/ﬁ

B eBmi(2 cos(Br) — enVD — e=nVD)  2cos(Br) — enVD — VD’

Recordando la definiciéon de las funciones hiperbdlicas

5 = sinh(©),

e, 0
e cosh(©),

obtenemos finalmente
B —2 sinh(n\/ﬁ)
2 cos(Bm) — 2 cosh(nv/D)’

Otra forma equivalente de expresar el resultado surge de multiplicar y dividir por e””\/ﬁ,

obtenemos finalmente

1 - 627r\/5 627‘(‘\/5 o 1
 2cos(Br)e2nVD — 2nVD 1 2nVD _ 9 cos(Br)e2 VD + 1

Comentario: El método nos da un camino para intentar encontrar formas cerradas de
sumas infinitas. La idea clave es que, si podemos reconocer los términos de una serie como la
transformada de Fourier de una funcién particular, entonces podemos aplicar el teorema de la

sumacién de Poisson para simplificar y evaluar esta serie.

Anteriormente, la férmula de sumacién de Poisson se aplicé a la suma (4.1)
> w7
n?+ Bn+C’
nez

lo que llevé a una serie geométrica. Podemos extender los resultados del Teorema (4.3) a sumas

méas generales como (4.2):

1
Z(n2+Bn+0)k’ keN.

nez
En general, el resultado suele ser mas complicado. Por ello, comenzamos con k = 2.

Reescribimos de nuevo la suma usando D = B? — 4C'". De este modo, tenemos que

1 1
Z (n?+ Bn+ C)? - Z ((n+ B/2)%? + D/4)2’

nez ne’
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El truco sera darse cuenta de que

d 1 B 1/4
dD ((n+ B/2)* + D/4> " ((n+ B/2)2+ D/4)%

de donde deducimos, utilizando el teorema (4.3), que

1 d 1
;Z (n+ BJ2)> + Dj4) ~*p (; (n+ B/2)% + D/4>
d [ 27 e2VD _
- _4@ <\/5 ((327”/5 — 2cos(Bm)emVD + 1)) ' 48

Nuestro objetivo ahora es derivar explicitamente la expresion obtenida en la linea anterior
con respecto al parametro D, con el fin de obtener una férmula cerrada para el caso k = 2.

Sea

2m —sinh(nv/D)
VD cos(Br) — cosh(nvD)

Queremos calcular la derivada de f(D) con respecto a D. Definimos

f(D) =

A(D):= —, N(D):= —sinh(nV'D), H(D) := cos(Br) — cosh(nvD).

Calculamos sus derivadas:

™ n

A'(D) = N'(D) = NGy

- D32
Entonces, usando la regla del cociente y del producto tenemos que

n

cosh(nv'D), H'(D) = ~57D

sinh(nv/'D).

(D) = (D) 2+ agp) - D) - SOD)
Y sustituyendo:
™ — sinh(nv/D)

f'(D) =

- D32 cos(Br) — cosh(nv/D)

) o — 505 cosh(nv/D)(cos(Bm) — cosh(nyv/D)) — sinh(nv/D) - (—#ﬁ sinh(n@))

VD (cos(Bm) — cosh(nv/D))2



35

Simplificando con identidades hiperbdlicas y agrupando términos obtemos que
o sinh(nv/D)
D32 cos(Br) — cosh(nv/D)
2 3D {COSh(n\/ﬁ)(COS(BW) — cosh(nv/D)) + sinh®(nv/D)
' 2
vD (COS(BW) — cosh(n\/ﬁ))

T sinh(nv/D)
D32 cos(Br) — cosh(ny/D)
_nm cosh(nv/D) cos(B7) — cosh?(nv/D)) + sinh?(nv/D)

D (COS(B’/T) — cosh(n\/ﬁ))2

f'(D)

De la identidad cosh®(x) — sinh?(z) = 1, usamos que sinh®*(z) = cosh?(x) — 1 para simplificar

el numerador:
cosh(nv/D) cos(Br) — cosh?(nv/D)) 4 cosh?(nvD) — 1 = cos(Br) cosh(nvD) — 1.

Y de esta manera podemos concluir que

, 7sinh(nv/D) nm(cos(Br) cosh(nyv/D) — 1)
D) = — . 4.9
f(D) D3/2(cos(Bw) — cosh(nv/D))  D(cos(Br) — cosh(nyv/D))? (4.9)
Sustituyendo (4.9) en la expresién (4.8), llegamos a que
1
% ((n+ B/2)2 4+ D/4)?
7 sinh(nv/D) nm(cos(Bw) cosh(nyv/D) — 1)

D3/2(cos(Br) — cosh(nvD))  D(cos(Bw) — cosh(nyv/D))? |

Tras haber deducido la expresion para k = 2, analizamos ahora el caso k = 3 siguiendo una

estrategia similar basada en derivar con respecto a D. Se tiene que

1 1
2 (n*+ B+ C)* nzez ((n+ B/2)?+ D/4)*

nez
Esta vez podemos ver que

d 1 1 1
dD (((n+B/2)2 +D/4)2> 2 ((n+BJ2)2+DJ/4)®




36 CAPITULO 4. GENERALIZACION DEL TEOREMA DE EULER

Por lo que siguiendo el razonamiento del caso k = 2, tenemos

1
% (n+ Bj22+D/4)°
d 1

=% (% (n+ B2+ D/4)2> =
B _Qi 4 7 sinh(nv/D) _ nm(cos(Bm) cosh(nv/D) — 1) _

dD D3/2(cos(Bw) — cosh(nv/D))  D(cos(Br) — cosh(nyv/D))?
_ Si 7 sinh(nv/D) _ nm(cos(Bm) cosh(nvD) — 1)

dD \ D372(cos(Bm) — cosh(nv/D))  D(cos(Bw) — cosh(nv/D))? |
Definimos
o(D) 7 sinh(nv/D) nm(cos(Bw) cosh(nyv/D) — 1)

~ D¥2(cos(Br) — cosh(nv/D))  D(cos(Br) — cosh(nv/D))?

y estudiamos su derivada respecto a D. Para facilitar los calculos, llamamos

7 sinh(nyv/D) (D) = nm(cos(Bw) cosh(nyv/D) — 1)

(D) = D3/2(cos(BT) — cosh(n\/ﬁ))’ D(cos(Br) — cosh(nv/D))? 7

de manera que g(D) = g1(D) — go(D) y por lo tanto ¢'(D) = ¢} (D) — g5(D).

Empezamos calculando g (D). Usando las reglas de derivacién, tenemos que

_ NMi(D)A(D) = M (D) A (D)

= (4 (D) ’
donde
Ny (D) = wsinh(nV'D).
N{(D) = 2\}57m cosh(nv'D),
y

A(D) = D*? <COS(B7T) - cosh(m/ﬁ)) :

AY(D) = ;Dlm ) <cos(B7T) — cosh(n\/ﬁ)) 1+ D32, (_%\;%\/ﬁ)) _

= ;Dl/z . <COS(B7r) - cosh(n\/ﬁ)) — %nD sinh(nv/'D).
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Sustituimos:

N!(D)A,(D) —%mpécosh(n\/ﬁ) . D32 (Cos(Bw) . cosh(n\/ﬁ)> -
— %wnD cosh(nv/D) - (cos(Bﬂ) - cosh(n@)) -
= %mTD cos(Br) cosh(nv/D) — %mrD cosh?(nvVD) =
_ %mrD cos(Br) cosh(nv/D) — %mrD _ %mrD sinh2(ny/D).

N1 (D)A}(D) = sinh(nV'D) - ED”Q- (cos(BW) - cosh(n@)> - %nD sinh(nvD)| =
= gwm sinh(nvV/D) - <COS(B7T) - cosh(n@)) - %WnD sinh?(nv/D) =
= ngl/Q cos(Br) sinh(nv/D) — ;ﬂDl/Q cosh(nv/D) sinh(nv/D)

- %wnD sinh?(nvD) =

1
= ;WD1/2 cos(Br) sinh(nv'D) — zleﬂ sinh(2nVD) — §7T7”LD sinh?(nv'D).

Por lo tanto,

g.(D) = %mTD cos(B) cosh(n\/ﬁ) — %mTD _ %mrD SinhQ(n\/ﬁ)
D3 <COS(B7T) - cosh(n@))
_g7rD1/2 cos(B) sinh(n\/ﬁ) + Z§L7rDl/2 Sinh(Qn\/E)
D3 <COS(B7T) — cosh(n\/ﬁ)>2
%WnD sinh?(nv/D)
D3 <COS(B7T) — cosh(n\/ﬁ))2

+

que simplificando es:

_ InmD cos(Br) cosh(nv/D) — inrD
D3 (COS(BT(') — (:osh(n\/5)>2
—%WDl/z cos(Br) sinh(nv/D) + %WD1/2 sinh(2nv/D)
D3 (COS(B?T) — Cosh(n\/ﬁ)>2
smnD sinh?(nv/D)
D3 <cos(B7T) — cosh(n\/ﬁ))2

9:(D)

+

+
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Vamos ahora a calcular la derivada de go(D). Recordamos que

nm (COS(BT(') cosh(nv'D) — 1>

)= D <COS(B7T) - COSh(TL\/E))Z ‘

Aplicamos la regla del cociente:

1oy - Na(D)As(D) — No(D) Ay (D)
92(D) - (AQ(D))2 )

donde:
No(D) = nm <c0s(B7r) cosh(nvD) — 1> : Ny(D) = %wnZDl/2 cos(Bm) sinh(nv/D),
Ay(D) =D (COS(BF) — cosh(n\/ﬁ)>2 :
AL(D) = <COS(B7T) - cosh(n\/ﬁ))2 — nD"Y?sinh(nV'D) <cos(B7r) - cosh(n\/ﬁ)) .

Sustituyendo, obtenemos que

1

Ny (D)Aq(D) = §n27rD_1/2 cos(Br) sinh(nV/'D) - D(cos(Br) — cosh(nv'D))?
= %n%rDl/Q cos(Br) sinh(nv/'D)(cos(Br) — cosh(nv/'D))?,

Ny(D)AL(D) =nm(cos(Br) cosh(nvD) — 1)-
(cos(Br) — cosh(nv'D))? — nDY?sinh(nv/'D)(cos(Br) — cosh(n\/ﬁ))] .

Entonces

In%r D2 cos(Br) sinh(nv/D)(cos(Br) — cosh(nv/D))
D2(cos(Br) — cosh(nv/D))?
_ nm(cos(Bn) cosh(nv/D) — 1)(cos(Br) — cosh(nyv/D) — nD'/?sinh(ny/D))
D2(cos(Bm) — cosh(nyv/D))3

95(D) =

Desarrollando los productos del numerador y usando de nuevo la identidad hiperbdlica

cosh?(z) = 1 + sinh?(z),
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obtenemos

A(D) = In*nDY? cos?(Br) sinh(nv/D) — in?m D2 cos?(Br) sinh(2nv/D)
? D2(cos(Bw) — cosh(ny/D))3
i cos?(Br) cosh(nv/D) + nr cos(Br) sinh?(ny/D)  in?wD3 cos(Br)sinh(2nv/D)
D2(cos(Br) — cosh(nv/D))3 D?(cos(Br) — cosh(nv/D))3
N onm cos(Br) — nx cosh(nyv/D) — n2r D2 sinh(n\/ﬁ)‘
D2(cos(Bm) — cosh(nyv/D))3

Ahora ya podemos calcular ¢'(D) = ¢y(D) — g5(D). Para restar ¢} (D) — g4(D), usamos como

denominador comun:
3

D? (COS(BTF) — COSh(ﬂ@))

Entonces:
Numy(D) - (COS(B?T) - cosh(n@)) — D - Numy(D)
g (D) =

3 (4.10)
D3 <COS(B7T) - COSh(TL\/E))

donde Numy(D) y Numy(D) son los numeradores de las expresiones finales de g|(D) y g4(D).

Se tiene, tras algunas simplificaciones, que

1
Numy(D) - (COS(B?T) — cosh(n@)) = §n7rD cos?(Br) cosh(nv'D) — nmD cos(Br)
1
+ §n7rD cosh(nvD) — ;WDl/z cos?(Br) sinh(nv/D)
+ gﬂDl/Q cos(B) sinh(2nvV D) — nglﬂ cosh(nv/'D) sinh(2nvV/D)

1
- §7rnD cosh(nv/D) sinh?(nv/'D),

y por otro lado

1 1
— D - Numy(D) = —§n27rD3/2 cos?(Bm) sinh(nv'D) + ZHQWD?)/Q cos?(Br) sinh(2nVD)
+ naD cos?(B) cosh(nV'D) — nw D cos(Br) sinh?(nv'D)
1
- §n2ﬂD3/2 cos(Br) sinh(2nv'D)

— 2n7D cos(Br) + nwD cosh(nv' D) 4+ n*x D*? sinh(nv'D).
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Sustituyendo estas expresiones en (4.10), se obtiene

1
) ~ D3(cos(B7) — cosh(nv/D))3

3 3
X §n7rD cos?(Br) cosh(nv'D) + §n7rD cosh(nv/D)

g(D

—2nmD cos(B)

3 1
—§7rD1/2 cos?(B) sinh(nvD) — §n27rD3/2 cos(Br) sinh(nvD)

1

+g7rDl/2 cos(Br) sinh(2nvD) + Zn2wD3/Q cos?(Br) sinh(2nV'D)
—Zle/z cosh(nv'D) sinh(2nvV'D)

1
—§n7rD cosh(nv/'D) sinh?(nv/D) — nmD cos(Bw) sinh?(nv/'D)

+n?r D32 sinh(n\/ﬁ)] .

Hemos obtenido una expresién simplificada para ¢'(D), resultado de restar g] y g5.
Con esto concluimos el analisis del caso k£ = 3, en el que hemos obtenido una expresion

s mediante derivadas sucesivas con respecto al parametro D.

;. 1
expllclta para EnEZ W2 BniC)?

Aunque no desarrollamos aqui el caso general, cabe senalar que el método utilizado es
completamente extensible a cualquier valor natural de k. La clave consiste en aplicar derivadas
sucesivas, lo que permite obtener expresiones cerradas para (4.2). Este proceso requiere el uso
de reglas generales de derivacion, como la formula de Faa di Bruno, pero excede el objetivo del

presente TFG. La siguiente formula resume esta generalizacién:

3 1 2m(—4)F T 1 1 - 1 (h=1)
(n2+Bn+C)* (k-1 |V/D \eBritnVD _1  ¢Bri-nvD _ | '

ne’l
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