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Resumen

En esta memoria he trabajado sobre el séptimo problema propuesto por el matematico Steve
Smale, centrandome en el cédlculo de la cota inferior para la energia logaritmica de puntos
esféricos. Para explicar detalladamente como se ha llegado a la mejor cota inferior conocida
hasta el momento ampliando las ideas de [9] y escribiendo de forma que un lector prome-
dio pueda entender el articulo sin problemas, he estudiado y presentado diversos conceptos
(algunos ya vistos en el grado y otros muchos que no) que han sido utiles y necesarios a lo
largo del trabajo. Finalmente, he introducido la funcién de Green en S”, la cual es de suma
importancia si se quiere extender dicha cota a S™.

Palabras clave: Cota inferior, Energia logaritmica minima, Esfera, Séptimo problema Smale.
Abstract

In this thesis, I have worked on the seventh problem proposed by mathematician Steve Smale,
focusing on the calculation of the lower bound for the logarithmic energy of points on the
sphere. In order to explain in detail how the best known lower bound has been obtained—by
expanding on the ideas in [9] and writing in a way that an average reader can follow without
difficulty—TI have studied and presented various concepts (some already encountered during
the degree, and many others new) that have been useful or necessary throughout the project.
Finally, I have introduced the Green’s function on S™, which is of great importance for exten-
ding this bound to the sphere S”.

Key Words: Lower bound, Minimal logarithmic energy, 2-Sphere, Smale’s 7th problem.
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Capitulo 1

Introduccion

En 1998, el matematico estadounidense y ganador de una medalla Fields Steve Smale propuso
una lista de 18 importantes problemas sin resolver para el siglo 21 [26] a peticién del vice-
presidente de la Unién Matematica Internacional (I.M.U.) Vladimir Arnold, el cual se inspir
en los problemas de Hilbert publicados a principios del siglo 20. De hecho, algunos de los
problemas de Smale son andlogos a los de Hilbert.

En la actualidad solo 3 problemas han sido resueltos por completo (el 29 el 14° y el 17°),
mientras que en otros como el 1° se han logrado importantes avances sin llegar a estar com-
pletamente resueltos.

En este trabajo concretamente nos vamos a centrar en el séptimo problema de Smale , que
fue propuesto por Michael Shub y Stephen Smale en su bisqueda de un algoritmo que genere
secuencias explicitas de polinomios bien condicionados (véase [7], [8], [25]), y que trata de la
distribucién de N puntos en una 2-esfera.

El problema n°7 de Smale consiste en describir una serie de puntos en la esfera que cumplan
buenas propiedades de distribucién. Es de hecho una versién computacional de un problema
cuyo enunciado en tiempos modernos se atribuye a J. J. Thomson, cientifico britanico descu-
bridor del electrén.

Thomson, conocido por proponer uno de los primeros modelos atémicos antes de que existie-
ra la mecanica cudntica, imaginaba el 4tomo como una especie de esfera con carga positiva,
dentro de la cual se encontraban incrustados pequenos “corpusculos” con carga negativa, es
decir, los electrones. Este modelo, a veces llamado “modelo del pudin de pasas”, todavia se
menciona en los cursos de bachillerato. Intrigado por cémo se acomodarian estos electrones
dentro del atomo, Thomson planteé una pregunta que mas tarde se convertiria en un famoso
problema en fisica y matematicas, conocido como el problema de Thomson:

. Cémo se distribuirfan varias particulas cargadas negativamente (como los electrones), que
se repelen entre si mediante la ley de Coulomb, si estuvieran confinadas dentro de una esfera
con carga positiva?



Este problema también se puede plantear de la siguiente manera més técnica:

Dado un nimero N de particulas que se repelen segin la ley electrostatica (fuerza inver-
samente proporcional al cuadrado de la distancia entre ellas), jcudl es la configuracién que
minimiza la energia total del sistema si estas particulas estdan confinadas dentro (o sobre la
superficie) de una esfera?

A dia de hoy, se ha descubierto una cota inferior para la energia logaritmica de estos electrones,
la cual vamos a estudiar en esta memoria. Ampliaremos algunos resultados y lo reescribiremos
para que pueda ser entendido por un lector promedio, dado que el articulo original [9] estd
realizado de manera sofisticada para expertos en la materia.

Por tltimo, estudiaremos también las funciones de Green en §™ y resultados relacionados
con ellas, ya que estos seran de gran utilidad en determinadas partes del trabajo.

Figura 1.1: Steve Smale



Capitulo 2

Conocimientos previos requeridos

A lo largo del trabajo trabajaremos con conceptos y resultados que nos sera necesario haber
definido y presentado anteriormente, como lo son algunos teoremas de integracién, las medidas,
la funcién de Green y algunas funciones especiales, series y cotas relacionadas con estas.

2.1. Medidas

El contenido de esta seccién procedera principalmente de [17] y [14] Sea X un conjunto no
vacio, sea P(X) el conjunto de las partes de X y sean A y B subconjuntos de X, definimos:

Definicién 2.1. (o-dlgebra) Sea M C P(X), decimos que M es una o-dlgebra de conjuntos
en X si:

1. XeM, X €.
2. Ae M implica X \ A€ M.
3. Cualquiera que sea la sucesion (Ag) C M se tiene que
oo
U A, e M.
k=1
Al par (X, M) lo llamaremos espacio medible, y a los elementos de M, conjuntos medibles.

Definicién 2.2. (Medida en un espacio medible) Sea (X, M) un espacio medible, diremos
que una aplicacion p: M — [0,400] es una medida positiva si cumple las dos propiedades
stguientes:

1. (@) =o0.

2. w(Urzy Ak) = Yoroq w(Ag), cualquiera que sea la sucesion (Ar) C M de conjuntos
disjuntos dos a dos, es decir, Ay A; =0 sik #j.

Diremos que (x, M, 1) es un espacio de medida.

Definicién 2.3. (Funcion Medible) Una funcion f : X — [—o0,+00]| se dice medible
cuando {x € X : f(z) < a} € M para todo a € R.

6
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Definicién 2.4. (Funcidén simple) Una funcion f : X — R se dice simple cuando toma un
numero finito de valores.

Lema 2.5. (Funcién simple medible) Una funcion simple es medible cuando el conjunto
{z € X : f(x) = a} es medible para todo a € R.

Definicién 2.6. (Integral de una funciéon medible no negativa respecto a una me-
dida positiva) Sea [ una funcion medible no negativa y sea p una medida positiva, se define
la integral de f en X con respecto a la medida p, que denotamos fX f(z) du(x), como:

1. Si f = xa, con A medible,
[ 1@ dutw) = ()

2.5 f = Z]kV:1 arX4, (que es una funcion simple), con Ay medible y ap > 0 para todo
k eN,

N
[ #6@) duta) = Y ann(n).
X k=1

3. En otro caso,
/ f(z) du(x) = sup {/ g(x) du(zx) : g simple medible y 0 < g(z) < f(z) Vz € X}.
X X

Definicién 2.7. (Integral de una funcién medible con signo arbitrario respecto a
una medida positiva) Sean f : X — R una funcion medible y p una medida positiva,
definimos f* = méax(f,0) y f~ = max(—f,0) tal que f = f* — f~. La integral de f en X
con respecto a la medida p se define como:

1. Si
[ F@ @ <o v [ 5@ dut) <,
X X

entonces se define
J 1@ dut) = [ 1@ duto) - [ 5@ duo).

2. En caso contrario, tenemos que f no es integrable y por tanto no se define la integral.

Definicién 2.8. (Medida con signo) Sea (X, M) un espacio medible, diremos que una
aplicacion p : M — RU {400} es una medida con signo si cumple las dos propiedades
siguientes:

1. () =0.

2. w(Upey Ak) = Doy w(Ag), cualquiera que sea la sucesion (Ag) C M de conjuntos
disjuntos dos a dos, es decir, AyN Ay =0 sik #j.

Diremos que (x, M, u) es un espacio de medida con signo.
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Ayuddndonos de [20] para complementar las referencias anteriores, podemos enunciar los
siguientes teoremas:

Teorema 2.9. (Teorema de descomposicion de Hahn) Sea (X, M,pu) un espacio de
medida con signo, existen dos conjuntos M-medibles de X, P y N, tales que:

1. PUN=X yPNN =0.

2. Para todo E € M tal que E C P, se tiene que pu(FE) > 0, es decir, P es un conjunto
positivo para (.

3. Para todo E € M tal que E C N, se tiene que u(E) < 0, es decir, N es un conjunto
negativo para [.

Ademds, esta descomposicion es esencialmente unica, lo que significa que para cualquier otro
par (P',N') de subconjuntos M-medibles de X que cumplan las tres condiciones anteriores,
las diferencias simétricas PAP' y NAN' son conjuntos nulos para p en el sentido de que
todo subconjunto M-medible de ellos tiene medida cero. El par (P,N) se llama entonces una
descomposicion de Hahn de la medida con signo p.

Una consecuencia del teorema de descomposicién de Hahn es el Teorema de descomposicién
de Jordan:

Teorema 2.10. (Teorema de descomposicion de Jordan) Toda medida con signo
definida en M tiene una descomposicion unica de la forma

p=pt—p,

siendo u™ y pu~ dos medidas positivas, al menos una de las cuales es finita, tal que u™ (E) =0
para todo subconjunto M-medible E C N y u~ (E) = 0 para todo subconjunto M-medible E C
P, para cualquier descomposicion de Hahn (P, N) de p. Llamamos a u* y p~ la parte positiva
y la parte negativa de u, respectivamente. El par (u*, ) se denomina una descomposicion
de Jordan(o a veces descomposicion de Hahn—Jordan) de p. Las dos medidas pueden definirse
como

yH(EB) = W(ENP) y u(B):=—u(ENN)

para todo E € M y para cualquier descomposicion de Hahn (P, N) de pu.
Notese que la descomposicion de Jordan es unica, mientras que la descomposicion de Hahn
es solo esencialmente unica.

Definicién 2.11. (Variacion Total) La medida positiva (M, |u|), definida como |u| =
ut + pu~, se denomina la variacion total de la medida con signo (A, ).

Definicién 2.12. (Integral de una funcién medible con signo arbitrario respecto a
una medida) Sean f : X — R una funcion medible y p una medida con signo, f es integrable
respecto a p si lo es respecto a |p|. La integral de f en X con respecto a la medida p se define
como:
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1. f es integrable respecto de p si lo es respecto de ||, y se define
[ 1@ du@) = [ 1@ dut @)+ [ @) i@
X X X
[ r@dc@ - [ @ dt @)
X X

2. En caso contrario, tenemos que f no es integrable y por tanto no se define la integral.

2.2. Algunos teoremas de integracion
Teorema 2.13. (Teorema de Cambio de Variable entre superficies) Sean M, N dos

superficies, sea f : N — R una funcion continua y sea p : M — N una funcion biyectiva, C*
y con inversa C°°, tenemos que

/M Jacp(z) - fop(z) dv = /Nf(y) dy

Si el espacio de medida (X, M, u) es un producto (Y x Y/, M x M’ p x 1), la integral I de
una funcién integrable en M x M’ se denota

Iz/YXy,fd(uxu)-

Se puede probar entonces el siguiente teorema, importante en muchas aplicaciones.

Teorema 2.14. (Teorema de Fubini en variedades) Una funcidn medible en' Y x Y' es
integrable si, y solo si, una de las integrales

[t an g [ 101 dpd
v Jy v Jy
existe (es finita).

Si f es integrable, entonces

/nylfd(uxu/)—/y Y{fdu’du—/wfyfdudu’-

2.3. Algunas funciones especiales

En esta seccién vamos a definir algunas funciones especiales con las que vamos a trabajar en
esta memoria, con un contenido que proviene principalmente de [11], [18] y [19].
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2.3.1. Funcién Gamma

Definicién 2.15. (Funcion Gamma) Dado z > 0, se define la funcion Gamma de z como
la integral

I'(z) :/ e 't* L dt.
0
Dado z € (—1,0), definimos

T 1
I(z) = M
z
Dado z € (—n —1,—n), con n = 1,2, ..., definimos

() = L+

z

Dado z € R, con z # —1,—2,-3, ..., podemos definir el factorial de z como

21=T(z+1).

2.3.2. Simbolos de Pochhammer

Definicién 2.16. (Simbolos de Pochhammer) Sea n € C y sea k > 0 entero, definimos
los simbolos de Pochhammer como

(n)g=nn+1)---(n+k—-1), (n)=1L1 (2.1)
Claramente, (1), = k!, y si n,n + k no son enteros negativos ni cero, entonces

~ T(n+k)
O (O
2.3.3. La serie hipergeométrica gaussiana

Definicién 2.17. (La serie hipergeométrica gaussiana) La serie hipergeométrica gaus-
siana se define mediante la serie de potencias

— (@) (b)g 2*

oF1(a,byc;2) = Z Or B (2.2)
k=0
y es analitica en |z| < 1. Estd definida salvo para ¢ < 0 entero.
2.3.4. La funcién beta
Definicién 2.18. (Funcion Beta) La funcién beta de Euler se define como
B(a, §) = /1 11— )P gt = /+OO P Reo), Re(8) > 0. (2.3)
0 o (L+1)th

la cual satisface que B(«, 8) = B(5, ).
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2.3.5. La funcién beta incompleta

Definicion 2.19. La funcidn beta incompleta se define como

Bafa8)= [ 7M1= 0" Tdt = T aFifa,1 - Bra + Lix),

0

y cumple la identidad
B(Oé,ﬂ) = Bl‘(a75) + Bl—x(57a)'

Lema 2.20. Para todo r € [0, 7] se tiene

" _ n n
/0 sin" " ltdt = 2" 1Bsin2§ (5,2),

T _ nn
/T sin” " tdt = 2" 1B5052§ <§,§>

Demostracion. Denotaremos las funciones que aparecen en el lema por:

-
£ = [ s tean,

0

sinzg R .
g(r) = 2n71Bsin2 z (ﬁv ﬁ) = 2”1/ 85*1(1 — 5)5*1 ds,
2 2 2 0

foy = [ st

T

1 non L[ 2]
g(r) =2"""Beos2 - (—, —) =2"" / sz (1—s)27" ds.
:\272 0

Observamos que toman el mismo valor en » = 0 o r = 7 respectivamente:

» Sir =0, sin? 5= sin? 0 = 0 . Entonces, tenemos que

0 0
f(0) = / sin" 1t dt =0y g(0) = 2"1/ 52 (1 —s)2"1ds=0.
0 0

= Sir=m, cos’ 5= cos? 5 = 0. Entonces, tenemos que

s 0
f(m) = / sin" ltdt =0y g(n) = 2”1/ s: 11 —s)2"1ds=0.
™ 0

11

Ademas, en ambos casos, las dos funciones involucradas son infinitamente diferenciables, ya

que estan dadas por féormulas sin problemas de definicién.
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Finalmente, tenemos que sus derivadas coinciden Vr € (0, 7). En efecto, aplicando el Teo-
rema Fundamental del Célculo, sus derivadas son:

f'(r) =sin" 7,

=2 () (1w T @ () (o) ()
<2 (o) o) ) o)
—ot (sinZ)" (eos )"
= (2i1nlgcos2>n 1

f'(r) = —sin" 17,
=2 (ot ) (1ot ) n5) (-05) (5)
= (cos g)n_2 (51n 2>n ’ (cos g) (sin g)

-1 -1
= —on1 (sin C)n <cos f)n
2 2

= —sin"" 7.
Por tanto, podemos concluir que en ambos casos las funciones son iguales. ]

Lema 2.21. Para 0 < s <1 y «, € (0,00) se tiene

1— B—1 . s s a
A=) s" g s)ﬁl/ =1 gt < By(a, B) < / plgr =2
« 0 0 «

Demostracion. Inmediato. O

2.4. La funcién de Green en una Variedad Riemanniana Com-
pacta

Hablar de una norma euclidea en una variedad abstracta es un problema, por lo que hace
falta un potencial ”intrinseco”.

En [5] se empez6 a hablar de que la funcién de Green es un potencial natural en cualquier
variedad compacta.

Definicién 2.22. (Energia de Green de N puntos en una variedad Riemannia-
na compacta) La energia de Green de N puntos pi,...,pnN en una variedad Riemanniana
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compacta M estd dada por
i#j

donde G : M x M \ {(p,p) : p € M} — R es la dnica funcion, conocida como funcion de
Green (potencial), con las siguientes propiedades:

1. A,G = Sp(q) — vol(M)™1, con S, la funcién delta de Dirac, en el sentido de distribu-
ciones.

2. Simetria: G(M;p,q) = G(M;q,p).
3. G(M;p,-) tiene media cero para todo p € M, es decir, fqu G(M;p,q)dq = 0.

Sequimos la convencion de que el Laplaciano Riemanniano estd dado por A = —divV.

Tenemos que limy, ,, G(M;p,q) = oo Vg € M, por lo que hace "las veces” de "potencial
electrostdtico”.

Resulta que la funcion de Green en S? es

1 In2

1
2
G(S2?: 1 _qll = . 2.
(8% p,q) = o n|lp — q|| 47T+ om (2.6)

Proposicién 2.23. Sea G(M;p,q) la funcion de Green de una variedad M y p cualquier
medida con signo finita tal que p(M) =0, es decir, fM dup = 0. Entonces,

/ GO0 dufp) du(g) =0,

dandose la igualdad si y solo st u = 0.

Demostracion. Es una demostraciéon demasiado larga para esta memoria, por ello véase [5, p.
166, Definition 3.2] y [5, p. 175, Proposition 3.14]. O

2.5. Calculo de la funcién de Green en Variedades Armonicas
Compactas

La funciéon de Green de una variedad Riemanniana general puede ser muy dificil de calcular.
Sin embargo, en [5] se presenta un método para calcularla en variedades armoénicas compactas,
es decir, en esferas y espacios proyectivos (ver [1] para un método alternativo, pero equiva-
lente). Hemos utilizado este método para obtener la expresién explicita de G(S"™;p, q) en la
Proposicion 5.1.

Dada una variedad arménica compacta M, su funcién de Green G(M;p, q) estd dada por

G(M;p,q) = ¢(M;dr(p,q)) = ¢(M;r) para todo p,q € M,
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donde ¢(M;r) satisface que

[Pen=1q(t)dt

o(Mir) = — Vrn=1Q(r)

Aqui, V es el volumen de M, D su didmetro, r = dr(p, q) es la distancia Riemanniana, y ()
es la funcion de densidad volumétrica, la cual, en el caso de la esfera S, satisface que
" IO(r) = sin™

(Véase [5] para las funciones de densidad de los espacios proyectivos, y ndtese que existen
algunas ambigiiedades en la eleccién de la normalizacién que producen factores constantes
como potencias de 2, pero estas constantes no afectan al calculo de la funcién de Green).



Capitulo 3

Enunciado del séptimo problema de
Smale

El enunciado original del séptimo problema de Smale (procedente de [26]) dice lo siguiente:

Problema 7: Distribucién de puntos en una 2-esfera

Sea V() := > 1< j<nl0g|lzi — z5]| donde x = (z1,...,2N), los x; son puntos distintos
en la 2-esfera S*> C R, y ||z; — zj|| es la distancia en R?. Denotemos a Vy por min, Vy(z) .
JPuede encontrarse una N-tupla (z1,...,zy) tal que

Vn(z) — Vv < clog N,

donde ¢ es una constante universal?

Sin embargo, vamos a cambiar un poco la notacion, transformando este problema en otro
equivalente:

Problema equivalente

:.Se pueden encontrar N puntos pi,...,py € S? tales que
Ep1y...,pN) <my+cln N

para una constante c?

Donde &(p1,....,pn) =22, ,;1n m es la energfa logaritmica y my = min,, ;. es2 E(p1,. ..

15
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Capitulo 4

Cota inferior para la energia
logaritmica

Este capitulo constituye la parte mas dificil y que maés trabajo y esfuerzo ha requerido de la
memoria, la cual ha requerido un alto nivel de entendimiento del tema para expandir correc-
tamente y a gran medida su contenido.

A pesar de que a simple vista el enunciado puede parecer sencillo, a dia de hoy se consi-
dera un problema muy complicado de resolver, en gran parte debido a que no conocemos el
minimo de la energia logaritmica en la esfera. Tras muchos intentos y anos de estudio, gracias
a [10, 12, 15, 24, 28, 29] se ha llegado a la siguiente aproximacién asintética:

1
my = kN? — 3NN + ClogN + o(N),

donde k es la energia continua

1 / 1 1
= In——dpdg=—-—1n2,
(vol(§2))% Jpges2  llp = qll 2

y Clog €s una constante desconocida, pero que gracias a [10] y [21] podemos acotar de la
siguiente manera:
V43

3 1. 2
- o.=mn2--< <2In2+-In- 1 =—
0,0568 n 1 < Clog < 2In2 + 3 n3+3 nF(l/S) 0,0556

Se ha conjeturado que la cota superior es una igualdad, siendo el célculo de esta constante
uno de los problemas abiertos mas importantes en este area; véase [10, 11, 13, 28].

La cota inferior In2 — % < Clog demostrada por Lauritsen en [21, Apéndice B| se deduce
a partir de un argumento en el plano real y luego invoca un resultado sofisticado de Bétermin
y Sandier [10, p. 3, Teorema 1.5], que relaciona la energia en la 2-esfera con una cierta energia
renormalizada en el plano. Este es un argumento puramente bidimensional que no parece facil
de traducir a dimensiones superiores.

16
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En estas pdginas reproduciremos las ideas de [9], viendo cémo el argumento de Lauritsen
puede adaptarse directamente para trabajar en la esfera S? sin recurrir a [10, p. 3, Teorema
1.5].

4.1. Valores medios de la energia logaritmica en la 2-Esfera

Sea B(po,a) la bola geodésica centrada en py € S* con radio a < 0, es decir, B(pg,a) = {p €
S? : dg(po,p) < a} C S? donde dg(:,-) = arccos(-,-) es la distancia Riemanniana en la esfera
unidad S?.

La distancia Riemanniana es la distancia natural en una variedad de Riemann (M, g), que es
un espacio curvo donde se define un tensor métrico g. Esta métrica permite medir longitudes
de curvas y definir una nocién de distancia entre puntos en el espacio. En el caso de la esfera
S?, es la longitud del menor trozo de circulo méximo que une dos puntos.

‘A

z

15 4

Figura 4.1: Distancia Riemanniana en la esfera S?

Sea |Bg| el volumen de la bola anterior, son conocidos los siguientes resultados:

2

Proposicién 4.1. Sean pg, p € S? y a € (0,7), entonces |By| = 4msin Sy
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(i) Sip ¢ B(po,a), entonces
1

| Ba| q€B(po,a)

1
1n||p— (JH dg = 1D||p*poH 5 cot? %lncosg.

(ii) Sip € B(po,a), entonces

1 1  cot?¢
Infp—gq| dg=In2— - — 2
| Bal q€B(po,a) 2 2

Ip — pol|? . a
X In <1— 1 +In <81n§).

Demostracion. Variando un poco la notacion para que sea congruente con la nuestra, vamos a

aplicar el Teorema de Cambio de Variable (Teorema 2.13) entre superficies en [3, Proposition
3.2.], ya que esta proposicién es similar a la Proposicién 4.1, pero usa la Esfera de Riemann
S={(a,b,c) ER:a®+b*+ (c—3)> =1} en vez de S2.

Definimos la aplicacién continua f : S — R definida por f(¢) = In||p — ¢|| y el difeomorfismo
¢ : S — S? definido por ¢(z,y, z) = (2z,2y,22 — 1). Calculemos Jac(p):

En nuestro caso (entre variedades), Jac(p) es el volumen (area) del paralelepipedo que forman

{Dp(p)(v1), Dp(p)(v2)}, donde p € Sy {v1,v2} es una base ortonormal del espacio tangente
aSen x.

Tenemos que {D(5)(v1), Dip(5) (v2)} = {201, 2v2}, ya que

T U1
Do(p)(v) =Dy |y | | v2
z V3
8 x U1
=4 oy tt|v
ot|,— B Vs
P T 4+ tvy
=5 o\ y+tu
Ot =g z + tug
P 2x + 2tvy
=5 2y + 2tvg
t=0 \2z + 2tvz — 1
27)1
= 21)2
2vg
= 2v.

Sabemos que, por ser base ortonormal, sus vectores cumplen que
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= forf? =1,
= ol =1,
n < vp,vp >=0.
Por tanto, sean w1 = D(p)(v1) y we = Dp(p)(v2), tenemos que
= Jwn]? = [1201]* = 4fjon |]* = 4,
n Jwal? = [12v2]* = 4ljv2]* = 4,
n < wp,we >=< 201, 2vs >=4 < wvy,v >=0.
Llegamos asi a que

1 1
2 2

_ ||w1|| < wi,wy >
< wy,ws > |ws]

=16 = 4.

Jac(p)

4 0
0 4

19

Sean po,p € Sy € = §, vamos a demostrar primero el apartado (i), es decir, si p ¢ B(po,a).

Figura 4.2: Caso (i) de la Proposicién 4.1
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Aplicando el Teorema de Cambio de Variable (Teorema 2.13), tenemos que

/ In|[p — || dq=4/ fow(q) dq
q€B(po,a) GEB(po,e)

1 wlp- @)l 4
GeB(po,e

4/' n lo(3) — (@) dd
GEB(Poe)

1 w22l di

qu(ﬁOva)

tf - d) di
qu(pAOﬂE)

4/ m2 + In|lp — g dg
quB(p/\f)’E)

4/ m2dj + 4/ I [lp — dl| dg
LjEB(]fO,S) qu(ﬁOﬁ)

4ln2/ 1dg — 4/ In|p—q| " dg
deB(po.e) GeB(po.c)

=41n2 vol(B(py,e)) — 4vol(B(po,€))

<f sl da
éeB(ﬁO 78)

Por [3, Proposition 3.2.], sabemos que vol(B(po,¢)) = wsin®¢ y que

a1 ga 1 o a1 aa
][ In|p - q|| 1dq:iB - / In|p—q| " dg
GEB(fosc) 1B(Po,€)| JaeB(o.e)

1
=1In|p—poll ' + 5 + cot? eIn(cos €).

Llegamos asi a que
/ In|lp — ¢ dg = 4In27sin®e — 47Tsin2€][ In|jp—q|~" dg
q€B(po,a) d€B(po.e)

[ 1
= 4rsine [In2 — (lnHﬁ—ﬁoH_l—i—2+cot261ncoss>}

[ 1
=4rsin®e |[In2 —In||p — pol ! — 5 cotzalncosa]

[ 1
= 4rsin®e |[In2+1In||p — pol| — 3 —cot2£lncoss]

[ 1
= 4rsin®e |In(2||p — pol|) — 5~ cot%;lncose}

[ 1
=4rsin’e |In||2p — 2po|| — 5 cot25lncose}

a 1 a a
— drsin? 2 |In|p— pol — = — cot? ZIncos < | .
msin” o n||p — poll 5 cot 5 Incos 2}
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1
Por tanto, como B = Trsn? T queda demostrado que

1
| Bal

1
/ In|lp — gl dg=1n[p— pol| — 5 — cot® S Incos 5.
qu(po,a 2 2 2
Demostraremos ahora de forma similar el apartado (ii):

s d

Figura 4.3: Caso (ii) de la Proposicién 4.1
Sea ahora p € B(po,a), volvemos a llegar a que

/ In|jp —q|| dg = 4In27sin®e — 47rsin2€][ In|jp—q|~" dqg.
qu(pOaa) qu(pAOﬁ)

Sabemos por [3, Proposition 3.2.] que

_ 1 cot?e N .
/ Infp—gl~'dp=———+ 5 (In(1 — |5 — pol|*) — 1) — In(sine),
PEB(po,e) 2sin

3

21
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y por tanto, tenemos que

. [ 1 cot? e .
[l -l da = amsinte 2= (5ob s S a - - ol) - 1)
q€B(po,a) L 2sin“e 2
—In(sine)]
[ 1 cot? e P pol?
= 47 sin’e |In2 — — In 1—Hf——H -1
L 2sin’ e 2 < ( 2 2
+ In(sine)]
r 1— t2 i 2 - 2
= 4rsin’e |In2 — CO. e;sm g_cot251n 1_M
L 2sin“ e 4
+ In(sine)]
_ 1 cos? o
= 4rsin?e |In2 — 7,C028 ° _ cot? eln(1 — llp = poll” ) + In(sine)
i 2sin“e 4
2 a 2
sin“ 2 _
= 47 sin® g [an — ﬁ — cot? %ln (1 — 7Hp 4p0|| > + In (sin ;)]
1 a2
= 47rsin2% [ln2 5~ cot? %ln (1 — Hp4po||> +1In (sing)} .

Como |B,| = 4w sin? 5, llegamos asf a que

! / 1 2 a HP—IDOH2 . a
In|lp—gq dq:ln2——cotxln(1— +1In{sin—).
’Ba’ q€B(po,a) ” H 2 2 4 ( 2)

0
Lema 4.2. La funcién F : (0,2) x (0,7) = R dada por
cot? & t2
F(t,a) =1In2 + Insin 24 2 (21n(cos g) —In(1 — —)) — Int,
2 2 2 4
es no-negativa.
Demostracion. Sea a € (0, ) fijo, vamos a calcular el minimo de F'(t, o).
Tenemos que limy g F(t,«) = limy_o F(t,a) = o0, y derivando la funcién respecto de t
nos queda
aF(t - —cot?§ & 1 cot?§-t>—44t*  t*(cot?§)+1)—4
T R S F/O) S t(4 — 2)

Igualando a 0, llegamos a que
t2(cot? % +1)—4=0
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™

Figura 4.4: Gréfica de %F(t, «) para a = g

Resolvemos la ecuacion:
t2(cot? % +1)—4=0

t2(cot? % +1)=4

2_ 4
_cotQ%—l—l
4
2=

csc? &

2

o
t2 = 4sin? =
S11n 9

«

t = £2sin —.
Sln2

Como t = —2sin § no pertenece al dominio de F'(t,a), que es (0,2), el tinico candidato a
minimo de la funcién serd ¢ = 2sin 5. Veamos si es minimo:

Analizamos el signo de la derivada:
= Site(0,2sing), %F(t, a) <0.
= Site(2sing,2), §F(ta)>0.

Hemos comprobado asi que ¢ = 4sin § es un minimo de F'(¢, «) para cualquier a € (0, ) fijo.
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3-
2 ‘rr
F(t, =
(t, 3)
1 -
0 1 2

™

Figura 4.5: Gréfica de F'(t,a) para a = §

24

Finalmente, F(2sin$,«) = 0 y por ser el minimo tenemos que la funcién es no-negativa (lo

2
cual concuerda con las graficas) como queriamos comprobar.

Corolario 4.3. Sean po,p € S? y a > 0. Entonces,
1

@ q€B(po,a)

ddndose la igualdad si p ¢ B(po,a).

Demostracion. Directa por la Proposicién 4.1 y el Lema 4.2.

4.2. Demostraciéon de la cota inferior de Cj,,

Sean (p1,...,pn € S?), y sean

I(pla"'upN) :g(phap]\/)

ON /
+ In ||p; — q|| dg
VO](S2) ; geS? !

N2
— e In |[p — ql| dp dg.
(vol(§?))? /p,q682
0
Tomando p= | 0 | € S? y aplicando el Teorema 2.13, tenemos que
1
2
1 0 ¢
/ lan—qlldq=2/ Inj\ {0 —{a || dg
qEeS? q€eS? 1 a3

1
= / In(2 — 2¢3) dg.
2 q€S2

1
lan_ Qqu > IDHp—poH - 5 — Cot2%lncosg,

O]
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Aplicando el Teorema de Cambio de Variable (Teorema 2.13) a coordenadas esféricas, llegamos
a que

1
= / / sinf In(2 — 2cosf) dpdd
2 Joejo,nx) Jpe0,27]

= 7r/ sinf In(2 — 2cos®) db
0€[0,n]

[ mip-al dg
qES?

y aplicando ahora el cambio de variable t = cos#, con dt = —sinf df, obtenemos que
1
/ In|p—gq| dg = —71'/ In(2 — 2t) dt
qEeS? -1
Derivando por partes tomando u = In(2 — 2cosf) y dv = dt, con du = —ﬁ dt y v =t,

quedandonos asi

1 1 2t 1
/ In|p—q| dg= —7T/ In(2—2¢t) dt = —7 [tln(2—2t) —1—/ }
qEes? 1 -1 2—2t _1

1 9 1
= —7 |tIn(2 — 2t 14—
71'[ n( )+/_1 +2_2J1

= —7[tln(2—2t) —t—In(2—20)]",
= —m[(t—1)In(2 —2t) — 4",

y como limy_,1(t — 1) In(2 — 2t) — t = —1, tenemos que
| wlp=all dg = ~x-1 - (~n(@) + 1 - ()
qeS?

= —1(—=2+44In(2)) = —477(—% +1n(2))
= —47kK,

donde kK = —% +1n 2.

Por tanto, sea vol(S?) = 4, llegamos a que

1

— 1 —q|| dg = —k. 4.1
(@) o, Il da = (41)

Demostremos ahora que (4.1) no depende del punto p € S? elegido:

Sean p,q € S?, O una matriz ortonormal 3x3 cualquiera y f una aplicacién integrable de
S? en R, definimos la aplicacién ¢y : S> — S? dada por o (p) = Op.

y aplicando el Teorema de Cambio de Variable (Teorema 2.13), nos queda

f(p) dp = Jac(po)(p) - f o po(p) dp.
peS? peS?
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Calculemos Jac(po)(p):

Sea p1,p2 una base ortonormal del plano tangente a S? en p, denotado por TpSQ, hay que
calcular el drea del paralelepipedo que forman Dyo(p)(p1), Deo(p)(p2).

Tenemos que

Deop)(p) = 2

o vo(p+tp)

t=0

ot
= Op.

(Op + tOp)
t=0

Por tanto, Dpo(p)(p1) = Op1 vy Deo(p)(p2) = Ope, y el jacobiano serd el drea del parale-
lepipedo formado por {Op1, Ops}.

Por ser O ortonormal, tenemos que
= [|Op1]l = llp1ll;
= [|Op2| = (2],
= < Op1, Opy >=< OTOp1,py >=<p1,p2 >.
Calculamos asi el jacobiano:
l . . . l
> |lIpall < P12 > :
<p1,p2 > |p2|

101 < Op1, Ops >
= - 1
Jac(po) < Opy1, Opy > ||Ops]| |

= 110
01

y entonces, llegamos a que

/ f(p) dp—/ fowol(p) dp.
peES? pES?

Tomando f(q) = In||p — ¢||, tenemos que

/ f(q)dq:/ fovolq) dg
qES? q€eSs?

=/ . fleo(q)) dg

= f(Oq) dq

qEeS?

2/ In ||p — Oql| dg,
qeS?
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y de nuevo por ser O una matriz ortogonal, concluimos que
f(q) dg :/ In |0"p — q| dg.
qeS? qeS?

Elegimos ahora O tal que OTp = e3, con e3 la tercera fila de I3 (la matriz identidad de
dimensién 3), quedandonos

/ f(q) dq —/ In |les — q| dq.
q€eS? qeS?

Hemos terminado asi la demostracion, a falta de comprobar que siempre existe O.
Para ello, distinguimos 3 casos dependiendo de p:
= Si p=e3, tomamos O = I3.

s Si p = —es3, tomamos O = (61 ey — 63).

- . pXes pXes
Si p # +es3, tomamos O = (”pXe T DX Tpxed p).

Hemos visto por tanto que fq€S2 In ||p — q|| dg no depende del p € S? elegido.

Tenemos entonces por (4.1) que

N X
In i — q|| dg = 2N In |lpi — ql| d
Tol(E? Z/qes n|pi — qll dg = Z S2/ n|p; — gl dg

7,:1
1
= 2N? Inllp—q| d
vol(S2?) /qu? n||p — ql| dq

= —2xN?2.

Aplicando el Teorema de Fubini (2.14) y por (4.1), tenemos también que
1 1
vol(S2) In|jp—ql dg d
VOI(SZ) /pegz vol(S?) /q€S2 n||p —ql| dg dp
1
=N _— e d
vol(S?) /peg2 fap

N2 /
RYTTIN! In|lp —qlf dg dp =N
(vol(§%))% J, ges2

= —kN?,
Hemos llegado asi a la expresion
N? /
—_— In|lp —q|| dg dp = —kN?, 4.2
Gl /. e lp = qll (4.2)
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y por tanto deducimos inmediatamente que

I(pla"pr) — 5(p17,pN)
N
2N /
+ — In||p; — q| dgq
N2 /
e —— In||p — ql| dp dg
A2 e 1P~ 4

= E(p1,...,pN) — 26N? + KN?
=&(p1,...,pn) — KNZ.
Definimos ahora
N? (4.2) 09
UBB=—/ In|lp —q|| dp dg =" KN,
GNP
2N 4,1)

S
|

( 9
= In||p; —q|| dg =" —2kN,
vol(S2) /Sz I qll dg K

Uij = —In||p; — pyll,

2N / /
= — oo In|lp — qf| dp dq
Vol (S Bal Sy Joo " 1P

(4,1) 1 /
="2N— —k dgq
|Ba’ B(pi,a)

= —2kKkN,

~ 1
Ui':_/ / In||p — q|| dp dq.
! 1Bal? JB(pia) JB(p;,0) | H

)

Claramente,

N N N
I(p1,...,pn) =Upp + Z Ui + Z Ui +Z(Ui - U) _Zﬁn +Z(Uij — Uij).-
i=1 i.j i=1 i=1 i#j

o B8 Y

28

A continuacién acotaremos inferiormente y, cuando sea posible, calcularemos exactamente los

términos «, B, vy 9:

Desarrollando « nos queda que

N
a:UBB+Zﬁi+zﬁij
=1 7,7

1
= kN2 — 2kN? — / / Inlp —q|| dp dg
Zz,j: ‘Ba|2 B(pi,a) J B(p;,a)

1
 _eN? / / In||p — q|| dp dq.
ZZ,J: | B, |? B(pi,a) J B(p;,a) | H
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Observamos que por este camino no llegamos a nada de valor, ya que no hay una forma clara
de calcular esta expresién. Por ello, utilizaremos medidas y resultados conocidos sobre ellas
del Capitulo 2 para acotar a.

Sea x4 la funcién caracteristica de un subconjunto A C S?, utilizando lo visto en la sec-
cién 2.1 de medidas del Capitulo 2, podemos definir la medida de un conjunto en una esfera

Ccomao: N
o o[£ (5) o] o

i=1

Por ello, sabemos que la expresion

N N
( B(p.a)(P) ~ v01(82)> .

se trata de una medida.

Con estas notaciones, sea f : S? — R una funcién integrable, tenemos que

/f

N
XB(p:.a)(P) N
:/ (pi,a) dp— —— dp
2 £ ‘Ba| S2 ’Z)OZ(S )

XB(pi,a) (p) N 212
/S2 7|Ba| dp) — 71}0“82)2 -vol (S*)
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Recordamos que, por (2.6), la funcién de Green en S? es

1 In2

s2. :——1 -4+ =
G(S*p,q) n|{lp—q e

y podemos aplicar por tanto la Proposicién 2.23 en S?, obteniendo que

/Sz /S <‘2 allp gl - - + 1;”) dpn(p) dp(g) > 0.

Deducimos asi que
1 In 2
/S/ (hlllp q||+—) dp(p ) =0

- [ [ 5z mlo al dute) /S/S(M—m) )20
o [ [ mlp—al du(p)du(q)—/82 (3 52) [ au) duta >

Como [e. du(p) = [q= p(p) = 0, tenemos que

1
S / / In [lp — qll du(p) du(g) > 0
Y S2 JS2

y por tanto llegamos a que
/SQ /S In{lp —ql| du(p) du(q) = 0

Ademads, observamos que

Respecto a v, como hemos visto anteriormente, el valor de Us; no depende del punto p;, y

N
=2 Ui=
i=1

Desarrollando la expresiéon tenemos que

B Lo,
v=- In||p — ql|dp dgq
| B, |? B(p1,a) J B(p1,a)
N
- / / Inlp — qlldp / Inlp — qlldp | d
| a| B(p1,a) SH B(-p1,m—a)

N N
= —BQ/ / lan—qlldPJrBz/ / In [|p — ¢||dp dg,
| Ba| B(p1,a) /$? | Ba| B(p1,a) J B(—p1,m—a)

entonces
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y aplicando (4.1) y la Proposicién 4.1 (el caso (i), ya que p; ¢ B(—p1, 7™ —a)), llegamos a que

7= gy At [ (=g e S
><lncos7r > |Br—a| dq
xlncos a> dq
- O Beall [ (=gl = 5 ot T P ncos T ) g
| Bal 1Bal?  JB(p1.a) 2

Aplicando ahora de nuevo el caso (i) de la Proposicién 4.1 (ya que —p; € B(p1,a)), tenemos
que

_ l(S*)Nk  |Br_qo|N [

+ In| =2 —cot? Cincos & — (L o222
n|—pi—pi|| — z —cot® —Incos - — [ = +co
B, | B, | TRy 2 2 \2 2
x 1 T4
1 COS
2
vol(S® )Nk |Br_o|N | 1 5 a a 1 o T—a
= In|| —2p1|| — = — cot” =1 —— |z t
A + Bl n|| 1| cot” 5 Incos 5 T o 5

Xl“ O
COS
2

vol(S*) Nk n |Br—a|N [
| Bal | Bal

1 1 — —
In (2||p1]]) — 3~ cot? % lncos% - <2 +eot2 D 5 L ncos - a)]
y como ||p1]| = 1 (porque p; € S?), llegamos a que

_ vol(S*)Nk | |Br_qa|N |

1 a a 1 T—a T—a
In2 — = —cot? = Incos = — ( = + cot? 1
‘ a‘ | a| _n 5 co 5 n0032 <2—|—CO 5 1l COS 5 >]

I(S2)Nk  |Br_o|N [ 1 - _
vol(S°) /<;+| n—al —k — cot? = lncosa_<2+cot27r2alncosﬂ2a>}

| Bal [Ba| 1 2 2

vol (S’ )Nk |Br_o|N | teot? 6 1 +eot2 T T—a
— K+ cot” —Incos = + = + cot® —— Incos
B, B | 2 22 2 2

Como sabemos que:
= v0l(S?) = 4,
" |B,y| = 4msin® §

= |By_q| = vol(S?) — |B,| = 4w — 47 sin? S =dm (1 — sin? %) = 47 cos® g,
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observamos ahora que

ANk 4 cos? N 4eot2 % a+1+ (2T—a T —
= - k4 cot” —Incos - + = +co ncos
7T rsin®e dmsin® g 2 1T
Nk 9 9@ a 1 s T —a —a
= ——55 — Ncot” - |k +cot” s Incos - + = + cot” ——Incos .
sin”® 5 2 2 2 2 2 2

Utilizando férmulas trigonométricas, sabemos que

—eos (2-9)

En consecuencia, tenemos también que:

™ a

2 2

T —a

2

oS
2

» sin "5 = cos g,

T—a
2

T—a
2

a
Cos >
in &
s 2

f—q __ Sin
2 cos

= tan = cot g,

r—
2
T—a

2

a ioa
s 2

5 &
COs 2

COs

= cot ¢ = tan g,

sin
y sustituyendo en la expresién tenemos que

a

2

¥ ~Neot2 2 |:I<L + cot? %ln cos

a

2

a
— Ncot? =

{co‘c2
2

2

a
cot? 3 In cos 5 +

_N[

:NKN[cotQL;(

=N [K, — <cot2 % (cot2

Reordenando la expresién, llegamos a que

)

cot? glmcos9 + =
2 2 2
a1 a+1
—Incos = + —
2 2 2

L a 9@
—k + Insin — + cot® =

=N
7 [ 2 2

Finalmente, acotamos . Tenemos que

§=> (U -

i#]

™ a LT oL a .
= COS — COS — + SIn — sln — = sin —.

1
+ =

cot
[1 — cos? g} - N [cot4 a lncos% + —

cot?

a

2 2 2 2

a a
tan? = Insin —
+ tan 21151112}

2

a

| a+1
ncos — + —
2

5 T3 + tan? % In sin

|

a a .
+ cot? = tan? = Insin —

2 2 2
a]

2a
2
2

a
2 + Insin —

2
+ Insin a]
)]

2

2
+ Insin —

2
1
(2 + cot? %lncos g)} .

~

Uij),

|

'
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y aplicando el Corolario 4.3 dos veces obtenemos para todo %, j:

R 1
Uz’j—Uz‘j——lanz'—ijer/ / In ||p — q|| dp dq
’ a’ B(p:,a) J B(p;,a)

1 1
:ln”pip'||+/ / Inlp —q|| dp dg
J |Ba| B(pi,a) ’Ba‘ B(p;,a)

1 1 a a

> —In|lp; — pj|| + — In||p; —q|| — = — cot® =1 ) d
> ~lnllp pj||+|Ba’/B(pi,a)<n’p] al g 2ncos2> q
> —ln| I+ In |lp; — qll dg — = — cot® £ Incos 2

—In|p; — p; n|p; — — — —cot” —Incos =
il pl p] ’Ba’ B(pi,a) p_] q q 2 2 2

1 1

> —1In||p; — p;ll + (ln”pj —pill — 3 —cothlncos ;L) —5 —cothlncos%

a a
> —1-— 2 cot? §lncos§.

(Recientemente se ha llegado a una desigualdad similar con constantes menos explicitas en
[23, Lemma 3.1])

Por tanto, hemos llegado a que

I(pr,....pn) > N(N — 1) (—1 ~ 2cot? glncos 9)

2
1 1
+ N [an —3 —Hnsing —i—coth <2 —i—cothlncos ;)] ,

que se trata de una cota inferior que es valida para cualquier a.

Tomando sin? 5= % tenemos que:

I(p1,...,pn) > N(N —1) (—1— N(;Cln <1—C>> —%NlnN

N
1 1 N-C /1 N-C C
1 2InC —2C +4In2—-1 (2 1
- — - - -
> 2N1nN—|—N I 5 0<N),

donde hemos usado la desigualdad elemental

c c* 3 ( C><_C C?

L = = YN >20.
U N oy =20

N 2N2 N3 —

Optimicemos la expresién anterior para ver cual es el valor éptimo de C"

Sea
2InC —2C +4In2 —1

f(0)= N ; ,
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0 ( ; 4 6 8

f(c)

Figura 4.6: Gréfica de f(C) tomando N =1

su derivada sera

f(€) = N=G= =Nz
.
]
()
0 T—— 4

Figura 4.7: Gréfica de f'(C) tomando N =1

Igualando la derivada a 0 para obtener los candidatos a puntos criticos, llegamos a que hay
que resolver la ecuacién
2-2C =0,

cuya Unica solucién es C' = 1.

Teniendo en cuenta que el dominio de f(C) es (0,00), analizamos el signo de la derivada
para comprobar si C' = 1 el maximo de la funcién:

» SiCe(0,1), f(C)>0
» SiC e (1,00), f(C) <0

Por tanto, hemos visto que C' = 1 es el méximo de f(C), lo cual coincide con lo observado en
las graficas.
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Tomando entonces C' = 1 por ser el valor éptimo, tenemos que

2Inl1 —2+4+4In2-1
=N :

:N—2+4ln2—1

Y que

1 3 1 1
> —— )=
I(pr,...,pN) = 2N1nN+N<ln2 4) 2+0<N>

1 3
> —§NlnN +N <ln2 — 4> + o(N).
Concluimos por tanto que

Ep1y-.,pn) = KN? + I(p1,...,pN)

1 3
> kN? — NN+ N <ln2 - 4> +o(N),

probando asi que

3
Clog > In2 — Z



Capitulo 5

Funcion de Green en S”

,Coémo deberiamos extender la energia logaritmica a la esfera unitaria S™ C R"*t!? En la
literatura es bastante comun estudiar los potenciales de Riesz y también usar el mismo po-
tencial logaritmico en este contexto. Sin embargo, en una variedad Riemanniana general M,
la energia de Green

Ey(py,. .- pn) = Y G(M;pi,pj),
i#]
donde G(M;-,-) es la funcién de Green en M asociada al operador de Laplace—Beltrami, es
una opcién mas natural, ya que no depende de cantidades extrinsecas (como hemos explicado
en la seccién 2.4).

Hemos visto anteriormente que la funcién de Green en S? es

1 1 In2
G(S?; =——Inl|p—yq|| - —+—
(8%p,¢) = —5 - Inflp —all = -+ 5~
por lo que sabemos que se trata del potencial logaritmico a excepcién de las constantes multi-
plicativas y aditivas, lo cual es la verdadera razén por la que el argumento de Lauritsen puede

ser aplicado directamente en S? (como hemos hecho en la seccién 4.2).

Por ello, es posible extender la energia de Green y el calculo de la cota inferior de la energia
logaritmica a S".

En el articulo [9] se calcula una cota inferior para la energia de Green en S". Aunque es-
ta extensién se sale del trabajo por su complejidad, hemos intentado al menos entender qué
es la funcion de Green en S”, a lo que dedicaremos el resto de este capitulo.

Sea
n+1

2 2

r(%t)’

V, = vol(S") =

vamos a calcular una férmula explicita para la energia de Green en S™.
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Proposicién 5.1. La funcion de Green para S™ es G(S™;p,q) = g(|lp — ¢l|), donde

0o k n n
o) = 2 3 (n)x (1_t2> BB +EFY)

Vg (k1) (541, 4 B(3%)

(Véase (2.1) para la definicion del simbolo de Pochhammer (n),. Aqui, B(-,-) es la funcion
beta (2.3)).

Una expresion alternativa y equivalente de la funcién de Green para S™ se da en [1], aunque
con una normalizacién diferente.

Demostracion. Siguiendo el método que hemos presentado en la seccién 2.5 para calcular la
funcién de Green en variedades arménicas compactas, tenemos que

G(S";p,q) = #(S";dr(p, q)),

con

T2 Beog? R 2
o(S™; 1) :/ o e (3.3) ds + C, C constante.

(También hemos usado el Lema 2.20). Por (2.4) y [19, (9.131.1)] tenemos que

™

)
sin s o F (1, n;

n S
Shr) = —— 2 1icos ) ds+ C.
¢(S"™;r) v, ). 2+ ; COS 2 s +
Usando (2.2), las identidades del medio dngulo y el cambio de variable t = H'C% obtenemos
L & () 1 k+1
o(S™r) = (14 cosr)* ™ 4 C.
nVy, = (g + l)k 2k(k +1)

Veamos que ||p — q||* = 2(1 — (p,q)) y r = arccos({p, q)):

lp— 4l

Figura 5.1: Distancia euclidiana en S? tomando el circulo méximo que pasa por p y ¢
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Sean p,q € S? y sea «a el dngulo formado por p y ¢, tomando el circulo méximo centrado en
0
0 | que los une, vemos ayudandonos de la Figura 5.1 que
0

(0]
2sin = = ||p —
sin lp — qll

1 — cosw
2/ ———— =|p—
5 lp — qll
[1—cosa _|p—q
2 2

1—cosa _ ([p—all)*
2 2

1—cosa _ |[lp—q|?
2 4
4(1 — cos )
S p— gl

2(1 —cosa) = [|lp — q||>.
Por tanto, llegamos a que
lp—ql|* =2 —2cos .
Otra forma de comprobar esto, utilizando que p, ¢ € S?, serfa la siguiente:

lp—all® = Ipll + llall — 2{p, )
=14+1-2cosa,

llegando de nuevo a que
lp—q|> =2 —2cosa.

Por lo tanto,

2 kL
(1 + COS’I“)k+1 — 2k+1 <1 _ |p4qH) . DP,qE Sn7

y asi obtenemos

I S ) <1Hp—q|2)’““w
T nVn = (k+1)(3+1), 4 '

Nos falta calcular C' tal que G(S";p,-) tenga media cero en S™. Sin pérdida de generalidad,
tomamos p = (0,...,0,—1) € S". Sea pgn\ (} la parametrizacién de S" dada por la proyeccién
estereografica inversa:

221 225 H2H2—1>

e :R" = S"\ {(0,...,0,1)} z:(zl,...,z)»—>(,..., ,
N R ) e N E R

cuyo jacobiano es 2" /(1 + ||z]|?)". Entonces

421

le(0) — w(2)]1* = T2
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y por tanto tenemos que
1 / 2 & (n)k 1 FHL on
— | G(E"p,q)dg=C+ / o dz,
Vo Jso e G (37, \IT ) O R
lo cual es cero si, y sélo si
ont1 o0 1 n+k+1
C:—Q/ > (n): < 2) dz
nVi Jen fmg (R 41) (5 4+ 1), \1+ 2]

Es suficiente intercambiar la suma con la integral y pasar a coordenadas polares, recordando

la definicién de la funcién beta y el hecho de que
n n)

V, = 2"V, _\B (5, >

para concluir el resultado.



Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado el séptimo problema propuesto por el matematico estadou-
nidense Steve Smale.

Para ello, hemos visto que era necesario conocer y entender varios conceptos y técnicas que
no han sido estudiados en el grado, combindndolos con otros ya conocidos. Por eso, se ha
dedicado el segundo capitulo de la memoria a presentar todos estos resultados que nos han
sido de utilidad a lo largo del trabajo.

El mayor esfuerzo lo hemos dedicado a obtener la cota inferior de la energia logaritmica
presentada en el enunciado de dicho problema. En el capitulo que hemos dedicado a ello, se
han tenido que aplicar la mayor parte de las tecnicas mencionadas anteriormente con el fin
de posibilitar y facilitar la obtencién de la cota inferior.

Hemos conseguido entender y explicar detalladamente las ideas presentadas en [9] para llegar
a la cota inferior de Lauritsen adaptéandolo directamente a la esfera S2.

Aunque no hemos extendido esta cota inferior a S", si que hemos concluido la memoria

haciendo una introduccién a la funcién de Green en S? y S”, la cual es de suma importancia
para este problema como se ha visto a lo largo de la memoria.
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