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Resumen/Abstract

Resumen:

El objetivo de este trabajo es estudiar la existencia y unicidad de soluciones periédicas
en sistemas diferenciales auténomos planos. En particular, la existencia de ciclos limite, es
decir, trayectorias del sistema asociadas a soluciones periédicas a las cuales se aproximan
otras trayectorias cuando el tiempo avanza o retrocede. Para ello, se introducen nociones
y resultados sobre este tipo de sistemas diferenciales, entre los que destaca el Teorema
de Poincaré-Bendixson, del cual se proporciona su demostracién con todo detalle y varios
ejemplos con distintos conjuntos limite que se pueden presentar. Posteriormente, se estudia
una demostraciéon autocontenida del Teorema de Liénard, el cual garantiza la existencia
y unicidad de ciclos limite asintéticamente estables en el sistema asociado a un tipo de
ecuacion diferencial de segundo orden, la denominada ecuacién de Liénard, que se utiliza
para modelar sistemas fisicos de caracter oscilatorio. Finalmente, se incluyen ejemplos de
este tipo de sistemas y se analiza una extensién del Teorema de Liénard que garantiza la
existencia pero no la unicidad de ciclos para una ecuacién mas general que la de Liénard.

Palabras clave: sistemas auténomos planos, soluciones peridédicas, ciclos limite, Teorema
de Poincaré-Bendixson, Teorema de Liénard.

Abstract:

The aim of this work is to study the existence and uniqueness of periodic solutions in
planar autonomous differential systems. In particular, the existence of limit cycles, this
is, trajectories of the system associated with periodic solutions to which other trajectories
converge as time moves forward or backward. In this context, notions and results related
to this type of differential systems are introduced, with special emphasis on the Poincaré-
Bendixson Theorem, whose proof is provided with detail and some examples with several
limit sets that can exist. Subsequently, a self-contained proof of Liénard Theorem is stu-
died. This theorem ensures the existence and uniqueness of asymptotically stable limit
cycles in the system associated to a specific type of second-order differential equation, the
so-called Liénard equation, which is used to model the behaviour of oscillatory physical
systems. Finally, examples of such systems are included and an extension of Liénard Theo-
rem is analyzed, which guarantees the existence, but not the uniqueness, of cycles for a
more general equation than Liénard equation.

Keywords: planar autonomous systems, periodic solutions, limit cycles, Poincaré-Bendixson
Theorem, Liénard Theorem.
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Introduccion

El estudio cualitativo de los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias comenzé
en el siglo XIX. Inicialmente, fue el francés Poincaré uno de los pioneros en desarrollar
herramientas que permitieran conocer el comportamiento global de las soluciones de dichos
sistemas sin necesidad de calcularlas explicitamente (ver [15]). En 1892, el mismo ano que
se publicé la obra de Poincaré, el matematico ruso Liapunov proporcioné una teoria para
abordar la estabilidad de las soluciones, aplicable especialmente a sistemas auténomos en
los que no existe una dependencia temporal explicita. En concreto, la teoria de Liapunov
permite analizar la estabilidad de los puntos criticos del sistema haciendo uso de una
funcién auxiliar, relacionada con la energia en problemas fisicos, y sin necesidad de resolver
el sistema (ver [10] y [6]).

Posteriormente, a lo largo del siglo XX matematicos como el sueco Bendixson (ver [3]),
los americanos Coddington y Levinson (ver [5]), el ruso Andronov (ver [1]) y el americano
Perko (ver [14]) desarrollaron esta teorfa cualitativa de sistemas diferenciales, estudiando
conceptos como la estabilidad de sus soluciones, el comportamiento de las trayectorias
en tiempos infinitos y el mapa de fases. Ademads, en relacién con este trabajo se destaca
la obra del fisico e ingeniero francés Liénard (ver [11]), quien se centrd en el estudio de
la existencia de soluciones periédicas y su relacién con determinados sistemas fisicos con
comportamiento oscilatorio. Algunos de estos sistemas, como se desarrolla en [2], son el
latido del corazén y modelos econémicos ciclicos.

El objetivo de esta memoria es proporcionar algunos resultados introducidos por varios
de estos autores que permitan afirmar la existencia (y unicidad, en ocasiones) de soluciones
periddicas en sistemas diferenciales auténomos planos. Los resultados mas significativos
que se desarrollan son el Teorema de Poincaré-Bendixson, el Teorema de Liénard y un
teorema de extension de este tultimo, de los cuales se abordan sus demostraciones con todo
detalle y se incluyen varios ejemplos que los ilustran.

En el Capitulo 1, se introducen las nociones necesarias para trabajar con sistemas
auténomos. Se define el concepto de solucién para estos sistemas, y se dan condiciones
suficientes para asegurar la existencia y unicidad de solucién del problema de Cauchy aso-
ciado. Ademas, se demuestran las principales propiedades de las soluciones de este tipo de
sistemas, las cuales se utilizan a lo largo de todo el trabajo, como por ejemplo que cual-
quier trasladada de una solucién es también solucién. Usando estas caracteristicas de las
soluciones, posteriormente se aportan propiedades de las trayectorias, las cuales se definen
como el conjunto imagen de las soluciones y son esenciales para comprender la evolucion
temporal del sistema. Al igual que ocurre con las propiedades de las soluciones, las de las
trayectorias son consecuencia del hecho de trabajar con sistemas auténomos planos. Las
caracteristicas mas importantes a la hora de considerar este tipo de sistemas en cuanto
al caracter de las trayectorias son dos. La primera de ellas, que por un punto cualquiera
del plano pasa una tUnica trayectoria. La segunda caracteristica, que las trayectorias solo
pueden ser de tres tipos: puntos criticos asociados a soluciones constantes, curvas cerradas



2 INTRODUCCION

simples asociadas a soluciones periddicas (el foco de interés del trabajo) o curvas abiertas.

En el Capitulo 2, se presentan los conceptos y resultados imprescindibles para propor-
cionar una demostracion autocontenida del Teorema de Poincaré-Bendixson. Se comienza
estudiando las definiciones de conjunto w-limite y conjunto a-limite de una trayectoria, los
cuales sirven para caracterizar el comportamiento de la misma en tiempos infinitos. Mas
adelante, se aportan propiedades de estos conjuntos que se utilizan en las demostraciones
de los resultados posteriores. También se introducen resultados sobre el comportamiento
de las trayectorias de sistemas auténomos en un entorno de un punto regular cualquiera
(un punto que no es critico), y solo son ciertos para sistemas auténomos planos pues en sus
demostraciones se utilizan propiedades basicas de la geometria plana. Posteriormente, se
enuncia y demuestra el Teorema de Poincaré-Bendixson, el cual aporta informacién sobre
qué tipos de conjuntos pueden ser conjuntos limite de trayectorias acotadas. Ademas, este
teorema se puede emplear para garantizar la existencia de al menos un ciclo contenido
en una region compacta del plano que no contiene puntos criticos, lo que es utilizado en
resultados posteriores del Capitulo 3. Finalmente, se presenta la definicién de ciclo limite
y se estudia la nocion de estabilidad de ciclos de un sistema auténomo, clasificaindolos
en estables (y asintéticamente estables), semiestables (y asintéticamente semiestables) e
inestables.

En el Capitulo 3, se comienza introduciendo la ecuacién de Liénard, la cual es una
ecuacién diferencial autéonoma de segundo orden dependiente de dos funciones continuas,
y se presentan dos ejemplos de sistemas fisicos de cardcter oscilatorio cuyo comportamien-
to viene modelado por esta ecuacion: el péndulo amortiguado y el oscilador de van der
Pol. A continuacién, se enuncia y demuestra el Teorema de Liénard, el cual establece la
existencia y unicidad de un ciclo limite asintéticamente estable bajo ciertas condiciones de
las funciones presentes en la ecuacion de Liénard, y se estudia la aplicacién de este teorema
en la ecuacion del péndulo amortiguado y en la ecuacién de van der Pol. Por ltimo, se
enuncia y demuestra un teorema de extension del Teorema de Liénard, el cual garantiza
la existencia de un ciclo pero no su unicidad en el mapa de fases del sistema asociado a
una ecuacion de tipo Liénard en la que las funciones que la caracterizan cumplen hipétesis
menos restrictivas que en el teorema que lleva el mismo nombre.



Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo del presente trabajo se introducen conceptos y resultados
previos necesarios para comprender la teoria desarrollada en los siguientes. A lo largo de
toda la memoria se van a estudiar sistemas no lineales de ecuaciones diferenciales ordinarias
en R? (denominados planos). En concreto, se va a trabajar con un tipo determinado de
sistemas planos, denominados auténomos, cuya definicién se comienza recordando.

Definicion 1.1 Se llama sistema auténomo plano a todo sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias de la forma

a'(t) = f(z(t))
donde x : I — R? con I un intervalo no trivial de R es una funcién incégnita y f : D — R?
con D un conjunto abierto de R? con la topologia usual es una funcion conocida.

Esto es, los sistemas auténomos son aquellos en los que la funcién f no depende
explicitamente del tiempo ¢t. Normalmente se escribirdn como 2’ = f(z). Este tipo de
sistemas es de sumo interés en la teoria cualitativa de ecuaciones diferencias ordinarias,
pues presentan una serie de propiedades caracteristicas que los diferencian de los sistemas
no auténomos. Algunas de estas propiedades se resumen a continuacién, por ejemplo en
la Proposicién 1.4, pero previamente es necesario introducir algunos conceptos y cierta
notacién que se va a mantener a lo largo del trabajo. Para esto, se ha seguido el libro [14]
y se ha considerado la notacién empleada en [12].

En primer lugar, se presenta el concepto de soluciéon de un sistema auténomo y de un
problema de Cauchy o de valores iniciales.

Definicién 1.2 Sea 2’ = f(x) con f: D — R? una funcién cualquiera. Se dice solucion
del sistema auténomo a toda funcion diferenciable x : I — R? con I un intervalo de R no
trivial que cumple que para todo t € I, x(t) € D y 2'(t) = f(x(t)). Ademds, dado un par
(to,z0) € Rx D, z: I — R? se dice solucion del problema de Cauchy o de valores iniciales

I =
z(to) = wo
sitge I, x(ty) = xzo y x : I — R? es solucion del sistema x' = f(x) en el intervalo I.
Cabe indicar en este punto que la norma empleada a lo largo de todo el trabajo va
a ser la norma euclidea en R? y se va a denotar simplemente por ||.||. Es decir, dado un

vector ¥ = (x1,22) € R?, se tiene ||z|| = v/} + 3. Adem4s, se va a denotar por B(p,r)
la bola cerrada de centro p € R? y radio 7 > 0, es decir, B(p,7) = {ge R? : || — p|| < r}.

3



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Ahora, se va a introducir el Teorema de Cauchy-Picard, enunciado y demostrado por
ejemplo en [14], que permite asegurar la existencia y unicidad de solucién local del pro-
blema de valores iniciales (1.1). Antes de presentarlo, es necesario recordar la nocién de
funcién lipschitziana. Una funcién f : D < R? — R? se dice localmente lipschitziana si
para cada punto zg € D existe un entorno de xg en D y una constante L > 0 tal que
para cada par de puntos x e y de dicho entorno se cumple || f(z) — f(y)|| < Lljz — y||.
Como se enuncia a continuacion, que la funcién f sea continua y localmente lipschitziana
es condicién suficiente para que el problema de valores iniciales tenga una unica solucién
local.

Teorema 1.3 (Teorema de existencia y unicidad de solucion local) Dado un par (to, zo) €
R x D, donde D es un conjunto abierto de R?, y dada f : D — R? una funcion continua
y localmente lipschitziana, entonces existe h > 0 tal que el problema de valores iniciales
(1.1) tiene una solucion unica definida al menos en el intervalo [to — h,to + h].

La demostracion de este teorema, la cual no se expone en esta memoria, pasa por
definir los iterantes de Picard y probar que éstos convergen a una funcién que verifica el
problema de Cauchy (1.1). Posteriormente, se utiliza el lema de Gronwall para probar la
unicidad de esta funcién.

En el Teorema 1.3 se considera una funcién f continua y localmente lipschitziana, lo
que permite asegurar la existencia y unicidad de solucion local. Sin embargo, empleando
el teorema del valor medio se puede demostrar, como se hace por ejemplo en [14], que si
la funcién f es de clase C! en un conjunto abierto del plano entonces dicha funcién es
localmente lipschitziana en dicho conjunto. De esta manera, para asegurar que existe una
Unica solucién local del problema de Cauchy, es condicién suficiente simplemente que la
funcién f sea de clase C! en un conjunto abierto del plano. Esto es lo que se va a suponer
de ahora en adelante en el resto del capitulo para asegurar la existencia y unicidad de
solucién local, que la funcién f es de clase C'' en un conjunto abierto D de R2.

Se introducen ahora algunas propiedades esenciales de las soluciones de los sistemas
auténomos que se utilizaran a lo largo de la memoria.

Proposicién 1.4 Sea 2’ = f(x) con f: D — R? de clase C* y D un conjunto abierto de
R2. Sea ¢ : I — R? solucion de 2’ = f(x) con I un intervalo no trivial de R. Se tiene:

1. Para cualquier C € R, la funcion definida por ¢c(t) := ¢(t + C) es solucion de
2 = f(x). A ¢¢ se le denomina funcion trasladada.

2. Siv:J— R% con J un intervalo no trivial de R es solucion de ' = f(x) tal que
o(t1) = U(t2) con ty,ty € R, entonces ¢(t) = (t + ta — t1).

3. Si existen t; < to tales que ¢(t1) = P(ta), entonces ¢ es constante o periddica.

Demostracion.
1. Fijado un C € R, se tiene:

d

= 20+ O)] =t +C)- 1= fo(t +C)) = f(c(D) ¥,

Solt) = S g1

donde se ha utilizado la definicion de funcién trasladada, la regla de la cadena y el
hecho de que ¢ es solucién del sistema auténomo. Asi, ¢c es solucién del sistema

' = f(x).



2. Se define ¢1(t) := ¥(t + t2 — t1). Como 1) es solucién de 2’ = f(x), por el apartado
1, ¢1 es también solucién del sistema. Ademds, verifica ¢1(t1) = ¥(t1 +ta — 1) =
P(t2) = ¢(t1), donde la ultima igualdad se tiene por hipétesis. Luego tanto ¢ como
¢1 son soluciones del problema de Cauchy

{ a' = f(x)
z(t1) = ¢(t1)

En consecuencia, por el teorema de existencia y unicidad de solucién local, Teorema
1.3, como f € C'(D,R?) el problema de valores iniciales tiene solucién y es tinica y
asi ¢(t) = ¢1(t) Vt € 1. Pero ¢1(t) = ¥(t +t2 —t1), luego ¢(t) = Y(t+ta —t1) Vte I.

3. Simplemente basta considerar 1) = ¢ en el apartado 2 y se tiene que ¢(t) = ¢(t +
to —t1) = ¢(t +T) Vt € I, por lo que ¢ es periddica de periodo T =ty — t; > 0.
|

De esta forma, por la Proposicién 1.4 siempre se va a poder suponer a partir de ahora
que tp = 0, ya que si ty # 0, se puede considerar la traslaciéon ¢, (t) = ¢(t + to), que
también es solucién por dicha proposicién y verifica ¢4, (0) = ¢(tp). En este punto, cabe
introducir la notacién z(t, zg) que se va a seguir en el resto de la memoria como la tnica
solucién del sistema auténomo z’ = f(x) que cumple z(0) = xg, en la que como se ha
indicado se puede considerar ty = 0.

Ahora, una vez que se ha introducido el concepto de soluciéon de un problema de Cauchy
y se han presentado las condiciones suficientes para asegurar que existe solucién dnica, se
pueden repasar los conceptos de grafica y trayectoria de una solucién.

Se denomina gréifica de la solucién x : I — R? al conjunto {(t,z(t,z0)) e R® : t € I},
y se define la trayectoria u érbita de la solucién al conjunto {z(t,zo) € R? : t € I}. Asi, la
trayectoria de una solucion se puede entender que es el conjunto imagen de dicha solucion,
o la proyeccién de la grafica de dicha solucién dada por p : R? — R? tal que a cada punto
(t,z(t,20)) de R? le asocia el punto z(t,xq) de R2.

Ademsds, se recuerda que existen dos tipos fundamentales de trayectorias: aquellas
trayectorias que se reducen a un Unico punto, que estan asociadas a soluciones constantes
y se denominan puntos criticos, y aquellas trayectorias asociadas a soluciones periddicas,
denominadas ciclos, las cuales como se prueba en el Corolario 1.6 son curvas cerradas
simples de R?. Un ejemplo de estos tipos de trayectorias se muestra a continuacién.

Ejemplo 1.5 Se considera el sistema auténomo plano

i

asociado a la ecuacion diferencial ordinaria de sequndo orden 2" +x = 0 y cuyas soluciones
vienen dadas por

T2
—x1

7 (1.2)

NS=~

x1(t) = Cysent + Cycost
x9(t) = Crcost — Cosent ’

donde C1, Co € R. Tomando Cy = Cy = 0 se obtiene la solucion constante trivial, cuya
trayectoria es el punto critico (0,0) y se corresponde con el trazo negro de la Figura 1.1.
Tomando C; = 1, Cy = 0 se obtiene la solucion periddica x(t) = (sent,cost), cuya
trayectoria es el ciclo formado por la circunferencia unidad (trazo azul). Considerando
Cy =2, Cy =0 se obtiene la solucion periddica x(t) = (2sent,2cost), cuya trayectoria es
el ciclo formado por la circunferencia de radio 2 (trazo rojo).
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(a) Gréficas de varias soluciones. (b) Trayectorias de varias soluciones.

Figura 1.1: Gréficas y trayectorias de algunas soluciones del sistema (1.2).

En este punto y a partir de la Proposicién 1.4 se pueden extraer varias propiedades
que poseen las trayectorias de sistemas autéonomos, las cuales se dan en forma de corolario,
cuya demostracién se ha estudiado a partir de [12].

Corolario 1.6 Sea 2’ = f(x) con f: D — R? de clase C*'. Se tiene:

1.

2.

Una solucion ¢ y todas sus trasladas ¢ tienen la misma trayectoria.

Si dos soluciones tienen la misma trayectoria, cada una de ellas es una trasladada
de la otra.

Si dos trayectorias se cortan en un punto, éstas son la misma.

. 8% una trayectoria que no es un punto critico pasa dos veces por el mismo punto, la

solucion correspondiente es periddica y la trayectoria es una curva cerrada simple.

Demostracion.

1.

Por el apartado 1 de la Proposicién 1.4, todas las trasladadas de una solucién son
también soluciéon. En consecuencia, ya que la trayectoria es el conjunto imagen de
la solucidn, se tiene que la trayectoria es la misma para una solucion que para todas
sus trasladadas.

Si dos soluciones ¢ y 1 tienen la misma trayectoria, entonces existen t1 y to tales
que ¢(t1) = 1(t2), por lo que por el apartado 2 de la Proposicién 1.4 se tiene que
o(t) = (t +ta —t1), lo que es equivalente a decir que cada una de las soluciones es
una trasladada de la otra.

Si dos trayectorias asociadas a dos soluciones diferentes ¢ y v se cortan en un punto,
entonces existen t1 y to tales que ¢(t1) = ¥(t2), por lo que por el apartado 2 de la
Proposicién 1.4 se tiene ¢(t) = ¥ (t + t2 — t1). En consecuencia, la solucién ¢ es una
trasladada de la solucién ¢, y por el apartado 1 del Corolario 1.6 se concluye que
ambas tienen la misma trayectoria, por tanto las dos trayectorias tomadas al inicio
son la misma.



4. Si una trayectoria que no es un punto critico asociada a una soluciéon ¢ pasa dos
veces por el mismo punto, entonces existen t; < to tales que ¢(t1) = ¢(t2), por lo
que por el apartado 3 de la Proposicion 1.4 ¢ es periddica de periodo T = t9 —t1 > 0.
Esto es, ¢(t) = ¢(t + T) para todo tiempo en que estd definida la solucién. Falta
demostrar que la trayectoria asociada a dicha solucién es una curva cerrada simple.
Para ello, se define en primer lugar el conjunto

p=mf{p:0<p<T, ¢(t) es p-periddica}.

Asi, se tiene 0 < p < Ty existe una sucesion (P, )meN con py, € [p, T] para todo m y

con lim p,, = p tal que ¢ es p,,-periddica para todo m. Se distinguen a continuacién
m—>o0

dos casos diferentes.

Sip =0, sesuponet >0y el caso en que t < 0 es andlogo. Para cada p,, > 0, existe
un entero k., = 0 tal que t = kpypm +t con 0 <ty < pp y
0< lim ¢, < lim p, =p=0.

m—ao0 m—0o0
Ademds, como ¢ es pp,-periddica se tiene ¢(t) = ¢(kmpm + tm) = ¢(tm). En conse-
cuencia, por la continuidad de las soluciones se obtiene

B(t) = lim o(t) = lim d(tn) = 6(0).

m—0o0 m—00

Esto es, ¢(t) = ¢(0) para todo t y por tanto la solucién es constante y la trayectoria

asociada es un punto critico. Pero se ha supuesto que la trayectoria no es un punto
critico, asi que este caso en realidad no puede ocurrir.

Si p > 0, aplicando la continuidad y la periodicidad de la solucién ¢ se tiene

¢(t) = lm ¢(t) = Um ¢(t + pm) = o(t + D),
m—a m—00
lo que implica que p es el periodo positivo méas pequeno de la solucién ¢. En con-
secuencia, si la solucién ¢ empieza para t = 0 en ¢(0), para p es la primera vez
que se cumple ¢(0) = ¢(p). Si no sucediera esto, existiria un py con 0 < py < p tal
que ¢(0) = ¢(py), y por tanto por el apartado 2 de la Proposicién 1.4 se tendria
o(t) = ¢(t + po) para todo tiempo en que estd definida la solucién, por lo que py <P
seria también un periodo positivo y se estaria contradiciendo el hecho de que p es el
periodo positivo mas pequeno de la solucién ¢. Después de ¢t = p, ¢ se repite por-
que es p-periddica. Por tanto, la trayectoria asociada a dicha solucién es una curva
cerrada simple y asi queda demostrado el apartado.
]

Como consecuencia directa del apartado 4 del Corolario 1.6, si una solucién es periédica
la trayectoria asociada es una curva cerrada simple. Por lo tanto, se puede asociar el
concepto de ciclo directamente con una trayectoria que consiste en una curva cerrada
simple.

Se expone ahora otro resultado obtenido del anterior que garantiza que en sistemas
autéonomos planos, para cada punto del plano, existe una tunica trayectoria que pasa por
dicho punto y que permite clasificar las trayectorias de estos sistemas en unicamente tres
tipos diferentes.

Corolario 1.7 Sea 2’ = f(x) con f: D — R? de clase C*. Se tiene:
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1. Por cada punto xo € R? pasa una unica trayectoria.

2. Las trayectorias pueden ser puntos (puntos criticos, correspondientes a soluciones
constantes), curvas cerradas simples (ciclos, correspondientes a soluciones periddi-
cas) o curvas abiertas.

Estos dos resultados se tienen debido a las propiedades descritas en el Corolario 1.6
que cumplen las trayectorias de sistemas auténomos planos. La existencia de trayectorias,
en concreto, es trivial a partir del teorema de existencia y unicidad de solucién local del
problema de Cauchy (Teorema 1.3). La unicidad de trayectorias viene del punto 3 del citado
corolario, ya que si existiera un punto tal que por él pasaran dos trayectorias diferentes,
entonces esas trayectorias se estarian cortando en dicho punto y en consecuencia serian la
misma.

El segundo apartado del Corolario 1.7 expone que ademds de los puntos criticos (aso-
ciados a soluciones constantes) y los ciclos (curvas cerradas simples, asociados a soluciones
periddicas) el unico tipo de trayectorias que puede existir en sistemas auténomos planos
son las curvas abiertas. Esto se debe de manera directa al punto 4 del Corolario 1.6, ya
que en él se ha demostrado que en caso de que una trayectoria no sea un punto critico y
se autointerseque, entonces ésta es un ciclo, es decir, una curva cerrada simple. En conse-
cuencia, sélo pueden existir como trayectorias de un sistema auténomo plano los puntos
criticos, los ciclos y curvas que no se autointersequen, es decir, curvas abiertas.

Se puede observar un ejemplo de sistema auténomo plano en el que algunas de sus
trayectorias son puntos criticos y ciclos en el Ejemplo 1.5, y se presentan en los Ejemplos
1.8 y 1.9 otros sistemas auténomos planos cuyas trayectorias son puntos criticos o curvas
abiertas acotadas y no acotadas.

Ejemplo 1.8 Se considera el sistema lineal auténomo plano dado por

x) =221 + 29
xh =21 — 229

cuyas soluciones vienen dadas por

016\/& + 0267\/5':
(V5 — 2)CreVst + (—/5 — 2)Cre= V3t

il (t)
i) (t)

donde C1, Cy € R. El unico punto critico de este sistema es el origen y el resto de las
trayectorias son las curvas integrales de la ecuacion

dry 271 + 29
dZL‘Q Tr1 — 2%‘2’

es decir, las curvas abiertas con ecuacion implicita
|—2? + day29 + 23| = K,

donde K es una constante real mayor o igual que cero. Se representan en el grdfico de la
Figura 1.2 algunas de estas trayectorias, correspondientes a los trazos rojos, junto con el
punto critico, que se corresponde con el punto azul.

Se observa en dicho grdfico que las trayectorias de este sistema auténomo que no estdn
asociadas a soluctones constantes son curvas abiertas del plano, que en ningiun caso se
intersecan con otras ni Se autointersecan.
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Figura 1.2: Algunas de las trayectorias del sistema lineal auténomo (1.3).

En el grafico de la Figura 1.2 se representan, ademas de las trayectorias del sistema,
las direcciones que éstas siguen. Este tipo de gréaficos se denominan mapas de fases, en los
que las direcciones se pueden determinar analizando si las trayectorias crecen o decrecen

en funcién del signo de = y 5.

Ejemplo 1.9 Se considera el sistema no lineal auténomo plano dado por

4 2 2
/o 1 y ) 3
$1—_332_<I_*+7>(551_$1)
4 2 2 (14)
xl_$3_:1:_ ﬁ_ﬂ_’.ﬁx
2 = 27 1 1 2 2 2

Es facil verificar que los puntos (0,0), (1,0) y (—1,0) son puntos criticos del sistema y
que la curva cerrada no simple

4 2 2
€T
i B O R
4 22

verifica la ecuacion de las trayectorias

dry  —x2 — (33‘11/4 — x%/2 + x%/Z) (x? — 1)
dry 2 — 1 — (v}/4 — 23/2 + 23/2) 22

para x1 >0 y 1 < 0.

&2

L A A A

AP PP

~

-
-~
-
-
-~
~
-~

o

Figura 1.3: Algunas de las trayectorias del sistema no lineal auténomo (1.4).
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En la Figura 1.3 se representa el mapa de fases del sistema (1.4), donde los puntos
criticos se muestran en azul y la curva en verde. En él, se puede ver que la curva en
verde estd compuesta por tres trayectorias: dos curvas abiertas que corresponden a x1 > 0
y x1 < 0, respectivamente, y el origen que es punto critico. De esta manera, existen
trayectorias abiertas que son acotadas (las que parten de los puntos (1,0) y (—1,0) y
estan contenidas en el interior de la curva en verde) y trayectorias que son no acotadas
(las que estan en el exterior de dicha curva).

En este punto en el que ya se han introducido los conceptos de solucién y trayectoria
vy se ha demostrado que en sistemas auténomos planos por cada punto pasa una unica
trayectoria, se introduce cierta notacion que se va a mantener en el resto de la memoria.
Asi, se va a denotar por I'y, o simplemente por I' la trayectoria asociada a la solucién
x(t, o) o a cualquiera de sus trasladadas. Es decir, I';, es la unica trayectoria del sistema
auténomo plano que pasa por el punto xp en algin ¢ real.



Capitulo 2

Teorema de Poincaré-Bendixson

A lo largo de este capitulo se van a proporcionar varios resultados que dan informacién
sobre el comportamiento de las trayectorias de sistemas auténomos planos (en R?) cuando
el tiempo tiende a infinito o a menos infinito, a través de la caracterizacion de los conjuntos
w-limite y a-limite de estas trayectorias. El objetivo es enunciar y demostrar el Teorema
de Poincaré-Bendixson, el cual es muy til en el estudio de este tipo de sistemas porque
permite restringir en gran medida qué tipos de conjuntos pueden ser conjuntos w-limite
o a-limite de una cierta trayectoria acotada, asi como garantizar la existencia de ciclos.
La referencia mas utilizada a lo largo de este capitulo para llegar a la demostracién de
dicho teorema es [12], aunque en libros como [5] y [14] también se enuncia y demuestra el
Teorema de Poincaré-Bendixson pero empleando notacién diferente.

Cabe destacar que los resultados presentados en este capitulo sélo son ciertos para sis-
temas auténomos planos, a diferencia de los introducidos en el anterior capitulo, los cuales
se han particularizado para el caso en R? aunque son ciertos para cualquier dimensién. En
el plano, el Teorema de la curva de Jordan es esencial para estudiar la teoria cualitativa de
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, cuyo enunciado se repasa a continuacién y
cuya demostracion puede consultarse en [17], entre otros.

Teorema 2.1 (Teorema de la curva de Jordan) Dada C una curva cerrada simple en R2.
Entonces R? — C = A U B, donde A y B son conjuntos abiertos no vacios, disjuntos y
conezxos tales que

1. La curva C es la frontera entre A y B.

2. Uno de los conjuntos abiertos, por ejemplo A, es acotado (se denomina el interior
de C y se denota por int(C)) y el otro, B, es no acotado (denominado el exterior de

C' y denotado por ext(C)).

Por otra parte, es importante senalar que a partir de ahora se necesita que las soluciones
del sistema auténomo z’ = f(x) sean globales y estén definidas en toda la recta real
para poder hablar de conjuntos w-limite y a-limite. En este sentido, indicar que existen
teoremas de existencia y unicidad de solucién global del problema de Cauchy (1.1) en
los que es condicion suficiente que la funcién f sea continua y acotada o globalmente
lipschitziana, es decir, que existe una constante L > 0 tal que para cada par de puntos x
e y de R? se cumple || f(z) — f(y)|| < L||z — y||. Por ejemplo ver [13], donde se consideran
teoremas de existencia y unicidad de solucién global para el caso general de sistemas no
necesariamente autonomos. Asi, a partir de este momento se supone que las soluciones de
los sistemas autéonomos considerados son globales y estdn definidas en toda la recta real.

11
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2.1. Conjuntos a-limite y w-limite y sus propiedades

Se introducen a continuacién los conceptos de conjunto w-limite y a-limite de una tra-
yectoria, los cuales van a ser utilizados a lo largo de este capitulo, asi como sus principales
propiedades. Para esto, se ha empleado [12].

Definicién 2.2 Dada T’ = Ty, una trayectoria del sistema auténomo plano ' = f(z),
se denomina w(xg) o w(l) al conjunto de todos los puntos w-limite de la trayectoria T’ o
de su solucion x(t, o) asociada, es decir, al conjunto de los puntos p tales que existe una
sucesion (tm)meN con ty, — o cuando m — oo tal que 77%1’_1)1(1001‘(167,1, xg) = p.

Definicién 2.3 Dada T’ = T'y, una trayectoria del sistema autdnomo plano z' = f(z),
se denomina o(xg) o «(T) al conjunto de todos los puntos a-limite de la trayectoria T' o
de su solucion x(t,zg) asociada, es decir, al conjunto de los puntos q tales que existe una
sucesion (tm)meN con ty, — —oo cuando m — oo tal que %i_r)noom(tm,xo) = q.

A partir de estas definiciones, es facil ver que los puntos criticos y los ciclos son con-
juntos w-limite y a-limite de su propia trayectoria. Sin embargo, también pueden serlo de
otras trayectorias, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4 Se considera el sistema autonomo plano dado en coordenadas cartesianas

por
o) = x9 — 21 (2% + 23 — 34/22 + 22 + 1)
oy = —x1 — 2o(2% + 23 — 34/2? + 23 + 1)

Se puede pasar este sistema auténomo a coordenadas polares mediante el cambio x1 =

— N !/ !/ / 20! _ / /
rcosf, xo = rsenf. Con esto, se tiene rr’' = x12] + zaxy y 70" = z125 — 222 Y Se
obtiene, para r # 0, el sistema equivalente

"= —r(r? = 3r
{g,;_l( s+l (2.2)

(2.1)

En el mapa de fases de la Figura 2.1 se muestran algunas trayectorias, correspondientes
a los trazos rojos, y algunos conjuntos w-limite y a-limite, correspondientes a los trazos
azules, de este sistema.

2
-

Figura 2.1: Mapa de fases del sistema auténomo plano (2.1).
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Por un lado, si se consideran las trayectorias contenidas en el interior de la region
delimitada por las circunferencias de radio (3 ++/5)/2 y radio (3 —/5)/2 su conjunto w-
limite es la circunferencia de radio (3 ++/5)/2 y su conjunto a-limite es la circunferencia
de radio (3—+/5)/2, porque todas estas trayectorias salen de la sequnda circunferencia y se
dirigen hacia la primera. Por otra parte, si se constderan las trayectorias que estdn en el
exterior de la circunferencia de radio (3++/5)/2 su conjunto w-limite es esa circunferencia
y su conjunto a-limite es el vacio, porque todas estas trayectorias vienen desde el infinito
y se dirigen hacia dicha circunferencia. Por iltimo, si se consideran las trayectorias con-
tenidas en el interior de la circunferencia de radio (3 —+/5)/2 su conjunto w-limite es el
origen (un punto critico) y su conjunto a-limite es dicha circunferencia.

Observacion 2.5 Notemos que si x(t) es solucion de un sistema auténomo z'(t) =
f(x(t)), entonces la funcion y(t) := x(—t) cumple

Y (t) = —a'(=t) = = f(a(-t)) = —f(y(t)).

Por tanto, un punto a-limite de z(t) puede ser considerado como un punto w-limite de
una solucion de otro sistema autdonomo, y en consecuencia cualquier resultado que aporta
informacion sobre un conjunto w-limite es también cierto para un conjunto a-limite, y
viceversa.

De esta forma, los resultados que se van a presentar a lo largo de este capitulo se van
a demostrar unicamente para conjuntos w-limite, pero también son ciertos para conjuntos
a-limite.

En este punto, se definen los conceptos de semi-trayectoria positiva y semi-trayectoria
negativa de un sistema auténomo plano, los cuales estan directamente relacionados con
los conjuntos w-limite y a-limite, respectivamente.

Definicién 2.6 Dada T’ =Ty, una trayectoria del sistema auténomo plano x’' = f(x). Se
define '} = {x(t,x0) € R?, t > 0} como la semi-trayectoria positiva que pasa por To y
Iy, = {z(t,z0) € R2, t < 0} como la semi-trayectoria negativa que pasa por xg.

De esta manera, la semi-trayectoria positiva contiene los puntos de la trayectoria aso-
ciados a tiempos positivos, por lo que se puede hablar de conjunto w-limite de la semi-
trayectoria positiva, y la semi-trayectoria negativa contiene los puntos de la trayectoria
asociados a tiempos negativos, por lo que se puede hablar de conjunto a-limite de la
semi-trayectoria negativa.

Antes de pasar a enunciar y demostrar el primer resultado de esta seccion, que establece
algunas propiedades de los conjuntos w-limite y a-limite de una trayectoria (Proposicién
2.9), es necesario introducir el concepto de conjunto invariante (Definicién 2.7) asi como
un teorema que establece la dependencia continua de las soluciones del problema (1.1)
respecto de sus condiciones iniciales (Teorema 2.8). La demostracién de este teorema no
se desarrolla en este trabajo, pero se puede consultar en [13] (entre otros). En [13] el
teorema que se presenta sirve para casos mas generales de sistemas no necesariamente
auténomos y que pueden depender de uno o varios pardmetros, pero el introducido a
continuacién es el teorema adaptado al caso que interesa en esta memoria de sistemas
auténomos.

Definicién 2.7 Un conjunto M < R? se dice que es positivamente (negativamente) inva-
riante del sistema si para cada xo € M, T} < M (T, < M). Un conjunto M < R? se
dice que es invariante del sistema si para cada xo € M, I'y, € M.
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Teorema 2.8 (Teorema de dependencia continua respecto de las condiciones iniciales)
Sea ' = f(x) un sistema auténomo plano con f : R? — R? continua y globalmente
lipschitziana. Sea p € R? y z(t,p) la solucién del problema de Cauchy

{751

definida en [—T,T], con T > 0. Entonces, para cualquier € > 0 existe 6 > 0 tal que si
llg—p| <6, la solucion x(t,q) estd definida en el intervalo [T, T] y ||z(t,q) —z(t,p)|| <€
para cualquier t € [T, T].

Proposicién 2.9 Dada una trayectoria I' = Ty, del sistema auténomo plano x' = f(x)
con f : R?2 - R? continua y globalmente lipschitziana. Entonces, su conjunto w-limite,
w(l), y su conjunto a-limite, a(T'), son cerrados e invariantes. Ademds, si Tt (I'”) es
un conjunto acotado de R?, entonces w(T') (a(T)) es un conjunto no vacio, compacto y
conexo de R?.

Demostraciéon. Como se ha indicado anteriormente en la Observacién 2.5, solo es nece-
sario demostrar la proposicién para el conjunto w-limite.

En primer lugar, para probar que w(I') es cerrado, se toma una sucesion (¢m),,eny <
w(I") tal que g, — ¢ cuando m — o y es necesario demostrar que g € w(I'). Como cada
¢m €s un punto w-limite de I'y,, se cumple que existe, para cada m, un t,, > m tal que
|Z(tm, x0) — gm| < 1/m, y por tanto

|z (tm, z0) — ql| < [|2(tm; z0) — gl + [lgm — all < 1/m + |lgm — 4l

que tiende a cero cuando m — 0. Asf, t,, tiende a infinito y x(t,,, zo) — ¢ cuando m — oo,
y en consecuencia g € w(I'). Entonces, w(I') es un conjunto cerrado.

En segundo lugar, para probar que w(I") es invariante, se toma un punto ¢ € w(I') y se
debe ver que I'y € w(I'). Como ¢ es un punto w-limite de Iy, existe una sucesién (t,,)men
con t,, — o tal que z(t;,, ro) — ¢ cuando m — . Ahora, se toma un punto x(¢,q) para
un ¢ € R fijo. Por las propiedades de los sistemas auténomos estudiados se cumple, cuando
m — o0,

x(t + tm, x0) = x(t, 2(tm, o)) — z(t, q). (2.3)

En efecto, la primera igualdad es cierta por la existencia y unicidad de solucién del pro-
blema de Cauchy. Si se consideran los problemas de Cauchy

v = f(x) = f()
{ z(0) = zo { 2(0) = 2(tm, 20) (2.4)

x(t + tm, xo) es la solucién del primero evaluada en t + t,, y x(t, x(tm, zo)) es la solucién
del segundo evaluada en ¢. Ahora, se puede definir ¢(t) := z(t + t,,, xo), que es solucién
del sistema 2’ = f(x) por ser una funcién trasladada de z(t, zo), que es solucién de dicho
sistema. Ademas, ¢(0) = z(tm, o) luego ¢ verifica el segundo problema de (2.4). Por tanto,
aplicando la unicidad de solucién del segundo problema de (2.4), se tiene que (¢, x(ty,, zo))
y ¢(t) = x(t + tim, xo) son la misma solucién de dicho problema y asi se tiene la primera
igualdad en (2.3). La convergencia de (2.3) se tiene por el Teorema 2.8 de dependencia
continua con las condiciones iniciales y por el hecho de que z(t,,, x9) — ¢ cuando m — .
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Por tanto, z(t,q) € w(I') y en consecuencia I'; < w(I') ya que se ha tomado un Z € R
arbitrario. Asi, w(I') es invariante.

Ahora, se supone que I'* es un conjunto acotado en R? y hay que demostrar que w(T')
es no vacio, compacto y conexo. Para demostrar que es no vacio, se considera una sucesion
(2 (tm, 20))men con ty, = 0 ¥Ym. Como I't es acotado, la sucesién es también acotada y
por tanto tiene una subsucesién convergente. En consecuencia, w(I') es no vacio ya que
contendrs al limite de dicha subsucesién convergente. Ademés, como I'" es acotado se
tiene que w(I") lo es también, y por tanto w(I') es compacto (se ha probado anteriormente
que w(I') es cerrado, y asi como es un conjunto cerrado y acotado con la topologia usual
en R? se tiene que es compacto).

Falta demostrar que w(I') es conexo. Para ello, se razona por reduccién al absurdo.
Se supone en primer lugar que w(I') no es conexo cuando I'* es acotado en R2. Si w(I)
no es conexo, existiran dos conjuntos no vacios, abiertos y disjuntos L y R tales que
w(l') = LUR. Ademé4s, los conjuntos L y R han de ser compactos ya que como son abiertos
con la topologia de subespacio, también han de ser cerrados con la misma topologia pues
cada uno de ellos es el complementario del otro en w(T"). Asi, como ya se ha demostrado que
w(I") es un conjunto cerrado y los cerrados de la topologia de subespacio son intersecciones
del subespacio con conjuntos cerrados de la topologfa usual de R?, se tiene que L y R son
cerrados con la topologia usual de R2. Y puesto que w(I') es acotado, también L y R lo
son y por tanto son compactos. Ademds, como los conjuntos son disjuntos se tiene que la
distancia entre ellos cumple

do := dist(L, R) = aeiLnbfeRHa —b|| > 0.

Ahora, como w(I') = L U R con L y R no vacios existen dos sucesiones (t,)men ¥

(tm)men con t,, — o0yt — oo cuando m — 00 y con t;, <t <t/ ., tales que

dist(x(t],, z0), L) < %0 y dist(z(t!,, z0), R) < %.

Por otro lado, como la trayectoria I';, es conexa porque es la imagen de un intervalo
por una funcién continua (una solucién del sistema), y la funcién distancia es continua,
. . . 2 ® ! * /i
existe asimismo una sucesion (¢, )men con ¢, < t* <t/ tal que

do
3
Asi, se tiene la situacion de la Figura 2.2.

dist(x(t},, z0), L) = y dist(z(ty,, o), R) = —. (2.5)

Figura 2.2: w(I') = L U R, con L y R conjuntos no vacios, disjuntos y compactos.

Ademds, ya que I't es acotado, la sucesion (z(t%,, z0))men es acotada, por lo que tiene
una subsucesién convergente cuyo limite estd en w(I'). Pero el limite de dicha subsucesién
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no estd en Lu R debido a (2.5), por lo que se tiene una contradiccién con que w(I') = LUR.
En conclusién, w(I') es conexo. [

Observacion 2.10 En el Ejemplo 2.4, si se consideran en primer lugar las trayectorias
contenidas en el interior de la region delimitada por las circunferencias de radios (34++/5)/2
y (3 —4/5)/2, éstas son acotadas. El conjunto w-limite de estas trayectorias es el ciclo de
radio (3 ++/5)/2 y el conjunto a-limite de las mismas es el ciclo de radio (3 —~/5)/2, por
tanto se verifica la Proposicion 2.9 ya que las circunferencias son conjuntos no vacios,
compactos Yy coOnexos.

En sequndo lugar, si se consideran las trayectorias del exterior del ciclo de radio (3 +
V/5)/2 se tiene que éstas son no acotadas cuanto el tiempo tiende a menos infinito, por lo
que no se puede asegurar que el conjunto a-limite de estas trayectorias sea no vacio. De
hecho, se tiene como se observa en la Figura 2.1 que este conjunto es el vacio. Por iltimo,
al considerar las trayectorias contenidas en el interior del ciclo de radio (3 —+/5)/2, éstas
son acotadas y sus conjuntos limite claramente cumplen la Proposicion 2.9.

2.2. Comportamiento de trayectorias cerca de puntos regu-
lares

En los siguientes resultados se considera un punto p € R? que no es punto critico
del sistema, denominado punto regular. Esto es, f(p) # (0,0). En este tipo de puntos,
el vector de direccién viene dado por la funciéon f evaluada en ese punto. Como en los
sistemas estudiados la funcién f es continua, si se considera un punto muy cercano a un
punto regular se tiene que el vector de direccion en ese punto va a ser muy parecido al vector
de direccién en el punto regular. De esta manera las trayectorias, en las proximidades de
un punto regular, van a moverse todas en la misma direccién o con pequenas variaciones.
Sin embargo, en las proximidades de un punto critico esto no ocurre, ya que el vector de
direccién en un punto critico es el vector nulo y por tanto las trayectorias cerca de dicho
punto pueden moverse en cualquier direccién (véase, por ejemplo, la Figura 2.1 donde el
origen es un punto critico). Por ello, estudiar el comportamiento de las trayectorias cerca
de puntos regulares resulta muy t1til en el estudio de sistemas auténomos planos ya que
aporta informacién sobre el comportamiento global del sistema en las proximidades de
este tipo de puntos.

Proposicién 2.11 Si p es un punto regular del sistema auténomo z' = f(x) con f :
R? — R? continua y globalmente lipschitziana, entonces existe & > 0 tal que para cada
q € B(p,0) la trayectoria T'y saldrd de B(p,d) cuando |[t| — w0, esto es, ezxiste un T > 0
tal que x(£T,q) ¢ B(p,9).

Demostracién. Como p no es un punto critico, existe un 7" > 0 tal que p; := z(—T, p) # p.
Con esto se tiene obligatoriamente que py := x(T, p) # p, porque si esto no se cumpliera la
funcion y(t) := x(T+t, p) seria también una solucién del sistema con y(0) = z(T,p) = py =
p. Por tanto, por la existencia y unicidad de solucién del problema de valores iniciales,
se tendria x(t,p) = y(t). Entonces, z(t,p) = =(T +t,p) y en consecuencia z(t,p) seria
una solucién periédica de periodo Ty asi z(—T,p) = p, lo que es una contradiccién
con lo establecido al principio de la demostracién. Se tiene por lo tanto z(T,p) # p y
x(=T,p) # p.
Se define ahora

d == min{[[p — p1|[, [lp — p2[|} > 0.
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Por la continuidad de los problemas de Cauchy asociados respecto a las condiciones inicia-

d
les, como se enuncia en el Teorema 2.8, se tiene que existe 6 = 6(d) > 0 con § < 3

d
tal que si |[p — q| < J (esto es, ¢ € B(p,d)) entonces |xz(t,p) — z(t,q)|| < 3 para

t € |[-T,T]. Esta situacién se puede observar en el dibujo de la Figura 2.3. Por tanto,

d
Ip2 — 2(T, q)|| = |=(T,p) — (T, q)|| < 3V

d
d<lp—p2ll < lip = 2(T5 )l + 12(T5 0) = p2l < llp — 2(T> gl + 5

B(p1,d/3)

B(pa, d/3)

Figura 2.3: Trayectorias I',, y I'y, las cuales estdn a una distancia menor o igual que d/3
para cualquier ¢ en el compacto [-T,T].

Asi, finalmente se tiene

d 2d d
—2(T, zd——-=—>=-29,
lp — (T, q)|l 5=3 73
y (T, q) ¢ B(p, ) como se pretendia demostrar. Andlogamente se prueba para t = =T, y
por tanto queda demostrada la proposicién. [

Se considera también en la siguiente proposicién un punto regular p € R? del sistema.
De esta manera, el vector de direccién f(p) es un vector no nulo. Si se considera este
vector, se puede dibujar una recta perpendicular al mismo (y que pasa por p) denominada
N, que divide el plano en dos regiones. Se denomina lado positivo de NN, al semiplano
situado en la direccién de f(p) y lado negativo al otro semiplano, como se muestra en la
Figura 2.4. Esto sélo se puede hacer en sistemas auténomos planos, por lo que de nuevo
se destaca la importancia de trabajar con este tipo de sistemas.

f®)

lado positivo
lado positivo

lado negativo
Figura 2.4: Lados positivo y negativo de la recta N, de un punto regular p del sistema.
El resultado presentado a continuacién establece que si p es un punto regular, las

trayectorias solo se pueden aproximar a dicho punto por el lado negativo de NN, para
después alejarse del punto por el lado positivo de N,.
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Proposicién 2.12 Sip es un punto regqular de un sistema auténomo plano ¥’ = f(x) con
f continua y globalmente lipschitziana, entonces existe € > 0 tal que ninguna trayectoria
del sistema puede entrar en la bola B(p, ) desde el lado positivo de Ny. Si una trayectoria
del sistema entra en la bola B(p,c/2) desde el lado negativo de N,, entonces ésta interseca
a Ny y después sale de B(p,e).

Demostracién. Puesto que f es continua y f(p) # 0, existe un entorno de p donde
f(q) # 0 para todo ¢ de dicho entorno. Ademas, el dngulo 6 que forman f(p) y f(q), es
decir, el angulo que forman las rectas tangentes a las trayectorias que pasan por p y g en
los puntos p y ¢, respectivamente, se aproxima a 0 cuando ¢ se aproxima a p ya que

o) fa) _ _f@) o) f@)-1fd = fO)]
LF@IF@I I @] LF (@ '

Por tanto, se puede fijar un £ > 0 tal que para todo ¢ € B(p, 3¢) se tiene que f(q) # 0
y el dngulo 0 entre f(p) y f(q) es a lo sumo 30°. Ahora se plantea el dibujo de la Figura
2.5, donde p es el centro, el semicirculo pequenio es de radio €, el semicirculo mediano es
de radio 2¢ y el semicirculo grande es de radio 3e.

cosf =

fp)

x?ﬂq

Figura 2.5: Situacién existente de una trayectoria préxima al punto p (punto regular) por
el lado positivo de N,,.

Se dibujan en el esquema de la Figura 2.5 los segmentos ab y bc. Estos segmentos,
por la geometria del plano, no intersecan al semicirculo de radio €, lo cual se prueba a
continuacién. Para ello, se calcula la distancia entre el punto p y el segmento ab, y hay que
demostrar que ésta es mayor que € (con el segmento bc se demuestra de manera analoga).

La distancia citada se define como d := inf ||p — ¢||. Asi, la distancia entre p y el segmento
qeab

ab es la distancia entre p y el punto de interseccién z de la recta perpendicular al segmento

ab vy que pasa por p con el segmento ab, como se muestra también en la Figura 2.5. De
A
este modo, considerando el tridngulo rectangulo apb se tiene que, como los segmentos

pb y pa tienen una longitud de 2¢ cada uno, el segmento ab tiene una longitud, por el
Teorema de Pitagoras, de 2\@3 Ahora, el segmento Za tiene una longitud igual a la mitad
de la longitud del segmento ab, es decir v/2¢. Asi, considerando finalmente el tridngulo

rectangulo a%z se tiene, por el Teorema de Pitagoras de nuevo, que el segmento pz tiene
una longitud de v/2¢. Por tanto, ya que la longitud del segmento Pz es justamente la
distancia d buscada y /2 > ¢, el segmento ab no interseca al semicirculo de centro p y
radio €. De manera simétrica, el segmento bc tampoco interseca a dicho semicirculo.
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Una vez que se ha demostrado que los segmentos ab y bc no intersecan al semicirculo
de centro p y radio ¢, se toma un punto o € R? y un ¢y € R tal que z(tg, rg) pertenece al
segmento ab o bc. Puesto que el dngulo § entre p y un punto ¢ € B(p, 3¢) es como mucho
30°, se puede dibujar una recta paralela a f(p) que pase por z(tg,xg) y un sector de 60°
en la direccién de f(p) cuya bisectriz es dicha recta. Si se considera un t > ¢y y cercano
a to entonces la correspondiente trayectoria I'y, tiene que permanecer dentro del sector
de 60° descrito. De esta manera, ninguna trayectoria que se acerque al punto p desde el
lado positivo de IV, puede atravesar el segmento ab ni el be. Asi, ninguna trayectoria del
sistema puede entrar en la bola B(p,¢) desde el lado positivo de la recta N, (ver Figura
2.5).

Se pasa ahora a demostrar la segunda parte de la proposicién. Si una trayectoria 'y
entra en la bola B(p,/2) desde el lado negativo de N, en t = t1, entonces se puede dibujar
en el punto ¢ := z(t1,s) € B(p,e/2) un sector de 60° con bisectriz paralela a f(p), de la
misma manera que se ha hecho en la primera parte de la demostracién (ver Figura 2.6).
En los esbozos de dicha figura, el circulo pequeno es de radio /2 y el semicirculo grande
es de radio . Con esta construccién, las rectas que delimitan el sector intersecan a N, en
los puntos k y I, que estdn como maximo a una distancia € del punto p. Se demuestra a
continuacién esta afirmacién, para lo cual se distinguen tres casos en funcion de la posicion

de kyl.

f) fp)

x(t,s)
Ny ' N /ﬂ /

fv)

x(t,5)

)

x(t, s)

4

q

(c) Caso 3.

Figura 2.6: Diferentes situaciones existentes de una trayectoria préxima al punto p por el
lado negativo de N, en funcién de la posicién del punto g.

Caso 1: Si k y 1 estdn ambos en el mismo semiplano formado por la recta que pasa por
p con direccion el vector f(p).

Se supone que se sitian en el semiplano de la derecha como en la Figura 2.6 (a), en
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la que se ha denotado por m al punto de interseccion de la bisectriz del sector de 60° con

la recta N,. Como el punto ¢ pertenece a la bola B(p,e/2), se tiene por el Teorema de
A
Pitagoras ||m —q|| < &/2y ||m —p|| < e/2. Ahora, atendiendo al tridngulo rectdngulo gml

se tiene
lm —I|| = ||m — ¢ tan 30° < £/2.

Ademas, como p, m y [ estan alineados en N, se cumple
lp =1l =llp—mll +[m -1l <e/2+¢/2=¢,

y | € B(p,¢). En consecuencia, como k € pl, se tiene ||p — k|| < . Asf, se ha demostrado
que en este caso los puntos k y [ estdn ambos a una distancia menor que € del punto p.
De manera andloga se tiene si k y [ estdn ambos en el semiplano de la izquierda.

Caso 2: Si k yl estdn situados en distintos semiplanos formados por la recta que pasa
por p con direccion el vector f(p), y q no pertenece a dicha recta.

Esta es la situacién de la Figura 2.6 (b). De la misma manera que en el primer caso,
se tiene que [ € B(p,¢).

Para demostrar que la distancia entre p y k es menor que €, se considera el tridangulo
A
rectangulo mgk. De esta manera se tiene

Im =kl = [ — gl tan 30° < /2,

y como p € mk, se concluye ||p — k|| < /2. Cabe sefialar que en la Figura 2.6 (b) el punto
q estd en el semiplano derecho formado por la recta que pasa por p con direccién el vector
f(p), pero la situacién en la que estd en el semiplano izquierdo es andloga.

Caso 3: Si q pertenece a la recta que pasa por p con direccion el vector f(p).

Esta es la situacién de la Figura 2.6 (c). En este caso, como ¢ pertenece a la recta que

pasa por p con direccién el vector f(p), se tiene que el punto m coincide con el punto p.
A
Asi, se puede considerar por un lado el tridngulo rectdngulo pgk y se obtiene

|k —pl|l = llp — ¢l tan 30° < /2,

y por otro lado el tridngulo rectdngulo pql y se obtiene
Il —pl =|p—q| tan30° < /2.

Con esto, se tienen demostrados los tres casos.

Una vez que se ha probado que en cualquier caso los puntos k y [ estan a una distancia
menor que € del punto p, de una manera similar a la primera parte de la demostracién,
si se considera la trayectoria I's con ¢ > t1, ésta va a permanecer dentro del sector de 60°
siempre y cuando z(t, s) pertenezca a la bola B(p, 3¢). Por 1ltimo, por la Proposicién 2.11
si € es pequenio (se puede tomar € < ¢ donde ¢ es el valor que verifica dicha proposicién)
la trayectoria I'y saldra de B(p,¢) cuando t — oo. Por tanto, I'; intersecard a la recta N,
y después saldra de B(p, ). Con esto, la proposicién queda demostrada. ]

Asi, el comportamiento de las trayectorias de un sistema auténomo plano cerca de un
punto regular estd condicionado a lo establecido en la Proposicién 2.11 y en la Proposicion
2.12. En la siguiente seccién se presentan dos teoremas, previos al Teorema de Poincaré-
Bendixson 2.15, para cuya demostracién es esencial el uso de estas dos proposiciones.
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2.3. Teorema de Poincaré-Bendixson

En esta seccion se enuncia y demuestra el Teorema de Poincaré-Bendixson 2.15, el cual
va a permitir caracterizar parcialmente qué tipos de conjuntos limite existen en sistemas
auténomos planos y puede aplicarse para garantizar la existencia de ciclos en una region
compacta del plano. Antes de presentarlo, se introducen dos teoremas necesarios que se
emplean en su demostracién. El primero de ellos establece que si una semi-trayectoria es
acotada y su respectivo conjunto limite contiene un ciclo, entonces dicho conjunto limite
es el propio ciclo.

Teorema 2.13 Si I'" (T~ ) es acotado en R? y w(I') (a(I')) contiene un ciclo, entonces
w(l) (a(T")) coincide con dicho ciclo.

Demostracién. Se realiza la demostracién en el caso en que I'" es acotado y w(T") contiene
un ciclo, y es anédlogo para el otro caso. Se razona por reduccion al absurdo. Se supone
que la semi-trayectoria I't es acotada y que w(T") contiene un ciclo Ty, pero w(T) # Ty.
Como I'* es acotada, por la Proposicién 2.9 se tiene que w(I') es conexo y asi el ciclo T'y
debe contener un punto de acumulacién yg del conjunto w(I') —T'y. Si no, se podria separar
w(I") en dos conjuntos abiertos y entonces no serfa conexo.

Se considera ahora el vector f(yo) y la recta Ny, perpendicular a dicho vector y que
pasa por yg. Esto se puede hacer puesto que yy es un punto regular al pertenecer a I'y.
Como yp es punto de acumulacién de w(I') — Ty, si se considera ¢ > 0 tal que se cumple la
Proposicién 2.12 entonces la bola B(yo,£/2) contiene un punto y que pertenece a w(I')—T
y la trayectoria I'y entra en B(yo, /2) por el lado negativo de Ny, corta a N, en un punto
y1 y después sale de B(yp,&/2). Se tienen las dos situaciones de la Figura 2.7, en funcién de
si y pertenece al interior o al exterior de I'g. Cabe senalar que debido a que por un punto
pasa una unica trayectoria se tiene que I'y estd contenida completamente en el interior o
en el exterior de I'y.

Figura 2.7: Situaciones existentes si w(I') # T'g.

Ahora, se tiene yp € I'g < w(I") y puesto que w(I') es invariante por la Proposicién 2.9
se tiene también y; € I'y < w(I'). De esta forma, tanto yo como y; pertenecen a Ny, y
a w(I'). Se considera la trayectoria I', la cual ha de ser una curva abierta (no puede ser
un punto critico porque entonces su conjunto w-limite seria dicho punto y no puede ser
un ciclo porque entonces su conjunto w-limite seria el propio ciclo y no podria contener
un punto que no perteneciera al ciclo). Atendiendo a las dos situaciones de la Figura 2.7
la trayectoria I', al ser una curva abierta y su conjunto w-limite contener al ciclo I'g, en
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cualquiera de las situaciones cuando el tiempo crece I' se va alejando del punto y;, lo que
entra en contradiccién con que y; € w(I') y se concluye que w(I') = Ty. |

El dltimo resultado previo al Teorema de Poincaré-Bendixson 2.15 establece que si un
punto w-limite o un punto a-limite de una trayectoria pertenece a la trayectoria, ésta no
puede ser una curva abierta. Para su demostraciéon, se emplea la Proposicion 2.12.

Teorema 2.14 Si un punto w-limite o un punto a-limite de una trayectoria I'), pertenece
a la propia trayectoria, entonces I'y es un punto critico o un ciclo.

Demostracién. Se demuestra el resultado para el caso del punto w-limite, ya que para el
caso del punto a-limite es similar. Se supone entonces que la trayectoria I', contiene un
punto w-limite ¢ de la propia trayectoria, y se razona por reduccién al absurdo. Si I', no
es ni un punto critico ni un ciclo, entonces en un sistema auténomo es una curva abierta
(que no puede autointersecarse). Asi, ¢ es un punto regular (porque de otra forma I', serfa
un punto critico) y entonces por la Proposicién 2.12 existe un € > 0 tal que la trayectoria
I'; sale de B(q, ) por el lado positivo de la recta N, cuanto t crece. Como I', y T’y son la
misma trayectoria (ya que en sistemas auténomos por un punto pasa una unica trayectoria
y ambas trayectorias pasan por el punto ¢) y ¢ es un punto w-limite de I, I'; se acercara
al punto ¢ para un ¢ grande. A partir de la Proposiciéon 2.12, I'; ha de entrar a la bola
B(q,¢/2) por el lado negativo de Ny, e intersecar a la recta N, en un punto denominado
z antes de salir de B(g,¢) y con ||g — z|| < e. Como I', no se autointerseca, se tiene ¢ # z.
Entonces, como por la Proposicién 2.12 I'; no puede entrar en la bola B(q, ¢) por el lado
positivo de Ny, solo existen dos situaciones que se recogen en los dos dibujos de la Figura
2.8.

f(q) f@

B(q, ¢) B(g, )

(a) Situacién 1. (b) Situacién 2.

Figura 2.8: Situaciones existentes debido a que ¢ # z y I'; no puede entrar en B(q,¢e) por
el lado positivo de V.

En ninguno de los dos casos I'; puede acercarse al punto ¢ cuando ¢ — oo porque I’y
no puede autointersecarse y no puede entrar en la bola B(g,¢) desde el lado positivo de
la recta N,. En consecuencia, ¢ no puede ser un punto w-limite de I'; y se llega a una
contradiccién. Asi, se concluye que I', es un punto critico o un ciclo y el resultado queda
demostrado. m

Con el Teorema 2.13 y el Teorema 2.14 ya se tienen todas las herramientas necesarias
para introducir el iltimo resultado de este capitulo, el Teorema de Poincaré-Bendixson, el
cual se enuncia y demuestra a continuacion.
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Teorema 2.15 (Teorema de Poincaré-Bendizson) Si una trayectoria T')y de un sistema
auténomo plano es acotada parat = 0 (andlogo para el caso t < 0), entonces se da una de
estas tres situaciones:

a) el conjunto w-limite (a-limite) de 'y, w(p) (a(p)), contiene un punto critico,

b) I, es un ciclo,

c) w(p) (a(p)) es un ciclo, y I', se acerca a w(p) (afp)) siguiendo una espiral cuando
t— o (t—> —w).

Demostracion. Se desarrolla la demostracién para el caso t mayor o igual que cero, y el
caso en que t es menor o igual que cero es analogo. Claramente las dos primeras situaciones
no son la misma, ya que si I'j, es un ciclo, entonces w(p) es el propio ciclo, que trivialmente
no contiene ningin punto critico. Por tanto, se supone que w(p) no contiene ningtin punto
critico y que I', no es un ciclo, y se demuestra que w(p) es un ciclo y que I', se acerca a
w(p) siguiendo una espiral cuando ¢ — oo.

Por la Proposicién 2.9, como la semi-trayectoria F; es acotada, w(p) es un conjunto
no vacio. Dado un punto a € w(p), se prueba que I', es un ciclo verificando I';, < w(p),
para concluir que por el Teorema 2.13 w(p) es el mismo ciclo que T',. El punto a es un
punto regular ya que se ha supuesto que el conjunto w-limite no contiene ningin punto
critico. Como w(p) es invariante por la misma proposicién, se tiene que z(t, a) € w(p) para
todo t real. Puesto que F;{ es acotado, w(p) es también acotado y por tanto la trayectoria
I'y < w(p) es acotada. Asi, w(a) es no vacio. Se toma un punto b € w(a). Como I', < w(p)
y w(p) es cerrado por la Proposicién 2.9, b € w(p) y por tanto b es un punto regular.

En primer lugar, se demuestra que la trayectoria I';, no interseca a la trayectoria I'y. Si
intersecara, ambas trayectorias coincidirian ya que en sistemas auténomos por un punto
pasa una Unica trayectoria, y en consecuencia I', contendria a uno de sus puntos w-limite
a. Con esto, por el Teorema 2.14, I', serfa un punto critico o un ciclo, lo que es una
contradiccion con lo que se ha supuesto al principio de esta demostracion.

En segundo lugar, se prueba que la trayectoria I', es un ciclo. Para esto, se demuestra
que el punto b € I'y, lo que implica que I', contiene uno de sus puntos w-limite b y por
tanto, por el Teorema 2.14, ', es un ciclo (no puede ser un punto critico ya que I', < w(p)
y w(p) no contiene puntos criticos).

Ya que b € w(a), I', se acercard a b cuando ¢ — o0. Por la Proposicién 2.12, T', tiene
que entrar en la bola B(b,e/2) por el lado negativo de la recta N y después intersecar a
la recta Np, en un punto denominado z antes de salir de B(b,¢). Si b no perteneciera a la
trayectoria ['y, entonces b # z y existirian dos situaciones diferentes como se muestra en
los dibujos de la Figura 2.9. En ambas figuras z esta en el semiplano izquierdo formado por
la recta que pasa por b con direccién f(b), pero los casos en los que estd en el semiplano
derecho son andlogos.

En la primera situacion se tiene que b ¢ w(a) porque I'; no se puede autointersecar
y no puede entrar en la bola B(b,e) por el lado positivo de Ny, por lo que este caso se
descarta ya que se ha tomado b € w(a). En la segunda situacion, para una bola B(b, ) con
d > 0 lo suficientemente pequeno, x(t«,p) € B(b,d) para algun t, > 0 porque b € w(p).
Ahora, I'), no puede acercarse a z entrando en la bola B(b, €) por el lado positivo de N, y
no puede intersecar con I'g, por tanto I') no puede acercarse a z entrando en B(b, ¢) por la
parte negativa de Ny, tampoco. Entonces, z ¢ w(p), una contradiccién con el hecho de que
z €Ty < w(p). Por tanto, b € I', y en consecuencia, por el Teorema 2.14, I'; es un ciclo
ya que como se ha indicado antes b es un punto regular (y asi I'; no puede ser un punto
critico). Como I'y < w(p), w(p) ha de ser el mismo ciclo que I', por el Teorema 2.13.
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f(0) fo)

yaal

B(b, €)

(a) Situacién 1. (b) Situacién 2.

Figura 2.9: Situaciones existentes si b # z, que determinan la contradiccion z ¢ w(p).

Ahora, se prueba que I', se acerca al ciclo w(p) siguiendo una espiral. Por el Teorema
de la curva de Jordan (Teorema 2.1), el ciclo w(p) divide el plano en dos componentes
conexas disjuntas: el interior y el exterior del ciclo. Se supone que I', estd en el interior
del ciclo w(p) (el caso en que se considera que I'), estd en el exterior es andlogo). Dado h
un punto de w(p), h es un punto regular. Entonces existe un € > 0 tal que se verifica la
Proposicion 2.12. Se plantea un dibujo como el de la Figura 2.10.

f(

B(h, €)
Figura 2.10: La trayectoria I', se acerca al ciclo w(p) siguiendo una espiral.

Como h € w(p), existe una sucesion (t,,)men tal que t,, — 0 y x(ty,,p) — h cuando
m — oo. Por esto, para algin t, > 0, z(t«,p) € B(h,£/2) y en consecuencia la trayectoria
I') entra en B(h,e/2) por el lado negativo de Np, y se cumple que existen t,, < tm41
tales que x(t,,,p) pertenece a la recta Ny y z(tm41,p) estd en el segmento formado por
Z(tm,p) y h. En conclusién, como h es un punto arbitrario de w(p), I', se acerca al ciclo
w(p) siguiendo una espiral y el teorema queda demostrado. [

El Teorema de Poincaré-Bendixson es muy 1util en el estudio cualitativo de sistemas
auténomos planos, pues como se ha enunciado establece que si una semi-trayectoria positi-
va 0 una semi-trayectoria negativa es acotada, sélo existen tres situaciones diferentes sobre
el comportamiento de dicha trayectoria cuando el tiempo avanza o retrocede. Ademads, este
teorema aporta informacién acerca de qué tipos de conjuntos w-limite o a-limite pueden
existir en sistemas auténomos planos (ver [7]). Cabe destacar que estas tres situaciones
solo se tienen en sistemas auténomos planos, ya que si se consideran sistemas en dimension
superior (en el espacio tridimensional, por ejemplo), los conjuntos limite pueden ser tipos
muy diferentes de conjuntos. El ejemplo méas conocido de este hecho es el sistema de Lo-
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renz, un sistema auténomo en tres dimensiones cuyas trayectorias, en ciertos casos, tienen
forma de mariposa como se muestra en la Figura 2.11. En este caso, se puede observar
por el comportamiento de la trayectoria que ésta es acotada pero su conjunto w-limite ni
contiene un punto critico ni es un ciclo, ya que dicha trayectoria oscila moviéndose entre
las regiones z > 0 y < 0 de manera cadtica indefinidamente.

Figura 2.11: Ejemplo de trayectoria en el sistema de Lorenz. Figura extraida de [16].

Sin embargo, en sistemas auténomos planos también existen casos en los que los con-
juntos limite de trayectorias acotadas no solo son puntos criticos o ciclos como se ha visto
por ejemplo en el Ejemplo 2.4, si no que también pueden ser conjuntos formados por unio-
nes de puntos criticos y trayectorias abiertas, entre otros (como se pone de manifiesto en
el Ejemplo 1.9). En este contexto, se introducen dos ejemplos que permiten clarificar esto
visualmente mediante el mapa de fases. El primero de ellos, en concreto, se ha tomado de

[8].

Ejemplo 2.16 Se considera el sistema autonomo dado en coordenadas cartesianas por
x) = sen(z1)(—0.1cos(x1) — cos(x2)) (2.6)
;o .
xh = sen(wz2)(cos(x1) — 0.1 cos(z2))

Es sencillo verificar que los puntos (0,0), (0,7), (w,m) y (7,0) son puntos criticos del
sistema, ademds del punto (w/2,7/2). El mapa de fases de este sistema, en el cuadrado de
vértices los cuatro primeros puntos criticos citados, se representa en la Figura 2.12.

En este mapa de fases se puede observar que los segmentos (en rojo) que unen los cuatro
primeros puntos criticos citados (en el orden citado) son trayectorias del sistema y que,
st se considera una trayectoria que empieza en el interior del cuadrado de vértices estos
cuatro puntos, ésta permanece contenida en el interior de dicho cuadrado para cualquier
tiempo posterior. De esta manera, esta trayectoria es acotada y ademds se puede observar
que gira en forma de espiral acercdndose al cuadrado. Por lo tanto, se puede concluir que
el conjunto w-limite de esta trayectoria es este cuadrado, el cual estd formado por la union
de cuatro trayectorias abiertas y cuatro puntos criticos del sistema, formando un conjunto
compacto y conero.
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Figura 2.12: Mapa de fases del sistema (2.6).

Ejemplo 2.17 Se considera el sistema auténomo dado en coordenadas cartesianas por

{ ) = (—ws + 21(1 — 23 — 23))(1 — 23 — 23)? (2.7)

vy = (21 +@2(1 — 2} — 23))(1 — af — 23)
E's trivial comprobar que, ademds del origen, todos los puntos de la circunferencia de
centro el origen y radio uno son puntos criticos del sistema. El mapa de fases de este
sistema se representa en la Figura 2.13, donde estos puntos se dibujan en azul. En él, se
puede observar que si se considera una trayectoria (en rojo) que empieza en el interior de
la citada circunferencia, esta trayectoria permanece en dicha region para cualquier tiempo
posterior y se acerca en espiral a la circunferencia. De esta manera, el conjunto w-limite
de esta trayectoria es la circunferencia formada por infinitos puntos criticos.
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Figura 2.13: Mapa de fases del sistema (2.7).

Se introducen por dltimo dos ejemplos que muestran la utilidad del Teorema de Poin-
caré-Bendixson en el estudio de sistemas auténomos planos para garantizar la existencia
de al menos un ciclo en sus mapas de fases. Para el segundo de ellos, en concreto, se ha
empleado [9].

Ejemplo 2.18 Se considera el sistema auténomo dado por

?

2} = x9 — 21 (22 + 23 —4)
rh = —x1 — xo(2? + 23 — 4)
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cuyo unico punto critico es el origen. Si (x1,x2) # (0,0), se puede escribir este sistema
en coordenadas polares mediante el mismo cambio que en el Ejemplo 2.4 y se obtiene

vl = —r(r? —4)
0= -1

Se va a demostrar que existe un ciclo contenido en el interior del conjunto compacto
R :={reR:1<r < 3} Para ello, se considera una trayectoria I' del sistema tal
que I' estd en el interior de R para un cierto t1. Esta trayectoria existe por el Corolario
1.7. Sin pérdida de generalidad, se puede suponer quety =0 yI' =T, conp e R. Si se
toma un to > t1 tal que x(ta,p) estd préxzimo a la circunferencia de radio tres, entonces
en ese punto el radio r es cercano a tres y por tanto ' < 0, de forma que el radio de
la trayectoria es decreciente y para valores mayores del tiempo la trayectoria no atraviesa
dicha circunferencia. De forma andloga, si se toma un ts > t1 tal que x(ts,p) estd prézimo
a la circunferencia unidad, entonces en ese punto el radio T es cercano a uno y por tanto
r" > 0, de forma que el radio de la trayectoria es creciente y para valores mayores del
tiempo la trayectoria mo atraviesa dicha circunferencia. Ast, la semi-trayectoria F; no
atraviesa ninguno de los conjuntos que componen la frontera de R, de manera que estd
contenida en R, y por tanto F; estd acotada. En consecuencia, se puede aplicar el Teorema
de Poincaré-Bendizson.

El conjunto R no contiene ningin punto critico ya que el unico punto critico del sistema
es el origen, y por tanto el conjunto w-limite de la trayectoria tomada no puede contener un
punto critico, por lo que solo quedan las situaciones b) y c¢) del Teorema 2.15. Asi, se tiene
o que la trayectoria considerada es un ciclo, o que el conjunto w-limite de esta trayectoria
es un ciclo y la trayectoria se acerca a éste siguiendo una espiral. En cualquier caso,
como la semi-trayectoria estd contenida en el conjunto R, existe un ciclo en el interior del
conjunto R.

Ejemplo 2.19 Se considera ahora el sistema autonomo dado en coordenadas cartesianas
por

z) = a1 — a0 — (23 + 22}y

xh =z + 22 — (2} + 2322
cuyo unico punto critico es el origen. Si (x1,x2) # (0,0), se puede escribir este sistema
en coordenadas polares mediante el mismo cambio que en el Ejemplo 2./ para obtener
' =r—r3(1+ 1(:0526? — 1Cos.2 20)
4 4 (2.8)

0 =1+ r%cosfsen®d

Atendiendo a la expresidn de r', se pretende encontrar los mdzimos y minimos de la

1 1
funcion g(0) =1+ 1 cos 260 — 1 cos? 20 para saber para qué valores del radio v’ es positivo

o negativo. Esta funcion es periddica de periodo w. Derivando g(0) e igualando a cero,
se obtiene que en la region [0,7) sus mdzimos son g(mw/6) =1.0625 y g(5bn/6) =1.0625 y
su minimo es g(w/2)=0.5. De esta manera, si se considera por ejemplo la circunferencia
de radio v = 1/2 se obtiene, debido a estos valores mdzrimo y minimo de la funcion g(0),
que ' > 0 para cualquier valor de 6. Por otra parte, si se considera la circunferencia de
radio r = 2 se obtiene que r' < 0 para cualquier valor de 6. En consecuencia, siguiendo el
mismo razonamiento que en el Ejemplo 2.18 y aplicando de nuevo el Teorema de Poincaré-
Bendizson 2.15 se concluye que existe un ciclo del sistema contenido en el interior del
conjunto compacto F:={reR:1/2 <r < 2}.
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Cabe senalar que a diferencia del Ejemplo 2.4, en el que los ciclos del sistema pre-
sentado se pueden determinar de forma precisa siendo circunferencias, en este ejemplo
las expresiones de v’ y de 0’ dependen explicitamente de 6 y por tanto el ciclo existente
en la region F no es una circunferencia. Por esta razon, no se puede determinar este
ciclo de forma analitica y se necesita el Teorema de Poincaré-Bendixson para garantizar
su existencia. Esto se puede observar en el mapa de fases de la Figura 2.1/, en el que se
muestra el ciclo existente en color verde y se marca con las circunferencias azules (que
no son trayectorias del sistema) la frontera de la region F' en la que estd contenido dicho
ciclo. Ademds, se muestran algunas otras trayectorias del sistema en color rojo.

T2
o

Figura 2.14: Mapa de fases del sistema auténomo plano (2.8).

2.4. Ciclos limite y estabilidad de ciclos

En la dltima seccion de este capitulo, se introduce la nocién de ciclo limite y se trata
la nocion de estabilidad orbital o de ciclos en un sistema auténomo plano, junto con varios
ejemplos. Estudiar la existencia de ciclos limite es de gran importancia en la teoria cuali-
tativa de ecuaciones diferenciales, pues ayudan a comprender el comportamiento global de
las trayectorias del sistema asociado y no solo su evolucién en entornos cercanos a puntos
regulares del sistema, como se ha estudiado en la segunda seccién de este capitulo. Para
esta seccién se ha consultado [6].

En primer lugar, se define el concepto de ciclo limite, el cual puede entenderse como
un ciclo al cual se aproximan otras trayectorias cuando el tiempo avanza o retrocede.

Definicién 2.20 Dado un ciclo T' de un sistema auténomo plano ' = f(z), T' se dice
ciclo limite st ademds de ser un ciclo es conjunto w-limite 6 a-limite de alguna trayectoria
distinta del propio ciclo.

Ahora, se introduce la nocién de estabilidad de ciclos junto con las distintas clases de
estabilidad que existen y algunos ejemplos.

Definicién 2.21 Dado un ciclo T de un sistema auténomo plano x' = f(x), T se dice ciclo
estable si para cualquier € > 0, existe 6(¢) > 0 tal que para cualquier p € R? verificando
dist(p,T') < 0(e) se tiene que x(t,p) estd definido para todo t > 0 y dist(x(t,p), ') < & para
todo t > 0.
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Ademds, I se dice ciclo asintoticamente estable si es estable y existe § > 0 tal que para
cualquier p € R? verificando dist(p,T') < § se tiene que dist(z(t,p),T') tiende a 0 cuando t
tiende a infinito.

Un ejemplo con ciclos estables se tiene en la Figura 1.1 del Ejemplo 1.5. Tomando por
ejemplo Cy = 0, para cualquier C; € R* se tiene que la trayectoria I' asociada a la solucién
x(t) = (Cysent,Cq cost) es un ciclo que se corresponde con la circunferencia de centro el
origen y radio |C1|. Ademas, todos estos ciclos son estables porque dado un € > 0 existe
§ > 0 tal que si se considera un punto p € R? cumpliendo dist(p,T') < d y tal que I' p €s
un ciclo, entonces dist(x(t,p),I") < € para todo t > 0 ya que ese ciclo I';, puede estar tan
préximo como se desee del ciclo I' tomando un C7 muy cercano al C7 de la trayectoria
I". Sin embargo, estos ciclos no son asintéticamente estables porque para cualquier § > 0
existe un p € R? verificando dist(p,I") < 6§ y cumpliendo que I’y es un ciclo del sistema,
pero no se tiene que dist(z(¢,p),T") tiende a cero cuando t tiende a infinito porque los
puntos z(t,p) pertenecen al ciclo I', para cualquier ¢.

Los ciclos limite estables son muy importantes en varios campos cientificos, ya que
modelan sistemas que oscilan de manera autosuficiente, es decir, que oscilan en ausencia
de fuerzas externas periédicas. Entre los ejemplos que pueden darse estan el latido del
corazén, ritmos diarios en la temperatura corporal humana, reacciones quimicas que oscilan
espontaneamente, modelos econdmicos ciclicos, etc.

Por otro lado, un ejemplo de ciclo limite asintéticamente estable se puede observar en
la Figura 2.1 del Ejemplo 2.4. Aqui, la circunferencia de radio (3 + +/5)/2 es un ciclo del
sistema al cual se aproximan todas las trayectorias préximas a él tanto de su interior como
de su exterior cuando el tiempo tiende a infinito.

Definicién 2.22 Dado un ciclo T' de un sistema auténomo plano x' = f(z), T se dice
ciclo semiestable si para cualquier € > 0, existe 6(¢) > 0 tal que para cualquier p € int(T)
6 para cualquier p € ext(I") verificando dist(p,T') < 0 se tiene que x(t,p) estd definido para
todo t > 0 y dist(x(t,p),I') < e para todo t > 0.

Ademds, T' se dice ciclo asintdticamente semiestable si es semiestable y existe § > 0
tal que para cualquier p € int(T') ¢ para cualquier p € ext(T') verificando dist(p,T') < § se
tiene que dist(x(t,p),I") tiende a 0 cuando t tiende a infinito.

Definicién 2.23 Dado un ciclo T de un sistema auténomo plano x' = f(x), T se dice ciclo
inestable si existe € > 0 tal que para cualquier § > 0 existe p € int(I') y existe q € ext(I")
verificando dist(p,T') < § y dist(q,T') < & pero dist(x(t1,p),T') > e y dist(z(t2,q),T) > ¢
para algun ti,te > 0.

A continuacién, se introduce un ejemplo de sistema auténomo plano en el que existe
tanto un ciclo limite asintéticamente semiestable como un ciclo limite inestable.

Ejemplo 2.24 Se considera el sistema autonomo plano dado por

o) = =3z + 21(1 — /27 + 22)2(y/23 + 23 — 2)
zh = 311 + 22(1 — y/2F + 22)2(y /23 + 23 — 2)

el cual (si (z1,22) # (0,0)) se puede expresar también en coordenadas polares haciendo el
mismo cambio que en el Ejemplo 2./ como

=1 —7)3(r—
{;;3(1 )(r=2) (2.9)
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El mapa de fases de este sistema se representa en la Figura 2.15. En €él, las trayectorias
que no son ciclos se corresponden con los trazos rojos y los ciclos y el punto critico con
los trazos azules. El ciclor =1 y el ciclo r = 2 son ademds ciclos limite de este sistema,
porque el ciclo r = 1 es conjunto w-limite de las trayectorias contenidas entre el ciclo
r=1yelciclor =2y el ciclor =2 es conjunto a-limite de estas mismas trayectorias.
Se puede observar en el mapa de fases del sistema, también, que el ciclo r =1 es un ciclo

T

&g
o

[N
L
S

) A T

Figura 2.15: Mapa de fases del sistema auténomo plano (2.9).

limite asintoticamente semiestable porque las trayectorias de su exterior se aproximan a
él a medida que el tiempo crece, pero las trayectorias de su interior se van alejando de él.
Por otra parte, se observa que el ciclo r = 2 es un ciclo limite inestable porque tanto las
trayectorias contenidas en su interior como las contenidas en su exterior se van alejando
del ciclo cuando el tiempo tiende a infinito. Asi, en este sistema se tiene un ejemplo de
ciclo limite asintdticamente semiestable y otro de un ciclo limite inestable.

Antes de dar por finalizado el capitulo, es interesante senalar la informacién que aporta
el Teorema de Poincaré-Bendixson 2.15 en cuanto a la existencia de ciclos limite. Se con-
sidera el caso t > 0 (siendo andlogo el caso t < 0). Como se enuncia en el teorema, si una
semi-trayectoria F;r de un sistema auténomo plano es acotada solo existen tres situaciones
diferentes. La primera de ellas no tiene relaciéon con ningun ciclo, pero las dos ultimas si.
Ambas garantizan la existencia de al menos un ciclo en el sistema, pero la tercera asegura
ademas que ese ciclo es w(p) y que I', se acerca a dicho ciclo siguiendo una espiral. Esto
significa que w(p) es un ciclo limite, ya que es un ciclo al cual se aproxima la trayectoria
'), que es distinta del propio ciclo. Ademaés, en el caso de que no solo I';, se acerque a w(p),
si no todas las trayectorias tanto de su interior como de su exterior, entonces se tiene que
w(p) es un ciclo limite asintéticamente estable. Si solo se acercaran las trayectorias conte-
nidas en su interior o en su exterior, se tendria andlogamente que w(p) es un ciclo limite
asintéticamente semiestable. Asi, indirectamente el Teorema de Poincaré-Bendixson anade
informacién sobre la posible existencia de ciclos limite en sistemas auténomos planos.



Capitulo 3

Teorema de Liénard

En este tercer capitulo del presente trabajo se va a tratar un caso particular de ecuacién
diferencial ordinaria de segundo orden, la denominada ecuacién de Liénard. Esta ecuacién
viene dada por

" + g(z)x’ + h(z) =0, (3.1)

donde ahora z es una funcién escalar la cual al igual que en el Capitulo 2 es necesario
imponer que esté definida en toda la recta real para poder analizar sus conjuntos w-limite
vy a-limite, y g : R > R y h: R — R son funciones cualesquiera.

La ecuacién de Liénard modela varios casos de sistemas oscilatorios, lo cual tiene
mucha utilidad en aplicaciones fisicas. Mecénicamente, como se expresa en [16], puede
entenderse como la ecuacién de movimiento de una unidad de masa sometida a una fuerza
de amortiguamiento no lineal —g(x)z’ y a una fuerza restauradora —h(x). De esta manera,
estudiar el comportamiento de las soluciones de esta ecuacion mediante teoria cualitativa
permite conocer el comportamiento global de este tipo de sistemas. Como es habitual, esta
ecuacién diferencial de segundo orden puede expresarse mediante un sistema diferencial
auténomo plano, de la forma

=y
{ Y =—g(x)y—h(z) ’ (3.2)

donde, a diferencia de los ejemplos presentados hasta este punto en la memoria (véase por
ejemplo el Ejemplo 1.5), se ha renombrado z := 1 e y := x9 para evitar sobrecargar la
notacion.

El Teorema de Liénard establece que, bajo ciertas condiciones de las funciones g y h
de la ecuacién (3.1), el sistema diferencial auténomo asociado a dicha ecuacién tiene un
unico ciclo al cual se aproximan otras trayectorias del sistema cuando el tiempo tiende a
infinito, es decir, un ciclo limite asintéticamente estable.

3.1. Ejemplos de sistemas fisicos

Para comprender mejor el tipo de sistemas oscilatorios cuyo comportamiento se rige
por la ecuacién de Liénard, se introducen a continuacién dos ejemplos basicos de sistemas
fisicos: la ecuaciéon del péndulo amortiguado y la ecuacién de van der Pol, la cual se emplea
en circuitos eléctricos que usan valvulas de vacio.

31
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Ejemplo 3.1 Se considera un péndulo simple bajo la influencia del potencial gravitatorio,
formado por una masa puntual en el extremo de una ligadura, la cual estd unida a un punto
fijo y se supone sin masa. Un esquema del sistema se representa en la Figura 3.1.

Figura 3.1: Esquema del diagrama dindmico del péndulo simple.

El movimiento de este sistema viene descrito por la sequnda ley de Newton

ZF = ma,

donde > F es la suma vectorial de todas las fuerzas que actian sobre el sistema, m es
la masa puntual en el extremo de la ligadura y a es la aceleracion vectorial que ésta
experimenta. Teniendo en cuenta sélo las fuerzas que actian sobre la masa en la direccion
tangencial al movimiento, se tiene que éstas son la descomposicion de la fuerza gravitatoria
en dicha direccion y la fuerza de rozamiento viscoso con la atmdsfera, la cual se modela
proporcional al mddulo de la velocidad de la masa. De esta forma se tiene

ZFt = —mgsen 6 — blv||,

donde F; denota fuerza tangencial, g es la aceleracion de la gravedad, b es una constante,
v es la velocidad de la masa y 0 es el angulo que forma la masa con la vertical en cada
instante, la cual es la variable de estado del sistema. Denotando como l a la longitud de la
ligadura, y considerando que la aceleracion tangencial a; viene determinada por a; = 10"
y que el mddulo de la velocidad es |[v|| = 16, se obtiene que la ecuacion diferencial de
sequndo orden que rige el sistema es:

ml0” + bl0' + mgsen 6 = 0. (3.3)

Esta ecuacion, dividiéndola por el factor ml que es distinto de cero ya que todas las
constantes que intervienen en la ecuacion son positivas por su sentido fisico, se puede
escribir como

0" + ct' + asenf = 0, (3.4)

donde se han renombrado a := g/l y ¢ := b/m. Definiendo = := 0 y reescribiendo esta
ecuacion diferencial de sequndo orden como un sistema auténomo de dos ecuaciones, se

obtiene
=y
{ y =—cy—asenx (3.5)
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Se comprueba por comparacion que el sistema de la ecuacion (3.5) tiene la forma del siste-
ma de la ecuacion (3.2). Asi, en este caso la funcion g de la ecuacion (3.1) se corresponde
con g(x) = ¢ y la funcion h se corresponde con h(x) = asenx, y se concluye que la ecua-
cion diferencial de sequndo orden que describe el movimiento de un péndulo simple como
el presentado es una ecuacion de Liénard.

Por otra parte, se puede representar el mapa de fases del péndulo simple descrito, lo que
se ha realizado en la Figura 3.2 diferenciando entre los cuatro casos existentes dependiendo
de los valores de las constantes a y c. La Figura 3.2 (a) se corresponde con el péndulo
ideal, el cual no tiene rozamiento viscoso con la atmdsfera y por tanto se considera ¢ = 0.
Como se puede observar, en este caso existen trayectorias que son ciclos, pero no son
ciclos limite porque no son conjunto w-limite ni conjunto a-limite de ninguna trayectoria
distinta de los propios ciclos. Los otros tres casos, en cambio, son los casos existentes
st se considera un péndulo amortiguado, es decir, en el que ¢ # 0. En concreto, el caso
de la Figura 3.2 (b) se demomina caso subcritico y se corresponde con la situacion en la
que la gravedad tiene mds influencia en el sistema que el rozamiento de la masa con la
atmdsfera, el caso de la Figura 3.2 (c) se denomina caso critico y se corresponde con la
situacion en la que la influencia de la gravedad y el rozamiento son equivalentes, y el caso
de la Figura 3.2 (d) se denomina caso supercritico y se corresponde con la situacion en la
que el rozamiento con la atmdsfera influye mds en el sistema que la gravedad. Se puede
observar por los mapas de fases de la Figura 3.2 que en ninguno de los tres dltimos casos
existen ciclos, lo cual concuerda con el sentido fisico de que al existir rozamiento viscoso
con la atmdésfera el péndulo va a tender a la posicion de equilibrio vertical y no va a oscilar
indefinidamente.
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(c) Caso amortiguado critico (c? = 4a). (d) Caso amortiguado supercritico (c? > 4a).

Figura 3.2: Mapas de fases del sistema relativo al péndulo simple en funcién de las cons-
tantes a y c.
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Ejemplo 3.2 Se considera la ecuacion de van der Pol la cual se utiliza, entre otras apli-
caciones y como se afirma en [1/], para modelar el comportamiento de circuitos eléctricos
en los que se emplean vadlvulas de vacio. Fsta ecuacion es

2"+ p(z? — 12’ +x =0, (3.6)

donde p es un pardmetro real cualquiera (para que la ecuacion tenga sentido fisico habria
que imponer > 0). La ecuacion de van der Pol, que es una ecuacion diferencial de
sequndo orden, puede escribirse también como un sistema autonomo plano mediante

/

vy . (3.7)

Y =—p@* -1y -z

Asi, se comprueba por comparacion con el sistema de la ecuacion (3.2) que la ecuacion
de van der Pol es un caso concreto de ecuacion de Liénard, en la que la funcion g es
g(z) = u(x® — 1) y la funcién h es h(x) = x. En funcién del pardmetro u, el sistema
gobernado por la ecuacion de van der Pol tiene uno u otro comportamiento. Se distinguen,
en concreto, tres casos diferentes. El primero de ellos es el caso en el que p = 0. En esta
situacion se recupera la ecuacion " + x = 0, cuyo comportamiento se ha analizado en el
Ejemplo 1.5 y donde existen infinitas trayectorias que son ciclos estables (Figura 1.1). El
sequndo y tercer caso son, respectivamente, las situaciones > 0 y pu < 0. Los mapas de
fases de estos dos casos se representan en la Figura 3.3.
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(a) Caso u > 0. (b) Caso u < 0.

Figura 3.3: Mapas de fases del sistema auténomo asociado a la ecuacién de van der Pol,
dependiendo del signo del pardmetro p.

En la Figura 3.3 (a), que se corresponde con el caso > 0, se observa que existe un
unico ciclo, destacado en verde, el cual es ademds ciclo limite asintdticamente estable ya
que tanto las trayectorias de su interior como de su exterior se aproximan a €l cuando el
tiempo tiende a infinito. En la siguiente seccion se demuestra que en este caso la ecuacion
de van der Pol cumple las condiciones del Teorema de Liénard 3.3 y por tanto se justifica
la existencia de este ciclo limite asintoticamente estable.

Por otra parte en la Figura 3.5 (b), que se corresponde con el caso u < 0, se observa
que existe de la misma manera un unico ciclo. Sin embargo, en este caso se tiene que el
ciclo existente es un ciclo limite inestable, ya que como se observa las trayectorias de su
interior y de su exterior se alejan de €l cuando el tiempo crece. Esto se justifica con el
Teorema de Liénard haciendo un cambio de variable que permite escribir la ecuacion de
van der Pol en el caso p < 0 como una ecuacion de van der Pol del tipo p > 0 pero con
el tiempo invertido, lo que explica que el ciclo limite sea inestable en vez de estable.
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Asi, con estos dos ejemplos introductorios de la ecuacién de Liénard se pasa a enunciar
y demostrar el Teorema de Liénard y otro relacionado que constituye una extensién de
éste, los cuales son de sumo interés para conocer el comportamiento de las trayectorias de
este tipo de ecuacion.

3.2. Teorema de Liénard

El resultado presentado en esta seccién es el Teorema de Liénard, el cual permite
asegurar la existencia y unicidad de soluciones periddicas de la ecuacién de Liénard si las
funciones g y h cumplen unas hipdtesis determinadas. Para la demostracién de este teorema
se ha seguido [9], pero en libros como [4] también se enuncia y demuestra un Teorema de
Liénard en el que las hip6tesis varian ligeramente. Ademads, en [2] se demuestra el teorema
para un caso particular de funciones g y h.

Teorema 3.3 (Teorema de Liénard) Sea la ecuacion de Liénard z" + g(xz)x’ + h(z) =0
cong:R—->R yh:R - R funciones continuas tales que

1. G(z) := § g(u)du es una funcion impar (esto es G(—z) = —G(x)),

2. G(x) es cero unicamente en x =0, x = a y x = —a, para cierto a > 0, y es negativa
para x entre 0 y a,

3. G(x) tiende a infinito cuando x tiende a infinito de forma mondtona en x > a,
4. h es una funcién impar y h(x) > 0 cuando x > 0,
entonces el sistema asociado tiene un unico ciclo limite asintoticamente estable.

Antes de introducir la demostracién del Teorema 3.3 es interesante realizar una obser-
vacion acerca de las hipétesis del mismo que ayudan a entender mejor la prueba.

Observacion 3.4 Bajo las hipdtesis del Teorema de Liénard (Teorema 5.3) se tienen las
stguientes consecuencias directas.

En primer lugar, g es una funcion par, es decir, g(x) = g(—x). Para mostrarlo, se
considera que la funcion G es una funcion impar, por lo que se tiene

G(—z) = -G(z) = — Jm g{u)du.

Ademds, haciendo el cambio de variable s = —u en la definicion de G se obtiene

—x x
G(—z) = f g(u)du = —J g(—s)ds.
0

Por tanto, por el teorema fundamental del cdlculo, como g es continua entonces G es
derivable y en consecuencia se concluye que g(x) = g(—x), por lo que g es una funcion
par.

En sequndo lugar, se tiene que g(x) = 0 para x > a. Como G(a) = 0 y G(z) tiende
a infinito cuando x tiende a infinito de forma mondtona para r > a, y G no tiene mas
valores x mayores que a en los que se anula, se tiene que G es mondtona creciente para
x > a. Por el teorema fundamental del cdlculo se cumple G' = g, y entonces g ha de ser
mayor o igual que cero para T > a.
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En tercer y ltimo lugar, se tiene que g(0) < 0. Como G es impar se cumple G(0) = 0
y puesto que es negativa para x entre O y a, ha de ser positiva para x entre —a y 0 y en
consecuencia en un entorno del origen es estrictamente decreciente. Ast, ya que G' = g se
tiene que el valor g(0) ha de ser negativo obligatoriamente. Se muestra en la Figura 3.4 un
ejemplo de funciones g y G que cumplen las hipdtesis del Teorema 3.3, para clarificar sus
caracteristicas. En dicha figura g(x) = (v2 —1)(22—0.25)(2*> —2)—0.01 y G es la primitiva
que cumple G(0) = 0.
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Figura 3.4: Ejemplo de funciones g y G.

Demostracién. (Del Teorema 3.3). Se lleva a cabo considerando un sistema auténomo
plano asociado a la ecuacion (3.1) diferente del usual, lo que permite que las trayectorias
tengan formas maés simplificadas sin perder simetria. El sistema asociado que se va a

estudiar es ) @)
=y—Gx

Para comprobar que de hecho es un sistema auténomo asociado a la ecuacién (3.1), se
deriva la primera ecuacién de (3.8) y se obtiene

o =y = G'(2)2" = —h(x) — g(z)2,

donde se ha reemplazado 3’ con la segunda ecuacion y se ha empleado que G’ = g. De esta
manera, se obtiene z” + g(x)x’ + h(z) = 0, por lo que se verifica que el sistema diferencial
(3.8) cumple la ecuacién de Liénard (3.1). Reciprocamente, si x verifica la ecuacién de
Liénard (3.1) basta definir y := 2’ + G(x), con lo que 2/ = y — G(z) y derivando se llega
al sistema (3.8).

En primer lugar, se presentan las siguientes consideraciones, que aportan informacién
sobre el comportamiento de las trayectorias en el mapa de fases del sistema dado por la
ecuacién (3.8).

1. Si (z(t),y(t)) es una solucion del sistema (3.8), entonces también lo es (—x(t), —y(t)).
Para probarlo, se define (Z(t), g(t)) := (—=(t), —y(t)) y hay que comprobar que veri-
fica las ecuaciones del sistema dado por la ecuacion (3.8). Esto se obtiene derivando
y empleando el hecho de que las funciones G y h son ambas impares, pues

()= —2(t) >3 = -2’ = —y+Gx) = —y - G(—x) = §— G(T)



3.2. TEOREMA DE LIENARD 37

Asi, (2(t),y(t)) es también solucién del sistema. En consecuencia, el mapa de fases
en su conjunto es simétrico respecto del origen (pero no necesariamente cada una de
las trayectorias por separado).

2. La pendiente de una trayectoria viene dada por

d —h
dy _ _—h(@) (3.9)
dr  y—G(x)
Asi, la pendiente es nula solo cuando h{z) = 0, es decir, en x = 0, y las trayectorias
son verticales solo en los puntos de la curva y = G(z).

3. Puesto que la funcién h es impar y h(x) > 0 en x > 0, se tiene h(z) <O0en z <0
y en consecuencia ¢y’ < 0 para x > 0 e 3y > 0 para z < 0. Ademds, si y > G(z) se
tiene que 2’ > 0 y si y < G(x) se tiene que 2’ < 0.

4. Analizando el sistema asociado a la ecuacién de Liénard (3.1) y considerando las
hipétesis del teorema, y' = 0 solo en x = 0 y 2, puesto que por definicién G(0) = 0,
solo se anula en y = 0 (cuando z = 0 asimismo). De esta forma, el dnico punto
critico del sistema es el origen.

En segundo lugar, en lo sucesivo se va a denotar por ab a la distancia entre dos puntos
cualesquiera a y b del plano. Ademds, el tramo de trayectoria que une dos puntos ¢y d
cualesquiera de la misma, o tres puntos ¢, d y e cualesquiera también de la trayectoria, se
denota por ¢d o c/c_l\e, respectivamente.

Algunas de las trayectorias de este sistema, teniendo en cuenta las consideraciones
descritas, se presentan en la Figura 3.5. Ademés, un ejemplo especifico de mapa de fases
de este tipo de sistema se presenta en la Figura 3.8 del Ejemplo 3.6, en el que se pueden
distinguir también estas caracteristicas.

Figura 3.5: Algunas trayectorias del sistema (3.8).

De esta forma, la trayectoria que pasa por los puntos ¢, ¢’ y ¢’ es cerrada si y solo si ¢
y ¢’ coinciden. Cabe senalar que estos tres puntos pertenecen al eje de ordenadas y que c
y ¢’ pertenecen al semiplano y > 0 y que ¢’ pertenece al semiplano y < 0. Como el mapa
de fases es simétrico respecto del origen, que la trayectoria es cerrada es equivalente a que
la distancia entre el origen y el punto c¢ sea igual a la distancia entre el origen y el punto ¢/,
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es decir, Oc = Oc’. Se va probar el teorema mostrando que dada una trayectoria que pasa
por los puntos cg, ¢, y ¢j ¥y que también pasa por (a,0) se tiene que Oco — Ocjy < 0, y que
cuando el punto ¢ se aleja al infinito a lo largo del eje positivo y, se tiene Oc— Oc’ — oo de
manera monotona creciente. Por tanto, se podra concluir que existe un tinico punto ¢ para
el cual Oc—Oc = 0 y que éste identifica el uinico ciclo del sistema, asociado a una solucién
periddica. Ademas, en el desarrollo de la demostracién se pone de manifiesto que tanto las
trayectorias del interior como del exterior del ciclo se acercan al mismo cuando el tiempo
crece, por lo que se podra confirmar que éste se trata de un ciclo limite asintéticamente
estable.
Se considera la funcién

z 1
v(z,y) = Jo h(u)du + §y2

y se define, para dos puntos cualesquiera r y ¢t de una trayectoria,

V,:tzvt—vrzj dv.

rt

De esta forma, Oc — Oc = 0 si y solo si V— = 0. Esto se debe al hecho de que ¢y ¢ estdn

cc —
ambos en el eje y, por tanto v(z,y) = ~y? en ambos puntos y asi si Oc —Oc’ = 0 entonces

los valores absolutos de las coordenadas y de ambos puntos coinciden y en consecuencia
Ve = V.. De manera reciproca, si Vo = 0 entonces vo = v, y los valores absolutos de las
coordenadas y de los dos puntos son iguales, de forma que Oc — Oc = 0.

Por otra parte, a lo largo de una trayectoria cualquiera del mapa de fases, considerando
la ecuacién (3.9) y la definicién de v y suponiendo que h # 0 (esto es, x # 0), se tiene

d -G
ﬁdyZydy—i-hy_idy:ydy—ydy—i—Gdy: Gdy.

dv=yd hdx =yd h
vyy—i—xyy—lrdy 3

Se tiene en cuenta el esquema del mapa de fases de la Figura 3.6, en el que solo se
considera el semiplano z > 0 porque la informaciéon del otro semiplano viene dada de
manera andloga por la simetria del mapa de fases respecto del origen. En este mapa se
traza la recta vertical que pasa por (a,0), y se denotan por b y b’ los puntos de corte de
dicha recta con el tramo de trayectoria cc’. De esta manera, el segmento bV, a través del
punto (a,0), separa las partes del semiplano x > 0 en las que G es positiva y negativa. Se
consideran estas partes por separado para calcular V de forma que Vy = Vg +Vip + Vi,
y la demostracion se lleva a cabo en varios pasos.

El primer paso es probar que, considerando g = (a, G(«)) con a > a el punto de corte
del tramo de trayectoria ¢c con la curva y = G(x), Vg + Viz es positivo y mondtono
decreciente a medida que el punto g se aleja de (a,0) a lo largo del segmento que une el
punto (a,0) con el punto z. Para ello, se considera el tramo de trayectoria cqc como se
muestra en la Figura 3.6, y se considera otro tramo de trayectoria clq/Tc'l con ¢ siendo el
punto (a1, G(a1)) como se seniala en la misma figura, y cumpliendo a3 > «. Puesto que a
lo largo de ¢b y de ¢1b; se tiene y > 0y G(z) < 0 (pues 0 < 2 < a), y como h(x) > 0 para
x > 0, se cumple atendiendo a la ecuacién (3.9) que

()= (") =

para cada x, donde la primera desigualdad se tiene porque los valores de las coordenadas
y de los puntos de c¢1b; son mayores que los de los puntos de cb.
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oy x
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by’
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Figura 3.6: Esquema del mapa de fases del sistema (3.8) para z > 0.

De manera andloga, considerando los tramos de trayectoria b'c’ y 5’1—071 se obtiene, debido
aque y < G(z) y G(x) < 0 en esos tramos, que

<)< (i)

para cada x. En la segunda desigualdad se ha tenido en cuenta que los valores de las
coordenadas y de los puntos de 5’1?'1 son mas negativos que los de los puntos de ¥c. En
consecuencia, atendiendo a que dv = Gdy y que G(z) < 0 en los tramos de trayectoria
que se estan considerando se obtiene, por un lado,

_ _ dy dy\ . _ R
Cb—LbGdy—ng( G)( dq;)dx>L~( G)( dac)dm— ﬁGdy—Vle>O,

161

(3.10)
d
ya que —G(xz) >0y — (cly) > 0. Por otro lado, de manera aniloga se tiene también
L)
Vi Gd ¢Wars [ a%y Gdy =Vis >0 (3.11)
T = Yy = —dx —dx = y=Vis . .
e ve dr " g drt g el

Asi, sumando la ecuacién (3.10) y la ecuacién (3.11) se tiene que Vg + Vg > Vg +

VbTCTl > 0, por lo que se puede concluir que V + Viim es positivo y monétono decreciente
a medida que el punto ¢ se aleja de (a,0).

El segundo paso es demostrar que a medida que el punto ¢ se aleja de (a,0) a lo largo
del segmento que une el punto (a,0) con el punto z, Vj es mondtono decreciente. Para
ello, se considera el tramo de trayectoria bgb’ arbitrariamente a la derecha de (a,0) y se
toma otro tramo de trayectoria bflqlﬁb'1 con ¢q1 a la derecha de ¢. Se denota por h; al punto

de corte del tramo cl/—c\'1 con la recta horizontal que pasa por b y por k) al punto de corte
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del mismo tramo con la recta horizontal que pasa por b’. En esos tramos de trayectoria se
cumple G(z) > 0, y se tiene

VbTb’l:_Vﬁ:_ ﬁG’dy<— ,HGdy<— _Gdy=—-Vg,=Vg. (3.12)
o1 W )

En la primera desigualdad se ha considerado que 1?1_11\1 c @ y en la segunda desigualdad
se ha tenido en cuenta que los segmentos bhi y W son paralelos al eje x y que, para los
mismos valores de y, G en §'b es menor o igual que en i?’l_h\l . De esta manera, se concluye
que V})Tb,l < Vi v asi Vi es mondtono decreciente a medida que el punto ¢ se aleja de
(a,0).

Con los dos primeros pasos descritos, puesto que se ha demostrado que tanto Vg + Vyz
como Vg son mondtonos decrecientes, se puede deducir que Vo = Vg + Vi + Vo es
también mondtono decreciente a medida que ¢ se aleja de (a,0) a lo largo del segmento
que une el punto (a,0) con el punto z.

El tercer paso consiste en demostrar que V tiende a menos infinito a medida que
las trayectorias se alejan hacia el infinito. Para ello, se considera un punto s de la curva
y = G(x) que esté a la derecha del punto (a,0), como se representa en la Figura 3.6, y se
toma un tramo de trayectoria arbitraria bgh/ con ¢ a la derecha de s. Se consideran ahora
los puntos p y p’, que son los puntos de corte del tramo bgb con la recta perpendicular
al eje x que pasa por s, y se considera también el punto n, que es el punto de corte de
dicha recta con el eje x. Ademas, segtin el esquema de la Figura 3.6 como G es mondtona
creciente en x > a se tiene que G(x) = ns en todos los valores de x para los cuales
se recorre el tramo pp'. De esta forma, empleando también que en el tramo considerado
G(z) > 0, se puede acotar el valor Vi como

Vig=—Vi,=—|_G(z)dy < — AG(m)dyé—nsJ dy = —ns-pp’ < —ns - np.

o'b P'p P'p

(3.13)

Pero a medida que ¢ se va al infinito hacia la derecha a lo largo de la curva y = G(x), se

tiene que la distancia np tiende a infinito (pues G(x) tiende a infinito) y en consecuencia

Vip tiende a menos infinito. De esta manera, teniendo en cuenta que como se ha demostrado

Vo = Va + Vip + Vyz es monétono decreciente y que se acaba de probar que Vi tiende

a menos infinito, se concluye que también V_; tiende a menos infinito cuando ¢ tiende al
infinito hacia la derecha.

Por 1ltimo, cuando ¢ coincide con el punto (a,0) o cuando ¢ estd a la izquierda de

dicho punto, se tiene en el tramo ¢¢ que G(x) <0y dy <0, por lo que se obtiene que

Vo = fA G(z)dy > 0.

En conclusién, existe una y solo una trayectoria para la cual V; = 0, por lo que
para esa trayectoria Oc — Oc’ = 0 y asi esta trayectoria es una curva cerrada simple
por la simetria del mapa de fases respecto del origen. En consecuencia, existe un unico
ciclo en el sistema. Adem4s, éste se trata de un ciclo limite asintéticamente estable porque,
atendiendo al esquema de la Figura 3.5, tanto las trayectorias del interior como del exterior
del ciclo se acercan a éste cuando el tiempo crece. Asi, queda demostrado el Teorema de
Liénard. ]

Se ha probado que bajo ciertas condiciones de las funciones g y h de la ecuacién (3.1),
el sistema modelado por dicha ecuacién presenta un ciclo limite asintéticamente estable,



3.2. TEOREMA DE LIENARD 41

lo que mecanicamente implica que el sistema tiende a oscilar periédicamente y de manera
indefinida independientemente de sus condiciones iniciales. Analizando las condiciones
impuestas a g y h en el Teorema 3.3, tal como se expone en [16], el hecho de que el
sistema presente un ciclo limite asintéticamente estable es plausible. Las hipdtesis que
cumple la funcién h implican que la fuerza restauradora que ésta modela actia como un
muelle, siendo positiva para = > 0 y negativa para x < 0 y oponiéndose al movimiento.
Ademas, las hipotesis que cumple la funcién g implican que el amortiguamiento es negativo
para valores pequenos de |z| y positivo para valores grandes de |z|. Esto se traduce en
que para oscilaciones de pequenia amplitud del sistema el amortiguamiento favorece al
movimiento mientras que para oscilaciones de gran amplitud el amortiguamiento perjudica
al movimiento, de forma que no es inesperado que el sistema tienda a oscilar de manera
autosuficiente y con una amplitud intermedia.

A continuacién, se va a demostrar que el péndulo modelado en el Ejemplo 3.1 no cumple
con las hipdtesis del Teorema de Liénard 3.3 independientemente de los parametros a y c,
mientras que la ecuacién de van der Pol presentada en el Ejemplo 3.2 si que verifica las
condiciones de dicho teorema en el caso o > 0, por lo que en ese sistema existe un ciclo
limite asintéticamente estable como se adelantaba en dicho ejemplo.

En primer lugar, es sencillo ver que el sistema que modela el péndulo presentado en el
Ejemplo 3.1 no cumple con las condiciones del Teorema de Liénard 3.3. En ese sistema se
tiene que las funciones g y G son g(z) = ¢y h(x) = asenz, donde a es un parametro real
mayor que cero y ¢ es un parametro real mayor o igual que cero. Analizando si la funcién
h(z) = asenx cumple la hipétesis 4 del Teorema 3.3, se tiene que ésta es una funcién
impar pero no se cumple que asenx > 0 para x > 0. Esto se debe a que existen valores
positivos de & que hacen que sen z sea negativo, por ejemplo = = 37/2, y en consecuencia
h(3m/2) = —a, lo que es negativo ya que a > 0. De esta manera, para cualquier valor del
parametro c, incluyendo el caso del péndulo no amortiguado en el que ¢ = 0, no se verifican
todas las condiciones del Teorema de Liénard 3.3 y por tanto no se puede asegurar ni la
existencia ni la unicidad de ciclos limite asintoticamente estables en el mapa de fases del
sistema (3.5) que modela el péndulo. Como se estudi6 en el Ejemplo 3.1, en el caso del
péndulo amortiguado en el que ¢ > 0 no existen ciclos en el mapa de fases del sistema,
aunque en el caso del péndulo no amortiguado en el que ¢ = 0 si, pero no son ciclos limite
asintéticamente estables. Esto puede observarse en la Figura 3.2.

En segundo lugar, que la ecuacién de van der Pol presentada en el Ejemplo 3.2 si
verifica las hipdtesis del Teorema de Liénard 3.3 en el caso p > 0 se demuestra en forma
de ejemplo (Ejemplo 3.5). En esta ecuacién de Liénard se tiene g(z) = u(z?—1) y h(x) = z.
Previamente a introducir el ejemplo, se considera el caso . = 0. En este caso, se obtiene que
g(z) = 0 y en consecuencia G(x) = 0, por lo que no se verifica la hip6tesis 3 del Teorema
3.3 y no se puede asegurar ni la existencia ni la unicidad de ciclos limite asintéticamente
estables en el sistema. Tal como se analizé en el Ejemplo 3.2, en efecto en este caso se
recupera la ecuacién z” + x = 0 y como se presenta en la Figura 1.1 del Ejemplo 1.5 se
obtiene que existen infinitos ciclos estables pero no asintoticamente estables. Se introduce
ahora el Ejemplo 3.5 para estudiar el caso u > 0.

Ejemplo 3.5 Se demuestra que la ecuacion de van der Pol (3.6) tiene un unico ciclo
limite asintoticamente estable en el caso p > 0.
Como se ha indicado anteriormente, para la ecuacion de van der Pol se tiene g(x) =

w(z? — 1) y h(x) = x, las cuales son funciones continuas al ser ambas polindmicas. Asi,
3

se obtiene integrando que G(xz) = (xg - :I}) Atendiendo a la funcion G(x), ésta es una
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funcion impar puesto que

6t-n)=n (S = 0) = (5 +2) = - (% -2) = -6

asi que se cumple la hipotesis 1 del Teorema de Liénard 3.5.

Para verificar que se cumple la hipdtesis 2 de dicho teorema, hay que demostrar que
existe un numero real a > 0 tal que G sdlo se anula en x =0, x = a yx = —a y que
es negativa para x entre 0 y a. De esta manera, como G es una funcion polindmica, se
calculan sus raices y se obtiene x = 0, x = /3 y x = —/3, por lo que se cumple que G
sélo se anula en tres valores reales concretos. Ahora, se considera el intervalo 0 < x < /3

y hay que verificar que en ese intervalo G(x) < 0. La funcién G se puede reescribir como
2 2

G(x) = px % — 1. En el intervalo considerado, x > 0 y :% —1 < 0, por lo que para

que G sea negativa se ha de cumplir p > 0, que es el caso que se estd estudiando en este
ejemplo y por tanto se verifica la hipdtesis 2 del Teorema 3.3. Que se verifica la hipdtesis
8 del citado teorema es trivial, puesto que G tiende a infinito cuando x tiende a infinito
y por el teorema fundamental del cdlculo se tiene G'(z) = g(z) = p(x? — 1), la cual es
positiva para x > /3 y en consecuencia G crece de manera mondtona para x > /3.

Por 4dltimo, falta analizar que se verifica la hipdtesis 4 del Teorema 3.3, para lo que
hay que demostrar que h es una funcion impar y que h(x) > 0 para x > 0. Esto es sencillo
probarlo, puesto que se tiene h(—x) = —x = —h(zx) y trivialmente h(x) = © > 0 en
x > 0. Asi, se cumplen todas las condiciones impuestas en el Teorema de Liénard sobre
las funciones g y h y se puede concluir que el sistema asociado a la ecuacion de van der
Pol tiene un unico ciclo limite asintoticamente estable. Esto se puede observar en la Figura
3.3 (a) del Ejemplo 5.2.

De esta manera, se han analizado para la ecuacién de van der Pol (3.6) los casos = 0
y 1 > 0, por lo que falta estudiar el caso y < 0. Como se adelantaba en el Ejemplo 3.2,
en este caso se puede hacer un cambio de variable para escribir la ecuaciéon de van der
Pol con 1 < 0 como una ecuacién de van der Pol del tipo p > 0 ya analizado pero con el
tiempo invertido, lo que se detalla a continuacién.

Se introduce el cambio de variable u(t) := —x(—t), por lo que se tiene derivando y
aplicando la regla de la cadena u/(t) = 2'(—t) y u”(t) = —a”(—t). Asi, se puede escribir la
ecuacién de van der Pol (3.6) para tiempos negativos

2" (—t) + p(z?(—t) — D' (=t) + z(—t) = 0,

donde p < 0, como
—u"(t) — |ul(u?(t) = D' (t) — u(t) = 0.

Multiplicando esta ecuacién por menos uno, se obtiene
u"(t) + |ul (WP () = Da' () + u(t) =0,

que se corresponde con la ecuacién de van der Pol en la variable u y con pardmetro
|| > 0. De esta manera, segiin se ha estudiado en el Ejemplo 3.5, el sistema asociado a
esta ecuacién tiene un ciclo limite asintéticamente estable porque las funciones g y h del
mismo cumplen todas las condiciones del Teorema de Liénard 3.3. Sin embargo, al deshacer
el cambio de variable z(—t) = —u(t), lo que sucede es que lo que para tiempos positivos
en la variable u era un ciclo limite asintéticamente estable, para tiempos negativos en la



3.2. TEOREMA DE LIENARD 43

variable x se convierte en un ciclo limite inestable ya que el mapa de fases es el simétrico
respecto del eje y del caso g > 0 y el campo de direcciones cambia de sentido. Esto se
puede observar en la Figura 3.3 (a) y (b) del Ejemplo 3.2, donde se pueden comparar los
mapas de fases de ambos casos i > 0 y 4 < 0 y confirmar que en efecto en el caso yu < 0
lo que se obtiene es un ciclo limite inestable.

Por tdltimo, para finalizar con el Teorema de Liénard se introduce otro ejemplo en el
que se demuestra que una ecuacion de Liénard concreta cumple las hipétesis de dicho
teorema.

Ejemplo 3.6 El mapa de fases del sistema asociado a la ecuacién de Liénard " + (z? +
|z| — 1)a’ + 23 = 0 tiene un tinico ciclo limite asintéticamente estable.
En primer lugar, el sistema auténomo usual equivalente a esta ecuacion es

=y
{ Y = —(2% + 2| — L)y — 23 (3:14)

mientras que el sistema autonomo equivalente mediante el cual se realiza la demostracion

del Teorema de Liénard 3.3 es )

=y—Gx

PV, (3.15)
donde G(z) := §; g(u)du (ver (3.16)).

Para probar que esta ecuacion tiene un unico ciclo limite asintoticamente estable, hay
que verificar que las funciones g(z) = 2 + |z| — 1 y h(z) = 23 cumplen las condiciones
del Teorema de Liénard 3.3. Trivialmente se tiene que tanto g como h son funciones
continuas. Ademds, integrando se obtiene que la funcién G(z) = {5 (u® + [u| — 1) du es

% + %2 —x stx =0
G(x) = 5 5 (3.16)

" .
3 T st x < 0.

Hay que demostrar, para ver que se cumple la hipdtesis 1 del Teorema 3.3, que G es una
funcion impar. Por un lado, se tiene para x = 0 que

3 2 3 2
G(-) =~ — 5 +o=— (5 + 5 ~1) =G,

Por otro lado, se tiene para x < 0 que

3 2 3 2
x x x x
G(—x)=—F%+—=+ox=—|—5———2| =—-G(z).
B e
De esta forma, se obtiene que G es una funcion impar y se cumple la hipdtesis 1. Ahora,
se pueden calcular de manera sencilla las raices de los polinomios de G en funcion del
signo de x. Trivialmente se observa que G(0) = 0. Para xz = 0, se tiene que la raiz positiva

2
-3+ /57
del polinomio % + g —lesx = —Q1 y para x < 0 se tiene que la raiz negativa
2
3 — /57
del polinomio % — g —lesx = — De esta forma, se concluye que G se anula
-3+ /57

unicamente en x =0, x = yenx = . Es necesario comprobar también

3 —4/57
4

—3+44/57
4

4

que G(x) es negativo para x entre 0 y x = , lo que se hace evaluando la funcion
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en un punto cualquiera de dicho intervalo y se obtiene un valor menor que cero, por lo
que se verifica. Ast, se cumple la hipdtesis 2 del Teorema 3.3.

A continuacion, que G(x) tiende a infinito cuando x tiende a infinito se cumple al
ser la funcion que define G para x > 0 un polinomio cuyo coeficiente de mayor grado es

—3+4/57

positivo. Hay que probar que crece de forma mondtona para x > 1 . Para ello, se

considera que por el teorema fundamental del cdlculo se tiene que

24+ax—1 six=0

G'(x) = g(x) = { 2

v —x—1 six<O.

—1+4/5

Calculando las raices de los polinomios que conforman G' se tiene que son T = 5

1—4/5 , . —14+4/5 . ,
Yy x = ;F, y analizando el signo de G' para x > 2\f se tiene que éste es
—1+4/5

positivo. De esta manera, se obtiene que G es mondtona creciente en x > 5 Y,
—3+4/57 _ —1++5 ) _ g
como > , se concluye que G es mondtona creciente también en x >

4 2
-3+ /57
+7. De esta manera, se verifica la hipdtesis & del Teorema 3.3.

Falta probar que se cumple la hipdtesis 4 de dicho teorema, pero esto es trivial ya que
h(—z) = (=2)3 = —23 = —h(x) y por tanto h es impar y claramente se tiene h(z) > 0
cuando x > 0. Por lo tanto, la ecuacion z" + (2 + |z| — )2’ + 23 = 0 cumple todas
las hipdtesis del Teorema de Liénard y en consecuencia se concluye que el mapa de fases
del sistema asociado tiene un unico ciclo limite asintoticamente estable. Este ciclo puede
observarse (en verde) en la Figura 3.7, en la cual se representa el mapa de fases del sistema

(3.14).

3TN N NN N Vb
NN NN Vbbb
AR Voyobby
VRV (T
17 = Vool
t [t 7 ~ LI T I K
14 #ft + £ Voyob
[ Y R L T I L
[ I T [ I L
= o +—H—+—t+— r 4 4
[ B | - ] [ I B [
ooty P~ - CN R B [
14t Yo il A R T
LI N B — AN Y
LI B T e e~ w = L2
240 HEE by e~~~ L
LI D N 4
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5] PR L U S U AN
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3 2 1 2 3

Figura 3.7: Mapa de fases del sistema (3.14).

Ademds, en la Figura 3.8 se representa el mapa de fases del sistema (3.15), en el cual se
puede observar también que existe un unico ciclo limite asintdticamente estable (en verde)
y se puede verificar que se cumplen las consideraciones descritas en la demostracion del
Teorema de Liénard 3.53. En esta figura, se representa en morado la curva y = G(x).
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Figura 3.8: Mapa de fases del sistema (3.15).

3.3. Extension del Teorema de Liénard

En esta ultima seccion del capitulo se enuncia y demuestra un teorema que constituye
una extension del Teorema de Liénard y en el que se considera la ecuacion diferencial

2" + g(z,2")2’ + h(z) =0, (3.17)

donde ahora g : R? - Ry h: R — R son funciones arbitrarias. A diferencia de la ecuacién
de Liénard (3.1), en este caso la funcién g también depende de ', por lo que se trata
de una generalizacién de la de Liénard. Expresando la ecuacién (3.17) como un sistema
diferencial auténomo haciendo el cambio de variables usual, se obtiene

=y
{ Y = —g(z.y)y — h(z) ~ (3.18)

El teorema que se presenta a continuacién garantiza la existencia de un ciclo en el
mapa de fases del sistema asociado a la ecuacién (3.17), pero no aporta informacién sobre
la unicidad ni sobre si este ciclo es un ciclo limite o no, como ocurria en el caso del Teorema
de Liénard 3.3. Para la demostracion de este teorema se ha empleado [9], y es consecuencia
del Teorema de Poincaré-Bendixson (Teorema 2.15) estudiado en el Capitulo 2.

Teorema 3.7 El sistema (3.18) asociado a la ecuacion diferencial "+ g(z, z')a’ +h(x) =
0, donde g : R?> > R y h : R — R son funciones continuas, tiene al menos un ciclo bajo

las siguientes condiciones:
1. Eziste a > 0 tal que g(z,y) > 0 cuando x> + y* > a?,
2. g(0,0) < 0 (por tanto al ser g continua g(z,y) < 0 en un entorno del origen),
3. h(0) =0, h(x) > 0 cuando x > 0 y h(x) <0 cuando = < 0,
4. H(z) := §; h(u)du tiende a infinito cuando x tiende a infinito.

Demostraciéon. En primer lugar, se analizan los puntos criticos del sistema dado por la
ecuacién (3.18) y bajo las condiciones enumeradas. Para que un punto (z,y) € R? sea
un punto critico, la primera ecuaciéon impone la condicién y = 0. Por otra parte por la
segunda ecuacién, imponiendo la condiciéon que se ha obtenido de la primera y = 0, se
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tiene que se debe cumplir h(x) = 0. Por la hipétesis 3 en cuanto al comportamiento de la
funcién h, esto sélo se cumple en & = 0, y por tanto el Gnico punto critico del sistema es
el origen.

1
Se considera ahora la funcién e(x,y) = ~y? + H(x). Esta funcién representa la energia

del sistema, donde el primer sumando corresponde a la energia cinética y el segundo a la
energia potencial, cuando se considera que las ecuaciones modelan el movimiento de una
particula sometida a fuerzas externas. Claramente H(0) = 0 por cémo estd definida esta
funcién. Se analiza a continuacién el comportamiento de H cuando z # 0.

Si & > 0, se considera un = = b > 0. Entonces H(b) = SS h(u)du > 0 ya que h(xz) > 0
cuando x estd entre 0 y b por la hipdtesis 3. Si x < 0, se considera un z = —b < 0 (con
b > 0). Entonces H(—b) = So_b h(u)du = —S(ib h(u)du > 0 porque h(z) < 0 cuando x
estd entre —b y 0 también por la hipdtesis 3. Asi, H(x) > 0 si x # 0 y por el teorema
fundamental del cdlculo como h es continua H es derivable y se cumple H' = h, por lo que
por la hipdtesis 3 H es estrictamente creciente para x > 0 (y estrictamente decrececiente
para z < 0) y tiende a infinito cuando x tiende a infinito. De esta manera, £(0,0) = 0 y
e(z,y) > 0si (z,y) # (0,0). En otras palabras, ¢ es una funcién definida positiva. Ademas,
es de clase C!' en todo el plano y es estrictamente creciente en cualquier direccién radial
desde el origen.

Se prueba ahora que la familia de curvas e(x,y) = C, con C una constante positiva,
consiste en curvas cerradas simples alrededor del origen en el mapa de fases del siste-
ma auténomo dado por la ecuacién (3.18). Para ello, se considera una curva cualquiera
g(z,y) = C con C > 0 (no puede ser C' < 0 ya que £(z,y) = 0y si C = 0 se tiene un dnico
punto, el origen). Asi, se tiene §y2 + H(z) = C y se puede despejar y?> = 2(C — H(x)).
Por tanto, es necesario que C — H(x) > 0, o lo que es lo mismo, H(x) < C, lo que implica
que la curva ha de estar acotada porque H(x) > 0 si z # 0. Ademds, al cumplirse que
H(x) tiende a infinito cuando x tiende a infinito y teniendo en cuenta la hipétesis 3, se
tiene que H tiene un minimo en x = 0. En consecuencia, la ecuacién H(z) = C tiene
dos soluciones, una negativa x_ y una positiva x4, y el intervalo en el que se cumple
H(z) < Cesxe|r_,z+]|. En ese intervalo y = +4/2(C — H(z)) y por tanto existen dos
ramas (superior e inferior) que son funciones continuas y derivables que se tocan en y = 0
cuando H(x) = C, y la curva e(z,y) = C es simétrica respecto del eje x. Asi, se concluye
que la curva e(x,y) = C' es una curva cerrada simple alrededor del origen para cada C' > 0.
Cuando C' se aproxima a cero la curva se acerca al origen, y cuando C' tiende a infinito la
curva crece en amplitud.

Se fija a continuacién una C' = (' lo suficientemente pequena para que la curva cerrada
simple C; := e(x,y) = C} correspondiente esté contenida en el entorno del origen para el
cual, por la hipétesis 2, g(z,y) < 0 en todos los puntos de dicho entorno. Esta situacién
se puede observar en la Figura 3.9. Se considera una trayectoria I" que pasa por un punto
de Cy, y se puede calcular la derivada temporal de e(x,y) en I.

dg(;t’ 2 ycc% + h(x)%f =yy + h(z)a’ =
= y(—g(z,n)y — h(x)) + h(z)y = —g(z,y)y* — h(z)y + h(x)y = —y°g(z,y)
(3.19)

De esta manera, segin la ecuacién (3.19) en los puntos de la curva Cq, ya que en dichos

de(z,y)

puntos se cumple g(z,y) < 0, se tiene que > 0 (salvo en y = 0). Si se considera

la trayectoria I' que pasa por un punto de C; para el cual y # 0, entonces en ese punto
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Figura 3.9: Curvas cerradas simples C; y Cs.

ds(dx,y) > 0 y el sistema adquiere energia (consultar [9] para mds detalles), de forma
que% sale de C; en direccién creciente (radialmente desde el origen) y estd contenida en
el exterior de C; para tiempos posteriores. En otras palabras, la trayectoria I' se mueve
cruzando curvas cerradas e(z,y) = C de constante creciente C' > 0, y no puede entrar en
el interior de C; en tiempos posteriores porque para eso tendria que cruzar algunas curvas
de@,9) 4 on

e(x,y) = C de constante decreciente C' > 0, lo que es imposible porque 7

todas las curvas cercanas a Cq, ademas de en C;.

De manera analoga, se fija una C' = Cy de modo que la correspondiente curva cerrada
simple Co := £(x,7) = Co esté contenida en el exterior de la circunferencia 22 + y? = a?
dada por la hipdtesis 1, como se representa en la Figura 3.9. Entonces debido a la misma
hipétesis se tiene que g(x,y) > 0 en todos los puntos de la curva Ca. De esta forma, por la

de(z,y)

ecuacién (3.19) en dichos puntos se cumple —a =< 0 (salvo en y = 0) y por tanto si se

considera una trayectoria I'' que pasa por un punto de Co para el cual y # 0, entonces en

de(z,y)

ese punto ———> < 0 y el sistema pierde energia, por lo que I se mueve cruzando curvas

e(z,y) = C de constante decreciente C' > 0 (o I' es tangente a Co si y = 0 y se conserva
la energia). Asi, T estd contenida en el interior de Cy para cualquier tiempo posterior y
no puede entrar en el exterior de Co porque entonces cruzaria algunas curvas e(x,y) = C
de(,y)

L < 0 en todas las curvas

de constante creciente C > 0, lo que es imposible ya que
cercanas a Cg, ademas de en la propia Cs.

Por ultimo, considerando el conjunto compacto delimitado por las curvas C; y Cs, en
este conjunto no hay puntos criticos del sistema ya que el origen es el Unico existente
y una vez que una trayectoria entra en él ya no puede salir, por lo que se mantiene en
él indefinidamente y en consecuencia la trayectoria considerada es acotada. Asi, por el
Teorema de Poincaré-Bendixson 2.15, se tiene que la trayectoria es un ciclo o que su
conjunto w-limite lo es, por lo que en cualquiera de las dos situaciones existe un ciclo en
el mapa de fases y se concluye la demostracion del teorema. ]

Asi, el Teorema 3.7 puede interpretarse de la siguiente manera. En un entorno del
origen el coeficiente de amortiguamiento, modelado por la funcién g, es negativo, por lo
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que las trayectorias se alejan del origen radialmente ya que el sistema adquiere energia. Sin
embargo, en puntos mas alejados del origen el coeficiente de amortiguamiento dado por la
funcién g se vuelve positivo, por lo que las trayectorias se acercan al origen radialmente
porque el sistema pierde energia. Entre esas dos regiones, por lo tanto, ha de existir
una trayectoria que sea un ciclo. Para clarificar lo establecido por el Teorema 3.7, se
proporcionan dos ejemplos de ecuaciones de la forma dada en la ecuacién (3.17) en los
que se verifican las hipétesis de dicho teorema y en consecuencia se puede asegurar la
existencia de al menos un ciclo en el mapa de fases de su sistema asociado.

Ejemplo 3.8 Se considera la ecuacion diferencial
o+ (Jz] + [2'] — Da’ + 2]z[ =0

y se va a demostrar que el sistema asociado tiene al menos un ciclo en su mapa de fases.
FEl sistema equivalente asociado a dicha ecuacion, obtenido con el cambio de variables
usual, es

=y
U2 el bl = el (320

Para ello, se comprueba que la ecuacion cumple las hipotesis del Teorema 3.7. En
primer lugar, se tiene que las funciones g y h de la ecuacion (3.17) son en este caso
g(z,2") = |z| + |2'| — 1 y h(z) = z|z|, por lo que trivialmente son continuas (g en R? y h
en R). Ademds, atendiendo a la funcion g, se tiene que los puntos (x,x") del plano en los
que se cumple |z| +|2'| —1 = 0 forman un cuadrado inscrito en la circunferencia centrada
en el origen y de radio 1. Por tanto, en la hipdtesis 1 del Teorema 3.7 se puede considerar
a =1y se tiene que g(z,y) > 0 para x> + y> > 1, por lo que ésta se verifica.

Por otra parte, se tiene g(0,0) = —1 < 0 y asi se cumple también la hipdtesis 2 del
teorema. Ahora, atendiendo a la funcién h(z) = z|x|, se tiene h(0) = 0 y h(z) = 2% > 0
cuando x > 0 y h(z) = —2% < 0 cuando x < 0, por lo que se verifica también la hipdtesis

8 del Teorema 3.7. Por tltimo, integrando se obtiene la funcion

stx =0

w8,

H(z) = J ulu| du = P
0 -5 sz <0,

que claramente tiende a infinito cuando x tiende a infinito. Por lo tanto, se verifica la
hipotesis 4 del Teorema 3.7, con lo que se cumplen todas las hipotesis de dicho teorema,
y se concluye que eziste al menos un ciclo en el mapa de fases del sistema (3.20). En
concreto, para esta ecuacion existe un unico ciclo, el cual se puede observar en la Figura
3.10.

Cabe serialar que atendiendo a la demostracion del Teorema 3.7 se puede encontrar
una region compacta en la que esté contenido el ciclo en el mapa de fases. Dicha region
viene delimitada por curvas de la forma

1 |3
e(x,y) = §y2 + |3 =C,

donde C' es una constante positiva. Para encontrar constantes C1, Cy tales que las corres-
pondientes curvas definan una region compacta que contiene al ciclo, basta con conside-
L, |z K

rar C1 de forma que la curva §y + 5T C1 esté en el interior de la region cerrada
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e

1
R:{(x,y) e R?: |z| + |y| — 1 = 0} y C de forma que la curva §y2 + % = Cy esté en

de(z,y)

el exterior de la misma region. Esto se debe a la ecuacion (3.19), ya que g >0 en

d
el interior de R y a?(;,y) < 0 en su exterior (siy # 0). Tomando C1 =0.1 y Cy =1

se tienen las curvas cerradas con las caracteristicas descritas, y en consecuencia el ciclo
ha de estar contenido en la region compacta delimitada por ambas. Esto puede observar-
se en la Figura 5.10, donde el cuadrado azul se corresponde con la region R (que no es
una trayectoria del sistema), las curvas cerradas azules se corresponden con las curvas
e(z,y) = C1 ye(z,y) = Cy (las cuales tampoco son trayectorias) y la curva cerrada verde
se corresponde con el ciclo.

LA T NI N
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q#r

[

15

Figura 3.10: Mapa de fases del sistema (3.20).

Cabe senalar que, como puede apreciarse en la Figura 3.10, el ciclo existente en el
sistema es ademds ciclo limite asintoticamente estable porque tanto las trayectorias de su
exterior como de su interior tienden a él. Sin embargo, esto mo ocurre siempre puesto
que el Teorema 3.7 solo asequra la existencia de al menos un ciclo, no de un ciclo limite
asintoticamente estable.

En el Ejemplo 3.8 la ecuacién estudiada cumple las hipotesis del Teorema 3.7 y el
sistema tiene un unico ciclo, pero puede darse el caso de que una cierta ecuacién también
cumpla dichas hipdtesis pero el sistema asociado tenga més de un ciclo en su mapa de
fases, porque el Teorema 3.7 asegura la existencia de al menos un ciclo pero no establece
que éste sea unico. En el Ejemplo 3.9 presentado a continuacién, se da el hecho de que el
sistema de la ecuacién analizada tiene en concreto tres ciclos en su mapa de fases.

Ejemplo 3.9 Se considera la ecuacion diferencial
o’ (2?2?12 + 2 - 2) (2 + 2 -3’ 2 =0 (3.21)

y se va a demostrar que el sistema asociado

=y
{ Y= (2t - )@+~ +y? By —z (3:22)
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tiene al menos un ciclo en su mapa de fases.

Para ello, al igual que en el ejemplo precedente, se prueba que la ecuacion verifica
todas las hipdtesis del Teorema 3.7. En primer lugar, se tiene que las funciones g(x,x') =
(22 + 2 — 1)(2% + 2" — 2)(2® + 2% — 3) y h(x) = x son claramente continuas. Ahora,
para ver que se cumple la hipdtesis 1, hay que encontrar a > 0 tal que g(x,y) > 0 cuando
22 4+ 9% > a?. Atendiendo a la expresion de la funcidn g, si se considera a = /3 entonces
los tres factores cuyo producto conforman esta funcion son positivos en x> + y? > 3,
por lo que se tiene g(x,y) > 0 en dicha region y se verifica esta hipdtesis. Claramente
9(0,0) = —6 < 0, por lo que también se cumple la hipétesis 2 del Teorema 3.7. Ahora,
considerando la funcidn h(x) = x, se tiene que h(0) = 0, h(z) = z > 0 cuando x > 0 y
h(z) = x <0 cuando = < 0, con lo que se tiene también la hipdtesis 3 de dicho teorema.

2
x
Falta verificar la hipdtesis 4, pero ésta se cumple porque H(x) = Sg udu = 5 ue tiende

a infinito cuando x tiende a infinito. De esta manera, las funciones g y h verifican todas
las hipdtesis del Teorema 3.7 y se concluye que el sistema (3.22) asociado a la ecuacion
(3.21) tiene al menos un ciclo en su mapa de fases.

Puede hacerse un estudio analitico de los ciclos existentes en el sistema mediante el
cambio de coordenadas a coordenadas polares dado por r’ = xa' +yy yr20 = —z'y+y'x.
Con este cambio de variables se obtiene el sistema

{ = —(r?-1)(r? - 2)(r? — 3)rsen?0

0 =—1—(r>—=1)(r*—2)(r?> — 3) cosfsen (3.23)

Analizando las expresiones de v’ y @', si se tomar = 1, r = v/2 o r = 1/3 se obtiene
que ' = 0 y 0 = —1, por lo que para esos valores el radio va a ser constante indepen-
dientemente del angulo 6 ya que 8 = —t + C con C una constante real y en consecuencia
tiende a menos infinito. Por lo tanto, para v = 1, 1 = /2 y r = \/3 existe un ciclo en
el mapa de fases, y asi en este caso existen tres ciclos. De esta forma, se da un ejemplo
de ecuacion que verifica el Teorema 3.7 y cuyo sistema asociado tiene mds de un ciclo en
su mapa de fases, mostrando que este teorema no implica la unicidad de ciclos. El mapa
de fases del sistema, en el que se pueden observar los tres ciclos existentes (en azul), se
representa en la Figura 5.11.

Figura 3.11: Mapa de fases del sistema (3.22).
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