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Resumen

Una variedad diferenciable se dice homogénea si para cualquier par de puntos de la variedad
existe un difeomorfismo que lleva uno en el otro. En este trabajo veremos que una definiciéon
tan intuitiva de homogeneidad da lugar a una estructura matematica rica y profunda. En
particular, veremos que toda variedad homogénea es un cociente de grupos de Lie, y que
eso permite verlas como la base de un fibrado principal.

Palabras clave: Variedades homogéneas, fibrados principales, grupos de Lie, algebras de
Lie, fibracion de Hopf.

Abstract

A differentiable manifold is said to be homogeneous if for any pair of points in the manifold
there exists a diffeomorphism that maps one into the other. In this work we will see that
such an intuitive definition of homogeneity leads to a rich and profound mathematical
structure. In particular, we will see that every homogeneous manifold is a quotient of Lie
groups, and that this allows us to view them as the base of a principal bundle.

Keywords: Homogeneous manifolds, principal bundles, Lie groups, Lie algebras, Hopf
fibration.
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Introduccion

La geometria diferencial nos proporciona herramientas para describir y estudiar es-
tructuras suaves. Desde sus origenes en el estudio de curvas y superficies, ha crecido
hasta convertirse en una rama fundamental de las matematicas, que conecta el algebra,
la topologia y el andlisis. En el presente trabajo exploraremos uno de los encuentros mas
fascinantes de la geometria diferencial: las variedades homogéneas y su relaciéon con los
fibrados principales.

Se atribuye la primera instancia de la palabra fibra a Seifert en 1933, quien introdujo
el término faserraum, o espacio fibrado. Aunque no formul6 la teoria moderna de fibrados,
definio lo que hoy en dia llamariamos fibrados de circunferencias. No fue hasta 1935 cuan-
do Whitney introdujo la nocién de fibrado en el sentido moderno. Los fibrados son una
construcciéon matematica que permite estudiar espacios topoldgicos que son localmente
iguales a un espacio producto, pero que no lo son globalmente. Los actores principales
son el espacio base y el espacio fibra, el fibrado no es mas que una variedad en la que
localmente los entornos son producto de estos dos espacios, y por tanto podemos verlo
como una parametrizacién del espacio fibra por un espacio base. Sin embargo, Whitney
introdujo la idea pensando en lo que hoy en dia llamariamos fibrados vectoriales. No fue
hasta 1950 que aparecié un nombre clave: Charles Ehresmann. Ehresmann generalizé la
idea de Whitney incorporando una acciéon de un grupo de Lie libre y transitiva sobre las
fibras. Ahora las el fibras no son espacios “pegados” sobre una base, sino que tienen una
estructura de érbitas. Los fibrados principales fueron asi introducidos por Ehresmann co-
mo una generalizacién del trabajo de Whitney en Les connexions infinitésimales dans un
espace fibré différentiable. en 1950.

Un ejemplo intuitivo de esta construccién es el cilindro, en el que las fibras son las
circunferencias y el espacio base es la recta real. La circunferencia, como grupo de Lie
que es, actua libre y transitivamente sobre las fibras, y cada entorno es localmente un
producto de un entorno de la recta con una circunferencia. La idea de Ehresmann fue
consolidada por Kobayashi y Nomizu en 1963, y posteriormente, en los afios 60-70, ha
influido fuertemente en teorias fisicas modernas como las teorias gauge, donde Yang y Wu
interpretaron los campos gauge como conexiones en fibrados principales.

Por su lado, el origen exacto de las variedades homogéneas es mas dificil de rastrear.
La idea intuitiva detras de estas estructuras es que son variedades diferenciables cuyos
puntos son “equivalentes”. Un ejemplo clésico es la esfera S?, que tiene todos sus puntos
indistinguibles unos de otros. Dado un punto de la esfera, podemos girar la esfera de forma
que vayamos a cualquier otro punto. Esta idea intuitiva de que todos los puntos sean
indistinguibles o equivalentes va ligada a la intuiciéon geométrica de que estas variedades
son altamente simétricas. Debido a la sencillez de esta nocién, no es de extranar que
aparezca practicamente desde el inicio de la geometria. Ya en la Antigua Grecia, aun no
teniendo un lenguaje matematico formal como el actual ni haber desarrollado las teorias
de variedades o grupos de Lie, la idea de formas o cuerpos simétricos era sumamente



2 INTRODUCCION

atractiva, hasta el punto de que Platén las consideraba como los cuerpos fundamentales
del universo.

La teoria moderna de las variedades homogéneas se desarrollo casi paralela a la de los
grupos de Lie y los fibrados principales. A finales del siglo XIX, Felix Klein introdujo la
idea de grupos de transformacion y el pensar en geometrias como espacios sobre los que
actian estos grupos. Esta idea fue la que inspiré a Lie para desarrollar su teoria de grupos, y
posteriormente, fue Cartan en el siglo XX quien impulsé el estudio de espacios homogéneos
con estructura diferenciable. Cartan se centré en el estudio de espacios simétricos, que son
un caso particular de variedades homogéneas. Siguiendo la intuicién de Klein, e incluyendo
la teoria de grupos de Lie, Cartan estudié los espacios de la forma G/H, donde G es un
grupo de Lie y H es un subgrupo cerrado de G. Esta tltima es la formulacién moderna
de las variedades homogéneas.

El objetivo de este trabajo es explorar el papel de las variedades homogéneas en el
marco de la teoria de fibrados principales. En particular, veremos cémo toda variedad
homogénea de la forma G/H puede ser vista como la variedad base de un fibrado principal
con grupo estructural H. Este enfoque nos permitira entender las variedades homogéneas
como variedades que heredan la simetria de G desde un punto de vista estructural, y como
el subgrupo H actia sobre las fibras del fibrado.

El trabajo ha sido estructurado en tres capitulos. En el primero, se presentan los co-
nocimientos previos necesarios para el desarrollo de la teoria, incluyendo definiciones y
resultados basicos de la teoria de variedades diferenciables, de grupos de Lie y &dlgebras
de Lie. En el segundo capitulo, se introduce la teoria de fibrados principales y se exponen
varios ejemplos, poniendo especial atencién en un caso histérico: la fibracién de Hopf. Fi-
nalmente, en el tercer capitulo, se estudian las variedades homogéneas, viendo la definicién
y ejemplos, y se acompana de resultados sobre la estructura simétrica de estas variedades,
concluyendo con la demostracién de que toda variedad homogénea de la forma G/H es la
base de un fibrado principal con grupo estructural H. A lo largo de la memoria se ha ido
presentando y trabajando una selecciéon de ejemplos que se ha ido revisitando a medida
que se introducia nueva teoria.

Este trabajo se apoya en diversas fuentes para la redacciéon del mismo. Se han seguido
tanto apuntes de asignaturas del grado, como libros de texto y articulos de investigacion.
De entre las fuentes, destacan por su importancia los apuntes de Fernando Etayo ([3]) y
de Luis Miguel Pardo ([7]), asi como los libros de Lee ([5]), de Kobayashi y Nomizu ([4]) y
de Warner ([8]). Parte de las demostraciones se han reproducido y reinterpretado a partir
de estas referencias, mientras que otras se han desarrollado de forma original. La seleccién
de ejemplos y la organizacién del contenido reflejan un enfoque personal orientado a la
claridad y la conexién entre ideas.






Capitulo 1

Preliminares

Esta seccién tiene como objetivo hacer un pequeno repaso de algunos conceptos que
se creeran necesarios para el desarrollo de la teoria a exponer. Se presentaran nociones
que pueden ya ser conocidas por el lector, dado que se pueden tratar en asignaturas del
grado, pero que se consideran necesarias para la comprensién de la teoria de fibrados
principales y variedades homogéneas. Al mismo tiempo, se darédn por conocidas a lo largo
del trabajo algunas definiciones y resultados que se consideran bésicos, como podrian ser la
definicion de homeomorfismo y algunos resultados de la Topologia General; la definicion
de espacio vectorial, grupo u homomorfismo de grupos, entre las nociones de Algebra
Lineal y Estructuras Algebraicas; o las definiciones de continuidad y diferenciabilidad de
aplicaciones o resultados como el Teorema de la Funcién Inversa del Anélisis.

Sin mas dilacién, se presentan algunas definiciones y resultados que seran utiles en el
desarrollo de la teoria. Para esta seccién se han seguido principalmente las referencias [3]
y [5] para lo relativo a las variedades y [7] para lo relativo al algebra.

1.1. Variedades Diferenciables

Existen numerosas definiciones de variedad diferenciable, en algunos contextos algunas
de ellas son equivalentes, pero en este caso, por no ser este trabajo una introduccién a la
teoria de variedades ni gozarse del tiempo suficiente, se opta por la definicién que mas se
ajusta a la teoria que vamos a trabajar:

Definicién 1.1. Sea M un conjunto no vacio.

» Se llama carta a una aplicacion x : U — R™ inyectiva y tal que x(U) es abierto en
R™.

» Se llama atlas C™ sobre M a una familia A de cartas cuyos dominios recubren
todo M vy tales que las cartas sean compatibles dos a dos. Esto es, si x : U — R" e
y:V = R" son cartas de A cuyos dominios tienen interseccién no vacia, entonces
z(UNV) ey(UNV) son abiertos en R™ y la aplicacion yox=! : x(UNV) — y(UNV)
es un difeomorfismo. Esta composicion se denomina cambio de cartas.

= Dos atlas A y B se dicen equivalentes si AU B es un atlas C*°. Un atlas C*° se
dice maximal si lo es para la inclusion.

s Una variedad diferenciable es un conjunto M equipado con un atlas C°° mazimal.
La dimension de la variedad es la dimension de R™ de las cartas que la componen.

Sélo consideraremos variedades de dimensién finita y mayor o igual que uno, pues estas
son las que reflejan la idea intuitiva de lo que es una variedad diferenciable. Es algunos
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1.1. VARIEDADES DIFERENCIABLES )

casos, haremos la excepcion de considerar variedades de dimensién 0, variedades discretas,
pero no en general.

= (U NV) y (UNV)

Figura 1.1: Cambio de cartas. Imagen tomada de [3] y ajustada para coincidir en notacion.

Esta definicién es muy general y permite definir variedades diferenciables desde las
variedades abstractas. Por ejemplo, la recta con origen doble, M = (R\{0})U{p, ¢}, es una
variedad diferenciable bajo esta definicién, pues podemos definir un atlas con dos cartas:
z: (R\{0})U{p} — R, donde z(t) =t parat € R\ {0}, z(p) =0ey: (R\{0})U{q¢} = R,
donde y(t) =t para t € R\ {0}, y(¢) = 0. Sin embargo, no goza de propiedades buenas,
como la de ser un espacio topoldgico Hausdorff, aunque para eso hay que definir primero
una topologia sobre la variedad. Recordamos por lo tanto algunos conceptos bésicos de
topologia general.

Definicién 1.2. Sea M un conjunto no vacio. Se dice que (M,T) es un espacio to-
polégico si T es una coleccion de subconjuntos de M que cumple:

1. M y 0 estin en T.
2. Si A; € T para todo i € I, entonces J;c; Ai €T.
3. Si A; € T para todo i € {1,...,k}, entonces ﬂle A, eT.

T se llama topologia en M. Los elementos de T se llaman abiertos y sus complementa-
rios cerrados.
Se llama base de una topologia a una coleccion B de subconjuntos de M tal que:

1. Para todo p € M, existe un B € B tal que p € B. Luego B recubre M.
2. Si B1,Bs € B ype€ BN By, entonces existe un By € B tal que p € Bs C B1 N Ba.

Dados un espacio topolégico (M, T) y un conjunto U C M, se define la topologia
inducida (o de subespacio) Ty como la coleccion de intersecciones de los abiertos de T

con U, es decir, Ty ={UNA: AeT}.

Se puede demostrar que toda base de una topologia genera una topologia, siendo
T = {0, M, Uier.Ben B;}, y por tanto los elementos de la base son abiertos de la topologia.
El siguiente resultado nos permitira definir una topologia sobre una variedad diferenciable.
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Proposicién 1.3. Sea z : U — R™ wuna carta de una variedad diferenciable M, con
UCM. SiW CU es un subconjunto de forma que x(W) es abierto en R™, entonces x|w
es también una carta de M.

Se introduce finalmente la topologia de la variedad diferenciable M como la topologia
generada por las cartas:

Proposicién 1.4. La coleccion de dominios de las cartas de un atlas mazximal C* sobre
M es una base de una topologia en M.

Con esta topologia, las cartas seran homeomorfismos sobre su imagen, pues son biyec-
tivas por definicion. Para ver que son continuas basta ver que dado un conjunto abierto
V CR", 2(U)NV es abierto en z(U), donde U es el dominio de la carta x. Por tanto,
W =25V na(U)) es abierto en U, y por la localizacién de las cartas x|y es una carta,
luego W es abierto en M y x es continua. De forma similar, si W C U es abierto en M, en-
tonces se puede escribir como unién de abiertos basicos, dominios de cartas, W = (J;c; Ui,
y por lo tanto z(W) = U;cr z(U;). Si vemos que z(U;) es abierto, hemos terminado. Pa-
ra ello, sea y : U; — R™ una carta cuyo dominio es el abierto basico U;, tenemos que
UNU; = U; y que el cambio de cartas y oz~ ! : 2(U;) — y(U;) es un difeomorfismo luego
como y(U;) es abierto por definicién de carta, 2(U;) es abierto, y como consecuencia (W)
también, luego x es abierta. Por lo tanto, las cartas son homeomorfismos.

Con esta definicién de topologia en la variedad, podemos ya ver algunas de las pro-
piedades convenientes que se esperan de una variedad diferenciable “buena”. Repasamos
por lo tanto algunas definiciones de topologia general: los axiomas de separacién y de
numerabilidad.

Definicién 1.5. Sea (M,T) un espacio topolégico. Se dice que verifica

1. El axioma Ty si para todo par de puntos distintos p,q € M existe un abierto U € T
tal quep e U yq ¢ U, o un abierto Ve T tal queqeV yp ¢ V.

2. El axioma T} si para todo par de puntos distintos p,q € M existen abiertos U,V € T
tales quep e U, q¢ U, qeV ype¢ V.

3. El axioma Ty o de Hausdorff si para todo par de puntos distintos p,q € M existen
abiertos U,V € T tales que UNV =0, peU yqeV.

Para entender bien los axiomas de numerabilidad, es necesario recordar también qué
es una base de entornos.

Definicion 1.6. Un entorno E de un punto p € M es un conjunto tal que existe un

abierto U € T conp € U C E. Se llama base de entornos de p a una coleccion {E;} de

entornos de p tal que para todo abierto U que contenga a p, existe un E; conp € E; CU.
Por lo tanto, un espacio topoldgico (M, T) verifica

1. El primer azioma de numerabilidad (I.A.N.) si cada punto p € M tiene una base de
entornos numerable.

2. El sequndo azioma de numerabilidad (II.A.N.) si la topologia T tiene una base
numerable.

Se puede verificar que con la definicién de variedad diferenciable introducida, a partir
de las variedades abstractas, se cumple que las variedades diferenciables son espacios to-
polégicos que verifican los axiomas 17 y I.A.N.. Sin embargo, Whitney demostr6 en 1936
que las variedades diferenciables de dimension n que verifican los axiomas 1o y I1.A.N. se
pueden ser inmersas en R?"*! coincidiendo en tal caso su topologia con la topologia de
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subespacio. No sélo eso, sino que ademas, las variedades que cumplan estas dos condicio-
nes seran también metrizables, es decir, se puede definir una métrica sobre ellas que las
haga ser espacios topolégicos con la misma topologia que tenia en primer lugar. También
seran espacios paracompactos, admitiran particiones diferenciables de la unidad, etc. En
definitiva, seran las variables con propiedades “deseables”.

A partir de ahora, todas las variedades diferenciables que se
consideren seran espacios Hausdorff y que cumplan el
II.A.N., aunque no se diga explicitamente.

Para concluir esta seccién, introduciremos la nocién de aplicaciéon diferenciable entre
variedades diferenciables, campos vectoriales y aplicacion tangente, que serdn fundamenta-
les para definir fibrados principales. Se hara una pequena diferencia entre las aplicaciones
que tomen valores en R y las que tomen valores en otras variedades diferenciables, se reser-
vard el término funcién (diferenciable) para las aplicaciones del primer tipo, y se utilizara
el término aplicacién diferenciable para las del segundo.

La nocién de diferenciabilidad de una aplicacion entre variedades se dard empleando
las cartas, que nos permiten definir las aplicaciones (localmente) como aplicaciones entre
espacios euclideos, y la nocién de diferenciabilidad serd aquella del andlisis. Veamoslo
formalmente:

Definicion 1.7. Sean M una variedad diferenciable y f : M — R una aplicacién. Diremos
que f es una funcion diferenciable en p € M si para toda carta x : M — R”™ tal que
p € U, con U el dominio de x, la composicién f o x~! es diferenciable en x(p) € R™.
Adicionalmente, se dice que f es una funcién diferenciable si es diferenciable en todo
punto de M.

De forma similar, si f : M — N es una aplicacion entre variedades diferenciables
M y N, diremos que [ es diferenciable en p € M si para toda carta x : M — R" tal
que p € U, con U el dominio de x, y toda carta y : N — R™ tal que f(p) € V, con
V el dominio de y, la composicion yo fox~! es diferenciable en x(p) € R™. Y, se dice
que f es una aplicacion diferenciable si es diferenciable en todo punto de M. Ademds,
llamaremos difeomorfismo a una aplicacion diferenciable f : M — N biyectiva tal que
su inversa también es diferenciable.

Se puede demostrar que el producto cartesiano de variedades diferenciables es también
una variedad diferenciable (Ver [3], Teorema 1.13), y en tal caso, una aplicacién que vaya
de M en Ny x Ns es diferenciable si y s6lo si lo es en cada una de sus componentes.

Los difeomorfismos seran especialmente importantes, pues nos permitiran identificar
variedades diferenciables, ver dos variedades diferenciables como equivalentes. En ocasiones
consideraremos también difeomorfismo locales, esto es, aquellas aplicaciones diferenciables
que son difeomorfismos restringidas a un entorno de un punto, para todo punto. En el
caso de las variedades diferenciables, las cartas son difeomorfismos, luego todo entorno de
un punto p € M es como un entorno de un espacio euclideo en este sentido.

Denotamos por §F(M) el espacio de funciones diferenciables definidas en M. F(M) es
un anillo con las operaciones de suma y producto de funciones.

Definicién 1.8. Sea M una variedad diferenciable. Un campo vectorial sobre M es una
aplicacion
X §(M) — §(M)

de modo que se verifica queda

» X(af +8g9)=aX(f)+8X(g9),Vf,g€F(M) ya,p €R. (R-linealidad)
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= X(fg) = fX(9) +9X(f), Vf, g €F(M). (Regla de Leibniz)

Se denota por X(M) el conjunto de campos vectoriales sobre M.
Definimos el corchete de Lie de campos vectoriales como la operacion binaria

(X, Y](f) = X(Y(f)) = Y (X(F))

para todo f € F(M), y X,Y € X(M). Una comprobacion sencilla muestra que [ X,Y] €
X(M), esto es, R-lineal y verifica la regla de Leibniz. Ademds, verifica que es antisimétrico,
[(X,Y] = —[Y, X], la identidad de Jacobi, [X,[Y,Z]| + [Y,[Z,X]]| + [Z,[X,Y]] =0, y que
es aditivo, [X +Y,Z) = [X, Z] + [Y, Z] para todo X,Y,Z € X(M).

Liamaremos vector tangente en p € M a una derivacion en p, esto es, una aplicacion
lineal X, : §(M) — R tal que se verifica

Xp(fg) = f(p)Xp(9) + 9(0) Xp(f), VYf,g€F(M).

El conjunto de todas las derivaciones de §(M) en p se denota por T,M y se llama espacio
tangente en p. La dimension del espacio tangente es la misma que la de la variedad M.

Dada una aplicacién diferenciable f : M — N entre variedades diferenciables, quere-
mos saber como se comporta un vector dado del espacio tangente en un punto p € M bajo
la aplicacién f. Para ello, definimos la aplicacién tangente asociada a f.

Definiciéon 1.9. Sean M y N wvariedades diferenciables y f : M — N wuna aplicacion
diferenciable. La aplicacion tangente asociada a f se define, dado un vector tangente
en p, Xp, y una funcion diferenciable g € F(N), como

f* : TpM — Tf(p)N
Xp = (f+Xp)(9) = Xp(g0 f)

Siendo rigurosos, la aplicacién diferencial es una derivacién en un punto. Como el punto
dado estara claro por el contexto, de forma general no lo escribiremos.

Se definen a continuaciéon algunas aplicaciones diferenciables que seran tutiles en el
desarrollo de la teoria de variedades y por consiguiente en la de fibrados principales y
variedades homogéneas.

Definiciéon 1.10. Sean M y N wvariedades diferenciables y f : M — N una aplicacion
diferenciable. Se dice que

= f es una inmersion si f. es inyectiva para todo p € M.

s [ es una submersion si f. es sobreyectiva para todo p € M.

s f es una embedding si f es una inmersion y ademds [ es inyectiva.

= M es una subvariedad de N si M C N y la inclusion i : M — N es una inmersion.

Obsérvese que se utiliza la palabra inglesa embedding para referirse a la inmersion
inyectiva, pues es un término comun en la literatura, generalmente anglosajona, y se
distingue de la inmersién (immersion frente a embedding).

Una propiedad importante que necesitaremos méas adelante es que la aplicacién tan-
gente tiene caracter de funtor covariante, esto es que si tenemos f: M - Ny g: N — P
aplicaciones diferenciables y p € M, entonces (g o f)« = gs o fu : T)M — Ty Py
(Idp)e =1 dr,nM- Ademas, si f es un difeomorfismo, entonces f, es un isomorfismo lineal
para todo p € M (Ver [5], Proposicién 3.6)
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1.2. Grupos de Lie

La idea intuitiva de los grupos de Lie es la de un grupo que tiene una estructura
de variedad diferenciable, y que las operaciones de grupo, multiplicacién e inversa, son
diferenciables. Estos grupos son un caso particular de los grupos topoldgicos, en los que
las operaciones de grupo deben ser continuas en el espacio topolégico que define al grupo.
Esta idea se formaliza en la siguiente definicién.

Definiciéon 1.11. Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable equipada con dos
operaciones de grupo: la multiplicacion p: G x G — G tal que p(z,y) = zy, y la inversa
t: G — G tal que (x) = 71, y tales que son diferenciables como aplicaciones entre

variedades de G x G en G.

La dimension de G es la dimension de la variedad diferenciable subyacente.

Las dos condiciones de diferenciabilidad en la definicién anterior son equivalentes a
que la aplicacién a(z,y) = 2~y sea diferenciable como aplicacién de G x G en G.

Ejemplo 1.12. Algunos ejemplos de grupos de Lie son:

1. (R™,+) es el grupo de traslaciones en R™. Como variedad, tiene una carta glo-
bal dada por la identidad. Un elemento de este grupo es un vector v € R", y se
corresponde con la traslacion x — x + v.

2. La circunferencia S' vista como los complejos de norma 1 es un grupo de Lie con
la multiplicacion de complejos.

Como espacios vectoriales, R? y C son isomorfos, pero ademds podemos definir varias
operaciones sobre C. Para que se dé la estructura de espacio vectorial (real) de C,
necesitamos definir la suma de vectores, numeros complejos, y multiplicacion por
escalares, pero podemos hacerlo facilmente con la estructura de espacio vectorial de
R2. Identificando el vector (a,b) con el niimero complejo a+bi, tenemos las siguientes
operaciones internas:

+:R%? x R? - R?
((a,b) =a+bi,(¢c,d) =c+di)— (a+c,b+d)=(a+c)+ (b+d)i
R : R x R? - R?
(A, (a,b)) — (Aa, \b)

Estas propiedades se corresponden con las propiedades de la suma y el producto por
escalares en C, por lo que C es un espacio vectorial sobre R. Ademds, podemos
constderar una multiplicacion de numeros complejos:

1 R? x R —» R?
((a,b) = a+bi,(c,d) = c+ di) — (ac — bd, ad + bc) = (ac — bd) + (ad + be)i

Con esta 4iltima operacion y la primera, (C,+,-) = (R?,+,-) tiene estructura de
cuerpo al igual que R. Un conjunto que cuenta con operactones, de aditividad, pro-
ducto y multiplicacion por escalar, se llama dlgebra sobre un cuerpo, o simplemente
dlgebra. En este caso, C es un dlgebra conmutativa sobre R, y ademds, es un dlgebra
normada, con la norma del espacio vectorial R?. De la misma forma, R es un dlgebra
normada, conmutativa y real sobre R.

La norma euclidea en R? la podemos dar por |(a,b)| = va? + b2, pero en C podemos
hacerlo a partir de la multiplicacion de nimeros complejos, |z| = 'z -Z = Va2 + b2,
donde Z = a — bi es el conjugado de z = a + bi. FEsto permite que el producto de
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nimeros complejos sea compatible con la norma, es decir, |z1z2| = |z1||z2| para todo
21,29 € C. Y por lo tanto, el producto de dos complejos de norma 1 tiene norma 1,
igual con el inverso de un complejo de norma 1, por lo que S* = {z € C: |z| = 1} es
un grupo para la multiplicacion de complejos. Como la multiplicacion de complejos
es diferenciable, S' es un grupo de Lie. Este grupo es el grupo de rotaciones en el
plano, y como variedad es la circunferencia de radio 1 centrada en el origen.

. La construccion del ejemplo anterior, en la que a partir del dlgebra de los nimeros

reales se construye el dlgebra de los nimeros complejos, es una particularizacion de
la construccion de Cayley-Dickson. Esta construccion permite obtener dlgebras sobre
R de dimension 2", n > 1, a partir de R, siendo C el caso n = 1. FEl siguiente
paso en la construccion es el dlgebra de los cuaterniones, H, que es un dlgebra no
conmutativa de dimension 4 sobre R. En esta dlgebra también podemos dar la norma
de un elemento q = a+ bi + cj + dk como |q| = \/q¢* = Va*q = Va2 + b2 + 2 + d?,
donde q¢* = a — bi — cj — dk es el conjugado de q. Los cuaterniones de norma 1
forman el grupo de Lie S, que es la esfera de dimensién 3 centrada en el origen.

Podria surgir la prequnta de si el proceso de construccion de dlgebras normadas de
Cayley-Dickson nos permite obtener mds grupos de Lie. La respuesta es negativa,
pues en el proceso de duplicacion se van perdiendo propiedades “buenas”, y en parti-
cular, la propiedad de ser asociativa se pierde al pasar de cuaterniones a octoniones.

. El grupo de las matrices ortogonales O(n) = {A € M,(R) : ATA = AAT =

I,} es un grupo con la multiplicacion de matrices. Es el grupo de las matrices que
transforman bases ortonormales en bases ortonormales. En efecto, si A cumple que
ATA = I, entonces dada una base ortonormal {v1,...,v,}, se cumple la siquiente
cadena de igualdades:

<A’UZ‘,AU]‘> = (A’UZ')T(A’U]') = UZ-TATAUJ‘ = UZ-TU]‘ = <’Uz‘,vj> = 5ij;

donde (-,-) denota el producto escalar usual. Luego, la base {Avy,..., Av,} es or-
tonormal. Y, reciprocamente, si A transforma bases ortonormales en bases ortonor-
males, entonces como (Av;, Avj) = 0;;5, y (vi,vj) = &5, donde 6;; es la delta de

Kronecker,
1 sii=j,
0ij = { o
0 sii#j,

se tiene que AT A y la matriz identidad I,, son formas bilineales que actian igqual
sobre una misma base, por lo que son iquales. Ademds, si AT A = I,,, entonces mul-
tiplicando por la izquierda por A y por la derecha por AT se obtiene que AATAAT =
(AAT)2 = AAT, por lo que AAT(AAT — 1) = 0, y como AAT tiene determinan-
te iqual a 1 es invertible, multiplicando por la inversa de AAT por la izquierda se
tiene que AAT = I,. Ademds, O(n) es una variedad diferenciable de dimension
n(n;l), y no es conexa, tiene dos componentes conexas (Ver [4], Ejemplo 4.2, para
la dimension y [5], Proposicion 21.34, para las componentes conezxas).

. El grupo especial ortogonal SO(n) ={A € O(n) : det A = 1} es un subgrupo de

O(n) y es, de hecho, la componente conexa de la identidad. Estas son las matrices
ortogonales que preservan la orientacion. El caso n = 2, SO(2), tiene dimensidon
1 y coincide con S, antes mencionado. Por otro lado, el caso n = 3, SO(3), tiene
dimension 3. Este 1ltimo tiene como recubrimiento universal a S, que es un recubri-
miento de dos hojas, y por tanto, SO(3) es isomorfo a P3(R), el espacio proyectivo
real tridimensional (Ver [5], Ejercicio 21-21).
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6.

1.3.

El producto cartesiano de grupos de Lie es un grupo de Lie. Si G y H son grupos
de Lie, entonces G X H es una variedad diferenciable, ya que el producto cartesiano
de variedades es una variedad, y la multiplicacion y la inversa son diferenciables por
serlo en cada componente. La dimension de G X H es la suma de las dimensiones de
G y H. En general, para cualquier producto de variedades, la dimension es la suma
de las dimensiones de cada una de las variedades, y por lo tanto, también se cumple
para grupos de Lie (Ver [3], Teorema 1.13).

El cociente de grupos de Lie no es un grupo de Lie en general. Por ejemplo, st
tomamos el cociente de S® por S', obtenemos S%, que veremos que no es un grupo de
Lie. S? es un ejemplo de variedad homogénea. Todos los cocientes de grupos de Lie
son variedades homogéneas, como veremos mds adelante, pero no siempre grupos de
Lie, y su dimension es la diferencia de las dimensiones de los grupos de Lie que se
cocientan.

Acciones de grupo y o6rbitas

Consideremos el plano R? e imaginemos cémo serfa hacerlo girar respecto del origen,
mediante una transformacién del grupo SO(2). Si nos fijamos en un punto concreto dis-
tinto del origen, este punto describird una circunferencia, parecido a las sendas estelares

(star

trails) en el cielo nocturno. Asi, podemos separar el plano en estas circunferencias

concéntricas (mas el origen) y clasificar los puntos del plano segin la circunferencia a la
que pertenecen, esto es, su distancia al origen. Para formalizar este concepto de clasifi-
car el espacio mediante la transformaciéon de sus puntos por un grupo, se introducen las
siguientes definiciones de accién y érbitas.

Figura 1.2: Foto de sendas estelares en el cielo nocturno en Chile. Disponible en [9].

Definiciéon 1.13. Sean G un grupo y X un conjunto no vacio. Se llama accion a iz-
quierda de G en X a una aplicacion

L:GxX—=>X
(9,2) —> g
tal que:
1. L(e,x) = x para todo x € X, donde e es el elemento neutro de G.

2.

L(gh,z) = L(g, L(h,z)) para todo g,h € G y x € X.

De manera andloga, se define la accion a derecha de G en X, cumpliendo propiedades
similares.
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Podemos simplificar la notacién escribiendo L(g,x) = Lgz. De esta forma, las propie-
dades que buscamos son Lex = x y Ly(Lpx) = Lgpx. Y andlogamente para la accién a
derecha con R.x = x y Ry(Rpx) = Rpgu.

Definicion 1.14. Sean G un grupo, X un conjunto no vacio y L : Gx X — X una accion
a izquierda de G sobre X . Sean S un subgrupo de G e Y un subconjunto de X. Se definen:

1. La orbita de Y bajo la accion de S como el conjunto

Os(Y)={sy|seSyeY}

2. Para cada x € X, la orbita de x bajo la accion de S como el conjunto
Os(x) ={gz | g € S}.

Proposicién 1.15. Sean G un grupo, S C G un subgrupo, X un conjunto no vacio y
L:Gx X — X una accion a izquierda de G sobre X. Entonces, las orbitas definen una
relacion de equivalencia en X de forma que x ~ vy si y solo siy € Og(x).

Mas concretamente, las orbitas son las clases de equivalencia, esto es, T ~ y si y solo

st Og(z) = Os(y).

Demostracion. Hay que probar que la relacién mencionada cumple las propiedades de
reflexividad, simetria y transitividad.

» Reflexividad:  ~ = porque z € Og(x) trivialmente (z =e-x,e € 5).

» Simetria: Si x ~ y, entonces y € Og(z). Por tanto, y = gx para cierto g € S. Pero
entonces r = g_ly y g_1 € S por ser subgrupo. Por tanto, z € Og(y), luego y ~ x.

» Transitividad: Si x ~y y y ~ z, entonces y = gxr y z = hy para ciertos g, h € S. Por
tanto, z = h(gx) = (hg)x y hg € S por ser subgrupo. Luego, z € Og(x), y x ~ z.

Hemos visto que la relacién es de equivalencia. Nos falta ver que las 6rbitas son las clases
de equivalencia. Supongamos que r ~ y, entonces y = gox para cierto gy € S. Entonces,
Os(x) ={gz: g€ S} ={990 0w :9€ 5} ={g95'y:9€ S ={g'y: g €S} =0s(y),
donde la segunda igualdad se da porque g, 1€ S por ser S un grupo y la cuarta igualdad
se da porque ¢’ = ggo_1 estd en S por ser un grupo. Por otro lado, si Og(z) = Og(y),
entonces y € Og(y) trivialmente porque podemos escribir y = ey con e € S y por ser
conjuntos iguales, y € Og(z), luego x ~ y. O

Definiciéon 1.16. Sea G un grupo y X un conjunto no vacio. Se dice que la accion a
izquierda de G en X es libre si para todo x € X y todo g € G se tiene que gr # = salvo
st g = e. Esto es, ningun elemento a excepcion del neutro de G fija un punto de X. Se
llama estabilizador de x € X al conjunto

stab(zx) = {g € G : gz = x}.

La accion es libre si y solo si el estabilizador de todo punto x € X es trivial, esto es,
stab(z) = {e},Vz € X.

Se dice que la accién es transitiva si para todo x,y € X existe un g € G tal que
gr = y. Esto es, cualquier punto de X puede ser llevado a cualquier otro mediante una
transformacion de G. De ser asi, G define una sola clase de equivalencia.

St la accion es libre y transitiva, diremos que es simplemente transitiva. Esto es
equivalente a que para cada x,y € X existe un unico g € G tal que gr = y.



1.4. CAMPOS INVARIANTES A IZQUIERDA 13

Ejemplo 1.17. Algunos ejemplos de acciones de grupo son:

1.

1.4.

La accion de SO(2) en R? con la que se ha abierto esta seccion es un ejemplo de
accion que no es ni libre ni transitiva. En efecto, para cada orbita, cada circunferen-
cta, puede llevarse cualquier punto a cualquier otro mediante una rotacion, pero la
condicion de transitividad requiere que el grupo pueda transformar cualquier punto
en cualquier otro, lo cual no es posible en este caso. Ademds, la accion no es libre
porque el origen queda fijo bajo cualquier rotacion.

Sea GL(n,R) el grupo de matrices invertibles de n X n con coeficientes reales. La
accion de GL(n,R) en R™\{0} dada por la multiplicacion de matrices es una accion
transitiva, pues cualquier matriz invertible puede llevar cualquier vector no nulo a
cualquier otro vector no nulo, pero no es libre, veamos esto con mds detalle. Tomemos
el vector e; = (1,0)7 € R?, y la matriz A que da una reflexién respecto de la recta

z9 = 0, esto es,
1 0
A- (0 _1>.

Entonces, Aey = e1, pero la matriz A, que pertenece a GL(2,R) porque es su propia
inversa, fija un vector no nulo y no es la matriz identidad. Por tanto, la accion no
es libre.

Podemos construir espacios a partir de las orbitas de una accion de grupo, conside-
rando el espacio cociente, cuando se pueda (en general no se podrd), dado por las
propias orbitas. Por ejemplo, si consideramos la accién de Ry en R"™\{0} dada
por t-x = tx, entonces las orbitas son las semirrectas desde el origen y el espacio
cociente es la esfera S™. O, tomando como grupo R\{0} actuando sobre R"*1\{0},
las drbitas son las rectas vectoriales que pasan por el origen (sin este) y el espacio
cociente es el espacio proyectivo real RP" = P*(R).

. La propia multiplicacion de G en si mismo por la izquierda es una accion transitiva

y libre. En efecto, para cualquier g,h € G, si Lgh = gh = h, entonces multiplicando
por h™' € G por la derecha se tiene que ghh™' = hh™!, luego g = e y la accién es
libre. Y si g, h € G, entonces existe gh™' € G tal que Lyp—1h = gh™'h = g, por lo
que la accion es transitiva. Obsérvese que Ly es un difeomorfismo para cada g € G.

Campos Invariantes a Izquierda

Definiciéon 1.18. Una variedad diferenciable M se dice paralelizable si existe una base
global de campos vectoriales {X*,..., X"} en M. Esto es, para cada punto p € M existe
un entorno U de p y campos vectoriales X', ..., X" en U tales que para cada punto ¢ € U
los vectores {X],..., X'} forman una base de T,M.

Proposicién 1.19. Todo grupo de Lie es paralelizable.

Demostracion. Sean G un grupo de Lie y X, € T,G un campo vectorial en el neutro y
veamos que podemos definir un campo X global. Para cada ¢ € G, definimos el campo
vectorial X, € T;G de la siguiente manera:

Ly:G—=G
h— gh
e—>ge=g
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es un difeomorfismo, por lo tanto, la aplicaciéon tangente

(Lg)s : T.G — T,G
Xe = Xy = (Lg)u(Xe)

es un isomorfismo de espacios vectoriales. Asi, si X no se anula, entonces X, no se anulard
para ningtin g y X es un campo vectorial sin ceros. Por otro lado, si {X]},..., X"} es una
base de T.G, entonces {(Ly)«(X}),..., (Lg)«(X?)} es una base de T,G para todo g € G,
por ser (Lg), un isomorfismo. Luego, G tiene una base global de campos vectoriales y es

paralelizable. O

Es conocido que las tinicas esferas paralelizables son S!, S y S7, por lo que cualquier
otra esfera es descartada de ser un grupo de Lie. En el caso de S7, es una variedad
paralelizable, pero no es grupo de Lie. De hecho, S7 es el conjunto de los octoniones de
norma 1, cuya multiplicaciéon no es asociativa, por lo que ni siquiera es un grupo. Para ver
que el producto no es asociativo basta tomar tres octoniones z, y, z y ver que (zy)z # z(yz).
Recordando que los octoniones se definen por la siguiente tabla de multiplicacién

€1 €9 €3 €4 €5 €g (&4
er | —1 e4 e; —ey eg —es; —e3
€92 —€4 -1 €5 €1 —e3 e7 —€g
€3 —e7r —€5 -1 €6 €2 —€4 €1
€4 €2 —e1 —€g -1 e7 €3 —€5
es | —eg  es —eg —e7 —1 eq ey
€6 €5 —e7 €4 —€3 —e1 -1 €92
e7 | es eg —e1 e; —eq4 —ey —1

Tabla 1.1: Tabla de multiplicacién de los octoniones obtenida de [1].

podemos tomar x = e, y = e y z = e3, de modo que (xy)z = (e1e2)es = eqe3 = —eg y
z(yz) = e1(eze3) = ere5 = eg.

Ademas, como se habia adelantado, S? no es paralelizable, ya que no admite un campo
sin ceros, menos atin una base global, por lo que no puede ser un grupo de Lie.

Definiciéon 1.20. Un campo vectorial X en G se dice invariante a izquierda st para
todo g € G se tiene que (Lg)« X}, = Xgn. Es decir, el campo vectorial X es invariante bajo
la accion de G por la izquierda. Cuando no haya ambigiedad, se escribiremos simplemente
que X es invariante a izquierda si (Lg)«X = X para todo g € G. Se definen los campos
invariantes a derecha de manera andloga.

Ejemplo 1.21. Ejemplos de campos invariantes a izquierda son:

1. El campo vectorial X definido en la demostracion anterior es invariante a izquier-
da. En efecto, (Lg)s«Xp = (Lg)«((Lp)«(Xe)) = (Lgn)«(Xe) = Xgp, donde la se-
gunda igualdad se da porque la aplicacion tangente es un funtor covariante, es-
to es, se cumple que (Lg)«((Lp)«) = (LgLp)sx. Y como LyLy = Lgp, se tiene que
(L)o((L)s) = (Lgp)-.

2. Podemos particularizar atiin mds el ejemplo anterior para el caso de la circunferencia
S'. La circunferencia son los puntos de C = R? que cumplen la condicién |z| = 1,
o equivalentemente, los puntos z = a + bi (0 z = (a,b)) tales que a®> +b> = 1. Y
podemos asi reescribir a = cos(t) y b = sin(t), para cierto t € [0,27). Sin embargo,
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los numeros complejos pueden representarse también como matrices de 2 X 2 con
coeficientes reales, de forma que

) (a —b)
z=a+ bl +—— .
b a

Esta representacion se llama representacion real de los numeros complejos y se puede
comprobar que la primera columna son los coeficientes de z y la sequnda los de iz.
Ademds, se puede comprobar también que es un isomorfismo multiplicativo entre
C\ {0} y su imagen, de modo que si

. (a —b)
z=a+bi +— ,
b a

. (c —d)
w=c+di+— ,
d c

2w = (a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + i(ad + bc) <—

ac—bd —ad—bc\ [a —b c —d
ad+bc ac—bd | \b a d ¢ |’

Restringiendo por lo tanto a los elementos de norma uno, tenemos que los elementos
se pueden escribir con coeficientes a = cos(t) y b = sin(t), de forma que

cos(t) —sin(t)) ’

z = cos(t) + isin(t) «— (sin(t) cos(t)

y por lo tanto dado una parametrizacion de la circunferencia, por ejemplo f(t) =
(cos(t),sin(t)), podemos considerar el campo vectorial Xy = f'(t) = (— sin(¢), cos(t)).
Este campo vectorial es invariante a izquierda, ya que si g = cos(f) + isin(@), en-
tonces la accion de g sobre f(t) es la que viene dada por la multiplicacién de g como
matriz, es decir, como aplicacion lineal, sobre el campo vectorial X;:

B _ [cos(8) —sin(0)) (—sin(t)) [ —sin(t)cos(d) — cos(t)sin(h)
(Lg)uXi = 9X; = <sin(9) cos(0) ) ( cos(t) ) N ( sin(t) sin(#) + cos(t) cos(#) >

_ [—sin(t+0))
N ( cos(t + 0) ) = Xevo-

Por tanto, el campo vectorial X; es invariante a izquierda.

Enunciamos sin demostracion el siguiente resultado. La demostracién completa esta
en [5], a lo largo de la seccién 8.

Proposicién 1.22. El corchete de Lie [X,Y] de dos campos vectoriales invariantes a
izquierda X,Y es un campo vectorial invariante a izquierda.

1.5. Algebras de Lie

Definicién 1.23. Un dlgebra de Lie (real) es un espacio vectorial real V' de dimension
finita con una operacidon bilineal [-,-] : V x V. =V que cumple las siguientes propiedades:

1. [X,Y] = —[Y, X] para todo X,Y € V. (Antisimetria)
2. [ X, Y, Z)| + [Y,[Z,X]|+ [Z,[X,Y]] =0, VX, Y, Z € V. (Identidad de Jacobi)
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Ejemplo 1.24. Algunos ejemplos de dlgebras de Lie son:

1. El dlgebra de Lie gl(n,R) de matrices n x n con la operacion [A, B] = AB — BA el
conmutador de matrices.

2. Dada una variedad diferenciable M, el espacio de los campos vectoriales X(M) es
un espacio vectorial de dimension infinita con las operaciones de suma de campos
vectoriales y el producto por escalares. Junto con el corchete de Lie de campos vec-
toriales, dado por [X,Y] = XY =YX, X(M) tiene estructura de dlgebra de Lie. En
este caso, la dimension es infinita porque localmente se puede encontrar una base de
modo que cualquier campo vectorial se puede escribir como combinacion lineal. Sin
embargo, al tratarse del espacio de funciones de M en R, el cardinal de esa base es
infinito. Pensemos por ejemplo en el caso de M = R, donde el espacio de funciones
tiene como base {1,t,t% ...}, que es infinita.

3. Aligual que sobre cualquier variedad podemos considerar siempre un campo vectorial,
el campo vectorial trivial que es cero en todo punto, también se tiene siempre un
dlgebra de Lie trivial para todo espacio vectorial. Todo espacio vectorial es un dlgebra
de Lie definiendo la operacion [X,Y] = 0 para todo X,Y € V. Cuando el corchete de
Lie es idénticamente cero diremos que el dlgebra de Lie es abeliana. En ese sentido,
este es el algebra de Lie abeliana que siempre podemos considerar.

La siguiente definicién muestra que a cada grupo de Lie le corresponde un dlgebra de
Lie. Es mas, para cada algebra de Lie de dimensién finita existira también un grupo de Lie
simplemente conexo cuya dlgebra de Lie asociada es isomorfa a la primera (Ver Teorema
3.28 de [8]). Esta relacién se llama correspondencia grupo de Lie-dlgebra de Lie.

Definiciéon 1.25. Sea G un grupo de Lie. Llamamos dlgebra de Lie g del grupo G
al conjunto de todos los campos invariantes a izquierda definidos sobre G junto con las
operaciones usuales de suma y producto por escalares de campos vectoriales, que lo dota
de estructura de espacio vectorial, y el corchete de Lie de campos vectoriales. Esta dlgebra
de Lie tiene la misma dimension que el grupo de Lie G, como se verd en la Proposicion
1.26.

El algebra de Lie g de un grupo de Lie G es una subdlgebra de X(G). Como se ha
discutido en el ejemplo anterior, el espacio de los campos vectoriales sobre una variedad
diferenciable es un algebra de Lie. En particular, los grupos de Lie son variedades dife-
renciables, por lo que el conjunto de los campos vectoriales sobre G, X(G), es un élgebra
de Lie. Y por ser g un subconjunto de X(G) dotado de las mismas operaciones y cerrado
bajo estas, se cumple que g es un algebra de Lie (Ver [5], Ejemplo 8.36).

Proposicién 1.26. El dlgebra de Lie g de un grupo de Lie G es isomorfo al espacio
tangente T.G en el neutro e de G. El isomorfismo se da por la aplicacion

¢:9—T.G
X = X,

que es un isomorfismo de espacios vectoriales que da a cada campo vectorial invariante a
izquierda su valor en el elemento neutro del grupo.
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T.G=g

@

Figura 1.3: Representacion del espacio tangente T.G en el neutro e de un grupo de Lie
G. En este caso, el grupo es el toro S! x S!, y el espacio tangente es un plano tangente al
toro en el punto e.

Demostracion. Para ver que es un isomorfismo, basta ver que es lineal y biyectivo.

La linealidad se da por ser ¢ la evaluacién en e, (X +Y) = (X +Y)e = X+ Ye =
(X)) + oY)y o(AX) = (AX)e = AX. = A\p(X). La aplicacion es inyectiva porque si
tenemos dos campos X,Y € g tales que ¢(X) = ¢(Y), entonces X, = Y, y por ser
campos invariantes a izquierda, X, = (Lg)«Xe = (Lg)+Ye = Y, para todo g € G, por lo
que X =Y. Por ultimo, queremos ver que si existe un elemento v € T.G, entonces existe
un campo X € g tal que ¢(X) = X, = v. Para ello, definimos el campo X de la misma
forma que en la demostracién la Proposicién 1.19, esto es, X, = (Lg).v para todo g € G.
Entonces, X es un campo invariante a izquierda por construcciéon y ¢(X) = X, = v, por
lo que ¢ es sobreyectiva y por tanto un isomorfismo.

De esta forma, vemos que si G es un grupo de Lie de dimensién n, entonces su algebra
de Lie g es un espacio vectorial de dimensién n isomorfo al espacio tangente en el elemento
neutro. O

Obsérvese que el isomorfismo de la proposiciéon anterior tiene varias propiedades in-
teresantes. En primer lugar, se ha hablado anteriormente de que el conjunto de campos
vectoriales sobre una variedad diferenciable es un espacio vectorial de dimensién infinita,
sin embargo, el subconjunto de los campos invariantes a izquierda es un subespacio vec-
torial de dimensién finita, por ser isomorfo al espacio tangente en el neutro del grupo de
Lie.

Por otro lado, se debe tener en cuenta que la aplicaciéon ¢ es un isomorfismo de espacios
vectoriales, pero no necesariamente de algebras de Lie. Sin embargo, el propio isomorfismo
permite definir una estructura de algebra de Lie en el espacio tangente T.G de forma
natural. Para ello, dados dos elementos u,v € T.G, definimos el corchete de Lie [u,v] de
la siguiente manera:

[u, 0] = ¢([¢™ (), ¢ (v)])

Por 1ltimo, es sorprendente el simple hecho de poder tomar el corchete de Lie de
elementos del espacio tangente. En general, para una variedad diferenciable cualquiera, el
espacio tangente en un punto no tiene estructura de algebra de Lie, ya que el corchete de
Lie de dos campos vectoriales es una forma de derivar un campo respecto del otro, y para
tomar una derivada se requiere conocer el comportamiento de los campos no en un punto
sino en un entorno de este. Sin embargo, poder definir el corchete de Lie en el espacio
tangente permite dar esa derivada conociendo tinicamente el valor de los campos en el
elemento neutro, lo cual es algo contraintuitivo. Una analogia con el analisis de funciones
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reales seria dar la derivada de una funcién en un punto conociendo tinicamente el valor de
la funcién en ese punto.

Ejemplo 1.27. Algunos ejemplos de dlgebras de Lie asociadas a grupos de Lie son:

1. En el ejemplo 1.24.1 hemos visto que el conjunto de matrices n X n con la operacion
de conmutador de matrices es una dlgebra de Lie. FEsta dlgebra de Lie la denotamos,
de forma muy poco original, por gl(n,R), pues es el dlgebra de Lie asociada al grupo
de matrices invertibles GL(n,R). Se puede observar que en el paso al dlgebra de
Lie se ha perdido la condicion de invertibilidad, veremos con otros ejemplos que la
pérdida o transformacion de las condiciones es algo comun. En lo que respecta a
esta dlgebra de Lie, se corresponde directamente con el conjunto My, x,(R) y es por
lo tanto isomorfa a R,

Hemos visto en la proposicion anterior que esta dlgebra de Lie es isomorfa al espacio
tangente en el neutro del grupo de matrices invertibles, esto es, la identidad. Sin
embargo, si pensamos que GL(n,R) es un abierto de R”2, es razonable que su espacio
tangente en cualquier punto, y en particular en la identidad, sea isomorfo a R,

2. Si ahora consideramos el grupo de matrices ortogonales O(n), su dlgebra de Lie aso-
ciada es el conjunto de matrices antisimétricas, esto es, las matrices A tales que
AT = —A. El grupo ortogonal no es simplemente conezo, sino que tiene dos compo-
nentes conexas, stendo una de ellas el grupo especial ortogonal, también mencionado
anteriormente. Como ambos grupos tienen la misma dimension y, de hecho, el grupo
especial ortogonal es la componente conexa de la identidad, entonces ambos grupos
tendran la misma dlgebra de Lie asociada. Asi, con la notacion que hemos ido utili-
zando, estos dos grupos de matrices nos darian las respectivas dlgebras de Lie o(n) y
s0(n). Sin embargo, ambas dlgebras de Lie son isomorfas. En este caso, la condicion
que define al grupo ha cambiado en lugar de desaparecer, en lugar de que AT = A™1,
ahora tenemos que AT = —A. En cierto modo, en lugar de condiciones en el producto
de matrices ahora son en la suma. Ademds, en el caso del grupo especial ortogonal, la
condicion que define al grupo es que AT = A™' y det(A) = 1, al pasar al dlgebra de
Lie, la condicién de determinante se pierde, aunque la condicion AT = —A implica
que Tr(A) = 0. De nuevo, hay restricciones en las matrices, que en el grupo de Lie
estan en forma de determinante (productos) y en el dlgebra de Lie en forma de traza
(sumas), y ademds los resultados de estas operaciones van al neutro de la operacion
en R, 1 y 0 respectivamente.

Maés generalmente, y de nuevo debido a la Proposicién 1.26, dado un grupo de Lie
G que no sea conexo, su algebra de Lie asociada g serd isomorfa a la de la componente
conexa de la identidad.



Capitulo 2

Fibrados Principales

Como se ha mencionado al principio del trabajo, la idea de fibrado principal quiere
generalizar el concepto de producto cartesiano. En este sentido, un fibrado es una variedad
diferenciable que se puede ver localmente como un producto cartesiano de dos variedades,
aunque no necesariamente globalmente. Esto realmente no es la propiedad que define a los
fibrados principales, sino que es la que define a la nocién de fibrado general. Un fibrado
principal es un tipo especial de fibrado, en cierto sentido el mas importante de todos. Esto
es, los fibrados pueden ser de muchos tipos, hay fibrados vectoriales como el tangente y
el cotangente, los tensoriales, de esferas, etc. Sin embargo, cada uno de esos fibrados esta
asociado a un fibrado principal. Todo fibrado esta asociado a un fibrado principal y cada
fibrado principal puede engendrar otros tipos de fibrados; los fibrados principales son en
cierto sentido el “esqueleto” de los fibrados. Un fibrado principal tiene dos caracteristicas
importantes: la primera es que es un fibrado, es decir, localmente es producto cartesiano
de dos variedades, y la segunda es que hay un grupo que actia sobre el fibrado de modo
que las érbitas de la accién coinciden con las fibras del fibrado.

Para esta seccién se han seguido principalmente las referencias [2], [4] y [8] para las
definiciones y ejemplos de fibrados principales, y [1] y [6] para la seccién sobre la fibracién
de Hopf.

2.1. Nociones basicas

Como se ha mencionado, los fibrados principales combinan dos ideas a priori separadas:
por un lado la de fibrado, mas relacionada con la Topologia y la Geometria, y por el otro la
de las acciones de grupos y érbitas, més relacionadas con el Algebra y la Teoria de Grupos.
Esto no supone una novedad, en la primera seccién se han tratado los grupos de Lie, que
son grupos que tienen estructura de variedad diferenciable, nociones pertenecientes al
Algebra y la Geometria respectivamente, y en la que la relacién entre ambas debe cumplir
ciertas caracteristicas que respeten ambas disciplinas, en este caso, que las operaciones de
grupo sean diferenciables. En este sentido, los fibrados principales no son muy distintos,
pues son variedades con una cierta estructura simétrica, pero de modo que esa simetria, las
fibras, se pueden ver como las 6rbitas de una accién de grupo. Los fibrados principales son,
en cierto sentido, una familia de grupos de Lie, las fibras, parametrizada por la variedad
base. Es importante recalcar que el grupo estructural debe ser un grupo de Lie. Con esto
en mente, podemos dar la siguiente definicién de fibrado principal.

Definiciéon 2.1. Sea M wuna variedad diferenciable y G un grupo de Lie. Un fibrado
principal de grupo G sobre M es una variedad diferenciable P con una accion de G tal
que:

1. G actda libremente sobre P por la derecha.

19
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2. M es el espacio cociente de P por la accion de G, M = P/G y la proyeccion  :
P — M es diferenciable, tal que para cada x € M, G actia sobre la fibra 7' (z) de
forma simplemente transitiva.

3. P es localmente trivial, es decir, para cada punto x de M existe un entorno U
de x y un difeomorfismo ® : 7= Y(U) — U x G tal que ®(p) = (7(p), ¢(p)) con
o : 7 Y U) = G una aplicacion diferenciable que cumple p(pg) = ¢(p)g para todo
perm HU)ygeq.

Denotaremos a los fibrados principales por P(M,G,m), P(M,G) o simplemente P si no
hay ambigiiedad. Adicionalmente, se representardn comunmente mediante el diagrama

G—>PS M

P se llama el espacio total del fibrado, M el espacio base, G el grupo estructural y m
la proyeccién.
Para cada x € M, m='(z) se llama la fibra en x.

Figura 2.1: Dibujo esquematico de un fibrado principal.

La trivialidad local del fibrado principal tiene como consecuencia que cada una de las
fibras sea difeomorfa al grupo estructural G. En efecto, si tomamos un punto z € M y
un entorno trivializante U de x, entonces como tenemos un difeomorfismo ® : 7=1(U) —
U x G, restringiendo a la fibra 7—!(z), tenemos que Plr-1(y) : 7 Hz) = {2} x G es
también un difeomorfismo.

Proposicién 2.2. Sea P un fibrado principal de grupo G sobre M. Entonces, la accion
de G sobre las fibras es simplemente transitiva.

Demostracion. Como la acciéon de G es libre sobre P, entonces lo sera restringiendo a los
puntos de la fibra. Veamos la transitividad. Sean py,ps € 7~ !(z), queremos ver que existe
un g € G tal que pa = p1g.

Usando la propiedad de que P es localmente trivial, tenemos que ®(p1) = (z,91)
y ®(p2) = (x,92), con g1 = ¢(p1) v g2 = @(p2), que son elementos de G. Utilizan-
do el difeomorfismo local ®, tenemos la siguiente cadena de igualdades ®(p1g; 192) =
((pr97 ' 92), e(Pr97 ' 92)) = (w(p1), e(P1)gr '92) = (2, 9191 'g2) = (2, 92) = P(p2), por lo
que plgl_lgg = po, luego ps = p1g con g = gl_lgg € G. Por tanto, la acciéon de G sobre las
fibras es simplemente transitiva. ]
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Ejemplo 2.3. Algunos ejemplos de fibrados principales son:

1. Dada una variedad diferenciable M y un grupo de Lie G, la variedad producto M x G
es el fibrado principal trivial de grupo G sobre M. La accion de G sobre M x G es
la accion por la derecha, (x,g)h = (x,gh) para todo x € M, g,h € G, que es
claramente libre. La proyeccion w : M x G — M es la proyeccion candnica sobre
la primera componente, w(x,g) = x, que es diferenciable. Por dltimo, la trivialidad
local es directa, M x G es globalmente trivial, y por lo tanto también lo es localmente.
En este caso, el difeomorfismo trivializante viene dado por la identidad.

2. Dada una variedad diferenciable M, el fibrado de referencias lineales LM es el con-
junto de todas las bases de T, M para cada x € M. Este fibrado es un fibrado principal
de grupo estructural GL(n,R), donde n = dim(M). La accion de GL(n,R) sobre LM
es la accién por la derecha, (x, B)g = (x, Bg) para todo x € M y B,g € GL(n,R),
donde se ha identificado la base en T, M con una matriz de GL(n,R) y g tomaria
el papel de la matriz de cambio de base. En este caso, la fibra de un punto seria el
conjunto de todas las bases de T, M, y dado un punto del fibrado, moverse por la
fibra seria cambiar, de manera suave, la referencia elegida.

8. Similar al fibrado de referencias lineales, el fibrado de referencias ortonormales OM
es el conjunto de todas las bases ortonormales de T, M. Pero, para hablar de or-
togonalidad o norma, primero hay que definir el concepto de una métrica en una
variedad. Llamamos métrica riemanniana a un campo tensorial de tipo (0,2) que es
stmétrico y positivo definido. Aplicado a este caso, una métrica riemanniana g serd,
para cada punto x € M, una aplicacion bilineal g, : T, M x T, M — R que cumple
las siguientes propiedades:

(1) 9:(Xz,Ys) = g2 (Ya, X)) para todo X,,Y, € T, M. (Simétrica)
(II) g+(Xz, Xz) > 0 para todo X, € T, M si X # 0. (Definida positiva)
De esta forma, g asigna un producto interno a cada uno de los espacios tangentes
T, M, y por lo tanto, puede definirse a su vez una norma || - ||z : ToM — R en
cada punto de la variedad, dada por ||v||z = /gz(v,v) con v € Tp,M. Una referencia
ortonormal en T, M es un conjunto de vectores B = {v1,...,v,} tal que gz (vi,vj) =

0ij, donde 0;; es la delta de Kronecker.

La accion de O(n) sobre OM es la accion por la derecha, (x,B)g = (x, Bg) para
todo x € M y B,g € O(n), andloga al caso anterior.

Los espacios recubridores comparten muchas propiedades con los fibrados, tienen esa
nocion de ser localmente “copias” de un espacio base, asi como los fibrados son localmente
productos de un espacio base y un grupo estructural, y por tanto son localmente “co-
pias” de un espacio parametrizadas por las fibras. Aunque en general no se pueda hacer
esa identificaciéon y ver los recubrimientos como fibrados principales, si que hay algunos
casos de recubrimientos que se comportan como tales, siendo las fibras variedades de di-
mension cero, pero que también cumplan las definiciones de grupo topoldgico. Ese es el
caso de los recubrimientos regulares (a veces llamados normales o de Galois). Estos es-
pacios recubridores son aquellos en los que el grupo de automorfismos del recubrimiento
Deck(p) = {¢ : X — X : pop = p}, donde X serfa el espacio recubierto y X el espacio
recubridor, actiia de forma simplemente transitiva sobre las fibras del recubrimiento. El
grupo Deck(p) son los automorfismos que cambian elementos de las fibras, manteniendo
las fibras fijas, esencialmente toma cada una de esas copias del espacio X y las “baraja”
o reordena como si fueran cartas. El grupo estructural del fibrado es el grupo de auto-
morfismos del recubrimiento, que actia libremente sobre el espacio X, y la condicién de
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libertad y transitividad sobre las fibras es la que hace que el recubrimiento sea regular,
pudiendo asi considerarlo un caso particular de fibrado principal, si admitimos variedades
de dimensioén cero para las fibras.

Un ejemplo de fibrado principal trivial es el toro. El toro es el producto de dos cir-
cunferencias, T? = S' x S', y por lo tanto es un fibrado trivial de grupo S' sobre S!.
Sin embargo, hay otro fibrado principal que podemos dar, con base y grupo estructural
la circunferencia, y que no es trivial: la botella de Klein. Ambos fibrados tienen mismo
grupo estructural y se fibran sobre la misma base, pero no son homeomorfos como espacios
totales, por lo que uno podria preguntarse si son o no equivalentes como fibrados. Para
responder a esta pregunta, se introduce la siguiente definicion.

Definiciéon 2.4. Sean M y M’ dos variedades diferenciables y P y P’ fibrados principales
de grupos estructurales G y G' sobre M y M’ respectivamente. Un homomorfismo de
fibrados principales es un par (F,¢), donde F : P — P’ es una aplicacién entre varie-
dades y ¢ : G — G’ un homomorfismo de grupos, de modo que F sea compatible respecto
de la accion de grupos de la siguiente forma:

F(pg) = F(p)¢(9)

En otras palabras, la aplicacion F' debe conmutar con la accion de los grupos, (F(Rg(p))) =
Ry()(F'(p)), y por lo tanto el homomorfismo de fibrados lleva fibras en fibras.

FEste par de aplicaciones (F, ) nos permite definir una aplicacion f: M — M’ de la
siguiente forma:

f:M— M
x = m'(F(p))

con p € 71 (x). Esta definicion no depende del representante p, ya que si tomamos otro
punto q € 71(x), entonces existe un unico g € G tal que ¢ = pg, y por lo tanto 7' (F(q)) =
m'(F(pg)) =7 (F(p)é(g9)) = 7' (F(p)), ya que la proyeccion ©' es invariante por la accién
de G'. De este modo, se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

p_—— £ . p

M—
Esto es, ' o F = for.

Diremos que (F,¢) es un isomorfismo de fibrados principales si existe otro ho-
momorfismo (F',¢') tal que F'oF = Idp y FoF' = Idp/, y andlogamente para ¢ y ¢'. En
este caso, diremos que P y P’ son isomorfos como fibrados principales. Obsérvese en tal
caso que P y P’ son variedades difeomorfas, y que G y G' son grupos de Lie isomorfos.
Ademds, la aplicacién inducida f es un difeomorfismo entre las variedades base M y M’,
POT COMPOSICION.

Por otro lado, un homomorfismo de fibrados principales (F, ¢) se llama embedding
si F es un embedding de variedades y ¢ es un monomorfismo de grupos. En tal caso,
identificando los espacios P con F(P), G con ¢(G) y M con f(M), diremos que P es
un subfibrado de P'. Ademds, se tendrd que la aplicacion f inducida serd también un
embedding de variedades.

Si, adicionalmente, la aplicacion inducida f es la identidad, entonces M = M' y (F, ¢)
se llama una reduccion del grupo estructural de P' a G. En este caso, el subfibrado
P se llama fibrado reducido.
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Una propiedad importante de los homomorfismos de fibrados principales es que pre-
servan las fibras, esto es, llevan fibras en fibras. Obsérvese que si tenemos dos puntos
pertenecientes a la misma fibra, p,q € P tales que w(p) = m(q), entonces 7'(F(p)) =
f(x(p)) = f(x(q)) = 7' (F(q)), por lo que F(p) y F(q) pertenecen a la misma fibra de P’.

Ejemplo 2.5. Algunos ejemplos de morfismos de fibrados principales son:

1. FEl fibrado de referencias ortonormales OM como subfibrado del fibrado de referen-
cias lineales LM . Supongamos que M es una variedad riemanniana de dimension
n. Entonces, podemos considerar el fibrado de referencias ortonormales OM sobre
M, asi como el fibrado de referencias lineales LM, que existe siempre. Queremos
encontrar un homomorfismo de fibrados principales que lleve OM en LM. Para
ello, consideramos la inclusion i : OM — LM, que lo que hace es incluir cada fi-
bra de OM en la correspondiente fibra de LM . Para el homomorfismo de grupos,
como O(n) es un subgrupo de GL(n,R), podemos considerar también la inclusion
¢ : O(n) = GL(n,R). Entonces, tenemos que ver que el par (i,¢) es un embedding
de fibrados principales.

Para ver que i es un embedding de variedades, hay que comprobar que es un di-
ferenciable, inyectiva y que la aplicacion tangente también es inyectiva. Para la
diferenciabilidad, veamos que es diferenciable en cada punto. Sea x € M, enton-
ces, por la trivialidad local del fibrado, existe un entorno trivializante U de x tal
que 7 H(U) = U x O(n), y de igual manera, existe un entorno V de x tal que
71 (V) 2V x GL(n,R). Tomamos la interseccion de los dos y lo denotamos sim-
plemente U. Bajo esta trivializacion local, la inclusion i tiene la forma

il : U xO(n) = U x GL(n,R)
(u, B) = (u, B),

que es claramente diferenciable. Ademds, i(Ra(u,B)) = i(u, BA) = (u,BA) =
Ra(u, B), asi que es un homomorfismo, y como O(n) es un subgrupo de GL(n,R),
la inclusién es inyectiva, pues a cada elemento de O(n) le corresponde un tnico
elemento de GL(n,R), y lo mismo para el punto uw € U. La aplicacion tangen-
te es la aplicacion inducida que lleva elementos del campo tangente de OM en el
campo tangente de LM . Localmente, los espacios tangentes son isomorfos a la su-
ma directa de los espacios tangentes de la variedad base y del grupo estructural,
Tw,3OM = T,M @ o(n) y Ty gy LM = T,M @ gl(n,R). La aplicacion tangente de

7 es

(i)« : TuM @ o(n) = T,M @ gl(n,R)
(v, A) = (v, A),

que es claramente inyectiva, pues es la identidad en la primera componente y la
inclusion en la sequnda. Por lo tanto, i es un embedding de variedades. Y por tanto,
(i,¢) es un embedding de fibrados principales. Obsérvese también que la aplicacion
inducida f : M — M es la identidad, ya que dado un punto x € M, tenemos que
f(z) =7(i(x,B)) = n(xz, B) = = para todo B € O(n). Entonces OM no es sélo un
subfibrado de LM, sino que es un fibrado reducido de LM y el homomorfismo es
una reduccion del grupo estructural de GL(n,R) a O(n).

La hipétesis de que M es una variedad riemanniana, esto es, que tenga equipada
una métrica riemanniana, puede parecer que no se requiera, pero es completamente
necesaria para la construccién del fibrado de referencias ortonormales. Uno podria
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pensar que el grupo O(n), como grupo algebraico, esta bien definido por la propiedad
de que AT = A™1, y es verdad, aunque sdlo en el contexto del dlgebra. Como variedad,
inmersa en un espacio euclideo, esta condicion no es suficiente. Al pensar en las
matrices como el conjunto de vectores que forma una base y dar la relacion que
define al grupo ortogonal, indirectamente se estd eligiendo una métrica, en este caso
la usual euclidea, esto es, las columnas de A € O(n) son vectores ortonormales para
el producto interno usual. Si pensamos en el espacio R™ como una variedad “lisa”, sin
una métrica asociada, no hay forma de definir un conjunto de vectores ortogonales,
o de norma 1, pues no existe la nocion. Elegir una métrica es elegir un conjunto de
vectores privilegiados, que definen la geometria del espacio. Y uno podria preguntarse
qué pasa si sobre un mismo espacio, en el que pueden definirse diferentes métricas, se
define el fibrado de referencias ortonormales con diferentes métricas. En ambos casos
el grupo estructural seria el mismo, O(n), pero las fibras serian diferentes. Los grupos
ortogonales que definen las métricas estarian relacionados por un isomorfismo, pero
no serian estrictamente iguales, pues los vectores que los definen serian diferentes.

. La reduccion del grupo estructural puede servir también para saber si una variedad

es orientable o no. De hecho, una variedad diferenciable M es orientable si y solo si
el fibrado de referencias lineales LM admite una reduccion al fibrado de referencias
orientadas LM™, con grupo estructural GL™(n,R) C GL(n,R), que es el grupo de
matrices invertibles con determinante positivo. En primer lugar, st consideramos
el fibrado de referencias lineales LM, entonces para cada punto x € M, la fibra
77 1(x) es el conjunto de todas las bases del espacio tangente T, M. Dadas dos bases
By y By de T, M, existe un unico A € GL(n,R) tal que Bs = BiA, ya que la
accion de GL(n,R) sobre LM debe ser simplemente transitiva en las fibras, por la
estructura de fibrado principal. Decimos que dos bases definen la misma orientacion
si det(A) > 0. Bajo esta relacion, en cada fibra hay dos orientaciones posibles,
positiva y negativa. Cuando decimos que una variedad es orientable, nos referimos
a que existe una eleccion global de orientacion, en cada T, M escogemos una de
esas dos orientaciones, y que varia continuamente con x, llamamos a tal eleccion la
orientacion positiva.

Definimos el fibrado de referencias orientadas LM como el conjunto de todas las
bases orientadas de T, M, es decir, aquellas bases que definen una orientacion po-
sitiva. Construyamos un homomorfismo de fibrados principales que lleve LM™ en
LM. Para ello, notemos que LM™ es una subvariedad de LM, consideramos la in-
clusion como aplicacion entre las variedades F : LM™T — LM, que lo que hace es
incluir cada fibra de LM™ en la componente conexa de la identidad en cada fibra
de LM. La aplicacion es claramente inyectiva, y su aplicacion tangente también,
pues es iy : T(%B)LMJr ~T,.M @ gl (n,R) — T gy LM = T, M & gl(n,R), donde
gl™ (n,R) es el dlgebra de Lie asociada al grupo GLT(n,R) de las matrices n x n
con traza positiva. La aplicacion tangente es la identidad en la primera componente
y la inclusion en la segunda, que es claramente inyectiva. Por lo tanto, F' es un em-
bedding de variedades. Para el homomorfismo de grupos, consideramos la inclusion
¢ : GLT(n,R) — GL(n,R), que es claramente un monomorfismo de grupos. Para
ver que conmuta con la accién de grupos, notemos que para todo (x,B) € LM™ y
A € GLT(n,R), tenemos que F((z, B)A) = F(z, BA) = (v, BA) = (z, B)A, y por lo
tanto F((z, B)A) = F(z,B)¢(A), donde ¢(A) = A por ser la inclusion. Por lo tanto,
LM™ esun subfibrado de LM y el par (F, ¢) es un embedding de fibrados principales.
Ademds, la aplicacion inducida f : M — M es la identidad, ya que dado un punto
x € M, tenemos que f(z) = 7(F(x,B)) = w(z, B) = x para todo B € GL™(n,R).
La composicién no depende de qué proyeccion se tome, pues 7+ = | par+ por ser un
subfibrado. Por lo tanto, LM™ es un fibrado reducido de LM .
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Para la otra implicacion, supongamos que LM admite una reduccion al fibrado de
referencias orientadas LM ™. Entonces, LM™ es un fibrado de M vy por lo tanto las
fibras varian suavemente con x. Para cada x, la fibra (m7)"(x) en LM™ es una
de las componentes coneras de la fibra 7=(x) en LM, y la accién de GL*(n,R)
no permite salirse de esa componente conexa. Para cada punto x € M, definimos la
orientacion positiva como aquellas contenidas en (7)1 (x). Esta es una eleccién de
orientacion en M, como varia suavemente con x entonces la eleccion es continua,
y como no podemos salirnos de las referencias positivamente orientadas mediante la
accion de GLT(n,R), entonces la eleccién es consistente en todo M. Por lo tanto,
M es orientable.

Obsérvese que si la variedad M estd equipada con una métrica riemanniana, por el
ejemplo anterior, entonces el fibrado de referencias lineales LM puede ser reducido
al fibrado de referencias ortogonales OM. Combinando estas dos ideas, tenemos que
si M es una variedad riemanniana, entonces M es orientable si y sélo si el fibrado
de referencias lineales LM admite una reduccion de grupo estructural a SO(n) C

GL(n,R).

Hasta ahora hemos visto algunos ejemplos de fibrados principales y como pueden pro-
yectarse sobre el espacio base mediante la proyeccién 7. Sin embargo, podemos considerar
el camino a la inversa y “levantar” la variedad base al fibrado. Este levantamiento se da
mediante las llamadas secciones del fibrado principal. Las secciones son, en cierto senti-
do, la inversa de la proyecciéon. De hecho, son la inversa componiéndolas por la derecha.
Veamos esto con mas detalle.

Definicion 2.6. Sea P un fibrado principal de grupo G sobre M. Una seccién de P es
una aplicacion diferenciable o : U — P tal que w(o(x)) = x para todo x € U, donde U es
un abierto de M.

Cuando U = M, diremos que o es una seccion global.

La existencia de secciones es equivalente a decir que la proyeccién 7 del fibrado es una
submersién de P en M (Ver [5], Teorema 4.26).

Los campos vectoriales son secciones de un fibrado tangente. El fibrado tangente es un
fibrado vectorial, no un fibrado principal, que se define como la unién disjunta de todos los
espacios tangentes de una variedad diferenciable, TM = Ua:e mlxM. Una seccién global
de este fibrado es darle a cada punto un elemento del espacio tangente en ese punto, esto
es, un vector en cada punto, y que varie suavemente de punto a punto. En otras palabras,
una seccion global de un fibrado tangente es un campo vectorial definido sobre la variedad.
El fibrado tangente estd asociado al fibrado de referencias lineales (aunque este tema se
escapa del alcance de este trabajo).

De una forma parecida, una seccién del fibrado de referencias lineales es una aplicacién
diferenciable que asigna a cada punto de la variedad una base del espacio tangente en ese
punto, de nuevo, variando suavemente de punto a punto. En este caso, si la seccion es
global, estariamos dando una base global de campos vectoriales sobre la variedad, esto es,
la variedad seria paralelizable.

Es importante darse cuenta de que no siempre existira una seccién global. Sin embargo,
si podremos dar una seccién local. Aprovechando la trivialidad local del fibrado, podemos
definir siempre una seccién local. Sea  un punto de M y U un entorno trivializante de
x. Entonces, como hemos visto, existe un difeomorfismo ® : 7=1(U) — U x G. Entonces,
podemos definir la seccién local o : U — 7~ 1(U) como o(x) = ®~!(z, ), donde ¢ es el ele-
mento neutro de G. Se puede comprobar que 7(o(x)) = x para todo « € U. Intuitivamente,
una seccién nos permite elegir un representante de cada fibra de un entorno de manera
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suave, aunque no podremos hacerlo globalmente, en general. La siguiente proposicién nos
da una caracterizacién de los fibrados principales que admiten secciones globales.

Proposicién 2.7. Sea P un fibrado principal de grupo G sobre M. Entonces, P admite
una seccion global si y solo si P es isomorfo al fibrado trivial, es decir, P = M x G.

Demostracion. Lo vemos por doble implicacion. Primero, supongamos que P es isomorfo
al fibrado trivial. Entonces, el difeomorfismo ® : P — M x G es global y no depende
del abierto trivializante. Definimos la seccién o : M — P como o(z) = (z,e), donde e es
el elemento neutro de G. La primera componente de o es la identidad y la segunda es la
aplicacién constante a e € (7, por lo que o es una aplicacién diferenciable. Ademés, como el
fibrado es trivial, la proyeccién 7 es la proyeccién candnica sobre la primera componente,
por lo que m(o(x)) = m((x, e)) = x. Por tanto, o es una seccién global.

Para la otra implicacién, supongamos que P admite una seccién global ¢ : M — P,
tal que 7(o(x)) = x para todo x € M. Entonces, podemos escribir todo punto del fibrado
como

p = o(m(p))gp,
donde g, es el tnico elemento de G que nos lleva de o(7(p)) a p. Sabemos que este elemento

existe porque la acciéon de G es transitiva en las fibras y es tinico porque la accion es libre.
Entonces, definimos la aplicacién

d: P> MxG
p = (7(p), gp)-

Veamos que esta aplicacién es un isomorfismo de fibrados principales, considerando como
homomorfismo de grupos la aplicacién identidad id : G — G. La aplicacién es trivial-
mente biyectiva porque podemos escribir p = o(m(p))g,. De hecho, tiene como inversa la
aplicacion

UV:MxG—P
(z,9) = o(z)g.

En efecto, ®(¥(x,g)) = ®(o(x)g) = (w(o(x)g),9) = (n(o(x)),g9) = (x,g), mientras que
por otro lado W(®(p)) = ¥(w(p),gp) = o(m(p))gp = p. Ademads, es facil ver que ¥ es
diferenciable porque o es diferenciable y la multiplicaciéon por un elemento de G también
lo es. Por tanto, sélo queda ver que ® es diferenciable. Para esto, como ¥ es diferenciable,
por el teorema de la funcién inversa, existe una inversa local de ¥ que es diferenciable.
La inversa de ¥ es @, por lo que ® es un difeomorfismo local, y por ser biyectiva, es un
difeomorfismo global. Por tanto, ® es un isomorfismo de fibrados principales. O

Ejemplo 2.8. Algunos ejemplos de fibrados que admiten secciones globales son:

1. Eltoro T? = S' x S, es un fibrado trivial de grupo S* sobre S', como se ha mencio-
nado anteriormente. Por lo tanto, admite una seccion global. Por otro lado, antes
también hemos hablado de otro fibrado principal, de mismo grupo estructural y base:
la botella de Klein. Como se ha dicho antes, este fibrado no es isomorfo al trivial,
pues de serlo también serian difeomorfas las variedades totales, el toro y la botella
de Klein, y esto no puede ser porque uno es orientable y el otro mo y por lo tanto no
son ni espacios homeomorfos. Por lo tanto, la botella de Klein no admite secciones
globales.

2. La esfera S* sabemos que no es paralelizable, por lo que el fibrado de referencias
lineales no admite secciones globales, y por lo tanto este fibrado no es trivial para la
esfera. Por otro lado, las esferas S*, S® yS” son paralelizables, por lo que el fibrado de
referencias lineales sobre estas esferas es trivial. Ninguna otra esfera es paralelizable,
luego sus respectivos fibrados de referencias lineales no admiten secciones globales.
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2.2. Fibracion de Hopf

A lo largo la seccién anterior hemos visto la definicién y hemos ido explorando ejemplos
de fibrados principales, ademas de las nociones de homomorfismos de fibrados principales
y secciones, tanto locales como globales. Respecto a las secciones, hemos visto resultados
importantes como las implicaciones de la existencia de seccién global. Antes de continuar
introduciendo conceptos mas avanzados, creo que es interesante hacer un pequefnio descanso
y ver un ejemplo concreto de fibrado principal muy utilizado en la literatura, la fibraciéon
de Hopf.

Originalmente, Heinz Hopf no concibié esta construccion, en 1931, queriendo ver su
estructura como un fibrado, mucho menos un fibrado principal, debido a que la primera
definicién de fibrado se debe a Whitney en 1935 y no se volverian un objeto de estudio en
si mismos hasta finales de la misma década. La motivaciéon de Hopf era fundamentalmente
topolégica: queria entender mejor los grupos fundamentales de las esferas. Mientras que ya
se conocia que el n-ésimo grupo fundamental de la n-esfera era trivial, m, (S™) = {e}, no se
conocian bien los grupos fundamentales de orden superior, y Hopf estaba particularmente
interesado en el caso de m3(S?).

En aquel entonces ya se conocian algunos grupos de orden superior, como podria ser
72(S!). Los grupos fundamentales de orden k se pueden definir como el siguiente conjunto:

m(X) = {[f]: f : 8" = X}

donde [f] denota la clase de homotopia de la funcién f, esto es, decimos que f y g
estdn en la misma clase si existe una aplicacién continua H : [0,1] x S¥ — X con
H(0,z) = f(x),H(l,r) = g(x). Para k = 2 y X = S!, como la circunferencia tiene
como espacio recubridor universal a la recta real, que es un espacio contractil, toda apli-
cacién continua puede levantarse a la recta, donde existe una homotopia con la aplicacion
constante, y al proyectar de nuevo da otra homotopia con la aplicaciéon constante ahora en
la circunferencia. Por lo tanto, toda aplicaciéon continua de la esfera en la circunferencia
es nulhomotopa, y consecuentemente, el grupo fundamental es el trivial. Con el mismo
argumento, las aplicacién de cualquier esfera de dimensién mayor a 1 en la circunferencia
son también nulhomoétopas. No obstante, el caso de Hopf no era tan sencillo, incluso hoy
en dia no conocemos bien los grupos fundamentales de las esferas. Por eso, la idea de Hopf
era encontrar ejemplos de aplicaciones continuas de la 3-esfera en la 2-esfera y ver si eran
o no nulhomoétopas. Viendo que la aplicaciéon que da esta fibracién no era hométopa a la
aplicacién constante, Hopf fue el primero en demostrar que el grupo fundamental de orden
3 de la 2-esfera no era trivial, m3(S?) 2 {e}, y proporcioné asi un generador para el grupo
fundamental, que era, de hecho, isomorfo a Z.

A lo largo de esta seccion se ira introduciendo la fibraciéon de Hopf mediante conceptos
que ya hemos visto y acabaremos viendo algunas generalizaciones de este fibrado. Dicho
esto, vamos con la construccién de la fibracién de Hopf.

En la seccién 1 hemos visto los espacios proyectivos reales como el espacio cociente de
las érbitas de la acciéon de un grupo. La intuiciéon detras de esta construcciéon es que el
espacio proyectivo es el conjunto de todas las rectas vectoriales que pasan por el origen.
Esta definiciéon, aunque es correcta, se puede generalizar a cuerpos mas alld del de los
nuameros reales. Veamoslo con detenimiento.

Sea K un cuerpo y consideramos el espacio vectorial K"*!. Definimos la relacién de
equivalencia ~ en K"™! como x ~ y si y solo si 2 = Ay para algin A € K\ {0}. Asf,
llamamos espacio proyectivo de dimensiéon n al espacio cociente dado por la relacién de
equivalencia P*(K) = (K"*!/ ~), que no es mds que el conjunto de todas las rectas
vectoriales que pasan por el origen de K1,
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Centrémonos en el caso de dimensién n = 1 y tomando como cuerpo el de los nimeros
complejos C. El espacio vectorial serfa C2, y nuestro espacio proyectivo a considerar es
la recta proyectiva compleja P!(C) = {rectas vectoriales complejas en C2}. Los espacios
proyectivos de dimensién n pueden ser vistos también como la unién del espacio afin de
dimensién n y el espacio proyectivo de dimensién n — 1 que representa el hiperplano pro-
yectivo de los puntos del infinito. Para el caso que nos ataiie, dariamos la recta proyectiva
compleja como CU{ Py}, donde Py es el punto del infinito. Este espacio, a veces denotado
también C, se suele conocer como el plano complejo extendido, plano complejo cerrado
o como la esfera de Riemann. En un principio, la idea de ver esta construccién como
una esfera puede ser algo confusa, pero es sencillo ver la conexién entre ambos conjuntos
recordando la transformacién de la esfera sin un punto en el plano complejo mediante
la proyeccién estereografica, y anadiendo ese punto se completa la esfera. Por lo tanto,
tenemos que P'(C) =2 C U { P} = S%. Se suele decir que la esfera de Riemann es la com-
pactificacién por un punto del plano complejo, pues anadiendo un punto se obtiene un
espacio compacto de algo que previamente no lo era, andlogamente pasa con la recta real
y la circunferencia.

La fibracién de Hopf viene dada precisamente por la aplicaciéon cociente que asocia a
cada punto de C?\ {0} su clase de equivalencia en P!(C). Dado que C?\ {0} es difeomorfo a
R*\ {0}, y la 3-esfera esta contenida en este espacio, tenemos una aplicacién de proyeccion
7 de S? en S?, restringiendo la aplicacién a S3.

7: 8% = PYC)
v [v]

Antes de pasar a ver que esta estructura es efectivamente un fibrado principal, estaria bien
ver cémo son realmente las fibras de esta proyeccion.

Supongamos que tenemos un punto [v] € S?, entonces la fibra 7=1([v]) es el conjunto
de todos los puntos de S* que se proyectan sobre [v]. Esto es, como la clase esta definida
por la relaciéon de equivalencia y tenemos que preservar que la norma de los puntos es 1,
la fibra viene dada por el conjunto de todos los puntos de la forma Av con A € C y tal que
|Av| = 1. Sin embargo como v ya es de norma 1 por pertenecer a la esfera, tenemos que
|A\| =1, es decir, A es un ntimero complejo de médulo 1, y por lo tanto, A € St. Queda por
lo tanto demostrado que las fibras de la proyeccién « son difeomorfas a circunferencias y
por lo tanto, a falta de la prueba, tenemos la siguiente estructura de fibrado:

St 83 5 s2.

En este caso, estamos viendo a S? como un fibrado principal de grupo estructural S' sobre
el espacio base S?. Es un fibrado que aparece en muchos contextos en las Mateméticas, no
necesariamente en el de los fibrados de forma exclusiva, e incluso en la fisica. Es también
un ejemplo conocido de fibrados con fibras circunferencias, junto al trivial S x S!, a
veces llamados S'-fibrados o U(1)-fibrados, que son un caso particular muy estudiado de
fibrados principales, teniendo incluso teoremas de clasificacién de fibrados de este tipo.
Sin embargo, a pesar del interés que pueda despertar, no es el objetivo de este trabajo
estudiar estos fibrados en profundidad.

Una vez hemos visto la construccion de la fibracién de Hopf y nos hemos familiarizado
un poco con su estructura, veamos paso a paso la prueba de que respeta la definicion
de fibrado principal. En primer lugar, debemos definir la accién de grupo que nos da la
estructura de fibrado principal. En este caso, la accién de grupo mas natural es que dado
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un punto p = (20, 21) € S3, con 29,21 € C,|20]?> + 212> = 1, y un elemento g € S', la accién
de g sobre p sea la multiplicacién de p por g, es decir, Rgp = pg = ((209,219)), como
cabria esperar a partir de la justificacién sobre la eleccién de la fibra.

La libertad de la accién es inmediata, pues si tomamos un punto (zp, 1) € S3, entonces
Ry(z0,21) = (209, 219) y si esto fuera igual a (29, z1), tendrfamos que g = 1 ya que es la
unica forma de no alterar la norma y fase de un ntimero complejo.

La transitividad de la accién es directa también. Tomamos dos puntos de la misma
fibra, por definicién de la clase de equivalencia, existe un g € S tal que ps = p1g.

La trivialidad local, asi como la diferenciabilidad de la aplicaciéon proyeccién m pueden
probarse usando coordenadas y escribiendo explicitamente la aplicaciéon, aunque es una
tarea laboriosa y se ha decidido dejar fuera del trabajo. La forma explicita de la aplicacion
de Hopf es la siguiente (Obtenida de [6], seccién 1.1.4)

7: 8% = §?

(w0, z1, 2, 23) = (Y0, Y1,Y2)

donde
yo = 2(zox2 + x173),
Y1 = 2(r122 — 20T3),
Y2 =m%+x%—x%—x§.

Figura 2.2: Dos representaciones de la fibracién de Hopf. A la izquierda, se muestran
las fibras de los puntos marcados en la esfera, con el mismo color, obtenidos a partir de
la proyeccién estereografica. A la derecha, se muestra un modelo hecho con argollas de
parte de la fibracién de Hopf, donde cada argolla representa una fibra de la proyeccién.
Imdgenes obtenidas de [10] y [11], respectivamente.

Es razonable que surja la pregunta de si este fibrado que hemos construido es, a fin
de cuentas, un simple producto cartesiano de S? y S', un fibrado trivial. La respuesta es
que no, y la razon es que si asi lo fuera, tendriamos que existe un isomorfismo de fibrados
principales entre ambos fibrados, lo que implicaria que ambos fibrados son difeomorfos y, en
particular, homeomorfos. Sin embargo, el grupo fundamental de S? es trivial w1 (S?) = {e},
mientras que el de S? x S! es 71(S% x S') 2 {e} x Z = Z. Como el grupo fundamental es un
invariante topoldgico, debe preservarse bajo homeomorfismos, por lo que no puede existir
un homeomorfismo entre ambos espacios y mucho menos un isomorfismo de fibrados.
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S} ———8*x§!

2

S2

La idea de Hopf, por su sencillez y genialidad, inspiré algunas generalizaciones de la
fibracién de Hopf. Para esta construccién hemos tomado como cuerpo el de los nimeros
complejos, y como espacio vectorial C?. Lo mismo podriamos haber hecho si hubiéramos
elegido el cuerpo de los ntimeros reales R y la construccioén seria la misma, pero el espacio
proyectivo seria P1(R) = (R%?/ ~) = S!| dando una proyeccién de S! en S' y una fibra
SY, aceptando variedades de dimensién 0. De manera andloga para los cuaterniones H y
para los octoniones O, se obtienen las dos fibraciones de Hopf restantes. Dando lugar a la
siguiente familia de fibraciones de Hopf:

S0 st & st =PY(R),
St s? 5 82 = PL(Q),

S? e sT L st = Pl(H),

ST st I s® = PL(O).
Quitando el dltimo de todos porque S” no es grupo de Lie, todos los demés son fibrados
principales (viendo para el primero S como grupo de Lie discreto). Esta familia de fibrados
cumple que todos ellos son esferas que se fibran sobre esferas y con fibras esferas; y Adams

demostré que son los tnicos fibrados no triviales que cumplen esta propiedad (Ver [1],
Secci6n 3.1).



Capitulo 3

Variedades Homogéneas

La idea intuitiva de las variedades homogéneas se puede entender bien con un ejemplo
sencillo. Consideremos la esfera en R?, los puntos sobre la esfera son indistinguibles entre
si. Rotar la esfera no la cambia y nos permite ir de un punto a otro. Todos sus puntos son
en cierto sentido equivalentes, y tienen la misma apariencia y estructura, es simétrica. El
concepto de variedad homogénea busca formalizar esta idea de que todos los puntos de
una variedad son equivalentes entre si. Veremos que estas variedades vienen acompanadas
de un grupo de Lie que actiia sobre ellas de forma transitiva, es decir, que para cualquier
par de puntos de la variedad, existe un elemento del grupo, un movimiento, que lleva un
punto en el otro. En este sentido, las variedades homogéneas no tienen puntos privilegiados
y son, como bien dice el nombre, homogéneas en todos sus puntos.

Para esta seccién se ha seguido principalmente la referencia [8].

3.1. Definicién y Ejemplos

Aunque la intuicién detras de las variedades homogéneas es clara, es necesario forma-
lizarla. Para ello, partiremos de la definiciéon de subgrupo de Lie, e iremos construyendo la
estructura de variedad homogénea a partir del cociente de grupos de Lie. Terminaremos
demostrando que las variedades construidas de esta manera siguen la intuicién geométrica
de homogeneidad que hemos visto antes.

Definicién 3.1. (H, ) es un subgrupo de Lie de un grupo de Lie G si:
1. H es un grupo de Lie.
2. H es una subvariedad de G.
3. @ es un homomorfismo de grupos.

Diremos que H es un subgrupo cerrado de G si la imagen de H por ¢ es un subconjunto
cerrado de G.

Podemos considerar como ejemplo el conjunto de los niimeros reales con la suma (R, +),
este es el grupo de Lie de las traslaciones en la recta real. Ademads, podemos verlo dentro,
como subvariedad, de R? que también es un grupo de Lie, luego podemos preguntarnos si
el primero es un subgrupo de Lie del segundo. Para ello, es necesario dar una aplicacion
@ con la que se cumpla la definicién anterior. Podemos tomar, por ejemplo, la aplicacién

¢:R— R?
x — (x,0).

31
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Esta aplicacién es diferenciable y es un homomorfismo de grupos, pues si z,y € R, entonces
p(z+y) = (x+y,0) = (2,0)+(y,0) = ¢(x)+¢(y). Por lo tanto, ((R,+), ¢) es un subgrupo
de Lie de (R?,+). Sin embargo, también podemos tomar las aplicaciones ¢1 y @2 dadas
por

1 : R — R?
z+— (0,x),

@2 : R — R?
x v (z,x).

Ambas aplicaciones son diferenciables y son homomorfismos de grupos, y también cumplen
la definicién de subgrupo de Lie. Por lo tanto, queda claro que no hay una tnica forma de
dar la estructura de subgrupo de Lie para un mismo grupo de Lie. No obstante, también
hay que recalcar que todas estas subvariedades son en cierto sentido “equivalentes”, y es
que todas ellas son difeomorfas entre si, como subvariedad. Asi, nos referiremos a subgrupos
de Lie como equivalentes si existe un par (a,f), con o : H - H' 'y 8 : G — G dos
isomorfismos de grupos de Lie, tal que 5o’ oa = ¢, donde ¢ y ¢ son las aplicaciones de
inclusién de H y H' en G. En este caso concreto tenemos que partimos en los tres casos del
mismo grupo de Lie, y que las aplicaciones de inclusién son las que cambian, dando lugar
a variedades difeomorfas entre si. Por lo tanto, podemos decir que ((R,+), ¢), (R, +), ¢1)
v ((R,+), ¢2) son subgrupos de Lie equivalentes de (R?, +) mediante los siguientes pares
de aplicaciones (a1, 1), (a2, f2), donde las aplicaciones a1 y ag son las identidades en
ambos casos y las aplicaciones 81 y (2 son las siguientes:

B : R* — R?
(,y) = (y,2),

B : R* — R?
(@,y) = (z,z +y).

Se puede comprobar que se cumple en ambos casos que 3; o p; o a; = @ para ¢ = 1,2.
Por lo tanto, todas estas estructuras son equivalentes bajo esta relacién. Cuando no ha-
ya ambigtiedad, nos referiremos a (H, ) o cualquier otro subgrupo equivalente como H
simplemente.

Teorema 3.2. Si H es un subgrupo cerrado de un grupo de Lie G, entonces H es un
subgrupo de Lie de G.

La demostracién de este teorema requiere la introduccion de la aplicacién exponencial
y un desarrollo mas profundo de la teoria de algebras de Lie, por lo que no se incluira
aqui. Esta prueba junto a toda la teoria previa necesaria puede encontrarse en [8] (Teorema
3.20).

Teorema 3.3. Sean H un subgrupo cerrado de un grupo de Lie G y G/H = {gH : g € G}
el conjunto de clases laterales a izquierda de H en G. Entonces G/H define una tinica
estructura de variedad diferenciable tal que:

1. La proyeccion 7 : G — G/H tal que w(g) = gH es diferenciable.

2. Existen secciones locales de G/H en G, es decir, para cada gH € G/H, existe un
entorno U de gH y una aplicacion diferenciable o : U — G tal que mo o = idy.
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Demostracion. La demostracién de este teorema es un poco técnica, pero la idea es la
siguiente. Primero, debemos dotar de una topologia al conjunto de clases laterales, G/H.
Después, hay que comprobar que con tal topologia G/H es una variedad diferenciable, esto
es, que es un espacio Hausdorff, II.A.N. y localmente euclideo. Esto nos daria la existencia
de la estructura de variedad y la aplicacion 7. Por ultimo, hay que comprobar la unicidad,
salvo difeomorfismo, de la estructura de variedad diferenciable en G/H.

La topologia méas natural en este tipo de construcciones es la topologia cociente, que
se define como la topologia més fina tal que la proyecciéon m : G — G/H es continua. De
esta forma, un conjunto U € G/H ser4 abierto en G/H siy s6lo si 771 (U) € G es abierto
en G. Con esta topologia, m es continua por definicién, y es ademas abierta, pues si W es
abierto en G,

T m@(W)={9€G:n(g)=gH en(W)}={geW:3he H:ghe W} = ] Wh,
heH

que es abierto por ser unién de abiertos (Wh es abierto porque es la imagen de W por la
accién de un elemento de G, que es un difeomorfismo). Por lo tanto, m(W') es abierto en
G/H y 7 es abierta.

Ahora, para ver que G/H es Hausdorff, obsérvese que el conjunto R C G x G dado
por R = {(g1,92) € G x G :3h € H : gih = g2} es cerrado en G x G, pues se tiene que
R=oa"Y(H), donde a: G x G — G es la aplicacién a(gi,g2) = g7 *g2 que es la aplicacién
diferenciable que da la estructura de grupo de Lie a GG a partir de la definicién 1.11. Ahora,
si tomamos dos puntos distintos de G/H, g1H y goH, entonces (g1, g2) ¢ R, y por tanto,
(91,92) € G x G\ R que es un conjunto abierto por ser R cerrado. Por lo tanto, existe un
entorno bésico U x V de G x G\ R tal que (U x V)N R = (), y como G x G es Hausdorff,
podemos tomar U y V entornos abiertos disjuntos de g; vy g2, respectivamente, tales que
g1 ¢V yga ¢ U. Con esto, tendriamos que 7(U) y w(V') son abiertos disjuntos de G/H
con g1H € 7(U) y g1H ¢ ©(V), y viceversa. Por lo tanto, G/H es Hausdorff. Comprobar
que G/H cumple el IT Axioma de Numerabilidad es sencillo, pues como G es un grupo
de Lie, y por tanto variedad diferenciable, tiene una base numerable de la topologia, y
la base numerable de G/H se obtiene como la imagen de la base numerable de G por la
proyeccion 7.

La localidad euclidea de G/H es el punto mas delicado de la demostracién. Para
hacerlo, se van a introducir la nocién de distribucién y algin resultado relacionado con
estas, como el Teorema de Frobenius, que no se demostraran, pero pueden encontrarse
con todo detalle en la seccién 1 de [8]. Dada M una variedad diferenciable y k un nimero
natural con 0 < k < n = dim(M), una distribucién de dimensién k es una familia
D ={D, C T,M : z € M}, donde para cada x € M, D, es un subespacio vectorial de
dimensiéon k del espacio tangente T, M y tal que para cada x € M, D, estd generado
por k campos de vectores diferenciables linealmente independientes. Una distribucion se
dice involutiva si para cada X,Y € D, entonces [X,Y] € D. Y una distribucién se dice
completamente integrable si para cada x € M, existe una subvariedad integral de M que
contenga a D, esto es, una subvariedad N de M tal que para cada x € N, T, N = D,.
El Teorema de Frobenius nos asegura que una distribucién es completamente integrable
si y solo si es involutiva. No sélo eso, también nos asegura que para todo m € M existe
un entorno abierto U de m y una carta z : U — R tal que z(U) es un cubo abierto en
R™ y x(m) = 0 € R™, con funciones coordenadas x1,...,x, tales que los cortes (slices,
“rebanadas” en inglés, también se suelen llamar placas) de la forma

x; = constante, t=k+1,...,n,



34 CAPITULO 3. VARIEDADES HOMOGENEAS

son subvariedades integrales de D. Ademads, por cada punto pasa una unica subvariedad
integral conexa. Un ejemplo sencillo es ver R? como R? x R, y considerar la distribuciéon
dada por los planos. En cada punto el espacio tangente es como todo el espacio, pero para
cada punto hay un plano contenido en ese espacio. Para cada punto se puede tomar un
sistema de coordenadas (z,y, z) centradas en ese punto, la distribucién esta generado por
los puntos (x,y,0), y elegir un plano es elegir un valor constante de z.

f.
|

Figura 3.1: Foliaciéon de R? con planos, difeomorfos a R?. Se ha enfatizado la placa que
pasa por el origen de coordenadas.

Continuemos con la demostracién del teorema. Como H es un subgrupo cerrado de
GG, entonces sabemos que H es un subgrupo de Lie de G por el Teorema 3.2, supongamos
dim(G) =d y dim(H) = d — k. Por lo tanto, consideremos el dlgebra de Lie h asociada a
H, recordemos que es isomorfo como espacio vectorial al espacio tangente Te H, y que por
lo tanto esta contenido en T.G. Definimos una distribucién generada por esta algebra de
Lie, dada por traslaciéon del punto mediante la acciéon de G sobre si mismo, es decir, para
cada g € G, definimos la distribucién D = {Dy C T4G : Dy = (Lg)+(h)}. Esta distribucién
es involutiva, pues como h es un algebra de Lie, entonces para X,,Y. € h = T, H, tenemos
que [X¢,Ye] € b, y por lo tanto, [X,, Y] = (Lg)«([Xe, Ye]) € Dy para todo g € G. Como
es involutiva, por el Teorema de Frobenius, sabemos que existen un entorno abierto V
de e € Gy una carta x : V — R? con z(e) = 0 € R% Y, como existe una variedad
integral que pasa por e, y H es una variedad que contiene a e y tal que el espacio tangente
T.H coincide con el valor de la distribucién en e, entonces en un entorno suficientemente
pequeno, tal que se cumpla la condicion de conexion, H debe ser esa subvariedad integral,
por unicidad de la variedad integral. Por lo tanto, podemos elegir V' lo suficientemente
pequeno para que Sg = V N H sea el corte que pasa por e, y de modo que Sy sean los
puntos tales que x; = 0 parai=n—k+1,...,n, dentro de ese entorno V. Recordemos
que Sy es la tnica placa que pasa por e, cualquier otra placa tiene otra “altura” en este
sistema de referencias.

Vamos a definir ahora otros dos entornos de e tales que sus imagenes sean cubos tam-
bién, y que estén contenidos en V. Sean V; = 27! ((—¢,€)?) y U = 271((—6,6)" %), donde
€ v 6 son nimeros reales positivos suficientemente pequenos. Queremos que estos sean con-
juntos tales que V1V C V y U'U C Vi, esto es, que Vi y U representen los productos e
inversas de elementos cercanos a e. Podemos elegirlos de esta forma porque las operaciones
(g,h) — ghy (g9,h) — g~'h son diferenciables, y por lo tanto, continuas. Luego, podemos
elegir € y J suficientemente pequenos para que se cumplan estas inclusiones.

Veamos que cada rebanada se corresponde a una clase lateral a izquierda. Sean o, 7 € U,
tales que estan en la misma clase médulo H, es decir, ¢ € 7H. Entonces, 7 'o € H, y
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como o y T estdn en U, entonces o~ '7 € U~'U C V;. Por lo tanto, 7~ 'o € ViNH, y
en particular, 7='o € V4 N Sp. Por lo tanto, o € 7(V3 N Sp). Ahora, como la distribucién
es invariante a izquierda por construccion y Sy es la placa que pasa por e, y por tanto
variedad integral contenida en el entorno V', entonces V1 NSy es una placa de la distribucién
en V1, y al trasladarla por 7, 7(V3 N Sp) es una placa de la distribucién en 7V;. Ademads,
como Vj es la contraimagen de un cubo, y Sy es un corte de V', entonces V3 NSy es conexo,
y su traslacién por 7 también lo es. Entonces, la subvariedad integral es tnica y 7(V1 N .Sy)
estd en una unica placa de la distribuciéon y o y 7 pertenecen a la misma placa de la
distribucién. Reciprocamente, si ¢ y 7 pertenecen a la misma placa de la distribucién,
entonces o € 7(V1 N Sy), y como Sy C H, entonces V1 NSy C H, y por lo tanto, 0 € TH y
o y T pertenecen a la misma clase lateral a izquierda. Nétese que esta propiedad sélo puede
asegurarse dentro de U, entonces nos interesa especialmente U como entorno abierto de
e. A partir de ahora trabajaremos con la localizacién de la carta z a U, x|y : U — RY,
aunque por conveniencia, seguiremos escribiendo x para referirnos a esta localizacién.

Llamamos S C 2(U) a los puntos tales que cumplen z; =0 parai =k +1...,d. S es
un corte del cubo z(U). Y definimos el siguiente homeomorfismo

i1 S = n(U)
s mox Yg(s).

Ver que 27! es un homeomorfismo es sencillo, para empezar es continua y abierta por

serlo tanto 7 como x!|s. Adem4s, es inyectiva, pues si #71(s1) = 77 !(s3), entonces
v s(s1) y 271|s(s2) estdn en la misma clase médulo H, y por lo que hemos visto antes
también pertenecen a la misma placa integral. Ahora, por cémo hemos definimos S, S es un
transversal local a las placas de la distribucién, que corta una tnica vez a cada una. Como
51y s2 pertenecen a S y sus preimdgenes por x7!|g son iguales, entonces son el mismo
punto. Para ver la sobreyectividad, basta con ver que para cada clase lateral gH € 7(U),
existe un punto g € U que esta en una tnica placa integral, y por lo tanto, existe un punto
s € S tal que 27 !|g(s) pertenezca a la misma placa que g, y que al proyectarlo por 7 nos
dé la clase lateral gH. Por lo tanto, 2~ es un homeomorfismo.

G R

E

» J) G/H

Figura 3.2: Esquema de la construccién de la carta & sobre el cociente G/H. Imagen
tomada de [8] y ajustada para coincidir en notacién.

La inversa de esta aplicacién ~! es la aplicacién

i:n(U)— S cRF,



36 CAPITULO 3. VARIEDADES HOMOGENEAS

que serd una carta sobre m(U), pudiendo dar un sistema de coordenadas centrado en eH
en este entorno. Podemos obtener el resto de cartas, para cualquier punto 7H € G/H,
mediante traslacion por la accién de G. Si L, : G — G es la accién a izquierda de o € G,
entonces tenemos un homeomorfismo inducido en G/H por L,, que es

L,:G/H — G/H
TH — L,(TH) = oTH.
Ahora, para cada o H € G/H, definimos la carta
Fort = &0 Loa1lf (zy : Lo(m(U)) = S C R,

Esta carta nos da un sistema de coordenadas centrado en o H en el entorno Ly (7 (U)).
Esto demuestra que G/H es localmente euclideo, pues para cada punto gH € G/H, existe
un entorno abierto Ly (7(U)) de gH y una carta &,z tal que el entorno es homeomorfo
al abierto S C R¥. Consideramos entonces la siguiente familia y veamos que es un atlas
diferenciable sobre G/H:

A={Z,y:0€G}.

Por todo lo discutido hasta ahora, los dominios de las cartas de A cubren todo
G/H, luego s6lo tenemos que comprobar que los cambios de carta son diferenciables.
Sean o1H,0oH € G/H tales que tienen entornos asociados no disjuntos, L, (7(U)) N
Lo, ((U)) # 0. Llamamos V; a la imagen por Z,,n de esta interseccion, entonces hay que
probar que la aplicacién

Topr 0 F, Ny VI = Va

es C°. Para ello, tomamos ¢t € V;, y observamos que por definicién de V7, l~102_1 o f/gl o
#7Y(t) € m(U), porque si t € V4, entonces #-1(t) € 7(U) N .Z/o_Q—lo_l(?T(U)). Por lo tanto,
debe existir un elemento h € H tal que oy ‘o121 (t)h € U. Como la aplicacién es continua
en t, para todo entorno U’ de Uglalicfl(t)h debe existir un entorno abierto W de ¢ tal
que az_lalj_l(W)h C U'. Podemos elegir U’ = U, y por lo tanto, sélo nos queda probar
que TyyH O :E;IIH]W es diferenciable. Sin embargo, podemos expresar esta aplicacién como
la siguiente cadena de composiciones de aplicaciones diferenciables:

. L1 -1
xUQHoxng‘W:WOOxORhOnglglox ‘Wa

donde 7 : R? — R¥ es la proyeccion canénica de z(U) en S (Ver Figura 3.2). De esta forma,
el cambio de carta es diferenciable en Vi, y concluimos que A es un atlas diferenciable
sobre G/H. Por lo tanto, G/H es una variedad diferenciable.

Esta estructura diferenciable hace directamente que la proyeccién 7 : G — G/H sea

diferenciable, pues, restringida a un conjunto abierto de la forma L,U, es la composicién
. . ~—1 p 1 ~—1 A

de aplicaciones T g ©TOTO Ly | L,U, Yy ademas Lgox™" o JH €S una seccion local de

G/H en G en el entorno Ly(m(U)) de gH.

Finalmente, sélo falta por probar la unicidad de la estructura de variedad diferenciable
en G/H. Supongamos que existe otra estructura de variedad diferenciable (G/H)" y tal
que se cumpla que 7 es diferenciable y que existen secciones locales de m en G.

G

G/H (G/H)

id
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Entonces, como 7 es submersion, id : G/H — (G/H)' es diferenciable porque se puede
escribir como la composicién de 7 : G — (G/H)' con una seccién local o : G/H — G,y
analogo para su inversa, luego son difeomorfos.

O

Este resultado nos da por lo tanto una condicién suficiente para que el cociente de
un grupo de Lie por un subgrupo sea una variedad diferenciable. Nos da ademas algunas
propiedades de la aplicacién cociente. Este tipo de variedades que son cocientes de grupos
de Lie son muy interesantes y constituyen un objeto de estudio en si mismos. Veremos
también que los grupos de Lie que hemos visto hasta ahora son también este tipo de
variedades. Introducimos por lo tanto la siguiente definicién:

Definicién 3.4. Se llaman variedades homogéneas a las variedades de la forma G/H,
donde G es un grupo de Lie y H es un subgrupo cerrado de G.

Proposiciéon 3.5. Bajo las condiciones del Teorema 3.3, dada una aplicacion diferenciable
entre variedades f : G — X, existe una y solo una aplicacion diferenciable f : G/H — X
tal que f = fomw. Aun mds, f es diferenciable si y solo si f es diferenciable.

¢—1 o x

G/H

Demostracion. Un resultado de topologia general nos dice que si f : G — X es continua,
entonces existe una tnica aplicacién f : G /H — X tal que f = f om que sea continua.
Sélo falta ver que f es diferenciable si y solo si f es diferenciable.

La implicacién de izquierda a derecha es inmediata, pues si f es diferenciable, entonces
f = for eslacomposicién de dos aplicaciones diferenciables, y por lo tanto, también es
diferenciable. Para la otra implicacién, supongamos que f es diferenciable. Entonces, por
el teorema de la aplicacién cociente, f existe y es tinica, y ademads es continua. Para ver que
es diferenciable, basta con ver que para cada punto gH € G/H, existe un entorno abierto
U de gH y una aplicaciéon oy : U — G que es una seccién local de la proyeccion 7 tal que
f luv = fomooy = fooy. Como f | es la composicién de aplicaciones diferenciables, es
diferenciable localmente para todo punto, y por lo tanto, f es diferenciable en G JH. O

Ejemplo 3.6. Algunos ejemplos de variedades homogéneas son:

1. La esfera S*. Como hemos visto en el apartado sobre la fibracion de Hopf, la esfera se
puede escribir como el cociente de S®, que es un grupo de Lie, por la circunferencia
S, que es un subgrupo cerrado de S3. Para ver que es un subgrupo cerrado, basta
ver que que la circunferencia son los puntos de S® que tienen las coordenadas x3 =
x4 = 0, por ejemplo, es claramente un grupo de Lie en si mismo, y es cerrado porque
St = F710)N'S?, donde F : R* — R dada por F(x1,72,23,24) = 23 + 23 — 1, que
es una funcion continua, luego su preimagen por un cerrado es cerrado, luego S* un
cerrado del subespacio S® de R*. Por lo tanto, la 2-esfera es una variedad homogénea,
y de hecho su aplicacién de proyeccion 7 : S3 — S3/S! = S§? es precisamente la
proyeccion de la fibracion de Hopf que hemos visto antes.

2. Mads generalmente, las esferas S™ son variedades homogéneas, pues se pueden escribir
como el cociente O(n+1)/0(n), donde O(n+1) y O(n) son los grupos ortogonales de
dimensiones n+ 1 y n, respectivamente. Veamos esto con detenimiento. Recordemos
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que el grupo ortogonal de dimension n es el grupo de matrices ortogonales de orden
n, es decir, las matrices A € GL(n,R) tales que AT A = I,, y que como consecuencia
vimos que preservan las bases ortonormales. En particular, las matrices ortogonales
transforman vectores de norma 1 en vectores de norma 1, y por lo tanto, las matrices
ortogonales de orden n + 1 actian sobre la esfera S® C R™"*1,

O(n+1) x S" s §"
(A,v) — Av.

Ademds actia transitivamente. Esto se debe a que siv1 € S™, entonces sea el conjunto
{v1,v2,...,Un,Unq1} una base ortonormal de R™*1 tal que vy es el primer vector.
Entonces podemos escribir esa base en funcién de la base candnica de la siguiente
forma:

n+1

v; = E ajiej,
j=1

donde a;; € R son los coeficientes de la base ortonormal en la base candnica. Podemos
definir la matriz A € O(n + 1) cuyos coeficientes son precisamente estos aij, y la
transitividad se debe a que dados v,w € S™, entonces existen matrices ortogonales
A y B tales que v = Ae; y w = Bey, y por lo tanto, w = BA ™ v. Esto nos permite
definir la siguiente aplicacion diferenciable:

f:O(mn+1) ="
A|—>Ael

La aplicacion es ademds sobreyectiva, por la transitividad de la accién. El nicleo de
la aplicacion f es el conjunto de matrices ortogonales que dejan fijo el vector ey, es
decir, ker(f) ={A € O(n+1): Aey = e1}. Los elementos de la forma

1 of
=0 %)

donde A € O(n) estdn claramente en el nicleo de f, veamos que también se cumple
el otro contenido y por lo tanto ker(f) = O(n). Si A € O(n+1) y Ae; = e1, como
e1 = Z?ill ajiej, tenemos que a1 = 1 y aj1 = 0 para todo j # 1. Como A es
ortogonal, tenemos que AT A = I,1, y por lo tanto, Z;‘ill a%j =1, y como aj1 =1,
tenemos que ay1; = 0 para todo j # 1.Por lo tanto, A es de la forma descrita arriba,
luego O(n) = ker(f) C O(n+1). O(n) es un subgrupo cerrado de O(n + 1), pues
es cerrado en R™ Yy este a Su vez en RM+D* . Por el Teorema 3.3, tenemos que
O(n+1)/0O(n) es una variedad diferenciable (homogénea), y ademds, la aplicacion

cociente m: O(n+1) = O(n+1)/0(n) es una submersion.

on+1) —L s
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Por lo tanto, tenemos una aplicacion diferenciable f y una aplicacion cociente w,
luego sabemos que existe una aplicacion diferenciable f : O(n 4+ 1)/O(n) — S™ tal
que f = fo w, que ademds es biyectiva. Por lo tanto, por el teorema de la funcion
inversa, f es un difeomorfismo local, y como es biyectiva, es un difeomorfismo global.
Por lo tanto, S™ =2 O(n + 1)/O(n). Con un razonamiento similar, podemos ver que
S* = S0(n+1)/SO(n). El caso conn =1 es el que se ha comentado al principio
del trabajo, y es que St =2 SO(2)/SO(1), y SO(1) = {1}, luego S' = SO(2).

3. Los espacios proyectivos P"(R). La idea es esencialmente la misma. En este caso,
veremos como el espacio proyectivo P"(R) se puede escribir como el cociente SO(n+
1)/O(n). Recordemos que el espacio proyectivo P™*(R) es el conjunto de rectas a través
del origen en R™1, y que se puede identificar con el cociente de la esfera S™ por la
relacion de equivalencia que identifica puntos antipodales. Tenemos una proyeccion
natural al conjunto de clases p : R"1\ {0} — P*(R), que dotando al espacio cociente
de la topologia final, es continua. Podemos restringir esta proyeccion al conjunto de
puntos de la esfera S™, que constituye un recubrimiento de doble hoja del espacio
proyectivo. Mediante cartas homogéneas, podemos dotar al espacio proyectivo de una
estructura de variedad diferenciable de modo que la proyeccion p también sea un
difeomorfismo local. De esta forma, como el grupo SO(n + 1) actia sobre la esfera
S™, se induce una aplicacion diferenciable del grupo SO(n+1) en el espacio proyectivo
P™"(R) de la siguiente manera:

f:80(n+1)— P"R)
A= [Aer] = p(f(A4)),

donde f es la aplicacion definida en el anterior ejemplo, pero para el caso de SO(n+
1). Esta aplicacion es también sobreyectiva, pues lo es f, y por tanto lo es su com-
posicion con la aplicacion cociente p. El nicleo de la aplicacion f es el conjunto de
matrices ortogonales que dejan fijo el punto proyectivo [e1], es decir, los que llevan
el vector ey a si mismo o a su opuesto, —ey. Estos son los elementos de SO(n + 1)
que son de la forma

e <det0(/~1) (2;) 7 (3.1)

con A e O(n). De la misma forma que antes se prueba que el nicleo no sélo contiene
a los elementos de esta forma sino que O(n) = ker(f) C SO(n+1). Como O(n) es un
subgrupo cerrado de SO(n + 1), por el Teorema 3.3, tenemos que SO(n + 1)/0O(n)
es una variedad diferenciable, y ademds, la aplicacion cociente m : SO(n + 1) —

SO(n+1)/0(n) es una submersién. Por lo tanto, existe una aplicacién diferenciable
f:80(n+1)/0(n) = P*(R) tal que f = f ow, que es biyectiva, y por lo tanto, un

~

difeomorfismo global, por el teorema de la funcion inversa. Por lo tanto, P"(R) =

SO(n +1)/0(n).

SO(n+1)

SO(
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Como se puede observar, justificar las estructuras de variedad homogénea de los ejem-
plos anteriores, aunque no es excesivamente complicado, es desde luego laborioso, mas
aun en un caso general. El siguiente resultado general nos da una forma de ver que una
cierta variedad es homogénea sin necesidad de entrar en detalles sobre la estructura que
la define.

Proposicién 3.7. Sea M una variedad diferenciable y G un grupo de Lie que actia
sobre M de forma transitiva. Entonces, dado un punto x € M, el cociente G/stab(zx) es
difeomorfo a M, donde stab(x) denota el estabilizador de x en G.

Demostracion. Recordemos que el estabilizador de un punto x € M es el conjunto de
todos los elementos de G que dejan fijo a z, es decir, stab(z) = {g € G : g - x = x}. Para
probar la proposicién, basta con ver que el cociente G/stab(zx) es como la érbita de = por
la accion de G y que el estabilizador de x es un subgrupo cerrado de G. Consideramos la
aplicaciéon

f:G— Og(z)C M
g gx.

Esta aplicacién es diferenciable, no es mas que la acciéon de G sobre M, restringida
al conjunto G x {z}. Ademsds, es sobreyectiva, pues la imagen de f es precisamente la
6rbita de z. El nicleo de f es el conjunto de elementos de G que dejan fijo a x, esto es,
ker(f) = {g € G : gv = x} = stab(x). Por lo tanto, f induce una aplicaciéon biyectiva
f: G/stab(z) — Og(x), dada por f(gstab(z)) = gz. Como tal, no se puede hablar de
diferenciabilidad de f , pues el cociente G/stab(z) no tiene por qué tener una estructura
de variedad diferenciable. Sin embargo, si stab(z) es un subgrupo cerrado de G, entonces
por el Teorema 3.3, G/stab(x) tiene una estructura de variedad diferenciable, la aplica-
cién cociente m : G — G/stab(x) es diferenciable y es una submersién, y por lo tanto,
la aplicacion f es diferenciable. Ademas, por el teorema de la funcién inversa, f es un
difeomorfismo local, y como es biyectiva, es un difeomorfismo global. Veamos entonces
que stab(z) es efectivamente un subgrupo cerrado de G.

La clausura se da directamente por ser el niicleo de la aplicacion f, stab(z) = f~1(x),
que es cerrado por ser f continua y {z} cerrado en M, por ser M Hausdorff (es suficiente
con T1). Y la estructura de grupo también es inmediata, pues si g1, g2 € stab(z), entonces
g1T = Ty gox = x, y por lo tanto, g1z = gox, luego go g1z = x, v g5 g1 € stab(zx).
Por la caracterizacién de subgrupo stab(x) es un subgrupo de G. Asi, hemos visto que
G/stab(z) = Og(z), como variedades diferenciables. Para concluir, como G actta de

forma transitiva sobre M, la 6rbita de = es inica y es todo el conjunto, luego se tiene que
M = G/stab(x). O

Obsérvese que el resultado es independiente del punto elegido, pues debido a la tran-
sitividad de la accién, todos los puntos de M son equivalentes bajo la accién del grupo G.
Esto nos permite tomar puntos “cémodos” como podrian ser la identidad si la variedad
es un grupo de Lie, o el origen en algtin otro espacio. Asi, se justifica la eleccién aparen-
temente privilegiada del vector e; en los ejemplos anteriores, se justifica en cierto modo,
dado un punto genérico z € M, el poder tomar una referencia tal que x = e; y seguir
el razonamiento. Con esto en mente, podemos hacer un pequeno repaso de los ejemplos
anteriores. Y de paso, ver algunos ejemplos maés.

Ejemplo 3.8. 1. La esfera S™. En la esfera, hay mds de un grupo de Lie que actia
de forma transitiva. El que hemos visto antes es el grupo ortogonal O(n + 1). La
justificacion es exactamente la misma, las matrices ortogonales mantienen la norma
de los vectores de la esfera, y se puede transformar cualquier punto de la esfera en
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cualquier otro mediante una matriz ortogonal. Luego, buscando el estabilizador de
un punto x € S, tenemos la estructura de variedad homogénea que buscabamos. El
estabilizador de un punto x € S™ es el conjunto de matrices ortogonales que dejan
fijo a x, es decir, stab(x) = {A € O(n+1) : Az = x}. Hemos demostrado como
este conjunto es isomorfo al grupo ortogonal de una dimension menor, O(n), luego
O(n+1)/O(n) =S", por la anterior proposicion.

El caso para el grupo especial ortogonal SO(n + 1) que se ha omitido en el ejemplo
anterior se hace también con una facilidad parecida mediante esta proposicion. FEl
grupo SO(n + 1) son las “rotaciones” de la n-esfera, y las matrices ortogonales que
dejan fijo un punto x € S™ son las que tienen como eje de giro el eje que pasa por x
y el origen. De manera similar se demuestra que stab(x) = SO(n), y por lo tanto,
SO(n+1)/S0O(n) = S™.

2. Similar a los dos ejemplos anteriores, el grupo de Lie SO(n + 1) actia de forma
transitiva sobre el espacio proyectivo P"(R), porque actia de forma transitiva sobre
la esfera, que es un espacio recubridor de P™(R). Y el grupo que deja fijo un punto
x € P"(R) es stab([z]) = {A € SO(n+1): Az =2V Ax = —x} que es el conjunto
de las matrices de la forma (3.1), que es precisamente el grupo ortogonal O(n). Por

lo tanto, SO(n+1)/O(n) = P"(R).

3. El grupo de las traslaciones de R™, (R™,+), actia de forma transitiva sobre R™
mediante la accion

(R",+) x R" — R"
(v,z) = v+ m.

La accion es simplemente transitiva, pues dados x,y € R", existe un unico v =
y—x € R" tal que v+ x = y. El estabilizador de un punto x € R™ es la traslacion
de vector 0, esto es, la identidad del grupo, stab(z) = {0}. Por lo tanto, el cociente
(R™, +)/stab(x) = (R™,+)/{0} = R™. R™ es por lo tanto una variedad homogénea.
Tenemos por lo tanto la biyeccion

R" — (R",+)
r=(r,re...,r) = 7 R" 5 R"
rT—7r+x

Este ejemplo es un caso particular de un resultado mds general, y es que cualquier
grupo de Lie serd una vartedad homogénea. Hemos visto que la accion de un grupo
de Lie G sobre si mismo es simplemente transitiva, luego es transitiva y se estd en
posicion de aplicar la Proposicion 3.7, y ademds la accion es libre. Que la accion sea
libre es equivalente a que el estabilizador de cualquier punto x € G sea trivial. Como
consecuencia, el cociente G/stab(x) = G/{e} = G y por lo tanto, G es una variedad
homogénea.

4. Se llama Grassmanniana de orden (k,n) al conjunto de subespacios vectoriales de
dimension k, con 0 < k < n, de R" y se denota por Gry, . Antes de ver su estructura
diferenciable, exploremos algunos ejemplos para familiarizarnos con el concepto.

Por ejemplo, Gry 2 es el conjunto de rectas a través del origen en R?, luego es iso-
morfo a la circunferencia S', aunque por ir mostrando un patrén lo escribiremos
como PY(R). El caso Gry 3 es el conjunto de rectas a través del origen en R?, que es
el plano proyectivo P2(R). Por otro lado, Gro 3 es el conjunto de planos a través del
origen en R3. Sin embargo, como todo plano de R? estd univocamente determinado
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por su recta tangente, podemos identificar Grys con Grys. Para el caso de dimen-
sion 4, pasa algo similar, Gri4 es el conjunto de rectas a través del origen en R4,
que es isomorfo a P3(R) y a G734, pues en R* los hiperplanos estdn univocamen-
te determinados por sus rectas normales. De hecho, todos las grassmannianas con
k=1o0k=mn-—1 serdn isomorfos a los espacios proyectivos de dimension n — 1,
debido a que estdn determinados por las rectas o hiperplanos de R™. Por lo tanto,
Grim = Grp—1n = IP’”_l(]R). La Grassmanniana mds simple que no es un espacio
proyectivo es Gra 4 y es de dimension 4, como veremos a continuacion.

Para ver que Gry,p, es una variedad, y en concreto, una variedad homogénea, consi-
deremos el grupo de Lie O(n), que actia sobre Gry,, de forma transitiva mediante
la accion

O(n) x Gryy — Grip,
(A, V) = A(V),

donde V' es un subespacio vectorial de dimension k de R™ generado por k vectores
linealmente independientes, y A(V') es el subespacio generado por la imagen de los
vectores generadores de V' por A como aplicacion lineal. Para entender mejor cdmo
actia O(n) sobre Gry,y,, consideremos el caso k = 2, los planos de R™ que pasan por
el origen. Dado una matriz ortogonal A € O(n), este plano se puede transformar en
otro plano, mediante giros y reflexiones.

Figura 3.3: Rotacién de un plano en R3

Siendo rigurosos, sobre un conjunto de planos cuales quiera de R™ actia realmen-
te el grupo afin Aff(n), aunque las traslaciones afines se descartan por salirse del
conjunto. Quitando esas traslaciones, nos quedaria el grupo euclideo de los movi-
mientos rigidos, E(n), que es un subgrupo de Aff(n). Este sequndo grupo excluye
los movimientos de traslacion que llevan el subespacio a otro subespacio paralelo,
pero no los que mantienen el plano invariante, las traslaciones con vector un vector
del subespacio. El grupo euclideo es el que realmente actia sobre Gry, p, sin embargo,
podemos quedarnos unicamente con el grupo ortogonal, debido a que los “puntos” de
este espacio son los subespacios lineales y las traslaciones estardn contenidas en el
estabilizador de cualquier punto. Como el grupo euclideo se puede representar por
los elementos que son pares (A,b), donde A € O(n) y b € R™ un vector de tras-
lacion, el grupo ortogonal serd suficiente. Ademds, que el grupo ortogonal actie de
forma transitiva sobre las bases ortogonales es suficiente para ver que actia de forma
transitiva sobre los subespacios de dimension k de R™. En efecto, si V es un subes-
pacio de dimension k de R"™, entonces existe una base ortonormal {v1,...,vx} de V,
y por lo tanto, podemos completar la base de R™ con n — k vectores ortonormales
{w1, ..., wy_}. Entonces, dado otro subespacio de dimension k, V', existe una base
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ortonormal {vi,...,v.} de V' y la completamos con n — k vectores ortonormales
{wi,...,w,_,}. La transitividad de la accion del grupo ortogonal sobre las bases or-
tonormales nos dice que existe una matriz ortogonal A € O(n) tal que Av; = v} para
todoi=1,....k, y Aw; = w; para todo j = 1,...,n — k. Por lo tanto, A lleva el
subespacio V al subespacio V', y la accién es transitiva. Ahora, tenemos una accion
transitiva del grupo ortogonal O(n) sobre nuestra variedad Gryy, y por lo tanto,
podemos aplicar la Proposicion 3.7, solo resta encontrar el estabilizador de un punto
Ve GT’k’n.

Para esto, pensemos en cudles son las transformaciones que dejan fijo un subespa-
cto de dimension k. Estas deberian ser las transformaciones que transforman una
base del subespacio en otra base del subespacio, como estamos buscando un subgru-
po de O(n), estas deben ser todas las pertenecientes al grupo O(k) C O(n). Sin
embargo, también hay que contar con todas las transformaciones que dejan fijo el
subespacio ortogonal, estas serian, dentro de O(n), las del grupo O(n — k). De es-
ta forma, eligiendo una base (ortonormal) del espacio total R™, tal que las prime-
ras k coordenadas son las del subespacio y las ultimas n — k son las del ortogonal,
{vi,..., vk, w1,...,wy—k}, €l estabilizador de un subespacio V' de dimension k son

las matrices de la forma
A 0
0 B)’

donde A € O(k) y B € O(n — k). Una matriz de esta forma puede darse como un
par (A, B) € O(k) x O(n — k), y por lo tanto, stab(V) = O(k) x O(n — k).

Por lo tanto, Gry, = O(n)/(O(k) x O(n — k)), y queda asi demostrado que es una
variedad homogénea. Esta expresion para la variedad también justifica las relaciones
que hemos visto antes entre algunos de los espacios en funcion de sus dimensio-
nes. Tenemos por ejemplo que Gry, = O(n)/(O(k) x O(n —k)) = O(n)/(O(n —
k) x O(k)) =2 Grp—gn,Vk € {1,...,n — 1}, y no sélo para el caso k =1 y k =
n — 1, como hemos wvisto antes. Por 4ltimo, la dimension de Gry, es la dimen-
sion del cociente: dim(Gry,) = dim(O(n)) — dim(O(k) x O(n — k)) = % -
(k(k2—1) n (n—k)(;—k—l)) — k(n— k).

Nota: Si hubiéramos elegido el grupo euclideo E(n), las traslaciones estarian conte-
nidas en el estabilizador de cualquier punto, y por lo tanto, al hacer el cociente, nos
quedariamos unicamente con las matrices del grupo ortogonal, pero el procedimiento
es el mismo.

Nota: Podemos hacer una construccion similar, pero en lugar de considerar subes-
pacios vectoriales de R™, consideramos subespacios vectoriales orientados, esto es,
una base con una orientacion determinada. Como hay dos posibles orientaciones
en cada subespacio, tendriamos por cada subespacio de la grassmanniana origi-
nal dos posibles subespacios orientados. Esta construccion se llama grassman-
niana orientada y se denota por Gry,. No es dificil comprobar que la grass-
manniana orientada constituye un recubrimiento de doble hoja de la grassmannia-
na original, y ademds, con un argumento similar al del ejemplo, se verifica que
Grin, = S0(n)/(SO(k) x SO(n—k)), donde en este caso se emplea el grupo especial
ortogonal para preservar las orientaciones. Luego @“kn es también una variedad ho-
mogénea. Notese que é;"l,n = S0O(n+1)/SO(n) = S™ son las esferas de dimension
n, Y que (?rkn = Gry—gpn, como antes.

Nota: Se pueden extender estas ideas a cualquier variedad diferenciable M, en lugar
de quedarse en los espacios vectoriales R™. En este caso, estariamos hablando de
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lo que se conoce por fibrado Grassmanniano de dimension k de M, denotado
por Gri(M) = UweMGrk(TzM), donde T, M es el espacio tangente a la variedad
M en el punto x y U denota la union disjunta. Fste fibrado no es ni vectorial ni
principal, ya que cada fibra es una grassmanniana. Una seccion de este fibrado es una
elegir para cada punto un subespacio vectorial de dimension k del espacio tangente
y hacer que cambie de punto a punto de forma suave, es decir, una seccion del
fibrado grassmanniano da una distribucion sobre la variedad M. Este espacio mos
permite también generalizar una idea muy importante en geometria diferencial, que
es la aplicacion de Gauss. Dada una superficie en R3, la aplicacién de Gauss es una
aplicacion que asocia a cada punto de la superficie el vector normal a la superficie
en ese punto, descrito generalmente como un punto en la esfera unidad S?.

N:S—§?

Esta nocion se puede extender a cualquier variedad M, pues dada una subvariedad
N de dimension k y asociando a cada punto x € M wun subespacio vectorial de
dimension k del espacio tangente T, M se obtiene la aplicacion siguiente:

G:N— GTk(M)
x— T, N,

Para el caso de k = n—1, se recupera la intuicion habitual de la aplicacion de Gauss,
pues a cada punto le corresponde un subespacio de dimension n — 1 del espacio tan-
gente, y como a cada hiperplano le corresponde un unico vector normal, la aplicacion
de Gauss lleva puntos a sus vectores normales en la esfera unidad S™.

Se ve por lo tanto que es suficiente conocer que un grupo de Lie actia transitivamente
sobre una variedad diferenciable para poder concluir que esta es una variedad homogénea.
Este resultado refuerza la idea de que las variedades homogéneas son variedades en las que
todos los puntos son geométricamente equivalentes o que no hay puntos privilegiados. Pero
falta preguntarse si el reciproco se da también, es decir, si dada una variedad homogénea
G/H, donde G es un grupo de Lie y H es un subgrupo cerrado, el grupo G actia de
forma transitiva sobre la variedad y H es el estabilizador de un punto. La respuesta es
afirmativa, veamoslo.

Supongamos que tenemos una variedad homogénea M = G/H, donde G es un grupo
de Lie y H es un subgrupo cerrado de G. Por el Teorema 3.3, la aplicacién cociente
m: G — M es una submersién. Esta aplicaciéon induce una accién del grupo G sobre la
variedad M de la siguiente forma:

L:GxG/H—G/H
(9,0H) — (go)H.

Esta aplicacién cumple que 1oL = Lo (id x ), donde L es la accién de G sobre si mismo.
La accién es diferenciable, pues por ser m una submersion, se puede definir mediante
secciones locales definiendo una aplicacién intermedia L : G x G /H — G que existe por
la Proposicién 3.5.

GxG L G
(idx ) _ T

G x (G/H) ———— G/H
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Esta accién estd bien definida, pues Lo H = (ed)H = cH y Ly, (Lgy (0 H)) = (g1g20)H =

Ly, 4,(cH). Ademaés, es transitiva, pues si tomamos dos puntos g1 H, goH € G/H, entonces
E929;1(g1H) = (gggl_lgl)H = goH. Por la Proposicién 3.7, ya tendriamos que G/H se
puede escribir como G/stab(eH ), donde se ha tomado eH como punto de referencia, pero
ya se ha justificado que la eleccién del punto es irrelevante. stab(eH) = {g € G : geH =
eH} = {9 € G:g€ H} = H, y por lo tanto, en toda variedad homogénea G/H hay
una accién transitiva del grupo G, satisfaciendo el reciproco de la Proposicion 3.7. Este
resultado puede resumirse en el siguiente teorema, cuya demostracion es la que ya se ha
discutido.

Teorema 3.9. Una variedad diferenciable M es homogénea si y sélo si existe un grupo
de Lie G que actia de forma transitiva sobre M.

A partir de ahora, siempre que se mencione una variedad
homogénea G/H, se entiende que G es un grupo de Lie y H es
un subgrupo cerrado de GG, aunque no se diga explicitamente.

3.2. Relacion con los Fibrados Principales

A lo largo de este apartado veremos que las variedades homogéneas estan fuertemente
relacionadas con los fibrados principales, siendo que estas serian las variedades base sobre
las que se fibra un grupo de Lie. Aunque el cociente de un grupo de Lie G por un sub-
grupo no es, en general, una variedad diferenciable, hemos visto que la hipétesis de que
el subgrupo sea cerrado nos asegura que si lo sea. Mas ain, estas variedades tienen una
accién transitiva del grupo G sobre ellas. Pero, si quisiéramos dotar a G de una estruc-
tura de fibrado principal sobre sus respectivas variedades homogéneas, la accién sobre la
variedad total tendria que ser aquella del grupo estructural, y tendria que ser libre. Uno
puede considerar una variedad de la forma G/H y ver de manera sencilla que la érbita de
un punto gH € G/H seran todos los puntos de la forma gh € G tales que h € H, y por
lo tanto, las orbitas son difeomorfas al grupo H, luego es de esperar que tengamos una
accion por la derecha de H sobre G, harfa falta ver que dicha accion es libre.

Proposiciéon 3.10. Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo cerrado de G. Entonces, la
accion

R:HxG—G
(h,g) — gh

es libre sobre G. Ademdas, es simplemente transitiva sobre las fibras de la proyeccion T :
G — G/H dada por el Teorema 3.3.

Demostracion. La accién de G sobre si mismo por la derecha es libre, entonces dado un
elemento g € G, si gh = g para algiin h € G, entonces h = e. Restringiendo la accién al
subgrupo H, si gh = g para algin h € H, entonces h = e. Y por lo tanto, la accién de H
sobre G es libre.

Como la accién es libre en G, lo es para las fibras también en particular. Para ver la
transitividad, consideremos un punto gH € G/H, la fibra de gH es el conjunto de todos
los puntos de la forma gh € G tales que h € H. Si tomamos dos puntos de la fibra, ghi y
gha, el elemento hl_lhg € H lleva el primer punto al segundo:

Ry -1y, (gh) = ghihy'hy = gh.
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Para terminar de ver que G se fibra sobre G/H como fibrado principal, s6lo resta ver
que la aplicaciéon 7 : G — G/H induce un difeomorfismo local de modo que el grupo G
sea localmente trivial.

Proposicién 3.11. Sea G/H una variedad homogénea, entonces para cada punto gH €
G/H, existe un entorno U de gH y un difeomorfismo ® : 7= Y (U) — U x H tal que ®(p) =
(7(p), o(p)) con o : 7~ YU) — H una aplicacién diferenciable tal que p(ph) = @(p)h para
todop € m~Y(U) y h € H.

Demostracion. Como G/H es una variedad homogénea, la proyeccion 7w : G — G/H es
una submersion, y por lo tanto, para cada punto gH € G/H, existe un entorno U de gH
y una seccion local o : U — G tal que w o 0 = idy. Esta seccién local nos permite definir
una aplicacién en un entorno de cada punto de G/H. Para ello, observemos primero lo
siguiente. Notese que, como hicimos en la demostracion de la Proposicién 2.7, dado un
punto p € G, o(7(p)) € G estéd en la misma fibra que p, es decir, w(o(7(p))) = 7(p), y que
por lo tanto, existe un tnico elemento h, € H tal que p = o(m(p))h,. No sélo eso, sino
que en este caso, a diferencia de en aquella demostracion, o(7(p)) es un elemento de un
grupo, luego existe su inverso en el grupo y podemos multiplicar por la izquierda por él.
De esta manera, podemos definir una aplicacién como

p:n Y(U) = H
p= o) = (o(x(p))"'p = hy,

que es claramente diferenciable, por ser la composicién de aplicaciones diferenciables, a
saber, la seccion local o, la proyeccién 7 y las operaciones de grupo. Esta aplicacién

también cumple que @(ph) = (o(7(p)))~'(ph) = (o(x(p)))~'ph = ¢(p)h, para todo p €
7 1(U)yheH.
Con esta aplicacion y la proyeccion podemos definir la aplicacién diferenciable
7N U)-UxH
p = (7(p), (p))-

La aplicacién es diferenciable por serlo en sus dos componentes. Para acabar la prueba
solo hace falta ver que existe una inversa local que sea también diferenciable, con lo que
® seria un difeomorfismo local. Para ello, consideremos la aplicacién diferenciable

U:Ux H— 7 YU)
(pH, ) — o(pH)h,

que es sencillo comprobar que es efectivamente C*°. Veamos para concluir que es la inversa
local de ®:

o W(pH, h) = ®(o(pH)h) = (n(o(pH)h) (0 (pH)h)) =
= (pH, (o(n(o(pH)h)) " (o(pH)h)) = (pH, ),
Vo @(p) = U(n(p), p(p) = o(n(p)p(p) =a(m(p))(a(m(p)~'p = p.
O

Tenemos por lo tanto que todo grupo de Lie G se puede considerar como un fibrado
principal sobre la variedad homogénea G/H, donde H es un subgrupo cerrado de G.

H— G5 G/H

Veamos como ejemplo, de nuevo, la grassmanniana Gy ,,. Esta variedad homogénea
puede verse como base para un fibrado principal como hemos argumentado. Sin embargo,
veamos que ese fibrado principal no necesariamente es tinico y que podemos construir dos
fibrados principales distintos que involucran a la variedad grassmanniana:
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Ejemplo 3.12. Como hemos visto en en el ejemplo 3.8.4, las variedades grassmannianas
Grin son variedades homogéneas, y pueden escribirse como O(n)/(O(k) x O(n — k)).
Podriamos considerar el grupo ortogonal O(n), que actia de forma transitiva sobre Gry, p,
como un fibrado principal sobre la grassmanniana. Este grupo se fibraria sobre la variedad

Gry.y con fibras O(k) x O(n — k).

Por otro lado, vamos a introducir las variedades de Stiefel y veremos que también
son wariedades homogéneas, y que se fibran sobre las grassmannianas con fibras O(k).
Las variedades de Stiefel son el conjunto de k-referencias ortonormales en R™, esto es, el
conjunto de k-tuplas de vectores ortonormales en R™. Se denotan las variedades de Stiefel
por Vi(R™), o simplemente V,, ;. En este espacio, al igual que en las grassmannianas,
el grupo ortogonal O(n) actia de forma transitiva, pues dado un conjunto de k vectores
ortonormales, existe una matriz ortogonal que transforma esos vectores en cualquier otro
conjunto de k vectores ortonormales. El estabilizador de un punto v € V;, , es el grupo de
matrices que transforman las referencias del espacio ortogonal al que generan los vectores
que conforman v y dejan fijos dichos vectores. Estas matrices son las de forma

I, O

0 A)°
donde A € O(n — k), luego el estabilizador de un punto v € Vy,j, es isomorfo al grupo
O(n — k). De esta forma, por la Proposicion 3.7, tenemos que V;, = O(n)/O(n — k). Se
deduce también que el grupo ortogonal O(n) se fibra sobre la variedad de Stiefel, V, j, con

fibras isomorfas a O(n — k). De esta forma, tenemos el siguiente diagrama de fibraciones
de O(n) sobre Vi, 1, y Gryp:

™1

O(n) ———— Gry
s
.
.
,
.
.
.
.

™
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.

Ln,k

Debido a que se dan las condiciones de la Proposicion 3.5, la aplicacion w: V,, . — Gryp
es diferenciable, y como se tiene que G/(H x K) = (G/H)/K, entonces la aplicacion 7 es
la proyeccion de la variedad de Stiefel sobre la grassmanniana, luego Gry, =V, 1,/O(k).
Hemos construido ast la fibracion Stiefel-Grassmann:

O(k) — mG l) Grk,n'

Una seccion de esta fibracion es una aplicacion diferenciable toma un subespacio vectorial
de dimension k de R™ y devuelve una base ortonormal de dicho subespacio. Cabe pregun-
tarse si este fibrado admite secciones globales, y la respuesta es que no. Una forma bonita
de ver esto es suponer que existiera una seccion global, por ejemplo en el caso k = 1,
o : Grin, — Vyi1. Conocemos quién es Gy, es el espacio proyectivo IF’”*l(R), Y no es
dificil ver que Vi, es isomorfo a St C R™, pues es el cociente O(n)/O(n —1). Asi, la
proyeccion no es mds que la aplicacion de recubrimiento del espacio proyectivo por la esfe-
ra. Y las fibras son O(1) = {£1}, una vez mds, si admitimos variedades de dimension 0.
Una seccion global de este fibrado seria una aplicacion que tome la clase de un punto de la
esfera y devuelva su representante en ella. De modo que, como se tienen dos posibilidades,
la seccion es una eleccion de x o —x para cada punto de la esfera, y ademds de manera
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diferenciable. Por lo tanto definimos la siguiente aplicacion:
f:S"T SR
x— x-o(lz]).

Esta aplicacion es diferenciable, pues no es mds que la composicion de w con la seccion
o y el producto interno en R™, y por lo tanto es una aplicacion continua. Sin embargo,

esta aplicacion cumple que f(—x) = —x - o([~2]) = —z - o([z]) = —f(x). Como z € S},
entonces x - x = 1, y por lo tanto, f(x) € {£1},Vx € S™, y como [ es continua, f debe
ser constante, pero no puede serlo porque f(—x) = —f(x). Se concluye por lo tanto que la

fibracion Stiefel-Grassmann no admite secciones globales.

Una pregunta que puede surgir es si el producto de dos variedades homogéneas es
también una variedad homogénea. Hemos visto que el producto de dos grupos de Lie es un
grupo de Lie, y que el cociente de un grupo de Lie por un subgrupo cerrado es una variedad
diferenciable. Por lo tanto, si tomamos dos variedades homogéneas G1/H; y Go/Hs, {Es
cierto que G1/H; x Gy/Hs es una variedad homogénea? La respuesta es afirmativa, y la
demostracién es sencilla.

Teorema 3.13. Sean G1/Hy y G2/Hs dos variedades homogéneas, entonces el producto
G1/Hy x Ga/Hy es una variedad homogénea.

Demostracion. Consideremos el producto de los grupos de Lie G; x Go, que también es
grupo de Lie. Como tenemos dos subgrupos cerrados de G y Go, H1 y Hs, respectivamente,
entonces el producto Hi x Ho C G X G9 es también un subgrupo cerrado. Para ver
que es subgrupo basta con ver que dados dos elementos (hy,hs), (h},hb) € Hy x Ho,
entonces definiendo el producto componente a componente, tenemos que (hy, he)(h}, hh) =
(hihl, hahly) € Hy x Hs, porque hihy € Hy y hohl, € Hy por ser grupos por separado.
Como H; y Hy son cerrados en sus respectivos grupos, entonces Hy x Hs es cerrado
en el producto GG; X Gy por ser un producto de cerrados en un producto de espacios
Hausdorff. Por lo tanto, el cociente (G x G2)/(Hy x Hs) es una variedad diferenciable, y
de hecho, homogénea. En problema es que no necesariamente es difeomorfa al producto
de las variedades homogéneas a priori, veamos que si.

Para ver que ambas variedades son difeomorfas, consideramos la siguiente aplicacién,
y veamos que es un difeomorfismo.

D . (Gl/Hl) X (GQ/HQ) — (G1 X Gg)/(Hl X HQ)
(91H1,92H1) = (g1,92)(H1 x Ha).
Esta aplicacién estd bien definida. Si tomamos dos elementos de las fibras de ¢g; y de go,

g1y g5, entonces existen hy € Hy y hy € Hs tales que ¢) = g1h1 y g5 = g2ho. Entonces,
(g1 Hi, g5 Hz) = (g1h1, g2h2) (H1 x Ha) = (g1, 92)(H1 X Ha) = ®(g1H1, g2 Ha).
También es facil ver que es biyectiva y que su inversa es
v (G1 X Gz)/(Hl X HQ) — (Gl/Hl) X (GQ/HQ)
(91,92)(H1 x Ha) = (91H1, g2 Ho).
Para comprobar la diferenciabilidad de ® y W, basta ver que las aplicaciones 7 : G1 —
G1/Hy, my : Gy — Ga/Ha y m: G1 X Go — (G1 x Ga)/(H1 x Hy) son submersiones por
construccién, y que admiten secciones locales o1 : Uy C G1/Hy — G1, 09 : Uy C Go/Hy —
Goy o :U C (G x Ga)/(H1 x Hy) — G1 x Ga. Se deduce asi que las aplicaciones ® y ¥
se pueden expresar localmente como
® = 7o (01 X 09),

\I’:(ﬂ‘1><71'2)00',
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Como son aplicaciones diferenciables en todo punto, entonces son diferenciables en sus
respectivos dominios. Queda probado entonces que la aplicacion ® es un difeomorfismo,
y por lo tanto, que el producto de dos variedades homogéneas es también una variedad
homogénea. O

Con este resultado en mente, tenemos nuevas formas de afrontar el estudio de algunas
variedades homogéneas. Por ejemplo, el toro T?, aunque se suele pensar como el producto
de dos circunferencias, también es tipica la construcciéon como el cociente del plano por una
relacion de equivalencia. Esta segunda construccion es la que se suele emplear para deducir
el primer grupo de homotopia del toro. La idea es considerar el plano R? y considerar la
relaciéon de equivalencia que identifica los puntos que difieren en un vector de la forma
(m,n), donde m,n € Z. En esta construccién, podemos considerar el plano como el grupo
de Lie de traslaciones R?, y la relacién de equivalencia tomarfa el papel del estabilizador de
un punto, pues dadas las traslaciones de la forma (z,y) — (x4 a,y+b), donde a,b € R, el
estabilizador de un punto (x, ) es el conjunto de traslaciones de forma (x,y) — (x+m,y+
n). Claramente, el estabilizador de un punto es isomorfo al grupo aditivo Z2, que se puede
ver como subgrupo discreto, y por tanto cerrado, de R%2. Como se cumplen las condiciones
del Teorema 3.3, el cociente R? /Z? es una variedad diferenciable. Y, técnicamente, Z? es un
grupo de Lie por ser un subgrupo cerrado de un grupo de Lie, una vez més, considerando
variedades de dimensiéon cero. Como esto puede resultar poco satisfactorio, ya que las
variedades discretas como Z? no suelen ser en lo que uno piensa cuando se habla de
variedades diferenciables, podemos tomar otro enfoque.

Si en lugar de pensar en el toro como ese espacio cociente, lo vemos como se suele
definir, que es como el producto de dos circunferencias, al ser estas variedades homogéneas,
entonces es claro que el toro también lo es, y se puede expresar como SO(2)/SO(1) x
SO(2)/S0(1) = 50(2) x SO(2), pues SO(1) = {1}. Esto no deberia sorprendernos porque
el toro es un producto de grupos de Lie, y por lo tanto, es un grupo de Lie, que hemos
demostrado que son variedades homogéneas. Esta idea se puede extender a cualquier otro

toro de dimensién n, que se puede expresar tanto de la forma R™/Z"™ como SO(2) X - -- X
SO(2), donde SO(2) aparece n veces.

Un ejemplo algo menos trivial es el producto de esferas. De manera analoga al toro, po-
demos considerar el producto de dos esferas como el cociente de S? x S? = SO(3)/S0(2) x
SO(3)/S0O(2). En este caso, seria mas dificil decir a priori si es una variedad homogénea
o no. Las esferas en si mismas son variedades homogéneas, pero no son grupos de Lie en
general. Sin embargo, como hemos demostrado, esta nueva variedad producto es también
homogénea, y el grupo de Lie que actiia sobre ella transitivamente es SO(3) x SO(3). Mas
generalmente, a partir del teorema anterior se deduce que el producto finito de variedades
homogéneas es también una variedad homogénea, y por lo tanto sobre ella actta transitiva-
mente el grupo G1 X G X - -+ X G, donde G; es el grupo de Lie que actia sobre la variedad
homogénea G;/H;. Mas atn, el grupo H; x Hy X --- x H,, es el estabilizador de un punto
de la variedad homogénea resultante, y actiia libremente sobre G1 X --- x GG,,. Se concluye
que el grupo de Lie G x - - - X GG, se fibra sobre el producto de las variedades homogéneas
G1/H;y x -+ x Gy, /H,, como fibrado principal con fibras isomorfas a Hy X --- x H,.
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