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Resumen

Este Trabajo de Fin de Grado tiene como objetivo estudiar las relaciones pitagoéricas entre ma-
trices asi como las superficies pitagoricas. Para ello, definimos las ternas pitagéricas de niimeros y
generalizamos este concepto a matrices que preservan ternas pitagoricas, a matrices que conforman
ternas pitagoricas de matrices y finalmente, a superficies pitagoricas. Estas ultimas fueron intro-
ducidas por M. E. Aydin y A. Mihai en 2020 y se definen como aquellas en que las matrices de
las tres primeras formas fundamentales (g, L, I1] respectivamente) satisfacen la relacién pitagérica
g>+L? = I1I%. Ademés, probamos que las superficies pitagéricas estan bien definidas (no dependen
de las bases escogidas para calcular las matrices de las formas fundamentales) y demostramos que

toda superficie pitagérica es una esfera (o parte de una esfera) de radio R = V@ con & = %

Palabras clave: Terna pitagorica, matriz que preserva ternas pitagoricas, terna pitagérica de ma-

trices, superficie pitagérica, tercera forma fundamental.

Abstract

The aim of this work is to study Pythagorean relations between matrices as well as Pythago-
rean surfaces. To this end, we define Pythagorean triples of numbers and generalize this concept to
Pythagorean triple preserving matrices, matrix Pythagorean triples and finally, Pythagorean surfa-
ces. The latter were first introduced by M. E. Aydin and A. Mihai in 2020 and are defined as those
in which the matrices of the first three fundamental forms (g, L, I 1T respectively) satisfy the Pytha-
gorean relation ¢? + L? = III?. Furthermore, we prove that Pythagorean surfaces are well-defined
(they do not depend on the chosen basis to calculate the matrices of the three fundamental forms)
and we show that every Pythagorean surface is a sphere (or part of a sphere) of radius R = Vo
with @ = ¥3-1,

Key words: Pythagorean triple, Pythagorean triple preserving matrices, matrix Pythagorean triple,

Pythagorean surface, third fundamental form.
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Introduccion

La nocién de superficie pitagérica fue introducida por primera vez por Aydin. M. E. y Mihai.
A. en [5], articulo que sirvié de motivacién para el desarrollo de este trabajo. Dicho articulo fue
nuestro punto de partida y desde ahi fuimos volviendo hacia atras para encontrarnos con las ma-
trices cuadradas que conformaban ternas pitagoéricas de matrices, matrices que preservaban ternas
pitagdricas y finalmente las propias ternas pitagoricas que surgen a raiz de uno de los resultados

mas conocidos de las matemadticas, el Teorema de Pitédgoras:
Todo tridngulo rectdngulo de catetos de longitudes a y b, e hipotenusa de longitud c, verifica:

a2+ b =72

- 2
y: o b

Figura 1: Representacién visual del Teorema de Pitadgoras

En este trabajo hemos planteado un orden inverso al mencionado previamente, con el fin de
facilitar la comprensién de los conceptos tedricos al lector. Asi, hemos desarrollado los capitulos de

esta Memoria como sigue:

En el Capitulo 1, Ternas pitagdricas, introducimos el concepto de terna pitagérica (Definicién
1.2). Decimos que (a,b,c) con a,b,c enteros positivos, es una terna pitagdrica si se verifica que
a®? + bv? = 2. Daremos algunas condiciones suficientes para obtener ternas pitagéricas (Apartado

2 —n?2,2mn, m? 4+ n?) con m y n enteros

1.1) e introduciremos las ternas pitagéricas de la forma (m
positivos. En un siguiente apartado (Apartado 1.2) veremos condiciones necesarias para obtener
una terna pitagérica. Para ello, introduciremos las ternas pitagéricas primitivas (Definicién 1.12),
las cuales son ternas pitagéricas (a, b, c) tales que med(a,b,c) = 1. Al principio de dicho apartado,
veremos que toda terna pitagdrica tiene asociada una terna pitagdrica primitiva, por lo que, bastara
con estudiar, inicamente, las condiciones necesarias para obtener ternas pitagoéricas primitivas. El

Teorema 1.14 nos dara una caracterizacién de las ternas pitagoricas primitivas.



En el Capitulo 2, Ternas pitagoricas y matrices, estudiaremos dos nociones distintas que rela-
cionan las ternas pitagdricas con las matrices. En un primer apartado (Apartado 2.1), estudiaremos
las matrices que preservan ternas pitagoricas, esto es, las matrices H de 3 filas y 3 columnas con
entradas nimeros enteros, tales que para toda terna pitagérica (a, b, c), verifican que (a,b,c)H es
también una terna pitagérica. Como vimos en el capitulo anterior, toda terna pitagérica tiene una
terna pitagérica primitiva asociada, luego nos centraremos en estudiar inicamente las matrices que
preservan ternas pitagoéricas primitivas, esto es, que para toda terna pitagérica primitiva (a,b, c),
(a,b,c)H es también una terna pitagérica primitiva. Para el desarrollo de este apartado hemos
seguido principalmente [2]. En este articulo se enuncia el Teorema 2.7, el cual hemos demostrado
en este trabajo. Asimismo, desarrollamos el Ejemplo 2.8 para mostrar una aplicacién del teorema
anterior. Cabe destacar que en [2] se enuncia el Teorema 2.10, que dice que todas las matrices que

preservan ternas pitagoéricas primitivas son de la forma

(r2=7)— (s ~?) (r2—2)+ (s ~?)

5 rs —tu 5
H = rt — su ru + st rt + su
2 2\_ (2 2 2 2 2 2
(r+t )2(5 +u?) rs+ tu (r+t )Jg(s +u?)

con 7, s,t y u numeros enteros. Para probar el resultado, hemos elaborado una demostracion propia
del trabajo tomando ideas de la dada en [10] pp. 9-11 para el caso de matrices de aplicaciones
proyectivas. En [2] se enuncia también el teorema 1 de caracterizacién de las matrices que preser-
van ternas pitagoricas primitivas, sin embargo, este enunciado es erréneo pues no se tiene dicha
caracterizacién, como sefialamos en la Observacion 2.12 y el Ejemplo 2.13.

En el segundo apartado de este capitulo (Apartado 2.2), buscamos generalizar el concepto de
ternas pitagéricas a matrices. Definimos las ternas pitagéricas de matrices (Definicién 2.15) como las
ternas (A4, B,C) con A, B, C matrices cuadradas de tamafio n con entradas nimeros racionales, tales
que A% 4+ B? = (C?. En este apartado damos una manera de construir algunas ternas pitagéricas
de matrices. Ademads, presentamos un ejemplo propio, Ejemplo 2.20, donde se ilustran todos los

resultados de este apartado.

En el Capitulo 3, Superficies pitagdricas, buscamos extender ain mas la nocién de ternas pi-
tagdricas en una direccién mas geométrica, en particular, a superficies regulares. Diremos que una

superficie regular S es pitagérica (Definicién 3.40) si para todo punto p € S, se verifica
g2+ L2=11I?

donde gp, L, y I1I, son las matrices de la primera, segunda y tercera forma fundamental en p
respecto de una base cualquiera del plano tangente a S en p, T),S. El objetivo de este capitulo serd

demostrar que las tinicas superficies pitagéricas son las esferas (o partes de ellas) de radio R = v/®

V5-1
2

con & = , €l conjugado del nimero de oro. Ya lo decia Kepler, “El nimero de oro y el Teorema
de Pitagoras son los dos grandes tesoros de la Geometria 7, [4], p.90. En el resultado de este capitulo,

vemos como aparecen los dos tesoros combinados.



Con este objetivo en mente, comenzaremos el capitulo tanto recordando ciertos conceptos clave
de geometria de superficies como la primera y segunda forma fundamental, como enunciando y
demostrando algin resultado propio como el de la Proposicién 3.15, que nos seran de utilidad pos-
teriormente. En un siguiente apartado, introduciremos la tercera forma fundamental y una férmula

que relaciona las tres formas fundamentales (dada por el Teorema 3.27)
IM—-2HL+ Kg=0

Seguimos el capitulo con el apartado de Superficie umbilicas (Apartado 3.3), donde se enuncia el
Teorema 3.31 que afirma que, si todos los puntos de una superficie regular S son umbilicos, entonces
S es parte de una esfera o un plano. Este resultado sera clave para conseguir el objetivo del capitulo.

A continuacién, llegamos al apartado de Superficies pitagdricas (Apartado 3.4), donde enun-
ciamos y demostramos algunos resultados propios del trabajo como la Proposiciéon 3.36 que nos
permitirdn definir correctamente los conceptos de punto pitagérico (Definicién 3.37), nocién propia
del trabajo, y superficie pitagérica (Definicién 3.40).

Finalmente, en el apartado de Clasificacion de las superficies pitagdricas (Apartado 3.5), de-
mostramos que las tnicas superficies pitagéricas son las esferas (o partes de ellas) de radio R = v/®
con & = @ Cabe mencionar que para el desarrollo del capitulo, hemos seguido las ideas plan-
teadas en [5], donde demuestran que las superficies pitagéricas son las esferas de radio R = v/® con

P = \/52_1, usando que la superficie es compacta. Es decir, el articulo obtiene una clasificacién de

superficies pitagéricas cuando la superficie es compacta. En este trabajo, hemos conseguido omitir
la hipétesis de compacidad apoydndonos en que las superficies pitagéricas son totalmente umbilicas
(consecuencia de la Proposiciéon 3.34) y asi, generalizar el resultado del articulo. Ademds, en el
articulo no prueban que la definicién de superficie pitagérica es independiente de la base del plano

tangente escogida, lo cual s{ probamos en este trabajo (como consecuencia de la Proposicién 3.36).

En el capitulo anterior, estudiamos cudndo (g, L, II1I) es una terna pitagérica de matrices. En
este capitulo, Capitulo 4, Formas fundamentales y ternas pitagoricas de matrices, estudiamos si
podemos realizar un estudio anélogo para los casos (g,III,L) y (L,II1,g). Concluimos que para
el primer caso no es posible mientras que para el segundo, si podemos trazar una analogia con las

superficies pitagéricas anadiendo cierta hipétesis.

En el Capitulo 3 introdujimos la tercera forma fundamental, una nocién no tan conocida. Surge
de manera natural la duda de si esta nocion es utilizada més alla de las superficies pitagéricas. En el
dltimo capitulo, Capitulo 5, Teorema de Beltrami-Enneper, demostramos el Teorema de Beltrami-
Enneper, un bello resultado cuya demostracion hace uso de la tercera forma fundamental asi como
del Teorema 3.27 que la relaciona con la primera y segunda forma fundamental. Para comprender
este resultado se necesita cierta base tedrica de geometria de curvas, por lo que hemos desarrollado

un apéndice con la teoria necesaria para el lector que lo considere oportuno.

Por ultimo, cabe mencionar que, si bien algunos de los resultados del trabajo son ampliamente



conocidos (sobre todo los dados en el Capitulo 1), este trabajo pretende ser autocontenido por lo
que hemos detallado las demostraciones y explicaciones cuando hemos visto oportuno. Asimismo,
todas las representaciones visuales del trabajo son propios del mismo y se han realizado con el fin

de ofrecer al lector explicaciones visuales y geométricas complementarias al texto.



Capitulo 1
Ternas pitagoricas

El Teorema de Pitagoras enuncia una relacién entre los lados de todo triangulo rectangulo.
El teorema afirma que todo triangulo rectangulo de catetos de longitudes a y b, e hipotenusa de

longitud ¢, verifica la siguiente igualdad:

a? 4+ b =2

@ 2
@ b b

Figura 2: Representacién visual del Teorema de Pitagoras

Este teorema sirve de motivacion para introducir el concepto de terna pitagoérica, donde se
restringe el Teorema de Pitdgoras a tridngulos rectangulos de lados de longitud entera. En este
capitulo, definiremos las ternas pitagoéricas, las ternas pitagoricas primitivas, y ademads, obtendremos
una serie de propiedades de las mismas. Cabe mencionar que, si bien los resultados enunciados a
continuacién son ampliamente conocidos por la comunidad matemaética, este trabajo pretende ser

autocontenido por lo que detallaremos las demostraciones de los mismos.
Notacion 1.1. Denotemos N* el conjunto de todos los numeros enteros positivos.

Definicién 1.2. (Terna pitagdrica) Sean a,b,c € N*. Se dice que (a,b,c) es una terna pitagdrica
si se verifica que

a? + 0% =¢? (1)

Notacién 1.3. A lo largo de este trabajo denotaremos las ternas pitagoricas como (a,b, c), aunque
también se pueden encontrar escritas como {a,b,c} en distintas fuentes, entre ellas, algunas de las

referencias citadas en este trabajo.

Ejemplo 1.4. Un ejemplo cldsico de terna pitagorica es la terna (3,4,5).



1.1. Condiciones suficientes para obtener una terna pitagdérica

Uno de los principales interrogantes que nos planteamos es si podemos generar ternas pitagéricas
de alguna manera. A continuacion, veremos algunos resultados que nos proporcionaran condiciones

suficientes sobre una terna para que esta sea una terna pitagorica.

Proposicién 1.5. Si (a,b,c) es una terna pitagorica, entonces, para todo A € N*, tenemos que

(Aa, \b, \c) es también una terna pitagdrica.

Demostracion. Este resultado es trivial. Sea (a, b, ¢) una terna pitagérica y A € N*. Como (N*,-) es

monoide conmutativo, tenemos que Aa, \b, A\¢ € N*. Por otra parte
(Aa)? 4+ (AD)% = X2a? + \20% = A% (a® + b%) = A2

Asi, (Aa, Ab, Ac) verifica (1) y por ende, es una terna pitagérica. O

Asi, a partir de cualquier terna pitagérica, por ejemplo la terna (3,4,5), podemos obtener infi-

nitas ternas pitagéricas distintas.
Proposicion 1.6. Todo nimero impar se puede expresar como diferencia de cuadrados.

Demostracion. Sea a € N* un nimero impar. Entonces, existe b € N = N* U {0} de manera que

podemos escribir a como a = 2b+ 1. Asi, se cumple la siguiente cadena de igualdades:
a=2b+1=20+14+b> 0= (b+1)> b

También podemos considerar la siguiente demostracién geométrica del resultado:

’ 12-02=1
g 22-12=3
» 32-22=5
42 -3 =7
2

Figura 3: Todo nimero impar se puede ex-

presar como diferencia de cuadrados.
O

A partir de este resultado, deducimos que todo niimero impar que sea un cuadrado, define una
terna pitagdrica.

2

Corolario 1.7. Si tenemos un entero a” impar mayor que 1 y que sea cuadrado de un entero; es

decir, a®> = 2b+ 1 con b € N*, entonces (a,b,b+ 1) es una terna pitagorica.

Ejemplo 1.8. Tomando 5% = 25 = 2-12+ 1, por el resultado previo, tenemos que (5,12,13) es una

terna pitagorica.



A continuacion, introduciremos las ternas pitagéricas de la forma

2

(m? —n?, 2mn, m? + n?)

con myn e N

Cabe mencionar que estas ternas seran de especial interés en esta seccién y en la siguiente, ya
que, como veremos posteriormente (en el Teorema 1.14), definen univocamente un caso particular
de ternas pitagéricas.

Construiremos estas ternas a partir de la inversa de la proyeccién estereogréfica de S! sobre la

recta real desde el punto N = (0,1). Primero, recordemos cémo se define esta proyeccién.

Definicién 1.9. (Proyeccion estereogrdfica) Sea S' la circunferencia unidad y N = (0,1).
Definimos la proyeccion estereogrdfica de S'\{N} sobre R, desde N, como la aplicacion % que a
cada punto p € S'\{N}, lo envia sobre la interseccion de la recta que pasa por N y p, con la recta
real {y =0} = R.

Lema 1.10. Sea 7 la aplicacion de la definicion anterior (Definicion 1.9). Entonces,

7o SN\{(0,1)} — R=Rx{0}
(a,b) (ﬁ,o)

Y tiene como inversa,

7. R=Rx{0} — SU"\{(0,1)}

2_
e ()
Demostracién. Primero, veamos que, dado (a,b) € S'\{(0,1)}, entonces 7(a,b) ( “ ) Para

ello, consideramos las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los puntos (0,1) y (a,b):

X = at
Y=1 +(0b-1)t

con t € R. Calculamos para qué valores del pardmetro ¢, dicha recta interseca con la recta {y = 0}.

1
Y:0<:>1+(b—1)tozo<:>t0:m

Notemos que b # 1 ya que (0,1) ¢ S'\{(0,1)}. Asi, 7(a,b) = (% 0).

En segundo lugar, veamos que dado (z,0) € R x {0}, n(z,0) = ) Consideramos las

1‘2+1 9
ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los puntos (0,1) y (z, 0).

X = xt
Y=1 —t

con t € R. Calculamos para qué valores del parametro ¢, intersecan dicha recta y S'\{(0,1)}.



X241 Yi=1<= (at))’+ (1 —tg)? =1l<= a2+ 1+t 2o =1 <= t3(a® +1) =2t =0

= to(to(z* +1)—2) =0

Asi, tenemos que tg = 0 6 to(z% + 1) — 2 = 0. Notemos que si ¢y = 0, entonces (X, Y) = (0,1),
lo cual no tiene sentido ya que (0,1) ¢ S'\{(0,1)}. Asi, obtenemos que to(z> +1) —2 = 0, 6
equivalentemente, que ty = En consecuencia, el punto de interseccion de la recta ry Sl\{(() 1)}
es (X,Y) = (9622—11, ii—:)

Por tltimo, comprobamos que 7 es la aplicacién inversa de 7. Sean (a,b) € S'\{(0,1)} y (x,0) €

R x {0}:

2+1

a a 2a a?—(1-b)?

7TO7~T(a b):ﬂ' L 0 21 li—b) 1—b (1-0)2
) 1-0’ ( ) 1 %b) 21 (102 a4 (1-b)2

-2 T—5)2

(
(

2a(1—b)
a?+(1- b)z’ >
) (1
) b(

E a(2 —2b 1—b2 +b2—2b)>_
(

a24+b2+1—-20" a?2+b2+1-2b

a(2 — 2b) b(2 — 2b)
520 ' 2 b ) = (a,b) = Ids1\((0,13(a,b)

20 22 -1 (xzzil) gczgf_l 2z
Tom(x) =" , = = = — == Idg(x
(z) (xQ—i-l x2+1> 1—(523) 9”2*3612;9”1“1 2 =(2)

Consideramos la inversa de la proyeccién estereografica de S' sobre R desde el punto (0, 1), es
decir, la aplicacién 7 definida en el lema anterior (Lema 1.10). Y veamos qué pasa para los puntos
de Q:

Sea ¢ € QT, entonces existen m y n € N* tales que ¢ = ~. En consecuencia,

_ 2(7) (%)2 -1\ 2mn  m? —n?
0= (G ) - (Fe )

2mn  m?—n?
m(q) = ( )

m2+n?’ m24n?

(¢,0)

Figura 4: Inversa de la proyeccién estereogréfica sobre S



2 2
Recordemos que el punto 7(q) estd en S', por lo que verifica que ( 2mn ) + (mZ_"Q) =1, de

m2 +7’L2 m2 +n2

donde se obtiene la siguiente igualdad:
(2mn)? 4+ (m? —n?)? = (m? + n?)?

Asi, (m? —n?,2mn, m? + n?) es una terna pitagérica.
En consecuencia, podemos definir una terna pitagoérica a partir de cualquier ntimero racional

positivo y hemos demostrado el siguiente resultado:

2

Proposicién 1.11. Sean m, n € N*. Entonces, (m? — n?, 2mn, m? + n?) es una terna pitagorica.

1.2. Condiciones necesarias para obtener una terna pitagérica

En este apartado buscamos condiciones necesarias sobre una terna para que esta sea una terna
pitagérica. Primero, notemos que dada (a, 5, ¢), una terna pitagérica arbitraria, siempre podemos
considerar el maximo comun divisor de la terna, esto es, A\ = med(a, l;, ¢) € N*. Por definicién de
divisor, existiran a,b y ¢ € N* tales que a = Aa,b = \b y ¢ = Ac. En particular, (a,b,c) serd una
terna pitagérica con med(a,b,¢) = 1. Asi, toda terna pitagérica (a, b, é) tiene asociada una terna
pitagérica (a,b,c) con med(a,b,c) = 1. En consecuencia, estudiaremos tinicamente las condiciones

necesarias para que una terna (a, b, ¢) con med(a,b,c) = 1, sea una terna pitagérica.

Definicién 1.12. (Terna pitagorica primitiva) Sea (a,b,c) una terna pitagdrica. Se dice que

(a,b,c) es una terna pitagdrica primitiva si med(a,b,c) = 1.

A continuacién, veremos que toda terna pitagérica primitiva (a,b, c) con a impar, es de la forma

2 —n? 2mn,m? + n?) con m, n € N* verificando ciertas condiciones (Teorema 1.14). Es decir,

(m
determinaremos univocamente a las ternas pitagéricas primitivas.
Primero, veamos el siguiente resultado auxiliar que nos sera de utilidad para probar el Teorema

1.14 de caracterizacién de ternas pitagoricas primitivas.

Proposicién 1.13. Si (a,b,c¢) es una terna pitagdrica primitiva, entonces a y b no pueden tener la

misma paridad.

Demostracion. Sea (a, b, c¢) una terna pitagérica primitiva. Primero, veamos el siguiente resultado
auxiliar:

Resultado auxiliar: Si el cuadrado de un entero r es par, entonces r es par.

Demostracion. Razonemos por reduccién al absurdo y supongamos que r es impar. En-

tonces existe s € Z tal que r = 2s + 1. Asi, tenemos las siguientes igualdades:

12 = (25 + 1) =45 + 1 +4s = 2(25% +2s5) + 1

2

Luego r“ es impar y hemos llegado a una contradiccién ya que habiamos supuesto que

era par. ]



= Veamos que a y b no pueden ser ambos pares:

Razonemos por reduccién al absurdo y supongamos que ambos son pares, esto es, que existen

m y n € N* tales que a = 2m y b = 2n. Entonces:

a® + 0% = (2m)? + (2n)% = 4m* + 4n* = 4(m® +n?) =

2

Por el resultado auxiliar, como ¢* es par, tenemos que ¢ también lo es. Consecuentemente,

med(a, b, c) > 2 y llegamos a contradicién con que med(a,b,c) = 1.

= Veamos que a y b no pueden ser ambos impares:

Razonemos nuevamente por reduccién al absurdo y supongamos que ambos son impares, esto
es, que existen m y n € N tales que a =2m + 1 y b = 2n + 1. Entonces:

2,12 _ 2 2 _ 42 2 _ 2, .2 _ 2
a“+b=02m+1)*+2n+1) =4dm°+1+4dm+4n“+1+4n=4(m“+n°+m+n)+2=c

Asi, tenemos que ¢ = 2 (mod 4). Por otra parte, por el resultado auxiliar, como ¢? es par,

tenemos que ¢ también es par, luego existe s € N* tal que ¢ = 2s, de donde ¢ = 452, es decir,

c? =0 (mod 4) y hemos llegado a contradiccion. O

Por el resultado anterior, dada una terna pitagérica primitiva (a,b,c), podemos suponer sin
pérdida de generalidad, que a es impar y b es par. Ademads, notemos que ¢ es necesariamente impar,

ya que, en caso contrario, ¢? también serfa par pero como a’+b? es impar, llegarfamos a un absurdo.

Teorema 1.14. La terna (a,b,c) es una terna pitagdrica primitiva si, y solo si,
(a,b,¢) = (m?* —n? 2mn, m? + n?)

con m y n verificando las siguientes condiciones:
I. m,n € N*
. m>n
1. med(m,n) =1
v. m+n=1 (mod 2)

Para demostrar el teorema, detallaremos la demostracién del teorema 1 de [9], que se encuentra

en el capitulo 2, Obtaining primitive pythagorean triangles.
Demostracion. Probemos el resultado por doble implicacién.

Por la Proposicién 1.11 sabemos que la terna (m? —n?, 2mn, m? +n?) es una terna pitagérica,
luego basta ver que es ademds primitiva.
2

Si mcd(m2 —n2,2mn,m?* + n2) = d > 1, entonces d tiene que ser impar porque a = m? —n?y

c = m? + n? son impares (por la condicién IV). Sin embargo, si d divide a (m? —n?) y d divide a
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(m? +n?), entonces, d divide a su suma y a su diferencia, esto es, d divide a 2m? y a 2n?, y como d
es impar, tendria que dividir a m? y a n?. Pero como m y n no tienen factores en comin, tenemos

que m? y n? tampoco, y llegamos a contradiccién.

Sea (a, b, ¢) una terna pitagérica primitiva con a impar. Veamos que la terna es de la forma
(m? —n2,2mn, m? + n?) con m y n verificando las condiciones I a I'V.

2

Sabemos que la terna (a, b, c) verifica a? 4+ b> = ¢?, o, equivalentemente:

V¥ =c?—a®>=(c+a)(c—a) (2)

Ademads, como a y ¢ son impares, tenemos que ¢ + a y ¢ — a son pares, es decir, existen z e
y € N* tales que:
c+a=2z c—a=2y (3)

de donde,
c=x+y a=x—y (4)

Veamos que med(z,y) = 1:

Si med(x,y) = d > 1, entonces tendriamos que d dividiria a la suma z +y = cy a la
diferencia x — y = a, esto es, d dividiria a ¢ y a a, y por ende, d dividiria a ¢ + a = 2z
y ¢ — a = 2y. Consecuentemente, por (2), d? dividirfa a b? y d dividirfa a b. Asi, d serfa
un factor comin para a y b, lo cual es imposible ya que mecd(a,b) = 1 (puesto que si
med(a,b) = d > 1, tendriamos que d? dividirfa a ¢ y en consecuencia, d dividirfa a c.

Llegando a contradiccién con que med(a, b, c) = 1).
Por otra parte, como b es par (por la Proposicién 1.13 y porque habiamos supuesto a impar),
existe z € N* tal que b = 2z. Y por (2) y (3), obtenemos:

42 = b* = (c + a)(c — a) = 222y = 4zy

Es decir, 22 = zy. Como z e y son coprimos y su producto es un cuadrado, existen m y n € N* tal

2

que z = m? e y = n?. En consecuencia, por (4), tenemos que ¢ = m? +n? y a = m? — n?. Veamos

que b = 2mn. Por (2),
b’ = (c+a)(c—a) = 4m>*n?

de donde b = 2mn. Finalmente, conseguimos la expresién buscada para (a, b, ¢):
(a,b,¢) = (m?* —n? 2mn, m? + n?)

Ahora veamos que se verifican las condiciones I a IV

I. m,n € N* por construccion.

1. m > nyaque a=m?—n?=(m+n)(m—n) es positivo.
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111. med(m,n) = 1 ya que si med(m,n) = d > 1, entonces, d* > 1 seria un factor comiin para z e

y, contradiciendo que med(z,y) = 1.

Iv. m+n =1 (mod 2) ya que si m y n fueran ambos pares, llegarfamos a absurdo con que
med(a,b,c) = 1y si fueran ambos impares, tendriamos que m? —n? = a serfa par y habfamos

supuesto que a era impar.

O

2_n? 2mn, m2+n?) es primitiva.

Observacién 1.15. » No toda terna pitagdrica de la forma (m
Por ejemplo, si tomamos (m,n) = (4,2), obtenemos la terna pitagérica (12,16,20) que no es
primitiva.

2

» No toda terna pitagérica es de la forma (m?—n?, 2mn, m?+n?) con m,n € N*. Por ejemplo, la

terna pitagorica (9,12,15) no puede escribirse de esa forma. Si pudiera, existirian m,n € N*

2

tales que 9 = m? —n? y 15 = m? 4+ n? por lo que sumando las ecuaciones, llegariamos a

24 = 2m?, de donde 12 = m?, lo cual es absurdo pues m € N*.

Notacién 1.16. En las condiciones del teorema anterior (Teorema 1.14), diremos que el par (m,n)

2

define la terna pitagdrica primitiva (m? — n?,2mn, m? + n?).

Ejemplo 1.17. Por el teorema anterior (Teorema 1.14), los pares (2,1), (4,1) y (6,1) definen las
siguientes ternas pitagoricas primitivas respectivamente: (3,4,5), (15,8,17) y (35,12, 37).
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Capitulo 2

Ternas pitagoricas y matrices

En este capitulo introduciremos dos nociones distintas que relacionan las ternas pitagéricas con
las matrices.

Primero, estudiaremos las matrices que preservan ternas pitagoricas, es decir, las matrices H
de 3 filas y 3 columnas con entradas nimeros enteros, tales que para toda terna pitagérica (a, b, ¢),
verifican que (a,b,c)H es también una terna pitagérica. Como vimos en el capitulo anterior, toda
terna pitagdrica tiene asociada una terna pitagérica primitiva, por lo que nos centraremos en estudiar
las matrices que preservan ternas pitagdricas primitivas, estas son, las matrices H tales que para toda
terna pitagérica primitiva (a, b, ¢), (a, b, c)H es también una terna pitagérica primitiva. Veremos que

todas ellas, son de la forma

(T2_t2)_(32_u2) (r2—t2)+(32—u2)

5 rs —tu 5
H = rt — su ru + st rt + su
2 2 2 2 2 2 2 2
(r+t )5(3 +u?) rs 4 tu (r+t )—i2-(s +u?)

conr,s,t,u € Z.
Posteriormente, hablaremos de matrices cuadradas de tamano n, con n € N* y entradas niimeros
racionales, las cuales verifican ellas mismas la relacién de Pitagoras, es decir, las ternas de matrices

cuadradas de tamaiio n, (A, B,C), que cumplan que A? + B? = C2.

2.1. Matrices que preservan ternas pitagoricas

Introduzcamos la nocién de matrices que preservan ternas pitagoricas con un ejemplo trivial. Si
tomamos H la matriz identidad de tamano 3, tenemos trivialmente que para toda terna pitagdrica
(a,b, c), se verifica que (a,b,c)H = (a,b, c), es decir, nos devuelve la misma terna que es pitagérica

por hipétesis. Veamos ahora otro ejemplo no tan trivial. Consideremos la siguiente matriz H

-15 —-10 -18
H = 26 15 30
30 18 35

y la terna pitagérica primitiva (3,4, 5).

Al multiplicar (3,4, 5)H obtenemos la terna (209, 120, 241). Notemos que esta terna es pitagérica
ya que verifica la ecuacién (1), pero no sélo eso, dado que 241 es primo, y mayor que 209 y 120, la
terna es ademads una terna pitagorica primitiva. Nos preguntamos si toda terna pitagorica primitiva
multiplicada por esta matriz dard como resultado otra terna pitagoérica primitiva. Ademas, a partir

de esta cuestién, surge de manera natural la duda de si se podrian construir otras matrices de

13



tamafno 3 por 3 que preserven ternas pitagéricas primitivas. Asimismo, dado que la matriz H tiene
alguna entrada negativa, serd necesario trabajar con matrices de entradas niimero enteros y no sélo
nimeros enteros positivos como hasta ahora. Estas cuestiones sirven de motivacién para el desarrollo

de este apartado.

Recordemos que toda terna pitagérica tiene asociada una terna pitagérica primitiva, luego en este
apartado nos restringiremos a la bisqueda de matrices de 3 filas y 3 columnas con entradas niimeros

enteros que preserven ternas pitagoricas primitivas. Para ello, seguiremos las ideas presentadas en
[2].

Notacién 2.1. Denotamos el conjunto de matrices de 3 filas y 3 columnas con entradas nimeros

enteros, como Ms(Z).

Definicién 2.2. (Matriz que preserva ternas pitagoricas) Sea H € Ms(Z), decimos que H es
una matriz que preserva ternas pitagoricas si para cualquier terna pitagérica X = (a,b, c), tenemos

que X H es también una terna pitagorica.

Observacion 2.3. Aunque en este trabajo hemos optado por definir las matrices que preservan
ternas pitagdricas como las que verifican que dada una terna pitagorica X, X H es terna pitagorica,

el estudio de estas matrices se haria de manera andloga si en la definicion tomdsemos HXT .

Definicién 2.4. (Matriz que preserva ternas pitagdricas primitivas) Sea H € M3(7Z), deci-
mos que H es una matriz que preserva ternas pitagoricas primitivas si para cualquier terna pitagorica

primitiva X = (a,b,c), tenemos que X H es también una terna pitagérica primitiva.

Como ya mencionado previamente, toda terna pitagérica tiene asociada una terna pitagorica
primitiva luego nos centraremos en estudiar las matrices que preservan ternas pitagéricas primitivas,

pues estas en particular, preservan ternas pitagoricas.
Proposicién 2.5. Sean r,s,t,u € Z, m,n € N* y H € M3(Z) con

(T2_t2)_(52_u2) (1"2—752)+(32—u2)

5 rs —tu 5
H = rt — su ru + st rt + su
(r2+2)—(s2+u?) (r2+t2)+(s%+u?)
s rst+itu ——s—

Entonces,

2

(m? —n?, 2mn,m? + n*>)H = (M* — N?,2M N, M? + N?)

donde M = mr +nt y N = ms + nu.

Demostracion. La demostracion de esta proposicién se basa en una mera serie de cuentas mostrada
a continuacién. Para simplificar la notacién, denotamos la columna i-ésima de H como C; y la terna

2

(m?—n?,2mn, m?+n?) como X. Asi, veamos que se verifica la igualdad planteada en la proposicién

columna a columnas:
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Primera columna:

X Cy

Segunda columna:;:

X Cy

Tercera columna:

X C3

de la siguiente manera:

(m* —n?) [(r* = 1?) = (s* —u?)]
2

N (m? +n?) [(r? +12) — (s* + u?)]
2

+ 2mn(rt — su)

2
%[Tz—t2—s2+u2+r2+t2—82—U2]+2mn(rt_5u)+

2
+%[_T2+t2+82 — w4t - -l =
m?(r? — s2) 4+ n?(t? — u?) 4+ 2mnrt — 2mnsu =
(m?r? + n®t* + 2mrnt) — (m®s® + n*u® 4 2mnsu) =

(mr + nt)? — (ms + nu)? = M? — N?

(m? —n?)(rs — tu) + 2mn(ru + st) + (m* + n?)(rs + tu) =
m2rs — m%tu — n’rs + n’tu + 2mnru + 2mnst +
+m2rs + m2tu + n’rs + n’tu =

2(m?rs + n’*tu + mnru + mnst) =

2(mr + nt)(ms + nu) = 2M N

(m? —n?) [(r? —2t2) (s —ud)]

+2mn(rt + su) + (m?+ ) [° ;tZ) lCaully)

2
%(TQ — 2+ 5% —u? + P+ 12 4 8%+ u?) + 2mn(rt + su) +
n? 2, ,2 2 2, 2,,2, 2 2
+5 (2 = w5 ) =
m?(r? + 5%) + n*(t* + u®) + 2mn(rt + su) =
(m?r? + n?t? + 2mnrt) + (m?s® + n®u? + 2mnus)

(mr + nt)? 4+ (ms + nu)? = M? + N?

(m.n) <t u) = (a.)

el siguiente resultado (enunciado en [2]), cuya demostracién es propia del trabajo.

15
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Observacion 2.6. Las identidades M = mr +nt, N = ms+ nu se pueden escribir matricialmente

Buscamos condiciones suficientes sobre r,s,t y u € Z tales que la matriz H de la proposiciéon

anterior (Proposicién 2.5), preserve ternas pitagéricas primitivas. Con este propdsito, presentamos



Teorema 2.7. Sean r,s,t,u € Z tales que:
Hi riseN r+t>0ys+u>0

H2. r+t>s+u>0

r s
H.3. det =41
t u

H/j. r+s=1(mod?2) yt+u=1 (mod2)
Entonces,

(r2=7)~(s*~?) (r2=2)+(s* )

5 rs —tu 5
H = rt — su ru + st rt + su
(r2+t2)—2(s2+u2) rs + tu (r2+t2);(s2+u2)

es una matriz que preserva ternas pitagoricas primitivas.

Demostracion. Sea (m? — n? 2mn,m? + n?) con m y n verificando las condiciones I a IV del
Teorema 1.14, es decir, la terna es una terna pitagdrica primitiva. Por la Proposicién 2.5, tenemos

que
(m? — n?,2mn,m? + n®)H = (M? — N?,2M N, M?* + N?)

con M =mr+nty N =ms+ nu.

Veamos que M y N verifican las condiciones I a IV del Teorema 1.14. (Y por ende, (M? —

N2, 2MN, M? + N?) ser4 también una terna pitagérica primitiva.)
I. Veamos que M y N € N*. Dado que m y n verifican I, por H.1. y II, tenemos:

M = mr+nt > nr+nt = n(r+t) > 0
N = ms+nu > ns+nu = n(s+u) > 0

11. Veamos que M > N, o equivalentemente, M — N > 0. Por I1 y H.2., obtenemos trivialmente

el resultado:

M —N=mr+nt)— (ms+nu)=m(r—s)+n(t—u)>n((r—s)+(t—u)) >0

ros
1. Probemos que med(M, N) = 1. Denotamos J a la matriz J = ( )
t u

» Por I11, med(m,n) = 1, luego por la Identidad de Bézout !, existen a y b € Z tales que
a
(m,n) (b) =ma+nb=1.

'Identidad de Bézout: Sean a,b € Z y d = mcd(a, b). Entonces existen s,t € Z tales que sa + tb = d. Llamamos
a esta identidad la Identidad de Bézout.
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» Recordemos que si det(J) # 0, entonces, definfamos la inversa de J en Matax2(R) como

Jt = % donde Adj(JT) es la matriz adjunta de JT, la matriz traspuesta de J.

Por H.3. tenemos que detJ = +1, y como Adj(JT) tiene entradas de ntimeros enteros,

entonces J es invertible en Matayo(Z).

. a . 7
= Consideramos el vector y? = J~! ( . Notemos que y” tiene como entradas niimeros
b

enteros por ser producto de una matriz y un vector, ambos con coeficientes enteros.

En consecuencia,

= (2) o 2) -

Luego, nuevamente por la Identidad de Bézout, concluimos que med(M,N) = 1

1v. Veamos que M + N =1 (mod 2). Por H.4. y IV, tenemos:

M+ N=mr+nt+ms+nu=m(r+s)+n(t+u)=m+n=1 (mod 2)

Concluimos que H es una matriz que preserva ternas pitagoricas primitivas.

O

Ejemplo 2.8. Veamos un ejemplo de una matriz que preserva ternas pitagoricas primitivas utili-

zando el resultado previo (Teorema 2.7).

()6

Comprobemos que r,s,t y u verifican las condiciones H.1. a H.4. del Teorema 2.7:

Consideremos

Hi rseN.r+t=11>0,s+u=3>0

H2 11l=r+t>s+u=3>0

r s 4 1
H.3. det = det =8-7=1
t u 7 2

Hy. r+s=5=1(mod2) yt+u=9=1 (mod 2)
Por el Teorema 2.7, tenemos que

(r212)— (52 —u?) (2= £2)+ (s ~u?)

- rs—ty =) ~15 —10 —18
H = rt — su ru + st rt + su = 26 15 30
(G i R P N R e Gl 30 18 35

es una matriz que preserva ternas pitagoricas primitivas.
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Por ejemplo, dada la terna pitagorica primitiva (3,4,5), obtenemos (3,4,5)H = (209,120, 241)
otra terna pitagorica primitiva. Este es el ejemplo que hemos escogido para motivar el desarrollo de

este apartado al principio del mismo.

Hemos visto que las condiciones H.1. a H.4. del Teorema 2.7 son suficientes para que la matriz
H sea una matriz que preserva ternas pitagéricas primitivas. Sin embargo, dichas condiciones no

son todas necesarias, como podemos ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.9. Seguimos el ejemplo presentado en [1] p.165 y consideramos

(2)-a)

Notemos que r, s,t y u verifican las condiciones H.1., H.2. y H.4. del Teorema 2.7, pero no verifican

r s 2 1
det = det =241
t u 0 1

Sin embargo, para dichos valores de r, s,t y u, probaremos que la matriz H definida en la proposicion

la condicion H.3., ya que:

2.5, es una matriz que preserva ternas pitagoricas primitivas.

Sean m y n verificando las condiciones I a IV del Teorema 1.14 (el par (m,n) define una terna
pitagdrica primitiva), veamos que, M = mr +nt y N = ms + nu verifican también las condiciones
I a1V del Teorema 1.14.

Como vimos en la demostracion del Teorema 2.7, por H.1.,H.2. y H.4., tenemos que M y N

verifican las condiciones 1,11 y IV. Veamos que verifican también la condicion I11.

2 1
(m,n) (0 1) =(2m,m+n) = (M,N)

Tenemos que mcd(M,N) = mecd(2m,m + n). Sabemos que m +n = 1 (mod 2), luego m + n
es impar. Ast, med(2m, m 4+ n) es impar. Razonemos por reduccion al absurdo y supongamos que
med(2m,m+n) =d > 1, entonces, d divide a 2m y a m+n. Como d es impar, d divide a m, luego
d divide a la diferencia m +n —m = n, llegando a contradiccion con que med(m,n) = 1.

Ast, (M, N) define una terna pitagorica primitiva y tenemos que

2 2 2
H=1-1 21
1 2 3

es una matriz que preserva ternas pitagoricas primitivas.

A continuacién, veremos que lo que si que podremos asegurar, gracias al siguiente resultado

(Teorema 2.10), es que toda matriz que preserva ternas pitagéricas primitivas es de cierta manera.
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Teorema 2.10. Sea H una matriz que preserva ternas pitagoricas primitivas, entonces, H es de

la forma
(7“2—152);(82—11/2) rs — tu (7’2—t2)-i2-(82—u2)
H = rt — su ru+ st rt + su
(r2+t2);(82+u2) rs + tu (r2+t2);(s2+u2)

Demostracion. Como H € M3(7Z) entonces,

a1 G2 a3

H= 1|5 p pB3
Y1 2 8

con o, B, € Z para todo i, 7,k € {1,2,3}. Puesto que H preserva ternas pitagéricas primitivas,

para todo (m,n) verificando las condiciones I a IV del Teorema 1.14, tenemos
(m? —n?,2mn,m? + n*)H = (M?* — N?,2M N, M?* + N?) (5)

con (M, N) definiendo también una terna pitagérica primitiva. Como med(m,n) = 1, por la Iden-
tidad de Bézout, existen x,y € Z con

1=mz+ny (6)

Multiplicamos la ecuacién (6) por M: M = mr + nt con r,t € Z.
Multiplicamos la ecuacién (6) por N: N = ms + nu con s,u € Z.
Entonces,
M? = m?*(r®) + 2mn(rt) + n?(t?) (7)

N? = m?(s%) 4 2mn(su) + n*(u?) (8)

Asi, por las ecuaciones (7) y (8), obtenemos las siguientes igualdades:

M? —N? = m2(r? —s%) + 2mn(rt — su) + n*(t* —u?) =
e —s
= (m?2mn,n?) | rt—su
2 —u?
2MN = 2(mr+ nt)(ms 4+ nu) = m?(2rs) + 2mn(ru + ts) + n?(2tu) =
2rs
= (m?2mn,n?) | ru+ts
2tu
M? + N? = m2(r? + 8% + 2mn(rt + su) + n2(t* + u?) =
r? + s?
= (m?*2mn,n?) | rt+su

2 4+ u?
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Por otra parte, tenemos la siguiente igualdad,

1 01
(m* — n?,2mn, m? + n?) = (m?, 2mn,n?) 010
-1 0 1
Para simplificar notacion, denotamos
1 01 r? — s 2rs r? + g2
B = 010 H=|rt—su rutts rt+su
-1 0 1 t2—u?  2tu 2+ u?

Asi, sustituyendo en la ecuacién (5), tenemos la siguiente ecuacién:

(m?,2mn,n*)BH = (m?, 2mn,n2)ff (9)
Notemos que esta ecuacion se verifica para todo par (m,n) que verifique las condiciones del Teorema
1.14.
Veamos ahora que BH = H.

Denotamos C' = BH. Como las matrices C, H € M3(Z), entonces son de la siguiente forma:

c11 Cci2 €13 hi1 hi2 his
C=| ca co co3 H=1 ha1 ho hos
€31 €32 €33 h31 hzz hs3

con ¢;; y hi; niimeros enteros para todo 4, j € {1,2,3}. Asi, multiplicando por la primera columna
en ambos lados de la ecuacién (9), obtenemos la siguiente igualdad para cada par (m,n) verificando

las condiciones anteriores:

m2c11 + 2mnea; + n2es1 = m2hyy 4 2mnhay 4+ n2hs;
O equivalentemente,

0 =m?(c11 — hi1) + 2mn(car — ha1) + n(cs1 — hs1)

Definimos © = ¢11 — h11, y = ¢co1 — ho1 y z = ¢31 — ha1. Basta tomar m,n concretos (y verificando el
Teorema 1.14) para crear un sistema lineal homogéneo de tres ecuaciones con tres incégnitas cuya

Unica solucién sea z =y =z = 0.

m=2n=1 dr+4y+2=0
m=4,n=1 16 +8y+2=0
m=6n=1 36+ 12y +2=0
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Calculamos el determinante del sistema lineal

4 41
det| 16 8 1 | =-32#0
36 12 1

Como el determinante es no nulo, tenemos que la tnica solucion es la trivial, es decirz =y =2 =0
o equivalentemente, c1; = hi1,c21 = ho1 ¥ ¢31 = h31. Razonando de manera andloga para las otras
dos columnas, concluimos que BH = H.

Calculamos la inversa de B y obtenemos la siguiente matriz:

[y

B~ =

[ I I
o= O w"

Multiplicamos por B~! a izquierdas de ambos lados de la igualdad BH = H y vemos que H tiene
la forma deseada.
—(T2_t2)5(52_u2) rs —tu

H=B'H-= rt — su ru + st rt + su
(r?+t%)—(s*+u?) (r?41?)+(s*+u?)
) D)

(r2—t2)+(52—u2)
2

rs 4+ tu

Ahora solo falta ver que todas las entradas son enteras. Tenemos que ao, 81, 82,83 y 72 son
trivialmente enteros por ser producto y suma de niimeros enteros. Queremos ver que ag, @3, Y1y V3
también lo son, para ello, basta probar que los numeradores de cada uno son pares, o equivalente-
mente, congruentes con 0 médulo 2.

Operando en la primera columna de la ecuacién (5), tenemos
M?* - N? = (m?—n?a;+ (2mn)B1 + (m? + n*)m

Dado que M 4+ N =1 (mod 2), tenemos que M? — N2 = M? + N? = 1 (mod 2). Asimismo, puesto

que m +n =1 (mod 2), tenemos que m? —n? = m? +n? =1 (mod 2). En consecuencia,

1 = M>?-N? =a14+m= 1r2—5s° r? + 52 (mod 2)
1 = M2-N? =a1 = —t24+u®> =t24+u? (mod 2)

Asi, se obtiene trivialmente que a1, as,71 y y3 son enteros pues
(r2—t?) — (s> —u?) = (r? —tH) + (s —u?) = (P +12) — (s* +u?) = (r? +t) + (s* +u?) = 0 (mod 2)

O

Ejemplo 2.11. La matriz identidad de tamano 3 es el ejemplo trivial de matriz que preserva ternas

pitagoricas primitivas, pues para toda terna pitagorica primitiva, la identidad nos devuelve la misma
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terna. Esta matriz se obtiene tomando los siguientes valores para r,s,t y u.

()6

Observacién 2.12. A continuacién, enumeraremos una serie de observaciones sobre el Teorema
2.10. Ademds, nos referiremos a las matrices de la forma del Teorema 2.10 como matrices de la

forma H.

1. Con la notacion precedente, y por la demostracion del Teorema 2.10, tenemos que la condicion

H.j del Teorema 2.7, r+s=1 (mod 2) yt+u=1 (mod 2), es ademds necesaria.

2. Aunque el Teorema 2.10 esté enunciado en [2] p.104, no hemos sequido la demostracion dada
en el articulo, sino que hemos elaborado una demostracion propia tomando ideas de la demos-

tracion del teorema 4.4 de [10] pp. 9-11 para el caso de matrices de aplicaciones proyectivas.

3. En [2] se enuncia el teorema 1 de caracterizacion de las matrices que preservan ternas pitagori-
cas primitivas como consecuencia de los Teoremas 2.7 y 2.10. Este enunciado es impreciso,
pues no se tiene tal caracterizacion: el Teorema 2.7 da condiciones suficientes para que una
matriz de la forma H preserve ternas pitagoricas; y el Teorema 2.10 prueba que toda matriz
que preserva ternas pitagdricas es de la forma H. De hecho, en el Ejemplo 2.9 se muestra una
matriz que preserva ternas pitagoricas primitivas y no verifica las condiciones del Teorema
2.7. Mds aun, se puede construir una matriz de la forma H que mo cumpla las condiciones
suficientes y que no preserve ternas pitagoricas primitivas (Ejemplo 2.13), lo cual prueba que
las matrices de la forma H, no caracterizan las matrices que preservan ternas pitagoricas

primitivas.

Ejemplo 2.13. Veamos una matriz de la forma H del Teorema 2.7 que no preserva ternas pitagori-

cas primitivas. Tomando r = s =t =u = 1 obtenemos la siguiente matriz

I
o o o
DN O
CE N

Sin embargo, (3,4,5)H = (0,18,18) que no es si quiera terna pitagorica.

2.2. Ternas pitagéricas de matrices

Para introducir el concepto de matrices pitagéricas, veamos primero el siguiente ejemplo.

Consideremos las siguientes matrices de tamano 2 por 2 y con entradas nimeros racionales:

59 5 13 19

9 5 1 2 1319
A— 12 3 B = C— 12 3

—15 15

=15 3 3 4 5
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Calculamos los cuadrados de estas matrices:

2581 115 710 3589 475
g2 | e B B2 _ c2_ |
—115 11 125 99
6 4 15 22 6 4

Y notemos que se verifica la siguiente igualdad
A?+ B? =(C?

la cual tiene una expresién semejante a la de (1), la relacién de Pitdgoras. En consecuencia, diremos
que la terna (A, B, (') es una terna pitagérica de matrices.

Nos preguntamos si en el conjunto de matrices cuadradas de tamano n con n € N* y con entradas
numeros racionales, podemos construir ternas pitagoéricas de matrices.

En este apartado, generalizaremos la nocién de ternas pitagoéricas a ternas pitagéricas de ma-
trices con entradas nimeros racionales. Ademas, construiremos algunas de ellas siguiendo las ideas
planteadas en [3]. Cabe mencionar que en este apartado trabajaremos con vectores columna siguien-

do la notacién de [3].

Notacién 2.14. Al conjunto de matrices cuadradas de tamano n con entradas nimeros racionales

lo denotaremos M, (Q).

Definicién 2.15. (Terna pitagorica de matrices) Sean A, B,C € M,(Q), se dice que (A, B,C)

es una terna pitagérica de matrices si A*> + B? = C?.

Ejemplo 2.16. Veamos el ejemplo trivial. Sean

ai 0 0 bl 0 0 C1 0 0
0 a 0 0 bz 0 0 e 0
0 O an, 0 O bn 0 O Cn

con (a;, b;, ¢;) terna pitagorica para todo i € {1,...,n}. Tenemos que (A, B,C) es terna pitagdrica

de matrices.

Antes de introducir una manera de construir ternas pitagéricas de matrices, veamos primero el

siguiente resultado auxiliar.

Lema 2.17. Sea U € M, (Q) tal que
1. Los valores propios \j con j € {1,...,n} de U satisfacen: A\; + X\j # 0 coni,j € {1,...,n}.
2. Los vectores propios de U forman una base del espacio vectorial R™.

Entonces, para todo P € M,(Q), eziste una unica matriz Ve M,(Q) tal que P =2(UV +VU).
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Demostracion. Existencia. Llamaremos x; a los vectores propios de U correspondientes a los valores
propios Aj con j = 1,...,n. Dado que {z;}=1,.. n es una base de R" (por 2.), para encontrar la matriz

V', consideramos los siguientes sistemas:
200V +VU)x; = Px; i=1,...n
Notemos que dado que z; es un vector propio de U, obtenemos las siguientes igualdades:
OV +VU)x; =UVa;)+ AV = U+ NIV Vi=1,..,n

con [ la matriz identidad de tamano n.
Veamos ahora que las matrices U + A;I son invertibles para todo j = 1, ..., n. Para ello, notemos

que los vectores z; con i = 1,...,n, son también vectores propios de U + A;[.
(U + )\jI)xi = \ix; + )\jxi = ()\z + )\j)xi

Asi, los valores propios de la matriz U + A\;I son de la forma A\; + Aj con i = 1,...,n que son no
nulos por la condiciéon 1., y por ende, la matriz U + A\;I es invertible para todo j = 1,...,n.

Ahora, consideramos la siguiente igualdad:
2V = (U + MI) ' Px;
y definimos los vectores y; de la siguiente manera:
yj = (U + \I) "' Pa; (10)
Por los sistemas de la forma 2V x; = y;, tenemos que:
2VX =Y

donde X = [z1]x2|...|zn] € Y = [y1]y2]...|yn]-
Notemos ademads, que X es invertible por la segunda condicion.

Finalmente, definimos la matriz V:

1
V= 5Y)rl (11)
Unicidad. Sea V € M,(Q) tal que P = 2(UV + VU), es decir,

20UV +VU) =2UV +VU) (12)
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Como {$]} j=1,...,.n €s base de R", para demostrar la unicidad de la matriz V', basta ver que
Va; = Vz:j Vi=1,...,n
Por (12), tenemos que UV + VU = UV + VU. Entonces,
(UV +VU)x; = (UV +VU)x; Vi=1,..,n
O equivalentemente,
UVaj+ \Va;=UVrxj+\Vay Vi=1,..,n
Nuevamente, por la propiedad distributiva,
(U+ NV = U+ NV, Vi=1,..,n
Multiplicando por (U + A;1 )~! a izquierdas de ambos lados de la igualdad, tenemos finalmente:
Va; = f/xj Vi=1,...,n

como queriamos ver. ]

Teorema 2.18. Sea P € M,(Q), entonces evisten A, C € M,(Q) tales que P = C* — A2.

AN - 0
Demostracion. Sea X € M,(Q) una matriz invertible, y A= | : .. | € M,(Q) una matriz
0 - A\
diagonal que satisfaga la condicién 1 del Lema 2.17. Consideramos la matriz U = XAX ! y veamos
que verifica las hipétesis del Lema 2.17. Primero notemos que A; con j = 1,...,n son los valores
propios de U con x; vector propio asociado a dicho valor propio, donde z; es la columna j-ésima de

la matriz X:
UCL’j = XAX_liL'j = XAej = )\lej = )\jmj

Asi, tenemos que se verifican las hipétesis del Lema 2.17:

1. Puesto que U y A tienen los mismos valores propios, los valores propios de U verifican trivial-

mente que A\; +A; # 0 con ¢,j € {1,...,n}.
2. Como X es invertible, tenemos que tiene rango maximo, luego {a:j } j=1,..n €s base de R".

Por otra parte, tomamos V' la matriz dada en (11), estoes, V =2V X1 con Y = [y1]ya]...|ys] donde
y; = (U + X\;I)"tPz; para todo j € {1,...,n}.
Por el Lema 2.17, tenemos que P = 2(UV + VU).
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Ademads, notemos que se verifican las siguientes igualdades:
U+V2=U2+ V24UV +VU = U2+ V242UV +2VU —UV — VU = (U = V)2 +2UV +2VU

de donde tenemos que (U + V)% — (U = V)2 =2(UV +VU) = P.
Consecuentemente, basta tomar C =U+V y A=U - V. O

Este resultado, nos permite construir una terna pitagorica de matrices a partir de cualquier
matriz cuadrada con entradas ntumeros racionales de nuestra eleccién. Es decir, basta considerar
una matriz B € M,(Q) y tomar como P del teorema, el cuadrado de la matriz B. Entonces, el
teorema nos asegura que existirin A y C € M, (Q) tales que B> = C? — A2, o equivalentemente,

A? 4 B% = C?. Asi, la terna (A, B, C) serd una terna pitagérica de matrices.

Corolario 2.19. Dado B € M,(Q), y considerando P = B?, y A y C del Teorema 2.18, entonces

(A, B,C) es una terna pitagorica de matrices.

Apoyandonos en los resultados previos, presentamos en el siguiente ejemplo una construccion

de una terna pitagdrica de matrices a partir de una matriz B € M, (Q) dada.

Ejemplo 2.20. Sea

1 2
B =
3 4
7 10 3 0
Siguiendo la notacién precedente, denotamos P = B? = . Tomamos A =
15 22 0 —1
y notemos que A\1 = 3 y Ao = —1 son los valores propios de la matriz. Obervamos que A verifica la
1 -1
condicion 1 del Lema 2.17 trivialmente. Consideramos x1 = Y To = y definimos
0 1
1 -1
X = [z1]z2] = invertible por ser de rango mdzimo.
0 1

Ahora bien, siguiendo la demostracion del Teorema 2.18, consideramos:

4
U=XAX"1=

0 -1

Asimismo, definimos Y = [y1|y2] como en la demostracion del Lema 2.17, donde, por (10), y1 e y2

son los siguientes:

y1=U+M) Pz = °
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s

Y2 = (U4 Xod) "t Py =

=7
2
Siguiendo dicha demostracion, por (11), obtenemos V :
=23 7
y=lyxio [ 3
2 15
T 2
Finalmente, definimos C' y A de la siguiente manera:
1319
C=U+V=["? 73
Do
1
59 5
A—pU_v=|1 3
—15
T 3

Ast, por los resultados precedentes, tenemos que (A, B, C) es una terna pitagorica de matrices. Este

es el ejemplo que hemos utilizado como motivacion de este apartado.
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Capitulo 3
Superficies pitagoricas

En el capitulo anterior, ya extendimos la nocién de terna pitagorica a matrices. En este capitulo,
pretendemos ir un poco mas alld en una direccién geométrica y buscamos extender la nocién de terna
pitagdrica a superficies regulares. Diremos que una superficie regular S es pitagérica (Definicién 3.40)

cuando, para todo punto p de la superficie, se verifica la siguiente igualdad:
g2+ L2 =111}

donde g,, L, y I1I, son las matrices de la primera, segunda y tercera forma fundamental de la
superficie en p respectivamente. Ademads, veremos que dicha definicién no depende de la base del
plano tangente a la superficie S en el punto p, T),S escogida (consecuencia de la Proposicién 3.36).
Ademsds, terminaremos el capitulo demostrando que las tinicas superficies pitagoricas son las esferas

(o partes de ellas) de radio R = v/® donde ® = ‘/52*1, el conjugado del nimero de oro.

3.1. Superficies regulares

En este apartado, presentaremos algunos conceptos clave de Geometria de Superficies con el
fin de introducir de manera mas clara la nocién de Superficie Pitagorica. Para ello, seguiremos
principalmente las definiciones y notacién presentadas en [6], Capitulo 14, titulado Superficies en
el Espacio de Dimension 3; y en [7], Capitulos 7 a 10 que hablan sobre el concepto de superfi-
cie, formas fundamentales, curvatura normal, curvaturas y direcciones principales. Ademas, cabe
resaltar que debido a limitaciones en la extensién de este trabajo, se omitirdn algunas definiciones
y demostraciones de resultados elementales de Algebra y Geometria, aunque todas ellas quedan a

disposicién del lector en las referencias citadas previamente.

Definicién 3.1. (Superficie simple) Se llama superficie simple a toda aplicacion f diferenciable

C®> de un abierto conevo U C R? en R3,

f: UCR> — R3
(w,v) = flu,v)
tal que

- = — —
SS. 1. fu X fo# 6) en todos los puntos de U (donde f, es la derivada de f respecto de u y f, es la

derivada de f respecto de v).

SS.2. f:U — f(U) es homeomorfismo (biyectiva, continua y de inversa continua,).
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Notacion 3.2. Para simplificar notacion, en diversas ocasiones omitiremos la flecha sobre una
letra utilizada para indicar que estamos trabajando con un vector, es decir, escribiremos X en lugar
de ? En general, escribiremos los vectores con letras mayisculas, excepto cuando hablemos de

vectores de una base del plano tangente, donde utilizaremos minusculas.

Definicién 3.3. (Superficie regular, parametrizacién de S) Un subconjunto conexo S C R3

se llama superficie reqular si

SR.1. para todo p € S existen un abierto conexo U C R?, una aplicacién f y un entorno abierto V
de p en S de modo que f:U — V = f(U) es una superficie simple (tal superficie simple se

llama parametrizacion local o parametrizacion de S en p).

SR.2. para cada par de superficies simples f :U — V C S, f:U — V C S con VNV # 0 resulta

que

—1

Flof): 1 (VnV) — 7 (vnT)

es un difeomorfismo de un abierto de R? en otro abierto de R?.
Observacién 3.4. (Plano vectorial tangente y afin) Sea f : U — R3 una superficie simple,
los vectores fu(ug,v0) y fo(uo,v0) son linealmente independientes para todo (ug,vg) € U (por SS.1.),

y por tanto, generan un plano. Este plano se llama plano vectorial tangente en el punto f(ug,vo)

y se denota Tty w) f(U) 0 Thugwe)f- Si S es una superficie regular, denotamos al plano vectorial

tangente T,S.

El plano afin tangente a la superficie en dicho punto es el plano afin que pasa por dicho punto

y tiene como direccion el plano vectorial tangente.

En general, hablaremos del plano tangente y el contexto dejard claro si nos referimos al vectorial

(cuando hablemos de vectores) o al afin (cuando hablemos de puntos o rectas afines).

Definicién 3.5. (Vector normal de la superficie en un punto) Sean f : U — R?® una

superficie simple y p = f(ug,vo). Llamamos vector normal de la superficie en el punto p, al vector

]—\}p Ju(uo,v0) X fo(uo,vo)

= 1 fuuo0, v0) X fuluo, vo)]|

T Tf(ﬂn,vn)f(U)
= ~f1¢§1f07 'Uﬂ)

’,/'1’7/: f (o, v0) Ju(uo, vo)

Figura 5: Plano tangente a una superficie en un punto
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A continuacién, recordaremos la primera y segunda forma fundamental de una superficie simple
S = f(U) en un punto p € S. Cabe recordar que la primera forma fundamental es la restriccién
del producto escalar de R3 al plano vectorial tangente a la superficie en el punto p, y estudia la
geometria local de la superficie. Por otra parte, la segunda forma fundamental, estudia cémo esta

inmersa la superficie en el espacio R3.

Definicién 3.6. (Primera forma fundamental) Sean f : U — R3 una superficie simple,
p = f(ug,vo) un punto de la superficie y T,,f(U) el plano vectorial tangente a la superficie en el
punto. Se llama primera forma fundamental de la superficie en p a la forma bilineal, simétrica y
definida positiva
gp: Tpf(U)xTpf(U) — R
(X,Y) = g(X,)Y)=X.Y

Como mencionamos previamente, { fy(uo,vo), fu(uo,v0)} es una base del plano vectorial tan-
gente T),f. Para simplificar notacién, nos referiremos a dicha base como la base de las parciales
y escribiremos { fy, fu}. Asimismo, en ocasiones omitiremos la dependencia de la primera forma

fundamental sobre el punto p, es decir, escribiremos g en lugar de g,.

Calculamos la imagen por g de los vectores de la base de las parciales:

Ifull? =" g(fu, fu) = gn1
9(fus fo) = 912
9(fos fu) = g1

1foll? = 9(fo, fo) = 922

Dados X,Y € T,f(U), podemos escribir X = Xif, + Xof, e Y = Yif, + Yaf, para ciertos
X1, X92,Y1,Ys € R. Entonces, tenemos:

XY =9X)Y) =gXifutXofo,YifutYafy) =
= 9(X1fu, Yifu) + 9(X1fu, Yo fo) + 9(Xa fo, Yifu) + 9(Xafo, Yo fo) =
= X1Y1 g1 + X1Y2 gi2 + XoY1 g1 + XoY2 goo =
g gi2 Y1

= (Xb XQ)
921 922 Y

En consecuencia,

gi1 912
M(gpv {fu: fv}) =
921  g22

es la matriz de la primera forma fundamental respecto de la base de las parciales.
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Notacion 3.7. A lo largo del trabajo, haremos un abuso de notacion y nos referiremos a la matriz
de la primera forma fundamental como la matriz g dejando siempre claro la base del plano tangente,

respecto de la cudl se ha calculado dicha matriz.

Por la simetria del producto escalar, resulta que g1o = go1 y por ser definido positivo, que g1 > 0

y g22 > 0.

Ademés, observamos que el determinante det(g) > 0, luego la matriz g tiene inversa. Escribiremos

Definicién 3.8. (Segunda forma fundamental) Sean f : U — R3 una superficie simple,
p = f(uo,vo) un punto de la superficie, T,f(U) el plano vectorial tangente a la superficie en el
punto p y ﬁp el vector normal de la superficie en el punto p. Llamamos sequnda forma fundamental
de la superficie en p a la forma bilineal simétrica L, : T,f(U) x T,f(U) — R que tiene como

matriz respecto de {fu, fv} a

L1 Lo
M(Lp7 {fu7 fv}) =
Loy Loo

— — — —
donde Li1 = fuu - Np; Li2 = fuv- Np; Lo1 = fou - Np Y Log = fou - Np-
Notacion 3.9. Al igual que para la primera forma fundamental, haremos un abuso de notacion y

nos referiremos a la matriz de la sequnda forma fundamental en un punto p como la matriz L.

Definicién 3.10. (Aplicacién de Weingarten u Operador Forma) Sean f : U — R3 una
superficie simple, p = f(uo,vo) un punto de la superficie y T, f(U) el plano vectorial tangente a la
superficie en el punto p. Llamamos aplicacion de Weingarten u Operador forma en el punto p a la
aplicacion

Ly, :T,f(U) — T,f(U)

que respecto de la base de las parciales { fy, fu} tenga como matriz

M(‘va {fm fv}) = gp_le

Siguiendo la notaciéon precedente para las formas fundamentales, en ocasiones omitiremos la
dependencia de £, sobre el punto p de la superficie sobre el que se define, es decir, escribiremos £
en lugar de £,, y cuando nos refiramos a la matriz de £, haremos un abuso de notacién y escribiremos

también L.

Observacion 3.11. La matriz de L no es simétrica en general, pues el producto de matrices simétri-

cas no tiene por qué ser simétrica. Por ejemplo, si tomamos el paraboloide hiperbdlico con parame-
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trizacion f(u,v) = (u,v,u? —v?) con (u,v) € R?, obtenemos que

92 1+ 402 —4uv

r—
(1 + 4u? + 4v2)3/2

duv  —(1 + 4u?)

que no es simétrica.

La Aplicacién de Weingarten u Operador forma (Shape Operator en inglés) también se puede
definir como el opuesto de la aplicacién tangente de Gauss. Ambas definiciones son equivalentes por

el siguiente teorema (enunciado y demostrado en [8], Capitulo 5).

Teorema 3.12. La aplicacion de Weingarten es el opuesto de la aplicacion tangente de Gauss,
esto es, si f : U — R3 es una superficie simple, p = f(ug,v0) y v : f(U) — S? la aplicacion de

Gauss®, entonces L, = —vy, siendo, vy : T, f(U) — Tl,(p)S2 la aplicacion tangente® de v en p.

Este teorema nos permite obtener una interpretacién geométrica de la aplicacién de Weingarten:
esta aplicacién nos indica cémo varia el vector normal en una superficie, esto es, como se comba la

superficie.

Corolario 3.13. (Ecuaciones de Weingarten) Con la notacion precedente,
L(fu) = _ﬁu L(fs) = _sz

donde ﬁu es la derivada de Nz respecto de u y ﬁv la derivada de ﬁ respecto de v.

Proposicién 3.14. Sean f : U — R3 una superficie simple, p = f(ug,vo) un punto de la superficie,
T,f el plano vectorial tangente a la superficie, L la seqgunda forma fundamental de la superficie en

p, y L la aplicacion de Weingarten de la superficie en p. Entonces, para todos X,Y € T, f, se tiene:
LX,Y) = g(L(X),Y) = g(X, L(Y))

En consecuencia, la aplicacion de Weingarten es un operador autoadjunto y, por tanto, tiene valores

propios reales.

Previamente, definimos la Aplicacién de Weingarten de manera matricial como £ = g~ 'L res-
pecto de la base de las parciales. El siguiente resultado nos mostrard que esta identidad matricial se
verifica siempre, independientemente de la base del plano tangente escogida. Esto serd crucial para
demostrar que las tnicas superficies pitagéricas son las esferas (o partes de ellas) de radio R = V.

Cabe destacar que este resultado es propio del trabajo.

2Aplicacién de Gauss: Se llama aplicacién de Gauss de una superficie regular S a una aplicacién continua (si

existe) v : S — S? dada por v(p) = Np. Si existe, entonces la superficie es orientable pues se puede dar una
determinacién continua del vector normal o, equivalentemente, una orientacién coherente en cada plano tangente.

3Aplicacién tangente o diferencial: Sea ¢ : S — S’ una aplicacién diferenciable entre superficies regulares
y sea p € S. Se llama aplicacién tangente o diferencial de ¢ en p a la aplicacion ¢. : TpS — Ty() S’ con @.(X) =
%(0) siendo v una curva con imagen contenida en S y tal que y(0) =p y %(0) = X.
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Proposicion 3.15. Sean S una superficie reqular, p un punto de la superficie, g y L las matrices
de la primera y segunda forma fundamental y L la matriz de la aplicacion de Weingarten respecto

de una base cualquiera {vi,ve} de T),S. Entonces
L=g 'L
Demostracion. Sea {vi,v2} una base cualquiera de 7},S. Sean X, Y € T),S, entonces podemos escribir

X:X1 1)1+X2 ()

Y=Y v+Y v

con X;,Y; e Rparat=1,2.

Consideramos ahora las formas matriciales. Por una parte, tenemos:

by
LIX,)Y) = (X1,X2) L =XTLY

bo

Y por otra parte, por la Proposicién 3.14, L(X,Y) = g(£(X),Y) que en expresién matricial se
expresa como sigue

XTLYy = (L(X)TgYy = (£X)Tgy = XTL gy

Puesto que hemos tomado X e Y vectores cualesquiera de 7,5, tenemos que L = LTg. Como g es
invertible, podemos multiplicar por su inversa y asi, obtenemos £7 = Lg~'. Ahora, trasponiendo

tenemos el resultado esperado.
L=(Lg ) =)L =)L =¢7'L
Es decir, £ = gL respecto de una base cualquiera de 7, »S. O

Dada una superficie regular S y p un punto cualquiera de la misma, gracias al siguiente enun-

ciado, podremos considerar siempre una base ortonormal del plano tangente 7),5.

Teorema 3.16. Sea V un R-espacio vectorial de dimension 2 (con un producto escalar) y sea
L :V — V una aplicacion lineal tal que L(X) Y = X - L(Y) para cualesquiera XY € V.

Entonces,

1. la aplicacion L : V x V. — R, definida como L(X,Y) = L(X)-Y = X - L(Y) es bilineal y

simétrica.
2. los vectores unitarios para los que L(X, X) es mdzimo o minimo son vectores propios de L.

3. existe {e1, ea} una base ortonormal de V' formada por vectores propios de L.
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Observacion 3.17. Aplicamos el teorema al caso de tener una superficie simple f : U — f(U),
pe fU),V=T,f(U)yL:V —V laaplicacion de Weingarten. Entonces L es la segunda forma
fundamental y existe una base de T,f(U) ortonormal {e1,e2} formada por vectores propios de L

con k1 y ko los valores propios asociados a ey y ey respectivamente.

Definicién 3.18. (Curvatura normal, curvaturas principales, direcciones principales)

Con la notacion precedente, definimos las siguientes nociones.

» Llamamos curvatura normal en la direccion de X a ky(X) = SXX)

= Llamamos direcciones principales a las direcciones que generan ey y es. Fstas, son perpendi-

culares entre si.

= Llamamos a los valores mdzrimo y minimo de las curvaturas normales, curvaturas principales

y las denotamos ki y ko respectivamente. Ast, L(e1) = kie1 y L(ez) = kaea.

Observacion 3.19. Con la notacion precedente, tenemos

M(£7 {fm fv}) = gilL =

M(£7 {617 62}) =

Definicién 3.20. (Curvatura de Gauss, curvatura media) Con la notacion precedente,

= se llama curvatura de Gauss a K = kiky = det(L) = det(g L) = (5125'

; t
= se llama curvatura media o H = kl;’f? _ traza(L)

2

Observacion 3.21. Las curvaturas principales, la curvatura de Gauss y la curvatura media de un
punto p de una superficie reqular S, no dependen de la base de T),S escogida. Esto es consecuencia
de estar definidos a partir de invariantes como los valores propios, determinante y traza de la matriz

de la aplicacion de Weingarten.

Proposicion 3.22. Sea S una superficie reqular. La aplicacion K : S — R que a cada punto p de

la superficie le hace corresponde su curvatura de Gauss K(p), es una aplicacion continua.

Demostracion. Podemos escribir K como sigue:
K : S — EndT,S) — R
p = L, —  det(Lp)

con L, la aplicacién de Weingarten en T,S y det(L,) el determinante de la matriz de la aplicacién
de Weingarten en una base cualquiera (estd bien definido pues el determinante es un invariante).

En consecuencia, K es una aplicacion continua por ser composicién de aplicaciones continuas. [
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3.2. La Tercera Forma Fundamental

A continuacién, veremos cémo se define la tercera forma fundamental y en el Teorema 3.27
veremos que se puede expresar como combinacion de la primera y segunda forma fundamental.
Cabe mencionar que la tercera forma fundamental suele pasar mas desapercibida en los libros y
cursos de geometria de superficies, pues la primera forma fundamental es la que define la geometria
intrinseca de una superficie mientras que la segunda y la tercera forma fundamental estudian ambas

la geometria extrinseca.

Definicién 3.23. (Tercera forma fundamental) Sean f : U — R3 una superficie simple,
p = f(uo,vo) un punto de la superficie, T,,f el plano vectorial tangente a la superficie. Se llama

tercera forma fundamental de la superficie en p a la forma bilineal

IIL: T,f(U) x T,f(U) — R

(X,Y) = gp(L(X), L(Y))
siendo L la aplicacion de Weingarten de la superficie en p.

Observacion 3.24. La tercera forma fundamental es una forma bilineal simétrica pues
II,(X,Y) = gp(Lp(X), Lp(Y)) = gp(Lp(Y), Lp(X)) = I11,(Y, X)

luego su matriz es simétrica, al igual que las matrices de la primera y seqgunda forma fundamental.

Notacién 3.25. Al igual que en la primera y sequnda forma fundamental, haremos un abuso de
notacion y omitiremos la depedencia de 111, sobre el punto p sobre el que se define y escribiremos
111 para referirnos tanto a la aplicacion de la tercera forma fundamental como a su expresion

matricial en una base dada.

Observacion 3.26. Veamos como podemos expresar matricialmente la tercera forma fundamental.
Consideramos una superficie simple, p un punto de la superficie y {vi,ve} una base cualquiera del
plano tangente.

HI(X,Y)=L(X) - LY)= (LX) g(LY) = XT(LTgL)Y

Ast, tenemos que la matriz de la tercera forma fundamental es la matriz Ill= LT gL. Ademds,
recordemos que £ = g~ 'L, por lo que desarrollando la ecuacion anterior y teniendo en cuenta que

1

las matrices L y g—* son simétricas, tenemos

HIIX,Y)= X" (g L) g(¢7' L)Y = XTLg LY

Asi, la matriz de la tercera forma fundamental es III= Lg~'L o equivalentemente, (recordando que
L =g 'L de donde L = gL )
IIT =gL?
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Teorema 3.27. Sean f : U C R? — R? una superficie simple, p = f(ug,vo) un punto de la
superficie, T, f el plano vectorial tangente a la superficie. Sea III la tercera forma fundamental de

la superficie en p, H la curvatura media y K la curvatura de Gauss. Entonces
II-2HL+ Kg=0

Para probar este resultado veremos dos demostraciones distintas. La primera demostracién se
basa en los resultados geométricos vistos hasta ahora, mientras que, la segunda se basa en el Teorema

de Cayley-Hamilton 4 para matrices cuadradas de tamano 2.

Demostracion 1. Notemos que III — 2H L + K g es una forma bilineal, luego bastara probar que se
da la igualdad para una base de T),f.
Tomamos una base ortonormal de vectores propios de L, {e1,ea}, con k1 y ko sus respectivos

valores propios. Tenemos

L(ei,es) = L(e1)-ea=kjer-ex=
L(eg,e1) = L(ez)-e1=kgyeg-e1 =
L(ei,e1) = L(e1)-er=kier-e1 =k
L(eg,ea) = L(e2) -ex=ky ez -eg=ky

Ademas, respecto de la base {ej, e2}, tenemos que la matriz de la primera forma fundamental g es

la identidad, luego es igual a g—'. Para la segunda forma fundamental tenemos

luego, la matriz de la aplicaciéon de Weingarten es £ = g~!'L = L. Por la Observacién 3.26, sabemos

que la matriz de la tercera forma fundamental es III= ¢g£2, entonces,

k2 0

0 k2

‘Teorema de Cayley-Hamilton (para matrices cuadradas de tamano 2): Sea A una matriz cuadrada de tamano
2 con entradas en R, un anillo conmutativo y con unidad. Entonces A es raiz de su polinomio caracteristico

xA(X) = X% — traza(A)X + det(A) € R[X]
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Con esto, podemos ver que se verifica la igualdad 111 — 2H L + Kg = 0 con una sencilla cuenta:

k20 kr 0 10
IIM-2HL+ Kg = —(k‘l—Fkg) + k1ks =

0 k3 0 ko 0 1

k% 0 k%—f—k‘lkg 0 k1ks 0

= —_ + —

0 ]{3% 0 k’%—kk‘lk‘z 0 kiko

0 0

0 0

O]

Demostracion 2. Consideramos una base cualquiera de T}, f(U). Por la Observacién 3.26 y el Teo-

rema de Cayley-Hamilton, obtenemos el resultado trivialmente:

IIT—2HL + Kg = g£? — traza(L)gL + det(L)g = gxc(L) =0

3.3. Superficies umbilicas

En este apartado, definiremos las nociones de punto umbilico de una superficie regular y superfi-
cie umbilica o totalmente umbilica siguiendo el apartado de puntos umbilicos del capitulo 10 de [7].
Ademds, veremos que las unicas superficies conexas totalmente umbilicas son o parte de una esfera
o parte de un plano (Teorema 3.31). Este resultado serd crucial para la clasificacién de superficies
pitagéricas (Apartado 3.5), ya que veremos que toda superficie pitagérica es totalmente umbilica y

por tanto, serd parte de un plano o de una esfera.

Definicién 3.28. (Punto umbilico) Sean S una superficie reqular y p € S un punto de la super-

ficie. Decimos que p es un punto umbilico si sus curvaturas principales son iguales.

Definicién 3.29. (Superficie umbilica o totalmente umbilica) Sea S una superficie regular.
Decimos que S es una superficie umbilica o totalmente umbilica, si todo punto de la superficie es

umbilico.

Lema 3.30. Sea S una superficie totalmente umbilica. Entonces la curvatura de Gauss en cada

punto tiene el mismo valor K y ademds K > 0.

Demostracion. Como S es una superficie totalmente umbilica, para cada punto p de la superficie,
las curvaturas principales coinciden, esto es, k} = kb = k(p). Consideramos entonces la aplicacién
k : S — R definida como p — k(p), es decir, que a cada punto le hace corresponder su curvatura

principal.
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Seape Sy f:U— f(U)C S una parametrizacién local de S en p € f(U). Por el Corolario 3.13,

Ny = =L(fu) = —kfu (13)
Ny = —L(fv) = —kfo (14)

Derivamos (13) respecto de v y (14) respecto de u.

R :aﬁu: ok

aﬁv _%fu - kfuv (15)
ON, ok
ﬁvu = ou = _%fv - kfuv (16)

Ahora, restando las expresiones anteriores tenemos:

ok ok

_%fu + %fv =0

Como f, y f, son vectores linealmente independientes, entonces k es constante. Asi, la curvatura
principal es constante en f(U), abierto. Ademds, en dicho entorno, la curvatura de Gauss es K =
k2 > 0 constante.

Ahora, consideramos el siguiente conjunto
C={qeS:K(q)=K(p)}

Notemos que p € C, luego C es no vacio. Si vemos que C' es abierto y cerrado, como S es conexo,

entonces tendremos que C' = S y habremos terminado.

» C abierto: Sea ¢ € C, entonces, tomando g : V — ¢g(V') C S una parametrizacién local de S
en g € g(V) tenemos que g(V') abierto pues g es un homeomorfismo y g(V') C C razonando de
manera analoga a f. Asi, para cada punto de C podemos encontrar un abierto que contenga

al punto y esté contenido en C, luego C' es abierto.

= C cerrado: Consideramos la aplicacion K : S — R que a cada punto de S lo manda a su
curvatura de Gauss. Esta aplicacién es continua (Proposicién 3.22), asf, K~ *({K(p)}) = C es

cerrado por ser la contraimagen de un cerrado por una aplicacién continua.
O

Teorema 3.31. Si todos los puntos de una superficie regular (conexa) S son umbilicos, entonces S

es parte de una esfera o un plano.

Demostracion. Por el Lema 3.30, tenemos que K(p) = K, esto es, que todo punto de la superficie
tiene la misma curvatura de Gauss. Ademds, como K = k? con K la curvatura de Gauss y S es cone-
xa, tenemos que k es constante. Sea p un punto cualquiera de la superficie y f una parametrizacién

local de S en p.
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1. Si k = 0, por las ecuaciones (13) y (14), tenemos que N es constante y concluimos que la

superficie S es parte de un plano perpendicular a dicho vector.

2. Si k # 0, entonces h(u,v) = f(u,v) + %N}(u, v) es constante, ya que sus derivadas son nulas

por las ecuaciones (13) y (14). Por tanto, existe ¢ € R3 tal que h(u,v) = ¢q. Entonces,

1
||ﬁ<u,v>||=|k|

1

la— o)l = 1R o)l = o

y asi, f(u,v) estd en la esfera de centro ¢ y radio 1/|k|. Esto ocurre para toda superficie simple

que es parte de un recubrimiento de S, en consecuencia, S es parte de una esfera.
O

Cabe mencionar que para las demostraciones del Lema 3.30 y el Teorema 3.31 hemos seguido y
detallado las dadas en [6], Capitulo 21 (que habla sobre puntos umbilicos), donde estan enunciados

como los lema 21.4 y teorema 21.5 respectivamente.

Corolario 3.32. Si S es una superficie totalmente umbilica, entonces las curvaturas principales en

dos puntos cualesquiera coinciden.

Demostracion. Esto es trivial pues la curvatura de Gauss K es constante luego las curvaturas
principales toman valor k£, = v K, para todo punto p. Como las curvaturas principales varian de

modo continuo y la superficie es conexa, en todos los puntos tienen que tener el mismo signo. [

3.4. Superficies pitagodricas

La nocién de Superficie Pitagérica fue introducida por primera vez por Aydin. M. E. y Mihai. A.
en [5]. En este trabajo rescatamos dicha nocién, y ademds, con el fin de trazar una analogia con las
definiciones 3.28 y 3.29 del apartado anterior, introducimos también una nocién propia del trabajo,
punto pitagdrico (Definicién 3.37). Para que tanto el concepto de superficie pitagérica como el de
punto pitagorico estén bien definidos, sera imprescindible demostrar que dados cualquier punto p de
una superficie regular S y 7,5 su plano tangente, entonces la relacién pitagérica entre las matrices
de las formas fundamentales no depende de la base del plano tangente escogida. Con este objetivo

en mente, hemos elaborado un resultado propio del trabajo, la Proposiciéon 3.36.

Proposicién 3.33. Sean S una superficie regular, p € S un punto de la superficie, {vi,v2} una base
de T,,S y sean g, L, 111 las matrices de la primera, sequnda y tercera forma fundamental respecto
de la base {vi,va}. Sea H(p) = @ la curvatura media en p y k1, ko las curvaturas principales.
Si g% + L? = I11?, entonces H(p) # 0. En particular ky # —ko.

Para demostrar este resultado, hemos seguido principalmente la demostracién dada en [5], sin

embargo, hemos concluido con la Proposicién 3.15, un resultado propio del trabajo.
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Demostracion. Denotemos K = kiky = det(L) a la curvatura de Gauss y £ a la matriz de la
aplicacién de Weingarten en la base {v1,v2}. Por el Teorema 3.27, sabemos que I1]—2HL+Kg = 0.

Razonamos por reduccién al absurdo y supongamos que H(p) = 0. Como g? + L? = I1I?, tenemos
¢+ L?=(2HL — Kg)* = K*¢*
Esto es, (K? —1)g? = L2. Por la Proposicién 3.15, sabemos que L = gL, entonces,
(K? —1)g° = (9£)°
Tomamos determinantes a ambos lados de la expresion.
(K2 —1)(detg)? = (detg)?(detL)? = (detg)*K?

Como detg > 0 tenemos que K2 — 1 = K? de donde —1 = 0 y llegamos a un absurdo. O

Aunque el siguiente resultado se enuncia en [5], cabe mencionar que no hemos seguido la prueba
dada en el articulo, sino que hemos elaborado una demostracién propia apoyandonos en conceptos

elementales de dlgebra como las matrices de cambio de base.

Proposicién 3.34. En las condiciones de la proposicion anterior (Proposicion 3.33), k1 = ka, es
decir, p es umbilico. Ademds, |k1| = |ka| = 1/ HT‘/E

Demostracion. Recordemos que por la Observacion 3.17, podemos considerar una base ortonormal
{e1,e2} de T},S tal que respecto de dicha base, las matrices de la primera, segunda y tercera forma

fundamental son de la siguiente forma

10 - ki 0 _ k2 0

@)
1
&~
1
~
~
~
Il

0 1 0 ko 0 k3
Denotamos A la matriz de cambio de base de {e1,e2} a {vy,v2}. Asi,
g=ATA L=ATLA 11T = ATIITA
Como g% + L? = III?, tenemos que

(ATA? + (ATLA? = (ATIIIA)?
AT(AAT)A + AT(L(AATYL)A = ATITI(AAT)IITA

Notemos que como A es una matriz de cambio de base, entonces es invertible. Asi, podemos multi-

plicar (A7)~! a izquierdas y A~! a derechas en la expresién anterior y obtenemos
AAT + L(AAT)L = ITT(AATIIT
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Notemos que AAT es una matriz simétrica y puesto que A es de rango méaximo, AAT es ademds

definida positiva, luego det(AAT) > 0. Asi, la matriz AAT es de la siguiente forma

b1 by
AAT =
by b3
con b1bg — b% > 0. Entonces, operando, tenemos:
~ ~ kE?by  kikoby __ __ kiby  k7k3by
LA = IIAAD T = | o
kikoby  k3bs k3k3by  kibs
Y tenemos la siguiente igualdad:
b1 by k2by  kikaoby kiby  k2k3by
_|_ =
by b3 kikaby  k3bs k2k3by  ki3bs

De donde tenemos las siguientes ecuaciones:

bi(1+k?) = by (kD)
bs3(1+ k3) = bs(k3)

Notemos que si by = 0 6 by = 0 entonces det(AAT) = —b2 < 0 y llegamos a contradiccién, luego

b1 # 0y b3 # 0. Asi, podemos dividir por b1 y b3 y obtenemos las siguientes ecuaciones.

-kl —-1=0

ky—k3i—1=0

4_22—-1 =0, la cual es bicuadrada, luego tomando el cambio de variable

y = 2 obtenemos la ecuacién y? —y — 1 = 0. Resolviendo la ecuacién, tenemos que z = =41/ LQ‘/E

1-V5
2

Consideramos la ecuacion x

Como ki, ko € R descartamos las soluciones + . Entonces, tenemos dos opciones:

» k1 = —ko lo cual es absurdo por el resultado anterior (Proposicién 3.33).

w ki = ko

Asi, concluimos que k1 = kg, esto es, p es umbilico y |k1| = |k2| = 1+72\/5 O
Corolario 3.35. En las condiciones de la proposicion anterior (Proposicion 3.34), la curvatura de

1+V5

Gauss en el punto p es K = ¢ con ¢ = =52, el nimero de oro.

2
Demostracion. Por la Proposicién 3.34, tenemos que K = k1ka = < 1"’2\@) = . O
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Si bien los resultados previos (Proposicién 3.33, Proposicién 3.34 y Corolario 3.35) se enuncian
y demuestran en [5], la siguiente proposicién es propia del trabajo. En [5] demuestran que las inicas

superficies regulares compactas tales que en todo punto p que verifican g:g + LIQ) =11 Ig con g, Ly

I1T las matrices de las formas fundamentales en 7,5, son las esferas de radio V® con & = \/32_1.

Para ello, se basan en el teorema que afirma que las esferas son las unicas superficies compactas de
curvatura de Gauss constante positiva. En cambio, gracias a la siguiente proposicién, conseguimos

generalizar el resultado de [5] quitando la hipétesis de compacidad de la superficie.

Proposicién 3.36. Sean S una superficie reqular, p € S, {e1,e2} una base ortonormal de T),S
dada por la Observacion 3.17 y {vi,v2} una base cualquiera de T,S. Sean g,i,fﬁ las matrices
de la primera, sequnda y tercera forma fundamental respectivamente respecto de la base {e1,ea} y
g, L, II1 las matrices de la primera, sequnda y tercera forma fundamental respectivamente respecto

de la base {vi,v2}. Entonces,
~y 2
P+ L*P=1I1 siysolosi  g*+L?=IIT*

Demostracion. Recordemos que

0 1 0 ke 0 k2
Denotamos A la matriz de cambio de base de {e1,e2} a {v1,v2}. Entonces,
g=ATgA=4ATA L=ATLA III=ATIIIA

Y los cuadrados

P =ATAATA L2 =ATLAATLA  II1? = ATIITAATIITA (17)
Supongamos que g2 + L? = IT1%. Entonces, por (17), tenemos

AT[AAT + LAATL)A = AT[IITAATIIT)A
Como A es una matriz de cambio de base, es invertible, entonces
AAT + LAATL = ITTAATTIT (18)

Por el resultado anterior (Proposicién 3.34), sabemos que las curvaturas principales coinciden, esto
es k1 = ko = k, entonces L==FI do y IIT = k2 T do donde Idy es la matriz identidad de tamano
dos. Asi, sustituyendo en (18),

AAT + K2 AAT = E*AAT
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~ —2
Y nuevamente, como A es invertible, obtenemos I'dy + k? Idy = k* Ids, es decir, g2 + L?> = 111 .

~ —2
Supongamos g2 + L? = III . Nuevamente por la Proposicién 3.34, k1 = ky = k. Asi, Idy +

k? Idy = k* Id. Multiplicamos esta ecuacién por ATAAT A y tenemos
ATAATA + K2ATAATA = E*ATAAT A
de donde g2 + L? = I11°.
O

Definicién 3.37. (Punto pitagdrico) Sean S una superficie reqular y p € S. Decimos que p es
un punto pitagorico si dada una base {vi,v2} de T),S se tiene que g> 4+ L? = III? donde g, L, 111

son las matrices de la primera, sequnda y tercera forma fundamental respecto de la base {v1,va}.

Observacion 3.38. Como consecuencia de la Proposicion 3.30, la definicion anterior no depende

de la base del plano tangente escogida.

Corolario 3.39. Sea p un punto pitagorico de S, entonces
1. La matriz de la seqgunda forma fundamental en cualquier base es distinta de la matriz nula.
2. El determinante de la matriz de la seqgunda forma fundamental es distinto de cero.

Demostracion. 1. Si L = 0 respecto de una base cualquiera {v;,v2} del plano tangente 7,5,
entonces por la Observacion 3.26, g2 = ¢g> + L? = I11? = (Lg~'L)? = 0 de donde det(g) = 0

lo cual es absurdo.

detL
detg

2. Si det(L) = 0, entonces la curvatura de Gauss K =
el Corolario 3.35.

de p es nula, lo cual es absurdo por

O]

Definicién 3.40. (Superficie pitagdrica) Sea S una superficie reqular. Decimos que S es una

superficie pitagdrica si todo punto de la superficie es pitagdrico.
Proposicion 3.41. Toda superficie pitagorica es totalmente umbilica.

Demostracion. Consecuencia inmediata de la Proposicion 3.34. O

3.5. Clasificacion de las superficies pitagoricas

Como consecuencia de los resultados previos tenemos que las superficies pitagéricas son total-
mente umbilicas. Por el Teorema 3.31, podemos concluir que las tinicas superficies pitagoricas seran
o esferas (o partes de ellas) o planos (o partes de ellos). Veamos que los planos (o partes de ellos)

no son superficies pitagéricas.
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Observaciéon 3.42. En lo que resta del trabajo, cuando digamos que el plano no es una superfi-
cie pitagorica, entenderemos que también nos referimos a partes del plano. Andlogamente, cuando

digamos que las superficies pitagoricas son esferas, entenderemos que son esferas o partes de ellas.
Proposiciéon 3.43. El plano no es una superficie pitagérica.

Demostracion. Razonemos por reduccién al absurdo y supongamos que el plano es una superficie
pitagorica. Sea p un punto del plano, como el plano es pitagorico, tenemos que respecto de una

parametrizacién local f en p se verifica:
P+ L?=1II?

donde g, L y III son la primera, segunda y tercera forma fundamental del plano en p respecto de la
parametrizacion f. Por el Corolario 3.13, deducimos que la matriz de la aplicacién de Weingarten
es la matriz idénticamente nula puesto que la superficie no se comba, esto es, £ = 0. Asi, tenemos
que L =gL =0y III] = g£? = 0 son también matrices idénticamente nulas y por ende, g> = 0. En
consecuencia, det(g?) = (det(g))? = 0, y tenemos det(g) = 0, lo cual es absurdo ya que la primera

forma fundamental es definida positiva. O

Asi, si S es una superficie pitagérica, necesariamente tiene que ser una esfera. Nos preguntamos

qué esferas son pitagoricas.

V5—1
2

Teorema 3.44. Las tunicas superficies pitagdricas son las esferas de radio R = /& con ® =

Para probar este resultado, veremos dos demostraciones, ambas propias del trabajo. Las dos se
apoyaran en los resultados vistos hasta ahora con la diferencia de que la primera demostracién se

basara en que la curvatura de Gauss en una esfera de radio R es K = mientras que la segunda,

R2 )
se apoyard en que podemos recubrir una esfera con superficies simples.

3.5.1. Con la curvatura de Gauss

Por la Proposicién 3.43, tenemos que las superficies pitagéricas son esferas (o partes de ellas) y
por la Proposicién 3.35 tenemos que K = M Ademsds, recordemos que dada una esfera de radio

R, la curvatura de Gauss es K = RQ Entonces, basta despejar R de la siguiente igualdad.

1+v5 1

2  R?

Operando, R = o f =4/ g \[ i &; \/ = /®. Asi, tenemos que las tinicas superficies

pitagéricas son las esferas de radio R =

3.5.2. Con parametrizaciones

En este apartado veremos una demostracion alternativa para el Teorema 3.44. Sabemos que

las superficies pitagdricas son esferas, luego falta ver que las Unicas esferas pitagdricas son las de
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radio R = v® con & = ‘/52*1. Para demostrar este resultado, nos apoyaremos en un recubrimiento

con superficies simples de la esfera de radio R centrada en el origen. Cabe destacar que podemos
realizar esta demostracion gracias a la Observacion 3.38. Sin pérdida de generalidad, estudiaremos
unicamente las esferas centradas en el origen (en caso contrario, bastaria realizar un cambio de

variable y trabajar en el origen) y nos referiremos a la esfera de radio R como S.

Observacion 3.45. Como toda superficie reqular S es localmente simple, para cada punto p € S,
podemos considerar un abierto conexo U C R? tal que p € f(U) y calcular las formas fundamentales

en el punto p.

Primero, notemos que podemos recubrir la esfera con las siguientes superficies simples:

f(u,v) = (R cosu cosv, R cosu senv, R senu) (u,v) € (=%,%) x (0,2n)

f(u,v) = (R cosu cosv, R cosu senv, R senu) (u,v) € (=5,%) x (—m,m)
hy(u,v) = (u,v,VRZ —u% —v?) (u,v) € {u? +0v2 < R?}
hs(u,v) = (u,v,—vVRZ —u? —v?) (u,v) € {u® +v? < R?}

Figura 6: Recubrimiento de la esfera con superficies simples

Veremos que el unico radio que hace posible que se verifique la siguiente ecuacién para todo
punto p € S
g+ L* =1IT

donde g, L y I11 son la primera, segunda y tercera forma fundamental respectivamente, es el radio
R = \/®. Para ello, consideraremos para cada punto una de las parametrizaciones previas que lo

contenga.

1. Empecemos estudiando el caso p = f(ug,vo) € S. Consideramos como base de T),S la base
de las parciales {f,, fv} v calculamos las formas fundamentales en el punto p de la esfera de

radio R respecto de dicha base.
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s Primera forma fundamental:

fu = (=R senu cosv,—R senu senv, R cosu)
fo = (=R cosu senv, R cosu cosv,0)
g1 = fu-fu= R? 56n2u0 00521)0 + R? sen2u0 sen2vo + R? COS2UO = R?
g12 = fu-fo=R? senug cosuy cosvy senvy — R? senug cosug senvy cosvg = 0 = gia
g2 = fufo= R? cos®ugy senvg + R? cos*ug cos*vy = R*cos®ug
R? 0
g =

0 R? cosuy

= Segunda forma fundamental:
Primero notemos que como estamos en la esfera de radio R, el vector normal coincide con
el vector de posicién normado 6 su opuesto, dependiendo el signo de la parametrizacion

escogida. En nuestro caso, ﬁp = (— cosug cosvy, — cosuy Senvy, — senuy).

fuw = (=R cosu cosv,—R cosu senv,—R senu)
fuw = (R senu senv, —R senu cosv,0) = fy,
fow = (=R cosu cosv,—R cosu senv,0)
L1 = ﬁp “fuu =R COSQUO 0052U0 + R 0052u0 sen2vo + R sen2u0 =R
Ly = ﬁp - fuv = — R cosug senug cosvy senvy + R cosug senug cosvy senvyg = 0 = Log
Loy = ﬁp ~fowo=R cos2u0 0052110 + R 0052u0 sen2vo =R cos2u0
R 0

0 R cos’ug

s Tercera forma fundamental:

En la observacién 3.26 vimos que, en la base de las parciales, III= Lg~'L. Calculamos

la inversa de g:

R2 cos2uyg

Asi, tenemos la matriz de III en la base de las parciales es de la siguiente forma:

1 0
IIT=Lg 'L =

0 cos?uy

Ahora, solo queda ver para qué valores de R se verifica la igualdad g%+ L? = I11?. Calculamos
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los cuadrados de las matrices de las formas fundamentales y obtenemos las siguientes matrices:

R* 0 R2 0 1 0
g = 12 = II1? =

0 R* cos*ug 0 R? cos*ug 0 cos*ug

Asi, tenemos que la igualdad deseada se verifica cuando

R*+ R? =1

R* cosug + R? costuy = costug
Notemos que como ugy € (—g, %), cos*ug # 0, por lo que en realidad tenemos una tnica
condicién. Asi, basta calcular los valores de R para los cuales se verifica la ecuacién R* + R? —
1 = 0. Como estamos ante una ecuacion bicuadrada, primero realizamos el cambio de variable
r = R? y calculamos las raices del polinomio 22 + x — 1. Teniendo en cuenta que z > 0 (ya

que R > 0), obtenemos una tnica raiz, el conjugado del niimero de oro ® = @ Entonces,
R=2.

Comprobamos que llegamos al mismo radio con el resto de parametrizaciones.

~

2. El caso p = f(up,vp) es anélogo al caso p = f(ug,vo).

3. Caso p = N = (0,0,R) = hyn(0,0). Consideramos la parametrizacién hy y tenemos las

siguientes formas fundamentales en N:

10 1 10 1 10
== 11?2 = —
R2 R4

Asi, para que se cumpla la igualdad g2+ L? = I1I? basta que se verifique la ecuacién R*+R? =

1 que, como vimos antes, nos da como tnica solucién R = v/®.

4. El caso p =5 = (0,0,—R) = hg(0,0) es andlogo al caso anterior considerando la parametri-

zacién hy.

Asi, hemos probado que las tnicas superficies pitagéricas son las esferas de radio R = v/® con
— V61
¢ = 55—,
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Capitulo 4

Formas fundamentales y ternas pitagdricas de

matrices

A lo largo del capitulo anterior hemos estudiado qué superficies regulares verifican que para
todo punto p de la superficie, (gp, Ly, [11,) es una terna pitagérica de matrices, concluyendo con el

siguiente resultado.

Corolario 4.1. Sea S una superficie reqular. Entonces (gp, Ly, I11,) es una terna pitagorica de

matrices pitagdrica para todo punto p € S siy sélo si, S una esfera de radio R = vV® con ® = @

Surge de manera natural la cuestion de si podemos hacer un estudio analogo con las ternas
(9p, I11,,Ly,) y (Lp,111,,g,). Esta cuestiéon fue planteada en [4] p.93. Veremos que en el primer
caso, no se puede trazar una analogia al caso de superficies pitagéricas, mientras que en el segundo

caso, esto serd posible anadiendo ciertas condiciones.

4.1. Caso (g, III, L)

Sea S una superficie regular y p € S. Para estudiar el caso (g, 11,, L,), consideraremos una

base ortonormal de T),S, {e1,e2}. En esta base, tenemos que
9p = L,= 111, =

Estudiemos la siguiente igualdad

G+ I1T% = L2 (19)
o equivalentemente,
10 kf 0 k2 0
+ =
0 1 0 k3 0 k3

Es decir, cudndo se cumplen las ecuaciones kf—k?—kl = 0con ¢ = 1, 2. Notemos que estamos ante dos
ecuaciones bicuadradas, luego consideramos los cambios de variable z; = k2. Entonces, buscamos
. 2 . _ . . . . . . .
las soluciones reales de x7 —x; +1 = 0. Sin embargo, estas ecuaciones tienen discriminante negativo,
luego no tienen soluciones reales. En consecuencia, podemos concluir que no existe ninguna superficie
regular S que verifique que para cualquier punto p € S y cualquier base de 7,5, se de la igualdad

(19), esto es, que (g, 11, L) sea una terna pitagérica de matrices.
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4.2. Caso (L, III, g)

Sea S una superficie regular, p € S y {ej,e2} una base ortonormal de 7,S. Estudiemos la

siguiente igualdad

L2+ I1IT% = ¢2 (20)
o equivalentemente,
K 0 kb0 10
+ =
0 k3 0 kj 0 1

Es decir, cuando se cumplen las ecuaciones kf—l—k?—l = 0 con i = 1,2. Notemos que, nuevamente,
estamos ante dos ecuaciones bicuadradas, luego consideramos los cambios de variable z; = k‘f Y

tenemos las siguientes soluciones:

/ﬁ:i\/\/i_l @:i\/‘/gz_l

En este caso, no descartamos que pudieran existir superficies regulares S tales que para cualquier

punto p € S'y cualquier base {vi, v2} de TS se verifique (20). Como consecuencia, intentamos trazar

una analogia con los resultados vistos para superficies pitagéricas del capitulo anterior.

Proposicién 4.2. Sea S una superficie reqular, p € S y {v1,v2} una base cualquiera de T),S tal que
L? + 111 = ¢
—14+v5

entonces |k1| = |ka| = \/ =32, donde k1 y ka2 son las curvaturas principales en el punto p.

Demostracion. Siguiendo un razonamiento analogo a la demostracién de la Proposicién 3.34, llega-

mos a las siguientes ecuaciones

ki =1
k3 +ky = 1

Y como acabamos de ver al principio de este apartado, obtenemos las siguientes soluciones
[—1 5 [—1 5

Corolario 4.3. En las condiciones de la proposicion anterior (Proposicion 4.2) y suponiendo que

O]

p es umbilico, se tiene que K = _1%‘/5 = ®, el conjugado del numero de oro.

Demostracion. Trivial pues K = kq ko. ]
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Notemos que a diferencia de la Proposicién 3.34, no descartamos que la superficie pudiera ser
minimal, luego para seguir con la analogia del apartado anterior, pediremos que los puntos sean

ademas umbilicos.

Proposicién 4.4. Sea S una superficie reqular, p € S un punto umbilico, {e1,es} una base orto-

normal de Tp,S y {v1,v2} una base cualquiera de T),S. Entonces
E2+ﬁ?2:§2 sty solo si L2+ 1I1% = ¢
donde §,Z Y I11 son las matrices de la primera, sequnda y tercera forma fundamental respecto de
{e1, ea} respectivamente, y g, L y II1 de {vi,va} respectivamente.
Demostracion. Andloga a la demostracién de la Proposicién 3.36. O

Notemos que al pedir que los puntos sean umbilicos, la demostraciéon de independencia de la
base de la ecuacién (20), queda restringida a dichos puntos. Por lo que para superficies minimales

(k1 = —ka), este resultado no es vélido.
Proposicion 4.5. Sea S una superficie totalmente umbilica tal que para todo punto
L? +1IT% = ¢*

entonces S es una esfera (o parte de ella) de radio R = 1/ @ = /9, la raiz del niimero de oro.

Demostracion. De manera analoga a la demostracion de la Proposicion 3.43, concluimos que ningin
punto del plano verifica que L? + IT1? = g%. Entonces, por el Teorema 3.31, S es una esfera o parte

de ella. Asi, para conocer el radio, basta despejar R de la ecuacién

K:ﬁ

Despejando, obtenemos que R = \/% =4/ @ =,/ ]
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Capitulo 5

Teorema de Beltrami-Enneper

En el Apartado 3.2 del Capitulo 3, introdujimos una nocién no tan conocida, la tercera forma
fundamental. Vimos que la primera forma fundamental era la que estudiaba la geometria intrinseca
de una superficie mientras que la segunda servia para estudiar la geometria extrinseca. Aunque la
tercera forma fundamental se encarga también de estudiar la geometria extrinseca de una superficie,
nos preguntamos si tiene alguna otra utilidad mas alla de las superficies pitagoricas. Este capitulo
pretende saciar dicha curiosidad mostrando un bello resultado, el teorema de Beltrami-Enneper,
cuya demostracion utiliza esta nocién y el Teorema 3.27 que relaciona las tres formas fundamentales.
Ademsds, puesto que para entender este resultado se necesita cierta base tedrica de geometria de
curvas, se ha desarrollado un apéndice para recordar las nociones necesarias para el lector que lo

considere oportuno.

Teorema 5.1. (Teorema de Beltrami-Enneper) Si o es una linea asintdtica de una superficie
simple f : U C R? — R3, entonces
=—-K

donde T es la torsion y K la curvatura de Gauss en los puntos de la curva.

Demostracion. Si a una linea asintética, entonces la curvatura normal en todo punto de la curva

es nula. Entonces, por la Proposicién a.9, el vector curvatura se puede escribir como sigue
ﬁ
K=k, S (21)

donde ? es el vector de curvatura intrinseco y k4 la curvatura geodésica.
Por la Proposicién a.3 podemos suponer que a estd parametrizada de modo natural. Escribimos
entonces, a = «(s).

Calculamos las normas a ambos lados de (21)y tenemos:

2" ()| = 11| = kg S 11 = 1kl 1S 1] = Vgl 1IN x 1l = lkeg| NI 1] = lkeg] IIN]] [l ()] = [Fel

Asi, || (s)|| = |kg| por lo que ||a(s)|| = £ kq. Entonces sustituyendo en (21),
o/'(s) = % [|a” ()| S
Recordemos que ﬁ(s) = I@Z%SH’ por lo que @ = j:?. Asi, el plano tangente a la superficie,

generado por t y ?, perpendicular a ]7, coincide con el plano osculador a la curva, generado por
7 =
t y 1, con lo que

%

b= +N (22)
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Derivando la ecuacién (22), tenemos que

_>
= _db _ dN 23)
ds ds
Por otra parte, como la curva esta parametrizada de modo natural, por la Proposicién a.8 tenemos
que

b'=—7n (24)
/ / 2 ¢ ;
conloque b'- b’ =77 Asi, por las ecuaciones (23) y (24), tenemos

o _db d?:<idﬁ>.<idﬁ>_dﬁ'dﬁ

ds

s (25)

ds ds ds ds

Como la curva estd contenida en la superficie, entonces «a(s) = f(h1(s), ha(s)) con lo que o/(s) =
Ju'ys dhy Jo g dh2 Usando la regla de la cadena,

ds

AN _ R dh1 - %

ds

Por el Corolario 3.13,

N gl gyt e (5G4 12 ) = L) (26)
Sustituyendo (26) en (25) tenemos
dN dN , :
7’2 = E . % = _E(O‘ (5)) ’ (_ﬁ(a (8))) = (27)

= L(d/(s)) - L(c/(s)) = TT1(c/(s), 0 (s))

Recordemos que por el Teorema 3.27, [I] —2HL + Kg = 0, esto es, II] = 2HL — Kg. Entonces,

sustituyendo en (27), tenemos

2 = II1(d/(s),a'(s)) = 2HL(/(s), 0/ (s)) — Kg(a'(s),d/(s))

Notemos que dado que la curva es linea asintética, 0 = k,(d/(s)) = % con lo que

L(d/(s),d/(s)) = 0. Ademds, g(c/(s),a/(s)) = 1 pues la curva estd parametrizada de modo na-
tural. Por lo tanto,

=-K

como queriamos ver. ]
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Apéndice

El desarrollo de este apéndice tiene como intencién facilitar la lectura y comprensién del Capitulo
5, Teorema de Beltrami-Enneper, dando la base necesaria de teoria de curvas para dicho capitulo.

Seguiremos las definiciones y resultados presentados y demostrados en los capitulos 2,3 y 4 de [7].

Definicién a.1. (Curva regular, curva parametrizada de modo natural) Llamamos curva
regular o curva a toda aplicacion diferenciable o : (a,b) C R — R3 tal que o' (t) # 0 para todo
t € (a,b).

Decimos que la curva estd parametrizada de modo natural si ||o/(t)|| = 1 para todo t € (a,b). Si

una curva o estd parametrizada de modo natural, denotaremos o = «(s).

Observacion a.2. En general, cuando hablemos de curva, nos referiremos a la imagen de la apli-

cacion de la definicion anterior, es decir, a su traza.
Proposicion a.3. Toda curva admite una parametrizacion natural.

Definicién a.4. (Vector tangente, vector de curvatura, curvatura, vector norma a una
curva, vector binormal, torsién) Sea a(s) una curva parametrizada de modo natural, para cada

punto a(s) de la curva, definimos los siguientes conceptos:
- /
» Vector tangente: t (s) = o/(s)

%
Vector de curvatura: k (s) = o’ (s)

Curvatura: k(s) = ||k(s)|| = |la”(s)]

Vector normal a la curva: 7 (s) = k(ls)/@ = %

Vector binormal: ?(s) = ?(s) x 7 (s)

Torsidn: 7(s) = [£2letehar

Notacion a.5. Por simplificar notacion, a veces omitiremos la dependencia de los vectores definidos

. . . . —- —
previamente sobre el parametro s. Por ejemplo, escribiremos t en lugar de t (s).

o oo . — N
Proposicién a.6. Sea a una curva parametrizada de modo natural, entonces { t ,ﬁ), b} es una

base ortonormal positivamente orientada de R3.

Definicién a.7. (Planos rectificante, normal y osculador) Sea o una curva parametrizada de

modo natural, entonces definimos los siguientes planos en un punto a(s) de la curva:

= Plano rectificante: Plano generado por los vectores tangente y binormal.
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= Plano normal: Plano generado por los vectores binormal y normal.

» Plano osculador: Plano generado por los vectores tangente y normal.

v
Plano normal
‘%‘.&c
P
—
mn
— Plano osculador

Figura 7: Planos rectificante, normal y osculador

Proposicién a.8. (Formulas de Frenet) Sea o una curva parametrizada de modo natural, en-

tonces
7 o k o\ (7
wl=1-k 0o r ks
— —
b’ 0 —7 0 b

Proposicién a.9. Sea a una curva contenida en una superficie simple f : U C R? — R3.

Entonces, el vector de curvatura en un punto de la curva descompone de manera unica como sigue
%
K = kN +ky S

. —
donde ky, es la curvatura normal, kg se llama curvatura geodésica y ? = ﬁ X t se denota vector

normal intrinseco a la curva.

Plano normal
ala curva

Plano tangente
a la superficie

Figura 8: Descomposicion del vector de curvatura
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