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Resumen:

El objetivo de este trabajo es estudiar principalmente tres tipos de estructuras sobre las
esferas: las paralelizaciones, las casi-complejas y las casi-contacto. Se construyen ejemplos
concretos, como una estructura compleja en la esfera S? y una estructura casi-compleja en
S6. También se incluye una demostracién del Teorema de Kirchhoff, que relaciona las esferas
paralelizables con las que admiten estructuras casi-complejas. Ademés, se prueba que todas
las esferas de dimensién impar admiten estructuras casi-contacto. Estas tres estructuras moti-
van la introduccién de otras relacionadas, como las casi-hermiticas, simplécticas y de contacto.

Palabras clave: Esferas, estructuras geométricas, paralelizables, estructuras casi-complejas,
estructuras casi-contacto, Teorema de Kirchhoff.

Abstract:

The aim of this work is to study three main types of structures on spheres: parallelizations,
almost-complex structures and almost-contact structures. Concrete examples are construc-
ted, such as a complex structure on the sphere S? and an almost-complex structure on SS.
A proof of Kirchhoff’s Theorem is also included, establishing a connection between paralle-
lizable spheres and those that admit almost-complex structures. Moreover, it is shown that
all odd-dimensional spheres admit almost-contact structures. These three structures motiva-
te the introduction of other related ones, such as almost-hermitian, symplectic and contact
structures.

Key words: Spheres, geometric structures, parallelizable, almost-complex structures, almost-
contact structures, Kirchhoff’s Theorem.
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Introduccion

Me gustaria comenzar este trabajo citando a la matematica Sofya Kovalevskaya:

It seems to me that the poet has only to perceive that which others do not perceive,
to look deeper than others look. And the mathematician must do the same thing.

Cita que refleja, en parte, la finalidad de este trabajo: de entrada, podria parecer que no puede
haber algo mas simple que una esfera. Sin embargo, las paginas que siguen estan dedicadas
casi por completo a explorar la riqueza y variedad de estructuras que se pueden construir
sobre ellas.

Cuando alguien escucha la palabra esfera, lo primero en lo que piensa es en una bola o una
pelota, de ahi la sencillez del objeto. Si es alguien matematico, ya empezaria a preguntarse
otro tipo de propiedades como la dimension, la curvatura o sus propiedades topolégicas. Y lo
cierto es, que aunque las definiciones de las esferas practicamente coincidan y se generalicen
de la siguiente manera:

S" = {2 +...+ 22, =1} c R"™!

(donde estamos hablando de la esfera de dimensién n, de radio 1, centrada en el origen),
las propiedades que presentan dependen, en gran medida, de su dimensién. Algo que puede
resultar muy sorprendente pues, aparentemente, uno podria pensar que “son todas iguales”.

El objetivo de este trabajo es estudiar tres estructuras principales sobre las esferas: las parale-
lizaciones, las casi-complejas y las casi-contacto. Aunque no seran las tinicas que se mencionen,
pues también introduciremos brevemente las casi-hermiticas, las de tipo simpléctico y las de
contacto. Todas las estructuras previamente mencionadas guardan una estrecha relacién con
la dimensién de las variedades que las admiten, luego no se podréan definir de forma general
en todas las esferas. En particular, sélo seran paralelizables las esferas de dimensiones uno,
tres y siete, mientras que unicamente las esferas de dimensiones dos y seis admitiran una
estructura casi-compleja. Sin embargo, todas las esferas de dimensién impar son variedades
casi-contacto. Ya tinicamente con estos ejemplos, podemos ver el gran desequilibrio que hay
en el nimero de esferas que admiten unas estructuras u otras.

Y no es solamente llamativa esta variedad de comportamientos, sino también las relaciones
que hay entre las distintas nociones. Como ejemplo tenemos el Teorema de Kirchhoff, que
relaciona las paralelizaciones con las estructuras casi-complejas, afirmando que si una esfera
es casi-compleja, entonces la esfera de una dimension superior es paralelizable. De hecho, fue
el estudio realizado de este teorema en el articulo [12], la semilla inicial que dio origen a todo
el trabajo.

Las propiedades geométricas de las esferas estdn estrechamente relacionadas con las propie-
dades algebraicas de los espacios euclideos. Y es en este punto donde daremos comienzo al
contenido del trabajo:

En el capitulo 1, hablaremos sobre las dlgebras reales: los niimeros reales, los complejos, los
cuaterniones y los octoniones. Introduciremos estos conjuntos, asi como las operaciones que se
definen sobre ellos para dotarlos de estructura de algebra. También dedicaremos una seccién
al producto vectorial, que tinicamente se puede definir en los espacios euclideos de dimensio-
nes tres y siete, algo que serd crucial para dotar de estructuras casi-complejas a las esferas



de dimensiones dos y seis. En las dos iltimas secciones del capitulo, daremos las nociones
necesarias para comprender bien las propiedades de las dlgebras de divisién normadas que,
junto con la construccién de Cayley-Dickson, nos permitirdn probar que los octoniones son
un algebra alternativa.

En el capitulo 2, definiremos lo que es una variedad paralelizable, esto es, una variedad que
admite una base global de campos vectoriales, y demostraremos algunas de sus propiedades.
En particular, mencionaremos que las esferas de dimensién par no pueden ser paralelizables,
pues no admiten un campo sin ceros, mientras que todas las esferas de dimensién impar ad-
miten uno.

En el capitulo 3, pasaremos a hablar de las estructuras de tipo complejo en una variedad.
Comenzaremos definiendo la nocién de estructura compleja y casi-compleja. Las variedades
complejas son las que admiten un atlas holomorfo sobre C", mientras que el concepto de
casi-compleja es un debilitamiento de dicha condicién. De modo muy geométrico y a partir
del producto vectorial de R3, construiremos una estructura casi-compleja sobre la esfera de
dimension dos, que ademas sera compleja. La misma idea, pero con el producto vectorial de
R, servird para construir una estructura casi-compleja sobre la esfera S®. Sin embargo, en
este 1ltimo caso, no se tratara de una estructura compleja, lo que dard pie a comentar el pro-
blema de Hopf: ;Es la esfera S® una variedad compleja? Problema que se formuld en 1947 y
que a dia de hoy, todavia sigue abierto. Cerraremos el capitulo hablando sobre las estructuras
casi-hermiticas, que combinan una estructura casi-compleja con una métrica riemanniana en
la variedad, y de las de tipo simpléctico, concluyendo que unicamente la esfera de dimension
dos admite esta ultima estructura.

El capitulo 4, se dedicara exclusivamente a la demostracion del Teorema de Kirchhoff, el cual
relaciona las esferas paralelizables con las casi-complejas: si una esfera admite una estructura
casi-compleja, entonces la esfera de una dimensién superior es paralelizable.

En el capitulo 5, se introducirén las estructuras contacto y casi-contacto, que son propias de
todas las esferas de dimension impar. Se construird con detalle la estructura casi-contacto
de la esfera de dimensién tres y se generalizard dicha construccion a todas las esferas de
dimensién impar.

Dedicaremos el capitulo 6 a utilizar los conocimientos que se han ido desarrollando en el tra-
bajo para decidir qué estructuras de las tres principales que se han descrito (paralelizaciones,
casi-complejas y casi-contacto) admiten determinados productos de esferas.

Por ltimo, en el capitulo 7, haremos un breve recopilatorio de todas las estructuras que se
han ido mencionando durante todo el trabajo, asi como las analogias entre ellas.

A lo largo del trabajo, se asume cierta familiaridad con nociones de Geometria Diferencial.
No obstante, al final del todo se incluye el Anexo A, donde se dedican unas pédginas a pre-
sentar definiciones basicas y algunos resultados que forman parte del contenido del Grado en
Matematicas, pero que pueden ser de utilidad. Estos resultados se referenciaran a lo largo del
trabajo, de modo que el lector pueda consultarlos si lo considera necesario.

La originalidad de este trabajo radica principalmente en la recopilacion de las distintas es-
tructuras que se mencionan, asi como la organizacién del mismo, hilando unas estructuras con



otras. No obstante, también se han anadido algunas aportaciones propias, como la realiza-
cion de las demostraciones de las secciones 1.3 y 1.4 o pequenas correcciones y modificaciones
en la demostracién del Teorema de Kirchhoff. Asimismo, la construccién de la estructura
casi-contacto en el ejemplo 5.4, junto con la demostracion del teorema 5.5, los ejemplos del
capitulo 6 y el teorema 6.6 también son propios. Por tltimo, también lo son todas las ilustra-
ciones que aparecen en el trabajo, que han sido realizadas mediante el paquete tikz de LaTeX
o con GeoGebra.

Notacion

Antes de comenzar, vamos a establecer la notacién utilizada a lo largo del texto para distin-
guir ciertas nociones con precision.

En primer lugar, las definiciones de espacio vectorial (Definicién A.1) y espacio afin (Definicién
A.2) juegan un papel importante a la hora de diferenciar algunas nociones como la de espacio
tangente a una variedad, por lo que emplearemos distintas notaciones para referirnos a ellos.

Notacion 0.1 Para evitar ambigiiedades, a partir de ahora, cuando hablemos de un espacio
vectorial, escribiremos sobre la letra que lo denota, una flecha. Del mismo modo, también
escribiremos una flecha sobre los elementos de dicho espacio.

Por ejemplo, sea p un punto de R™, lo podemos ver como un punto del espacio afin, en ese
caso escribiremos simplemente p, o como un elemento del espacio vectorial. En este ultimo
caso en realidad nos estamos refiriendo al elemento Op que, para abreviar, escribiremos como

—

p.

Como acabamos de mencionar, dada M una variedad diferenciable (Definicién A.5), la nocién
de espacio tangente en un punto a una variedad (Definicién A.21) aparecerd en numerosas
ocasiones a lo largo del trabajo. Dicha nocién tiene una estructura de espacio vectorial, al
definirse sobre una variedad abstracta. Sin embargo, cabe destacar que, cuando estamos en
R™, podemos hablar también del espacio afin tangente, generado por las derivadas de las
curvas contenidas en una variedad diferenciable M y que pasan por p, un punto de M. El
espacio afin tangente en p es el espacio afin que pasa por dicho punto y tiene como direccién el
espacio vectorial tangente. Ambos espacios son distintos y, por tanto, se empleardan distintas
notaciones para referirse a cada uno de ellos.

Notacion 0.2 Por ejemplo, si estamos hablando del espacio vectorial tangente a la esfera
de dimension n, centrada en el origen, de radio uno, S, en un punto y € S", utilizaremos
la notacion T,S™, y para denotar un vector de dicho espacio, escribiremos ¥. Por otro lado,
escribiremos simplemente T,S™ para denotar el espacio afin tangente.

Normalmente, en variedades abstractas solamente se trabaja con el espacio vectorial tangente
y, por ello, se omite la flecha. Sin embargo, como en nuestro caso estaremos hablando de
subvariedades de R™ y haremos, en ocasiones, alusion al espacio afin tangente, se emplea esta
notacién para diferenciarlos y saber en todo momento a cuél nos referimos.



1 Algebras reales

Desde el punto de vista del andlisis matematico, los espacios R"™ comparten muchas pro-
piedades. Sin embargo, al considerar ciertas estructuras algebraicas adicionales, aparecen
diferencias significativas. Este hecho contribuye a que las esferas S™ presenten propiedades
tan diferentes entre si. Por ello, antes de estudiar las estructuras definidas sobre las esferas,
es fundamental comprender las de los espacios euclideos.

Las esferas pueden ser vistas como hipersuperficies de espacios euclideos de una dimension
mayor, esto es, la esfera S” es una hipersuperficie de R"*!. En consecuencia, las estructuras
algebraicas de los espacios euclideos determinan propiedades geométricas sobre las esferas.
Por este motivo, comenzaremos estudiando algunos conceptos sobre las algebras reales.

Un algebra es un espacio vectorial real dotado de una aplicacién bilineal interna, como vere-
mos con detalle en la seccién tercera. Como todo espacio vectorial real de dimensién finita es
isomorfo a un espacio R”, directamente vamos a estudiar estructuras de dlgebra en estos es-
pacios. En particular, en la primera seccién, vamos a hablar sobre los espacios de dimensiones
1,2,4 y 8 ya que, como veremos mas adelante, serdan las tinicas algebras de divisiéon normada,
dando pie a describir los nimeros reales (R), los nimeros complejos (C), los cuaterniones (H)
y los octoniones (Q).

Continuaremos el capitulo con una segunda seccién estudiando los productos vectoriales en
R3 y R7, que dotan a estos espacios también de estructura de dlgebra, y que estdan muy rela-
cionados con los cuaterniones y octoniones.

En la tercera seccién hablaremos de las dlgebras reales desde un punto de vista més abstracto,
que nos permitird definir algunos conceptos y demostrar propiedades generales de las algebras
que mas adelante nos seran de utilidad.

Asimismo, para terminar con el capitulo, presentaremos la construccién de Cayley-Dickson,
que nos permitird demostrar ciertas propiedades de dichas dlgebras, como el hecho de que
los octoniones no sean asociativos, algo que serd muy relevante para las estructuras que se
definan sobre la esfera SS.

A lo largo de este capitulo, se seguird principalmente la referencia [2].

1.1 De los reales a los octoniones
Como ya hemos mencionado, comenzaremos hablando de los espacios euclideos de dimensio-

nes 1,2,4 y 8, las tnicas dlgebras de division normada.

En primer lugar, tenemos los ntimeros reales R que forman un algebra con su estructura de
espacio vectorial sobre si mismo de dimensién uno y su producto habitual. A continuacién,
tenemos los nimeros complejos C, cuyo conjunto se puede definir de la siguiente manera:

C={a+Vbi:a,beR}

donde 2 = —1. Claramente, dicho conjunto es isomorfo, como espacio vectorial real, a R?,
pues cada nimero complejo a + bi se puede ver como el par de nimeros reales (a,b).



En todas las estructuras de las que vamos a hablar, hay una suma (la que dota al conjunto
de estructura de espacio vectorial) y un producto interno. En el caso de C, la suma se realiza
componente a componente (si vemos los niimeros complejos como elementos de R?) y el
producto se define de la siguiente manera: sean z = a + bi,w = ¢+ di € C,

zw = (a+bi)(c+ di) = ac+ adi + bei — bd = (ac — bd) + (ad + be)i
En la misma linea, se puede definir el conjunto de los cuaterniones de la siguiente forma:
H={a+bi+cj+dk:a,b,cdecR}

donde 2 = j2 = k? = —1 y se cumplen las relaciones que aparecen en la Tabla 1.

Estos numeros fueron descubiertos por el matematico irlande$ William Rowan Hamilton (de
ahi que se escriba H) en 1843. Tras muchos meses intentando generalizar la relacién entre los
nimeros complejos y el plano a un espacio de dimensién 3, Hamilton se dio cuenta de que
en realidad necesitaba recurrir a la dimensién 4, surgiendo asi los cuaterniones. Cuenta la
leyenda que en el momento de su descubrimiento y en un acto de vandalismo matematico,
grabd las siguientes ecuaciones sobre el puente de Brougham (Dublin, Irlanda):

=2 =k =ijk=—1

De hecho, los cuaterniones surgieron antes que la nociéon de espacio vectorial y la teoria del
algebra lineal, utilizindose para estudiar los movimientos en el espacio tridimensional antes
de hacerlo con matrices. Esto hizo que una vez aparecieran estas nociones mas modernas,
perdieran popularidad. Sin embargo, en los ultimos anos la ha ido recuperando, al ser muy
relevantes en ambitos de computacion, como en disefio geométrico asistido por ordenador.

De nuevo, este conjunto es claramente isomorfo a R*, pues cada cuaternién de la forma
a + bi + ¢j + dk se puede ver como el elemento (a, b, c,d) de R%.

La suma se define componente a componente y el producto viene dado por la siguiente tabla,
que muestra el resultado de multiplicar un elemento de una fila por uno de una columna:

=k =11
k5 | =i | -1

Tabla 1: Producto de cuaterniones

Tal y como se muestra en la tabla, los cuaterniones no cumplen la propiedad conmutativa para
el producto. Sin embargo, si que siguen conservando todavia la propiedad asociativa. Asi, los
cuaterniones tienen estructura de algebra de division, concepto que definiremos mas adelante.

Por dltimo, hablaremos de los octoniones @, también conocidos como numeros de Cayley.
Tras descubrir los cuaterniones, Hamilton compartié las ideas con su amigo John T. Gra-
ves, quien traté de hacer algo similar pero en dimensiéon ocho. Y, durante un tiempo, fue
desarrollando sus ideas sobre los octoniones a través de cartas con Hamilton. Sin embargo,
de forma paralela, Arthur Cayley, impresionado por el descubrimiento de los cuaterniones,
también dio con la idea sobre los octoniones, incluyendo una breve descripcién sobre ellos en
uno de sus articulos. Graves traté de reclamar su prioridad en el descubrimiento, pero ya era
demasiado tarde: los octoniones fueron bautizados como nimeros de Cayley. Estos nameros,



sin embargo, no tuvieron tanta repercusién como los cuaterniones, pues no se les encontraba
una aplicacion directa a la geometria o la fisica.

Los octoniones se pueden escribir como el siguiente conjunto:

7
0= {ao + Zaiei raj € RVy € {0, ..., 7}}
i=1
donde para cada i € {1, ..., 7} se tiene que e? = —1 y las relaciones de la Tabla 2. En este caso,
el isomorfismo se da con el espacio R®, ya que cada octonién de la forma ag+aiei+...+arer se
puede ver como el elemento (ag, ai, ..., a7) de R8. Al igual que en los casos anteriores, la suma
se define componente a componente, mientras que el producto viene dado por la siguiente
tabla, que muestra el resultado de multiplicar un elemento de la fila i-ésima por uno de la

columna j-ésima:

| ex [ e2 [ es [ ea | es | e | e
€1 -1 €4 €7 —€9 €6 —e€5 —€3
€2 —€4 -1 €5 €1 —€3 (&rd —€g
€3 —e7 —€5 -1 €e €2 —€4 €1
e4 €9 —e1 | —eg | —1 er es | —es
es || —eg es —eg | —e7 | —1 el e4
eg es —e7 | ey —e3 | —e1 | —1 D)
e7 es eg —eq es —ey4 | —e9 | —1

Tabla 2: Producto de octoniones

De nuevo, la tabla nos permite ver perfectamente que el producto de octoniones no es con-
mutativo. Pero, ademas, en este caso, tampoco es asociativo. Por ejemplo,

(erea)es = eges = —e;

67(6265) = 67(—63) = €1

Observacion 1.1 Para recordar el producto de los octoniones, se puede utilizar el plano de
Fano como regla mnemotécnica. El plano de Fano es una representacion del plano proyectivo
de dimensidn 2 sobre el espacio vectorial Z/27. A continuacion, mostramos una representa-
cion del plano de Fano, al que hemos anadido unas flechas para indicar el sentido en el que
se debe hacer el producto. Si se invierte el sentido, entonces cambia el signo del resultado.

Figura 1: Plano de Fano. Representacién del espacio proyectivo ]P’% 27



De forma andloga, también se podria dar una regla mnemotéctica para el producto de los cua-
terniones, utilizando en su lugar la recta proyectiva sobre Z/27.. Al igual que antes, anadimos
unas flechas para indicar el sentido en el que se debe hacer el producto. Si se realiza en sentido
contrario, entonces cambia el signo del resultado.

Figura 2: Representacion del producto de los cuaterniones mediante la recta proyectiva IP’%/QZ.

1.2 Productos vectoriales

A continuacién, vamos a hablar de un producto con muchas propiedades que nos interesan
)
pero que, como senalaremos, no se puede definir en todos los R": el producto vectorial.

Definiciéon 1.2 A una aplicacion x : R™ x R™ — R" bilineal y anticonmutativa que cumple
que dados (U,W) € R™ x R™ entonces U X W es perpendicular (respecto del producto escalar
standard de R™) a U y W, se le denomina producto vectorial.

De hecho, como muestra el articulo [16], esta aplicacién solo se puede definir para n = 3 y
n = 7. En parte, esto se debe a que el producto vectorial tiene relacién con el producto en
los cuaterniones en el caso de R3 y con el producto de los octoniones en el caso de R”.

Definicién 1.3 Sea R?® dotado del producto escalar standard 1y sean v = (vi,ve,v3) € R? y
W = (wy,ws,ws3) € R3. Se llama producto vectorial en R3 a

U X W = (vows — v3Wa, V3W] — V]W3, V]We — VW1 ) (1)

Observacion 1.4 Eziste una regla mnemotécnica para acordarse de la expresion (1):

€1 € €3
U1 (%) v3 | = (v2w3 — U3w2)€1 + (’U3’U)1 — 1)111]3)52 + (Ulwg — Ugwl)gg
w] Wy W3

donde {€1,&,€3} es la base candnica de R3.

Veamos que a partir del producto que hemos definido, se obtienen una serie de propiedades,
que vamos a enunciar y probar porque emplearemos posteriormente, por ejemplo, al definir
la estructura casi-compleja de la esfera S?:

—

Propiedades 1.5 Sean i, 7, € R3, el producto vectorial cumple las siguientes propiedades:

i) UXx W es ortogonal a U y .

it) Si U x W # 0, entonces {U, W,V x W} es una base positivamente orientada.

i) VX W= —u X U



i) AT+ pw) x €= A0 x ) +p(W xd) YA\peR

Demostracion. Sean @ = (u1,ug,u3), v = (v1,v2,v3),W = (w1, wa, w3) € R, demostramos
cada apartado de forma individual.

Basta calcular el producto escalar:
(U x W) - v = (Vw3 — V3Wa, V3W1 — VIW3, VIW2 — Vow1) - (V1,Va,V3) =
= V1V2w3 — V1V3W2 + V2U3W1 — V2v1w3 + v3v1we — v3vewy = 0
Anélogamente, se tiene que (7 x W) - @ = 0.

Consideramos la matriz de sus vectores:

v wy  (vaws — v3w3)
vy wy (vswy — viws)
V3 w3 (U1w2 - ’U2’U)1)

Desarrollando por la iltima columna, tenemos que el determinante de dicha matriz
es || x @||> > 0. Luego, los vectores son linealmente independientes y, por tanto, el
conjunto {7, W, ¥ x W} se trata de una base. De hecho, esta matriz es la matriz de cambio
de base de la base canénica de R? a {#, w0, 7 x w}. Como su determinante es positivo,
se trata de una base positivamente orientada.

Basta desarrollar los dos miembros:

VX W= (v2w3 — V3w, V3w — UV1W3, V1W2 — Ug’wl)
W X U= (wav3 — W3V, W3V] — W1V3, W1V — W21 )
Claramente, U X W = — X U.

Sean A, u € R, desarrollando:

(AU + pdd) x 4 = (Avy + pwi, Avg + pwe, Avs + pws) X (ug, ug, us) =
= (Avgus + pwaous — Avzug — plwsug, Avsu] + pwsu; — AVjus — pwius,
AV1Ug + pwiug — Avaug + pwauy) =
= Mvaus — v3ug, v3U] — VU3, V1U2 — VoU1 )+
+ p(wauz — wauz, w3u — W1U3, WUy — WlU1) =
= \NUx @)+ p(d x @)

g

Observacion 1.6 De hecho, las propiedades i), iii) y iv) prueban que la aplicacion que hemos
definido cumple la Definicion 1.3, pues es bilineal, anticonmutativa y el producto es ortogonal
a cada uno de los vectores implicados.

Como ya hemos mencionado brevemente con anterioridad, el producto vectorial en R? estd
relacionado con el producto de los cuaterniones imaginarios, los cuales son el siguiente
conjunto ImH = {a + bi + ¢j +dk € H : a = 0}. Si identificamos los cuaterniones
i=1(1,0,0), 7 =(0,1,0), k= (0,0,1), resulta que el producto de dos cuaterniones, coincide



con su producto vectorial (viéndolos como vectores de R? con el isomorfismo correspondien-
te), salvo en el caso i X 4,7 X j y k x k, que en el producto de los cuaterniones es —1 pero
como producto vectorial es 0.

Por otro lado, podemos hacer algo similar para construir un producto vectorial sobre R”.
Al igual que en el caso de los cuaterniones, para cada i € {1,...,7} podemos identificar
e; = (0,..,1,...,0) € R” donde el 1 estd en la posicién i-ésima del vector. De esta forma,
el producto vectorial en R” coincide con el de los octoniones imaginarios, salvo en el caso
del producto de un vector e; consigo mismo, que en los octoniones es —1 y en el producto
vectorial es 0. Podemos escribir la relacién entre los productos de la siguiente manera:

eiej = —0;; +e; xe; Vi,je{l,..,7}

donde la parte izquierda de la igualdad es el producto de los octoniones y e; x e; denota el
producto vectorial. La misma férmula es vélida para relacionar el producto vectorial en R3
con el de los cuaterniones.

1.3 Algebras reales

En realidad, R, C, H y O, son lo que se conoce como algebras de division normada. Va-
mos a definir a continuacién esta nocién de manera abstracta y a demostrar algunas de las
propiedades que se pueden deducir a partir de ella.

Definicién 1.7 Un dlgebra (real) A es un R-espacio vectorial de dimension finita con
una operacion interna (distinta de la suma) m : A x A — A bilineal. Esto es, dados
avalva’va)blab? cA yauﬁeR;

m(aay + Bag,b) = a m(ay,b) + B m(az,b)
m(a, aby + Bby) = a m(a,by) + B m(a,bs)

A esta aplicacion la llamaremos multiplicacion. Para abreviar, dados (a,b) € A x A, escri-
biremos ab := m(a,b).

Notacion 1.8 En realidad, también se puede definir la nocion de dlgebra compleja, sin em-
bargo, como todo lo que vamos a trabajar es sobre los reales, omitiremos repetir todo el rato
dlgebra real. También, por sencillez de notacion y porque no ofrece dudas, no denotaremos a
los elementos de un dlgebra como @ sino simplemente como a.

Segin cémo sea esta nueva operacion, se definen distintos tipos de algebras. Vamos a ver
algunos ejemplos:

Definiciéon 1.9 Sea A un R-espacio vectorial, se dice que A es un dlgebra de Lie si la
multiplicacion que se define es anticonmutativa y satisface la identidad de Jacobi.

Ejemplo 1.10 Algunos ejemplos de dlgebras de Lie serian: R3 con el producto vectorial,
las matrices invertibles cuadradas de tamano n X n con coeficientes en R (que denotamos
gl(n,R)) con el conmutador de matrices [A, B] = AB — BA y los campos vectoriales sobre
una variedad con el corchete de Lie. Ademdas, como gl(n,R) se puede identificar con R”Q,
estos espacios también tienen estructura de dlgebra de Lie.



Definicion 1.11 Decimos que A es un dlgebra de division si dados a,b € A con ab =0,
entonces se cumple que a =0 o b= 0.

Ejemplo 1.12 Las cuatro dlgebras R, C, H y O con los productos que hemos definido ante-
riormente son dlgebras de division.

Sin embargo, los espacios R? y R” con el producto vectorial son un ejemplo de dlgebras reales
que no son dlgebras de division, pues un elemento por si mismo es cero aunque dicho elemento
no sea nulo.

En lo que respecta a este trabajo, vamos a profundizar un poco mas en las algebras de
divisién: cuales son y cémo se relacionan entre si.
En primer lugar, veamos otra caracterizaciéon de las algebras de divisién:

Proposiciéon 1.13 Un dlgebra A es de division si y solo si las multiplicaciones a izquierda
y derecha por un elemento no nulo son invertibles.

Demostracion. Probemos ambas implicaciones:

Sea a € A un elemento no nulo, definimos la multiplicacién por la izquierda como
la aplicacién lineal L, : A — A dada por L,(b) = ab. Andlogamente, se define la
multiplicacién por la derecha R, : A — A donde R,(b) = ba. Veamos que es cierto que
L, es invertible, es decir, que es biyectiva:

Inyectiva: Sean by, by € A tales que Ly (b1) = La(b2), esto es, aby = aby. Luego, ab; —
aby = 0. Sacando factor comin, a(b; —by) = 0. Por hipdtesis, A es un algebra de divisién
y como hemos tomado a no nulo, entonces by —bs = 0, es decir, by = bs como queriamos
ver.

Sobreyectiva: Como L, es una aplicacién lineal e inyectiva entre dos espacios de la
misma dimensién, entonces es sobreyectiva.

Luego, la multiplicacién por la izquierda es una aplicacién invertible y, analogamente,
se tiene que la multiplicacién por la derecha también lo es.

Sean a,b € A tales que ab = 0. Supongamos que a # 0. Consideramos la multiplicacién
por la izquierda L,. Como esta aplicacién es biyectiva y lineal y se tiene que L4 (b) = 0,
entonces, b = 0, como queriamos ver.

O

Definiciéon 1.14 Un dlgebra de division normada es un dlgebra A que es un espacio
vectorial normado que cumple que dados a,b € A, ||ab|| = ||a]| - ||b]|.

Observacion 1.15 En la definicion anterior no exigimos que A sea un dlgebra de division
porque la condicion sobre la morma ya lo implica. Supongamos por reduccion al absurdo que
se tienen a,b € A no nulos tales que ab = 0. Entonces, por las propiedades de las normas,
|labl| = 0 pero ||a|| # 0 y [|b]| # 0, luego ||a|| - ||b|]| # 0, que contradice la propiedad de la
Definicion 1.14.

Definiciéon 1.16 Un dlgebra A se dice que es alternativa si y solo si para todos a,b € A
se tiene que

(aa)b = a(ab) (ab)a = a(ba) (ba)a = b(aa) (2)
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Observacion 1.17 En realidad, originalmente se dio otra definicion de dlgebra alternativa,
pero Emil Artil probd la caracterizacion que acabamos de describir, que nos permite definirla
de manera mds sencilla.

Por otro lado, relacionado con la propiedad asociativa de las algebras, definimos la siguiente
aplicacién que mide la falta de asociatividad en ellas.

Definicién 1.18 Sea A un dlgebra, se define la aplicacion [-,-,-] : A3 — A dada por
[a,b,c] = (ab)c — a(bc)
para todos a,b,c € A. A esta aplicacion se le denomina asociador.

Observacion 1.19 Notemos que, dados a1, az,b,c € A, entonces se cumple que [a1+a2, b, c] =
[a1,b,¢] + [az, b, ]

[a1 + a2,b,c] = ((a1 4+ a2)b)e — (a1 + a2)(be) = (a1b + azb)c — aq1(be) — az(be) =
= (a1b)c + (azb)c — ai(bc) — az(be) = [a1, b, c] + [az, b, c|

Y andlogamente para los casos [b,a; + aa,c] y [b, ¢, a1 + az].

Si escribimos las propiedades que nos caracterizan las dlgebras alternativas (2) en términos
del asociador, un algebra es alternativa si y solo si para todos a,b € A se tiene:

[a,a,b] =0 (3)
[a,b,a] =0 (4)
[b,a,a] =0 (5)

Y esto nos permite demostrar la siguiente

Proposicién 1.20 Si A es un dlgebra alternativa, entonces se cumple que [a, b, c] = —[b, a, ]
para a,b,c € A cualesquiera.

Demostracion. Sean a,b,c € A, veamos que [a, b, c] = —[b, a, c].
[a,b,c] = —[b,a,c| < [a,b,c]+ [b,a,c] =0
Como A es alternativa, [b,b,c] = [a, a, ] = 0. Luego,
la,b,c] 4+ [b,a,c] =0 < [a,b,c] + [b,b,c] + [a,a,c] + [b,a,c] =0 &
& la+bbc+[a+bac=0s
< la+b,a+b,c]=0.
Y esta ultima equivalencia es cierta porque A es alternativa.

O

Observacién 1.21 FEs mds, este hecho nos permite comprobar que de las propiedades (3) y
(5) se puede deducir la sequnda de ellas: Gracias a la propiedad (3), acabamos de probar que
[a,b,a] = —[b,a,al, y esto, a su vez es 0 por la propiedad (5).

En 1898, Hurwitz demostré que las 1nicas dlgebras de division normadas son los ntimeros
reales R, los complejos C, los cuaterniones H y los octoniones @. Y no fue hasta 1930 que
Zorn demostro que, de hecho, son las unicas algebras de division alternativas.

Por otro lado, en 1958, fue probado por Kervaire y Bott-Milnor de forma independiente que
todas las algebras de divisién tienen dimensién 1,2,4 o 8.
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1.4 Construccion de Cayley-Dickson

Como hemos dicho, las tnicas dlgebras de division normadas son R, C,H y Q. De hecho, hay
una relaciéon entre ellas y la construccion de Cayley-Dickson explica como estan incluidas
unas en otras, ya que construye cada una a partir de la anterior. Ademds, esta construccion
nos permite ver cémo cada nueva algebra va perdiendo propiedades.

Definicion 1.22 Sea A un dlgebra equipada con la conjugacion, esto es, una aplicacion lineal
x: A — A cona™ =a y (ab)* = b*a* para todos a,b € A. En este caso, decimos que A es
una x-dlgebra.

Si se cumple que a = a* para todo a € A, decimos que es una x-dlgebra real.

Definicién 1.23 Decimos que A una *-dlgebra es nicely normada ' si a +a* € R y
aa* = a*a > 0 para todo a € A con a # 0.
Si A es nicely normada, definimos una norma en A como ||a||* = aa* para todo a € A.

Se puede deducir facilmente que si un algebra A es micely normada y alternativa, entonces
es un algebra de divisién normada. Sean a,b € A, entonces

[labl[* = (ab)(ab)* = (ab)(b"a") = a(bb*)a" = al|b|[*a” = ||a||*|b]|*

Donde, en la tercera igualdad se usa que A es alternativa.

Partiendo de una x-dlgebra A cualquiera, la construccién de Cayley-Dickson construye una
nueva *-algebra A’. Los elementos de esta nueva &lgebra son de la forma (a, b) € A2, la suma
se realiza componente a componente y el producto por escalares también. Por otro lado, se
define una nueva conjugacién:

(a,0)" = (a”,—b) (6)
Y una nueva multiplicacion:
(a,b)(c,d) = (ac — db*,a*d + cb) (7)

El definir las nuevas *-dlgebras de esta manera, nos proporciona un método para obtener
otra x-algebra a partir de una anterior. Sin embargo, cada vez que construimos una nueva
x-algebra, se pierden propiedades, como muestra la siguiente

Proposicién 1.24 Sea A una *-dlgebra y A" una nueva x-dlgebra obtenida mediante la cons-
truccion de Cayley-Dickson, se cumple:

i) A es nicely normada, si y solo si, A" es nicely normada.
ii) A es real, si y solo si, A’ es conmutativa.
iii) A es conmutativa y asociativa, si y solo si, A’ es asociativa.

iv) A es asociativa y nicely normada, si y solo si, A" es alternativa y nicely normada.

Demostracion. Vamos a probar inicamente las implicaciones de izquierda a derecha por-
que son las que verdaderamente nos interesan para este trabajo y las que utilizaremos mas
adelante, pero ambas implicaciones son ciertas.

"Empleamos el término nicely en inglés, ya que no tiene una traduccién que se use habitualmente en
castellano.
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Supongamos que A es nicely normada y veamos que A’ también lo es.
Sea (a,b) € A’ con a y b no nulos,
(a,b) + (a,b)* = (a,b) + (a*,—b) = (a +a*,b—b) = (a + a™,0)
Como A es nicely normada, a + a* € R y se concluye.
Por otro lado,
(a,b)(a,b)* = (a,b)(a*, —b) = (aa™ + bb*, a*(—b) + a*b) = (||al|* +||b]|*,0)
(a,b)*(a,b) = (a*, —b)(a,b) = (a*a + bb*,a**b + a(—b)) = (||a||* + ||b]|*,0)
Como a y b son no nulos, ||a||? + ||b]|? > 0.

Luego, A’ es nicely normada como querfamos ver.

Supongamos que A es real (y, por tanto, conmutativa), y veamos que A" es conmutativa.
Sean (a,b), (c,d) € A,
(a,b)(c,d) = (ac — db*,a*d + ¢b) = (ac — db,ad + ¢b) = (ca — bd, da + bc) = (¢, d)(a,b)
Donde utilizamos que A es real, luego el conjugado de un elemento es él mismo, y se
cumple la propiedad conmutativa.

Por tanto, A’ es conmutativa.

Supongamos que A es conmutativa y asociativa. Veamos que A’ es asociativa.
Sean (a,b), (¢,d), (e, f) € A,

((a,b)(c,d))(e, f) = (ac — db*,a*d + cb)(e, f) =
= ((ac — db*)e — f(a*d + cb)*, (ac — db*)* f + e(a™d + ¢b)) =
= (ace — db*e — fd*a — fb*c*,c*a*f — bd* f + ea*d + ech)

(a,0)((c,d)(e, f)) = (a,b)(ce — fd*,c" f + ed) =
= (a(ce — fd*) — (" f + ed)b",a*(c" f + ed) + (ce — fd*)b) =
= (ace — afd* — c* fb* —ed*b,a*c* f + a*ed + ceb — fd*b)
Donde se ha usado que A es asociativa y como también es conmutativa, ambas expre-
siones coinciden y se concluye el resultado.

iv) | Supongamos que A es asociativa y nicely normada. Veamos que A’ es alternativa y

nicely normada. Como consecuencia del apartado i) de esta misma proposicién, ya
sabemos que A’ es nicely normada. Falta ver que es alternativa. Por la Observacién
1.21, basta ver que se cumplen la primera (3) y la ltima propiedad (5).

Sean (a,b), (c,d) € A'.

Primera propiedad:

((a,0)(a, b))(c, d)

= (a® — bb*,a*b + ab)(c,d) =

= (a® = []bl[*,a"d + ab)(c,d) =

= (a®c — ||b|[>c — d(a*b + ab)*, (a® — ||b||*)*d + c(a*b + ab)) =
= (a®c — ||b||?c — db*a — db*a*, (a®)*d — ||b||>d 4 ca*b + cab) =
= (a*c —||b|[*c — db*(a + a*), (a®)*d — ||b]|>d + c(a* + a)b)
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(a,)((a,)(c, d)) = (a,b)(ac — db*, a*d + cb) =
= (a(ac — db*) — (a*d + cb)b*,a”(a*d + ¢b) + (ac — db*)b) =
(a®c — adb* — a*db* — ¢||b||?, (a*)%d + a*cb + acb — d||b||*) =
= (a*c — (a+ a*)db* — c[b]|?, (a®)*d + (a* + a)eb — d|[b]|)
Donde hemos usado que A es asociativa. Como también es nicely normada, a + a* y

a* + a son escalares, luego conmutan con los elementos de A, al igual que ||b|?, lo que
nos permite concluir que ambas expresiones son iguales.

Segunda propiedad:

((¢;d)(a,b))(a,b) =

(ca —bd*,c"b+ ad)(a,b) =

= ((ca — bd*)a —b(c*b+ ad)*, (ca — bd*)*b+ a(c*b+ ad)) =
= (ca® — —bb*c — bd*a*, a*c*b — db*b + ac*b + a*d) =
= (ca® — bd*(a +a*) — ||b]|%¢, (a* + a)c*b — d||b||* + a*d)

(c,d)(a® — ||b]|?, a*b + ab) =

= (c(a® — [[bIP) — (a%b + ab)d*, *(a"b + ab) + (a® — [[B][2)d) =
= (ca® — ¢||b]|* — a*bd* — abd*, c*a*b+ c*ab+ a*d — ||b]|*d) =
= (ca® — ¢||b])? — (a* + a)bd*, ¢*(a* + a)b+ ad — ||b]|*d)

(¢,d)((a,b)(a,b)) =

De nuevo, hemos usado que A es asociativa. Al igual que antes, como también es nicely
normada, a +a* y a* 4 a son escalares, luego conmutan con los elementos de A, al igual
que ||b]|%, 1o que nos permite concluir que ambas expresiones son iguales.

Por tanto, A’ es alternativa y nicely normada como querfamos ver.

0

La construccion de Cayley-Dickson ilustra muy bien cémo cada algebra de divisién se puede
ver como pares de elementos del dlgebra a partir de la cual ha sido construida. Partimos de
R, que es la primera algebra de divisién normada. A partir de ella, obtenemos los ntimeros

complejos, que pueden ser vistos como pares de ntimeros reales:

C={a+bi:abecR}={(ab):a,bcR} =R

A continuacién, los cuaterniones pueden ser vistos como pares de nimeros complejos:

H={a+bi+cj+dk:a,bc,decR}={(a+bi)+ (c+di)j:a+bi,c+diecC}=
=~ {(a+bi,c+di): a+bi,c+di € C} = C?

Por 1ltimo, los octoniones se pueden ver como pares de cuaterniones:

7
0= {ag+2aiei caj € RVj € {O,...,?}} =

=1
= {(ao + aire1 + azes + arer) + es(as + aser + ases + azer) :a; € RVj € {0,...,7}} =
= {(ag + are1 + aszes + arer, ag + aser + asez + ager) 1a; € RVj € {0,...,7}} = H?2
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La siguiente pregunta que surge de manera natural es si podriamos duplicar los octoniones
para asi obtener un algebra de divisién de dimensiéon 16. El problema es, que como bien
hemos demostrado en la Proposicién 1.24, cada vez que duplicamos un &lgebra perdemos
propiedades.

Partimos de R que es un dlgebra real, conmutativa, asociativa y nicely normada. Al duplicarla,
obtenemos los niimeros complejos C, que deja de ser real y pasa a ser Uunicamente conmutativa,
asociativa y mnicely normada. El siguiente algebra son los cuaterniones H, que pierden la
propiedad conmutativa, aunque siguen conservando la asociatividad y el ser nicely normada.
Por dltimo, llegamos a los octoniones O que ya no son asociativos y, en su lugar, son un
algebra alternativa y nicely normada. Finalmente, si tratamos de duplicar los octoniones,
perdemos la propiedad de que sea un algebra de division.
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2 Variedades paralelizables

La primera estructura que introduciremos en este trabajo sera la de paralelizacién. Diremos
que una variedad es paralelizable si admite una base global de campos. Las esferas de dimen-
sién par no podran serlo, pues ni siquiera admiten un campo vectorial sin ceros. De hecho,
solo hay tres esferas que lo son: S', S y S”. En este capitulo, veremos algunas propiedades
de las variedades paralelizables y mencionaremos el caso particular de las esferas. Para ello,
utilizaremos principalmente como referencias [6] y los capitulos 10 y 15 de [10].

Definicion 2.1 Una variedad diferenciable M se dice que es paralelizable si admite una
base global de campos. Esto es, si admite una base {X1,...,Xp} con Xy,..., X, € X(M) de

modo que para cada p € M, {(X1)p, ..., (Xn)p} es una base de TyM.

Ejemplo 2.2 La circunferencia S' es paralelizable, pues basta tomar el vector tangente a la
circunferencia en un punto. Esto es, sean (z,y) las coordenadas globales de R?, definiendo el
campo X = —ya% —|—x8%, se tiene que { X'} es una base global de campos sobre la circunferencia

St.

El fibrado tangente T'M (Definiciéon A.24) a una variedad es, en general, localmente trivial.
Esto es, que para todo punto p de M, existe un abierto U de M, entorno del punto, de modo
que 71(U) es difeomorfo a U x R™ (donde 7 : TM — M es la proyeccién natural). Sin
embargo, no tiene por qué existir un difeomorfismo global.

Proposicion 2.3 Una variedad es paralelizable si y solo si tiene fibrado tangente trivial.

Demostracion. Lo hacemos por doble implicacion.

Supongamos que la variedad es paralelizable, es decir, que existe una base global de
campos vectoriales. Podemos definir un difeomorfismo entre TM y M x R™ asociando
a cada vector ¥ € Tp—]\>4 el par (p,w) € M x R™, donde p es el punto en el que U es
tangente y w es el vector de R™ que tiene las mismas coordenadas que ¥ respecto de
la base de campos en el punto p. Para ver de forma rigurosa que esta aplicacién es, en
efecto, un difeomorfismo, habria que dotar al fibrado tangente de estructura de variedad
diferenciable mediante un atlas y componer con las respectivas cartas para ver que se
trata de un difeomorfismo en R?" (Definicién A.8). Lo omitiremos en esta demostracién.

Supongamos ahora que el fibrado tangente es trivial, es decir, que existe un difeomor-
fismo global a : TM — M x R™. Tomamos {01, ..., U, } una base de R™ y p un punto de
M. Como « es un difeomorfismo, tendrfamos que para cada p € M, {a~(p, ;)7 es

s
una base de T),M. Por tanto, M es paralelizable.

O

Podemos construir variedades paralelizables a partir de otras que si que lo son, pues el
producto de variedades paralelizables lo es, como demostramos a continuacion.

Proposicion 2.4 El producto de dos variedades paralelizables es paralelizable.

Demostracion. Sean M y N dos variedades paralelizables de dimensiones m y n respecti-
vamente. Queremos ver que M X N es paralelizable.
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Por un lado, como M es paralelizable, existe { X1, ..., X, } € X(M) una base global de campos
vectoriales tales que {(X1)p, ..., (Xm)p} es base de T,M para cada p € M. Por otro lado, como
N es paralelizable, existe {Y1,...,Y,} C X(N) una base global de campos vectoriales tales
que {(Y1)q, ..., (Yn)q} es base de T,N para cada q € N.

Sabemos que para cadap € My g € N, se tiene que T(;, 4 (M x Nj = TpM@TqN (Proposicién
A.23), por tanto, el conjunto

(X1 X Vi, V)
define una paralelizacion global en M x N, donde
(X) o) = (Xi)p+ 0, e M & TyN Vi € {1,...,m}
(Vi) =00+ (V) € LM OT,N G € {1,...m)

O

Observacion 2.5 Las variedades paralelizables son orientables (Definicion A.26) porque una
paralelizacion determina una orientacion en cada espacio tangente de modo que sean compa-
tibles. Esta orientacion basta escogerla ordenando los campos que forman una base de dicho
espacio (esta base existe de manera global porque la variedad es paralelizable).

Claramente, el hecho de que una variedad sea orientable, no implica que vaya a ser parale-
lizable. Esto sucede, por ejemplo, con la esfera de dimensién dos. Se trata de una superficie
orientable y, sin embargo, no puede ser paralelizable, pues por el célebre teorema de la bola
peluda (hairy ball theorem) sabemos que ningiin campo vectorial no nulo puede existir sobre
la esfera S2.

De hecho, ninguna esfera de dimensién par admite un campo vectorial sin ceros, como conse-
cuencia del teorema de Poincaré-Hopf. Este teorema afirma que en variedades diferenciables
compactas, la caracteristica de Euler coincide con la suma de los indices de los ceros aislados
de un campo vectorial. Asi, todas las esferas de dimensién par tienen caracteristica dos, luego
no pueden admitir un campo global sin ceros. Sin embargo, en las esferas de dimensién impar,
la caracteristica de Euler es cero, luego esto no supondria ninguna contradiccién. De hecho,
todas ellas admiten un campo vectorial sin ceros:

Teorema 2.6 Toda esfera de dimension impar admite un campo sin ceros.

Demostracién. Sea S?"+1 una esfera de dimensién impar en el espacio euclideo R?"+2 de
coordenadas globales (1, ...,22"*2). En cada punto, definimos el campo vectorial

= (@) oy () g () g ()

Como en cada punto, el vector normal a la esfera tiene coordenadas (!, ..., 22"*2), el campo
que hemos definido es ortogonal (considerando el producto escalar standard) a dicho vector,
luego X € X(S?™). Ademss, el tinico punto en el que se anula el campo X es en el (0, ...,0),
pero este punto no estd en la esfera, luego, en efecto, se trata de un campo vectorial sin ceros.

g

n 8 n
(1,2 +2) ppCTEe (_12 +1)

Ox2n+1

No obstante, no todas las esferas de dimensién impar son paralelizables. De hecho, solamente
son tres. En 1958, Adams demostré que las tnicas esferas paralelizables eran S, S3 y S7.
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3 Estructuras de tipo complejo en una variedad

En este capitulo, en primer lugar vamos a definir lo que se conoce como estructuras complejas
y casi-complejas sobre una variedad. En la primera seccién, hablaremos de dichas estructuras
y veremos como se relacionan entre si mediante el teorema de Newlander-Nirenberg. En par-
ticular, estudiaremos en profundidad las estructuras que admiten las esferas de dimensiones
dos y seis, y mencionaremos el conocido problema de Hopf.

Para finalizar, en una segunda seccién, nos introduciremos brevemente en las estructuras
casi-hermiticas, que combinan una estructura casi-compleja con una métrica riemanniana en
la variedad, y en las estructuras de tipo simpléctico. Asimismo, veremos qué esferas admiten
tales estructuras.

3.1 Estructura compleja y casi-compleja

Hasta ahora, cuando hemos hablado de variedad diferenciable, nos hemos referido a una va-
riedad diferenciable real, esto es, que las cartas que determinan el atlas toman valores sobre
R™ y el cambio de cartas es un difeomorfismo. Si extendemos esta nocién y, en su lugar, las
cartas toman valores sobre el cuerpo de los complejos C™ y exigimos que los cambios de cartas
sean biholomorfismos, se obtiene la nocién de variedad compleja o variedad holomorfa.

A una variedad diferenciable real, se le puede dotar de una estructura compleja para obte-
ner una variedad compleja. Para ello, tenemos que definir varios conceptos que se pueden
encontrar en el capitulo 3 de [18] y en el capitulo 4 de [§].

Definicién 3.1 Sea 7 un R-espacio vectorial. Un endomorfismo lineal J de 7 (esto es, una
aplicacion lineal J : 7 — 7) y de forma que satisface J? = —Idv, donde Id7 denota la

aplicacion identidad en 7, se denomina estructura compleja en V .

Esta nocion nos permite dotar a un espacio vectorial real la estructura de espacio vectorial
complejo.

Observacion 3.2 Sea 7 un espacio vectorial dotado de una estructura compleja J, podemos
definir el producto de elementos de C y elementos de 7 de la siguiente manera:

AT = (a+ bi)T = aF+bJG VYAEC, Vie V

De esta forma, podemos considerar 7 un espacio vectorial sobre C. Claramente, la dimension
real de V' tendrd que ser par, y ast, la dimension compleja de 7 serd la mitad.

Reciprocamente, si partimos de un espacio vectorial complejo 7 de dimension n y conside-
ramos J el endomorfismo lineal definido por JU¥ = iv Vv € V', entonces la dimension de

serd 2n, viéndolo como espacio vectorial sobre los numeros reales, y J serd una estructura
compleja sobre V. Esto es, si {U1,...,U,} es una base de como espacio vectorial sobre C,

entonces el conjunto {V1, ..., Upn, JU1, ..., JU,} forma una base de 7 como espacio vectorial
sobre R.

Notemos que hemos definido las estructuras complejas sobre espacios vectoriales, asi que es
natural extenderlo al espacio tangente de una variedad, lo que nos lleva a la definicién de
estructura casi-compleja:
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Definicién 3.3 Sea M una variedad diferenciable. Un campo tensorial J (Definicion A.34)
sobre M se llama estructura casi-compleja sobre M si, para cada puntop € M, J es un
endomorfismo del espacio tangente T,M tal que J? = —Id, donde Id denota la aplicacion
identidad en el espacio tangente correspondiente. Una variedad diferenciable M dotada de
una estructura casi-compleja se llama variedad casi-compleja.

Observacion 3.4 Por la Observacion 8.2 antes realizada, se deduce que toda variedad casi-
compleja es de dimension par.

Observacion 3.5 También se puede deducir que toda variedad casi-compleja es orientable,
tal y como se indica en el capitulo 3 (Proposicion 3.2) de [18].

Observacion 3.6 Toda variedad compleja es casi-compleja, pues la estructura compleja in-
duce de forma natural una estructura casi-compleja sobre la variedad.

Ejemplo 3.7 Podemos dotar a los espacios complejos C" de una estructura de variedad casi-

compleja. Sean (z',...,2") las coordenadas globales en C", para cada k = 1,...,n, podemos

escribir zF = zF +iy*, con z,y € R". Tenemos un isomorfismo entre C* y R?" y, por tanto,

también entre sus espacios tangentes. Sea p € R*™, una base de TpRQ” es

Definimos ahora el endomorfismo J : T,R*™ — T,R?"™. Para ello, basta dar la imagen de una
base del espacio tangente, esto es:

0 0 0 0

Claramente se tiene que J> = —Id y asi tenemos una estructura casi-compleja sobre C".

Por otro lado, al igual que ocurre con las variedades paralelizables, al producto de variedades
casi-complejas también se le puede dotar una estructura casi-compleja.

Proposicion 3.8 El producto de dos variedades casi-complejas es una variedad casi-compleja.

Demostracion. Sean (M, J1) y (N, J2) dos variedades casi-complejas de dimensiones m y
n respectivamente. Si M y N son variedades diferenciables, entonces M x N también es una
variedad diferenciable. Sean p € M y q € N, entonces, recordemos que

T (M x N) 2 T,M & T,N

Vamos a definir ahora una estructura casi-compleja en M x N. Por un lado, tenemos que
Ji: T,M — T,M y Jo : Tqﬁ — T,N son estructuras casi-complejas sobre M y N
respectivamente. Definimos

J=J1+Jy: T(p7q)(M><N; — T(p’q)(MXN;

U+ W —  J1(0) + Jo (W)

— T —

donde v € T,M y W € T;N. La aplicacién J estd bien definida porque dados v € T,M y
T ——

W € Ty N, entonces, por un lado, J;(7) estd bien definida y pertenece a T, M, y por otro lado,
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Jo (W) estd bien definida y pertenece a qu\_}. Por tanto, J1 () + Jo(w) € T, 4 (M X NY.

Claramente J es un endomorfismo, puesto que J; y Js lo son. Veamos que se cumple que
2 Ny
J? = —Id. En efecto, sean v € T,M y W € T,

J2 (0 + @) = J(J1(0) + Jo(@)) = JL(J1(D)) + Jo(Jo(W)) = —T — @
Luego, J? = —Id como querfamos ver.
O

En el Ejemplo 3.7, hemos visto que todo espacio vectorial complejo admite una estructura
casi-compleja. De hecho, en general, toda variedad compleja es, a su vez, una variedad casi-
compleja. No obstante, el reciproco no es cierto. A mediados del siglo XX, Newlander y
Nirenberg probaron un teorema que relaciona ambos conceptos, pero antes de enunciarlo
tenemos que definir lo que se conoce como tensor de Nijenhuis.

Definicién 3.9 Sea M una variedad diferenciable y F' un campo tensorial de tipo (1,1). Se
llama tensor de Nijenhuis al campo tensorial de tipo (1,2) dado por:

Np(X,Y) = [FX,FY] - F[FX,Y] — F[X,FY] + F?[X,Y]

Aplicando dicha definicién considerando el caso particular de una estructura casi-compleja
J, obtenemos la siguiente definicién:

Definicion 3.10 Sea M una variedad casi-compleja dotada de una estructura casi-compleja
J. Se llama tensor torsion de J al tensor de Nijenhuis sobre J. Es decir,

Ny(X,Y)=[JX,JY] - JJX,Y] - J|X,JY] — [X,Y]

Observaciéon 3.11 FEl tensor de Nijenhuis es anticonmutativo. Esto se deriva principalmente
de que el corchete de Lie es anticonmutativo, luego:
N;(X,)Y)=[JX,JY]| - JJX,Y]| - JX,JY] - [X,Y] =
=—-[JY,JX|+ J]Y,JX]|+ J[JY,X]+ [V, X] =
= _NJ(Y7 X)
Teorema 3.12 (Newlander-Nirenberg) Sea M una variedad casi-compleja, con una es-

tructura casi-compleja J. Entonces, J es una estructura compleja si y solo si J no tiene
torsion, es decir, Ny = 0.

La demostracion de este teorema es compleja, asi que la omitiremos en este trabajo, pero se
puede encontrar en [14].

3.1.1 Estructura compleja en la esfera S?

A continuacién, vamos a construir una estructura casi-compleja sobre la esfera S? (esfera de
dimensién dos, de radio uno, centrada en el origen).
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Se tiene que S? C R3, luego podemos considerar el producto vectorial de R? restringido a la
esfera. Sea p € S? y el vector normal N, a la esfera en ese punto. Definimos:
JIp: TpS3 — TpS3
X, — X, xN,

Veamos que J, estd bien definida, es decir, hay que ver que dado X, € TpSg, entonces

Xp x ]\7p € T,5°. Para ello, basta ver que X, x ]\710 es ortogonal a ]\7p con el producto escalar
standard de R3. En efecto, lo es por la propiedad 4) descrita en Propiedades 1.5 del producto
vectorial.

Del mismo modo, por la propiedad iv) del mismo resultado, podemos asegurar que J, es
un endomorfismo lineal, y como Np varia de forma diferenciable, entonces J es un campo
tensorial de tipo (1,1).

Por dltimo, falta ver que Jg = —Id, donde Id denota la aplicacién identidad. Por la pro-
piedad i) de las propiedades del producto vectorial en R3 (1.5), sabemos que el conjunto
{Xp, Np, JpXp} forma una base positivamente orientada. Tenemos el siguiente diagrama:

/Xp\
Np —_—> Jpo

Figura 3: Diagrama del producto vectorial de la base {X,, ]\7p, JpXp}.

Cuando multiplicamos dos elementos en el sentido que indican las flechas (sentido antihorario)
el resultado es el tercer elemento. Si lo hacemos en el orden inverso, entonces obtenemos el
tercer elemento cambiado de signo.

Por ello, si calculamos J,(J, X)) = JpX, X ]\7p = —X,, como querfamos probar.

Figura 4: Visualizacién geométrica de .J, actuando sobre un campo del plano tangente a la
esfera S2.

Por tanto, hemos visto que J es una estructura casi-compleja en S?. De hecho, vamos a ver
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que J define una estructura compleja sobre la esfera. Por el Teorema de Newlander-Nirenberg
(3.12), basta ver que el tensor de Nijenhuis se anula.

Resulta que para cada p € S? y para cada campo vectorial no nulo X, €1, pSg, se tiene que

{Xp, J,Xp} es una base del plano tangente 7,S*, ya que ambos son perpendiculares al vector
normal Np y son linealmente independientes entre si. Por tanto, para ver que el tensor de
Nijenhuis se anula en dos elementos cualesquiera del plano tangente, basta ver que lo hace
en los elementos de la base. Como ademéas hemos visto en la Observacion 3.11 que Ny es
anticonmutativo, tenemos directamente que Ny (X, X) = N;(JX, JX) = 0. Por tanto, basta
ver que Nyj(X,JX) = 0. En efecto,

Ny(X,JX) = [JX,J?X] - JJX,JX] - J[X,J?X] - [X,JX] =
= [JX,—X] - J[JX,JX] - J[X,-X] - [X, JX]

Como el corchete de Lie es anticonmutativo, tenemos que [JX, JX]| =0y que [X,—X] = 0.
Ademss, [JX,—X]| = —[JX, X]| = [X, JX], luego N;(X,JX) = 0. Por tanto, efectivamente,

la esfera S? admite una estructura de variedad compleja, es decir, hemos probado el siguiente
Teorema 3.13 La esfera S? es una variedad compleja.

De hecho, ya sabfamos que la esfera S? se trataba de una variedad compleja, pues esta se
puede ver como la recta proyectiva compleja. Y, por su parte, todos los espacios proyectivos
complejos son variedades holomorfas, en los que un atlas complejo se obtiene realizando el
atlas afin de n + 1 cartas obtenidas deshomogeneizando las coordenadas.

Observacién 3.14 En general, toda superficie orientable inmersa en R3 (en particular, las
superficies compactas sin borde, ya que toda superficie compacta sin borde inmersa en R? sin
autointersecciones es orientable ?), admite una determinacién diferenciable del vector normal
en todos sus puntos. Luego, como hemos hecho en el caso de la esfera, se puede definir un
sentido de giro y una estructura casi-compleja, dada por J(X) = X x N donde N es el vector
normal a la superficie y X un campo vectorial no nulo de la misma. Razonando igual que
antes, como el tensor de Nijenhuis se anula en todos los puntos, la estructura casi-compleja
J es, a su vez, una estructura compleja.

La clave para haber construido la estructura casi-compleja sobre la esfera S? ha sido utilizar
el producto vectorial de R3. Como hemos visto antes, también existe un producto vectorial
en R”, luego podemos definir una estructura casi-compleja sobre la esfera S5 (ya que es una
hipersuperficie de R7) de forma totalmente ansloga a lo hecho con la esfera S2.

Nuevamente, podemos afirmar que toda hipersuperficie orientable H de R” admite una es-
tructura casi-compleja inducida por el producto vectorial de R7. Basta considerar p € H un
punto de la hipersuperficie, el vector normal ]\7p en dicho punto (que estd definido de manera
diferenciable por ser orientable) y definir el endomorfismo

Jp:ﬁ—> Jﬁ[

X, +— X,xN,

donde, en esta ocasién, x es el producto vectorial en R”.

2Porque el teorema de separacién de Jordan Brower garantiza que el complementario tiene dos componentes,
una acotada y la otra no, lo que permite elegir una de ellas y definir el vector normal de modo continuo
apuntando, en todo punto, a la componente elegida.
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3.1.2 Estructura casi-compleja en la esfera S°

Como acabamos de mencionar, toda hipersuperficie orientable de R” admite una estructura
casi-compleja. No obstante, ahora no podemos deducir que toda estructura casi-compleja va-
ya a ser compleja ya que, en general, el tensor de Nijenhuis no se va a anular.

Es el caso particular de la esfera de dimensién seis, centrada en el origen y de radio uno,
S8. Como es una hipersuperficie orientable de R7, admite una estructura casi-compleja. Sin
embargo, esta estructura que ya hemos definido anteriormente, no dota a la esfera de dimen-
sién seis de una estructura compleja. Para verlo, haciendo uso del Teorema de Newlander-
Nirenberg (3.12), basta ver que el tensor de Nijenhuis no es idénticamente nulo. Para ello,
seguiremos también el articulo [12].

Como mencionamos en el capitulo 1, existe un isomorfismo entre R” y los octoniones ima-
ginarios, asi como una relacién entre el producto vectorial de R” y el de los octoniones.
Utilizaremos este hecho para demostrar que la esfera S® con la estructura casi-compleja que
hemos definido, no es una variedad compleja. Veamos que el tensor de Nijenhuis puede ser
expresado en términos del asociador de los octoniones. En primer lugar, veamos que en R"
se tiene la siguiente igualdad:

[X,Y] =DY(X) - DX(Y)

para cualesquiera campos vectoriales X, Y € X(R") y donde DX y DY denota la diferencial
(Teorema A.25) de X e Y respectivamente.

Consideramos el espacio euclideo R™ de coordenadas globales (z!,...,2"). En coordenadas
locales, podemos escribir

X—;WX Y = Z@w

Por un lado, desarrollamos el corchete de Lie. Sea f € F(R"™),

[X,Yuf)=X<Y<f>>—Y(X<f>>=X( ) v (2 g -

= 0 [~ 0f af -
_Zﬁxi<_8xﬂ ) Z@W( oz’ )Yj_

=1 j=1
:Zzaxi ) ZZ@&:J (8:1:’ >Y]:

i=17=1 Jj=11i=1
P O%f . Of oyI . oF 9X\ ..
= ;; <axiaxjyj + Ol (%vi) ;;( xjaxl 8xi(9gr:j>yj —
_NAN~OF OV 0f OXT "o ov L 0 ox
_gz_: oxJ (9sz oxt 5353 (;; Gy 83@1 ~ 5 B yj)(f)
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Por otro lado, desarrollamos DY (X) y DX (Y).

oy'! oyt 1 n Y vi
Ozl T Bz X Zl 1 9zt X
py(x)=| : | = -
oy oyn n n 8Y" i
oz T gm X Zl 1 9zt X
X! ox! 1 n 09Xy
ozl T g Y Zl 1 8301 Y
px(v)=| NI -
oxX™ oxXm n n 6X RV
ozl T g Y Zl 1 9x Y
En coordenadas locales,
E"‘: i o) 6Y "L~ 9 8X
oxJ 81’2 ozt 8x3
=1 j=1 =1 j=1

Luego, en efecto, [X,Y] = DY (X) — DX(Y).

Notemos que en la demostracion es clave que la matriz de la diferencial se corresponda con la
de la matriz jacobiana, y esto ocurre si la variedad estd inmersa en un espacio euclideo. En
nuestro caso, estamos considerando la esfera S, que es una hipersuperficie de R”. Por tanto,
dados X,Y € X(S%), los podemos ver como campos vectoriales de R” donde

X R7 — R7
p=(p1,...pr) — X(p)=(X'(p),.... X" (p))

Y, del mismo modo, DX = (Xp). : TPR% — T,R".
Por tanto, la férmula que acabmos de demostrar es valida en nuestro caso. Luego, podemos
escribir el tensor de Nijenhuis de la siguiente manera:

Nj(X,Y) =D(JY)(JX) - D(JX)(JY) = DY(X) + DX(Y)+
— J(D(JY)(X) = DX(JY)) = J(DY(JX) — D(JX)(Y))

Tal y como afirma el articulo que estamos siguiendo [12], diferenciando, obtenemos las si-
guientes expresiones:

DJY)(JX) = J(DY(JX))+Y -JX
J(D(JY)(X)) = —DY(X) + J(Y - X)

Donde, el producto - denota, en este caso, al producto de los octoniones.
Entonces, podemos escribir,

Ny(X,Y)=J(DY(JX))+Y -JX — J(DX(JY)) - X - JY +
— DY(X)+DX(Y) +DY(X) - J(Y - )+
J(DX(JY)) — J(DY(JX)) = DX(Y)+ J(X -Y) =
=Y JX X - JY —JY - -X)+J(X-Y)
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Seaa€ Sty (_)" ce TaSg. Por definicién, J,Y, =Y, - @, luego

—

Ny(b,&)=¢-(b-a@)—b-(C-@)—(E-b)-a@+(b-0)-d=

En la dltima igualdad, hemos utilizado que los octoniones son un algebra alternativa y que,
por tanto, el asociador es alternado, como ya vimos en el capitulo 1. Si tomamos e; € S y

€y, €5 € T,,S°, entonces
Ne7(€27€5) = 2[8278575‘7] = _251 ?é 0

Donde €; denotan los vectores candnicos.
Por tanto, la estructura casi-compleja que hemos definido sobre la esfera S° no la dota de una
estructura compleja. No obstante, eso no implica que la esfera no sea una variedad compleja.

En 1947, Heinz Hopf se pregunté si toda variedad diferenciable admitiria una estructura
compleja, después de que Hassler Whitney demostrara que si que admiten una estructura
real-analitica. Fue el mismo Hopf el que respondié a su propia pregunta de forma negativa,
demostrando que habia infinitas variedades orientables de dimensiéon par que no admitian
una tal estructura. Entre ellas, se encontraban las esferas de dimensiones cuatro y ocho.

Sin embargo, a pesar de sus avances, Hopf reconocié que no habia sido capaz de determinar
si las esferas S con m # 1,2,4 admitian una estructura compleja o no.

A dia de hoy, se sabe que las Unicas esferas que admiten una estructura casi-compleja son las
esferas de dimensiones dos y seis (lo demostraron Borel y Serre en 1951), luego son las tinicas
que podrian admitir una estructura compleja. Ya hemos visto que, por su parte, la esfera de
dimension dos es compleja. No obstante, es la pregunta acerca de si la esfera de dimensién
seis admite una estructura compleja o no, la que sigue abierta a dia de hoy y a la que se
conoce como Problema de Hopf. Se puede encontrar mas informacién sobre su historia en [1].

3.2 Estructura casi-hermitica y estructuras de tipo simpléctico

A lo largo de este capitulo, hemos hablado de las estructuras casi-complejas de una variedad.
En particular, de las de las esferas de dimensiones dos y seis. Comenzaremos esta seccién
definiendo las variedades casi-hermiticas, que tienen una métrica riemanniana adaptada a la
estructura casi-compleja. Después, veremos las de tipo simpléctico. Las introduciremos breve-
mente y veremos algunas relaciones entre ellas. Ademds, siguiendo el hilo del trabajo, veremos
qué esferas admiten dichas estructuras. Para esta seccién, hemos seguido los capitulos 1 y 4
de [3] y el capitulo 3 de [18].

Para poder definirlas, vamos a tener que dotar de una métrica a la variedad. Por ello, vamos
a recordar primero qué es una métrica riemanniana.

Definicion 3.15 Sea M una variedad diferenciable. Se dice que g es una métrica rieman-
niana en M si g es un campo tensorial de tipo (0,2) (Definicion A.34) simétrico y definido
positivo. En tal caso, se dice que (M,g) es una variedad riemanniana.

De hecho, es posible definir una métrica riemanniana en toda variedad que sea Ty (Definicién
A.12) y cumpla el segundo axioma de numerabilidad (Definicién A.10).
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Teorema 3.16 Toda variedad (Ty y II1.A.N) admite una métrica riemanniana.

Demostracion. Por el Teorema de inmersiéon de Whitney (Teorema A.31), sabemos que
toda variedad M de dimensién n que sea Tp y I1.A.N, admite un embedding regular en
R?". Por otro lado, todo espacio euclideo tiene una métrica riemanniana ¢ standard. Luego,
en particular, basta definir la métrica riemanniana en M como la restriccion de la métrica

standard de R?™ a M.
O

Por tanto, a partir de ahora, ademés de considerar cualquier estructura sobre una variedad
(como una estructura compleja o casi-compleja), se puede considerar una estructura adicional
que viene dada por una métrica riemanniana.

Definicion 3.17 Sea M una variedad casi-compleja con una estructura casi-compleja J. Una
métrica riemanniana g se dice métrica hermitica si se cumple

g(JX,JY) = g(X,Y) VX,Y € X(M)

A una variedad casi-compleja con una métrica hermitica se le denomina variedad casi-
hermitica.
Si la variedad tiene una estructura compleja y una métrica hermitica, se llama variedad
hermitica.

Ejemplo 3.18 Los espacios euclideos de dimension par R*™, con la métrica standard g son
variedades hermiticas.

Estos espacios son isomorfos a los espacios complejos C™, luego son variedades complejas.
La matriz que define su estructura compleja es la siguiente

0 1d,
/= <—Idn 0 )
Notemos que J'J = Ids,, donde J' denota la matriz traspuesta de J. Por otro lado, la métrica
standard en R*™ viene dada por la matriz identidad g = Ids, . Dados X,Y € R?", expresamos
matricialmente las siguientes igualdades

g(JX,JY) = (JX)'g(JY) = X'JgJY = X'J'JY = XY
g(X,Y) = Xlgy = XY

Luego, la métrica es hermitica y, por tanto, (R*",.J, g) se trata de una variedad hermitica.

Ejemplo 3.19 La esfera de dimension dos, S®, con la estructura compleja que ya hemos
definido anteriormente J y g la métrica standard, es una variedad hermitica.

Consideramos la estructura casi-compleja J definida en 3.1.1, que ya hemos visto que se
trata de una estructura compleja. Sean X,Y € X(S?), recordamos que JX = X x N, luego
X, Y, JX,JY estdn sobre el mismo plano. Comprobamos que el dngulo que definen X eY es
el mismo que el que definen JX y JY. Por las propiedades del producto vectorial, X y JX
son ortogonales e Y y JY también. Tenemos el siguiente esquema:
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Figura 5: Representacion de los campos vectoriales X, Y, JX, JY sobre el mismo plano.

Tal y como hemos denotado en el dibujo, llamamos « al dngulo que forman X e¢Y y B al
que definen JX y JY . Por un lado, tenemos que el dngulo que forman X y JY es a+m/2 y,
por otro lado, que también es w/2 + (. Luego, igualando ambas expresiones, concluimos que

a=p.

Ademds, la estructura casi-compleja J preserva la norma euclidea.
= = 7r
X1 = 11 % 11 = 11 151 sen (5 ) = 1]

Por tanto, dado que g es la métrica standard, se cumple que
9(J X, JY) = [[JX|| [|JY]| cos(B) = [|X]|| [[Y]] cos(er) = g(X,Y)

Luego, en efecto, la métrica es hermitica y al ser (S%,.J) una variedad compleja, concluimos
que (S?,J,g) es una variedad hermitica.

De una forma similar, se podria probar que (S8, J,g), donde J es la estructura casi-compleja
definida en 3.1.2 y g la métrica standard, es una variedad casi-hermitica. En este caso, no
seria hermitica porque J define una estructura casi-compleja que no es compleja, a diferencia
del caso de la esfera de dimension dos.

Observacion 3.20 A la esfera de dimension n
S"={(a',....,a") e R (2 + L+ (2"T)? =1}
dotada de la métrica standard se le denomina round sphere.

En el teorema precedente, hemos visto que siempre podemos definir una métrica riemanniana
sobre una variedad. Nos podemos preguntar también en qué casos podriamos definir una que
sea hermitica. La respuesta es que siempre que tengamos una estructura casi-compleja vamos
a poder hacerlo.

Teorema 3.21 Toda variedad casi-compleja admite una estructura casi-hermitica.

Demostracion. Sea (M, J) una variedad casi-compleja, hemos de probar que existe g una
métrica riemanniana de forma que g(JX,JY) = g(X,Y) para todos X,Y € X(M). Por el
Teorema 3.16, sabemos que existe G una métrica riemanniana. Definimos g de la siguiente
manera:

g(X,Y) = G(JX,JY) + G(X,Y)
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Claramente g es también una métrica riemanniana, por serlo G. Veamos que g es hermitica.
9(JX,JY) = G(J2X, J2Y) +GJX,JY)=G(-X,-Y)+GJX,JY) =
=GX,)Y)+G(JX,JY)=g(X,)Y)
Luego, (M, J, g) es una estructura casi-hermitica sobre M.

O

Por 1ltimo, vamos a introducir las estructuras de tipo simpléctico, que al igual que en los
casos anteriores, son propias de las variedades de dimensién par.

Definicién 3.22 Sea M?" una variedad diferenciable de dimension par, se llama variedad
cast-simpléctica si tiene definida globalmente una 2-forma w tal que, en cada punto de la
vartedad se tiene que

w/\'n-)-/\w;é()

Si ademds se cumple que dw = 0, entonces se dice que es una variedad simpléctica.
Teorema 3.23 Toda variedad casi-hermitica admite una estructura casi-simpléctica.

Demostracion. Sea (M, J,g) una variedad casi-hermitica, donde M es una variedad de
dimensién par, J una estructura casi-compleja y ¢ una métrica hermitica. Definimos:

w(X,Y) = g(JX,Y) VX,Y € X(M)

Comprobemos que se trata de una 2-forma. Claramente se trata de un campo tensorial de
tipo (0,2), veamos que es antisimétrica.

w(Y, X) = g(JY, X) = g(J2Y, JX) = g(~Y, JX) = —g(¥,JX) = —g(JX,Y) = —w(X,Y)
Donde hemos utilizado que J? = —Id por ser J una estructura casi-compleja, que g es
hermitica y que g es simétrica por ser una métrica riemanniana.

Falta ver que w A . A w # 0, lo que es equivalente a ver que es una 2-forma no degenerada.
Esto es, que si w(X,Y) = 0 para todo Y € X(M), entonces X = 0. Supongamos que
w(X,Y) =0 para todo Y € X(M), entonces ¢g(JX,Y) = 0 para todo Y € X(M). Como g es
no degenerada, entonces JX = 0. Pero J es un endomorfismo tal que J? = —Id, luego X =0
como querfamos ver.

g

Observacion 3.24 Las estructuras casi-compleja, casi-hermitica y casi-simpléctica estan re-
lacionadas entre si mediante los elementos J, g y w.

Partimos de la definicion de la 2-forma w. Para todos X,Y campos vectoriales en M, se tiene
que w(X,Y) = g(JX,Y). Haciendo un abuso de notacion, ahora vamos a considerar J, g y
w las matrices que definen dichas aplicaciones.

XY = (JX)lgY = X' JlgY

Luego, w = Jtg.
De esta forma, cada elemento se puede expresar en términos de los otros dos:

J= (97"’ g=(J")"w w=J'y
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Observacion 3.25 Las variedades casi-simplécticas tienen las mismas obstrucciones topoldgi-
cas que las casi-complejas: ser orientables y de dimension par.

Las tnicas esferas que admiten una estructura casi-compleja son las de dimensiones dos y
seis. Sin embargo, el nimero de esferas que admiten una estructura simpléctica es atin mas
reducido, pues solo la de dimensién dos es una variedad simpléctica.

Teorema 3.26 La unica esfera simpléctica es la de dimension dos.

Demostracién. Veamos, en primer lugar, que la esfera de dimensién dos, S?, admite una
estructura simpléctica.
Ya sabemos que S? es casi-compleja, luego por el Teorema 3.21, admite también una estruc-
tura casi-hermitica. Por tanto, como bien hemos demostrado en el Teorema 3.23, podemos
afirmar que la esfera S? es casi-simpléctica. Es decir, existe una 2-forma w € A?S? tal que
w # 0 en todo punto. Para que sea una estructura simpléctica, hay que comprobar que
dw = 0. Pero dw € A3S? es una 3-forma sobre una variedad de dimensién dos y, por tanto,
dw = 0.

Ya hemos mencionado que las variedades simplécticas tienen dimensién par, luego veamos
que ninguna otra esfera de dimensién par puede admitir una estructura simpléctica.
Supongamos que S?” con n > 1 es una esfera de dimensién par que admite una estructura
simpléctica. Entones, existe una 2-forma w € A2S?" tal que

n)

w AN wH#ED

En particular, se tiene que w # 0. Luego, w generaria una clase no nula en el segundo grupo
de cohomologfa de la esfera, H?(S?"). Sin embargo, esto supone una contradiccién, puesto
que el k-ésimo grupo de cohomologia de las esferas es (consultar Teorema 17.21 de [10])

0 en otro caso
Noétese que es en este punto donde influye que la dimensién de la esfera sea estrictamente
mayor que dos. Por todo ello, ninguna otra esfera es simpléctica.

0

Observacion 3.27 Se llama variedad Kdahleriana a una variedad de dimension par que
cuenta con una estructura compleja J, una métrica hermitica g y una 2-forma w tal que
dw = 0. Notemos que toda variedad Kdhleriana es simpléctica. En particular, como acabamos
de demostrar que la esfera de dimension seis no es simpléctica, tampoco es Kdhleriana. Sin
embargo, la esfera S* si que es Kdhleriana.

Relacionado con este teorema, se encuentra un resultado de Claude LeBrun [9] acerca de
la round sphere que afirma que ninguna esfera, salvo el caso de la esfera de dimensién dos,
admite una estructura ortogonal. Esto es, que no admite una estructura compleja compatible
con la métrica standard. A parte de la esfera de dimensién dos, la tinica que podria cumplirlo
es la de dimensién seis, ya que no hay més con estructura casi-compleja. Sin embargo, LeBrun
demuestra que esta tltima tampoco lo cumple.
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4 Teorema de Kirchhoff

Este capitulo, tal y como su nombre indica, estd dedicado a demostrar el Teorema de
Kirchhoff, el cual establece una bonita relacién entre las esferas paralelizables y aquellas
que admiten una estructura casi-compleja.

Fue en 1947 cuando Kirchhoff publicé este resultado, en el que afirma que si una esfera es
casi-compleja, entonces la esfera de una dimensién superior es paralelizable. A partir de ese
momento, surgieron otros resultados que terminaron haciendo caer en el olvido dicho teore-
ma: en 1951, Armand Borel y Jean-Pierre Serre probaron que S? y S® son las tinicas esferas
que admiten una estructura casi-compleja y, por su parte, en 1958, J. F. Adams demostro
que Unicamente las esferas S', S? y S7 son paralelizables.

De hecho, combinando dos de los resultados que acabamos de mencionar, se deduce facil-
mente el tercero. Sin embargo, es el de Kirchhoff el uinico que establece una relacién entre
las estructuras casi-complejas y paralelizables de las esferas. La demostracion del teorema
consiste en construir una paralelizacién explicita de la esfera en cuestién a partir de la es-
tructura casi-compleja de la esfera de una dimensién menor. Para realizar la demostracién,
hemos seguido esencialmente los recientes articulos [15] y [12].

Teorema 4.1 (Teorema de Kirchhoff) Sila esfera S™ admite una estructura casi-compleja,
entonces la esfera S es paralelizable.

Demostracion. Sean S* C R*H y S+l © R™*2 las esferas de radio uno, centradas en el
origen y de dimensién n y n + 1 respectivamente. Para demostrar que S**! es paralelizable,
hay que ver que existe una base global de campos vectoriales en dicha esfera. Esto es, que
existen X1, ..., Xpp1 € X(S"*!) campos vectoriales tales que, para cada x € S"*! se tiene que

{(X1)z, - (Xnt1)z} es una base del espacio tangente T,,S" .

Consideramos la inclusién de los espacios euclideos R"*! ¢ R"*2, donde cada punto (p1, ..., pni1)
de R™*! se corresponde con el punto (pi,...,pni1,0) de R* 2. Sea J una estructura casi-
compleja en S". Consideramos € := &, 9 € R"*2 donde €,,2 = (0, ...,0,1) € R"*2 perpendi-
cular a R™*! con el producto euclideo.

Dividimos la demostracion en varios pasos:

1. Veamos, en primer lugar, que en cada punto y € S”, la estructura casi-compleja J,, :

7,5 > T,

Y yS™ se puede extender a una aplicacién lineal jy : T, yR"Jré — TyR’”ﬁ tal que
~2
J

y

= —1I, donde I denota la matriz identidad.
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TySn—H

Rn+1

Sn

o3

Figura 6: Representacién de las esferas S™ y S, el vector €, el punto y, el espacio vectorial
tangente a la esfera S” y el espacio afin tangente a la esfera S*+1.

Como tenemos que TZ’,R’HZ >~ R"+2 ] escribiremos J,, : R"™? — R"*2, Definimos dicha
aplicacién de la siguiente manera:

W=7 I@=-¢ I@)=J0 VieT§

Como J? = —I por ser J una estructura casi-compleja, se deduce inmediatamente que
=2 e . .
Jy, = —I1.Y, por tanto, J, es una estructura casi-compleja sobre R™t2,

2. Ahora, sea £ € R™*2 un vector no nulo, entonces se puede escribir de forma tinica como
Z=caé+ By, donde o, ER, B =0eyeS".

Definimos una aplicacién lineal &, : R"t2 — R"*2 de la siguiente manera:

0 :=al + Bjy

Veamos a continuacién que la aplicacién &, es un automorfismo de R"*2.

Comprobamos que se tiene

1 ~
~—1 _
Oy = m(al—ﬁjy)

La aplicacién estd bien definida porque a? 4 3% # 0 al ser Z no nulo.

En efecto,
5l 6, = ;(al — BJ,)(al + BJ,) = ———=5(a’I? + aBJ, — aBJ, — B2J?)
T a2 + B2 Y y a? + 32 Y Y y
1 2 2
_ 2+,82<a +p) =1

De forma andloga, se tiene directamente que &, 6, ' = I. Luego, la aplicacién es biyec-
tiva y, por tanto, se trata de un automorfismo del espacio vectorial R"*2.
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3. Para cada z € S"t!. denotamos la restriccién de &, a R*! como o, := 6|pnt1.
} x T z|R

T |

Veamos que cuando z € S, entonces o, : R — T,,S"*! es un isomorfismo.

Notemos primero que se tiene que R"t! =< ¢ > @ TySﬁ donde < ¢ > denota el

subespacio generado por §. De hecho, los espacios < ¥ >y T,S™ son ortogonales entre
si.

—

Veamos que, dado x € S"*1, se tiene que o, (%) es ortogonal a .

Por un lado,
5o (§) = (al + BJy)(H) = af + BJ,(§) = aif + B(—8)

Como la aplicacién o, no es més que la restriccién de g, claramente o, (y) = 6(¥).
Calculando el producto escalar entre o, (¥) y &,

02(§) - T = (af — BE) - (a&+ BY) = a*(§ - €) + aB(7 - §) — aB(€- &) — *(€- ¥)

Donde - denota el producto escalar standard en R"*2. Como i L &, entonces i/ - € =
¢ iy = 0. Por otro lado, if-¢/ = €-€ = 1. Sustituyendo en la expresién anterior, obtenemos

0:(Y) - T=af —La=0

T,5"

—

Veamos ahora que, dado ¢ € , se tiene que o, (¥) es ortogonal a Z. Por un lado,

G5.(0) = (ol + B.J,) () = ab + BJy(T) = af + B.J,(D)

Al igual que en el caso anterior, claramente 0,(7) = 6,(7). Calculamos el producto
escalar entre 0, (V) y Z,

Ux(g) T = (0“7"‘ BJy(U)) : (Oé5+ /Bg) =
= a*(T- &) + aB(T - ) + aB(Jy (V) - €) + B2(J, (D) - §)

Comprobamos que todos los productos escalares de la expresién anterior se anulan: En

—

primer lugar, como 7 € R"*! y & es ortogonal a R"*!, ¥- & = 0. Por otro lado, como

T,S" es ortogonal a < § >, se tiene que 7§ = 0. Asimismo, como J,(?) € T,S"™ C R,

entonces Jy(¥) - € = 0. Por ultimo, J,(v) € TySi; y TyS; 1<y >, luego Jy(v) -y = 0.

Por tanto, se tiene que o, (v) - & = 0.

Todo punto de R =< ¢ > @TySiz se puede escribir de la forma Z = Ay + ¥ con

ve TySiz y A € R. Como o, es una aplicacién lineal, 0,(2) = Ao, (¥) + 0.(¥) que, como

acabamos de demostrar, es ortogonal a Z para un x € S**!. Por tanto, deducimos que
_—

O'x(Rn—H) C Tx<Sn+1).

En el segundo paso, hemos probado que &, es un automorfismo, luego resulta que

Golpnir : R — (G4 |gns1 ) (R™) C T, (S"H1) es un isomorfismo. Como se tiene que

(&m‘R”H)(RnJFI) - Tm(SnJrl) y
—
dim T, (S"™) = n 4+ 1 = dim R"*! = dim I'm(o,)

T |

: ~ 1 1 1 -
concluimos que (G4 |gn+1)(R™"H) = T,.(S"H), luego o, : R"*! — T,S"*! es un isomor-
fismo, como queriamos probar.
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4. Por tanto, para cada x € S"*!, se considera el conjunto de campos vectoriales

{Xi(x) :== 02(€) }im1,...n41

donde {é},...,€,.1} es la base canénica de R""! que definen la paralelizacién que
buscamos.

Si queremos obtener una expresién explicita de estos campos, podemos hacerlo de la
siguiente manera:

Sea x = (21, ..., Tni2) € S", podemos escribir

T=ae+ Y= rpi26nr2+ (- €1)E1 + (¥ €2)é2 + ... + (¥ Ent1)€nt1)

- =

donde se tiene que B(7 - é;) = x; para cada i € {1,...,n+ 1}.
Notemos que & = (¢ - ) + & — (& - ) donde (6 - )j €< § > y & — (& - )7 € T,S".
Por tanto, sustituyendo en la expresién de o,
Xi(x) = 04(6) = (znial + BJy)(€) =
= Tnta6; + By (6 - )T+ & — (& - i) =
= @26 + B(& - )y () + BTy (& — (& - P)) =

= Tpi26; — 1€+ BJy(& — (€ - YY)

o Dy

~—>

La expresién explicita de los campos nos permite asegurar que son campos vectoriales di-
ferenciables porque Jy, es diferenciable, al ser una estructura casi-compleja. Ademas, los
campos vectoriales son linealmente independientes por definicién, ya que {é1,...,€,4+1}
es una base y g, es un isomorfismo.

Por tanto, hemos encontrado una base global de campos vectoriales diferenciables en la esfera
S"*1 luego podemos concluir que es paralelizable, como querfamos ver.
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5 Estructuras casi-contacto y estructuras contacto

En este capitulo se presentaran las estructuras casi-contacto, que podrian considerarse las
analogas a las estructuras casi-complejas pero en dimensién impar. En particular, nos cen-
traremos en el ejemplo que nos concierne: las esferas. Asimismo, introduciremos también las
estructuras contacto.

5.1 Estructuras casi-contacto

Previamente, se han introducido las estructuras casi-complejas, y a una variedad dotada de
una tal estructura se le conoce como variedad casi-compleja. Hemos visto que estas variedades
tienen que tener dimensién par, lo que nos hace preguntarnos si existird alguna especie de
analogo para estas estructuras pero en dimensiéon impar. La respuesta es que si, y esto da
lugar a la nocién de estructura casi-contacto. Para esta seccidn, se ha seguido principalmente
el articulo [13] y el capitulo 5 del libro [18].

Definicion 5.1 Sea M una variedad diferenciable de dimension impar 2n+1. Una estruc-
tura casi-contacto en M es una terna ¥ = (p,&,m) donde ¢ es un campo tensorial de
tipo (1,1) en M, & es un campo vectorial sin ceros de M y n es una 1-forma diferencial, que
cumplen:

i) p(§) =0
i) nop =20
ii) n(§) =1

i) pop(X)=—-X+nX)§ con X € X(M)
Una variedad diferenciable dotada de una tal estructura se dice variedad casi-contacto.

Observacion 5.2 Si (p,&,n) es una estructura casi-contacto sobre una variedad M y consi-
deramos & el campo vectorial sin ceros y una distribucion D = ker n transversa al campo, de
la propiedad iv) se deduce que el tensor ¢ restringido a D, es decir ¢|p, es una estructura
casi-compleja.

Como 2n + 1 es la dimension de M y, por tanto, también la dimension de Tp—]\f en cada
p € M, y dado que n no es idénticamente nula entonces, en cada punto, se tiene que

e
dim Dy = dim TyM — rangn, =2n+1—-1=2n
Como <p|% = —Id|p y se tiene que £ € ker p y & € ker 2, resulta que el rango de ¢ es 2n.

Podemos preguntarnos, a su vez, por la unicidad de las estructuras casi-contacto sobre una
variedad M. Resulta que si tenemos dos ternas que forman dichas estructuras en las que
el campo tensorial ¢ coincide, si algin otro de sus elementos coincide, entonces el tercero
también lo hace, como se demuestra en la siguiente proposicién.

Proposicion 5.3 Sea M una variedad casi-contacto:
i) Sean (p,&,n) y (p,&,n) dos estructuras casi-contacto sobre M, entonces & = ¢'.

ii) Sean (p,&,n) y (v, &,1') dos estructuras casi-contacto sobre M, entonces n =1'.

Demostracion. Demostramos cada apartado por separado:
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Como (¢,&,1) y (¢,&,n) son dos estructuras casi-contacto, se cumple:
n(§) =1=n(¢)
—X +n(X){=pop(X)=-X+n(X)§ VX eX(M)
En particular, si tomamos X = £ y sustituimos en la ultima propiedad, tenemos que:

-+ = -+ &)

De donde se deduce inmediatamente que £ = £’.

En este caso, otra vez por la iltima propiedad tenemos que se cumple que dado X un

campo vectorial de M, entonces —X +n(X )& = =X +1/(X)E, es decir, n(X)& = ' (X)E,
luego (n(X) — n'(X))§ = 0. Como £ es un campo vectorial no nulo, entonces se tiene
que n(X) = n/(X) para todo X € X(M).

O

Ejemplo 5.4 Vamos a construir una estructura casi-contacto sobre la esfera S* (donde S?
denota la esfera de dimension tres, centrada en el origen y de radio uno).

Sea R* con coordenadas globales (z,y, z,t). Notemos, en primer lugar, que S? est4 conte-
nida en R* que es isomorfo a C? y que, por tanto, tiene una estructura compleja J asociada.
Sea p € R*, consideramos por tanto, Jp TpR4 — TPR4 la aplicacién lineal definida por la
siguiente matriz:

00 0 -1
00 -1 O
T = 01 0 O
10 0 O

Por otro lado, si p = (p*, p?,p?,p?) € S3, consideramos Np = (p*, p?, p3, p*) el vector normal
a la esfera S? en el punto p. Calculando la imagen de ]\7], por J,, obtenemos que Jp(]\_fp) =
(—p*, —p3,p?, p'). Se comprueba de manera directa que .J (Np) : ]\71, = 0, donde - denota el
producto escalar standard de R%. Por tanto, J,(N,) € Tpﬁ.

—
Sabemos que TPR4 tiene como base al conjunto
(@), @), (&), ()
dx ), \0y ), \oz), \ot),

. o o 9 0
Ny=—t— L 1y 2 12 3
J(N) - zay+yaz+$at6%(8)

Luego, podemos escribir

De este modo, tomamos £ = J (]\7 ) que resulta ser un campo vectorial sin ceros sobre la esfera
S3.
Definimos ahora sobre X(S%), la distribucién D ortogonal al campo €. Sean,



Veamos que X e Y son campos vectoriales sobre la esfera S®. Para ello, basta ver que X N=0
y Y - N = 0. En efecto,

—

X - N=yz—-—zy+tz—2t=0
Y~]\7:zx—ty—xz+yt:0
Veamos ahora que los campos X e Y son ortogonales al campo vectorial £. Esto es, que
X -£=0yY - -£=0.Se comprueba de forma directa que
X-E=—yt—a(—2)+ty—2zx=0
Y- &=2(—t)—t(—2) —zy+yx =0
Ademsds, X - Y = yz + at — at — zy = 0, luego los campos X e Y son ortogonales entre si y,

por tanto, son linealmente independientes. Por todo ello, tenemos que {X, Y} es una base de
la distribucion D.

Buscamos ahora una 1-forma 7|3y de manera que ker n[y(ssy = D. Definimos
n = —tdxr — zdy + ydz + xdt

Luego, claramente, ker n|ys3s) C D.
Veamos que X,Y € ker n]y(ss)-

n(X)=—ty —z(—z)+yt+x(—2)=0
nY)=—tz—2z(-t)+y(—z)+2y=0

Luego, tenemos que ker n|xgs) = D.
TpSg
].310 y < &p > son ortogonales entre si. Definimos el tensor ¢ de la siguiente manera:
©p: TpSg — TpSg
fp — 0
Zp€e D, +— J,Z,

Por otro lado, tenemos que para cada p € S3, = ﬁpGB < & > donde ademaés los espacios

7,8

suma de un elemento de < &, > y un elemento de ﬁp, luego basta dar la imagen de &, y de

Veamos que la aplicacién estd bien definida: Todo elemento de se puede escribir como

un elemento 7, de ﬁp para definir la aplicacién.
e Por un lado, ¢,(§,) =0 € TpS§.

e Por otro lado, Z, € ﬁp C TpSg, luego J),Z, esta bien definido. Falta ver que ¢,(Z,) =

JpZy € T,S°. Calculamos primero las imagenes de X e Y por J:

)=l 40,9 0y
T =25~ 5, ~ e TV
o 0 o0 0

V)=—ylas? 90 x
TO) = =v5.78, 1o T *a
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Como Z, € ﬁp y {Xp,Y,} es una base de ﬁp, podemos escribir Z, = aX, + 8Y, con
a, B € R. Luego,

IpZp = Jp(aXy + BY,) = adpXp + BJpY), = oY), — BX,
Ahora, basta ver que J,Z,, - ]\7p = 0. En efecto,

JoZy- N, = (aY, — X,) - N,=aY, N, — X, - N,=0—-0=0

Ya hemos definido la terna (¢, £, n) de una estructura casi-contacto. Veamos que cumplen las
cuatro propiedades de la definicién:

i) p(€) =0

Se cumple directamente por cémo hemos definido la aplicacién .

i) nop=0
Por un lado, no ¢(§) =n(0) = 0.
Por otro lado, dado p € S3, sea Z, € Dy, mp 0 p(Zp) = np(JpZp) = np(aY, — BX,) =0
porque oY), — X, € ﬁp = ker ).
if) (€)= 1
(&) = (=) + (=p°)* + (»*)? + (p')* = 1 porque p = (p',p*,p*,p") € §°.
iv) pop(X)=—-X+n(X)¢ con X € X(S?)
Sea W, € T,S°. Entonces, W), se puede escribir como W), = WA/; + v, con I/IA/; € 131,

y v € R. A su vez, como {X,,Y,} es base de ﬁp, existen «, 3 € R tales que W, =
aX, + BY,. Calculamos ¢ o p(WW),):

©p © op(Wp) = wp o wp(aXy + BY, +7Ep) = wplawp(Xp) + Bep(Yp) + vep(&p)) =
= pp(apXp + BpYp) = pp(aY), — BXp) = app(Yy) — Bep(Xp) =
= a,Y, — BI,X, = —aX, - BY,

Por otro lado, desarrollamos la expresion —W), + n,(Wp)&p:

—W, + np(Wp)fp = —aX, — BY, —v& + np(ﬁ/; + ’Yfp)fp =
= —aXp — BYy — v + mp(Wp)&p + 1mp(§p)Ep

Como V[N/'p € ﬁp = ker 1, se tiene que 7,(W)) = 0 y por la propiedad i), n,(§,) = 1.
Luego, la expresion anterior se reduce a:

Wy +1p(Wp)&p = —aXy, — Y, =& + 796 = —aXp — BX,
Por todo ello, ¢, 0 ¢, (W),) = =W}, + 1,(W;)&, como queriamos ver.

Esta misma construccién que hemos hecho para la esfera de dimension tres, se puede gene-
ralizar a cualquier esfera de dimensién impar, obteniendo el siguiente teorema.

Teorema 5.5 Las esferas de dimension impar admiten una estructura casi-contacto.
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Demostracion. Sea S*™ 1 la esfera de dimensién 2n + 1 centrada en el origen y de radio
uno. Veamos que podemos definir una terna (¢, &,n) de forma que cumpla las propiedades
mencionadas en la Definicion 5.1.

Consideramos R?"*2 con coordenadas globales (', ..., 2%2"*2). Notemos que la esfera S?"+!
esta contenida en R?"*2, que a su vez es isomorfo a C**!. Luego, R?"*2 tiene una estructura
compleja J, que viene dada por la matriz:

_ 0 “in+1
= (In+1 0 )

Donde I, 1 denota la matriz identidad de dimensién n + 1.

Sea p € S?ntl ! 2n+2) el vector normal a la esfera S?7+!

, consideramos N, = (p,...,p en el

punto p. Notemos que Jp(ﬁp) es perpendicular a ]\71,, luego Jp(ﬁp) € TPS%J&. Tomamos

—

¢ = J(N), que se trata de un campo vectorial sin ceros. Recordemos que el conjunto de las
derivadas parciales forman una base del plano tangente, luego podemos escribir:

9 2n+2 +2 9 +1 9 1
€= @(—x )+ 4 axn+1(_"5n )+Wa;" —|—...+Wx
Por otro lado, definimos la 1-forma 7 en S?**! de la siguiente manera:
n= _$2n+2dx1 4o - xn+2dxn+1 + xn+1d$n+2 4+ $1d$2n+2

Y consideramos la distribucién D = ker 7|x2n+1y, que es una distribucién de dimensién 2n
y es ortogonal al campo vectorial £. Para definir ¢ lo hacemos de forma andloga al caso de
dimensién 3. El plano tangente en el punto p, Tp82”+ , se puede descomponer como suma
directa de l_jp y el subespacio generado por el campo vectorial §,. Por ello, basta dar la imagen
de un elemento de ﬁp y de &, para tener la aplicacién definida:

Tps%ﬁ — TPSZ“+i
&p — 0
ZyeD, v  JyZ

Pp -

Veamos que la aplicacién estd bien definida.

e Por un lado, ¢,(§,) =0 € TpSQ”J“i.

e Por otro lado, Z,, € ﬁp - TpSznﬁ, luego J,Z), esté bien definido. Falta ver que ¢, (Z,) =
JpZp € TPSZ”Q.
Escribimos Z, = (Z;7 . Zg”“) su expresion en coordenadas en la base de TpS%*i.
Como Z, € l_jp C TpS2”+i entonces Z, - Np = 0. Esto es,

Zy Ny =Zp' + ..+ 22022 = (8)

Por otro lado, como Z,, € ﬁp, entonces Z, es ortogonal a &,. Luego,
Zp i ép _ _Z;p2n+2 - — Z;l+1pn+2 + Z;L+2pn+1 4+ Z§n+2p1 -0 (9)
Ahora, escribimos JpZ, = (=232, —Z3*2 Z'*1 . Z]) su expresion en coorde-

nadas. Veamos que J,Z, - ]\7p = 0. En efecto, multiplicando la expresién (9) por —1,
concluimos que

JpZy- Ny = —Z22pL | gntdpnl | gkl 4 gl

Por tanto, ¢,(Z,) = J,Z, € TpSQ’”“Li como querfamos ver.
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Ya hemos definido la terna (¢,&,7n) que nos determina la estructura casi-contacto. Veamos
que cumplen las cuatro propiedades enunciadas en la definicién:

i) o) =0
Se cumple directamente por la definicién de ¢.
i) nop=0
Por un lado, o ¢(§) =n(0) = 0.
Por otro lado, sea Z,, € 5p. Veamos primero que J,Z,;, € ﬁp. En efecto, por la expresién
(8), se cumple que

Mp(JpZp) = (=P ) (=Z0"2) + o (") (=2 ) + " 2y 012, = 0
Por tanto, 1, o vp(Zp) = np(JpZy) = 0.
i) (€)= 1
Up(gp) —_ (_p2n+2)2 4+ (_pn+2)2 + (pn+1)2 o (p1)2 =1 porque p € §2n+1
iv) pop(X)=—X +n(X)¢ con X € X(S*F1)
Sea W), € T,S?"1. Entonces, W), se puede escribir como W, = W), + v£, con W, € Bp
y v € R. Por tanto,

©p © Pp(Wp) = ppo Wp(w; +78p) = Wp(Spp(WN/p) +70p(&p)) = Pp(JpWp) = ngWp =W

Por otro lado, desarrollamos la expresién —W,, + n,(W,)&,:

Wy + np(Wp)fp = _V[A/jo -7+ np(WA/; =+ 'Yfp)gp = _M/\/; -7+ np(ﬁ/;)fp + 'an(fp)fp

Como V[A/;7 € 13p = ker 1,, entonces np(I/IA/;,) = 0 y por la propiedad iii) que acabamos
de demostrar, n,(&,) = 1. Luego, la expresion anterior se reduce a:

_MA/; =7 +Ep = _WA/;
Por todo ello, ¢, 0 ¢, (W),) = =W, + 1,(W,)&, como queriamos ver.

O

Observacién 5.6 Notemos que al producto de variedades casi-contacto no se le puede dotar
de una estructura casi-contacto, pues para poder hacerlo, la variedad tiene que tener dimen-
ston impar, pero el producto de dos variedades de dimension impar tiene dimension par.
Luego, el producto de variedades casi-contacto no es una variedad casi-contacto.

No obstante, hemos dicho que las estructuras casi-contacto podrian considerarse un analogo
a las estructuras casi-complejas pero en dimensién impar. Es por esto, que nos podriamos
preguntar si al producto de dos variedades casi-contacto, que tiene dimension par, se le puede
dotar de una estructura casi-compleja inducida por las estructuras casi-contacto de cada una
de ellas. La respuesta es que si, pero lo veremos con méas detalle en el siguiente capitulo.

Observacion 5.7 En general, una estructura casi-contacto sobre una variedad no es unica.
Por ejemplo, podemos considerar la esfera de dimension cinco, S°. Por un lado, tenemos la
estructura casi-contacto que hemos construido en la demostracion del Teorema 5.5.
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Para construir otra estructura casi-contacto, podemos definir la esfera S® como la interseccion
entre la esfera de dimension seis centrada en el origen, S C R”, y el hiperplano {x7 = 0}. A
su vez, ya hemos definido con anterioridad una estructura casi-compleja J sobre la esfera SS.
La nueva estructura se construye de forma andloga a lo hecho en el teorema, pero utilizando,
en su lugar, la estructura casi-compleja de la esfera S para definir los elementos necesarios.

Se puede probar que, en efecto, ambas estructuras son diferentes, como se afirma en el ejem-
plo 4.5.3 de [3]. La principal diferencia radica en que la primera de ellas es, ademds, una
estructura contacto (las cuales las introduciremos en la siguiente seccion), mientras que la
sequnda no lo es.

A continuacién, vamos a introducir brevemente las estructuras casi-contacto métricas. Al
igual que ocurria con las casi-complejas, se trata de una estructura casi-contacto con una
métrica riemanniana.

Vamos a enunciar un resultado que es clave para entender bien lo que explicaremos en la
siguiente seccion: la estructura contacto.

Proposicién 5.8 Toda variedad casi-contacto M de estructura (p,&,n) admite una métrica
riemanniana g tal que

i) n(X)=g(X,§) VX € X(M)
i) g(eX,pY) =g(X,Y) —n(X)n(Y) VXY € X(M)

A esta métrica g la denominaremos métrica riemanniana asociada a la estructura
cast-contacto dada.

Demostracion. Probaremos cada uno de los apartados por separado.
Sea M una variedad diferenciable T5 y II.A.N, como bien hemos demostrado en el

Teorema 3.16 sabemos que M admite una métrica riemanniana f. Definimos, en primer
lugar, una métrica riemanniana auxiliar h de la siguiente manera:

WX, Y) = f(X =n(X)&Y —n(Y)E) +n(X)n(Y) VX, Y € X(M)

Se trata de una métrica riemanniana por ser un campo tensorial de tipo (0,2) (f lo es por
hipétesis y 7 es una 1-forma, luego es lineal), es simétrica por serlo f y es definida positiva
ya que

h(X,X) = f(X + (X)X, X +7(X)X) + (n(X))? VX € X(M)

Al ser f definida positiva, h también lo es. Luego, en efecto, h es una métrica riemanniana.
Notemos, ademas, que se tiene

h(X,§) = f(X =n(X)&, & = n(§)S) +n(X)n(§) = f(X —n(X)E,0) +n(X) = n(X)
Ahora, definimos la métrica g que nos interesa, de la siguiente manera:
GXY) = S Y) + hpX, o¥) +u(X)n(Y)) VXY € X(M)

Andlogamente a lo que hemos con h se puede demostrar que g es una métrica riemanniana.
Veamos ahora que se cumple que n(X) = g(X, ) para todo X € X(M).

1

9(X,§) = %(h(X, &) + hpX, p€) +n(X)n(€)) = 5 (n(X) + h(pX, 0) + (X)) = n(X)
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A partir de la métrica g que hemos definido en el apartado anterior, desarrollamos la
siguiente expresion:

92X, V) = S (X, 9¥) + (G X, 0 ) + (e X)n(pY ) =

- %(h(@X, QY ) + h(—=X +n(X)&, =Y +n(Y)E) =
1

= 5 (h(pX, 9Y) + h(X,Y) = h(X,n(Y)E) — h(n(X)&, Y) + h(n(X)&, n(Y)E) =
= %(h(sz, @Y) + h(X,Y) = n(Y)h(X, &) —n(X)h(EY) +n(X)n(Y)h(E, ) =
= %(h(sz, Y ) + (X, Y) = n(Y)n(X) = n(X)n(Y) +n(X)n(Y)) =

=g(X,Y) = n(X)n(Y)
Donde hemos utilizado las propiedades de las estructuras casi-contacto.

g

Definicién 5.9 Sea M una variedad diferenciable dotada de una estructura (v, &,mn,g), donde
g es una métrica riemanniana asociada a la estructura casi-contacto (p,&,n), entonces se dice
que M tiene una estructura casi-contacto métrica (¢,§,n,9) y se llama variedad casi-
contacto métrica.

5.2 Estructuras contacto

En el caso de variedades de dimensién par, habiamos definido dos estructuras: las de tipo
complejo y las de tipo casi-complejo. Ya hemos visto que en el caso de variedades de dimension
impar, podemos considerar las estructuras casi-contacto, pero de hecho, podemos definir
también lo que se conoce como estructura contacto y, al igual que en el caso complejo,
toda estructura contacto sera casi-contacto. De hecho, al igual que habiamos establecido
una analogia entre las estructuras casi-complejas y las casi-contacto, las estructuras contacto
seran el analogo de las estructuras simplécticas. Para esta seccién, seguiremos principalmente
el capitulo 3 de [3] y el capitulo 5 de [18].

Definicion 5.10 Una variedad diferenciable M de dimension 2n+1, se dice que tiene una
estructura contacto si lleva asociada una 1-forma n, globalmente definida en M, de forma
que

77/\d77/\-n-)-/\d777é0
A n se le llama forma contacto de M y a (M,n) variedad contacto.

Observacion 5.11 FEs en la propia definicion de variedad contacto donde se ve la analogia
con las estructuras simplécticas. En este caso se pide que la 1-forma cumpla

17/\d77/\-n-)-/\d777é0
Y en el caso de la estructura simpléctica, la 2-forma tenia que cumplir que
n)

WA Aw#0
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Al igual que sucedia con las variedades complejas y casi-complejas, tenemos el siguiente
teorema:

Teorema 5.12 Sea M una variedad diferenciable de dimension 2n+1 con una estructura
contacto 1. Entonces, eziste una estructura casi-contacto métrica (p,&,m,g) tal que

g(X7 (;DY) = dT](X» Y)
Demostracion. Como 7 es una forma contacto, se cumple que n AdnA . Adn # 0. De esta
condicién se sigue que dn tiene rango 2n (sobre el dlgebra de Grassmann (Definicién A.36)).
Por tanto, para cada punto p € M se tiene que {X € T,M : dn(X,Y) =0 VY € T,M}

donde 7 # 0 es un subespacio de dimensién 1. Sea &, un elemento de dicho subespacio tal
que 71(&p) = 1, tenemos un campo vectorial sin ceros tal que

dn(§, X) =0 vX e X(M), n()=1

Definimos ahora el campo tensorial de tipo (1,1). Por la demostracién de la Proposicién
5.8, sabemos que existe una métrica riemanniana h tal que n(X) = h(X,§). Por otro lado,
definimos el complemento ortogonal de £ de la siguiente manera:

EE={X eX(M):h(X,£) =0} =kern

Luego, dn es una forma simpléctica sobre el complemento ortogonal de £ y, por tanto existe
una métrica ¢’ y un endomorfismo ¢ en el complemento ortogonal de & tal que ¢'(X, pY) =
dn(X,Y) y ¢? = —Id. Extendiendo ¢’ a una métrica g, definiéndola como h en la direccién & y
extendiendo ¢ de modo que ¢(§) = 0, entonces tenemos la estructura casi-contacto (¢, &, 7, g).

g

Observacion 5.13 FEn la demostracion se utiliza un teorema que afirma que dada una varie-
dad simpléctica (M?>",w), existe una métrica riemanniana g y una estructura casi-compleja
J tal que

9(X,JY) = w(X,Y)
No realizamos la demostracion, pero se puede consultar el Teorema 4.3 de [3].

Se puede demostrar que toda hipersuperficie M?"*! de un espacio euclideo de dimensién par
R27+2 cuyo espacio afin tangente T,M 2n+1 no interseca al cero para ningin punto p de la
variedad, entonces admite una estructura contacto.

Seria el caso, por ejemplo, de las esferas de dimensién impar: todas ellas admiten una es-
tructura contacto. Ademas, como hemos visto en el Teorema 5.12, toda estructura contacto
es casi-contacto, luego volvemos a concluir que todas las esferas de dimensién impar son
variedades casi-contacto, como bien hemos demostrado en la seccién anterior.

Observacién 5.14 FEn el capitulo 4 hemos mencionado las variedades Kahlerianas. Su andlo-
go en variedades de dimension impar serian las que se conocen como variedades Sasakia-
nas. Sea M una variedad diferenciable, una estructura casi-contacto (¢,&,n) sobre M se dice
normal si la estructura casi-compleja inducida por M X R es compleja. Una variedad se dice
Sasakiana si admite una estructura casi-contacto normal, ) es contacto y existe g una métri-
ca compatible. En particular, todas las esferas de dimension impar son Sasakianas, lo que
establece otra diferencia esencial con las de dimension par, entre las que solo la de dimension
dos es Kdhleriana.
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6 Productos de esferas

A lo largo del trabajo, hemos definido principalmente tres tipos de estructuras sobre las es-
feras: las paralelizaciones, las casi-complejas y las casi-contacto. Asimismo, también hemos
visto algunos resultados que relacionan estas estructuras entre si. Una vez familiarizados con
ellas, podriamos preguntarnos qué sucede al hacer el producto cartesiano de un determina-
do numero de esferas: qué estructuras se preservan y cudles cambian. En el capitulo que se
presenta a continuacién, vamos a ver qué estructuras admiten los productos de esferas. Nos
centraremos, sobre todo, en el caso particular del producto de dos esferas.

Antes de empezar a estudiar estas estructuras de las que hablamos, vamos a demostrar un
lema que puede resultar sorprendente. Por el Teorema de inmersién de Whitney (Teorema
A.31), sabemos que, en general, toda variedad diferenciable de dimensién n admite un em-
bedding regular en R?”. Sin embargo, en el caso del producto de esferas podemos conseguir
una dimensién mucho més pequena.

Lema 6.1 El producto de esferas Hle S™ admite un embedding reqular en RIF™1+-+nk
donde para cada i € {1,....;k}, S C R™* denota a la esfera de dimension n;.

Demostracién. Veamos, en primer lugar, que R x S" se puede sumergir en R"*! para
cualquier n € N. Consideramos la siguiente aplicacion,

FiRxS" — R _ {0}

(t,p) — efp

que situa sobre cada punto de la esfera, la semirrecta vectorial definida por el punto. Dicha
aplicacién se trata de un difeomorfismo y, por tanto, obtenemos un embedding regular de
R x S en R*+1.

Para demostrar propiamente el lema, razonamos por induccién sobre el nimero de esferas.
Para k = 2, es decir, el producto de dos esferas, tenemos la siguiente cadena:

SP x S7 C RP* x §7 = RP x R x §7 -5 RP x ReT! = RPHot
donde p,q € N y f denota el difeomorfismo antes definido. Por tanto, el lema se cumple
para el producto de dos esferas. Supongamos que el resultado es cierto para el producto de k

esferas y veamos que también lo es para el producto de k + 1.

Procedemos de forma andloga al caso base y consideramos la siguiente cadena:

k+1 k
H S — <Hgnz> x S+l R1+n1+...+nk % Snk-H — RMTH o R % ST+
=1 =1

f R+ A1k o RIFR+1 — Rt At

Y obtenemos lo que queriamos probar.
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6.1 Estructura paralelizable

Comenzamos hablando brevemente sobre las estructuras paralelizables en los productos de
esferas.

Como bien hemos demostrado en la Proposicion 2.4, el producto de dos variedades parale-
lizables es paralelizable. Sabemos que las esferas S', S* y S” son paralelizables, luego sus
productos también lo son:

St x st St x §? St x 87 S* x §? S* x §7 ST x §*
Al igual que productos numerables de ellas:
S' x s' x st x st x §* S' x §* x §*

Notemos que con esta observaciéon también hemos justificado que el toro es una variedad
paralelizable, puesto que T = S! x S!.

A pesar de que las tnicas esferas paralelizables son S', S? y S7, resulta que muchos productos
de esferas si que son paralelizables, basta con que una de ellas tenga dimensién impar, tal y
como afirma Kervaire en [7].

Teorema 6.2 (Kervaire) El producto de esferas Hle S™ k> 2, es paralelizable si y solo
st al menos uno de los n; es impar.

La demostracién de este teorema no es constructiva y ejemplos explicitos de paralelizaciones
en productos de esferas se pueden encontrar en [11], es por esto que no le vamos a dedicar més
lineas a esta seccién en este trabajo, y nos centraremos mas en las estructuras casi-complejas
y casi-contacto.

6.2 Estructura casi-compleja

En esta seccion vamos a ver en qué ocasiones al producto de dos esferas se le puede dotar
de una estructura casi-compleja. Notemos que para ello, la dimension de la variedad tiene
que ser par, luego consideraremos o bien productos de esferas de dimensién impar o bien
productos de esferas de dimension par.

En primer lugar, vimos en la Proposicién 3.8 que el producto de dos variedades casi-complejas
es una variedad casi-compleja. Por otro lado, sabemos que las tnicas esferas que admiten una
estructura casi-compleja son las de dimension 2 y 6, luego los productos de esferas

S? x §? S? x S° SO x §°
son variedades casi-complejas.

Por otro lado, podemos considerar las esferas de dimensién 2 y 4. Como bien hemos visto en el
Lema 6.1, el producto de estas dos esferas admite un embedding regular en R”. Asimismo, ya
hemos comentado al final de la seccién 3.1.1 que toda hipersuperfice orientable de R” admite
una estructura casi-compleja, inducida por el producto vectorial de R7. Por tanto, podemos
concluir que el producto S? x S* es una variedad casi-compleja.
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Por ultimo, en el capitulo precedente hemos terminado preguntandonos por el producto de
las variedades casi-contacto. En particular, hemos visto que las esferas de dimension impar
admiten una estructura casi-contacto y el siguiente teorema nos afirma que a su producto se
le puede dotar de una estructura casi-compleja.

Teorema 6.3 Al producto de dos esferas de dimension impar se le puede dotar de una es-
tructura de variedad casi-compleja.

Demostracion. Sean S?" 11 y §2m+1 Jag esferas de dimensiones 2n + 1 y 2m + 1 respectiva-
mente, de radios uno y centradas en el origen. Como son esferas de dimensién impar, por el
Teorema 5.5, ambas admiten una estructura casi-contacto. Sean las ternas (p,&,7) v (@, &, 1)
las estructuras casi-contacto de las esferas S?" ! y §?"+1 respectivamente.

Sean p € S?"*! y ¢ € S**+! introducimos una estructura casi-compleja J de la siguiente
manera:

(Xp, X¢) — (0p(Xp) = 1, (X )&, By(Xg) + mp(Xp)E,)

J(p,q) €std bien definida porque, para la primera componente, se tiene que p, (X)) € TpSQ”‘J
y que —ﬁq(yq) eRy¢, € TpSQ"J, luego ¢p(X,) — ﬁq(yq)ép € TpSQ"+i. Andlogamente se

comprueba que la segunda componente también estd en Tqu"H .
Por otro lado, J es claramente un campo tensorial pues ¢ lo es.

Veamos ahora que, efectivamente, J? = —Id. Sean X, € T},SQ”+i y Yq € TqSQmﬁ:

T.0) © Jpg) (Xps X o) = T(0p(Xp) = (X )&p Bo(Xg) +1p(Xp)E,) =
= (@p(@p(X ) — "7q( q) ) ﬁq( q(yq) + Up(Xp)iq)gpa
B,(@,(Xg) + mp(Xp)E,) + 1p(p(Xp) — 1, (X)&p)E,) =
p(

= (=Xp +mp(Xp)&p — p(Xg)pp(&p) + (=7 Nq\Pq 7\Sq
- yq + ﬁq(yq)gq + np(Xp)SDq(gq) + (%(S%(Xp) - ﬁq(yq)np(gp))gq)

= (=Xp + mp(Xp)&p — Mp(Xp)&p, —Xg+ ﬁq(yq)gq - ﬁq(yq)gq) =

= (*va *Yq) = *(Xpayq)

Por lo tanto, J es una estructura casi-compleja para el producto de las esferas.

Ejemplo 6.4 Este resultado, nos permite afirmar que al toro T =2 S xS! se le puede dotar de
una estructura casi-compleja, pues esta superficie es el producto de dos esferas de dimension
uno.

Observacion 6.5 Notemos que en ningun momento hemos utilizado que las variedades casi-
contacto sean especificamente esferas. Por tanto, generalizando el resultado, se tieme que
dadas dos variedades M y M casi-contacto, entonces el producto M x M tiene una estructura
casi-compleja inducida por las estructuras casi-contacto de M y M.
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Por tanto, concluimos que en general, el producto de dos esferas de dimensién impar es una
variedad casi-compleja. En cuanto a los productos de esferas de dimensién par, hemos vis-
to que los productos S? x S?, S? x S, S6 x S® y S? x S* si que admiten una estructura
casi-compleja, pero podrian existir mas. Sin embargo, un teorema demostrado, en 1990, por
Datta y Subramanian afirma que son los unicos productos de esferas de dimensién par que
admiten una estructura casi-compleja. Una idea de la demostracién se puede encontrar en [5].

A partir de los resultados mencionados en esta seccién, podemos también deducir qué es-
tructuras se pueden dotar a determinados productos de mas de dos esferas. Veamos algunos
ejemplos:

i) Como hemos mencionado anteriormente, el toro es una variedad casi-compleja, luego el
producto de dos toros T x T, esto es, el producto de cuatro esferas de dimensién uno
St x S! x S! x S! también es una variedad casi-compleja.

i1) El producto de esferas cuya suma de dimensiones sea 6. Como demostramos en el Lema
6.1, este producto se puede ver como una hipersuperficie de R7, luego se le puede dotar
de una estructura casi-compleja, al igual que hemos hecho con el producto de S? x S?.
Algunos ejemplos de ello podrian ser:

S' x St x §* S' xSt xs! xs3 S? x §% x §? S' x§%? x §*

i11) Ademds, como el producto de dos variedades casi-complejas es casi-compleja, cualquier
producto de los anteriores multiplicado entre si o por un producto de esferas de dimen-
siones 2 y 6 también nos dan una variedad casi-compleja. Por ejemplo:

S! x 82 x S3 x S8 S? x §? x §? x §? S x§2xS%xS*xS° xS x§7

iv) Un producto de un nimero par de esferas de dimensiones impares serd una variedad casi-
compleja, puesto que agrupandolas de dos en dos tendremos variedades casi-complejas
y el producto de variedades casi-complejas es una variedad casi-compleja. Por ejemplo:

S x 8% x§° x§° S! xS xS xS xS x§3

6.3 Estructura casi-contacto

A continuacién, vamos a ver bajo qué condiciones podemos asegurar que al producto de es-
feras se le pueda dotar de una estructura casi-contacto.

Recordemos que para poder dotar a una variedad una estructura casi-contacto, esta tiene
que ser de dimensién impar, luego como bien hemos comentado anteriormente, el producto
de variedades casi-contacto no es una variedad casi-contacto. Asi, si consideramos el producto
de dos esferas, una de ellas tiene que ser de dimension par y la otra de dimensién impar.

Resulta que si tenemos una esfera de dimensién par que admite una estructura casi-compleja
y otra esfera de dimensién impar y que, por tanto, admite una estructura casi-contacto, al
producto de ambas se le puede dotar de una estructura casi-contacto.

Teorema 6.6 Sean S*™ una esfera de dimension par que admite una estructura casi-compleja
(es decir, n=1 0o n=8) y S*"*! una esfera de dimensién impar, entonces el producto de ambas
S?7 x §?™*1 es una variedad casi-contacto.
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Demostracién. Por un lado, consideramos S?” una esfera de dimensién par que admite una
estructura casi-compleja. Es decir, podemos definir un endomorfismo lineal J de su espacio

—
tangente tal que para cada p € S?7, JIp: TpS2" — TpS2” cumple Jg = —Id.

Por otro lado, consideramos S?”*! una esfera de dimensién impar. Por lo visto en el Teore-
ma 5.5, esta esfera admite una estructura casi-contacto. Es decir, tiene asociada una terna
(¢',&, 1) donde ¢’ es un campo tensorial de tipo (1,1), £’ es un campo vectorial sin ceros y
7’ es una 1-forma, que cumplen:

i) ¢(¢) =0 i) og’ =0
iii) 0/ (€) =1 iv) ¢ 0@ (X) = —X +1/(X)€ con X € X(S*™ 1)

Buscamos ahora para el producto de las dos esferas una terna (p,&,n) que satisfaga estas
mismas propiedades. Definamos cada elemento:

e £ un campo vectorial sin ceros:

Para cada (p, q) € S?" x §?*™*! sabemos que

T(p,q) (S2n % S2m+1) ~ TpSZn o TqSQm+i

Definimos el campo vectorial £ de la siguiente manera:

f(pg) =0+ f,ll S TPSQn S5 TqSQm—"_i
Es un campo vectorial sin ceros porque &’ lo es.

e 1 1-forma:

Anélogamente, podemos tomar n = 0 + 7/, es decir,

N(p,q) - TpS2n@Tq82m+i — R
(Xp, Yq) — 1g(Yq)

e  campo tensorial de tipo (1,1):

Para cada (p, q) € S?" x §?™*! definimos la siguiente aplicacién:

@(p,q) . TpS2n ) Tq82m+i N TpS2n oy TqS2m+f

Xp+Y, — JpXp+ @g(Yq)
— —
Por las definiciones de J y ¢/, sabemos que J,X, € T,S*" y w0y (Yy) € 1,8+ luego

la aplicacion estd bien definida.

Una vez hemos definido los tres elementos de la terna, veamos que satisfacen las propiedades
que tiene que tener una estructura casi-contacto:

i) ¢(§) =0

Sean (p, q) € S?" x §?m+1

C(p.0) Epa) = Pp,g) (0 + 5;) = Jp(0) + gDIq(étlz) =0+0=0
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i) nop =0
Sean (p,q) € $?" x ™™+ X, +Y, € T,8" @ Tq82m+i

M) © Pog)(Xp + Ya) = M) (JpXp 4+ 0 (Yy)) = m (25 (Yg)) =0

i) (€)= 1
Sean (p,q) € S$?" x 2"+l

N(p.q) €)= Mp,q) (0 + 5;) = 77:1(5(,1) =1

i) pop(Z)=—Z+n(Z2)¢ con Z € X(S* x §¥m+1)
Sean (p,q) € $?" x §*™ L X, +Y, € T,8" @ Tq82m+i

Ppa) © Po.a)(Xp +Ye) = 0.0 (JpXp + 03 (Ye)) = Tp(Jp(Xp)) + ¢y (Yy)) =
= J3(Xp) + ¢y (Ye)) = =X — Yg + n(Yo)&, =
= —(Xp +Yy) + 0pq)(Xp + Y) (0 + &) =
= —(Xp +Yg) + 1p,q) (Xp + Yo)€(p,0)

Por tanto, la terna (@, £, n) define una estructura casi-contacto sobre el producto de las esferas
S?" x §?m+1 como queriamos ver.

g

Luego, este resultado nos permite concluir que, por ejemplo, los siguientes productos de dos
esferas admiten una estructura casi-contacto:

St x §2 St x s

Observacién 6.7 Para realizar la demostracion del teorema anterior, solo hemos utilizado la
estructura casi-compleja de una de las esferas y la estructura casi-contacto de la otra, pero no
el hecho de que las variedades sean esferas. Por ello, podemos extender este mismo resultado
y concluimos que dada M una variedad casi-compleja y M una variedad casi-contacto, su
producto M x M es una variedad casi-contacto.

En vista de esta observacién y de los resultados obtenidos en la seccién anterior, los siguientes
productos de esferas admiten una estructura casi-contacto:

T xSt =$t xSt xSt S? xS x §% x §° S' x 8§83 x §% x §7 x §°
De hecho, es cierto un resultado mas fuerte, que se sigue de generalizar el Teorema 5.5.
Teorema 6.8 Toda hipersuperficie orientable de R®™ admite una estructura casi-contacto.

Demostracidén. Sea S una hipersuperficie orientable de R?". Como S es orientable, el vector
normal N estd definido globalmente en toda la variedad. Por otro lado, sabemos que el espacio
R?" es isomorfo a C" y por el Ejemplo 3.7, tiene asociada una estructura casi-compleja J.
Luego, resulta que J N es perpendicular (con el producto escalar standard) al vector normal
N y, por tanto, es tangente a la variedad. Vamos a definir ahora los tres elementos necesarios
para determinar una estructura casi-contacto:

48



e Podemos tomar & = J N , que se trata de un campo vectorial de S sin ceros.

e Podemos definir una distribuciéon ortogonal D al campo vectorial £, de forma que sea
el nicleo de la 1-forma que buscamos. Por ejemplo, tomando n(X) = X - £, para todo
X € X(S) donde - denota el producto escalar standard, se cumple que D = ker n es
una distribucién ortogonal a &.

e Definimos el campo tensorial ¢ al igual que lo hicimos en el Teorema 5.5.

Anislogamente a lo que hicimos en la demostracién del Teorema 5.5 se comprueba que satisfa-
cen las propiedades y que, en efecto, estos tres elementos definen una estructura casi-contacto.

g

Corolario 6.9 Todo producto de esferas en el que la suma de las dimensiones de las esferas
sea un numero impar admite una estructura casi-contacto.

Demostracion. Como las esferas son variedades orientables, el producto de esferas es una
variedad orientable. Si suponemos que la variedad obtenida al hacer el producto tiene dimen-
sién impar, por el Lema 6.1, dicho producto se puede ver como una hipersuperficie de RF
donde k es la dimensién del producto de las esferas mas uno. Luego, se trata de una hiper-
superficie de un espacio euclideo de dimensién par. Como consecuencia del teorema, dicho
producto admite una estructura casi-contacto.

g

Como consecuencia de este corolario, deducimos que siempre que tengamos el producto de
una esfera de dimensién par y otra de dimensién impar, la variedad resultante va a admitir
una estructura casi-contacto. Por ejemplo:

st x §3 S® x St S?xs3

Del mismo modo, podemos asegurar que si tenemos un numero impar de esferas de dimen-
sién impar, su producto serda una variedad casi-contacto. Como por ejemplo, los siguientes
productos de esferas:

St x St x st S' x §3 x §7

49



7 Sintesis final

A lo largo del trabajo, constantemente se han ido mencionando las analogias entre las estruc-
turas que hemos definido en variedades de dimensién par y las que hemos definido en las de
dimensién impar. A continuacién, se presenta una tabla que recoge casi todas las estructuras
que hemos mencionado, asi como algunos ejemplos. Las estructuras que se sitian sobre la
misma linea, son las que se consideran analogas.

Dimension par Dimension impar
Estructura casi-compleja Estructura casi-contacto

Esferas S? y S8 Todas las esferas S?"+1
Estructura casi-hermitica Estructura casi-contacto métrica

Esferas S? y S8 Todas las esferas S?"+1

Estruct imoléct oléct
structura casi-simpléctica y simpléctica Estructura contacto
Casi-simpléctica: Esferas S? y S°
Simpléctica: Esfera S?
Estructura Kéahleriana Estructura Sasakiana

Todas las esferas §2n+1

S2n+l

Esfera S? Todas las esferas

Tabla 3: Analogias entre estructuras definidas en variedades de dimensién par y de dimensién
impar.

A pesar de que toda estructura que hemos mencionado sobre las variedades de dimensién par
tiene su andloga en las de dimensién impar, en la tabla se puede apreciar un claro desequilibrio
entre los ejemplos. Mientras que todas las esferas de dimensién impar admiten las estructuras
que hemos definido para este tipo de variedades, en el caso de dimensién par, solamente las
esferas de dimensiones dos y seis aparecen. E incluso, en algunos de los ejemplos, es la esfera
de dimension dos la tnica que admite dicha estructura.

Por otra parte, recordemos que también hemos mencionado las estructuras complejas, propias
de algunas variedades de dimensién par. Entre los ejemplos, hemos visto que S? es compleja
y, sin embargo, no se sabe si S® lo es o no, lo que se conoce como Problema de Hopf.

Por ltimo, ademas de las estructuras mencionadas en la tabla, también hemos hablado de las
variedades paralelizables. Gracias al teorema de Adams, sabemos que las tnicas esferas que
son paralelizables son S', S? y S7. Ademas, hemos visto una bonita relacién, proporcionada
por el Teorema de Kirchhoff, entre las esferas casi-complejas y las paralelizables.
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A Anexo

Con el objetivo de que este trabajo sea lo méas completo y autocontenido posible, en este
anexo se presentan algunas nociones y teoremas fundamentales que forman parte de las
asignaturas del plan de estudios del Grado en Matematicas. Estos resultados pueden servir
como referencia para el lector en caso de ser necesarios para una mejor comprensién del texto.

A.1 Algebra Lineal y Geometria Afin

En primer lugar, recordamos las definiciones basicas de espacio vectorial y espacio afin, que
se pueden encontrar en cualquier referencia bésica de Algebra Lineal y Geometria Afin.

Definicién A.1 Sean (V,+) un grupo conmutativo, (K, +,-) un cuerpo y - : KxV — V una
aplicacion. Para abreviar, a la imagen de +(k,v) lo denotamos simplemente por k-v. Decimos
que la terna (V,K,-) es un espacio vectorial si se cumple:

i) Para todo A € K y todos v,w € V se tiene que A+ (v+w) =A-v+ - w.
it) Para todos A\, ju € K y todo v € V' se tiene que (A + p)-v=X-v+ pu-v.

iii) Si 1 es el elemento neutro para el producto en (K \ {0},-), entonces para todo v € V
se tiene que lg < v = v.

iv) Para todos \,u € K y todo v € V' se tiene que (A-p) v =X+ (p+0).

A los elementos de V' se les denomina vectores.

Definicién A.2 Sean A un conjunto no vacio, V un K- espacio vectorial y 1 : AXV — A
una aplicacion. Diremos que (A, V1) es un espacio afin, si la aplicacion 1 satisface las
stguientes propiedades:

i) Para todo P € A, la aplicacion ¥p : V — A definida por ¥p(v) := (P, v) es biyectiva.
it) Para todo P € A y para todos v,w € V se tiene que Y(¢Y(P,v),w) = ¢Y(P,v + w).

A los elementos de A se les denomina puntos.

A.2 Variedades Diferenciables

A continuacion, definiremos algunos conceptos basicos y enunciaremos varios resultados de
teoria de variedades diferenciables, que se pueden encontrar en [4] y [6].

A.2.1 Definiciones basicas

Definicion A.3 Sea M un conjunto.

(a) Una aplicacion x : U C M — R™ inyectiva y con imagen un subespacio abierto de R™
se llama carta. A la imagen de cada elemento de M, x(m) = (z'(m),...,2"(m)) € R"
se llama el conjunto de coordenadas de m (respecto de la carta dada). A U se le llama
dominio de la carta.

(b) Se llama atlas sobre M a una coleccion A de cartas sobre R"™ cuyos dominios recubran
todo M.



(c) Se llama atlas C* a un atlas A tal que cuales quiera cartas x,y € A son compatibles.
Esto es, que si sus dominios U y V tienen interseccion no vacia, resulta que x(U N'V')
e y(UNV) son abiertos de R™ y la composicion y tox:x(UNV) = y(UNV) es un
difeomorfismo C>. La composicién y~' oz se denomina cambio de coordenadas.

(d) Se dice que dos atlas C*°A y A" son equivalentes si AU A" es también un atlas C*
sobre M.

(e) Se dice que un atlas C*°A es un atlas maximal si no puede incluirse en ningin otro.
Proposicion A.4 Todo atlas C° estda contenido en un unico atlas mazimal.

Definicion A.5 Una wvariedad diferenciable es un conjunto M dotado de un atlas ma-
ximal. Se llama dimension de la variedad M a la dimension n del espacio euclideo donde
toman valores las cartas R™.

Observaciéon A.6 Como consecuencia de la Proposicion A.4, observamos que para deter-
minar una estructura de variedad diferenciable sobre un conjunto M es suficiente con dar un
atlas C'°, pues al estar contenido en un unico atlas maximal, la estructura diferenciable de
la variedad queda univocamente definida.

Teorema A.7 Sean M y N dos variedades diferenciables de dimensiones m y n respectiva-
mente, entonces el producto M X N es una variedad diferenciable de dimension m + n.
A.2.2 Aplicaciones diferenciables

Definicién A.8 Sean M y M’ dos variedades diferenciables y f : M — M’ una aplicacion.

i) Se dice que f es una aplicacion diferenciable enp € M si para toda carta x : U — R"
cuyo dominio contenga al punto p y toda carta ' : U — R™ cuyo dominio contenga al
punto f(p), resulta que ' o f ox™t : R™ — R™ es diferenciable en x(p).

i1) Se dice que f es aplicacion diferenciable en M si lo es en todo punto p € M.
i11) Se dice que f es un difeomorfismo si es una aplicacion diferenciable, biyectiva y de
inwversa también diferenciable.
A.2.3 Topologia de las variedades diferenciables

Vamos a enunciar algunas nociones topoldgicas de las variedades diferenciables.

Definicion A.9 Un entorno E de p es un conjunto tal que existe un abierto W con p €
W CE.

Una base de entornos de p es una familia de entornos {E;}, que contienen a p y tales que
para todo abierto V que contenga a p existe algin abierto de la base que verifica p € E; C V.

Definicién A.10 Un espacio topoldgico (M, T) verifica

i) el primer axzioma de numerabilidad (I.A.N.) si cada punto admite una base nume-
rable de entornos.

ii) el segundo axioma de numerabilidad (II.A.N.) si la topologia admite una base
numerable.
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Proposicion A.11 Sea M una variedad diferenciable. Entonces:

i) M wverifica el primer azioma de numerabilidad.

i1) si M admite un atlas numerable, entonces M wverifica el sequndo axioma de numerabili-

dad.
Definicién A.12 Sea (M,T) un espacio topoldgico. Se dice que verifica

i) el axioma Ty si para cualesquiera puntos distintos p,q € M, existen un abierto U en M
o un abierto V en M que verifican: p e U,q ¢ U ; q€ V,p ¢ V.

i1) el axioma Ty si para cualesquiera puntos distintos p,q € M existen un abierto U en M
y un abierto V en M que verifican las condiciones: p e U,q ¢ U yqe V,p ¢ V.

ii1) el axioma Ty o de Hausdorff si para cualesquiera puntos distintos p,q € M existen un
abierto U en M y un abierto V en M que verfican: p e U, qeV yUNV = (.
A.2.4 Campos vectoriales
Se presentan algunas nociones y resultados acerca de campos vectoriales.
Notacion A.13 Denotaremos por
SM)={f: M —R| f es una funcion C*}
el conjunto de funciones de M.

Observacion A.14 El conjunto F(M) tiene estructura de anillo definiendo la suma y el
producto de dos funciones f,g € F(M) como:

(f+9)®) =flp)+g9lp) peM (f9)p) = f(p)glp) peM

Definicion A.15 Sean M wuna variedad diferenciable y x : U — R™ una carta. Se llama
derivada parcial 0/0x al operador:

B - S(U) — §U)

() = (2 ;;‘”)x(p)

siendo (', ...,t") las coordenadas en R™.

definido por

Definicion A.16 Sea M una variedad diferenciable. Un campo vectorial X sobre M es
una aplicacion X : F(M) — F(M) que verifica las siguientes propiedades:

i) Es R-lineal: X (af + Bg) = aX(f)+ X (g) para cualesquiera f,g € F(M),a, 3 € R.
i1) Verifica la Ley de Leibniz: X (fg) = X(f)g + fX(g) para cualesquiera f,g € F(M).
El congunto de campos vectoriales se denota por X(M).

Observacion A.17 El conjunto de campos vectoriales X(M) sobre una variedad M es un
modulo sobre el anillo de funciones de la variedad F(M).

Observacion A.18 Sea z : U — R"™ una carta de M, en coordenadas locales, se puede
definir el conjunto de campos vectoriales como:

xX(U) = {X => 8‘2@.){%’ | X' e F(U) Vie {1,...,n}}
=1
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A.2.5 Espacio tangente

Al igual que en superficies de R3 existe la nocién que conocemos de plano tangente a un
punto de la superficie, podemos considerar una estructura equivalente en las variedades dife-
renciables, en las se puede definir el espacio tangente.

Definicién A.19 Decimos que dos curvas v,n : (—e, €) — M son equivalentes en p € M
si v(0) =p=n(0) y 7' (0) =1 (0). Cada clase de equivalencia se llama vector tangente en
pe M.

Observacion A.20 Dada una carta x : U — R™ con p € U, las derivadas parciales son

derivadas de curvas:
0 /
. =~'(0
( a) +(0)

donde v = w1 o B, siendo B : (—e,€) — x(U) dada por B(t) = (¢',...,q" +t,...,q") siendo
z(p) = q.

Definicion A.21 Sea M wuna variedad diferenciable, p € M un punto de la variedad, se
puede definir T,M el espacio vectorial tangente en p, como el espacio vectorial generado

por las derivadas parciales en p
9 9
Ox! p’ RN »

—
Notemos entonces que dim T,M = dim M.

Observacion A.22 Los espacios tangentes en dos puntos distintos p y q de la variedad M
son disjuntos puesto que T,M es el conjunto de clases de equivalencia de curvas en M que

llevan el 0 en p, mientras que TyM es el de clases de equivalencia de curvas que llevan el O
en q.

Como bien hemos mencionado con anterioridad, el producto de variedades diferenciables es
una variedad diferenciable. En particular nos podemos preguntar por el espacio tangente de
dicho producto.

Proposicion A.23 Sean M y N dos variedades diferenciables de dimensiones m y n res-
pectivamente, consideramos la variedad producto M x N de dimension m + n. Entonces, el
espacio tangente de dicho espacio es isomorfo a la suma directa de los espacios tangentes en
cada una de ellas. Esto es, seanp € M,q € N,

Ty (M x N) 2 T,M & T,N

Demostracion. La demostracion es muy sencilla usando las %ropiedades de los espacios

vectoriales reales de dimension finita. Por un lado, T{, o)(M x N) es un espacio vectorial de

- )
dimensién m + n y, por otro lado, T,M @& Tq—N> es también un espacio vectorial de dimension
m + n. Como espacios vectoriales de la misma dimensién (finita) son isomorfos entre si, se
tiene el resultado que queremos.

O
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A.2.6 Fibrado tangente
Ligado a la nocién de espacio tangente, se encuentra la del fibrado tangente a una variedad.

—
Definicion A.24 FEl conjunto TM = UpEM T,M de vectores tangentes a una variedad dife-
renciable se denomina fibrado tangente de la variedad.

El fibrado tangente también tiene estructura de variedad diferenciable y su dimensién es el
doble de la de M. De modo natural, se establece la proyeccién « : TM — M, que a cada
vector tangente le hace corresponder el punto en que es tangente. Asi, una seccion o del
fibrado tangente es una aplicacion o : M — T'M tal que mo o = idys, que a cada punto p de
M le hace corresponder un vector de Tp—J\Zf . Por lo que un campo vectorial sobre una variedad
no es mas que una seccién diferenciable del fibrado tangente de la variedad.

A.2.7 Aplicacién tangente o diferencial

La aplicacién tangente o diferencial de una aplicaciéon ¢ : M — N entre variedades se
puede expresar de la siguiente forma en coordenadas locales:

Teorema A.25 Sip: M — N es una aplicacion diferenciable, x : U — R™ es una carta de
M ey:V — R"™ es una carta de N, tal que p € U y o(p) € V, entonces

— —Af)
(tp*)p : TpM — T@(p)

estd dada por

(02) 0\ _ 0 9"
P Gai ) T Oy* Ox’

Ast, la matriz de (¢«)p respecto de las bases inducidas por las cartas es la matriz jacobiana:

%l Op
ozl ox™
9 . 9"
ozl ozx™

A.2.8 Variedades orientables

Se puede establecer una relacién de equivalencia en el conjunto de bases de un espacio vecto-
rial, de modo que dos bases son equivalentes si la matriz del cambio de base tiene determinante
positivo. Cada clase de equivalencia se llama orientacion en el espacio vectorial.

Definicion A.26 Se dice que una variedad M es orientable si en cada punto p € M, estd

. . . . e 4 .
definida una orientacion en el espacio tangente T,M de forma que para todo p € M eziste
un entorno U del punto p y ezisten campos X1, ..., X,, € X(U) tales que {(X1)q, ..., (Xn)q} es
una base de TyM para todo ¢ € U de modo que la orientacion que definen es la misma que
ya tenia q.



A.2.9 Formas diferenciales

Una nocién relacionada con la de campo vectorial es la de forma diferencial. Al igual que
los campos vectoriales se pueden escribir como suma de las derivadas parciales, las formas
diferenciales se escribirdn como suma de diferenciales, el operador dual de la derivada parcial.

Definicion A.27 Sean M una variedad diferenciable y x : U — R™ una carta. Designemos

las funciones coordenadas por z', esto es, sea p € M, x(p) = (z'(p),...,z"(p)). Se llama
diferencial dx' al operador dual de %, esto es,

da' : X(U) — F(U)

e (mi)_éﬂ'_{ 0 sii;éj}

Una vez definido el diferencial, ya podemos dar la definicién de una 1-forma diferencial.

definido por,

Definicion A.28 En las condiciones de la definicion anterior, se llama 1-forma diferen-
ctal en el dominio de carta U al operador,

n
w = g widx®
i=1

siendo w; € F(U). Se denotard por A(U) al conjunto de 1-formas en U.
Observacion A.29 Se tiene que:
(i) Cada w € A(U) es una aplicacion F(U)-lineal, esto es:
wX+Y)=wX)+wl) X, YeX{U)
w(fX) = fw(X) X eXx(U) fes)
(ii) El conjunto A(U) de 1-formas en U es un mddulo sobre el anillo de funciones, definiendo

(w+n)(X)=wX)+7(X) wneAl),Xex)
(fw)(X) = fw(X) w,n € AU),X € X(U), f € F(U)

A.2.10 Teorema de inmersién de Whitney

A continuacién, enunciaremos el teorema de inmersién de Whitney, pero para ello, definiremos
antes algunas nociones.

Definicion A.30 Sean M y N dos variedades diferenciables y f : M — N una aplicacion
diferenciable. Se dice que:

i) f es una inmersion si la aplicacion tangente f, : T,M — Tf(p)N es inyectiva, para
todo p € M.

i1) f es una submersion si la aplicacion tangente f. : T,M — Tf(p)N es suprayectiva,
para todo p € M.
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ii1) f es un embedding si es una inmersion inyectiva.

iv) M es una subvariedad de N si M C N vy la inyeccion natural f : M — N es una
nmersion.

v) M es una subvariedad regular de N si es una subvariedad y la topologia de M coincide
con la restriccion de la de N.

vi) fes un embedding regular si es un embedding y f(M) es una subvariedad regular de
N.

Ahora, ya estamos en condiciones de enunciar el siguiente teorema:

Teorema A.31 (Whitney) Toda variedad diferenciable (Hausdorff y que verifique el II.A.N.)
de dimension n admite un embedding reqular en R*™.
A.2.11 Distribuciones

Definicion A.32 Sea M una variedad diferenciable de dimension n. Se llama distribucion
C* de dimension k (siendo k < n) a una familia

L "
D ={D, C T,M : D, subespacio vectorial de dim D, = k},cnm

de modo que, para cada punto p € M, existan un entorno U de p y una familia de campos
Xi,..., X € X(U) que sean base de Dy ¥q € U.

—
Observacién A.33 Sea w € A(M) una forma diferencial. Si resulta que si wy, : T,M — R
no es el homomorfismo nulo, entonces ker wy, es un hiperplano vectorial en T,M. De esta

forma, tenemos que la familia D = {ker wy}perr es una distribucion de hiperplanos.
A.2.12 Campos tensoriales
Definicion A.34 Sea M una variedad diferenciable. Se llama
i) Campo tensorial de tipo (0,0) a toda funcion de F(M).
it) Campo tensorial de tipo (0,s) a toda aplicacion F(M)-lineal
T X(M) x 5. x X(M) — F(M)

iti) Campo tensorial de tipo (1,s) a toda aplicacion (M )-lineal
T X(M) x 5. x X(M) — X(M)

S

A.2.13 Algebra de Grassmann

Vamos a explicar de forma breve y resumida lo que se conoce como &lgebra de Grassmann
para dar una posible intuicién al lector de lo que es. Para profundizar sobre el tema se puede
consultar el capitulo 2 de [17].

Sea V un espacio vectorial real y consideramos V ® V' el producto tensorial por si mismo.
Se define el ideal I generado por los elementos de la forma v ® v € V ® V. Llamamos
A?(V) = (V®V)/I al cociente. Se define el producto exterior al producto inducido por ®
en el espacio cociente y lo denotamos por A. Asi v Av = 0.
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Teorema A.35 (Propiedades del producto exterior) Sea V un espacio vectorial de di-
mension n. Entonces:

i) Sia€ AF(V), B e A (V) entonces a A B € AFH(V).

aAfB=(-DFBAa.

1

i1i) El producto es asociativo: (a A B) Ny =a A (B A7).

(2%

)
)
) Si{€i, 1 <i<mn} esuna base de V, entonces

es una base de A¥(V). Por tanto,
dim AF(V) = <”>
k
En particular, si k > n, el espacio A*(V) = {0} y si k = n entonces dim A"(V) = 1.
iii) Llamaremos A(V) = @rey AF(V).
Definicién A.36 Se llama dlgebra exterior o de Grassmann de V a A(V') con su estruc-

tura de dlgebra, esto es de espacio vectorial real con operacion interna dada por el producto
exterior.
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