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Abstract

En esta comunicacion se presenta una nueva técnica
para la interpolacion simultanea de una funcion y sus
derivadas. En una primera etapa el método realiza la
interpolacion discreta de las secuencias de la funcion
v sus derivadas empleando filtros especificos. En una
segunda etapa se realiza la reconstruccion analogica
de la funcion. El resultado final es equivalente a una
interpolacion con “splines "en la que se han introduci-
do puntos de ruptura adicionales. El método es local
y computacionalmente muy eficiente.

1 Introduccion

Existe una serie de problemas que requieren la apro-
ximacion simultanea de una funcién y sus derivadas,
como por ejemplo el modelado de dispositivos cuando
se quiere tener en cuenta la intermodulacion. Hay va-
rias alternativas para la reconstruccion de una funcion
a partir de muestras de la misma y de sus derivadas.
Entre las mas conocidas tendriamos la extension del
teorema de muestreo de Shannon a la reconstruccion
exacta de una sefal limitada en banda cuando se dispo-
ne de muestras de las derivadas [1], o la reconstruccion
mediante algoritmos de tipo iterativo, para el caso de
muestreo irregular [2]. Sin embargo estas alternativas
presentan varios problemas. Por un lado precisan una
elevada carga computacional y por otro son métodos
bastante sensibles al efecto del ruido. Ademas son
métodos globales, con lo que para estimar la funcion
en un punto hay que tener en cuenta todo el conjunto
de muestras, y son exclusivos para sefiales limitadas
en banda.

En esta comunicacion se propone un nuevo método
de reconstruccion que solventa estos inconvenientes.

2 Descripcion del método

En esta seccion se presenta el método propuesto. Para
empezar se describe el problema que se trata de resol-
ver. Dado un conjunto de N medidas de una funcion y
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sus primeras P derivadas,

2V =2V (ET), i=0,..,N—1; n=0,..P
se desea reconstruir la funcién z(t), de tal manera que
tanto la funcion como las P derivadas cumplan las
condiciones de interpolacidn anteriores.

La idea general del método es la siguiente. Si se
realiza la interpolacién discreta, por un factor P + 1,
de las secuencias de muestras de la funcion y las P de-
rivadas, es decir, que se insertan P nuevos valores en-
tre cada dos muestras consecutivas, se puede plantear
un modelo en el que la P-ésima derivada sea lineal a
tramos sobre la secuencia interpolada correspondiente.
Entonces, a partir de la derivada de orden P se pueden
calcular mediante integracion las demas derivadas y la
funcién. De la aplicacion de las 2 x (P + 1) condicio-
nes de interpolacion a este sistema se pueden obtener
los unicos valores de funcion y derivadas en los nue-
vos instantes introducidos por la interpolacion que se
ajustan al modelo planteado. Una vez calculados, la
reconstruccion de la funcidn es inmediata. El sistema
es totalmente local, y se puede plantear de forma inde-
pendiente para cada dos muestras consecutivas.

Se puede comprobar que el modelo resultante es
equivalente a un spline que ajusta la secuencia asi in-
terpolada de las muestras de la funcidn, con las condi-
ciones adicionales de la primera derivada en los extre-
mos del intervalo de muestreo.

A continuacion se presentan las expresiones con-
cretas para el caso particular de reconstruccion a partir
de las muestras de la funcién y de las dos primeras de-
rivadas, en el que el modelo resultante es equivalente
a un spline cubico. Por comodidad en la notacion se
plantea para el caso de muestreo regular con intervalo
de muestreo T'. La extension a muestreo irregular, al
ser el método local, es directa.

En primer lugar se definen las secuencias expandi-
das con ceros como las secuencias de longitud 3N — 2

i=0,3,...3(N —1).
en otro caso.

donde n=0,1,2. A partir de estas secuencias se definen
las secuencias interpoladas mediante las siguientes ex-
presiones

- para ¢=0,3,...,3(N-1)

~n) _
z, =

@y n=0,1,2



- para i=14,...,.3N-5

R N L1
@2) Ty %, 4 21:1.)_1 _ 5% )1
i T2 T 6
1) .2)
_ Tido + Tita
Ty 2 3 2
“’1) "1) jL—1+ii
X — 'Ti 1 + 2 TTL
- o aD iy o @030 o
T, =%, +a, T+ 5T+ =T,
- para i=2,5,...,.3N-4
1) A1) ~2) ~2)
‘%2) B % Tt Es 53(2)
i T e i—1
~2) | A(2
~1)  .1) T+,
T, =24 — T,
1) 52)1 2 j?)_j?)l 2
o~ ~ i i i—
T, =3+, T + =517 + e 1;

donde T, es el espacio entre las muestras de la sefal
interpolada, en este caso 7'/3. Una vez calculados es-
tos valores, la funcion, para un punto situado entre las
muestras ¢ € ¢ + 1 de la sefial interpolada, se calcula
mediante la sucesiva integracion de las derivadas (par-
tiendo de que la segunda derivada es lineal a tramos)
como
2 A2 (2

y(t) = & + 3V At + FOl = ks BV

2 67,

donde At = t — (¢ — 1)T,, es la distancia entre ¢ y
el instante ¢-ésimo. Este modelo es equivalente a un
spline cubico que ajuste Z;, pero con la ventaja de que
la localidad reduce significativamente la carga compu-
tacional de esta formulacion.

3 Resultados

A continuacion se van a presentar los resultados obte-
nidos con el modelo propuesto en la seccién anterior
y se compararan con los que se obtendrian mediante
el método de generalizacion del teorema de muestreo
descrito en [1].

En la Figura 1 se pueden apreciar los resultados de
relacion sefial a ruido (SNR) obtenidos en la recons-
truccion de la funcidon para una SNR en las muestras
de la funcion de 30 dB, en funcidn de varios valores de
SNR en las muestras de las derivadas primera (SNR1)
y segunda (SNR2). La sefial a reconstruir es una com-
binacién lineal de sinusoides. Se puede apreciar que
el modelo propuesto obtiene resultados superiores al
método [2], excepto en el caso en que la SNR de la de-
rivada primera esté muy por debajo de la de las mues-
tras de la sefial, en cuyo caso los resultados son lige-
ramente inferiores. Resultados similares se obtienen
también en las estimas de las dos derivadas.

Para ilustrar la ventaja de utilizar muestras de las
derivadas obtenidas a una velocidad de muestreo in-
ferior, se ha comparado el modelo propuesto con un
spline cubico convencional obtenido a partir de mues-
tras de la funcion tomadas a una velocidad de mues-
treo 3 veces superior. En este caso, aunque sin ruido
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Figura 1: Comparacién de la SNR de la reconstruccion
en funcion de la SNR de las muestras de las derivadas
primera (SNR1) y segunda (SNR2). Las muestras de
la senal original tienen una SNR=30 dB

el spline ctbico convencional proporciona, como era
logico esperar, mejores resultados tanto en la estima
de la funcién como de las derivadas, en el caso de que
las muestras sean ruidosas, el modelo propuesto pro-
porciona mejores resultados, sobre todo en la estima
de las derivadas, siempre que los niveles de SNR en
las muestras de las derivadas, especialmente en las de
la primera, no sean muchisimo peores (al menos 10
dB) que la de las muestras de la sefal.

4 Conclusiones

Se ha presentado una nueva técnica para la interpola-
cion simultanea de una funcién y sus derivadas. La
solucion resultante es equivalente a un spline. Los
grados de libertad necesarios para asegurar las condi-
ciones de interpolacion en la funcion y las derivadas
se consigen mediante la expansion e interpolacion de
las secuencias de muestras disponibles. Este modelo
presenta una mayor inmunidad frente al ruido que los
métodos habitualmente utilizados en este tipo de pro-
blemas a la vez que debido a su localidad presenta una
carga computacional reducida. Es aplicable tanto para
muestreo regular como para irregular y no esta restrin-
gido a sefiales limitadas en banda.
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