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Resumen

El Teorema de Hahn-Mazurkiewicz permite afirmar que un espacio Hausdorff es imagen
continua del intervalo unidad si y sélo si es un espacio compacto, conexo y localmente
conexo. Para la demostracion de este teorema resultan clave el teorema de Hausdorff
que caracteriza los espacios métricos compactos, y el resultado que caracteriza el in-
tervalo unidad en términos de aquellos puntos que en cierta manera lo desconectan.

En este trabajo se desarrollan los conceptos y resultados necesarios para proporcio-
nar una demostracion autocontenida del Teorema de Hahn-Mazurkiewicz. Para ello, se
realizara un estudio de la conexién y la compacidad. También se estudiaran los espa-
cios métricos y la convergencia de sucesiones sobre ellos. Tras presentar la construccién
geométrica de la curva de Peano, se estudiaran las propiedades del conjunto de Cantor,
demostrando el resultado ya mencionado. Esto nos servira para introducir la curva de
Lebesgue, que otorgard ideas que posteriormente se aprovecharan en el tdltimo capitulo
para la demostracion del teorema central a este trabajo. Antes de poder demostrarlo,
se presentaran los espacios conocidos como continuos métricos, de los cuales el intervalo
unidad es un caso concreto.

Palabras clave: curva de Peano, conjunto de Cantor, continuos métricos, espacios de
Peano, Teorema de Hahn-Mazurkiewicz.

Abstract

The Hahn-Mazurkiewicz theorem identifies the continuous images of the unit interval
as compact, connected and locally connected spaces. The proof of this theorem requires
a characterization obtained by Hausdorff that connects all compact metric spaces with
continuous images of the Cantor set, as well as a result that characterizes the unit
interval in terms of those points that somehow disconnect it.

In this work those concepts and results required to provide a self-contained proof of
the Hahn-Mazurkiewicz theorem are developed. To that aim, a study of the topological
properties known as compactness and connectedness will be carried out. Metric spaces,
as well as the convergence of sequences over them, will also be studied. After providing
the reader with the geometrical construction of the Peano curve, the properties of the
Cantor set will be studied, providing a proof of the already-mentioned theorem. This
will allow us to present the construction of the Lebesgue curve, ideas of which will be
leveraged for the proof of the main theorem in the last chapter. Before doing so, the
spaces known as metric continua will be presented, out of which the unit interval is an
example.

Keywords: Peano curve, Cantor set, metric continua, Peano spaces, Hahn-Mazurkiewicz
Theorem.
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Capitulo 1

Introduccion

En 1878, Cantor sorprendié a la comunidad matematica, e incluso a si mismo,
mostrando que el intervalo unidad y el cuadrado unidad tenian el mismo cardinal, yendo
contra la intuicién geométrica general al demostrar que habia una correspondencia
biunivoca entre dos variedades de distinta dimensién [2]. Ante la pregunta de si se podia
conseguir que dicha biyeccion fuese continua, Netto probd en 1879 que la respuesta
era negativa [13]. No obstante, seguia cuestiondndose qué podia ocurrir si se dejaba
de exigir la inyectividad de tal aplicacién. Esto fue resuelto por Peano en 1890, ano
en el que presentd su construccion de la primera aplicaciéon continua y sobreyectiva
del intervalo unidad al cuadrado unidad [14]. El ano siguiente Hilbert presenté un
argumento geométrico que asentaria un método general de generacion de curvas que
rellenaban espacios [5]. Esto permitirfa a multiples matematicos, tales como Moore,
Sierpiriski o el mismo Hilbert, construir sus propias versiones de la curva de Peano [11]
[17]. Entre las curvas obtenidas en los anos posteriores a Peano, destacé la obtenida por
Lebesgue al aprovechar un resultado relacionado con el conjunto de Cantor obtenido
por Hausdorff, lo que le permiti6 alejarse del argumento geométrico de Hilbert.

Las contribuciones de estos matematicos suscitaron el interés por el estudio de las
cualidades de aquellos espacios que son imagenes continuas del intervalo unidad. Este
proceso conllevaria un estudio minucioso de las propiedades topoldgicas de la conexién
y la compacidad, nociones todavia sin asentar en aquellos momentos. No seria hasta
1913 que, de manera independiente, Hahn y Mazurkiewicz obtendrian un resultado
determinante en este campo: un espacio es imagen del intervalo unidad si y sélo si
es compacto, conexo y localmente conexo [3] |10]. Tras esta primera demostracion,
ambos matematicos continuarian su trabajo en este tema, obteniendo incluso nuevas
demostraciones del mismo resultado [4].

El objetivo de este trabajo sera precisamente desarrollar los conceptos y resulta-
dos necesarios para presentar una demostracién autocontenida del Teorema de Hahn-
Mazurkiewicz. Para ello, estructuraremos el trabajo en cinco capitulos, culminando el
ultimo de ellos en la prueba de dicho teorema.

En el Capitulo [2| presentaremos las nociones basicas de topologia general que reque-
riremos en el resto del trabajo. Dada la importancia de la compacidad y la conexién,
estudiaremos algunas de las multiples propiedades con las que cada una de estas cuali-
dades dotan a los espacios que las poseen. En este mismo capitulo se estudiaran también
los espacios métricos y la nocion de convergencia que se puede definir sobre ellos, inclu-
yendo las variaciones que existen sobre los espacios métricos de funciones. Esto tltimo



nos permitira en el capitulo posterior reproducir la construccién de la curva de Peano.

Los Capitulos 3]y 4 estardn dedicados a dos ejemplos de curvas que se han considera-
do de especial relevancia. En el primero de ellos, como hemos adelantado, simularemos
la construccion de la curva de Peano. Evitaremos los argumentos utilizados por Peano
que, aunque pioneros, podrian resultar poco claros. En su lugar, enunciaremos y utiliza-
remos el método publicado por Hilbert, que nos otorgara una construccién de la curva
de Peano mas intuitiva. En el capitulo siguiente presentaremos la construccion original
de Lebesgue de la curva que acabaria llevando su nombre. Esta nos otorgara argumentos
que podremos reciclar de cara a la demostracion del Teorema de Hahn-Mazurkiewicz.
Dado que la construccion requiere del conocimiento de algunas propiedades del con-
junto de Cantor, dedicaremos parte de este capitulo al estudio de este conjunto. Entre
los resultados que demostraremos destacara el teorema de Hausdorff que caracteriza
todos los espacios métricos compactos como imagenes continuas de este conjunto.

Con el objetivo de caracterizar el intervalo unidad, en el Capitulo |5 presentaremos
nociones de la teoria de continuos métricos, es decir, de los espacios métricos que son
a la vez compactos y conexos. Para poder llevar a cabo la caracterizacion deseada sera
necesario introducir algunos conceptos y resultados previos, tales como el Teorema de
Isomorfismo de Orden de Cantor o la nocién de corte de Dedekind.

Finalmente, el Capitulo [f] tratard sobre los espacios de Peano, continuos métricos
que seran ademds localmente conexos, y su caracterizacion a través del Teorema de
Hahn-Mazurkiewicz. La caracterizacion del intervalo unidad dada en el capitulo previo
nos permitird demostrar que de hecho estos espacios son conexos por arcos. Ademas,
introduciremos las nociones de conexién local uniforme y conexion por arcos local
uniforme que, como veremos, también satisfaran este tipo de espacios. Seran estas
propiedades precisamente las que nos permitiran extender la construccion de Lebesgue
a espacios mas generales.

El texto utilizado principalmente para la confecciéon de este trabajo ha sido General
Topology de Stephen Willard [20], que ha inspirado la estructura general y del que
se han extraido la mayoria de enunciados ajenos a los conceptos basicos. Estos se
han complementado mediante consultas al texto Space-filling curves de Hans Sagan,
cuyas demostraciones considerablemente mas autocontenidas se han considerado mas
ilustrativas. Aunque con menor frecuencia, también han sido consultados los clasicos
textos de topologia general de J.R. Munkres y de J.G. Hocking y G.S. Young [12] [6].

Notacion

Antes de proceder con el desarrollo de este trabajo, fijemos algunos aspectos de la
notacién que utilizaremos. Algunos conjuntos de especial relevancia vendran dados
por letras caligraficas, tales como Z = [0, 1] o C para denotar el conjunto de Cantor.
Denotaremos por Y% el conjunto de aplicaciones entre X e Y, es decir, YX = {f :
X — Y : fesaplicacion}. Con respecto a la inclusién entre conjuntos, esta vendra
dada por el simbolo C. Cuando se quiera representar una inclusion estricta utilizaremos
el simbolo C. Cuando no se de la inclusién, utilizaremos el simbolo ¢.

Por otra parte, dado un niimero z € R denotaremos su representacion en base b € N
mediante T = (a,ap_1 ... A100.T1T2T3 . .. )b = Y p_g Wb" + Y pey 2. Por otra parte,
si t € [0,1], siguiendo la notacién de [15], expresaremos su representaciéon en base b
como t = 0;t1tat3. ..



Capitulo 2

Conceptos basicos

A lo largo de este capitulo introduciremos los conceptos y resultados de topologia
general que seran utilidad en las secciones siguientes. Se supondran conocidas nociones
bésicas de teoria de conjuntos tales como las propiedades de las operaciones entre con-
juntos o las relaciones que se pueden definir sobre ellos. Por lo general, no incluiremos
las demostraciones de aquellos resultados que se han visto en el Grado. Este capitulo
estd basado principalmente en |12], junto a algunos detalles obtenidos de [20].

2.1. Topologias, bases y continuidad

Podemos comenzar por recordar los conceptos mas basicos de los espacios topologi-
cos junto a algunos resultados asociados.

Definicién 2.1. Una topologia T sobre un espacio X es una familia de subconjuntos
de X tal que cumple las siguientes condiciones:

1. 0, X er

2. Si{U;}ier C 7. entonces |J U; € T,
el

n
3. Si {U;}~, C 7. entonces (| U; € T.
i=1
Los elementos de 7 se denominan conjuntos abiertos, y el par (X, 7) se denomina espacio

topolégico.

Si U € 7 es un conjunto abierto, diremos que su complementario X \ U es un
congunto cerrado. Cualquier topologia puede ser definida también en términos de sus
conjuntos cerrados.

Ejemplos.
Dado un conjunto no vacio X, veamos algunos ejemplos de topologias definidas en X:

" Tuivial = 10, X} se conoce como la topologfa trivial.

» Tgise = P(X), donde P(X) denota el conjunto de partes de X, se conoce como la
topologia discreta.



n 7ot = {AC X : X\ Aes finito} U {X} se conoce como topologia cofinita.

Sobre un mismo conjunto se pueden definir varias topologias distintas, y en ocasio-
nes puede ser interesante compararlas. Dadas dos topologias 71 y 75 definidas sobre un
mismo conjunto X, diremos que 71 es mds fina que Ty si se cumple que 7 C 77.

Por otra parte, definir de manera exhaustiva una topologia puede ser extremada-
mente complicado. Por ello, conviene conocer el concepto de base de una topologia,
que nos permitird describirla a partir de una familia de abiertos que de alguna manera
‘generard’ la topologia.

Definicién 2.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una base para la topologia 7 es una
coleccién B C 7 tal que todo abierto de 7 puede expresarse como unién de elementos
de B.

También puede ocurrir que contemos con un conjunto X sin topologia y queramos
generar una topologia para X a partir de una colecciéon de subconjuntos B. En general,
B no tiene por qué formar una base. Para poder comprobar si cumple las condiciones
necesarias para serlo, contamos con el siguiente resultado:

Proposiciéon 2.3. Sean X un conjunto y B una coleccion de subconjuntos de X. La
coleccion B es una base para una topologia sobre X si cumple las siguientes condiciones:

1. Para todo x € X, existe B € B con x € B.

2. Si By,By € Byx € ByN By, entonces existe By € B cumpliendo que v € By C
BN Bs.

La correspondiente topologia generada por la coleccién B se obtiene a partir de
todas las posibles uniones de elementos de la base.

Ejemplos.

= La topologia usual en R puede obtenerse a partir de la base formada por los
intervalos abiertos, es decir, Bysual = {(a,b) : a,b € R}.

= Una base de la topologia discreta definida para un conjunto X es la formada por
los conjuntos unipuntuales Bgise = {{z} : z € X}.

Al igual que ocurre en el caso de las topologias sobre un conjunto X, también se
pueden definir varias bases para un conjunto X, e incluso puede ocurrir que bases
distintas generen la misma topologia. El siguiente resultado permite comparar mas
comodamente las topologias generadas por dos bases distintas.

Proposicion 2.4. Sean By y By bases para las topologias T y 5 sobre el espacio X,
respectivamente. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. 7 es mas fina que 7.

2. Para cada elemento de la base By € By y cada elemento x € By, existe un
elemento de la base By € By tal que x € By C By.

Otra familia de conjuntos de interés es la de los entornos, ya que también es posible
describir una topologia en funcién de ellos.

4



Definicién 2.5. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y x € X. Un entorno de x es un
conjunto U C X tal que existe un abierto V€t conx e V C U.

En este trabajo también aparecera en ocasiones el concepto de clausura de un
conjunto, que se define de la siguiente manera:

Definicién 2.6. Dado un subconjunto A de un espacio topoldgico, definiremos su
clausura, que denotaremos por A, como la interseccion de todos los conjuntos cerrados
que lo contienen.

Notese que esto implica que la clausura de un conjunto es el menor cerrado que
lo contiene. Veamos algunas propiedades de interés de este conjunto que permiten
entenderlo mejor.

Proposicion 2.7. Sean X un espacio topoldgico y A C X. Entonces:

1.z € A siy sélo si para cualquier abierto U que contenga a x, se tiene que

UNA#D0D.
2. x € A siy sélo si todo entorno de x interseca a A.

3. Si B es una base de la topologia T, entonces x € A si y sélo si todo elemento de
B que contiene a x interseca a A.

4. A es cerrado si y solo si A= A.
Cercano al concepto de clausura encontramos el concepto de punto de acumulacion.

Definicién 2.8. Sea X un espacio topoldgico y A C X. Un punto x € A es un punto
de acumulacion de A si para cualquier entorno U de z, AN (U \ {z}) # 0.

A continuacién mostramos dos casos particulares en los que la clausura de un con-
junto se utiliza para definir una propiedad.

Definicién 2.9. Sea X un espacio topoldgico. Un subconjunto A C X se dice denso
en X si cumple que A = X.

Definicién 2.10. Un espacio topologico X es separable si cuenta con un subconjunto
D C X que es numerable y denso.

Otro concepto importante en los espacios topoldgicos son los llamados axiomas de
separacion. Estos son una serie de propiedades que puede cumplir un espacio topolégico
y que repercuten en las propiedades que se pueden encontrar en ellos.

Definicién 2.11. Sea X un espacio topologico. Diremos que (X, 7):

1. Es un espacio Ty o Hausdorff si dados dos puntos distintos x,y € X existen
abiertos disjuntos U,V € Tconx € Uey € V.

2. Es un espacio regular si dados un conjunto cerrado F' C X y un punto p ¢ F,
existen dos abiertos disjuntos U,V tales que F C U ype V.

3. Esun espacio normal si dados dos conjuntos cerrados disjuntos F, G C X, existen
abiertos disjuntos U,V con F CU y G C V.



En particular, la siguiente caracterizacién de los espacios regulares nos sera ttil en
capitulos posteriores.

Lema 2.12. Sea X un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. X es reqular.

2. Si U es un abierto de X y x € U, existe un conjunto abierto V tal que x € V' y
VCU.

Demostracion.

1) = 2): Sea X un espacio regular y U un abierto de X con = € U. Entonces X \ U
es cerrado en X y ¢ X \ U. Como X es regular, existen abiertos disjuntos V' y W
conz €V yX\UCW. Se cumple pues que VC X \ W C U y, en particular como
X \ W es cerrado, se tiene que V C U.

2) = 1): Sean F un cerrado de X y « ¢ F. Se cumple que X \ F es un abierto al que
pertenece x, luego existe un conjunto abierto V tal que # € V 'y V C X \ F. Por otra
parte, X \ V es un abierto tal que F C X \ V, que ademas es disjunto con respecto a
V', luego X es regular. |

También lo sera el siguiente resultado relacionado con los espacios T5.

Lema 2.13. Sea X un espacio Hausdorff. Entonces para cualquier x € X, el conjunto
{z} es un conjunto cerrado.

Otras propiedades que influyen en gran manera en el comportamiento y las propie-
dades de un espacio topoldgico son los Axiomas de Numerabilidad. En este trabajo en
particular solo nos interesaremos por el segundo de ellos.

Definicién 2.14. Diremos que un espacio topologico X verifica el sequndo axioma de
numerabilidad si posee una base numerable. Para abreviar, diremos que un espacio que
cumple esta propiedad es II-AN.

El siguiente resultado muestra una consecuencia del II-AN en espacios topoldgicos.
Teorema 2.15. Todo espacio topologico II-AN es separable.

Demostracion.
Sea X un espacio topoldgico II-AN. Entonces existe una base numerable B = { B, },en
para su topologia. Para cada n € N podemos elegir z,, € B,,. Consideremos el conjunto
numerable D = {z,, : n € N} y veamos que es denso.

Sean x € X \ D y U un abierto con € U. Por definicién de base, existird algin
no € N con B,,, C U, luego z,, € By como z,, € D, se tendrd que U N D # () para
cualquier abierto U con x € U. Por lo tanto, tenemos que z € Dy D = X. [ |

Veamos ahora algunos ejemplos de topologias que aparecen frecuentemente. Po-
demos comenzar por considerar la estructura que un subconjunto puede heredar del
espacio topoldgico en el que esta contenido.

Definicién 2.16. Sea X un espacio topolégico y A C X un subconjunto. Si B es una
base para la topologia de X, entonces la coleccién

BA:{BﬂAiBGB}

forma una base para una topologia 74 sobre A. La topologia generada por esta base se
denomina la topologia de subespacio.



El siguiente resultado nos permite relacionar de manera clara y concisa los abiertos
y cerrados de un espacio topoldgico con los de sus subespacios.

Teorema 2.17. Sea A un subespacio de un espacio topologico X . Entonces se cumplen
las siguientes propiedades:

1. V. C A es abierto en A si y solo si existe un abierto U en X con V =U N A.
2. F C A es cerrado en A si y solo si existe un cerrado K en X con F'= KN A.
Ejemplos.

1. La topologia de N como subespacio de R coincide con la topologia discreta.

2. Si consideramos A = [0,1) como subespacio de R, tenemos por ejemplo que
[0, %) = (—%, %) N A es abierto en A pero no en R. De manera analoga, [%, 1) es

cerrado en A pero no en R.

También podemos partir de un conjunto sobre el que ya se ha definido alguna
relacién. Por ejemplo, dado un conjunto ordenado, existe una una manera estandar de
definir una topologia a partir de su relaciéon de orden.

Definicién 2.18. Sea (X, <) un conjunto ordenado con mdas de un elemento. Sea B<
la familia formada por los siguientes conjuntos:

1. Todos los intervalos abiertos (a,b) ={z € X : a <z < b} de X.

2. Todos los intervalos semi-abiertos de la forma [ag,b) = {x € X : ay < x < b},
donde ag es el menor elemento de X, si existe.

3. Todos los intervalos semi-abiertos de la forma (a,by] = {z € X : a <z < by},
donde by es el mayor elemento de X, si existe.

Entonces B< es una base para una topologia sobre X. Esta topologia se denomina
topologia inducida por la relacion de orden <.

Cuando no exista elemento minimo o maximo, no se incluirdn en B< los intervalos
semi-abiertos de la forma correspondiente.

Ejemplos.

= La topologia inducida por la relacién de orden usual sobre R coincide con la
topologia usual presentada anteriormente.

Finalmente, son de gran interés las propiedades de las aplicaciones que podemos
definir entre dos espacios topoldgicos.

Definicién 2.19. Sea f : X — Y una aplicacién entre dos espacios topoldgicos. Se
dice que f es una aplicacion continua en un punto x si para cualquier abierto V de YV
con f(z) € V, f~1V) es un abierto de X. La aplicacién f se dice continua en X si lo
es en cada punto x de X.

Cuando una aplicacion f : X — Y continua sea biyectiva, y ademads su aplicacion
inversa f~!:Y — X sea continua, diremos que es un homeomorfismo.
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Dados dos espacios topologicos X e Y, denotaremos el conjunto de aplicaciones
continuas entre ellos como C(X,Y). A continuacién se muestra una til caracterizacién
de las aplicaciones continuas:

Teorema 2.20. Sean X e Y dos espacios topologicos, y f : X — Y wuna aplicacion
entre ellos. Entonces son equivalentes:

1. f es continua en X.
2. Para todo F CY cerrado, el conjunto f~Y(F) es cerrado en X.

Aunque en ocasiones no es tan facil comprobar la continuidad de una aplicacién, el
siguiente resultado nos permite construir aplicaciones continuas a partir de otras cuya
continuidad es conocida.

Teorema 2.21 (Lema de pegado). Sea X = AU B con A, B conjuntos o bien ambos
abiertos, o bien ambos cerrados. Sean f : A — Y, g : B — Y dos aplicaciones
continuas. Si f(x) = g(x) para todo x € AN B, entonces la aplicacion h : X — Y

dada por:
h(x):{f(x) reA
g(x) x€B

es una aplicacion continua.

Las aplicaciones continuas son piezas centrales al estudio de la topologia. En el
caso de este trabajo, existe un tipo de aplicaciéon continia que nos sera de especial de
interés: la curva topologica.

Definicién 2.22. Sea X un espacio topolégico. Una curva sobre X es una aplicacion
f:Z — X continua.

Otro caso especial de aplicacion continua son las aplicaciones cociente que, aunque
no ahondaremos en ellas, cuentan con propiedades muy interesantes.

Definicién 2.23. Sean X e Y dos espacios topoldgicos y p : X — Y una aplicacion
continua y sobreyectiva entre ellos. La aplicaciéon p es una aplicacion cociente si dado

un subconjunto U de Y, el conjunto U es abierto en Y siy sélo si p~'(U) es abierto en
X.

Lema 2.24. Sea f : X — Y wuna aplicacion sobreyectiva cerrada y continua. Entonces
f es una aplicacion cociente.

2.2. Compacidad

La compacidad es una de las propiedades topolégicas de mayor interés. Esto se
debe a que por una parte, al combinar la compacidad con algunas otras propiedades
de la seccién anterior, se obtienen espacios con propiedades muy buenas y a que, por
otra, la compacidad permite la extension de teoremas como el del valor extremo o de
continuidad uniforme a espacios mas generales.
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Definicién 2.25. Un recubrimiento abierto de un espacio topoldgico X es una familia

de abiertos {U;};cr que cumple |J U; = X. Llamaremos subrecubrimiento a cualquier
i€l
subfamilia de un recubrimiento que siga cumpliendo dicha condicién.

Definicién 2.26. Se dice que un espacio topoldgico X es compacto si dado cualquier

recubrimiento abierto {U;}ies, existe un subrecubrimiento finito {Uj, [y

Ejemplos.
= Cualquier espacio topolégico X finito es compacto.

= Los intervalos cerrados y acotados de R son subespacios compactos. Este resul-
tado se conoce como el Teorema de Heine-Borel.

Veamos algunos propiedades ttiles de los conjuntos compactos.
Proposicion 2.27. Se tienen las siguientes propiedades:

1. La union finita de conjuntos compactos es compacta.
Todo subconjunto cerrado de un compacto es compacto.

Todo conjunto compacto de un espacio Hausdorff es cerrado.

La imagen de un conjunto compacto por una aplicacion continua es un conjunto
compacto.

5. Una aplicacion continua de un espacio compacto en un espacio Hausdorff es
cerrada.

Como consecuencia de las propiedades anteriores obtenemos los siguientes corola-
rios:

Corolario 2.28. Sea X un espacio Hausdorff y (K;)ic; una familia de subconjuntos
compactos de X. Entonces (| K; es un conjunto compacto.

iel
Corolario 2.29. Sea f: X — Y wuna aplicacion continua biyectiva entre un espacio
compacto X y un espacio HausdorffY. Entonces f es un homeomorfismo.

Ademas, para el caso de los espacios compactos, veremos que los axiomas de sepa-
racién estan muy relacionados entre si.

Proposicién 2.30. Un espacio topologico X compacto y Hausdorff es regular y normal.

Demostracion.

Sean F un cerrado de X y x ¢ F. Como X es compacto, por la Proposicién 2.27] el

conjunto F' es compacto. Al ser X un espacio Hausdorff, para cada y € F existen abier-

tos disjuntos V,, y U, con y € V,, y x € U,. La familia {V} } ep forma un recubrimiento

abierto de F' que, al ser compacto, poseerd un subrecubrimiento finito {V,,}7,. Defi-
n n

niendo U = (U, y V = |J V,,, se cumple que U y V son abiertos al ser interseccion

i=1 i=1
finita de abiertos y unién de abiertos respectivamente. Ademas, son disjuntos entre si

y cumplen que x € U y F' C V. Por tanto, X es regular.
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Sean ahora F'y G dos cerrados disjuntos de X. Como el espacio X es regular,
para cada f € F' existen abiertos disjuntos Uy, Vs con f € Uy y G C V. La familia
{U¢} ser forma un recubrimiento abierto de F'. Al ser F' un conjunto cerrado contenido
en un compacto, entonces I’ es también compacto, por lo que podemos extraer un
subrecubrimiento finito {Uy, }7?_,. Los conjuntos U = U UpyV = ﬂ V7, son abiertos

=1 =1
disjuntos tales que F C Uy G C V. [ |

A continuacién definimos una propiedad que nos servira para caracterizar los espa-
cios compactos y que ademds, nos sera util en capitulos posteriores cuando tomemos
intersecciones arbitrarias de conjuntos en espacios con algunas propiedades concretas.

Definicién 2.31. Diremos que una familia de conjuntos {A;};c; tiene la propiedad de
la interseccion finita si cualquier subfamilia finita de ellos tiene interseccién no vacia.

Teorema 2.32. Un espacio X es compacto si y solo si toda familia { A; }ier de conjuntos

cerrados con la propiedad de la interseccion finita cumple que () A; # 0.
iel

Demostracion.
Supongamos que X es compacto y sea {A; };c; una familia de cerrados con la propiedad
de la interseccién finita. Veamos que (| A; # 0. Supongamos lo contrario. Entonces
i€l
tenemos que [J(X \ 4;) = X. Como los A; son cerrados, {X \ A;}ie; forma un recu-
iel
brimiento abierto de X. Como X es compacto, podemos obtener un subrecubrimiento
n
finito {X \ A;;}}_,. Entonces tendrfamos que X = [J(X \ 4;,) o, equivalentemente,
j=1
n
N Ai; = 0, lo que es una contradiccién porque la familia {A;};c; tiene la propiedad de
j=1
la interseccién finita.

SeaUd = {U;}ic; un recubrimiento abierto de X. Supongamos que U no tiene ningin
subrecubrimiento finito de X. Entonces, para cada J C [ finito, existira algin x € X
con x ¢ |J U, o, equivalentemente, x € () (X \ U;). Por tanto, {X \ U;}ie; sera

jeJ jed
una familia de cerrados con la propiedad de la interseccién finita. Por hipdtesis, esto
implicard que () (X \ U;) # 0 o, equivalentemente, que |J U; # X. Esto nos lleva a una
i€l i€l
contradicciéon ya que U recubre X. [ |

Ejemplos.

» Cualquier familia de conjuntos {4, },en cumpliendo que A, 11 C A, para todo
n € N, tiene la propiedad de la interseccién finita.

» En el espacio topoldgico [—1,1] con la topologia usual, podemos considerar la
familia de cerrados {[’71, ﬂ }neN, que cumple la propiedad de la interseccion

finita por el punto anterior. Como [—1,1] es compacto la interseccién de esta

familia serd no vacfa. De hecho, se tiene que () [=L, 1] = {0}.
neN
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2.3. Conexion

La conexién es otra de las principales propiedades a estudiar en un espacio topologi-
co. Pese a ser una propiedad enunciada de una manera algo intuitiva o ‘visual’, nos
permitird caracterizar espacios concretos, como veremos en el Capitulo [5}

Definicién 2.33. Un espacio topologico X es conexro cuando no existen dos abiertos
no vacios U,V tales que UUV = X con U NV = ().

De la definicién anterior se deduce que tanto U como V son también cerrados.
Por tanto, la conexion se puede enunciar equivalentemente en términos de conjuntos
cerrados.

Definicién 2.34. Dados un espacio topolégico X y un punto x € X, la componente
conexa de x es el mayor subconjunto conexo C, C X que contiene a x.

Ejemplos.

= Cualquier intervalo de R es un conjunto conexo. De hecho, los intervalos son los
unicos subconjuntos conexos de este espacio.

» Tomando X = (0,2) U (3,5), tenemos que la componente conexa de 1 en X serd
(0,2), y la componente conexa de 4 en X sera (3,5).

Veamos ahora un resultado que reforzara nuestra nocién intuitiva de conexién.

Lema 2.35. Sea X un espacio topologico tal que X = H U K con H, K abiertos
disjuntos no vacios. Si A es un subespacio conexo de X, entonces o bien A C H, o
bien A C K.

Como se ha podido ver en el ejemplo previo, en general no se cumple que la uniéon
de conexos de lugar a un conjunto conexo. Dado que en capitulos posteriores de este
trabajo trataremos frecuentemente con subconjuntos conexos, nos interesa saber bajo
qué condiciones podemos afirmar que esta operaciéon produzca conjuntos conexos.

Proposicién 2.36. Sea X un espacio topoldgico.

1. Supongamos que X = |J X; con X; conexo para cada i € I. Si (X; # 0,
i€l i€l
entonces X es conexo.

2. Supongamos que X = |J X,, con X,, conexo para cadan € N. Si para cadan > 2
n=1
se cumple que X,,_1 N X, # 0, entonces X es conexo.

Existen formulaciones ligeramente distintas de la conexién de un espacio topologico.
Estas se pueden basar en aspectos locales, lo que llevara a hablar de espacios localmente
conexos, o a la posibilidad de conectar dos puntos cualesquiera de un espacio ‘trazando’
un camino entre ellos. A continuacién definiremos de manera més formal estas ideas
que acabamos de introducir, comenzando por los espacios localmente conexos.

Definicién 2.37. Un espacio topoldgico X es localmente conexo cuando para todo
x € X y para todo entorno U, de x, existe un entorno abierto conexo V, de x tal que
reV, CU,.
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Los espacios localmente conexos pueden ser caracterizados a partir de sus compo-
nentes conexas.

Proposicion 2.38. Un espacio topoldgico es localmente conexo si y solo si las compo-
nentes conexas de sus abiertos son abiertas.

Demostracion.

Sea X un espacio topoldgico y supongamos que X es un espacio localmente conexo.
Sean U C X un abierto, zg € U y C:CUO la componente conexa de xy en U. Como X es
localmente conexo, existe un conjunto abierto conexo V conxz € V C U, luego V' C Cgo
y Cgo sera un conjunto abierto.

Para ver la implicacién reciproca, supongamos que para cada abierto U C X y cada
punto z € U, la componente conexa CV de z en U es abierta. Sea z € X. Como U
es un entorno abierto de z en X, entonces la componente conexa CY de z en U es un
entorno abierto de x contenido en U, Por tanto, X sera localmente conexo. [

Introduzcamos ahora una tercera nocién de conexién. Esta nocion trata de definir
la conexién trazando curvas (Definicion 2.22]) entre los puntos del espacio en cuestion.

Definicién 2.39. Un espacio topologico X es conexo por caminos cuando para cual-
quier par de puntos a,b € X existe una aplicaciéon continua ¢ : Z — X con
0(0) = a,0(l) = b. A cada una de estas aplicacién se le denomina un camino en-
tre a y b.

Si o es un homeomorfismo, el camino o se denomina arco. Si dados dos puntos a, b
de X siempre existe un arco con ¢(0) = a y (1) = b, se dice que X es un espacio
COMETO POT GTCOS.

En ocasiones, utilizaremos la palabra camino (o arco) para referirnos al conjunto
o(Z) en vez de a la propia aplicacién o. Cabe destacar también que la definicién
de camino dada aqui y la de curva dada en la Definicién [2.22] son extremadamente
similares. En general, inicamente hablaremos de caminos cuando estemos en el contexto
de la conexién y cuando se hayan especificado sus extremos, mientras que reservaremos
el término curva para el resto de casos.

Asimismo, es necesario mencionar que es comun en la bibliografia utilizar de manera
equivalente los términos conexo por caminos y arco-conexo. En este trabajo, evitaremos
el uso del término arco-conexo para no llevar a confusién, y distinguiremos segiin se ha
explicado entre conexo por caminos y conexo por arcos, siendo la ultima una condicién
mas fuerte.

Similar en idea a un camino entre dos puntos, podemos definir el concepto de cadena
simple.

Definicién 2.40. Sean a,b € X. Una cadena simple conectando a y b es una sucesion
de abiertos Uy,...,U, tales que a € Uy, b € U, y ademas U; NU; # 0 si y sélo si
i —j] < 1.

Si bien el concepto de recubrimiento abierto ha sido utilizado con mucha mayor
frecuencia en la Seccién conviene recordarlo para enunciar el siguiente resultado.
La combinacién de conjuntos conexos y recubrimientos abiertos otorga una pista sobre
como se combinaran las propiedades enunciadas hasta ahora en capitulo posteriores.
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Teorema 2.41. Sean X un espacio conexo yU un recubrimiento abierto de X. Enton-
ces para cada par de puntos a,b € X existe una cadena simple formada por elementos

deU.

Demostracion.

Sea a € X. Definamos Z como el conjunto de elementos de X unidos con a por una
cadena simple formada por elementos de U. Veamos que Z es un conjunto abierto y
cerrado a la vez. Al ser X conexo, dado que a € Z trivialmente, esto implicara que
7z =X.

Comencemos por ver que es abierto. Sea z € Z, entonces existe una cadena simple
Ui,Us, ..., U, de elementos de U uniendo z con a, con z € U,. Sea u € U,, con
u # z, entonces se tiene que la misma cadena simple une u con a, por lo que de hecho
z €U, CZy Z esun conjunto abierto.

Veamos ahora que Z es cerrado. Sea z € Z, entonces existe V € U abierto con
z € V. Ademas, la interseccién Z NV no es vacia. Sea b € Z NV, existe una cadena
simple Uy, U, ...,U, de elementos de U uniendo a con b. Si existe algin ¢ tal que
z € U,,, entonces tomando iy = min{i : z € U;} la cadena simple Uy, ..., U;, une
z con a. Si z no se encuentra en ningin elemento de la cadena, entonces tomando el
menor indice k tal que V NU # 0, se tiene que Uy, Us, ..., U, V es una cadena simple
uniendo z con a. En ambos casos, se tiene que z € Z, por loque Z = Z y Z es un
conjunto cerrado. [ |

Por otra parte, tenemos que las aplicaciones continuas, al igual que en el caso de la
compacidad, se comportan bien con respecto a la conexién de los espacios topoldgicos.

Lema 2.42. La imagen de un espacio conexo por una aplicacion continua es Conera.

No es cierto en general que esto se de para otros tipos de conexién tales como la
conexién por caminos o la conexién local. Sin embargo, imponiendo condiciones mas
estrictas sobre la aplicaciéon podemos obtener un buen comportamiento con respecto a
la segunda.

Teorema 2.43. Sean X e Y dos espacios topologicos. Si X es localmente conexo y
p: X — Y es una aplicacion cociente, entonces Y también serd localmente conexo.

Demostracion.
Sea p : X — Y una aplicacién cociente. Sean U C Y un abierto, yp € U y C'?% la

—1

componente conexa de yo en U. Sea x € X con p(x) = yo y consideramos C} @) 1a
-1

componente conexa de x en p~!(U). Como C7 ) es un conjunto conexo, por el Lema

luego p (C{I(UU c CJ. Por

—1 —1

tanto, z € C? V) C p1 (CY). Como CF ) s un conjunto abierto, p~! (CY) es
abierto en X y, como p es una aplicacion cociente, el conjunto C@% serd abierto en Y.
Por la Proposicién [2.38] Y serd localmente conexo. [

Yo’

2.42\ p (0571(‘”) serd un conjunto conexo y p(z) € CY

2.4. Espacios métricos

Los espacios métricos nacieron inicialmente para poder extender la nociéon de con-
tinuidad, enunciada en los nimeros reales mediante la definicién € — 4, a espacios més
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generales. Por tanto, son espacios centrales a la disciplina del andlisis. Dado que aqui
trataremos con funciones entre Z y Z2, nos serdn de gran utilidad. Ademas, este tipo
de espacios cuenta con una extensa serie de propiedades, algunas de las cuales enun-
ciaremos.

Definicién 2.44. Dado un conjunto X, una métrica o distancia es una aplicacién
d: X x X — R con las siguientes propiedades para cada x,y,z € X:

L d(z,y) >0
2. dzy) =0<=az=y

3. d(z,y) = d(y, )
4. Desigualdad triangular: d(x, z) < d(x,y) + d(y, 2)

Dado un espacio métrico (X, d), llamaremos bolas abiertas (con respecto a la métrica
d) de centro zg € X y radio € > 0 a los conjuntos By(zg,e) = {z € X : d(zg,2) < €}.
Cambiando el simbolo de desigualdad estricta < por <, obtenemos en cambio la bola
cerrada con centro zo y radio €, que denotaremos por By(z, ). Cuando no haya dudas
sobre la métrica con respecto a la cual construimos estos conjuntos, obviaremos los
subindices.

Definicién 2.45. En un espacio métrico (X, d), la topologia métrica 74 (asociada a la
distancia d) es aquella generada por la base formada por las bolas abiertas, es decir, la
base By = {B(x,e) : v € X, e € RT}.

Ejemplos.

= Dado un conjunto X no vacio, la métrica discreta se puede definir segun:
0 siz=y
1 six#y

La topologia inducida por esta distancia coincide, como cabria esperar, con la
topologia discreta 7y4;,. sobre X.

dD('CE’y) = {

» Dado un espacio métrico (X,d) y A C X un subconjunto, la restriccion d|4x 4 de
da Ax A dotaa A con estructura de espacio métrico. Se dice que (A, d|ax4) es
un subespacio métrico de (X, d).

= Dado n € N, podemos definir sobre R” las siguientes distancias:

di(z,y) = Z |z — vl
i=1

1<i<n

Cuando n = 1, las tres distancias coinciden y d,(z,y) = |x — y| se denomina la
distancia usual sobre R.
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Definicién 2.46. Dado un espacio métrico (X, d) y un subconjunto A del mismo,
se dice que A es un conjunto acotado si existe una constante M € R tal que para
todo z,y € X, d(z,y) < M. Ademds, cuando un conjunto A sea acotado, llamaremos
didmetro al valor diam(A) = sup{d(x,y) : x,y € A}.

Para el caso especifico del conjunto vacio, diremos que diam(f)) = 0.

A partir de un espacio métrico (X, d) siempre podemos construir una nueva métrica
sobre X que induce exactamente la misma topologia que d, y con respecto a la que todos
los subconjuntos de X son acotados. Denotaremos esta métrica por d : X x X — R
y viene dada por:

d(z,y) = min{d(x,y), 1}
Denominaremos d como la métrica acotada estindar asociada a d.
Esta métrica nos permitird definir un ejemplo de espacio métrico que serd de especial
importancia a lo largo de este trabajo. Este espacio sera el formado por el conjunto
Y, con X un espacio topolégico e Y un espacio métrico.

Definicién 2.47. Sean X un conjunto e Y un espacio métrico, la aplicacién p: YX x
YX* — R dada por:

p(f.g) = sup{d(f(z), g(x)) : = € X}
se denominada métrica uniforme sobre Y X,

Observemos que en esta definicién es necesario utilizar la métrica acotada d para
poder asegurar que el supremo sea finito y que p esté bien definida.

En parte de este trabajo nos centraremos en el caso en el que X =Z e Y = T2,
considerando en ambos casos sus estructuras como subespacios de R y R? con las
topologias usuales. Especificamente, nos interesara el subconjunto formado por las
funciones continuas entre estos dos conjuntos, C(Z,Z?%) o equivalentemente, las curvas
sobre Z2.

Tras haber visto algunos ejemplos de espacios métricos, enunciamos algunas pro-
piedades de interés de este tipo de espacios.

Proposicion 2.48. Sea X un espacio métrico. Se verifican las siguientes propiedades:

1. X es un espacio Hausdorff.

2. Si K C X es un subconjunto compacto, entonces K es cerrado y acotado.

El segundo apartado de esta proposicién nos permite redefinir en cierta manera la
estructura de espacio métrica establecida sobre el conjunto C(X,Y). Si exigimos que
X sea un espacio compacto y f sea continua, entonces f(X) serd también compacto,
y sera por tanto un conjunto acotado en Y. Esto nos libra de la necesidad de utilizar
la métrica d en la Definicién .47

Definicién 2.49. Sea X un espacio compacto e Y un espacio métrico. Entonces la
métrica sobre C(X,Y’) dada por

p(f,g) = sup{d(f(z),g(x)) : v € X}

se conoce como meétrica del supremo.
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Observacion 2.50. Se cumple que p(f,g) = min{p(f,g),1}

Noétese que las condiciones necesarias para la utilizacion de la métrica del supremo
se dan cuando consideramos X =Z e Y = 72

Teorema 2.51. Todo espacio métrico (X,d) compacto es también II-AN.

Demostracion.

Para cada n € N la familia A, = {B (a:, %) e X } es un recubrimiento abierto. Al

ser X compacto, para cada n € N, existe un subrecubrimiento finito B, C A,,, que sera

de la forma B, = {B (ac’f, %) , B (xg, %) ,...,B (xSn, n)} A partir de estos definimos
oo

B = |J B,, que al ser una unién numerable de conjuntos finitos es a su vez numerable.
n=1
Veamos que B es en efecto una base para la topologia métrica de X usando el resultado

dado en la Proposicién 2.3

1. Fijado n € N, como B,, es un recubrimiento, para todo x € X existira algun i
con 1 <1 <s, tal que x € B(:pf,%)

2. Dados ny,ns € N| seanx?l,x’;? € X, nyB( x; ,n>ﬁB<3 ,n) Al ser

Bz, L)yB abiertos en la topologia métrica, su interseccién es tam-
1 ny n2

bién abierta. Por tanto, existe ¢ > 0 tal que B (z,e) C B <:131, ) NB <m2, o )

Sea N € N tal que = < e. Al ser Byy un recubrimiento abierto también, existira
Ve X cumphendo que x € B (xk , 2N) Seay € B (xk , 2N) entonces:

dley) < da,at) + d(aE ) < s+ ok = 2 <

luego y € B (z,¢) y, como B(z,e) C B (mm i) N B (xm, n%), tenemos que

C
B (xiN, 2N) CB (acl, n%) (xg, )

Por la Proposicion [2.3] el conjunto B forma una base para un topologia sobre
X. Veamos que, en efecto, esta topologia, que denotaremos como 7, coincide con la
inducida por la distancia d.

Dado que B C B, es obvio que 7 C 74. Para ver que 74 C 7, haremos uso de
la Proposicion . Sean z,y € X y e > 0 con z € B(y,e) € B,. Existe N € N
con B (z,+) C B(y,e) y existe 22V con z € B (2?V, ) € Baoy. Hay que ver que

B (3, 55) € B(y,e). SeazEB(i 5 ) o

1 1 1
d < d(z, 22N + d(a*N — ==
(v,2) S dlw,e7) +d@y) <55 Yoy = § <
Por tanto, z € B (z, 1) y como B (z,+) C B(y,¢), tenemos que z € B(y,¢).
|

Si bien el siguiente resultado no serd utilizado expresamente hasta el Capitulo[6] en
su momento nos permitird obtener propiedades muy utiles de espacios que combinan
la estructura métrica con la compacidad.
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Teorema 2.52. (Lema del nimero de Lebesgue) Sea (X, d) un espacio métrico y U un
recubrimiento abierto de X. Si X es compacto, entonces existe un niumero real positivo
0 tal que, para todo subconjunto de X de didmetro menor que &, existe un elemento de
U que lo contiene.

Al valor § > 0 que aparece en este resultado se le llama numero de Lebesgue aso-
ciado al recubrimiento U.

Hasta ahora hemos considerado tinicamente la relacién entre espacios métricos y
topoldgicos en una direccion: esta claro que a partir de un espacio métrico podemos
construir un espacio topolégico facilmente. Cabe considerar el orden inverso y pre-
guntarnos si, a partir de un espacio topolégico dado, podriamos construir un espacio
métrico.

Definicién 2.53. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Diremos que X es un espacio
metrizable si existe una métrica sobre X cuya topologia inducida coincida con 7.

Por las propiedades que hemos visto, todo espacio metrizable debe ser Hausdorff y
verificar el segundo axioma de numerabilidad. El siguiente resultado nos da condiciones
suficientes que nos permiten asegurar cuando un espacio es metrizable.

Teorema 2.54. (Teorema de metrizacion de Urysohn) Todo espacio regular X que
cumple el sequndo axioma de numerabilidad es metrizable.

La demostracion de este teorema es compleja y no se incluird en este texto, pero
puede ser consultada en [12] (Cap. 4, Sec. 34, pags. 215-217). No obstante, si demos-
traremos el siguiente corolario de este teorema que nos serd de utilidad mas adelante.

Corolario 2.55. La imagen continua de un espacio métrico compacto en un espacio
Hausdorff es metrizable.

Demostracion.
Sea f : X — Y una aplicacion continua sobreyectiva de un espacio compacto X en
un espacio Hausdorff Y.

Al ser imagen continua de un compacto, Y es compacto y, al ser Hausdorff, también
es regular. Utilizando el Teorema de metrizacién de Urysohn (Teorema , basta ver
que Y es II-AN. Para ello, sea B una base numerable de X, que existe al ser X métrico
y compacto (Teorema , y sea C el conjunto de todas las uniones finitas de los
elementos de B. Entonces D = {Y \ f(X \ C) : C € C} es un conjunto numerable de
conjunto abiertos de Y. Observemos también que, a consecuencia del apartado 5 de la
Proposicién 2.27] f es un aplicacién cerrada. Veamos que D es una base para Y.

Sea U un abierto de Y y p € U. Entonces se tiene que f~!(p) C f~}(U) y ademds
f~Y(p) es compacto, siendo esto tltimo consecuencia del Lema m y la Proposi-
cién 2.27] Por ser f continua, f~}(U) también es abierto en X vy, al ser B base de
X, podemos expresar cualquier abierto como unién de elementos de la base, luego
Y U) = U B;. Ademés, f~'(p) C f~1(U) = | B; y como es compacto, existen con-

el el

juntos By, Ba, ..., B, € {B;}ics tales que f~'(p) C U B; C f7Y(U). Sea C = U B;.

Entonces C € Cype Y\ f(X\C) CU. Por tanto D es una base numerable para
Y. |
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Finalmente, enunciamos la reformulacién de la condicién de continuidad mencio-
nada al principio de esta seccién. Esta nos seré extremadamente cémoda tanto en la
seccion inmediatamente posterior como en los siguientes capitulos.

Proposicién 2.56. Sea [ : (X,dx) — (Y,dy) una aplicacion entre dos espacios
métricos. La aplicacion f es continua en o € X si dado € > 0, existe 6 > 0 tal que para
cualquier x € X satisfaciendo que dx(xg,x) < €, se cumple que dy (f(xg), f(x)) <.

Ademas, podemos introducir una nocién mas fuerte de continuidad que, junto a un
resultado que también enunciaremos aqui, nos permitirda alcanzar el objetivo final de
este trabajo en el Capitulo [6]

Definicién 2.57. Sea (X.dx) e (Y, dy) dos espacios métricos. Una aplicacién f : X —
Y es uniformemente continua si dado € > 0 existe § > 0 tal que si x1, x5 € X cumplen
que dx(zq,x2) < 6§, entonces tenemos que dy (f(z1), f(x2)) < €.

Teorema 2.58 (Teorema de la continuidad uniforme). Sean (X,dx) e (Y,d,) dos
espacios métricos y f + X — Y una aplicacion continua. Si X es un espacio compacto,
entonces f es uniformemente continua.

2.5. Convergencia en espacios métricos

Los espacios métricos también permitir definir el concepto de convergencia de una
sucesién de manera comoda. En términos generales, estaremos interesados en la con-
vergencia de funciones y en la relacién con su continuidad. Esto nos permitird en el
Capitulo 3| introducir el concepto central a este trabajo: las curvas que rellenan espa-
cios. No obstante, en esta seccién también encontraremos algunos resultados que nos
seran de utilidad en otras partes de lo que resta de trabajo.

Definicién 2.59. Sea (X,d) un espacio métrico. Diremos que x es el limite de la
sucesion (x,)nen cuando se cumpla que para todo € > 0 existe N € N tal que

d(z,,z) <e paratodon > N.

Cuando x sea el limite de la sucesién (z,)nen, lo denotaremos como lim z,, = z.
n—0o0

La nocién de convergencia se puede expresar también en términos de la topologia
del espacio métrico como se describe en la siguiente observacion:

Observacion 2.60. Sea (x,),eny una sucesién sobre un espacio métrico X. Las afirma-
ciones siguientes son equivalentes:

1. La sucesion (x,),en converge a un punto .
2. Paratodo e > 0, existe N € N tal que para todon > N se tiene que z,, € B(z,¢).
3. Para todo abierto U con = € U, existe N € N tal que z,, € U para todon > N.

Si bien la convergencia de una sucesion se puede definir integramente en términos
de la topologia de un espacio, los conceptos que introduciremos a continuacién son
exclusivos de los espacios métricos.
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Definicién 2.61. Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesion (z,)nen €8 una sucesion
de Cauchy cuando dado € > 0, existe N € N tal que

d(x,,x,) < e paratodo n,m > N.

Definicién 2.62. Un espacio métrico (X, d) se dice completo si y sélo si cada una de
sus sucesiones de Cauchy converge en X.

El hecho de que la completitud de un espacio dependa de su estructura métrica y no
de la topologia subyacente lleva a que existan espacios métricos que sean homeomorfos
entre si siendo uno de ellos completos y el otro no, como es el caso de (0,1) y R con
sus topologias usuales.

El siguiente resultado presenta una caracterizacién de la clausura de un conjunto
en un espacio métrico en términos de convergencia de sucesiones, lo que nos permitira
trazar relaciones entre los conjuntos cerrados o compactos y los espacios completos.

Lema 2.63. Sea X un espacio métrico. Dado A C X, entonces a € A si y solo si
existe una sucesion (a,)nen de elementos de A tal que a = lim a,,.

n—oo
Proposiciéon 2.64. Un subconjunto cerrado de un espacio métrico completo es com-
pleto.

Demostracion.

Sea X un espacio métrico completo y F' un subconjunto cerrado. Sea (Z,)n,eny una
sucesion de Cauchy formada por elementos de F'. Como en F' consideramos la estructura
de subespacio métrico de X, la sucesion (x,,),en también serd una sucesién de Cauchy
sobre X, por lo que convergera a un cierto elemento lim x, = x € X. Como F es

n—r 00
cerrado y x, € F para todo n € N, por el Lema x € F = F. Luego F es
completo. ]

Lema 2.65. Sean X un espacio métrico y K C X. Si K es un subconjunto compacto,

entonces cualquier subconjunto infinito S C K contiene un punto de acumulacion en
K.

Demostracion.
Sean K un conjunto compacto y S C K un subconjunto infinito. Supongamos que S
no posee ningin punto de acumulacion y veamos que esto lleva a una contradiccién.
Como S no posee puntos de acumulacién, para cada z € K existe r, > 0 tal que
(B(z,r2) \ {z}) NS\ = 0.
Para cada x € K, podemos considerar la familia de abiertos dada por {B(x,r;) :

r € K}, que cumple que K C |J B(z,7,), es decir, es un recubrimiento abierto de
zeK
K. Como K es compacto, se puede obtener un subrecubrimiento finito. Sin embargo,

por hipétesis cada abierto del recubrimiento inicial contiene tinicamente un elemento
de Sy como S C K, no seria posible recubrir K con un nuimero finito de los abiertos

{B(#,72)}pex u

Proposicion 2.66. Sea X un espacio métrico. Si K C X es un conjunto compacto,
entonces K es completo.
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Demostracion.
Sea (an)nen una sucesiéon de Cauchy en K, y consideramos el conjunto A = {a, : n €
N} C K formado por sus términos.

Si A es un conjunto finito, necesariamente los términos de la sucesion deben ser
constantes, ya que en otro caso tendria infinitos términos distintos y A no seria finito.
Este valor constante a € A sera el limite de la sucesion.

Supongamos ahora que A es infinito. Por el Lema [2.65] el conjunto A contiene un
punto de acumulacién a € K. Veamos que la sucesion (a,),en converge a a.

Sean ¢ > 0. Por ser (a,),eny una sucesién de Cauchy existe N € N tal que si
m,n > N entonces d(x,,,x,) <= £. Ademds, como a es un punto de acumulacién de
A, se cumple que (B (a,%) \ {a}) NA# 0y que a, € (B (a,£) \ {a}) N A. Por tanto,
d(am,a) < 5y por la desigualdad triangular:

d(an,a) < d(a,, ay,) + d(am,a) < % + g —c.

Por tanto, la sucesién (a,)nen converge a a € Ky K es completo. [ |

Teniendo ya los resultados basicos sobre la completitud, podemos pasar a considerar
los espacios de funciones. Nuestro objetivo serd ver que bajo ciertas condiciones, el
espacio de funciones continuas es completo.

Comencemos por introducir un nuevo concepto de convergencia que nos permitira
asegurar la continuidad de la aplicacion limite de una sucesién de aplicaciones conti-
nuas.

Definicién 2.67. Sea (f,,)nen una sucesién de aplicaciones de un conjunto X a un
espacio métrico (Y, d). Decimos que la sucesion (f,,)nen converge uniformemente a la
aplicacion f: X — Y si dado € > 0, existe N € N tal que

d(fal@), f(2)) <€
para todon > N y todo z € X.

Teorema 2.68 (Teorema de convergencia uniforme). Sea (f,)nen una sucesion de
aplicaciones continuas de un espacio topoldgico X a un espacio métrico Y. Si (fn)nen
converge uniformemente a f, entonces f es continua.

Demostracion.
Sea xyp € X. Veamos que f es continua en xy. Sea V' un abierto de Y con f(zg) € V.
Queremos encontrar un entorno U de xq tal que f(U) C V.

Al ser V' abierto, existe € > 0 tal que B(f(zo),e) € V. Como la sucesién (f,)nen
converge uniformemente a f, existe N tal que para todo n > N y todo x € X se
cumple que d(f,(7), f(z)) < 5. Ademds, usando que fy es continua en z¢, existe
U C X entorno de zq tal que fx(U) C B (fn(20), 5). En resumen, tenemos que para
todo x € U se tienen las siguientes desigualdades:

d(f(x), fn(z)) <

Por tanto:

, d(fn(z), fn(zo) < 5, d(fn(zo), f(20)) <

Wl M
Wl M
Wl M
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d(f(x), f(20)) < d(f(x), fn(x)) + d(fn(2), fn(x0)) + d(fn(w0), f(20))
S37373°
luego f(U) C B(f(xg),e) C V. |

El espacio de funciones que llegan a un espacio métrico completo es un espacio
completo cuando se considera la métrica p dada en la Definicién [2.47. Antes de poder
demostrarlo, nos sera ttil comprobar la veracidad del siguiente resultado:

Proposicion 2.69. Y es un espacio métrico completo con respecto a una cierta métrica
d si y solo si también lo es con respecto a d.

Demostracion.

=) Sea (Yn)nen una sucesién de Cauchy con respecto a d. Entonces dado € > 0 con
£ < 1, existe N € N tal que si n,m > N, se tiene que d(y,, ym) < € < 1. Por definicién,
A(Yns Ym) = min{d(Yn, Ym), 1} v, como d(yn,ym) < 1, debe ser d(yn,Ym) = d(Yn;, Ym)-
Por tanto, la sucesién (y,)nen es de Cauchy con respecto a la métrica d también. Como
(Y, d) es completo, debe converger a un punto y € Y con respecto a d. Veamos que la
sucesién (4, )nen converge a y con respecto a d también. Sea £ > 0:

= Sie > 1, entonces como por definicién d(yn,y) < 1, para todo n € N se tiene que
d(yn,y) <e.

» Sie < 1, entonces existe N € N para el que si n > N tenemos que d(yn,y) <
e < 1. Por tanto, si n > N, tendremos también que d(y,,y) = min{d(y,,y), 1} =

d(Yn,y) <.

En cualquier caso, dado ¢ > 0 existe N € N tal que si n > N se cumple que
d(yn.y) < €, es decir, lim y, =y con respecto a d.
n—oo

<) Sea (Yn)nen una sucesion de Cauchy con respecto a d. Dado € > 0 existe N € N
tal que si n,m > N se cumple que d(yy,,ym) < €. Tomando € < 1, para n,m > N
se cumple que d(ypn, ym) < € < 1, luego también d(yn, Ym) = d(Yn, ym) < € < 1. Por
tanto, (yn)nen €s una sucesién de Cacuhy con respecto a la métrica d. Como (Y, d) es
completo, esta sucesién convergerd con respecto a d a un elemento y. Por tanto, dado
e > 0, existe n € N tal que si n > N se cumple que d(y,,y) < €. Tomando 0 < ¢ < 1,
para n > N se cumple que d(y,,y) < € < 1, luego d(y,,y) = d(yn,y) < . Por tanto, y
también serd el limite de (y,)nen con respecto a d y el espacio (Y, d) serd completo. W

Teorema 2.70. Si el espacio métrico Y es completo con respecto a d, entonces el
espacio YX es completo con respecto a la métrica p asociada a d.

Demostracion.
Sea (fn)neny una sucesién de Cauchy con respecto a p. Dado @ € X, se cumple lo
siguiente por definicion de p:

A(fu(@), (@) < P(far fm) para todo n,m € N.
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Esto se traduce en que la sucesién (f,(a))nen es una sucesiéon de Cauchy sobre Y
con respecto a d. Observemos que como (Y, d) es completo, se cumple por la Proposicion
que (Y,d) también es completo. Por tanto, la sucesion (f,(a))nen convergera con
respecto a d a un elemento de Y, que llamaremos y,. Sea f : X — Y la aplicacién
definida por f(a) = y,. Veamos que la sucesion (f,,)nen converge a f.

Sea € > 0. Como (f,,)nen €s una sucesion de Cauchy con respecto a p, podemos
encontrar N; € N tal que si m,n > Ny, tenemos que P(fn, fm) < 5. En consecuencia,
tenemos también que d(f,(c), fm(a)) < § para a € X siempre y cuando n,m > Ni.
Ademads, como la sucesion (f,,(«))men converge a y, = f(«), existe Ny € N tal que si
m > Ny se cumple que d(f,n(a), f(a)) < &.

Fijando n > N = max{N;, Na} y a € X, y tomando m arbitrariamente grande,
podemos ver que

d(fu(a), f()) < d(fula), fm(@)) + d(fm(e), fa)) < % T % —c

Como esto se cumple para cualquier a € X siempre y cuando n > N, tenemos
también que

p(fn, f) <e paratodon > N,

es decir, la sucesién (f,,)nen converge a f. [ |

Como consecuencia, obtenemos que el espacio de aplicaciones continuas C(X,Y)
también es completo.

Corolario 2.71. Si Y es completo con respecto a d, entonces C(X,Y') es completo con
respecto a la métrica p asociada a d.

Demostracion.
Sea (f,)nen una sucesién en Y~ que converge a una aplicacién f con respecto a la métri-
ca p. Veamos que (fy,)nen converge uniformemente a f (Definicién con respecto
a la métrica d.

Sean ¢ > 0y N € N tal que si n > N, se cumple que p(f, f,) < e. Bajo estas
condiciones, six € X yn > N:

d(fu(2), f(2)) < p(fa, ) < e

Por lo tanto, (f,)nen converge uniformemente a f.

Sea f € C(X,Y). Entonces por el Lema , existe una sucesiéon de aplicaciones
(fn)nen que converge a f con respecto a la distancia p. Como hemos visto, esto significa
que (fn)nen converge uniformemente a f con respecto a la métrica d, y por el Teorema
se cumple que f es continua, luego C(X,Y) =C(X,Y) y el conjunto es cerrado.

Por la Proposicion , se cumple que C(X,Y’) serd completo con respecto a la
distancia p. |

Como se mencioné en la Seccion [2.4) cuando X es compacto, podemos tratar con la
métrica del supremo p en vez de con la métrica uniforme p. Ademads, la combinacién de
la Observacién m y Proposicién nos permite afirmar que C(X,Y’) es completo
con respecto a p si y sélo si lo es con respecto a p. Dado que el caso que realmente nos
interesa es aquel en el que X = Z, por comodidad en el siguiente capitulo trataremos
con la métrica del supremo, dejando de lado la métrica uniforme.
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Finalmente, enunciaremos y demostraremos un caso especifico del Teorema de In-
terseccién de Cantor para espacios métricos completos. Este serda importante cuando
en el Capitulo [4] caractericemos las imagenes continuas del conjunto conocido como
conjunto de Cantor.

Teorema 2.72 (Teorema de interseccién de Cantor). Sea X un espacio métrico com-
pleto. St {Cy}r>1 es una secesion de conjuntos compactos, cerrados y no vacios de X,
cumpliendo la siguiente condicion de cadena descendiente:

002012207120714—12

(o)
y verificando que lim diam(C,) = 0, entonces existe un x € X tal que () C, = {z}.
n—r00 n=1
Demostracion.
Como (), es no vacio para cada n € N, podemos tomar z, € C, para formar una

sucesion (x,)pen. Sea € > 0. Como 1lim diam(C,,) = 0, existe N € N tal que sin > N
n—oo

se cumple que diam(C,,) < €. Entonces si m,n > N tenemos lo siguiente:

anCngONa meC'mQCN,

por lo que d(z,,z,) < diam(Cy) < ¢, es decir, (z,)nen €s una sucesién de Cauchy.

Como X es completo, dicha sucesién poseerd un limite. Sea x = lim x,,. Veamos que
n—oo

de hecho N C), = {«}.
n=1

Como eliminar una numero finito de elementos de una sucesién no afecta su con-
vergencia, para cada m € N la sucesion (z,)52,, sigue convergiendo a z. Ademas, por
la propiedad de cadena descendiente, =, € C,, C C,, si n > m, de manera que la
nueva sucesion esta formada exclusivamente por términos de C,,. Por el Lema [2.63]
se cumple que z € C,,, pero como C,, es cerrado por hipétesis, se tiene de hecho

o0
que z € Cy,. Como esto se cumple para cualquier m € N, se tiene que x € [ C,.
n=1

Ademads, como [\ C,, C C, para cualquier n € N, si existe y € (| C,, con z # y
m=1 m=1
entonces x,y € C, para cualquier n € N. Si x # y, entonces d(z,y) = ¢ > 0. Como

lim diam(C,) = 0, existe n € N tal que diam(C,) < e. Por lo tanto, x = y. En

n—oo

o0
conclusion, () C, = {z}. [
1

n—
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Capitulo 3

Una curva que rellena espacios

Es ampliamante conocido el resultado de Georg Cantor mediante el que demostro
la igualdad en términos de cardinal entre los conjuntos Z e Z?. Para llevar a cabo dicha
prueba, no es necesario ningiin argumento proveniente de la topologia, sino ingeniosos
razonamientos propios de la teoria de conjuntos. Este resultado inspiré a Peano en la
persecucion de algo atin mas contraintuitivo: la existencia de una curva capaz de llenar
el cuadrado unidad. Dicho matematico consiguié demostrar la existencia de este objeto
en 1890 [14].

En este capitulo se presentard la construccion de la curva de Peano, demostrando
que en efecto llena el cuadrado unidad. Para ello, introduciremos el método general de
Hilbert para la construccién de este tipo de curvas. Ademads, demostraremos también
el Teorema de Netto, que limita las propiedades que estas curvas pueden tener. Para
ello, nos basaremos en una combinacion de los textos [12] y [15].

3.1. EIl método de Hilbert

Si bien es verdad que en 1890 Peano fue el primer matematico en obtener una curva
que rellenaba el cuadrado unidad, lo hizo utilizando argumentos aritméticos con una
combinacion de operadores y expresiones de niimeros en base 3 que podria resultar algo
engorrosa |14]. Con el fin de presentar de la manera mas clara posible los conceptos
que motivan la realizaciéon de este trabajo, utilizaremos argumentos geométricos que
resultaran mas intuitivos. Este enfoque fue presentado por Hilbert un ano después de
que Peano sorprendiera al mundo matemético con su construccién [5].

La premisa del método introducido por Hilbert es la siguiente: si existe una aplica-
cién continua entre el intervalo unidad Z y el cuadrado unidad Z?, entonces tras dividir
el intervalo unidad en k subintervalos de igual tamano y el cuadrado unidad en k sub-
cuadrados de igual tamano, debe existir una aplicacién continua de cada subintervalo
a cada subcuadrado. A su vez, podemos dividir cada subintervalo en £k subintervalos
de igual tamano y cada subcuadrado en k subcuadrados de igual tamano, y se repite
el argumento anterior. Este proceso se repite de manera infinita, obteniendo para cada
n € N un total de k*" réplicas de igual tamafio. Hilbert demostré que los subcuadrados
se pueden ordenar de manera que los subintervalos adyacentes entre si se correspon-
dan con subcuadrados adyacentes, y de manera que si un cuadrado esta asociado a un
intervalo, sus subcuadrados también lo estén a los subintervalos de ese intervalo. En la
Figura podemos observar el orden requerido en la primera subdivision del cuadrado
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unidad para la generacién de la curva de Peano.
Mediante este proceso, obtenemos que cada t € Z viene determinado por una ca-
dena de intervalos cerrados anidados (I, )neny con lim diam (/) = 0 por el Teorema
n—oo

.72l Esta sucesién de intervalos anidados tiene asociada una sucesiéon de cuadrados
cerrados anidados (@, )nen cumpliendo también que lim diam (@,,) = 0. De nuevo por
n—oo

el Teorema [2.72] esta sucesién de cuadrados determinard un tinico punto (x,y) € Z7.
Si definimos f(t) = (x,y), entonces f (o f([) si se prefiere) serd una curva que rellena
el cuadrado unidad.

3 4 7
2 5 8
1 6 9

Figura 3.1: Primera iteracion f; del proceso de construccion de la curva de Peano.
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Figura 3.2: Iteraciones f5 y f3 de la sucesion de poligonales utilizadas en la construccion
de la curva de Peano.

Aunque el argumento dado por Hilbert fue mas intuitivo que los razonamientos
aritméticos de Peano, este no deja de ser algo abstracto. No obstante, da pie a un
proceso constructivo visual, que se muestra para la curva de Peano en la Figura [3.2]
Dado n € N, podemos considerar la poligonal que une en el orden especificado por
Hilbert los centros geométricos de los subcuadrados obtenidos en el paso n-ésimo. Si
esta poligonal se extiende en el primer y ultimo cuadrado de manera que alcance los
puntos (0,0) y (1, 1) respectivamente, entonces obtenemos una sucesién de curvas que,
como veremos en la siguiente seccién, convergera uniformemente a la curva de Peano.

3.2. La curva de Peano

Llamemos f, a la n-ésima poligonal obtenida en el proceso de construccion de
curvas que rellenan espacios definido por Hilbert. Veamos primero que efectivamente
la sucesién de curvas poligonales converge a una curva con respecto a la distancia p
dada en la Definicién considerando en el espacio Z? la usual distancia euclidea.
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Lema 3.1. La sucesion de funciones (fn)nen forma una sucesion de Cauchy sobre
C(Z,Z?%) con respecto a la distancia p.

Demostracion.

La clave de esta demostracién estd en el estudio del paso de f, a f,+1. Siguiendo
el razonamiento de Hilbert, dado t € Z si f,(¢) se encuentra en un cierto cuadrado,
tenemos que f,,11(t) se encontrard en un subcuadrado contenido en ese cuadrado. Como
en el n-ésimo paso cada cuadrado tiene lado =, se cumple lo siguiente:

i ) = LU D), Fra8) ¢ €T} < 52,

donde hemos acotado la distancia entre f,,(¢) y fn11(t) usando la diagonal del cuadrado.
Por tanto, sean n, k € N:

p(fm fn—l-k) < p(fm fn—l-l) +o+ p(fn+k—17 fn+k) <

VIV Vi _a

— 3n 3n+l Jntk—1 3n ’
habiendo utilizado que
1 L1l _ 1
gl T T g T e 2y S

~
I

1

Dados ¢ > 0y N € N tal que %LNE < g, tenemos que se cumple que si n,m > N
entonces p(fn, fm) < €. Es decir, (f,)nen es una sucesién de Cauchy con respecto a la
distancia p. [ ]

Por otra parte, dado que Z? es un subconjunto cerrado de R? y R? es completo
con respecto a la distancia euclidea, por la Proposicion el espacio Z? también es
completo con respecto a la distancia euclidea. Por tanto, por el Corolario y la
Observacién , se cumple que C(Z,Z?%) es completo con respecto a la métrica del
supremo p. Dado que por definicién en un espacio completo toda sucesién de Cauchy
converge a un elemento del espacio, mediante el resultado anterior en realidad hemos
probado que la sucesién (f,,)nen converge a una funcion limite f = 7}1—{20 fn v que ademas

ésta es continua, es decir, es una curva sobre Z2.
Ahora que sabemos que la sucesién de curvas considerada converge a una curva,
nos falta ver que efectivamente esta ultima rellena el cuadrado unidad.

Lema 3.2. Sea f = lim f,. Entonces f es suprayectiva.
n—oo

Demostracion.
Sea x € Z?, veamos que = € f(Z). Dado n € N, como la poligonal f, atraviesa cada
uno de los 3?" subcuadrados en los que dividimos el cuadrado unidad, utilizando un

argumento parecido al del lema anterior, tenemos que para cualquier x € Z? existira

to € I con d(z, f,(to)) < \3/—3

Sea ¢ > 0, podemos tomar N; € N lo suficientemente grande para que 3%21 < 3.

Ademas, por la convergencia de la sucesién (f,,)nen, se cumple que existe Ny € N tal
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que p(fn, f) < 5 sin > Ny. Ademads si p(fn, f) < §, tendremos que d(f,(t), f(t)) <
para todo t € Z y todo n > N,. Por tanto, si N > max{N;, N} entonces:

£
2

d(l‘, f(t())) < d(]?, f

+

(to)) +d(fn(to), f(to))

< E.

=

N
DO | ™
N

Es decir, B(z,¢) interseca a f(Z), o equivalentemente por el apartado 3 de la Pro-

posicion tenemos que = € f(Z). Como Z es compacto, por el apartado 4 de la
Proposicién [2.27| se cumple que f(Z) también lo es por ser f continua. A su vez, por el
apartado 3 del mismo teorema, esto implica que f(Z) es cerrado al ser un subconjunto

compacto de un espacio Hausdorff. En resumen, f(Z) = f(Z) y = € f(Z). |

Los resultados desarrollados en esta secciéon prueban que la construccién de la curva
utilizada lleva a una curva con las caracteristicas buscadas, lo que se puede resumir en
el siguiente teorema:

Teorema 3.3. Eziste una aplicacion f : T — I? continua y suprayectiva.

Habiendo obtenido un ejemplo de este tipo de curva, cabria preguntarse si, al igual
que Cantor obtuvo una biyeccién entre Z e Z?, podria obtenerse una biyeccién continua
entre estos conjuntos. Netto probd que esto no era posible, antes incluso de que Peano
obtuviese el primer ejemplo de curva que rellenaba el cuadrado unidad.

Teorema 3.4. (Netto) Si f : T — I? es una aplicacion biyectiva, entonces f no es
continua.

Demostracion.
Supongamos que f es continua y biyectiva. Como Z es un espacio compacto y el espacio
7Z? es un espacio Hausdorff, por el Corolario tendriamos que f es un homeomor-
fismo.
Al ser f biyectiva, existird un punto p € Z? tal que f~1(p) = % Ademsds, la res-
triccién f|2\{l} : Z\ {3} — 7%\ {p} serd también homeomorfismo. No obstante,
2
7\ {%} no es un espacio conexo y Z2 \ {p} sf lo es. Esto no puede ocurrir ya que por
el Lema la imagen de un espacio conexo por una aplicacién continua es conexa, y

ST\ {p}) =T\ {4} Por tanto, hemos llegado a una contradiccién y f no puede
ser continua. u
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Capitulo 4

Un método ajeno al argumento
geométrico

Tomando un camino alternativo al mostrado en el Capitulo anterior, Lebesgue se
basé en un resultado obtenido por Hausdorff, que caracterizaba las imagenes continuas
del conjunto conocido como conjunto de Cantor, para obtener una de estas curvas [8].
De hecho, esta construccion asenté las bases que luego utilizé Hahn para generalizar
estas curvas a los espacios més generales posibles, como veremos en el Capitulo [0

En este capitulo presentaremos la construccién de la curva ideada por Lebesgue,
para lo que previamente necesitaremos introducir el conjunto de Cantor junto a algunos
resultados asociados, incluyendo el Teorema de Hausdorff ya mencionado. Tanto el
desarrollo sobre el conjunto de Cantor como la construcciéon de la curva de Lebesgue
provienen principalmente de [15].

4.1. El conjunto de Cantor

Aligual que las curvas vistas en el capitulo anterior, el conjunto de Cantor se puede
construir mediante un proceso iterativo.

Comencemos tomando el intervalo Cy = Z = [0, 1], dividiéndolo en tres intervalos de
igual tamano y retirando el intervalo abierto intermedio (%, %) para obtener el conjunto
C, = [O, %} U [%, 1}. En la siguiente iteracién, repetimos este proceso para cada uno de
los dos intervalos cerrados resultantes, obteniendo el conjunto Cy = [0, é} U [%, %] U
2 7 8

[g, 5} U [5, 1}. Asi, en cada iteracion se divide cada uno de los intervalos que forman

el conjunto resultante del paso anterior en tres secciones y se retira de cada triplete el
intervalo abierto intermedio. El conjunto de Cantor C es el resultado de llevar a cabo
este proceso de manera infinita, es decir:

n=0

Este conjunto se puede expresar explicitamente de la siguiente manera:

oo 3"—1
3k+1 3k+2
e=onUU (G- 5r)

n=0 k=0
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Dicha expresién nos permite observar de manera directa algunas propiedades to-
polégicas del conjunto de Cantor. Por ejemplo, C es un conjunto cerrado tanto en R
como en Z. Ademés, como C C Z, la Proposicién nos permite afirmar que C es
también compacto. Veamos en el siguiente resultado otra de sus propiedades:

Proposicién 4.1. Todo punto t € C del conjunto de Cantor es un punto de acumula-
cion.

Demostracion.

Seant € Cye > 0. Sean € N tal que 3% < e. El conjunto C,, de la construccion anterior
es una unién de intervalos de longitud 3%, a alguno de los cuales debe pertenecer el
punto ¢. Sea [ tal intervalo, entonces es claro que I C B(t,¢).

Consideremos ahora el conjunto C,, 1, que estara formado por intervalos de longitud
3,1%, dos de los cuales seran subintervalos de I por construccion. Llamemos a estos dos
intervalos I; e I5. Supongamos sin pérdida de generalidad que x € I;. Como I es
cerrado, tendremos por el Teorema que C N Iy serd no vacio (por ser {C,, N Iz} en
una familia de cerrados con la propiedad de la interseccién finita). Tomemos y € CN Is.
Entonces y € C N (B(t,e) \ {t}). Luego ¢ es un punto de acumulacién de C. |

Observacion 4.2. Debido a este resultado y a la propia construccién del conjunto de
Cantor, se cumple que dados tg € C y € > 0, el entorno abierto B(ty,e) siempre
contendrd algun intervalo de los que se retiran de Z para obtener C. Esto se debe a que
siempre existird un ¢t € C con |t —ty| < € y siempre habra un intervalo entre ambos que
se eliminara.

La construccién de C vista nos otorga una cierta intuiciéon geométrica de este con-
junto. Sin embargo, existe una descripcion de este conjunto mas 1til a la hora de probar
la caracterizacion de sus imagenes por aplicaciones continuas. Antes de enunciarla, nos
sera util ver que si un cierto nimero tiene una representacién en base 3 de la forma
0sa1as . ..a,l, se puede expresar equivalentemente como 0zaqas . . .a,02 gracias a que

o 1 _ 3 .
> heo3F = 5- En efecto:

_ X 0 = 2 a 2 3 a 1
03a1a2...an02: E 3—:+3n+1+ E @Z —k+ 5: _k+
k=1 k=n+2 k=1 k=1

= 03a1az . .. an1.

Tras estas observaciones, pasemos a considerar una forma distinta de ver el conjunto
de Cantor.

Sirepresentamos cadat € Z en base 3, ¢ = 03t1¢9t3 . . ., al eliminar el intervalo (%, %),
sustraemos los nimeros de la forma 031¢5t3t4 ... excepto 031, que como hemos visto
puede reescribirse como 0;02. En el siguiente paso de la construccién de C, se sustraen
los nimeros con representaciones 0;01tsts ... o 05213, ..., excepto 0501 y 0521, que
podemos reescribir como 05002 y 03202 respectivamente. Asi, cada iteraciéon parece
consistir en retirar aquellos elementos que cuentan con algin 1 en su representacién
en base 3. En el siguiente resultado veremos que, en efecto, el conjunto de Cantor es
precisamente el subconjunto de Z cuyos elementos tienen alguna representacion en base

3 que no contiene ningun 1.
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Teorema 4.3. Seat € I. Se cumple quet € C si y solo sit tiene alguna representacion
en base 3 que no contiene ningun 1.

Demostracion.

Para cada n € N, denotemos por (py, ¢,) los intervalos que se eliminan de Z en el
n-ésimo paso de la construccion de C.

Hemos visto previamente a enunciar el resultado que paran = 1, (a,, b,) se elimina
de Z sipy =031 y ¢1 = 052. Para n = 2, los intervalos eliminados se corresponden con
aquellos tales que po = 0501 y g2 = 0502 0 pa = 0521 y g2 = 0522. En general, probemos
por induccién sobre n que los intervalos que se eliminan son aquellos para los que sus
extremos p,, ¢, se pueden expresar de la siguiente forma:

Pn = 03(291)(2p3) - .- (2pn-1)1,  an = 05(2P7)(295) - .- (2pj_1)2.
donde tenemos que p} € {0,1}.
Supongamos esto cierto para n € N. Veamos que se cumple para el paso (n + 1)-
ésimo. En dicho paso tenemos que

1 1
Pt = o+ 5ongs ot = Popt T o

por lo que, pasando a las expresiones en base 3, tendremos o bien que

n T n 1
Pnt1 = 05(2p7)(2p5) - . (2py_1)2 + TR
= 03(2p7)(2p5) - - - (2pp_1)21,
n T T 1
Gn1 = 03(2p1)(2p5) - - (2P _1)21 + T
= 03(2p7)(2a3) . .. (2p,_1)22,

o bien que

Pt = P = ey = 0428)20) - (2002~ iy
= 05(2p7)(2p5%) - - (25101,

st = o = g = DR - QB2+
= 05(2p7)(2p%) - - (2P —1)02.

En cualquiera de los casos, hemos obtenido expresiones similares a las tomadas
como hipdtesis de induccién pero cambiando n por n + 1, lo que demuestra su validez.
Sea t € (pn, ¢n), entonces:

t= 03(2t1)(2t2) co (Ztnfl)lTn+lTn+2 R

con t; € {0,1}. Si para todo j € N se tiene que 7,1; = 0, entonces t = p,, & (P, ¢n)-
Por otra parte, si para todo j € N se cumple que 7,1 ; = 2, entonces t = ¢, ¢ (P, Gn)-
Por tanto, para algin j € N debe ser 7,,; # 0y 7,4; # 2. Por tanto, t € Z se elimina
en el proceso de construccién de C si y solo si alguna de sus representaciones en base
3 contiene un 1. |
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Habiendo obtenido esta representacion para los elementos de C, podemos proceder
a caracterizar las imégenes de este conjunto por aplicaciones continuas.

Teorema 4.4. (Hausdorff) Todo espacio métrico compacto es imagen por una aplica-
cion continua del conjunto de Cantor.

Demostracion.

Sea K un espacio métrico compacto. Notese que, al ser métrico, en particular serd
también Hausdorff por el apartado 1 de la Proposicion y que ademas al ser Haus-
dorff y compacto también sera completo por el Teorema|2.66, Recordemos también que,
por la Proposicion [2.27, un subconjunto de K serda compacto si y solo si es cerrado.

Al ser K métrico, la familia {B(x,1) : * € K} forma un recubrimiento abierto,
que por ser K compacto podemos reducir a un subrecubrimiento finito {B(z;,1) :
ip =0,1,...,2" — 1}. Se puede asumir que este subrecubrimiento cuenta con 2" — 1
elementos para algin n; € N sin pérdida de generalidad ya que, de no ser asi, bastaria
con incluir el nimero necesario de conjuntos abiertos repetidos.

Sea K;, = B(z;,,1) N K para cada i; = 0,1,...,2™ — 1, entonces por ser subre-
cubrimiento de K, se cumple que | J K;;, = K. Se cumple también que cada K, es a

11

su vez compacto. Cada [, se puede recubrir mediante la familia {B (ZE, %) tx € Kil},
para obtener para cada uno un subrecubrimiento finito dado por {B (zi,i,,3) : @2 =
0,1,...,2" —1}. De nuevo, podemos suponer sin pérdida de generalidad que cada uno
de estos nuevos subrecubrimientos finitos posee el mismo nimero de abiertos. Definien-
do K4, = B (Iz’m, %) N K, , obtenemos una nueva familia de compactos. Repitiendo
este proceso, recubriendo los compactos resultantes del paso (k — 1)-ésimo por bolas
de radio 2%

Sea ahora ¢t € C, por el Teorema sabemos que puede escribirse de la siguiente
manera:

t= 03(2t1)(2t2) st (Qtnl)(Qtnl+1) s (Ztn1+n2)(2tn1+n2+1) R
donde t; € {0,1}.
Podemos definir una aplicacién f : C — K dada por f(t) = z, siendo x tal que
{a} = Ki, N Kiyip N Kiyigig N Kigigigia N -+

donde los conjuntos Kj,,..;; que elegimos vienen determinados por los ¢; de la expresion
en base 3 de la forma siguiente: cada ¢; corresponde al nimero en base 2 dado por

(tity ... tn,)2,

iy = (tn1+1tn1+2 3 -tn1+n2)27

i1

i3 = (tn1+n2+1 e tn1+n2+n3)2

Notese que por el Teorema de interseccion de Cantor (Teorema, esta aplicacion
estd bien definida, ya que C es completo, cada K;, es compacto, cerrado y no vacio,
y cada sucesién posible de ellos cumple por construccién las condiciones de cadena
descendiente y del diametro.
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Esta aplicacion f es suprayectiva ya que los elementos de la cadena descendiente
los hemos construido a partir de recubrimientos, de manera que para cada x € K
podemos encontrar una sucesion de conjuntos que lo contenga. A su vez, esta sucesion
se corresponde con una secuencia binaria y por tanto con un punto de C. Veamos que
también es continua.

Sean n € N, y t/,t" € C tales que [t/ —t"] < 371%, entonces como hemos visto
coinciden en las primeras 2n cifras:

t' = 05(2t1)(2t2) . .. (2tn) (2tps1)(2tnia) - .
t" = 05(2t1)(2t2) . .. (2t,) (27051) (2Tna2) - - -

Siny+ng+---+np <n <np+ngt...nj+njp, entonces f(t), f(7) € Kiys,..i; €
E (xil...ija 23%)7 €s deCir7 d(f(t/)7 f(t//)) < 23%2 u

4.2. La curva de Lebesgue

Para construir su curva, Lebesgue utilizé el conjunto de Cantor de la siguiente
manera: como el espacio Z? es un conjunto compacto, el Teorema implica que existe
una aplicacién continua f : C — Z2. Lebesgue considerd la aplicacién f definida de
la siguiente manera:

Ost1tsts . . .
L (2t1)(2t2) (2t3) ... ) = | 2
PR ) = ().

donde podemos afirmar que t; € {0,1} gracias al Teorema . Esta aplicacién es
trivialmente suprayectiva, ya que si consideramos la representacion de cada coordenada
de (z,y) € Z? en base 2:

= 03212203 ..., Y= 0301Y203. ..,
entonces f(t) = (z,y) para t = 05(221)(2y1)(222)(2y2) ... € C. Veamos que ademas
esta aplicacion es continua.

Proposicién 4.5. La aplicacion f : C — I? es continua.

Demostracion.

Veamos que la aplicacion f es continua en tg € C. Dado € > 0, tomamos n tal que
V2

o < E.

2”1

SiteC con |t—ty < 32%” entonces t y ty deben coincidir en las primeras 2n cifras
(en base 3), por lo que:

to = 04(261)(26s) . . . (2tan)(2tansr) - . -,
t= 03(2t1)(2t2) e (Ztgn)(272n+1) Ce

Por tanto,
3 Tl
t)— Jflto) = | 7
f( ) f( 0) 00 Tom sk —tan ok
kz on+2k
=1
o0
de manera que d(f(t), f(t0)) < 524/ > 3¢ = \2/_3 m



Lebesgue intent6é extender esta aplicacién f : C — Z? a todo el intervalo unidad
7 de manera continua. De conseguirlo, dado que f ya es suprayectiva, obtendria una
curva que rellenaba el cuadrado unidad. Para ello, observdo que necesitaba extender
f sobre los intervalos que se eliminan en el proceso de construccion del conjunto de
Cantor, para lo que utiliz6 interpolacién lineal [8]. Si (p,,¢,) es uno de los intervalos
eliminados del conjunto de Cantor en el n-ésimo paso, entonces f se extiende a ese
intervalo mediante:

|
f(t)_%m_pn

donde las distintas operaciones en realidad se realizan componente a componente.

[f(@n)(gn —t) + f(Pu)(t —D0)l, € (P, ),

Teorema 4.6. La aplicacion f* definida por Lebesque es continua.

Demostracion.

Si tg € Z\ C, entonces por construccién f* es continua en tq. Por tanto, sea ty € C.

Observemos que como f es una aplicacién continua sobre un compacto, f es una

aplicacion uniformemente continua por el Teorema [2.58 Por tanto, dado £ > 0 existe

d > 0 tal que si t1,ty € C cumplen que [t; — t3] < §, entonces d(f(t1), f(t2)) < €.
Dado t € Z, existen dos posibilidades: o bien ¢t € C, o bien t € Z\ C. Si t € C,

entonces por la continuidad uniforme de f si |t — | < ¢ tenemos que:

d(f (t), f*(to)) = d(f(to), f(t)) <e.

Ahora bien, sit € Z\C, entonces t € (p,q), donde (p, q) es uno de los intervalos que
se ha eliminado en la construccién de C, es decir, es tal que p,q € Cy (p,q) CZ\C.
Por la definicién de f*:

fr(t) = (k) = p%q[(f(Q) — f(to))(t = p) + (f(p) = f(to)) (g — 1)),

para cada ¢ € (p,q). Por la Observacién [4.2] sabemos que existen intervalos (p,q)
arbitrariamente cerca de to. Por tanto, si (p, q) es tal que o < p < g < to+ J, entonces
por la continuidad uniforme de f tendremos que:

A(F (1), f*(to) < ﬁ(t ptg-te=¢

para todo t € (p,q) € Z \ C. También podria darse que ty — 6 < p < ¢ < tg, en cuyo
caso una ligera modificacion en la demostracién bastaria. [ |

Este método para la obtencién de una curva que rellenaba el cuadrado unidad fue de
hecho lo que inspiré a Hahn para desarrollar el teorema que generalizaria el concepto de
curva de Peano y que acabaria llevando su nombre. Precisamente este sera el teorema
principal que demostraremos en el Capitulo [6]
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Capitulo 5

Caracterizacion del intervalo unidad

Las bases tedricas asentadas en el Capitulo [2| nos han permitido motivar el de-
sarrollo llevado a cabo en este trabajo. En este capitulo las utilizaremos de nuevo,
combinandolas para introducir el concepto de continuo métrico. Este nos permitira
posteriormente abstraernos sobre la motivacion presentada en los Capitulos |3|y 4] para
extenderla a los espacios més generales posibles. Especificamente, tendra especial im-
portancia la caracterizacion del intervalo unidad Z que la teoria de continuos métricos
nos brindara.

La inspiracién principal de este capitulo es el Capitulo 28 de [20].

5.1. Algunos resultados previos

Antes de introducir formalmente el concepto de continuo métrico y sus propiedades,
conviene enunciar una serie de resultados que nos seran de utilidad en demostraciones
posteriores.

Definicién 5.1. Sean (X, <x) e (Y, <y) dos conjuntos ordenados. Diremos que una
aplicacion f : X — Y es un isomorfismo de orden si es biyectiva y ademas se tiene
que z <y y si y sélo si f(x) <y f(y). Cuando exista un isomorfismo de orden entre
dos conjuntos, diremos que los conjuntos son isomorfos en orden.

Combinando esta definicion con la Definicion [2.18] obtenemos como consecuencia
directa la siguiente proposicion:

Proposicion 5.2. Seam X e Y dos conjuntos ordenados. Entonces todo isomorfismo
de orden f : X — Y es un homeomorfismo con respecto a las topologias inducidas
sobre X e Y por sus respectivos ordenes.

Demostracion.
Como f y f~! cumplen las mismas propiedades respecto al orden, veamos que f es
continua cuando en X e Y se consideran las topologias asociadas al orden.

Para ver que f es continua, basta con comprobar que la preimagen de los abier-
tos de una base de Y son abiertos en X. Suponiendo que ni X ni Y tienen ele-
mentos maximos ni minimos, este resultado es directo sin méas que ver que como
f es isomorfismo de orden, la preimagen de (a,b) = {y € Y : a < y < b} es
T (a,b)={ze X : fa) <z < f1)}=(f"(a), f71(D)). De tener X oY ele-
mentos extremos, modificando adecuadamente los conjuntos considerados llegariamos
a la misma conclusion. [
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El siguiente teorema consiste en una aplicaciéon del Teorema del Isomorfismo de
Cantor a los ntmeros diddicos. Si bien este resultado se suele probar utilizando el
método conocido como back-and-forth argument, falsamente atribuido a Cantor a pe-
sar de haber sido introducido por Hausdorff [18], aqui utilizaremos por simplicidad el
método unidireccional original de Cantor [1].

Teorema 5.3. El conjunto P = {2% :neNke{l,...,2" - 1}} de los nimeros
didadicos contenidos en el intervalo (0,1) verifica las siguientes propiedades:

1. P no tiene minimo ni mdximo.
2. Sip,q€e P conp<gq, evister € P tal quep <r <q.

3. Teorema de Isomorfismo de Cantor: Cualquier conjunto numerable totalmente
ordenado D que cumpla las dos propiedades anteriores es isomorfo en orden a P.

Demostracion.

1. Supongamos que P tiene minimo. Entonces serd de la forma min P = 2% para
algin n e Ny k= 1,2,...,2" — 1. Sin embargo, es claro que el elemento Qn%

estd también en P y ademés 2,1% < 2%
Si suponemos que P tiene un elemento maximo M, entonces sera de la forma

M = 2;;1 para algin n € N. Tenemos la siguiente cadena de desigualdades:

s B |

2n+1 > 2n S 22n+1 _ 2n > 22n+1 _ 2TL+1 S >
2n+1 omn

Es claro que el elemento % también pertenece a P y es mayor que M, luego

P no puede tener maximo.

2. Como p < g, tenemos que g—p > 0, y que ﬁ € R. Por la propiedad arquimediana
de los numeros reales, existe m € N tal que m > ﬁ. Ademas, nétese que

2m >m > ﬁ. Sea M ={x € N : x> p2™}. Como M es un subconjunto de los
nimeros naturales acotado inferiormente, por el Principio de Buen Orden posee
un elemento minimo £ = min M. Al ser k el elemento minimo de M, se cumple
que k > p2™, por lo que &= > p, y que k — 1 < p2™. A partir de esta tltima

2m
desigualdad obtenemos:

k 1
h=1<p2" =k <p2"+1= o <p+oo<p+lg—p)=q¢

L

En resumen, obtenemos que p < 5

<q.

3. Sea D un conjunto numerable totalmente ordenado cumpliendo las dos propie-
dades anteriores. Como tanto P como D son numerables, podemos escribir los
conjuntos P = {p1,pa,p3,...} vy D = {dy,ds,ds,...}. Observemos que el orden
en el que aparecen los elementos en la escritura anterior no tiene por qué estar re-
lacionado con las relaciones de orden de ninguno de los conjuntos. Construiremos
un isomorfismo de orden f : P — D entre ambos conjuntos definido elemento
a elemento.
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Definamos inicialmente f(p;) = dy. Ahora consideremos el elemento py de P.
Si ps > py, entonces definimos f(p,) = d;, donde j es el menor indice de la enume-
racién de D tal que d; > d;. Si por el contrario py < p1, elegimos un elemento de
D acorde. Dado n € N, supongamos definida la aplicacion f para los elementos p;
con indice ¢ < n. Entonces definimos f(p,) = d,,, donde d,, es el primer elemen-
to de {dy,da, ds, ...} \ {f(p1), f(p2),..., f(pn-1)} tal que d,, cumple las mismas
relaciones con respecto a los elementos del conjunto {f(p1), f(p2),---, f(Pn_1)}
que p,, con respecto a los del conjunto {p1,p2,...,Pn_1}

Expliquemos a qué nos referimos con esta ultima afirmacion. Si se cumple
que p; < p, para todo ¢ < n, entonces d,, debe ser el primer elemento de la
enumeraciéon de D (no utilizado ya en la construccién de f) tal que f(p;) < dp,
para todo ¢ < n. La observacion es similar si p,, < p; para todo ¢ < n. Si por otra
parte resulta que existen indices 7,j con 1 <1¢,5 <n — 1 tales que p; < p, < pj,
entonces d,,, debe ser el primer elemento de la enumeraciéon de D (no utilizado
ya en la construccién de f) tal que f(p;) < dpn, < f(pj)-

Por construccion, esta aplicacion es inyectiva. Veamos que también es supra-
yectiva. Sea d,, el primer elemento de la enumeracién de D tal que d,, no es
la imagen de ningin elemento de P. Entonces para todo j < m existe p € P
con f(p) = d;. Sea k € N tal que f(px) = d,,—1. Entonces los elementos
{f(p1), f(p2), ..., f(pr)} forman los extremos de k + 1 intervalos en D. Supo-
niendo p; < ps < ... < pg, lo que podemos hacer simplemente reordenando
la enumeracién, tenemos que estos intervalos serdan de la forma (—oo, f(p1)),
(f(pr),0) o (f(p:), f(pix1)) para 2 < i < k — 1. Dado que D es un conjunto
totalmente ordenado, y,, pertenecera a alguno de estos intervalos. Ademas, estos
intervalos tienen sus correspondientes intervalos (—oo,p1), (p1,p2), -- -, (Pg, 00)
en P. Dado que para todo par de elementos p,q € P existe un elemento r € P
con p < r < ¢, sabemos que en algin momento de la construccion encontraremos
un elemento que se encuentre en el intervalo de P asociado al intervalo de D en
el que se encuentra y,,. Si p;, es el primer elemento con i, > k para el que esto
ocurre, entonces basta con definir f(p;,) = ym.

[ |
Corolario 5.4. El conjunto P es homeomorfo al conjunto de los racionales Q en R.

Ya mencionamos en la Secciéon que la unién de conexos en general no genera un
espacio conexo. Esto mismo ocurre con la interseccion. Los siguientes resultados dan
condiciones bajo las que esta tltima operacién entre conjuntos dara lugar a un espacio
COnexo.

.5. Sean un espacio métrico compacto nneN una familia de con-
Teorema 5.5. Sean X t t Aptne lia d
guntos no vacios cerrados y conexos tales que A,.1 C A, para cada n € N, entonces
A= () A, es un espacio compacto y conero.

neN
Demostracion.
Hagamos varias observaciones:

» La familia {A,},en tiene la propiedad de la interseccién finita y como X es
compacto, A serd no vacio por el Teorema [2.32
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s A es cerrado por ser interseccion de cerrados y X es compacto, luego A sera
compacto por el apartado 2 de la Proposicion [2.27

= Por la Proposicién [2.30, X es normal al ser un espacio métrico (en particular,
Hausdorff) y compacto.

Supongamos que A no es conexo. Entonces existen dos conjuntos disjuntos y no
vacios H y K que son cerrados en A (y por lo tanto también en X por ser A cerrado)
tales que A = HU K. Como X es normal, existen dos conjuntos U y V' abiertos en X
y disjuntos talesque H CU y K C V.

Para cada n € N, tenemos que A, Q; U UV, porque en caso contrario, como
H=ANHCANU C A,NU, y tendriamos que A, NU # () y de forma similar
A, NV # (), contradiciendo la conexién de A,. Luego, para cada n € A,, podemos
tomar z,, € A, \ (UUV). De esta forma obtenemos una sucesioén (z,)nen en X. Por el
Lema [2.67] el conjunto S = {z, : n € N} tiene un punto de acumulacién z € X.

Tomamos W un entorno abierto de x, por la Observacion [2.60] sabemos que existe
N € N tal que z,, € W para todo n > N, y por lo tanto W N A,, # () para todon > N.
Es decir, z € A,, = A,, para todo n > N. Por lo tanto, z € A C U U V. Pero tenemos
que UUYV es un entorno abierto de z que no contiene a ningin elemento de la sucesion
(2 )nen por la propia construccién de la sucesién. Entonces tenemos una contradiccién,
y por lo tanto, A debe ser conexo. [

Se puede probar una version mas general del resultado anterior cuando tenemos
una familia de conjuntos que forma un conjunto dirigido por la inclusién. Recordemos
la definicién de conjunto dirigido:

Definicién 5.6. Un conjunto A es un conjunto dirigido si existe una relacién < en A
verificando:

1. A < X para cada A € A.
2. Si A < Ay Ay < A3 entonces A\ < As.
3. Si A1, Ay € A, entonces existe A3 € A con A\ < A3y Ay < 5.

Asi, el resultado que generaliza el Teorema [5.5] se puede enunciar de la forma si-
guiente:

Teorema 5.7. Sean X un espacio métrico compacto y {A;}icr una familia de conjuntos
no vacios cerrados y conexos de X que forman un conjunto dirigido por la inclusion,
entonces el espacio A = (| A; es compacto y conezo.
iel

La demostracién de este resultado es similar a la del Teorema pero en ella se
hace uso de la convergencia en espacios topoldgicos utilizando redes, que extienden la
nocién de sucesién a un espacio topoldgico cualquiera [7]. Una prueba de este teorema
puede encontrarse en [20] (Cap.8, Sec. 28, pag. 203, Theorem 28.2).

El 1ltimo concepto a introducir en esta seccién es el de corte de Dedekind.

Definicién 5.8. Un corte de Dedekind es un subconjunto A C Q cumpliendo las
siguientes condiciones:

38



1. A es un subconjunto propio, es decir, A no es () ni Q.
2. Dadospe Ay qe Q,sig< p, entonces q € A.
3. Para todo p € A, existe ¢ € A con p < q.

Este concepto fue introducido por dicho matematico a finales del s. XIX con el
objetivo de dar al andlisis real un fundamento formal ajeno a la intuicién geométrica.
Asi, los cortes de Dedekind permiten construir formalmente el conjunto de los niimeros
reales a partir de los racionales definiendo R = {A C Q : A es un corte de Dedekind}
[19].

Ejemplos.

= Para incluir a los niimeros racionales en R, se identifica ¢ € Q C R con el corte
de Dedekind A, = {z € Q : = < ¢}.

» El ndmero irracional v/2 viene representado por el corte de Dedekind Apz={z ¢
Q:r<0or*<2}.

De hecho, aunque hemos definido los cortes de Dedekind con respecto a Q, el Coro-
lario nos permite identificar cada corte de Dedekind de los racionales con un corte
de Dedekind contenido integramente en el conjunto P definido en el enunciado del Teo-
rema [5.3] Dado un isomorfismo de orden f : P — @, podriamos identificar el corte
de Dedekind A, C Q asociado a r € R con un nuevo corte de Dedekind f~1(A,) C P,
de manera que podriamos construir los nimeros reales a partir de los niimeros diadicos
contenidos en el intervalo (0, 1). Especificamente para el resultado que caracterizara el
intervalo unidad Z, nos bastara con utilizar este método para la construccién de los
numeros reales contenidos en el propio Z.

5.2. Continuos métricos

Los continuos métricos combinan multiples caracteristicas de las vistas a lo largo del
Capitulo [2| 1o que les otorga gran cantidad de propiedades. Esto permite caracterizar
conjuntos como el intervalo unidad o la circunferencia. La caracterizacion del primero
serd el objetivo de esta seccion, tal y como se ha adelantado al introducir el capitulo. Al
contar ya con los resultados necesarios, podemos definir el concepto al que esta seccién
estd dedicada.

Definicién 5.9. Un espacio métrico K es un continuo métrico si es compacto y conexo.
Ejemplos.

= El intervalo Z es un continuo métrico. De hecho, dado que los intervalos son
los tinicos subconjunto conexos de R, por el Teorema de Heine-Borel los tinicos
continuos métricos de R son los intervalos cerrados y acotados.

» La circunferencia unidad S' = {(z,y) € R? : 2245 = 1} es un continuo métrico.

» El producto de continuos métricos es un continuo métrico.
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En el Capitulo [2| se mencioné la importancia que las propiedades de compacidad
y conexion tenian en la topologia general. Esto se pudo comprobar al ver la cantidad
de resultados y propiedades con que estas dotaban a los espacios que las poseian por
separado. Al combinarlas, obtenemos espacios con una amplia gama de propiedades de
las cuales aqui nos limitaremos a presentar aquellas que nos permitiran caracterizar el
intervalo unidad.

Corolario 5.10. Todo continuo métrico es separable.

Demostracion.

Por definicién, un continuo métrico es compacto y métrico. Por el Teorema [2.51 un
espacio métrico compacto es II-AN, y por el Teorema un espacio II-AN es sepa-
rable. [ |

La siguiente definicién serd vital para la caracterizacion de los continuos métricos.
La nomenclatura que seguiremos para ella serd la encontrada en [6].

Definicién 5.11. Dado un espacio conexo X, diremos que p € X es un punto separador
de X si X \{p} no es conexo. En caso contrario, diremos que p es un punto no separador.
Una cortadura de X es un conjunto {p, U, V'}, donde p es un punto separador y U,V
son abiertos disjuntos no vacios tales que X \ {p} = U U V.

Es clara la proximidad entre el concepto de cortadura que se acaba de definir y
el de corte de Dedekind dado en la Definicion Por ejemplo, consideremos el corte
de Dedekind A 5 ={z € Q : r <00 r? < 2} asociado al ntimero V2. Definiendo
Bs={reQ:r?*>0yr>0}, tenemos que {V2, A 5, B 5} es una cortadura de R.

Continuemos estudiando las propiedades de los continuos métricos y, en particular,
las del concepto que acabamos de definir.

Lema 5.12. Sean K un continuo métrico y {p,U,V'} una cortadura de K. Entonces
UU{p} y VU{p} son continuos métricos.

Demostracion.
Basta con probar este resultado para el conjunto U U {p}, ya que para V U {p} se
prueba de manera andaloga.

Consideramos en U U {p} la topologia de subespacio de K y definimos la aplicacién
f: K — UU{p} de la siguiente manera:

DL stz e UU{p}
/(@) {p six e VU{p}

donde consideramos la topologia de subespacio de K en ambos. Notese que, como
U,V son abiertos y U U {p} UV = K, entonces los conjuntos U U {p} v V U {p}
son ambos cerrados, y ademds (U U {p}) N (V U {p}) = {p}. Como f actia como la
aplicacién identidad sobre U U{p} y como la aplicacién constante sobre V' U{p}, por el
Lema de Pegado (Teorema[2.21), f es continua. Por tanto, f(K) = UU{p} es conexo y
compacto por el apartado 4 de la Proposicién y por el Lema[2.42] Ademés UU{p}
es un subespacio métrico de K. Luego U U {p} es un continuo métrico. [

Lema 5.13. Sea K un continuo métrico y {p,U, V'} una cortadura de K. Entonces los
abiertos U y V' contienen cada uno al menos un punto no separador de K.
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Demostracion.

Supongamos que para todo x € U, el punto = es un punto separador de K y denotemos
por {z,U,, V,} la cortadura de K asociada al punto z. Si se cample que U,N(VU{p}) #
0y que V,N(VU{p}) # 0, entonces VU{p} no serfa conexo, lo que no puede ocurrir por
el Lema5.12] Por tanto, supongamos sin pérdida de generalidad que U, C U. De nuevo
por el Lema tenemos que para cada z € U, el conjunto U, U {x} es un continuo.
Ademas, se cumple que el conjunto {U, U{z} : z € U} es un conjunto dirigido por la

inclusion (ver demostracién en el Lema [5.14)). Consideremos el conjunto () (U, U{z}).
zcU
Por el Teorema [2.32], tenemos que este conjunto es no vacio. Por el Corolario [2.28] este

conjunto es también compacto. Finalmente, por el Teorema se cumplird que es

conexo. Por tanto, el conjunto [ (U, U {x}) es un continuo no vacio contenido en U.
zelU
Sea g € () (U, U{z}), entonces U, C U y si r € U,, se cumple que ¢q ¢ U, ya que
zelU
de otra manera V,, U {¢} no serfa conexo. Por tanto, ¢ ¢ U, U {r}, pero hemos tomado
g€ () (U, U{z}), por lo que tenemos una contradiccién, y debe existir al menos un

zelU
punto no separador en U. |

Con las hipotesis de la demostracion del Lema [5.13] tenemos lo siguiente:
Lema 5.14. El conjunto {U, U {z} : x € U} es un conjunto dirigido.

Demostracion.
Queremos probar que dados z,y € U con z # y, se tiene que

o bien U, U {z} C U, U{y} o bien U, U {y} C U, U {x} (5.1)

Supongamos que ninguna de estas inclusiones se da. Supongamos que y ¢ U,, luego
tenemos que

U U{z) U, #0 vy (U U{z})nV, #0

lo que contradice que el conjunto U, U{x} sea conexo. Si tenemos que y € U,, entonces
podemos usar que

Oy uiyh Nl #0 vy (U, U{y}) N Ve #0
y en este caso tenemos una contradiccion con el hecho de que U, U {y} sea conexo. W
La Definicién da lugar a la siguiente nocién, que resulta bastante intuitiva:

Definicién 5.15. Sean X un espacio conexo, a,b € X y p € X un punto separador.
Se dice que p separa a de b si existe una cortadura {p,U,V} cona € Uy b € V.
Denotaremos por E(a,b) al conjunto formado por a,b y todos los puntos que separan
a de b.

Esta propiedad es clara en el intervalo unidad: dados p,q € Z, considerando cual-
quier elemento r € Z con p < r < ¢ podemos obtener una cortadura {p, [0, p), (p, 1]} de
manera que cada uno de los puntos p, g se encuentre en un abierto distinto. Observemos
que hemos mezclado la relaciéon de orden usual sobre Z con la nocién de separacion
en un continuo métrico. Tal y como veremos en las siguiente definiciones y resultados,
resulta que el concepto de puntos separadores permite definir una relacién de orden
que sera de gran importancia en los continuos métricos.
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Definicién 5.16. Se define la siguiente relacién sobre E(a, b):
p1 < p2 <= p1 = P2, 0 p1 separa a de ps.
La relacién < se denomina orden de separacion sobre E(a,b).

Veamos que en efecto la relacién < sobre E(a,b) cumple las condiciones requeridas
para ser una relaciéon de orden parcial:

1. Reflexiva: Dado p € E(a,b), es obvio que p < p por la propia definicién de la
relacién.

2. Antisimétrica: Sean p,q € E(a,b) con p < gy ¢ < p. Siguiendo la notacién
utilizada hasta ahora, sean {p,U,,V,} v {q,U,, V,} las cortaduras asociadas a
cada uno de los elementos. Como p < ¢, se cumple que a € U, y ¢ € V.
Andlogamente, tenemos que p € V;. Por el Lema , tenemos que {p} UV, es
conexo, luego debe ser {p} UV, C V. De manera andloga, debe cumplirse que
{¢} UV, C V,. Por tanto, la unica posibilidad es que sea p = q.

3. Transitiva: Sean p,q,r € E(a,b) conp < qy q<r.Sip=gqoq=r,esobvio
que la propiedad transitiva se da. Por tanto, supongamos que los tres elementos
son distintos entre si. Por definicion, si p < ¢ entonces p separa a de g, es decir,
podemos escribir X \ {p} = U, UV, con a € U, y q € V,. De igual manera, como
q separa a de r, podemos escribir X \ {¢} = U, UV, cona € U, y r € V,. Por el
Lema [5.12] sabemos que {q} UV, es conexo. Como {q} UV, C X \ {p} =U, UV,
y q € V,, entonces {¢} UV, C V. Luego r € V,, por lo que p <.

De hecho, esta relacién de orden sobre F(a,b) da lugar a un orden total.
Proposicién 5.17. El orden de separacion sobre E(a,b) es un orden total.

Demostracion.

Sea {p, U,,V,} una cortadura de X con a € U, y b € V, para cada p € E(a,b).

Sean r,s € E(a,b) \ {a,b} con r # s. Como X = U, U {r} UV,, se cumple que o
bien s € U,, o bien s € V.. Si s € V,, entonces r separa a de s, por lo que r < s.
Supongamos ahora que s € U,.. El conjunto V,.U{r} es conexo por el Lema y cOmo
V., U{r} CU;UV,, V. U{r} debe estar contenido exclusivamente en U; o en V5. Como
be V,.U{r}, se tiene que V, U {r} C V;. Por tanto, s separa r de a, luego s <r. M

El siguiente resultado relaciona la topologia inducida por el orden de separaciéon
en el espacio F(a,b) con la topologia del espacio K bajo condiciones muy concretas.
No obstante, un espacio que satisfara estas condiciones sera precisamente el intervalo
unidad, por lo que el siguiente lema resultara clave para su caracterizacion.

Lema 5.18. Sea K un continuo métrico con exactamente dos puntos no separadores
a y b. Entonces E(a,b) = K y la topologia T sobre K coincide con la topologia T<
iducida por el orden de separacion.

Demostracion.

Sip € K ynoesnianib, entonces es un punto separador, dando lugar a una cortadura
{p, U,, V,}. Entonces por el Lema cada uno de los abiertos de la cortadura contiene
un punto separador, luego p € E(a,b) y se tiene que E(a,b) = K.
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Veamos primero que 7< C 7. Sea p € E(a,b) con cortadura asociada {p, U, V,}.
Como U, y V,, son abiertos en K, tenemos que U, N E(a,b) y V,N E(a,b) serdn abiertos
en E(a,b). Ademds, para cualquier ¢ € U, N E(a,b) con cortadura asociada {q,U,, V,}
se cumple que a € U, y que, como {¢} U U, es conexo, {¢} UU, C U,, luegope V, y
¢ < p. Enresumen, U,N E(a,b) = {q € E(a,b) : ¢ < p}. Andlogamente, V,N E(a,b) =
{g € E(a,b) p<gq}.

Veamos ahora que 7 C 7<. Como queremos ver que U es abierto en 7< basta ver
que dado p € U, existe un intervalo (r,;s) ={¢ € K : r<g< s} conpé€ (r,s) CU
(Definicién . Supongamos que existe p € U tal que no existe ningtn intervalo que
contenga a p y esté contenido en U. Entonces, para todo intervalo [r,s] = {¢ € K :
r < q < s}conp € [rs] se tiene que [r,s] N (K \ U) # (). Observemos que como ya
hemos probado que 7< C 7, los conjuntos [r, s] son cerrados en (K, 7), luego

C=A{r,s]Nn(K\U) : pe(r,s), r,se K}

es una familia de cerrados que tiene la propiedad de la interseccién finita. Para ver esto

tltimo podemos considerar una subfamilia finita de estos conjuntos, {[r;, s;) N (K \ U)};,
Tomando R = méax{ry,ro,..., 7}ty S =min{sy, sa,..., Sy} tenemos que
m

(\(Iri,s:] N (K\U)) = [R,S]n (K \U)
i=1
Como K es compacto, por el Teorema [2.32] se tiene que la interseccion de los con-
juntos de la familia C' es no vacia. Sin embargo, tenemos por una parte que

() [r.s] = {p}

pE(r,s)
r,seK

y por otra que p € U, luego no es posible que

() (rs] N (KN U)) = {p}

pE(r,s)
r,seK

Como hemos ido adelantando, el intervalo unidad tiene la caracteristica de tener
unicamente dos puntos no separadores. Precisamente esto es lo que nos permitira ca-
racterizarlo.

Teorema 5.19. Sea K un continuo métrico con unicamente dos puntos no separadores.
Entonces K es homeomorfo al intervalo unidad Z = [0, 1].

Demostracion.
Sean a y b los dos puntos no separadores de K, y D C K un subconjunto numerable
denso tal que a ¢ D y b ¢ D, que existe por el Corolario Observamos que:

1. D no tiene elemento minimo ni maximo. Si tuviera un maximo M = méax D,
tendriamos que el conjunto {x € K : = > M} serfa un abierto en K que no
interseca a D, luego D no seria denso en K. Suponiendo que D tiene minimo se
llega a una contradiccion similar.
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2. Dados p,q € D con p < ¢, existe un elemento » € D con p < r < q. De no ser asi,
dados p,q € D incumpliendo la condicién mencionada tendriamos que el abierto
de K dado por (p,q) no intersecaria a D, y de nuevo D no seria denso en K.

Por el Teorema [5.3, D es homeomorfo al conjunto P de los nimero diddicos en el
intervalo (0,1). Sea f : D — P un isomorfismo de orden.

Cada punto p € K con p # a,b es un punto separador, luego podemos escribir
K\ {p} = U, UV, con U,,V, dos conjuntos abiertos disjuntos no vacios tales que
a€U,ybeV,Sif(U,ND) es un corte de Dedekind de los racionales diddicos,
determinard un tnico elemento F'(p) de (0,1). Veamos que en efecto dicho conjunto
cumple las condiciones para ser un corte de Dedekind dadas en la Definicién [5.8}

1. Como U, y V}, son no vacios y abiertos, entonces U, N D es un subconjunto propio
de D y por tanto f(U, N D) es un subconjunto propio de P.

2. Sean x € f(U,ND) ey e P cony < x Como f es isomorfismo de orden, se
cumple que f~(y) < f~'(z), es decir, f~!(y) separa a de f~'(x) y podemos
escribit K\{f 1 (y)} = Up-14) UVj-1(y) con a € Up-1( y [ (2) € V-1(). Como
f7Hy)UVj-1() es conexoy b € { f1(y)}UVj—1(y), entonces { f 7 }(y)UVj-1() C V),
y entonces f~(z) € V), pero entonces f(z) € f(V, N D) y esto contradice que
f(x) € £(U,N D)

3. Sea x € f(U, N D). Supongamos que no existe y € f(U, N D) con =z < .
Entonces # = méx f(U, N D) y por tanto f~'(z) = méx{U, N D}. Sea q € U, con
q < f~'(x). Entonces si ¢ tiene una cortadura asociada {q, Uy, V,}, tenemos que
a€ U,y fHz) € V,. Ademéds, como b € V, y {¢q} UV} es conexo por el Lema
tendrfamos que {¢} UV, C B,. Por tanto, tendriamos que f~!(x) € V},, pero
fYz) e U, y U,NV, =0, luego hemos llegado a una contradiccion.

Utilizando lo anterior y definiendo F'(a) =0y F(b) = 1, finaliza la extensién de f

a un isomorfismo de orden F' entre K e Z, y por tanto a un homeomorfismo entre K e
7 por la Proposicion [5.2 [ |
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Capitulo 6

Espacios de Peano

En este capitulo presentamos finalmente los espacios topolédgicos que dan titulo a es-
te trabajo: los espacios de Peano. Para poder probar el Teorema de Hahn-Mazurkiewicz
serd necesario estudiar detalladamente las distintas nociones de conexién que satisfaran
este tipo de espacios. Para obtener su demostracién, reciclaremos en realidad los ar-
gumentos utilizados en el Capitulo [4 Si bien Lebesgue conté con la ventaja del buen
comportamiento del espacio Z2, la introduccién de dos nuevas nociones de conexién lo-
cal nos permitiran extender su método a espacios mas generales. Como ya se menciond
en la introduccion, seguiremos la estructura del Capitulo 31 del texto de S.Willard [20].

Sin mas dilacién, definamos los espacios de Peano.

Definicién 6.1. Un espacio de Peano X es un espacio métrico compacto, conexo y
localmente conexo.

Notese que, a consecuencia de la Proposicién [2.30], un espacio de Peano sera también
tanto regular como normal. Veamos otras propiedades que satisfacen los espacios de
Peano.

Teorema 6.2. Todo espacio de Peano es conexo por arcos.

Demostracion.

Sea X un espacio de Peano y consideramos a,b € X. Como X es un espacio métrico, po-
demos considerar el recubrimiento de X dado por {B (z;1) : # € X}. Podria suceder
que alguna de las bolas B (x, %) no fuera conexa, entonces consideramos la componen-
te conexa B, de = en B (a:, %) para cada x, que es abierta porque X es localmente

conexa (Proposicién [2.38)). Por el Teorema aplicado al recubrimiento {B,}.cx,
sabemos que existe una cadena simple uniendo a y b. Denotemos por Uy, Ua, . . ., Uiy,
a los elementos del recubrimiento que forman la cadena simple. Observemos que por

n
la Proposicién [2.36, apartado 3, el abierto Uy = |J Uy, es conexo.
i=1
Como X es un espacio regular, para cada p € Uj; existe un abierto V;Dl con p €

Vp1 - V_p1 C Uy; por el Lema . Ademas, podemos suponer que V;} es conexo por
ser X un espacio localmente conexo. También podemos exigir que V;,l tenga didmetro
menor que % porque en caso contrario, tendriamos que p € B (x, i) - Vp1 y podriamos
sustituir V;} por esta bola ya que cumpliria todas las condiciones.

Si tenemos un punto Uy; N Uyipq, el abierto V;} anterior se puede elegir de forma

que p € Vp1 C V_pl C Uy; N Uyiyq- Haciendo esto para cada i € {1,...,n}, obtenemos
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un recubrimiento {Vp1 tper, de Uy y de nuevo podemos aplicar el Teorema m para
cada par de puntos de U;. Tomemos z; € Uy N Upiyq con @ € {1,2,....,n— 1} y
denotemos g = a, x, = b. Entonces, podemos obtener una cadena simple formada
por conjuntos V;,l uniendo z; y x;11 para cada i € {1,2,...,n — 1}. Para obtener
una cadena simple que una a con b hay que asegurarse de que se cumpla la condicién
sobre las intersecciones de términos consecutivos (Definicion . Por ello, se deben
tomar todos los elementos de la cadena uniendo a con x; hasta el primer abierto U
que interseque algiin elemento de la cadena uniendo z; con xy, omitiendo el resto de
elementos de la primera cadena. Esto se debe repetir con cada una de las cadenas. Esto
resulta en una cadena Uy, Usg, . . ., Usy,, de abiertos conexos de didmetro menor que 2%,
cumpliendo que, para cada i € {1,...,n}, existe un j € {1,...,n,} tal que Us; C Uy;.

Para cada k, podemos considerar la unién de las clausuras de los elementos de la

Nk

k-ésima cadena, es decir, Cj, = Lj Uyi. Nétese que cada O, es unién finita de conjuntos

=1
cerrados, por lo que serd también cerrado. Ademas, por el apartado 3 de la Proposicion
(o]

2.36 cada Cj sera también conexo. Sea C' = [ Ck. Como C es una intersecciéon de
k=1
cerrados, serd también cerrado. Ademas, como X es un espacio de Peano, en particular

es métrico, por lo que también es Hausdorff, y compacto. Por tanto, C' también es
compacto. Por otra parte, la familia {C} }reny cumple las condiciones del Teorema
por construccion, por lo que C serd ademas conexo. Por tanto, C' es un continuo métrico.
Si verificamos que a y b son los dos tnicos puntos no separadores de C, entonces por
el Teorema tendremos que C' es un arco entre a y b.

Sea x € C'\ {a,b}. Para cada k € N, tenemos que = pertenece como mucho a dos
elementos de la k-ésima cadena, es decir, o existe j € {1,2,...,n;} con x € Uy, o bien

Jj—1 ng ng

€ UpjNUyjyr. Sean Ay = J Uiy By = | Ukio By = |J Uy, segin se requiera.
i=1 i=j+1 i=j+2

A partir de estos conjuntos podemos definir los siguientes:

A= G(AkﬂC)

B = G(Bm(?)

k=1

Como para cada k € N tanto A como By, son uniones de conjuntos abiertos en X,
ambos seran también abiertos en X y por tanto A, NC y B, N C seran abiertos en
C con la topologia de subespacio. Consecuentemente, tanto A como B seran abiertos
en C'. Ambos son no vacios porque a € A y b € B y por construccion también son
disjuntos. Ademads, C'\ {z} = AU B, luego a, b son los tinicos puntos no separadores

de C. [ |

De hecho, a raiz de este teorema podemos deducir que no sélo los espacios de Peano
Son conexo por arcos, sino que también lo es cualquiera de sus subconjuntos abiertos.

Corolario 6.3. Sean X un espacio de Peano y U C X un abierto conexo. Entonces U
€S CONETO POT ATrcos.
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Demostracion.
Se puede adaptar todo lo hecho en la demostraciéon del teorema anterior, tomando dos
puntos a,b € U. [ |

Antes de proseguir, introduzcamos dos nuevas nociones de conexion, distintas aun-
que relacionadas con alguna de las tres ya presentadas en la Seccién [2.3, Estas nociones
fueron apareciendo tras la primera demostracién del teorema central a este trabajo
obtenida por Hahn, segiin matematicos como Sierpiniski o Mazurkiewicz continuaban
estudiando este problema [9] [16]. Estas resultarian tan utiles en la demostracién del
Teorema de Hahn-Mazurkiewicz que incluso el propio Hahn mencioné que, de haberlas
utilizado inicialmente como definicién de conexién local, se habria ahorrado bastante
trabajo [3].

Definicién 6.4. Un espacio métrico X se dice uniformemente localmente conexo si
dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que para todo par de elementos z,y € X con d(z,y) <
J, existe un conjunto conexo A C X con diam(A) < ¢ tal que z,y € A. Si para
cada par de puntos en vez de un conjunto conexo se tiene que hay un arco uniendo
dichos puntos cumpliendo el resto de condiciones, entonces X se dice uniformemente
localmente conexo por arcos.

Tendremos que de hecho los espacios de Peano poseen las dos propiedades que
acabamos de definir.

Lema 6.5. St X es un espacio de Peano, entonces X es uniformemente localmente
conezxo.

Demostracion.

Sea € > 0. Como X es un espacio métrico, podemos tomar un recubrimiento abier-
to del espacio mediante conjuntos abiertos de diametro menor que ¢; bastaria tomar
{ B (31:7 %) }Ie «- De hecho, como el espacio es localmente conexo, al igual que hemos
hecho en la demostracién del Teorema [6.2] podemos quedarnos con la componente
conexa V, de x en B (x, %), que es abierta por la Proposicion M, y considerar el
recubrimiento {V, },cx. Por compacidad, podemos obtener un subrecubrimiento finito

{V1,...,V,,}. Sea ¢ el nimero de Lebesgue asociado al subrecubrimiento finito (Teo-
rema . Entonces, si d(z,y) < 6§, como se tiene que z,y € B (:v, g), debe existir
io € {1,...,n} tal que z,y € V. [

Proposicion 6.6. 5i X es un espacio de Peano, entonces X es uniformemente local-
mente conexo por arcos.

Demostracion.

Por el Lema [6.5, X es uniformemente localmente conexo. Por tanto, dado ¢ > 0,
existe d > 0 tal que si d(x,y) < ¢, existe un conjunto B conexo con =,y € B tal que
diam(B) < 5. Como hemos hecho en la demostracién del Teorema , para cadaz € B

podemos tomar un entorno abierto conexo U, con diam(U,) < . Entonces, U = |J U,
z€eB
es un abierto de X por ser union de abiertos. Veamos que ademas U es conexo.

Como B y U, son ambos conexos y tenemos que U, N B # () porque x € U, N B,
por el apartado 1 de la Proposicién tendremos que el conjunto BUU, sera conexo.
Por otra parte, tenemos lo siguiente:
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v=\JU.= (UUx)UB:U(UxUB)

zeB zeB zeB

Cada U, U B es conexo por lo anterior, y ademds [ (U, U B) # () porque para cada
zeB
x € B se tiene que B C U, U B. Por tanto, de nuevo por la Proposicién tendremos

que U es conexo.

Como U es un abierto conexo de un espacio de Peano, por el Corolario sera
conexo por arcos. Por tanto, si d(z,y) < §, entonces x e y pertenecen en un subconjunto
U conexo por arcos. Si se cumple que diam(U) < g, entonces claramente cualquier arco
tendra didmetro menor que ¢. Sean a,b € U con a € U, e b € U, para algin par
x,y € B. Entonces:

d(a,b) < d(a,z) + d(z,y) + d(y,b) :Z+g+%:s

Por tanto, X es uniformemente localmente conexo por arcos. |

Contamos ya con todas los conceptos y resultados necesarios para poder demostrar
el teorema central de este capitulo, y de este trabajo. Como veremos, la prueba de este
resultado no dista demasiado de la construccion de la curva de Lebesgue dada en la
Seccién 1.2 Esta enfoque fue tomado por Hahn afios después de haber obtenido su
primera demostracién del teorema [4].

La ventaja con la que conté Lebesgue, y que a la vez limitaba la extension de su
construccién a otros espacios, fue que Z? es un conjunto convexo, lo que asegura que
la extensién mediante interpolacion lineal funciona correctamente. Si bien los espacios
méas generales tales como los espacios de Peano no tienen por qué contar con esta
propiedad, la Proposicién nos permitird utilizar un método parecido.

Teorema 6.7 (Teorema de Hahn-Mazurkiewicz). Sea X un espacio Hausdorff. X es

un espacto de Peano si y solo si es la imagen por una aplicacion continua del intervalo
unidad T.

Demostracion.

Sea f : Z — X una aplicacién continua. Podemos suponer sin pérdida de gene-
ralidad que f es suprayectiva. Por el apartado 4 de la Proposicién y por el Lema
tenemos que f(Z) = X sera compacto y conexo. Ademas, como X es Hausdorff, el
Corolario [2.55| nos asegura que también serda metrizable, luego serd también un espacio
métrico con respecto a una cierta distancia d. Por otra parte, como f es continua, I es
compacto y X es Hausdorff, por el apartado 5 de la Proposicién tenemos que f
serd cerrada. A su vez, esto nos permite asegurar gracias al Lema[2.24] que f es de hecho
una aplicacion cociente, lo que por el Teorema [2.43| nos asegura que X es localmente
conexo. En resumen, X es un espacio métrico compacto, conexo y localmente conexo,
es decir, es un espacio de Peano.

Supongamos ahora que X es un espacio de Peano. Como es compacto, por el Teo-
rema 4.4 sabemos que existe una aplicaciéon continua y sobreyectiva f : C — X,
donde C es el conjunto de Cantor. De hecho observemos que, como C es un espacio
compacto, por el Teorema[2.58 la aplicacién f : C — X serd uniformemente continua.
El objetivo es obtener una extension continua f* : Z — X. Recordemos que en la
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seccion mencionamos que el conjunto de Cantor se podia expresar de la siguiente
manera;

T (3k+1 3k+2
ne-UU (G 5 ) = Ut
n=0 k=0 neN
donde los I,, son los intervalos de Z \ C ordenados de mayor a menor tamafio, donde por
tamarno entendemos diam (I,,) = |¢, — pn| = 5777, ¥ ordenados de izquierda a derecha
los intervalos del mismo tamano. Para extender f a todo Z debemos extenderla de
manera continua sobre cada I,, = (pn, ¢n)-

Para cada n € N, tenemos que p,, g, € C, luego ya estdn definidos los elementos
f5(pn), f*(gn) € X. Si f(pn) = f(qn), para cada p € I,, definimos f*(p) = f(p,). Como
por la Proposicién [6,0]el espacio X es uniformemente localmente conexo por arcos, dado
n € N existe 4, > 0 tal que si los puntos z,y € X cumplen que d(z,y) < J,, entonces
existe un arco de diametro menor que 2% uniéndolos. Ademads, por la continuidad
uniforme de f sobre C, para cada n € N podemos encontrar 7, > 0 tal que si p,q € C

cumplen que |q — p| < 1, entonces d(f(p), f(q)) < On.
Como lim diam (/,,) = 0, dado 7, sélo hay un ntimero finito de intervalos Iy, I, . . ., I,
n—oo

de tamano mayor o igual que 7;. Para cada intervalo I; = (p;,¢;) con 1 < j < ny, po-
demos extender f a I; de la siguiente manera. El espacio X es conexo por arcos por el
Teorema, . Entonces sea 0¢ : Z — X un arco en X entre f(p;) v f(g;), dado p € I;
definimos f*(p) = og <;;_I;jj>.

De nuevo, habra un ntmero finito de intervalos I,,, 41, In, 42, ..., I,, con tamanos
ne < diam(/;) < 7,. Para estos intervalos se cumple que |g; — p;| < m con ny +1 <
j < ng, por lo que tendremos también que d(f(p;), f(g;)) < 61. Sea o1 un arco de

1

didmetro menor que 5 uniendo f(p;) y f(g;). Extendemos f a los intervalos I; con

ny + 1 < j < ny definiendo f*(p) = oy (%) para cualquier p € ;.

En general, dado k € N, para cada intervalo I; con n; +1 < j < ng4; y tamano
N1 < diam(1;) < n, extendemos f a I; utilizando un arco oy, de didmetro menor que
=T

Hemos construido una aplicacién f* : Z — X. Veamos que f* es continua en
cualquier ¢ty € Z. Sean n € Ny € = 5.

Sityp € 7\ C, existe un intervalo I; = (pj, ¢;) con didmetro menor que 7, tal que
to € I;. Luego para todo t € I; se verifica que d(f*(t), f*(to)) < 5% < € porque f*(t)
y [*(to) son puntos del arco que une f(p;) vy f(g;) que tiene didmetro menor que 5.
Hemos probado que f(1;) C B(f*(ty),¢).

Supongamos pues que ty € C. Si t € C, por la continuidad uniforme de f = f*|¢
tenemos que si |t — to| < 1, entonces d(f*(t), f*(to)) = d(f(t), f(to)) < 0. Por ser X
uniformemente localmente conexo por arcos, f(t) y f(to) estardn unidos por un arco
de didmetro menor que 5 y tenemos que d(f(t), f(to)) < 5% < €.

Por otra parte, si t € Z \ C, entonces se cumple que t € I; = (pj;,¢;) para algin
J € N. Supongamos que ty < p; < ¢;. Por la Observacién , sabemos que existe
algin intervalo I con I C B (ty,n,). Por tanto, si I; C B(to,n,), entonces tenemos
que |¢; — to| < 7. Esto conlleva que |t — p;| < n, para cualquier ¢ € I;. Por la
construccién de f*, sabemos que f*(t) serd un punto de un arco de didmetro menor

que 2% que une f*(p;) = f(p;) con f*(¢;) = f(g;), por lo que d(f*(t), f*(p;)) < 2% Por

2% y definiendo f*(p) = oy ( ) para cada p € I;.
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otra parte, también tenemos que |g; — to| < 1, implica que en particular |p; —to| < 1.
Como ty, p; € C, podemos aplicar la continuidad uniforme de f*|¢c = f para afirmar que
d(f*(p;), f*(to)) < 9y, lo que a su vez conlleva que existe un arco de didmetro menor que
> entre ambos, luego de hecho d(f*(p;), f*(to)) < 5. Juntando estas desigualdades
obtenemos:

1 1

AP (8), £*(00)) < dUF ), £ (0) + AU (B), £(00)) < 7 + 37 = oy =

Si por el contrario se cumpliese que p; < g; < ty la demostracién serfa muy similar,

bastando con intercambiar los roles de p; y g; en las distintas desigualdades.
|

Podemos deducir el siguiente resultado a partir del teorema anterior.

Corolario 6.8. Un espacio Hausdorff es conexo por caminos si y solo si es conexo por
arcos.

Demostracion.
Sea X un espacio Hausdorff. Claramente si X es un espacio conexo por arcos, como
todo arco es un camino, X sera conexo por caminos.

Supongamos ahora que X es conexo por caminos. Entonces dados a,b € X existira
una aplicacién continua ¢ : Z — X con 0(0) = a y o(1) = b. Por el Teorema
tenemos que o(Z) serd un espacio de Peano lo que implica que este conjunto seré conexo
por arcos por el Teorema Como a,b € 0(Z), tendremos que existe un arco uniendo

a con b, por lo que X sera conexo por arcos.
[ |

En cierta medida, este ultimo resultado justifica la utilizacién equivalente de los
términos conexo por caminos y arco-conexo que tan comun es en la literatura y de la
cual prevenimos en la Seccién [2.3] Tan bésica es la propiedad de ser Hausdorff en los
espacios de interés en otras areas de las matematicas que en ocasiones esta se llega
hasta a imponer por definicion en las definiciones de espacios topoldgicos.
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