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Resumen

Esta memoria introduce el estudio de los productos infinitos en el ambito de los niimeros
complejos, abordando la convergencia de estos productos y analizando diversos métodos para
determinarla. Se explora, ademas, la relacién entre la convergencia de los productos infinitos y
las series asociadas, incluyendo la convergencia absoluta.

Para profundizar en los productos infinitos de funciones holomorfas, se introduce el Criterio
M de Weierstrass, que establece que, bajo ciertas condiciones de acotacion, un producto infinito
de funciones es absolutamente convergente. Este criterio se aplica a ejemplos especificos, como
la funcién zeta de Riemann y las funciones seno y coseno, para ilustrar su utilidad.

Finalmente, se presenta el Teorema de Factorizacién de Weierstrass, que permite expresar
cualquier funcién entera (es decir, una funcién holomorfa en todo el plano complejo) como un
producto infinito basado en sus ceros. Este resultado facilita el andalisis y comprension de la

estructura de las funciones enteras.

Palabras clave: Producto infinito, Criterio M de Weierstrass, Teorema de Factorizacion.
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Abstract

This manuscript introduces the study of infinite products in the context of complex numbers,
addressing their convergence and analyzing various methods to determine it. Additionally, it
explores the relationship between the convergence of infinite products and the associated series,
including absolute convergence.

To delve deeper into infinite products of holomorphic functions, Weierstrass’s M-criterion
is introduced. This criterion establishes that, under certain boundedness conditions, an infinite
product of functions is absolutely convergent. Specific examples, such as the Riemann zeta
function and the sine and cosine functions, are analyzed to illustrate its utility.

Finally, the Weierstrass Factorization Theorem is presented, which provides a way to express
any entire function (that is, a holomorphic function on the entire complex plane) as an infinite
product based on its zeros. This result facilitates the analysis and understanding of the structure

of entire functions.

Key words: Infinite product, Weierstrass M-test, Factorization Theorem.
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Capitulo 1

Producto infinito de nimeros

complejos

Tras haber trabajado durante el grado con series infinitas de ntimeros reales o complejos y
haber estudiado los criterios que determinan su convergencia, surge la pregunta natural de qué
sucede si en lugar de sumar infinitos términos, los multiplicamos. Este planteamiento da lugar

al concepto de producto infinito de nimeros complejos, que se expresa mateméaticamente como:
oo
I1 z.
n=1

donde (z,)22; es una sucesién de nimeros complejos.

Para hacer esta memoria nos hemos basado fundamentalmente en los apuntes [5], comple-

mentandolos con [1], [2] y con los apuntes de las asignatura de Variable Compleja [3].

1.1. Introduccién

Por analogia con las series, podriamos decir que el producto infinito de ntimeros complejos
converge si y solo si la sucesién de productos parciales converge. Pero al ser un producto, si
encontramos al menos un cero, el producto sera cero sin importar el resto de los términos. Es

por ello que la definicién sera diferente para el producto infinito.

Por ello, comenzamos distinguiendo en la definicién la convergencia del producto infinito en

funcién de si éste tiene o no factores z; nulos.



CAPITULO 1. PRODUCTO INFINITO DE NUMEROS COMPLEJOS

Definicién 1.1.1 (Convergencia del producto infinito). Sea (z,)n>1 una sucesion de ni-

meros complejos, siguiendo [2] tenemos:

= Sea z, # 0 para cada n € N. Si el limite lim,_ H?Zl zj existe y es distinto de cero,

entonces se dice que el producto infinito [, zn converge y su valor es:
o n
zn = lim Hz
11 =n = i 11 =
n=1 7j=1

= 57 la sucesion tiene un numero finito de ceros, se dice que el producto infinito converge

solo si el producto infinito cuando se quitan los factores nulos converge.
= 57 la sucesion tiene infinitos ceros, se dice que el producto infinito diverge.

Observacion 1.1.1. Al igual que ocurre con las series, la convergencia de un producto infinito
no depende de sus primeros factores. Esto es, dadas dos sucesiones (zp)22, ¥ (wn)52, de nidmeros

complejos, si para un cierto N > 1 se tiene que z, = wy, para n > N, entonces

oo o0
H Zn CONVETGE e H wn CONVETGE.
n=1 n=1

Ademaés, al igual que las series tienen como condicién necesaria de convergencia que el tér-
mino general tienda a cero. El producto infinito tiene como condicién necesaria de convergencia,

que el término general tienda a la unidad.

Antes de proseguir con la demostracion del criterio de convergencia para productos infinitos
de niimeros complejos, es conveniente enfatizar que en el resto del capitulo asumiremos que

zn € C\ {0} para todo n € N.
Lema 1.1.1. Si el producto [y zn converge, entonces lim, o0 2, = 1.

Demostracion. Como por hipétesis tenemos que el producto infinito [[72; 2, converge, es claro

que también lo hacen las sucesiones de productos parciales (s,,)oc_; definidas por

m
$m =[] #n.
n=1

2



1.1. INTRODUCCION

Como sabemos que
m o0
lim s,, = lim H Zp = H Zns
m—0o0 m—ro0
n=1 n=1
m—1 [e'e
lim s,,_1 = lim H Zp = H Zn,s
m—00 m—0o0
n=1 n=1

tomando el cociente entre ambas expresiones y usando que [[72; z, # 0 tenemos que

, P |

lim z,, = lim — = L.
m—00 m—oo [ 4 »
n=1 ~Nn

O

Observacion 1.1.2. Por la condicion necesaria de convergencia de un producto infinito, en lo

sucesivo, los factores del producto los escribiremos de la forma
zn = (14+w,) donde lim w, =0.
n—oo

La condicién de convergencia expuesta anteriormente es necesaria, pero no es suficiente.
Contraejemplo. Sea el producto infinito [[32; (1 + 2). Estudiando la sucesién de los pro-
ductos parciales, tenemos tras aplicar las simplificaciones que

- 1 1 2 3 1
Sm = II <1+') =555 ""ﬁlt4’:7n—%1'

n=1 n

Entonces el producto infinito diverge

o0 1 m 1
H(1+):Hm <1—|—>:lim Sm = lim m+ 1 = oo,
n m—00 n m—00 m—00

n=1 n=1

a pesar de que
1

lim w, = lim — = 0.
n—o0 n—oo n

Junto a la condicién necesaria de convergencia, otra propiedad que vamos a utilizar de aqui

en adelante para estudiar la convergencia del producto es la siguiente:

Lema 1.1.2. Sea (2,)22; C C tal que |z, — 1] < 1, para cada n > 1. Entonces, el producto

o0 o0
H zp converge < Z Log(zy) converge.
n=1 n=1
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Demostracion. Como por hipdtesis tenemos |z, — 1| < 1, entonces z, # 0, para cada n > 1.

Dividiremos la demostracién en dos partes:

<=) Si por hipdtesis asumimos que Y -, Log(z,) converge, se tiene que
m
T&gnoo Z Log(z,) = a € C.
n=1
Aplicando que el logaritmo del producto es la suma de los logaritmos tenemos que
m m
W%gnoo z:lLog(zn) =a = T%g}noo Log (1_[1 zn> =a,
n= n=

ademas, usando la continuidad del logaritmo, el limite del logaritmo es igual al logaritmo del

limite, obteniendo
m m
W%gnoo Log (H zn> =a = Log (nlgnoo H zn> =a.
n=1 n=1
Tomando la exponencial en ambos lados de la expresién anterior llegamos finalmente a que
m
7 _a
i, [ =
n=

Como a € C, la exponencial es distinta de cero, entonces se obtiene que [[72; 2z, converge.

—) Suponemos por hipétesis que IP € C\ {0} tal que

o0
H zZn = P.
n=1

Por el Lema 1.1.1, se tiene lim,,_,~ z, = 1, y utilizando la notacién de la exponencial compleja

tenemos que cada factor puede escribirse como
Zn = e con r, = |zn| >0y 0, € (—m, ).
Con todo ello, se tiene lim,,_, o rne® = 1, concluyendo que

lim r, =1 y lim 6, =0.
n—oo n—oo

4



1.2. CRITERIO DE CAUCHY PARA PRODUCTOS INFINITOS

Entonces demostramos

m m m
Aim, 3 Log(ze) = lim, 37 Log (rme™ ) = lim_ 37 Lo Jorlc™)
m m m m
= lim_ (; In|z,| + znz_:lﬁn> = lim <1nnli[1 |2n| + an_:len> .

Por hipétesis tenemos [[72; z,, = P, y aplicando valor absoluto a ambos lados llegamos a

9]
I =
n=1

00
= [I lzal = |P],
n=1

con esto deducimos

00 . 0o 0o P
H |zn|€" = | P H e =p = H elfn = 2

n=

[e.e]
11 =
n=1
Entonces tenemos que

o . . oo
H 619n = e’L Zn:l 0” = —
ool 1P|

Como la funcién exponencial converge si y solo si converge el exponente, deducimos que

> 0, =9.
n=1

Y concluimos

lim " Log(z,) = In @@m 11 yzn|> + lim i) 0, =n|P|+i¢.
n=1 n=1 n=1

m—o0

1.2. Criterio de Cauchy para productos infinitos

Para estudiar la convergencia de las series se utiliza el criterio de Cauchy. De la misma

manera, obtendremos un resultado analogo para estudiar la convergencia del producto infinito.

Proposiciéon 1.2.1. Sea (2,)72, C C\ {0}. El producto infinito [[;—; zn converge si y solo si

m

H Zj—l

j=n—+1

Ve >0, IN :

< € para cualesquiera n, m tales que N < n < m. (1.1)
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Demostracion. Dividiremos la prueba en dos partes:
=) Suponemos que lim;, oo [[e; 2, = P, con P # 0 y definimos el pardmetro auxiliar
n
= inf sz >0:n2>1
j=1

Sil<n<m:

m 1 m n
H z5 — ‘H sz sz S—sz—sz < €,
j=1%j =1 Pz j=1

j=n+1

con € tan pequeno como queramos si N < n < m. Ya que ambos productos parciales convergen

al mismo valor cuando N — oo.

<=) Supongamos ahora que se cumple la condicién (1.1), entonces se puede acotar la

sucesion de productos parciales de la siguiente manera

m n n m m
[5m = snl = H —ITa=|IT=| I %-1<v| II z-1<»e
j=1 j=1 j=1 j=n+1 j=n+1

donde hemos utilizado el parametro acotado

n
¥ = sup sz 1<n<m

Con ello, hemos probado que la sucesién de los productos parciales (s,,)>°_; definida por

sm = [[jL1 2; es una sucesiéon de Cauchy, entonces converge a un cierto P € C.

Falta probar que P # 0. Para ello, tomamos la condicién (1.1) con € = % se tiene que

f [] =»-1<: <K <
WILHn A zj — 1| < 2 = 5 = lim ‘ zj <
j=N+1 j=N+1

Luego lim;, 00 H;-”, N1 2j estéd acotado superior e inferiormente por valores positivos. Como
esto es cierto para un N fijo y z; # 0 para todo j, es claro también que H _1 2j # 0. Entonces,

combinando ambos productos obtenemos finalmente que P # 0. ]

Se ha visto que si el producto infinito converge, entonces el término general converge a
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la unidad. Ahora vamos a ver que el reciproco es cierto bajo ciertas condiciones extras. Mas con-
cretamente, si el término general tiende rapidamente a la unidad, entonces el producto infinito

es convergente. Para poder demostrar esta propiedad, probamos primero el siguiente lema.

Lema 1.2.1. Se satisface que:

l\DM—l

|Log(1+42) — 2| < |2]*  para todo |z| <

Demostracion. El desarrollo en serie de potencias de Log(1 + z) en el disco unidad D es:

o0 n+1
Log(1+ z2) Z

n=1
Restando z a la expresién anterior, obtenemos:

1)n+1 0 n+1

> EU
n=1

| Log(1+2) - 2| =

Aplicando la desigualdad triangular sobre el sumatorio y acotando, llegamos a

o (-t o 12"
ST < B < B S,
n=2 n=2

por ultimo, como |z| < 1, aplicamos que Y o |z|™ es una suma geométrica y podemos concluir

que
1

l\)\)—t

Teniendo esto en cuenta, podemos enunciar y demostrar la siguiente proposicion.
Proposicién 1.2.2. Sea (2,)22, C C\ {0} tal que z, = wy, + 1, para cadan > 1. Si

= Dt Wn < 00

. 02 fwnl? < oo

entonces
o0 [e.e]
H (1+w,) = H Zn  converge.
n=1

n=1
Demostracién. Como por hipétesis tenemos que > 0% ; |w,|? < oo, existe un M suficientemente

grande tal que |w,| < 1 sconn>M>1.
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Por el Lema 1.2.1 se tiene
| Log(1 + wy) — wy| < |wn|?, paran > M.
Usando el criterio de comparacién, podemos deducir que

o0 oo
Z | Log(1 4+ wy) — wy| < Z lw,|? < oco.

Como un numero finito de sumandos no cambia la convergencia podemos concluir que

[e's) M—-1 0o
Z | Log(1 4+ wy) — wy| = Z | Log(1 4+ wy) — wy| + Z | Log(1 4+ wy) — wy| < oo.
n=1 n=1 n=M

Ademés, por hipétesis tenemos que Yy ,° ; w, converge, entonces se satisface:

o0 o0 oo
Z\Log(1+wn)—wn|<oo Y an<ooj ZLog(1+wn)<oo.

Aplicando el Lema 1.1.2 se tiene que [[72; (1 + wy) = [[5—; 2n converge. O

Esta proposicién de convergencia es una condicién necesaria, pero no suficiente.
. 00 . _ 1 .7 o0
Contraejemplo. Sea (a,)52; C R con termino general a,, = 7 ¥ la sucesion (zn)o2, C C

definida de la siguiente maneras:

1
14a,

Zop—1=14+an, Yy 2z2op=

Usando como en todo el trabajo la notacién z, = 1 4+ w,, tenemos que

—ay,
Wan—1 =0an Yy Won = 1+6Ln'
Se tiene
[es) [eS) 9 1 2 < 1 00
pDITTED SUUC ol I D o N YU
n n
n=1 n=1 n=1 n=1 n—1
Por tanto
o0 o0 00 00 9 I
an an \/ﬁ
an:Z(w2n1+w2n)=Z(an— >:Z 227.
n=1 n=1 n=1 L+ an n=1 1+ an n=1 7’L(1 + \/ﬁ)



1.3. PRODUCTOS INFINITOS DE NUMEROS REALES POSITIVOS.

Estudiamos su convergencia

D ey P v ey R Dk

Entonces ni Y02 |wy|? ni 300, wy, convergen. Veamos si converge el producto infinito. Para

ello, estudio por un lado el producto de potencias pares y por otro lado el de impares:

si n es par:
1 1
S9m = Z1%223...29m = (1 + an)m(l + an) 1+ an... = 1,
si n es impar:
Som—1 = 212223...Zam—1 = (1 + am)m(l + am) T am...(l +am) =14+ an),

y tenemos lim,, o0 Gy, = limy, oo ﬁ = 0, por tanto lim,, .o S2m—1 = 1 + 0 = 1, quedando

[e.e]
H Zn = 1.
n=1

Es decir, el producto infinito converge a 1.

1.3. Productos infinitos de ntimeros reales positivos.

Una vez que hemos estudiado la definicién de convergencia del producto infinito y el Criterio
de Cauchy para estudiar la convergencia del producto infinito de niimeros complejos, en este
punto se va a estudiar la relacion entre la convergencia de los productos infinitos y las sucesiones
de ntimeros reales. Estas relaciones nos van a ser ttiles para estudiar méas tarde la convergencia

absoluta de productos infinitos de niimeros complejos.

Para demostrar esta relacion entre la convergencia del producto y de las sucesiones, es nece-

sario demostrar previamente el siguiente lema.

Lema 1.3.1. Para todo z € R se tiene que

1+x<e". (1.2)
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Y para todo x € [0,1/2] se tiene que
e <l—x<e® (1.3)

Demostracion. Primero demostramos (1.2). Por el desarrollo de Taylor de la exponencial se

tiene
ex—1+x+£2+£3+ —I—ﬁ
o 2 3Tl

Siz>006x<—1, es claro que se satisface 1 + z < e*.

Y si —1 < 2z < 0. Se tiene
. x2 .’L’3 "
— (1 = — 4+ —+ ..+ —.
e (1+x) 5 + i + ..+ ]

xn

o1, para —1 < x < 0, se da una alternancia de

En los términos de la suma % + ‘%? + ...+
positivos y negativos en funcién de la paridad de las potencias. Observamos que a medida que
va aumentando n, el valor de %T,L decrece debido al crecimiento del denominador, dando lugar
a una dominancia de los términos pares (los positivos) frente a los impares (los negativos),

quedando asi
2 3 n
£+£+...+$—20éex21+x.
2 3! n!

Continuamos demostrando (1.3). Probamos cada una de las desigualdades por separado:

= 1 —x<e ™ Hemos demostrado 1 +x < €”, si se toma x = —a, se tiene 1 —a <e %y

sin pérdida de generalidad podemos concluir 1 —x < e 7.

» 22 <1—2: Por el desarrollo de Taylor de e~2* alrededor de = = 0, tenemos:

(22)* _ (22)°

5 3 +...=1-2x+ Ra(x).

e =1-2z+

Queremos demostrar e 2% < 1 — z, esto es
<l & 1-2rx+ Re(x) <1—2 & Ro(x) <,

es decir, basta demostrar que Ro(z) < z, con

x 2 T 3 T 4
Ro(z) = (22) _ (23!) N (24!) o

10



1.3. PRODUCTOS INFINITOS DE NUMEROS REALES POSITIVOS.

Como z € [0,1/2], notamos que a medida que aumenta el valor de n, % decrece por
la disminucién del valor de la potencia y el crecimiento del denominador, dando lugar
a una alternancia de positivos y negativos en funcién de la paridad de las potencias. Si
empezamos la sucesién con n = 3, se tiene una dominancia de las potencias impares frente

a las pares, quedando

Y * 40 =0,
por lo tanto podemos acotar Rg(x) por
_ (22)*  (22)° (22)* _ 5
RQ(x) = - 3l + ... < 5 = 2x”°.

Y para todo x € [0,1/2] se verifica la desigualdad 2z% < z. Asi queda demostrada la

desigualdad que buscdbamos, e 2% < 1 — z.

O

A partir de estas dos desigualdades, se puede demostrar las siguientes equivalencias sobre la

convergencia de productos y sucesiones infinitas de niimeros reales positivos.

Lema 1.3.2 (Convergencia de productos infinitos de nimeros reales positivos.).

1) St xp > 0, para cadan > 1:

o0
H (1 + x,) converge < Z Tn converge.

n=1

2)8i0<x, <1, para cada n > 1:

o0
H 1 —x,) converge <= E Ty converge.

n=1 n=1

Demostracion. Se empieza demostrando 1).

<=) Suponemos que Y >z, < oo. Como por hipétesis tenemos z, > 0, es claro que

1+, > 1y ademés P, = [[7_;(1 + x;) es una sucesién monétona no decreciente.

Entonces [ (1 + ) converge si y solo si []7_;(1 + x;) estd acotada superiormente. Por

el Lema 1.3.1 tenemos

n
Sp = H(1+mj) < elun=1"m,
j=1

11



CAPITULO 1. PRODUCTO INFINITO DE NUMEROS COMPLEJOS

Como por hipétesis

an <00 = eXma™ < 00,

n=1
hemos encontrado una cota superior y podemos concluir que [[>2 (1 + z,,) converge.

=) Suponemos que [[72;(1 + z,) converge y =, > 0, entonces se tiene
n n
1+> o, <[[(1+az;) Vn>1 (1.4)
j=1 j=1

Se prueba esta desigualdad mediante induccién:

= Lo pruebo paran=1yn=2:
-n=1. 14z =1+ 2.
-n=2: 1—1-232:1.%‘ SH?:1(1+:C]~)C>1+3:1+562§1+x1+x2+x1x2.

= Hipétesis de induccién. Suponemos cierto para n, esto es

n

n
1+ z; < H (1 + ).

= Lo probamos para n + 1.

n+1 n+1 n n n
1+ > 2, < [[+2) <= 1+ aj+an < [[(+a25)+ [[A+2)zn4
; ; j=1 j=1 j=1
Por hipétesis de induccién tenemos que 1+ 3% x; < [[7_; (1 + x;), por tanto solo falta
probar

n
wn-l—l < H —f—.%'] $n+1 <> 1 S H(1+$J>,
1

y esto se satisface porque z,, > 0. Por tanto queda demostrada la desigualdad.

Como la desigualdad (1.4) se satisface para todo n > 1, podemos tomar limites cuando n

tiende a infinito quedando

n

n (o9} oo
nlggouzixjg?}g& 1(1+ac,-) = 1+ @< 1_[1(1+xj).
- i - -

Por hipétesis tenemos la convergencia de H?’;l(l + x;), junto a lo probado anteriormente, se

12



1.3. PRODUCTOS INFINITOS DE NUMEROS REALES POSITIVOS.

tiene la siguiente cadena de implicaciones

[e.e] oo oo
H(1+xj)<oo = 1+ij<oo = Z$j<oo,
=1 =1 i=1

como queriamos demostrar.

Se continua probando 2).
=) Suponemos por hipétesis que [[5~;(1 — x) converge con 0 < z, < 1. En primer lugar,
notamos que se satisface 0 < 1 — z,, < 1, y por ello la sucesién H’;Zl(l — z;) es mondtona no
creciente. Por la monotonia, sabemos que [[;2(1 — z,,) converge si y solo si [[j_; (1 — z;) estd

acotada inferiormente por una cota positiva. Luego tenemos que
n
1> [ —-=;)>c>0.
e

Por el Lema 1.3.1, aplicando el producto a ambos lados tenemos que
n n n
l—-z<e™ = H(l—xj)ge_ =1% =  _In ]:[1—33J 22
Jj=1 j=1 7=1
y por hipétesis tenemos
o0 n n
Hl—xn >0 = Hl—xj >0<o0 = —In H(l—xj) < 0.
n=1 : j:l
Por tanto podemos concluir
n n n
ijg—ln H(l—xj) <oo = Za:j<oo.
j=1 j=1 j=1

Como esto es cierto para todo n € N, basta tomar el limite para terminar la demostracion.

<=) Suponemos que Z <, x; converge, entonces x; — 0 y por lo tanto existe IV suficien-

temente grande tal que 0 < z; < 1/2 para j > N. Aplicando la desigualdad e 2* < 1— x para

13
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€ [0,1/2] del Lema 1.3.1, y tomando n < N, obtenemos

n

(1-=zj) J] Q-2 =

j=N+1 7j=1

')6_2 Z]oil i

(1~ aj)e " Dimven ™

T
=
=

n
H l—x]

Jj=1

<.
Il
—

IV
=
=

|
S&

<.
I
=

Recordamos que por hipdtesis tenemos que

00 5§ N 5o
Z Tp <00 = e 2 <oo = H(l —xj)e 2% > 0,
n=1 j=1
y se ha encontrado una cota estrictamente inferior positiva de los productos parciales. Utilizando

el mismo argumento que para la primera implicacién de 1), se concluye que [[>2 (1 — xy)

converge. ]

1.4. Convergencia absoluta de productos infinitos.

Una vez estudiada la convergencia del producto infinito de nimeros complejos y la relacién
entre la convergencia de productos infinitos y de sucesiones infinitas de nimeros reales. Vamos a
estudiar la convergencia absoluta de productos infinitos de nimeros complejos. Para introducir

dicha convergencia, se deben establecer determinadas acotaciones para estos productos infinitos.

Lema 1.4.1. 57 21, 29,....,z, € C. Se satisface:

H 1+2) =1 < [[Q+%]) -1 (1.5)
j=1 7j=1

I1z - H L+ [z —1f) — (1.6)
=1 j=1

Demostracion. Comenzamos con la prueba de (1.5). Expandiendo el producto tenemos

n
H + zj) —1—1+sz+2zzzj+ Z 2iZjzk + ... — L.
Jj=1 j=1 Jyi=1 7,3,k=1

i#] i#j#k

14



1.4. CONVERGENCIA ABSOLUTA DE PRODUCTOS INFINITOS.

Tomando valor absoluto y aplicando la desigualdad triangular se llega a:

n n n n
H(1+z])—1 < sz + Z 22| + Z 22 2k| +
j=1 j=1 jri=1 Grik=1
Z#] iiﬁék
n
<Dzl + Z |24 |25] + Z |zl 2k] + ..
7j=1 Jyi=1 7,8,k=1
i#j 1£j#k
= 1+Z|ZJ|+ Z |2il |25 + Z |2ill25]|2k] + -
J,i=1 gyi,k=1
i#j i£j#k

n
H (14 |24])

Continuamos ahora con la prueba de (1.6). Demostramos esta desigualdad mediante induccién.
m Paran=1: |z — 1| < (1+ |z —1]) —

» Hipdtesis de induccién. Supongo cierto para n:

n
H Zj =
=1

n
H (1+ |z —1]) -

= Demostramos la desigualdad para n + 1:

n+1

HZj—l =
7=1

n
H Zjzn+1 — 1| =
Jj=1

(ﬁ Zj) (Zn1 = 1) + (ﬁ e 1)
i=1 j=1

Aplicando la desigualdad triangular, se tiene

(ﬁ Zj) (201 = 1) + (ﬁ e 1)
j=1 j=1

Usando que

’szrl - 1| +

n
< H Zj
j=1

n
HZj—l .
7=1

n
<I[1+41z -1
j=1

n
I~

Jj=1

il = lzj +1 -1 <1+ |z -1 =

15



CAPITULO 1. PRODUCTO INFINITO DE NUMEROS COMPLEJOS

y la hipotesis de induccién llegamos a

’ZnJrl -1

VAN
=

(1+\zj—1|)|zn+1—1y+H L4z —1]) -1
7j=1

n
I1%
j=1

n
+ Hz] —
j=1

<.
Il
—

(1412 = 1A + |zp41 = 1)) =

I
3 o

I 3
=

(14 [zj = 1)) =

<.
Il
—

Queda asi demostrada la desigualdad por induccién. O
A partir de este lema podemos demostrar el siguiente corolario, el cual nos da una cota para

la diferencia de productos finitos.

Corolario 1.4.1. 57 z1, 22, ...,z € C, entonces para 1 <n < m, se tiene:

ﬁ(1 +z) - ﬁ(l +2)| < e 1] (ez?—m 2l _ 1) . (1.7)
j=1 j=1

Demostracion. Aplicando el Lema 1.4.1 obtenemos

ﬁ(1+2j)_ﬁ (1+ z5) ﬁl—l—zj ﬁ(1+2j)—1

=1 j=1 Jj=1 j=n+1
H<1+Izgl)( 11 (1+yzjy)—1),
j=l1 j=n+1

Ademés, si aplicamos el Lema 1.3.1 con = = |z;| concluimos

j=n+1

n m n m
H 1+ [251) H (1+[25]) — 1 Sezj:lm‘ (e = n+1|z7|1).
7j=1

O

Una vez que se han establecido unas cotas para el producto infinito de nimeros complejos.
Vamos a definir la convergencia absoluta de dichos productos, para ello recordamos de nuevo

que se toma (z,)52; C C\ {0} tal que z, =1+ w, con n > 1.
Proposicién 1.4.1. Dado [];2,(1 + wj), se satisface a) < b) < ¢) = d).

a) La serie Y o> |wy| converge.

16



1.4. CONVERGENCIA ABSOLUTA DE PRODUCTOS INFINITOS.

b) AN € N tal que la serie 3772 | Log(1 + wj)| converge.
¢) El producto [];2 (1 + |wy]) es convergente.
d) El producto [[;2;(1 + wy) es convergente.

Demostracion. Se demuestran las equivalencias a) < b) < ¢) = d)
a < b). Por hipdtesis tenemos que >_,>; |wy,| converge, por tanto podemos asegurar que |wy,| — 0
para n muy grande.

Aplicando el desarrollo en serie de potencias de Log(l + wj;) para |w;j| < 1 tomando j

suficientemente grande, y dividiendo por wj, se tiene

Log(1 + wj)
wj

SV S S G VL)
3

por ello obtenemos que

lfm Log(1 + wj)

7—0 Wj

=1.

Con esto, por definicién de limite, existe un N € N tal que

Log(1 ;
Logl+wy) 4| 1 sy
wj
Entonces para 7 > N se tiene
1 _ |Log(l+wj)| 3 |wj] 3|wj|
S|/ <z = L <Log(l4wj)| <
5 w; 5 5 | Log(1 + wy)| 9

De este modo tengo que > 22 v [Log(1 + w;)| estd acotada superior e inferiormente por la serie

convergente por hipétesis Y 72 |w;|, aplicando la regla de sandwich se tiene que

o0

Z |Log(1 + wj)| < oo.
j=N+1

Lo cual nos da la implicacion, a = b.
. . o oo
De la misma manera, si tenemos por hipétesis que 3772 n; [Log(1 + wj)| < oo, tenemos que la
. 0 ) . -
sucesion Y 2 |w;| estd acotada superiormente por una sucesién convergente, dando lugar a su

convergencia, quedando demostrada la otra implicacién, b = a.

a < ¢). Queda demostrado por el Lema 1.3.2.

17



CAPITULO 1. PRODUCTO INFINITO DE NUMEROS COMPLEJOS

¢ = d). Se supone que [];2;(1 + [w;|) < oo, entonces el producto parcial J[7_;(1 + |w;])

también converge. Por el Lema 1.4.1 se tiene

<H (14 |wj]) =1,
7=1

n
[T +w) -1
7j=1

0 equivalentemente
n n n
- H( + fwy|) H (1+wj) — H1+\w]
=1 =1 j=1

Escribiéndolo de una manera méas adecuada, tenemos

n n n
2—H + wyl) H 1+ wj) < H(1+|wj|)-
=1 j=1

j=1

Aplicando la regla del sandwich, se tiene que [];_; (1+wj) estd acotado superior e inferiormente.
Como esto es cierto para cualquier n € N hemos visto que los productos parciales convergen

y por tanto podemos concluir que H;’il(l + wj) es convergente. O

A partir de esta proposicién definimos el producto infinito de niimeros complejos absoluta-

mente convergente.

Definicién 1.4.1 (Producto infinito absolutamente convergente, [1]-[2]). Diremos que
el producto infinito T[;21(1 4+ wy,) es absolutamente convergente si se satisface alguna de las

condiciones a), b) o ¢) de la Proposicion 1.4.1.

Observacién 1.4.1. Notar que
absolutamente convergente =  convergente,

pero el reciproco no es cierto.

Contraejemplo. Se considera el producto infinito

s 1 -1 1 -1
[[a D e
n:1( +wn) con (wn)n,1 {27 ) 73’ 3 ) }

18



1.4. CONVERGENCIA ABSOLUTA DE PRODUCTOS INFINITOS.

Primero vemos si es absolutamente convergente. Usando las series armoénicas tenemos que
1 -1 <1
" n=1"

00 00
Z |wy| = -
n=1 n=1

entonces por la Proposicién 1.4.1 tenemos que [],2 (1 + wy,) no es absolutamente convergente.

A continuacién se estudia su convergencia:

floew = (13) (+5) (+2) (= 2)-

[e.e]

(-2) (p) = I )

Como > 02 @ H)Q converge por ser una serie armoénica con o = 2 > 1, la Proposicién 1.4.1 nos

da que

H 1-— > converge — H (1 4+ wy,) converge.
2
n=1 (n + 1) n=1

19
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Capitulo 2

Productos infinitos de funciones

holomorfas

Una vez estudiado el producto infinito de niimeros complejos y los criterios para estudiar
su convergencia. En este capitulo nos centramos en estudiar el “Criterio M de Weierstrass”,
una herramienta para estudiar la convergencia uniforme de productos infinitos de funciones
complejas. Este criterio se va a aplicar sobre diferentes casos relevantes, como la funcién zeta
de Riemann y otras funciones periddicas como son el seno y el coseno, destacando cémo los

productos infinitos permiten construir y analizar estas funciones.

2.1. Criterio M de Welierstrass

Antes de enunciar el Criterio M de Weierstrass, recordamos la definicién de la multiplicidad

de z como cero de f e introducimos la notacién que vamos a utilizar en este capitulo.

Definicién 2.1.1 (Multiplicidad de z como cero de f). Para cada z € Z(f) existe unn € N
tal que £ (2) # 0. Se dice que m = min{n € N : fM)(2) # 0}, con m € N, es la multiplicidad

de z como cero de f.
Observacion 2.1.1. El conjunto de los ceros de f, es un conjunto discreto.

De aqui en adelante, denotaremos el conjunto de ceros de f por Z(f) y la multiplicidad de
z como cero de f por m(f,z).
El Criterio M de Weierstrass, que se enuncia a continuacién, es el criterio principal para

estudiar la convergencia absoluta y uniforme de un producto infinito.
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CAPITULO 2. PRODUCTOS INFINITOS DE FUNCIONES HOLOMORFAS

Teorema 2.1.1 (Criterio M de Weierstrass). Sea (fn)n>1 una sucesion de funciones ho-
lomorfas en un dominio Q2 C C, tales que ninguna de ellas se anula. Se supone que para cada

compacto K CQ yn > 1, existe M,, >0 de modo que
CONDICION M: |1 — fu(2)| <M, VzeK y Y2, M, < cc.

Entonces para cada z € §2, tenemos que

o
H fn(z)  converge absolutamente.
n=1

Ademds, la funcion F(z) := 12 fn(z) satisface:
1. F es holomorfa en ).

2. Si Fy(2) =TI, fu(2) es el producto parcial N-ésimo de las fn, entonces (Fx)n>1 con-

verge uniformemente sobre compactos de Q hacia F cuando N — oo.
3. Z(F)=Uol1 Z(fn) ym(F, z) =Y 02y m(fn,2) VzeQ.

4. Para cada z € Q\ Z(f) se tiene

X pe )
N—oo s fn(z) F(Z)

Demostracion. Primero se prueba que [[7°; fn(z) converge absolutamente. Por la condicién M
tenemos que para cada compacto K C Qy z € K se tiene que |1 — f,,(2)| < M,, y sabiendo que

Y1 M), < 0o podemos concluir que

Z 1 — fu(z)] < ZM” < 0.
n=1

n=1

Por tanto > o> ; |1 — fn(2)| < 0o y por la Proposicién 1.4.1 se concluye que

n=1

converge absolutamente para todo z € K. Como se satisface para todo z € K, con K conjunto

compacto arbitrario de €2, entonces se satisface en todo 2.

A continuacién se prueba cada una de las caracteristicas que satisface F'(z):
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2.1. CRITERIO M DE WEIERSTRASS

2. Se fija un z € Q y la sucesion M,, asociada a él. A partir del Corolario 1.4.1 obtenemos

|Fm_FN‘:

N m N

— 11 f(2) H1+ fa(z) = 1) =TT A+ (fulz _1))‘
n=1 n=1 n=1

< ooomy [fn(2)-1] (eZn v fn(2)-1] 1)_

Si ademas tenemos en cuenta la condicién M, llegamos a
e my ()1l ( Do fn(2)= 1) < e ny M; (e a1 Mi _ 1) :
y haciendo tender m a infinito, con z € K fijo, llegamos a
[F(2) — Fy(2)] < eXonm Mn (X M 1)

Teniendo en cuenta que Z 1 My, <3702 M, = H, se continua

N o] oo o] (o]
ezn:1 M'"' (eZn:N+l Mn — 1) S e n=1 M” (eZn:N+l Mn — 1) — eH (eZn:N+1 Mn — 1) .
Por ultimo si hacemos tender N a infinito, se tiene:

o o0
lim Y M,=0 = limeln-rn'm =1
N—oco N—oo
n=N+1

e}

. . M,
y concluimos con lim ef! (e n=N+1""" — 1) =0, luego
N—oo

lim |F(2) — Fn(2)] <0.

N—o0

Por tanto, Fy converge uniforme y absolutamente a F' sobre K cuando N tiende a infinito.

1. Ahora se quiere probar que F' es holomorfa en 2. Por lo que acabamos de ver en (2) se tiene
que F,, converge uniforme y absolutamente sobre compactos a F', y ademds, F) es holomorfa

por hipétesis. Entonces por el Teorema de convergencia de Weierstrass [1], F' es holomorfa en

Q.

3. Por definicién de convergencia de productos finitos, F(z) = 0 si y solo si f,(z) = 0 para
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CAPITULO 2. PRODUCTOS INFINITOS DE FUNCIONES HOLOMORFAS

algin n > 1, entonces se tiene que

= U Z(fn)-
n=1

Falta probar
Z (fn,2) Vzeq.

Sin pérdida de generalidad, se supone que b es un cero de F', por tanto es un cero de un niimero
finito de f,. Reordenando los factores, se tiene: f;j(b) =0si 1 <j <ny f;(b) #0sij>mn, por

ello se llega a

= H filz) = Gb)#0 = m(G,b)=0.

>N

z) = ﬁ fj(2) tiene en b un cero de orden m(H,b) Zn:m (fj,2)
: e
Multiplicando ambas:
F(z) = G(2)H(z) = m(F,b) = m(H,b) + m(G,b) zn:m (fj,b) zn:m(fj,b),
j=1 j=1
y concluimos m(F,z) = 37 m(f;,2) Vz € (L.

4. Por (2), F converge a F sobre compactos y por el Teorema de convergencia de Weierstrass

[1], como Fy y F son holomorfas, se tiene que F); converge uniformemente a F’ sobre compactos.

Dado z € Q\ Z(f) existe un compacto K tal que z € K C Q\ Z(f). Si tomamos este
conjunto compacto K C Q\ Z(f), en el cual no se anulan los denominadores, cuando N — oo,
se tiene que 7 Py - converge a l; sobre el compacto K.

Por otro lado, para cada N, si z ¢ Z(Fy), en particular z ¢ Z(F), se tiene

N N N

=115E v Fri) = £ I f2),
j=1 j=1 J=1
i

entonces N f’( )HN f( )
) T AT S HG)
Fy(2) 97:1 fi(z) = fiz)
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2.2. EJEMPLOS DE FUNCIONES COMO PRODUCTOS INFINITOS.

/

F
como & converge a L sobre el compacto K cuando N — oo, entonces se concluye que:
y F F y
N

Fl

Zf/ i if;l(z) Vz € K.

N—)oo Z el n(Z)

Como se satisface para todo z € K C Q\ Z(f) entonces se satisface para todo z € Q\ Z(f). O

2.2. Ejemplos de funciones como productos infinitos.

En esta seccién vamos a analizar ejemplos y expresiones, como la funciéon zeta de Riemann,
el seno o el coseno, relacionadas con productos infinitos de niimeros complejos, con el objetivo de
explorar su comportamiento y propiedades. A partir de los conceptos previamente estudiados,
como el Criterio M de Weierstrass, se desarrollardn aplicaciones que permiten garantizar la

convergencia de dichos productos en el plano complejo.

2.2.1. Funcién ¢ como producto infinito.

La funcion zeta de Riemann se define como

[e.9]

((z) = Z% Vz € Hy. (2.1)

n=1

Esta funcién es holomorfa en H7, donde H; es el semiplano de la forma
H,={2€C: Re(z) >0} cono=1

La funcién ((z) se puede escribir como producto infinito por la representacion de Euler, esta

€S

(=) =T] 111/pz Ve e Hi, (2.2)

donde [], es el producto infinito indexado con la sucesion de nimeros primos ordenados de
forma creciente.

El objetivo de esta seccién es ver cémo se obtiene dicha representacion. Para ello, se simplifica
la notacién denotando F(z) = [[,(1 — [%) Para obtener esta representacién, vamos a utilizar

las dos observaciones siguientes:
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CAPITULO 2. PRODUCTOS INFINITOS DE FUNCIONES HOLOMORFAS

Observacién 2.2.1. Sia € R y a > 0, entonces a* = 8% = 21082 De esta manera,
f:2zeC—a®

es una funcion entera no nula tal que f(z) # 0, Vz € C, por ser a > 0.

Re(z)

Ademds, satisface |a*| = a . Bsta expresion se deduce a partir de la formula de Euler,

con la cual se llega a

‘az’ _ |aRe(z) ‘ ’alm(z)’

)

ademds, como a > 0 entonces |a®(?)| = af(2) 4 |a!™Z)| = || = ¥ pertenece al circulo

unitario, por tanto |alm(z)\ =1.

Observacion 2.2.2. 57 p es un numero primo, entonces g : z € C — 1 — 1% es una funcion

entera y se anula si
1 1
l1-—=0&1-— =0 & &P =1
pz ezInp

< In(p)z =1In(1) & In(p)z =2wik ke Z.

Finalmente se obtiene z = 12&;]3 con k € Z, es decir, g(z) solo se anula en el eje imaginario.

Notacion. Se va a utilizar la notacién p,,, para expresar el n-ésimo ntimero primo, con n > 1.
Es decir, p1 = 2,p2 = 3,p3 = 5,...

Para justificar la expresién de ((z), se siguen dos pasos:

1. Analizar F(z) = [[72,(1 — p%) como funcién holomorfa de Hj.

2. Comprobar que ((z) = Ok

1. Analizamos [[;2;(1 — piz) como funcién holomorfa de Hj.

Para cada n > 1, se define

1

la cual es una funcién entera y por la Observacién 2.2.2; solo se anula en el eje imaginario.

Fijada una abscisa ¢ > 1, para cada z € H,, se tiene por la Observacion 2.2.1 que

1
1 — fn(2)] = ‘1 -1+
bn

1
j 29

1
- pﬁe(Z) ’
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2.2. EJEMPLOS DE FUNCIONES COMO PRODUCTOS INFINITOS.

como z € H,, por definiciéon de H,, tenemos que Re(z) > o, entonces

1 1 dond 1
RT(Z)_E onde p, >nyo > 1.
Pn n
Sea M, = n%, satisface > o7 n% < 00 por ser una serie armoénica con o > 1, por tanto se

cumple la condicién M del Criterio M de Weierstrass.

Por ello, en cada compacto K C H; aplicando el Criterio M de Weierstrass (ver (2.1.1)),
para cada z € K, [[7> fn(z) converge absolutamente y es holomorfa en H,, con ¢ > 1. Como
se satisface en todo compacto K de H,, entonces para todo punto que se tome de H,, se puede

tomar un compacto que lo satisfaga. Por tanto, [[>2; fn(z) es holomorfa en Hj.

2. Se comprueba que ((z) = =, es decir, Yo n—lz =1
( ) Fz) ! Hp (1_ )

Para cada N € N, se define el conjunto
Sy = {1,n € N : en su factorizacién solo intervienen los N primeros primos}.

Se define Fiy(z) = [T (1 — L), y se tiene

n=1 pfl
N N
1 1 1 ( 1 1
- =11 =11 1+++...>
2 )
FN(Z) 7]1\[:1 ( - %) n=1 ( - é) n=1 pqzm pnz
la Gltima igualdad se obtiene a partir del desarrollo en serie ﬁ =1+2z+2?+ .. para |z| < 1.
En este caso se tiene |z| = pl—z = —m7 < 1 ya que z € Hy, entonces Re(z) > 1y p, es un
n Pn

nimero primo mayor que 1.

Continuando la igualdad, se obtiene

N 1 1 1 ‘
1+++...>: - .
TE < p% p%z a12>0 a;() <p?l"'p?VN>

Demostramos esta igualdad por el principio de induccién.
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CAPITULO 2. PRODUCTOS INFINITOS DE FUNCIONES HOLOMORFAS

= Para N =2
2
H<1+1+1+...>:<1+1+1+...><1+1+1+...>
] Pi Py pi ¥ P;  p¥

LR SRS S SRS SRS SR
pi Py p¥F p¥ pips Py pipi  piFps

“ XS () = XX ()

0120 aa>0 a1>0az>0 P17 P2

= Hipdtesis de induccion. Supongo cierto para N — 1, esto es

N-1 1 1 z
11 <1+z++ ) > 2 (ozN1> :
n=1 pn pn a1>0 QN — 1>0 pN—

= Aplicamos el principio de induccién:

N 11 N1 11 11
[Ml+=+—5+..)= 1+ —+—+.. ) [1+ =+ +..
n=1 Dn Dy n=1 Prn by PN PN
ces a — - T cee
a1>0  an_1>0 Pit PN PN PN
1 z 1 z
=> > | 2 | aw
a1>0 any >0 \P1 ~PN—1 an>0 \PN

1 z
a1>0 an>0 (pll'”pN )

La ultima igualdad se obtiene por el mismo argumento que el iltimo paso del caso N = 2.

De esta manera queda probada la igualdad por induccién.

Volviendo a la igualdad que se estaba probando, se concluye, siendo k = p*...p3" con a; > 0:

n=1

N 11
[T (14 o+ to) = 3 3 ( s ) >
n n 1>0 N>O N kES

Entonces se ha probado que

Una vez conocida esta expresion, estudiamos la convergencia de la diferencia entre Fy(z) y
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2.2. EJEMPLOS DE FUNCIONES COMO PRODUCTOS INFINITOS.

¢(2):
1 1 &1 1 1 1
=12 - = o S
‘FN(Z) neg M o nege (neSNn vl )
1 1 1 1
n%;v e n%ZSN ‘n2| nizt';N nfel) = n;\/ nfe(z)’

donde hemos vuelto a usar la Observacion 2.2.1 y el hecho de que n ¢ Sy = n > py > N y por

tanto se concluye

; 1
e T

Probamosn¢SNT>n>pN§>n>N.

1. Por reduccién al absurdo suponemos que n < py. Como n ¢ Sy, existe un primo ¢ > py,

tal que n = ¢’k con b > 1y k € Sy. Por tanto,

n=q¢%k > (pN)bk: >py =— n>Py = absurdo.

2. Sin>pyypn > N, debido a que los nimeros primos crecen a mayor velocidad que los

naturales, entonces n > py > N, por tanto n > N.

Fijado z € Hy, se ha llegado a

, 1 . 1 _
N ey TCB) =0 = i ey @) =0
Por tanto
1 1 1
((z) = lim = lim = ,
N—oo F N—oo TTV _ 1 o0 _ 1
> Fivlz) 7 e (1 pi) n=1 (1 pi)

y concluimos la expresién que estabamos buscando:

((z) = H (1 - plz> para cada z € Hj.

p

Como consecuencia del resultado anterior se deducen de manera sencilla los siguientes resul-

tados.

Proposicion 2.2.1. La funcion ( no se anula en Hj.
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CAPITULO 2. PRODUCTOS INFINITOS DE FUNCIONES HOLOMORFAS

Demostracion. De la representacién de Euler de la funcién (, se tiene:

((z) = = ((2)F(2) =1 paracada z € H;.

Es claro que ninguno de los dos valores puede tomar valor nulo. Por ello, ¢ no se anula en Hy. I

Proposicion 2.2.2. Sea p un nidmero primo. Entonces, la suma de los inversos de todos los

numeros primos diverge, es decir:

Xp: 5= (2.3)

Demostracion. Para todo x € R, se satisface por la representacion de Euler de la funcion (:

(@F@) =1 < (@O]] (1 - pl) ~1

p

Como p; =2y x > 1, entonces p* > 2, y se tiene que % < % y podemos aplicar del Lema 1.3.1,

la expresién e72¢ <1 —a <e ®cona= z%’ tal que:

_9 L 1 _ 1 1 1 B
ST U gH(l—x) > (@)= ey <
P p Hp(l_F>

aplicando logaritmos y teniendo en cuenta que la funcién del logaritmo es creciente, se llega a:

22; > In (Hp(ll i)) = In(¢(x)),

y como x > 1, tenemos:

Estudiamos la convergencia de la expresién ((z),

1
1f = lim ————
el = I gy

se observa que ((x) tiene una singularidad en x = 1, por tanto, en este punto la funcién se
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2.2. EJEMPLOS DE FUNCIONES COMO PRODUCTOS INFINITOS.

comporta de forma asintética, entonces a medida que x — 17, el producto diverge, es decir:

. . 1 2y 1 2y 1
lim {(z) = lim ———~ =00 y ((r)<e4rr — e 4»r =00,
r—1— r—1— Hp (1_#)

y sabiendo que el limite de una exponencial diverge si el exponente diverge, se concluye

> -

» P

2.2.2. La funcidén seno.

Otra funcién que podemos obtener a partir de productos infinitos de niimeros complejos es

la factorizacion del seno. El cual se expresa como

sin(mz) = 7z ﬁ (1 - ZZ) Vz e C. (2.4)

n=1

El objetivo de esta seccién es ver como se ha obtenido dicha expresion. Para ello, primero se

estudia dénde se anula cada uno de los términos:
» sin(7z) = 0 para todo z € Z.
» T2 [0, (1 — ;—i) =0en z2=0y z==+n con n € N, entonces, se anula para todo z € Z.

Es decir, ambos términos se anulan para todo z € Z, como era de esperar.

Se analiza el producto infinito
oo Z2
Tz 1-— Vz e C.

Para cada n > 1, se define f,(z) =1 — Z—i el cual se anula en z = +n. Definimos f(z) como

oo 00 22
F(z) = ] ful2) = Q—)

n=1 n=1

Fijado un R > 0 arbitrario, tenemos que para todo z € D(0,R) cerrado y acotado, luego

compacto, se tiene
2

2
z z
L= e

R2
< —.

1= fu(2)] =
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CAPITULO 2. PRODUCTOS INFINITOS DE FUNCIONES HOLOMORFAS

. ., . 2 .
Consideramos la sucesion con término general M,, = %, la cual satisface que

[eS) 2 o)
> g =R 5<%
n=1 n=1

por ser una serie armoénica con o = 2 > 1.

Por el Criterio M de Weierstrass, F'(z) es holomorfa en todo el disco D(0, R). Ademds,
tomando R tan grande como se quiera, se sigue satisfaciendo el resultado, entonces F(z) sera
holomorfa en C, es decir, F(z) = [[72, (1 — ;—z) es una funcién entera, que se anula una vez en

cada entero no nulo.

Sabiendo que F'(z) es una funcién entera, comparamos [[° ; (1 — Z—z) con sin(7z). Para ello

se define la funcién auxiliar
o0 22
G(z) =7mzF(z2) = 1-— v C.
(2) = mzF(2) 7rznl;[1 3 z €

Es claro que G(z) es una funcién entera, por ser el producto de F(z), funcién entera, con el
polinomio 7z. Ademads se anula en z € Z con multiplicidad uno. Entonces, tanto G(z) como

sin(7z) se anulan en Z con multiplicidad uno, y gracias a esto el cociente

es una funcién entera que no se anula en C, puesto que los ceros de ambas funciones se cancelan.

Como C es simplemente conexo y la funcién e”(?) es entera si H(z) es una funcién entera,

entonces se puede escribir

sin(r2) _ one) sin(rz) = G(2)e®? vz ecC. (2.5)

Aqui, hemos usado sin demostracién el resultado, ver [4], que una funcién f entera cualquiera
que no se anula en un dominio simplemente conexo tiene una rama del logaritmo Log(f) entera

de modo que

f = eloslh),

Vamos a suponer que H(z) es constante, esto es H(z) = H, lo cual se va a probar més tarde.
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2.2. EJEMPLOS DE FUNCIONES COMO PRODUCTOS INFINITOS.

Recordamos que
oo 22 .
sin(rz) = 7z 1-—=]e vz e C.

Dividiendo a ambos lados por 7z, nos queda

sin(mz) o 2\ g
JUEHE

Tz

Si tomamos el limite en ambos lados cuando z tiende a cero, obtenemos 1 = le’’. Por tanto,

para demostrar la igualdad inicial, (2.4), basta ver que

Probamos que H(z) es una funcién constante. Para ello partimos de la expresién

o0 2
sin(rz) = 7z H (1 - ;) efZ) vzec,

n=1

y derivando logaritmicamente obtenemos que

7 cos(mz)
sin(7z)
I (1= %) O ez (T2 (1 - 2)) O+ ma I, (1- 2) O (2)
= 1122, (1 B %) eH(2) .

Simplificindolo, llegamos a

7 cotg(mz) = % + ( ::1 ((11 TZ))) + H'(2).

Calculamos aparte

(s (- 2)) T (FIEL 0-5)) »E0lF g
S N N () N ()

>0 1 o 2z
—‘QZZ)—ZM'

2
z
n=1 n2 ( By n=1

33



CAPITULO 2. PRODUCTOS INFINITOS DE FUNCIONES HOLOMORFAS

Uniendo todo se obtiene:

1 > z
meotg(mz) = 2 —22 R + H'(2), Vze€C\Z.
n=1

Como las funciones cotg(nz), % y =252 ;5= son funciones impares, entonces
, 1 2
H'(z) = wcotg(nz) — 2 +2 Z PR
n=1

es una funcién impar, por ser la suma y resta de funciones impares. Por ello, se verifica

H'(-z)=-H'(z) VvzeC.

Vuelvo a derivar la expresion, cada parte de la igualdad por separado

1.
<7T cos(wz))/ _ —m?sin?(rz) — n?cos?(mz)  —w?
sin(mz) ) sin?(7z)  sin?(nz)’
2.
1 2z S =z /
S oS v e = (2SS )+ m”
O RN T R
-1 1
=— — + H"(2).
22 7;] (n+ 2)?

donde en el ultimo paso hemos usado que

<z ) [1& 1 1) &1 1 1
<2Zn2—z2> :<2nz:n—z_n—|—z> :Z(n—z)z_(n+z)2zz(n+z)2'

n#0

Uniendo ambas partes y aplicando que H'(—z) = —H'(z) tenemos que
2
- 1 1 1
— ==+ E ——— + H'(2)= E ——— + H'(2).
2 2 2 2
sin?(wz) =z o (n+2) = (n+2)

A partir de esta expresion, se observan dos cosas:

1. Si H"(z) = 0, entonces

— 2

1
sen?(mz) =2 (n+ 2)2

nel

Vze C\Z.
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2.2. EJEMPLOS DE FUNCIONES COMO PRODUCTOS INFINITOS.

Luego es claro que ambos lados de la expresion tienen un polo en cada z € Z, estas son singu-
laridades evitables. Por lo tanto,

1 — 72

H'(z) = ;z (n+2)2  sen?(rz)’

es una funcién entera.
2. Para acabar la demostracién, basta probar que H” = 0 . Notar que si H” = 0, es claro que
H' es una funcién constante y, como ademads es una funcién impar, satisface H'(—z) = —H'(2);

por lo tanto, H' es constantemente 0 y H(z) es constante.

Ademés, H"(z) tiene dos propiedades de invarianza. Probamos cada una de ellas:

» Periodicidad. H"(z) = H" (2 + 1).
1 72
(n+(2+1))2  sin?(r(z+1))
1 w2 1 2

=2 (n+1)+2)2 sin?(rz+m) 2 (n+2)2  (—sin(rz))?

neEL

H'(z+1) = Z

neL

= H"(2).

» Simetria. H"(—z) = H"(z).

H// 1 7T2 1 7T2
D Y "L Grar o)

1 T "
:Z(z+n)2 = 2().

e
= sin®(mz)

En lo que contintia, consideramos la regién
R ={z€C:|Re(2)| < =,Im(z) > 0}.

Para ver que H”(z) = 0, tenemos que probar:

lim |H"(z)]= lim |H"(z)|=0. (2.6)
|z| =00 Im(z)—o0
2€R 2€R
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CAPITULO 2. PRODUCTOS INFINITOS DE FUNCIONES HOLOMORFAS

Como la regién R es una banda vertical en el plano complejo, es lo mismo probar el limite
cuando |z| — oo que cuando Im(z) — oo con z € R.

Ademas en la regién R, si se prueba que H”(z) = 0, por las dos propiedades de invarianza
vistas anteriormente, podemos concluir que H”(z) = 0 en todo el plano complejo. Es decir,

H"(z) tendrd el mismo comportamiento en todo el plano complejo que en la regiéon R.

Para probar H”(z) = 0, se estudia cada sumando de H”(z) como un limite individual, es

decir
174 2 1
11 H = 1i _— 1 = 0. 2.7
i, G = Mm e S i 1D (2.7)
2ER 2€R 2erR  IMEL

Se comprueba que cada uno de los limites se anulan, por separado:

72

(1) lirn[m(z)%oo
zER
Para calcular el limite, tenemos en cuenta la desigualdad:

sin?(7z)

72 72

< .
|sin(72)[2 ~ sinh? (y)

|sin(72)|? > sinh?(y) =

Demostramos esta desigualdad. Se tiene:

» sin(z) = sin(z + iy) = sin(z) cos(iy) + cos(x) sin(iy) = sin(x) cosh(y) + i cos(x) sinh(y).

2

» |sin(z)|® = sin(z)sin(z).

» sin(z) = sin(x) cosh(y) — i cos(x) sinh(y).

Con todo esto se llega a:

| sin(2)|? = sin(z)sin(z) = sin®(z) cosh?(y) + cos?(z) sinh?(y)
= sin?(z)(1 4 sinh?(y)) + cos?(z) sinh?(y)

= sin?(z) + sinh? y(cos?(z) + sin?(z)) = sin®(x) 4 sinh?(y)

Y se concluye que |sin(z)|? > sinh?(y). A partir de esta desigualdad y la expresién del sinh(-)

como diferencia de exponenciales, llegamos a:

) g ; m° ) m? ) 4r?

lim — < lm ——s—— = lim ————5 = lim 5
Im(z)—co |sin®(mz) | = ¥72%0 ginh®(7y) Y20 (emv—e-my Y00 2Ty — e=2my

2ER y=>0 y=>0 2 y>0
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2.2. EJEMPLOS DE FUNCIONES COMO PRODUCTOS INFINITOS.

como y — 0o, entonces e2™ — 0o y e 2™ — 0, tal que:

B 2 B 472

lim IS YIEN S lim [ P w =0.
Im(z)—oo [sinh®(7z) | — V720 2™ — e~ ™Y

z€R y=0

(2) Hmlm(z)—mo ZnGZ ﬁ
zER
Para probar la convergencia de este limite, fijamos un N > 1, de modo que podemos dividir el

sumatorio en dos partes y aplicar la desigualdad triangular, quedando

1 1 1
Z(z+n)2 <2 \z+n[2+ 2 |z 4+ nf?

neZ In|<N [n|>N

Para estudiar la convergencia, analizamos cada sumatorio por separado:

» Si |n| < N. Conforme el valor de |z| tienda a infinito, como el valor de N es fijo, |z + n|

tenderd también a infinito, por tanto M%P — 0, quedando

3 1
lim sup E m =0
zZER -

» Si |n] > N. Conforme |z| tienda a infinito, como ademas |n| > N, |z 4+ n| tomard valores
cada vez mayores. Cuando esto sucede podemos tomar |z + n| > |n|, dando lugar a la

siguiente cadena de implicaciones

1 1 1 1
lz4n| > = —— < = e Y
a2 = [P IEN =+ nf? I,%N n?

2

El sumatorio Z‘n|> N ﬁ, como n“ no depende del signo de n, es igual a:

1 = 1
2P 2

|n|>N n=N+1
1

Sabemos que » 7%, -5 converge por ser una serie arménica con a = 2 > 1, entonces

Yo N+l % para un N fijo también convergera.
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CAPITULO 2. PRODUCTOS INFINITOS DE FUNCIONES HOLOMORFAS

Uniendo ambas partes podemos concluir

1 1 1
lim sup ——— | < limsup + 2
|z| =00 ,%:2(24_“)2 |z[—o00 |n|z<:N (Z+n)2 ng\f:-l-l ?
zER R -
1
—2 Y L
2
n:N-l—ln N—o0

Hemos probado que los dos limites, (1) y (2) tienden a 0, entonces queda probada la ecuacién

(2.7). Por tanto, H"(z) = 0, como se queria probar para concluir la factorizacién del seno en

productos infinitos.

2.2.3. La funcidon coseno

Otra funcién que podemos obtener a partir de la factorizacion de productos infinitos es el

coseno.

2
COS ﬂ'Z H ( 2n_1)> Vz e C.

Obtenemos esta igualdad a partir de la factorizacién del seno. Para su obtenciéon tenemos en

cuenta la formula del dngulo doble
sin(27z) = 2sin(mz) cos(mz).

Teniendo en cuenta que

sin(mz) = 7z H (1 - ) y sin(27z) = 27z ﬁ (1 - 42)

2
n=1 n

llegamos a

> 422 > 22
2rz H l—— | =2nz H 1 — — | cos(mz).
n n

n=1
Despejando el coseno y separando el producto del numerador en productos pares e impares,

concluimos

I (1-%) mn(-2)me (- 55)

(1) (1)
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Capitulo 3

Funciones enteras con ceros

prefijados

En este capitulo vamos a estudiar la existencia y construccién de funciones enteras que
tengan un conjunto de ceros predeterminado. El objetivo es entender como, dado un conjunto
de puntos {a, : n =1,2,3,...}, finito o infinito, podemos construir una funcién entera f que se
anule exactamente en esos puntos.

Si el conjunto de ceros ay, as, ..., ay es finito, la funcién buscada es el polinomio

P(z) =[] (= an),
n=1

el cual es una funcién entera por ser producto finito de factores lineales. Sin embargo, el caso
interesante es ver cémo se puede construir una funcién entera f que tenga como ceros justamente
los puntos del conjunto infinito (ap)p>1.

Estas funciones se expresan generalmente como
f(2) = P(2)e"),

donde P(z) es un producto infinito que se anula en los ceros prefijados (an)n>1 y g(2) es una
funcién entera arbitraria.
Para construir la funcién entera con ceros prefijados, es necesario que la sucesion (ay)p>1 C C

satisfaga las siguientes condiciones:

w limy, 00 |ap| = 00 Si limy, o0 |an| < 00, se tiene un punto de acumulacién de la sucesién
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CAPITULO 3. FUNCIONES ENTERAS CON CEROS PREFIJADOS

(an)n>1 de ceros. Por el principio de los ceros aislados, ver [1], la tinica funcién seria f = 0.

= Por simplicidad, asumiremos que a, # 0 para todo n > 1. Si a,, = 0 para algun valor de n,

bastaria considerar f(z) = 2z¥P(2)e9%?), donde k serd la multiplicidad de z = 0 como raiz.

En este capitulo vamos a ver que dada una sucesion (a,),>1 que cumpla ambas condiciones,
existe una funcién entera f que se anula exactamente en los a,.
Para ello, estudiamos dos casos de sucesiones:

1. Las sucesiones que satisfacen

1 < o0. (3.1)

n21‘a”’

Para cada n > 1, se define f,(z) =1 — o, la cual se anula en a,. Entonces tenemos

:ﬁfn(z):ﬁ(l—z)-

n=1 n
Fijamos un R > 0. Entonces para cada z € D(0, R) se cumple:

R

B |an|'

\fn(z)—u:‘l_;_l‘: :

n

an
Sea M, = %, entonces

= = R =1

D M R P
Hemos encontrado una sucesiéon M, convergente, por tanto para cada compacto del disco
D(0, R), se satisface el Criterio M de Weierstrass, es decir, para todo z € D(0,R), f(z) es

holomorfa. Como se satisface para todo R > 0, y se puede tomar R tan grande como queramos,

entonces f es holomorfa en C, es decir, f es una funcién entera y se anula en la sucesion (a,)n>1.

A partir de esta expresién, se puede obtener también la expresién del seno que obtuvimos

en el capitulo anterior, ver (2.4). Sea f(z) =[]y~ (1 — é) con a, = n?, se tiene:
s z
f(z) = II (1'— 2)
n
n=1
Tomamos f(z?), es una funcién entera por serlo f(z), como hemos probado anteriormente, y se
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anula en Z \ {0}. Basta observar que

2
f(2? —0<:>H<1—>:0<:>32:1—'22:0<:>Elz:z::tnconn21.
n
Por tltimo multiplicando a f(22) por 7z, llegamos a:

sen(z _mH <1—>,

la cual es una funcién entera por ser el producto de dos funciones enteras y se anula en los z € Z,

como hemos probado en la seccién 2.2.2.

2. Las sucesiones que satisfacen

< . (3.2)

Para cada n > 1, se define

Esta funcion satisface:

=z . s . s
» fn(2) es entera. Porque ean es entera por ser una funcién exponencial, ademds hemos

demostrado previamente que ( — ai) es entera. Y el producto de funciones enteras es
n

una funcién entera.

» Fijado un z € C, f,,(2) se anula en a,. Esto es,

fn(z):0<:>(1—Z>ea2:0<:><1—z)=0<:>z=an.

an Qn

Para seguir con la construccion de las funciones que estamos buscando, introducimos el siguien-

te lema, el cual sera 1util para controlar el comportamiento de ciertos términos en resultados

posteriores.

Lema 3.0.1. Para todo z € D, se tiene que:

11— (1 —2)e?| < |z
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Demostracion. Para demostrar la desigualdad, empezamos desarrollando como serie de potencias

la exponencial e* = " °° ; %L, y multiplicindolo por (1 — z), llegando a
o Zn
(lI-z)"=(1-2)> =

n=1

1 1 1 = /1 1
122 (o1 3(_> =1 <_) n
e (21 )“ 3 ) e 2 G ) "

y restandoselo a 1, llegamos a

1—(1—2)6221—<1+§($—m_11)!>z“):i(@—é)z”,

n=2

2!

22 2"
F=0=2) | 1+z4 54+ —+.
n n:

donde los coeficientes de la serie Y o2 (ﬁ = %) 2" son positivos debido a que n! > (n —1).

Entonces, acotando la expresién inicial se tiene

> ()

n=2

11— (1—2)e’| =

- = n_1_(1— el
<> ((n—l)! n!) |z]" =1—(1—2)e"
Recordamos del Lema 1.3.1 la desigualdad

(I1+2x)<e*, VzxeR.

Nos restringiremos a |z| < 1. Entonces, multiplicando a ambos lados por (1 — x), para que se

mantenga la desigualdad tenemos que
A+2)(1l-z)<e(1—2) = 1-—2?<e(1-21).
Entonces, si |z| < 1, aplicando esta desigualdad se obtiene
I-—(1—2)¢|<1-(1-2el<1-01-12%) =2

O

Una vez que hemos probado este lema, vamos a estudiar la convergencia del producto infinito

cuando los ceros tienen la forma de las sucesiones del tipo (3.2).
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Tenemos fy,(z) = (1 — ) ean y D on>1 ﬁ < 00, por tanto

Z
an

z

1@ =1lhe =11 (1 - ’") e

n=1 an

Para estudiar su convergencia, tomamos un R > 0, y z € C, tal que |z| < Ry |a,| > R, por

2

tanto < 1, entonces acotando y aplicando el Lema 3.0.1 tenemos

2 2
= R
1-h@l=|i- (1= 2) s < |2 < 25
an, an |an|
Sea M, = %, se tiene
00 o) ]%2 00 1
jg: M, = 3 ::}%QZE: 5 < 0.

n=1 n—1|a”| nzl‘an’

Como > >° | M,, < oo, aplicando el Criterio M de Weierstrass sobre los compactos dentro de
D(0, R) C C tenemos que el producto infinito

e z z_
[ (1)

n=1
lan|>R

converge absolutamente en D(0, R) y define una funcién holomorfa que no se anula.

Si anadimos al producto el conjunto finito de factores con |a,| < R, entonces

f =11 <1— z) o

n=1 an

converge en D(0, R) y solo se anula en los a,, € D(0, R). Como se satisface para todo R > 0y
podemos tomar R tan grande como queramos, f es holomorfa en C. Por tanto, f es una funciéon

entera y se anula exactamente en los a,,.

’ . . 1 1 .

Hemos demostrado c6mo la convergencia de las sucesiones >, - Tanl ¥ 2on>1 Ta, 2 Sarantizan

la convergencia de productos infinitos construidos a partir de ceros prefijados. Este resultado
remarca la relacién entre la distribucién de ceros y la estructura del producto infinito en el plano

complejo, permitiendo un control sobre la convergencia de estas construcciones.

43
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3.1. Factores primarios.

Estudiadas estas sucesiones, ahora nos vamos a centrar en los factores primarios, estas fun-
ciones desempenan un papel importante en la construccién de funciones enteras a partir de ceros
dados, proporcionando un método para regular el comportamiento de los productos infinitos.
Vamos a analizar su definicién, sus propiedades principales y su importancia en la teoria de

funciones enteras.

Definicién 3.1.1 (Factor primario). Para cada entero k > 1, el k-ésimo factor primario o

k-ésimo factor elemental se define como la funcion entera dada por:
k Zj
Er(z) = (1 —2)exp Z — vz € C. (3.3)
J

J=1

Para k=0 y k =1, se tienen los factores primarios:
Ey(2)=1—2 y Ei(z)=(1-z)e".

Los factores primarios tienen las siguientes propiedades:
» Para todo k > 0, E;(0) = 1.

Explicamos la obtencion de la expresién de los factores primarios mas adelante. Para ello,

enunciamos sin demostracién el Teorema de la Aplicacion Conforme de Riemann.

Teorema 3.1.1 (Teorema de la aplicacién conforme de Riemann, [6]). Si Q es un
dominio simplemente conexo de C y Q # C, entonces existe una funcion biholomorfa (funcion

holomorfa biyectiva cuya inversa también es holomorfa.) f : D — Q.

Por el Teorema de la aplicacién conforme de Riemann, f(z) = i lleva el disco unidad en
el semiplano H;/;. Ademas f(z) es una funcion meromorfa en C\ {z = 1}, punto donde tiene

un polo. Pero como z € D, entonces f(z) es holomorfa en D.

Ahora aplicando el logaritmo sobre la funcién f(z), tenemos Log(f(z)), y conocemos que la

funcién logaritmo es holomorfa en C\ (—o0, 0].
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Conocido esto, quiero ver que Log(f(z)) es holomorfa en D. Como f : D + Hyy, entonces
Re(f(z)) > 1/2, por tanto f(z) no se encuentra en el eje real negativo. Resumiendo, f(z) es
holomorfa en D, Log(z) es holomorfa en C\ (—00,0] y f(z) € Hy 2, con todo ello, por la regla
de la cadena Log(f(z)) es holomorfa en D.

Por otro lado, sabiendo que Log (1;) = —Log(1 — z) y aplicando su desarrollo de Taylor,

tenemos que

—Log(l—2) = Zi—z Vz e D.

joo=d

Igualando ambas expresiones llegamos a

L 1 X I 1 Sl )
0g(1—z>_z' = 1_Z—exp Z

Por tanto, podemos concluir

k—>oo

k. i
lim (1 — z) exp (Zz) lim Ey(z) =1 Vze D.

Una vez que conocemos la expresion de los factores primarios y sabemos de dénde se obtienen,

podemos trabajar con ellos. En el siguiente lema estudiamos cémo se pueden acotar.

Lema 3.1.1. Para todo z € D y para todo k > 0, se tiene

1= BEi(2)] < |2,

Demostracion. Fijamos un k > 0y sea Py(z) = Z?Zl ZJ—J de modo que

Ep(z) = (1—2)e*®) | vz eC.
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Restandole la unidad y hallando su derivada, llegamos a

diu — Ey(2)) = diu — P2 2Pk ()Y = —Pl(2)eP(®) 4 Pk (3) 1 2P (2)e*(2)
z z

= ePH@ (Pl (2) + 1+ 2Pl(2)) = O (Pl (2) (2 — 1) + 1)

_ Sk
= P2 (1 : (z—l)+1> = ZFefk(®)

1—2z
donde en el pentltimo paso hemos usado que

, G , F 12k
Pil)= > =24 "'=7—
j=1

=1

Una vez calculada la derivada, veremos que los coeficientes del desarrollo de Taylor de 1 — E},

son no negativos para j > k 4+ 1. Suponiendo que su desarrollo de Taylor es
0 .
1—Eg(z) = ijzj,
j=0

veamos que los coeficientes b; son no negativos.

Partimos de que los coeficientes del polinomio Pj(z), son no negativos, por ser de la forma %

Py (2)

con j € [1, k], por tanto los coeficientes de e son también no negativos, siendo su desarrollo

i\ 1
de Taylor > 2, % (2?21 Z%) con n,j > 0. Es por ello que también seran no negativos los
ko Py (2)

coeficientes de z , es decir, los coeficientes de <= (1 — Eg(z)).

d
dz

Para ver que los coeficientes de 1—Fj(z) son no negativos, integramos su derivada, obteniendo

di(1 — Ep(2)) = 2% = 1 Ey(z) = / shelk() g,
& 0

la integral de un polinomio con coeficientes no negativos preserva la no negatividad y se tiene
que 1 — FE(0) = 0, asegurando que no hay problemas con términos negativos. Queda asi probado
que los coeficientes b; de 1 — Ej(z) son no negativos.

Ademés la derivada de 1— Fj(z) en z = 0 tiene un cero de orden k, haciendo que el desarrollo

de Taylor de 1 — E}(z) comience en j = k + 1, quedando

1—Ei(2) = Z bj) VzeC.
Jj=k+1

Una vez que conocemos que los coeficientes b; son no negativos para j > k + 1 y que
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Ei(1) =0, se cumple

1— Ep(1 va = > bh=L1

j=k+1 j=k+1

Teniendo en cuenta todo lo anterior, para z € D, se tiene

L= Ex(2)l =] D0 42| < 37 bilal = Y7 bylaf D7D

j=k+1 j=k+1 j=k+1

0o 0o
_ ‘Z‘k+1 Z bj‘z|jf(k+1) < ’Z‘kJrl Z bj — |Z’k+1.
j=k+1 Jj=k+1

g

Hemos visto que a partir de la convergencia de las sucesiones (3.1) y (3.2) se garantiza la
convergencia de productos infinitos asociados a un conjunto de ceros predeterminado. A partir

del Lema 3.1.1, veamos que se puede generalizar este resultado para k& > 1.

Lema 3.1.2. Si> 2, la‘%ﬂ < 00, entonces [[72 Fy (ai) converge y define una funcion entera
n n

que se anula exactamente en los a,.

Demostracion. Estudiamos primero la convergencia. Sea R > 0 tal que |z2| < Ry |an| > R, por

< 1y definimos f,(z) = Ej (ﬁ) para cada n > 1.

tanto ai

Aplicando el Lema 3.1.1 se tiene que

1=l =1- B (2| <

k
Tomando M,, = =T ‘k +T, se cumple

o0
Z Z |a |k+1 = R Z |a |k+1
n=1

Como > >° | M,, converge, aplicando el Criterio M de Weierstrass, tenemos que
[o.¢]
n=1

converge y es holomorfa en los compactos contenidos en D(0, R). Como ademds se cumple para

todo R > 0, entonces f converge y es holomorfa en todo C, por tanto f es una funcién entera.
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Una vez estudiada la convergencia, falta ver donde se anula. Notar que

f(;):o = fjlfn<5>:o = ﬁEk<;)=o = Elnzlek<z):0

n n el Qan
@37121:(1—) ZM :0{:}3n21:1_izo
j=1 (079
& 2= Gp.
Es decir, se anula exactamente en los z = a,,. ]

3.2. Teorema de Weierstrass

Una vez que conocemos lo que son los factores primarios, como se obtienen y sus propiedades,
podemos enunciar y demostrar el Teorema de Factorizacién de Weierstrass, uno de los resultados

centrales en la teoria de funciones enteras.

Teorema 3.2.1. Sea (ap)p>1 C C tal que lim,_, |an| = +00. Entonces, existe una funcion

entera f que se anula exactamente en los a,.

Demostracion. Sea (an)n>1 C C. Sea k el nimero de a, = 0y g(z) una funcién entera la cual

se anula en los a, # 0, definimos la funciéon

f(z) = 2*g(2).

Como la funcién f se anula en todos los a,, dados por construccién, veremos que se puede escribir

-5 ()

como el producto infinito

Estudiamos su convergencia para todo z € C. Probamos primero la convergencia en el disco
D(0,R) con R > 0. Como por hipétesis lim,_, |a,| = +00, entonces existe un N € N tal que
|an| > 2R con n > Npg. Se toma |a,| > 2R, para asegurar la convergencia, haciendo que los a,

estén lejos de D(0, R). Tomando estos parametros y aplicando el Lema 3.1.1, tenemos:

P n+1 Rn+ 1 Rn+1 1

1A= - B (D)< |2

Gn Gn

— |an|n+1 = on+1pRn+l T oontl’

Sea M, = o +17 tenemos la serie geométrica de razén 1/2, Y2, 2n+1 < 0.
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Por tanto, aplicando el Criterio M de Weierstrass, f(z) = [[;2n, En (i) converge y es

an

holomorfa en D(0, R) para los n > Npg. Si se anade el conjunto finito de factores con n < Ng,
el resultado no se altera, obteniendo que f(z) es holomorfa y converge en D(0, R). Como se
satisface para todo R > 0 y podemos tomar R tan grande como queramos, entonces f(z) es
holomorfa y converge en todo C, siendo f(z) es una funcién entera. Ademas, por la propiedad
de los factores primarios E, (1) =0, f se anula en cada a,. O

Ahora ya estamos listos para enunciar el resultado fundamental de la memoria.

Teorema 3.2.2 (Teorema de factorizacién de Weierstrass.). Toda funcién entera f se

puede expresar de la forma
£ = e [T B ().
n=1 n

donde k es el orden de z = 0 como cero de f, los a, son los ceros no nulos de f y g es una

funcion entera.

Demostracion. Como f es una funcién entera, se puede escribir como
f(2) = h(2)e?®),

donde:
» g(z) es una funcién entera que no tiene ceros.
» h(z) es una funcién entera con los ceros de f(z). Tal que

o f(2) tiene orden k en z = 0. De aqui obtenemos z*.

o f(2) se anula en los a,, con a, # 0, entonces por la demostracién del Lema 3.1.1,

e ()

Entonces h(z) se define como h(z) = 2F[[22, E, (i>

Qn

tenemos el producto infinito

Por tanto, uniendo todo se define f(z) como

f(z) = 2Fe9®) ﬁ E, <az> .
n=1 n
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