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Resumen

El objetivo principal del trabajo consiste en elaborar un recopilatorio compacto, lógico
y coherente de las distintas demostraciones del Teorema Fundamental del Álgebra, que
establece que todo polinomio complejo no constante tiene una ráız compleja. Las prue-
bas se exponen de menor a mayor complejidad según los prerrequisitos necesarios para
comprenderlas. Se presentarán y se compararán las pruebas procedentes de las diferentes
ramas de las matemáticas, entre ellas: el cálculo diferencial, el álgebra, la topoloǵıa, la
topoloǵıa algebraica, la variable compleja y la geometŕıa diferencial.

Palabras clave: Teorema Fundamental del Álgebra, polinomio, números complejos, núme-
ros reales, axioma del supremo, ráız.

Abstract

The main goal of this work is to elaborate a compact, logical and coherent compilation
of the different proofs of the Fundamental Theorem of Algebra, which states that every
non constant complex polynomial has a complex root. The demonstrations are presented
in increasing order of difficulty, based on the previous requirements needed to understand
them. We will present and compare those proofs from the different mathematical branches,
amongst them: differential calculus, algebra, topology, algebraic topology, complex analysis
and differential geometry.

Key words: Fundamental Theorem of Algebra, polynomial, complex numbers, real num-
bers, least upper bound axiom, root.
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Introducción

El teorema que establece que todo polinomio complejo no constante ha de tener una ráız
compleja, es un teorema que despertó el interés de muchos matemáticos a lo largo de la
historia. Evidentemente, este teorema no siempre fue enunciado aśı, varios matemáticos
conjeturaron e intentaron probar versiones menos maduras del mismo. Entre ellos están:
Girard en el S. XVII, d’Alembert, Euler, Lagrange y Laplace en el S. XVIII. Dicho teorema
es por supuesto el conocido como Teorema Fundamental del Álgebra (TFA). Sin embargo,
no fue hasta 1799 cuando Gauss dio la que es considerada la primera prueba válida de
la historia del TFA en su tesis doctoral con tan solo 22 años. Aunque la prueba teńıa un
hueco, fue posteriormente resuelto en 1920 por Ostrowski [35]. Otros matemáticos dieron
demostraciones alternativas a partir de entonces, entre otros: Argand, quien dio la primera
prueba completa sin huecos, Cauchy, Weierstrass, etc. Incluso el propio Gauss realizó tres
pruebas más, la última siendo muy parecida a la primera. Según se dice en Numbers [18], en
el año 1907 se hizo una revisión de casi cien pruebas clásicas del TFA. Desde ese momento
hasta la actualidad han seguido publicándose nuevas pruebas.

Pese a su nombre, no se trata de un teorema fundamental del álgebra moderna y no
pueden existir pruebas puramente algebraicas del mismo dado que su veracidad reside en
la estructura del conjunto de los números reales. En concreto, cualquier demostración hace
uso de alguna consecuencia más o menos directa del axioma del supremo, que no es un
concepto algebraico. Como menciona B. Cipra en su art́ıculo [13], E. Artin y O. Schrier
con su teoŕıa sobre los cuerpos real cerrados, mostraron que la noción de continuidad
es esencial para cualquier prueba del TFA y aśı se verá reflejado en las pruebas de este
trabajo.

En esta memoria se han detallado una veintena de demostraciones del TFA, con el objetivo
de crear un texto compacto que siga un cierto orden lógico y coherente para entender y
plasmar las demostraciones elegidas, de menor a mayor dificultad según los conocimientos
adquiridos durante el Grado y desde distintas ramas de las matemáticas. Además de los
criterios técnicos, las demostraciones elegidas para formar parte de este escrito, son a
juicio del autor, las más elegantes, ilustrativas y claras que se han encontrado tras la
búsqueda bibliográfica. A lo largo del trabajo, se mencionan algunas demostraciones que
han quedado fuera de su estudio en profundidad, unas debido a su similitud con las pruebas
propuestas, y otras por su extensión y mayor complejidad. Cada caṕıtulo está dedicado
a las demostraciones que usan como principales argumentos los resultados de un mismo
área de las matemáticas: álgebra, análisis, topoloǵıa, topoloǵıa algebraica y geometŕıa
diferencial. Dentro de cada caṕıtulo, las demostraciones también están ordenadas de menor
a mayor complejidad según los prerrequisitos necesarios para comprenderlas.

Dar una prueba completa y detallada del TFA que incluya la demostración de todos los
resultados previos que se usen, excedeŕıa las limitaciones de extensión de la memoria. Por



este motivo, cada caṕıtulo comienza con un resumen de los resultados que se van a usar
para probar el TFA. Se ha tratado de elaborar los resúmenes de tal modo que el lector
acudiendo a las referencias señaladas pueda, si lo desea, reconstruir la demostración del
TFA desde cero. Principalmente se han omitido las pruebas de los resultados clásicos que
forman parte de los contenidos de las asignaturas del Grado. Destacamos también que en
algunas secciones en lugar de probar que todo polinomio complejo no constante tiene una
ráız compleja, se ha probado un enunciado equivalente que por simplicidad también se ha
denominado TFA.

A continuación describimos brevemente la estructura de la memoria. En el primer caṕıtulo,
se dan dos pruebas basadas en el Teorema de Weierstrass y en la nulidad del módulo
mı́nimo de un polinomio empleando la existencia de las ráıces k−ésimas de los números
complejos. En el segundo caṕıtulo, damos tres pruebas basadas en Álgebra: la primera
con álgebra lineal y teoŕıa del endomorfismo; en la segunda se usa teoŕıa de cuerpos y
polinomios simétricos y en la tercera teoŕıa de Galois. En el tercer caṕıtulo, se dan cuatro
pruebas: la primera inspirada en la primera prueba de Gauss; la segunda, utilizando los
multiplicadores de Lagrange y las ecuaciones de Cauchy-Riemann; la tercera utilizando el
Teorema de la Función Impĺıcita y la conexión de C menos un conjunto finito de puntos.
La cuarta es similar pero emplea el Teorema de la Función Inversa en lugar del Teorema de
la Función Impĺıcita. En el cuarto caṕıtulo, veremos tres pruebas: la primera mediante el
número de rotación de un lazo; la segunda con la teoŕıa del grado de aplicaciones continuas
entre S1 y S1 y la tercera con la versión de topoloǵıa algebraica del Teorema de Rouché.
En el quinto caṕıtulo, se dan siete pruebas: la primera aplicando el Teorema Integral de
Cauchy; la segunda aplicando el Teorema de Liouville y la tercera una versión de la anterior
aplicando el Teorema del Valor Medio Integral; la cuarta emplea el Principio del Mı́nimo;
la quinta usa el Principio del Argumento; la sexta se basa en el Teorema de Rouché y la
séptima el Pequeño Teorema de Picard. En el sexto caṕıtulo, se da una prueba con dos
variantes, ambas basadas estudiando la curvatura de Gauss de la esfera para una métrica
construida a partir de un polinomio.

El libro The Fundamental Theorem of Algebra [19] ha servido de esqueleto para elaborar
este trabajo.

Notación: A lo largo de la memoria se ha tratado de emplear una notación unificada
y, en consecuencia, esta notación en ocasiones difiere de la empleada habitualmente en
el área correspondiente. Denotaremos por N = {0, 1, 2, . . . } el conjunto de los números
naturales, Z el conjunto de los números enteros, Q el conjunto de los números racionales,
R el conjunto de los números reales, C el conjunto de los números complejos y

Sn = {x ∈ Rn : |x| = 1}.

Dado (X, d) un espacio métrico, x0 ∈ X y r un número real positivo, escribimos

B(x0, r) = {x ∈ X : d(x, x0) < r},
B(x0, r) = {x ∈ X : d(x, x0) ≤ r},

∂B(x0, r) = {x ∈ X : d(x, x0) = r}.



Caṕıtulo 1

Pruebas basadas en el Teorema de
Weierstrass

En este primer caṕıtulo presentamos dos demostraciones del Teorema Fundamental del
Álgebra (TFA) basadas en propiedades elementales de los números reales y complejos y
en las propiedades de continuidad y derivabilidad básicas de las funciones polinomiales. A
parte de estas propiedades elementales, ambas demostraciones hacen uso del Teorema de
Weierstrass (Teorema 1.20), que recordamos que establece que toda función real continua
sobre un espacio compacto alcanza su máximo y su mı́nimo.
Comenzaremos recordando la noción de polinomio con coeficientes en un anillo, presentare-
mos el cuerpo de los números reales y el cuerpo de los números complejos y concluimos los
prerrequisitos con algunas propiedades básicas de las funciones continuas a valores reales.
En la última sección se presentan las dos pruebas del TFA que se basan en demostrar que
el mı́nimo del módulo de una función polinomial compleja debe ser cero.

1.1. Polinomios y funciones polinomiales

Para la elaboración de esta sección sobre polinomios hemos seguido como referencia prin-
cipal el libro de S. Lang [29, Chapter II and IV].

Definición 1.1. Sea (A,+, ·) un anillo conmutativo. Una sucesión de elementos de A
es una aplicación a : N → A. Denotaremos por aj := a(j) para todo j ∈ N, en lugar de la
notación funcional, representaremos la sucesión a por (aj)

∞
j=0 y el conjunto de todas las

sucesiones de elementos de A se denota por AN.

Empleando la noción anterior, podemos definir un polinomio con coeficientes en A como
una sucesión de elementos de A que son cero de un lugar en adelante.

Definición 1.2. Sea (A,+, ·) un anillo conmutativo. Decimos que (aj)
∞
j=0 ∈ AN es un

polinomio con coeficientes en A si existe n ∈ N tal que aj = 0 para todo j > n. Lo
denotaremos por

a0 + a1X + a2X
2 + · · ·+ anX

n,

El conjunto de todos los polinomios con coeficientes en A se denota por A[X]. Sobre este
conjunto se definen la suma y el producto de polinomios del modo usual:

+ : A[X]×A[X] → A[X] · : A[X]×A[X] → A[X]

((aj)
∞
j=0, (bj)

∞
j=0) → (aj + bj)

∞
j=0 ((aj)

∞
j=0, (bj)

∞
j=0) → (cj)

∞
j=0

1



2 1.2. EL CUERPO DE LOS NÚMEROS REALES

donde para cada j ∈ N se tiene que cj =
∑j

k=0 akbj−k.

Proposición 1.3. Sea (A,+, ·) un anillo conmutativo. Entonces se cumple que (A[X],+, ·)
es un anillo conmutativo.

Podemos identificar A con el subanillo de los polinomios constantes y podemos definir el
grado de un polinomio, no nulo, p(X) = a0 + a1X + · · ·+ anX

n ∈ A[X] como

gr(p(X)) = máx{j ∈ N : aj ̸= 0}.

Dado un polinomio le podemos asociar una función polinomial.

Definición 1.4. Sea p(X) = a0+a1X+· · ·+anX
n ∈ A[X] con A un subanillo de un anillo

conmutativo B. La función polinomial asociada a p(X), Fp : B → B, está definida para
cada x ∈ B por

Fp(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n.

En general, dos polinomios diferentes pueden definir la misma función polinomial, por
ejemplo, en Z/2Z[X] p(X) = X2 + X y q(X) = 0 definen la misma función polinomial
sobre Z/2Z. Sin embargo, si el cuerpo sobre el que se definen es infinito, podemos relacionar
de manera biuńıvoca polinomios y funciones polinomiales.

Teorema 1.5. Sea (K,+, ·) un cuerpo infinito. Dados p(X), q(X) ∈ K[X] tales que
Fp = Fq entonces p(X) = q(X).

Concluimos recordando la noción de ráız de un polinomio.

Definición 1.6. Sean p(X) = a0 + a1X + · · · + anX
n ∈ A[X] con A un subanillo de un

anillo conmutativo B y b ∈ B. Decimos que b es ráız de p(X) si Fp(b) = 0.

Los polinomios que consideraremos en esta memoria tendrán coeficientes reales o comple-
jos, luego por el Teorema 1.5 podemos identificar un polinomio con su función polinomial
asociada. Abusando de la notación representaremos polinomio y función polinomial con la
misma letra, escribiendo la variable en mayúsculas en el primer caso y en minúsculas en
el segundo para diferenciarlos si fuera necesario.

1.2. El cuerpo de los números reales

Existen diversas construcciones equivalentes de los números reales a partir de los números
racionales: mediante números decimales, sucesiones de Cauchy o mediante el método de
las cortaduras de Dedekind, etc. Estos procedimientos no son muy complicados, pero
śı muy laboriosos, y su presentación detallada alargaŕıa en exceso la longitud de esta
memoria. La construcción mediante cortaduras de Dedekind se puede consultar en el libro
de W. Rudin [38] que se ha empleado para escribir el resumen de esta sección.

Definición 1.7. Se llama recta real o conjunto de los números reales a todo conjunto
R no vaćıo provisto de dos operaciones + : R×R → R y · : R×R → R y una relación de
orden que cumple:

1. (R,+, ·) es un cuerpo.

2. (R,≤) es un conjunto totalmente ordenado.

3. La relación de orden es compatible con la estructura algebraica:
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Si a, b, c ∈ R y a ≤ b, entonces a+ c ≤ b+ c.

Si a, b, c ∈ R, a ≤ b y 0 ≤ c, entonces a · c ≤ b · c.
Axioma del supremo: Todo subconjunto no vaćıo de R y acotado superiormente
tiene extremo superior en R.

Cabe destacar que todas las pruebas del TFA se apoyan, directa o indirectamente en el
axioma del supremo, que garantiza que el conjunto de los números reales es Dedekind
completo. Esto significa que si consideráramos las cortaduras de Dedekind del conjunto
de los números reales obtendŕıamos de nuevo la recta real. De hecho, se puede probar que
dos cuerpos ordenados que verifican el axioma del supremo son isomorfos.

Teorema 1.8. La recta real existe y es única salvo isomorfismos.

Haciendo uso de estos axiomas, y en particular del axioma del supremo, se pueden probar
todas las propiedades básicas tanto aritméticas como de la estructura de orden que tienen
los números reales y que emplearemos a lo largo de la memoria. Asimismo, se puede definir
el valor absoluto de un número real y se pueden probar las propiedades de la topoloǵıa
usual en R y Rn. Por su relevancia para los desarrollos de este caṕıtulo destacamos las
siguientes:

Proposición 1.9. Sea E un subconjunto de R no vaćıo y acotado superiormente. Si
y = supE, entonces y ∈ E. Por tanto, si E es cerrado, y ∈ E. Análogamente se tiene el
mismo resultado para el extremo inferior de los conjuntos acotados inferiormente.

Por otro lado, los conjuntos compactos de Rn admiten una caracterización sencilla gracias
al Teorema de Heine-Borel.

Teorema 1.10. Sea E ⊆ Rn. Son equivalentes:

1. E es compacto.

2. E es cerrado y acotado.

1.3. El cuerpo de los números complejos

Del mismo modo que ocurŕıa con los números reales a partir de los racionales, existen varias
construcciones equivalentes de los números complejos a partir de los números reales. En
este trabajo construiremos los números complejos como pares ordenados de números reales
dotados de una estructura algebraica apropiada.

Definición 1.11. Un número complejo es un par z = (a, b) con a, b ∈ R, a se denomina
la parte real de z y se denota por a = R(z) y b se denomina la parte imaginaria de z
y se denota b = I(z).

El conjunto de los números complejos se denota por C = {(a, b) : a, b ∈ R} y defini-
mos la suma y el producto de números complejos para todos z = (a, b), w = (c, d) ∈ C
por

1. z + w = (a, b) + (c, d) := (a+ c, b+ d).

2. z · w = (a, b) · (c, d) := (ac− bd, ad+ bc).

Empleando que (R,+, ·) es un cuerpo, probamos que:
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Teorema 1.12. (C,+, ·) es un cuerpo.

Observamos que cada número complejo z = (a, b) se puede escribir como

(a, b) = (a, 0) + (b, 0) = (a, 0) + (b, 0)(0, 1),

denotando por i = (0, 1) e identificando cada número real a ∈ R con (a, 0), podemos
expresar z como a + bi. De la manera habitual, definimos el conjugado de un número
complejo, su módulo y un argumento de z.

Definición 1.13. Sea z = a+ bi ∈ C.

1. El número complejo a− bi se llama conjugado de z y se denota por z.

2. El número real positivo
√
a2 + b2, se denomina módulo de z y se denota |z|.

3. Si z ∈ C, z ̸= 0, un argumento de z es un número real θ tal que

z

|z|
= (cos(θ) + i sen(θ)).

A partir de estas definiciones se pueden probar las propiedades elementales del módulo y la
conjugación compleja que emplearemos a lo largo de la memoria aunque no detallaremos
su demostración. De la misma forma, empleando el módulo podemos definir y probar las
propiedades de la topoloǵıa usual en C.
Por otro lado, recordamos la definición de la exponencial y el logaritmo complejos.

Definición 1.14. Sea z = a + bi ∈ C con a, b ∈ R. Llamamos exponencial compleja
del número z a

ez := ea(cos(b) + i sen(b)).

Observamos que si z ∈ C, z ̸= 0, y si θ es un argumento de z podemos escribir z = |z|eiθ.
Empleando las propiedades de la exponencial real y las propiedades de las funciones trigo-
nométricas se pueden demostrar las propiedades de la exponencial compleja. En concreto,
para cada c ∈ R, la exponencial compleja establece una biyección entre

Bc = {z ∈ C : c ≤ I(z) < c+ 2π}

y C \ {0}. Como Ec : Bc → C \ {0} es una biyección Ec(z) = exp(z) podemos considerar:

Definición 1.15. La aplicación inversa de Ec, E−1
c : C \ {0} → Bc se llama rama

o determinación del logaritmo de rango Bc. Cuando c = −π, se denomina rama
principal.

Un cálculo sencillo nos muestra que si c ∈ R y z ∈ C \ {0}, entonces

logc(z) = ln(|z|) + i arg(z)

con arg(z) el único argumento de z en [c, c+ 2π).

Observación 1.16. Se cumple que R(log(z)) = ln(|z|).
Un caso particular se obtiene cuando estudiamos las ráıces n-ésimas de un número com-
plejo.

Teorema 1.17 (Teorema de De Moivre’s para ráıces). Sea z ∈ C, z ̸= 0, entonces z tiene
exactamente n ráıces n-ésimas distintas. Si z = reiθ, las ráıces están dadas por

wk = r1/nei
θ+2πk

n , k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

Observación 1.18. Por el teorema anterior las ráıces k−ésimas de un número complejo
de módulo 1, tienen también módulo 1.
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1.4. Propiedades de continuidad y de crecimiento de las fun-
ciones polinomiales

Recordamos algunas propiedades clásicas que relacionan continuidad y compacidad, ver
[38, Chapter 4].

Teorema 1.19. Sean (X, dX), (Y, dY ) dos espacios métricos y f : X → Y una aplicación
continua. Si X es compacto, entonces f(X) es compacto.

Empleando que los conjuntos compactos de R son exactamente los conjuntos cerrados
y acotados, ver Teorema 1.10, y que en R un conjunto cerrado y acotado contiene a su
extremo inferior y a su extremo superior Proposición 1.9, concluimos que toda función
continua real sobre un compacto alcanza sus extremos:

Teorema 1.20 (Teorema de Weierstrass). Sea (X, d) un espacio métrico compacto y
f : X → R una función continua. Si escribimos

M = sup
x∈X

f(x) y m = ı́nf
x∈X

f(x)

entonces existen p, q ∈ X tal que f(p) = M y f(q) = m.

Observación 1.21. Sea p(Z) = anZ
n+an−1Z

n−1+ · · ·+a0 un polinomio real o complejo
de grado n > 0. Sin pérdida de generalidad, podremos asumir siempre que sea necesario
que el polinomio es mónico puesto que las ráıces de p(Z) y p(Z)/an son las mismas debido
a que R y C son cuerpos. Si fuera necesario supondremos que a0 ̸= 0, porque si el término
independiente es igual a cero entonces 0 es ráız del polinomio.

Proposición 1.22. Sea p(Z) ∈ C[Z]. Entonces la función polinomial asociada p : C → C
es una función continua.

Empleando las propiedades elementales de los números complejos, tenemos las siguientes
estimaciones que nos indican el orden de crecimiento del módulo de un polinomio.

Lema 1.23 (Lema del crecimiento). Sea p(Z) = anZ
n+an−1Z

n−1+ · · ·+a0 un polinomio
complejo con n > 0. Entonces existe R ≥ 1 tal que para todo z ∈ C con |z| ≥ R se tiene
que

1

2
|an||z|n ≤ |p(z)| ≤ 2|an||z|n.

En particular, se tiene que |p(z)| → ∞ cuando |z| → ∞.

Las dos demostraciones del TFA de este caṕıtulo se basan en el siguiente lema.

Lema 1.24. Sea p(Z) ∈ C[Z] no constante. Entonces la función |p(z)| : C → R alcanza
un mı́nimo absoluto en algún punto z0 ∈ C.

Demostración. Por el Lema 1.23, |p(z)| → ∞ cuando |z| → ∞, luego existe M > 0 tal
que |p(z)| ≥ |a0| para todo z ∈ C con |z| > M . Por un lado, como |p(z)| : B(0,M) → R es
continua y B(0,M) es compacta en C, por el Teorema 1.20, existe z0 ∈ B(0,M) tal que

|p(z)| ≥ |p(z0)|

para cada z ∈ B(0,M). Por otro lado, para cada z ∈ C con |z| > M , se tiene que

|p(z)| ≥ |a0| = |p(0)| ≥ |p(z0)|.

En conclusión, z0 ∈ C es el mı́nimo absoluto de |p(z)|. □
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1.5. PRUEBAS BASADAS EN LA NULIDAD DEL MÓDULO MÍNIMO DE UN

POLINOMIO

1.5. Pruebas basadas en la nulidad del módulo mı́nimo de
un polinomio

Según se describe en el libro Numbers [18, Part A, Chapter 4], las pruebas de esta sección
seŕıan variantes de la prueba de J. R. Argand de 1814. En dicho caṕıtulo del libro nos
brindan una demostración basada en la proporcionada por Argand. Otro ejemplo de este
tipo de prueba se encuentra en el art́ıculo de F. Terkelsen [42]. Este tipo de pruebas del
TFA son consideradas las más cortas y simples.
La primera demostración del TFA que presentamos en este trabajo sigue lo descrito en [19,
Chapter 3] y se basa en dos ideas fundamentales, el módulo de todo polinomio complejo
alcanza su mı́nimo absoluto en C, Lema 1.24 y todo polinomio complejo debe anularse en
los puntos donde su módulo alcance un mı́nimo, como muestra el siguiente lema.

Lema 1.25. Sean p(Z) ∈ C[Z] no constante y z0 ∈ C. Si p(z0) ̸= 0, entonces |p(z0)| no
es el mı́nimo valor de |p(z)|.
Demostración. Tomamos p(Z) = anZ

n+an−1Z
n−1+ · · ·+a0 un polinomio complejo de

grado n > 0 y z0 ∈ C tal que p(z0) ̸= 0. Supongamos por reducción al absurdo que |p(z)|
alcanza su mı́nimo en el punto z0. Si consideramos el polinomio q(Z) = p(Z + z0)/p(z0),
observamos que q(z) está bien definido y que presenta un mı́nimo en z = 0 debido a que
|p(z + z0)| ≥ |p(z0)| por como hemos definido z0. Por tanto, para cada z ∈ C se tiene que

|q(z)| = |p(z + z0)|
|p(z0)|

≥ |p(z0)|
|p(z0)|

= 1 = q(0) = |q(0)|.

Veamos que 1 no es el mı́nimo valor de |q(z)|. Podemos escribir q(Z) = bnZ
n+· · ·+bkZ

k+1,
con bn ̸= 0 y bk el coeficiente distinto de cero de menor grado con 1 ≤ k < n. Como todo
número complejo admite n ráıces n−ésimas, se puede considerar w ∈ C una ráız k−ésima
de −bk, o sea, tal que wk = −bk, w ̸= 0 porque bk es distinto de cero. Tomamos ahora
zr = r/w con r ∈ (0, 1). Evaluando q(z) en zr vemos que

q(zr) = 1 + bk

( r

w

)k
+ · · ·+ bn

( r

w

)n
= 1 + bk

rk

−bk
+ rk+1

(
bk+1

1

wk+1
+ · · ·+ bn

rn−k−1

wn

)
= 1− rk + rk+1g(r),

donde g(r) es la función polinomial en r situada entre paréntesis en el tercer miembro de
la igualdad. Haciendo uso de la desigualdad triangular tenemos que

|q(zr)| = |1− rk + rk+1g(r)| ≤ |1− rk|+ rk+1|g(r)|.

Como rk < 1 porque r < 1, concluimos que

|q(zr)| ≤ 1− rk + rk+1|g(r)| = 1− rk(1− r|g(r)|).

Como r|g(r)| → 0 cuando r → 0, podemos tomar r tan pequeño como haga falta para
conseguir que r|g(r)| < 1. De esta manera, se ha encontrado un zr = r/w, con 0 < r < 1
tal que |q(zr)| < 1, pero previamente hemos visto que |q(z)| teńıa un mı́nimo en z = 0
donde vaĺıa 1. Luego z = 0 no es el mı́nimo de |q(z)| y, consecuentemente, |p(z)| no alcanza
su mı́nimo en z0. □
Podemos dar una demostración alternativa del Lema 1.25 basada en el desarrollo en serie
de Taylor de un polinomio. La idea de esta variante se encuentra en el art́ıculo T.W. Körner
[28]. Juntando la información de los Lemas 1.24 y 1.25 obtenemos la primera demostración
del Teorema Fundamental del Álgebra.

TFA. Sea p(Z) ∈ C[Z] no constante. Entonces existe z0 ∈ C ráız de p(Z).
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Demostración. Del Lema 1.24 se deduce que |p(z)| alcanza el mı́nimo en algún punto
z0 ∈ C. Entonces por el Lema 1.25 se tiene que |p(z0)| = 0, luego p(z0) = 0. De esta forma,
p(Z) tiene una ráız compleja. □
Aunque la segunda prueba de esta sección emplea también el Lema 1.24, en lugar de
razonar por reducción al absurdo y suponer que |p| no se anula en el mı́nimo y llegar a
una contradicción, se prueba directamente que |p| se anula en el mı́nimo empleando las
propiedades de los números complejos. Esta prueba se encuentra en el art́ıculo de O. R. B.
de Oliveira [34].

TFA. Sea p(Z) ∈ C[Z] no constante. Entonces existe z0 ∈ C ráız de p(Z).

Demostración. Tomamos p(Z) un polinomio complejo de grado n > 0. Sabemos que
|p(z)| alcanza el mı́nimo por el Lema 1.24. Mediante una traslación, como en la demostra-
ción del Lema 1.25 podemos suponer que z0 = 0. Consideramos S1 = {w ∈ C : |w| = 1},
notemos que podemos expresar cualquier número complejo no nulo como z = rw con
r > 0 y w ∈ S1. Como z0 = 0 es el mı́nimo, para todo r > 0 y todo w ∈ S1 se cumple que
|p(0)| ≤ |p(rw)|, luego

|p(rw)|2 − |p(0)|2 ≥ 0

Como p(Z) no es constante podemos escribir p(z) = p(0)+zkq(z) con k ∈ {1, . . . , n} y q(z)
un polinomio tal que q(0) ̸= 0. Sustituyendo esta expresión en la desigualdad y tomando
z = rw llegamos a que

|p(0) + (rw)kq(rw)|2 − |p(0)|2 ≥ 0.

Haciendo uso de las propiedades del módulo y la conjugación compleja observamos que

|p(0) + (rw)kq(rw)|2 − |p(0)|2 = 2rkR(p(0)wkq(rw)) + r2k|wkq(rk)|2 ≥ 0.

Dividiendo entre rk > 0, para cada r > 0 y cada w ∈ S1 se tiene que

2R(p(0)wkq(rw)) + rk|wkq(rk)|2 ≥ 0.

Tomando ĺımite cuando r → 0, para cada w ∈ S1 tenemos que

2R(p(0)q(0)wk)) ≥ 0.

Llamamos α = p(0)q(0) = a+ bi. Veamos que la desigualdad implica que α = 0. Sabemos
por la Observación 1.18 que las ráıces k−ésimas de un elemento de S1 están en S1. De
tal forma que como la desigualdad anterior es cierta para todo punto de la circunferencia,
podemos tomar las k−ésimas ráıces de los números de la circunferencia que nos interesen:

Tomando w = 1 se tiene que 2R(α1k) ≥ 0, entonces a ≥ 0.

Tomando una k−ésima ráız de −1 tenemos que 2R(α(−1)) ≥ 0, entonces a ≤ 0.

Tomando una k−ésima ráız de i tenemos que 2R((a+ bi)i) ≥ 0, entonces b ≤ 0.

Tomando una k−ésima ráız de −i tenemos que 2R((a+bi)(−i)) ≥ 0, entonces b ≥ 0.

Por lo que a = b = 0 y, por tanto, α = 0. Pero 0 = α = p(0)q(0) y hab́ıamos dicho que
q(0) ̸= 0 por lo que p(0) = 0 y concluimos que p(0) = 0. □



Caṕıtulo 2

Pruebas basadas en Álgebra

En este segundo caṕıtulo vamos a presentar tres pruebas del teorema fundamental del
Álgebra, la primera de ellas basada en Álgebra lineal, la segunda emplea algunos resultados
elementales de teoŕıa de cuerpos y de los polinomios simétricos y, por último, se presenta
una prueba basada en Teoŕıa de Galois. Las tres pruebas del TFA presentadas en este
caṕıtulo se realizan por inducción y sólo necesitamos hacer uso de un resultado de cálculo
diferencial que se obtiene como consecuencia del Teorema de Bolzano: todo polinomio real
de grado impar tiene una ráız real. Comenzamos presentando los prerrequisitos necesarios
para realizar cada una de las demostraciones.

2.1. Continuidad y conexión

Al igual que en la Sección 1.4 se ha empleado [38] para elaborar este resumen sobre
continuidad y conexión. A partir de los axiomas del cuerpo de los números reales podemos
probar, empleando la Proposición 1.9, la siguiente caracterización de los conjuntos conexos
de R.

Teorema 2.1. Sea E ⊆ R. Entonces E es conexo si y sólo si tiene la siguiente propiedad:

Si x, y ∈ E y x < z < y, entonces z ∈ E.

Recordamos el teorema que describe la imagen de un conexo por una aplicación continua.

Teorema 2.2. Sean (X, dX) e (Y, dY ) dos espacios métricos y f : X → Y una aplicación
continua. Si E ⊆ X es conexo, entonces f(E) es conexo.

De los Teoremas 2.1 y 2.2 se deduce el Teorema de Bolzano.

Teorema 2.3 (Teorema de Bolzano). Sea f : [a, b] → R una función continua en [a, b] y
tal que f(a)f(b) < 0. Entonces, existe al menos un c ∈ (a, b) tal que f(c) = 0.

Dado p(X) ∈ R[X] un polinomio de grado impar, tenemos que o bien p(x) → ∞ cuando
x → ∞ y p(x) → −∞ cuando x → −∞ o bien p(x) → −∞ cuando x → ∞ y p(x) → ∞
cuando x → −∞. Empleando el Teorema de Bolzano deducimos que

Teorema 2.4. Todo polinomio real de grado impar tiene una ráız real.

8
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2.2. Matrices simétricas, matrices hermı́ticas y endomorfis-
mos sobre espacios vectoriales de dimensión impar

Comenzamos demostrando un par de resultados del álgebra lineal que serán imprescindi-
bles para la prueba de la Sección 2.6. Estos resultados se encuentran en el art́ıculo de K.
Conrad [14].

Definición 2.5. Llamamos conjunto de matrices simétricas con entradas en C al con-
junto Sn(C) = {M ∈ Matn×n(C) : MT = M}.

Teorema 2.6. El conjunto Sn(C) es un C−espacio vectorial con dimensión n(n+ 1)/2.

Definición 2.7. Llamamos conjunto de las matrices hermı́ticas al conjunto Hn =

{M ∈ Matn×n(C) : M∗ = M} donde M∗ = M
T
denota la matriz conjugada y traspuesta

de M.

Teorema 2.8. El conjunto Hn forma un R−espacio vectorial de dimensión n2.

Lema 2.9. Sea m > 1 un entero. Supongamos que para todo F−espacio vectorial V cuya
dimensión no es divisible por m y todo endomorfismo ϕ en V, se cumple que ϕ tiene
un vector propio en V. Entonces para todo F−espacio vectorial V cuya dimensión no es
divisible por m y cada par de endomorfismos en V que conmutan, se cumple que tienen
un vector propio común en V.

Demostración. Razonamos por inducción sobre la dimensión d del espacio vectorial,
haciendo que d recorra los enteros que no son divisibles por m.
En el caso base d = 1 tenemos que V es un espacio vectorial de dimensión 1, que no
es divisible por m > 1. Un vector no nulo en un espacio vectorial unidimensional es
un vector propio de cualquier endomorfismo en V. Se comprueba directamente que dos
endomorfismos que conmutan tienen un vector propio en común, basta tomar cualquier
vector no nulo.
Supongamos ahora que d > 1 no es divisible por m y que la propiedad se cumple para
todo d′ < d con d′ no divisible por m. Tomamos A1 y A2 endomorfismos que conmutan
en un F -espacio vectorial V de dimensión d. Como d no es divisible por m, la hipótesis
del lema nos dice que A1 tiene un valor propio λ ∈ F. Definimos:

U = Im(A1 − λId), W = Ker(A1 − λId).

Se comprueba que los subespacios U y W de V son invariantes por A1. Notemos que
dimF W ≥ 1 puesto que λ es un valor propio de A1. Veamos que U y W también son
invariantes por A2 aplicando que conmutan. Dado u ∈ U , podemos escribir u = A1(v)−λv
para algún v ∈ V. Entonces, se cumple que

A2(u) = A2(A1(v))−A2(λv) = A1(A2(v))− λ(A2(v)) = (A1 − λId)(A2(v))

que también pertenece a U . Dado w ∈ W tenemos que A1(w) = λw, operando a la
izquierda con A2 y aplicando que conmutan obtenemos que

A1(A2(w)) = A2(A1(w)) = A2(λw) = λ(A2(w)),

entonces A2(w) ∈ W. De esta manera podemos considerar los endomorfismos

A1|U : U → U, A1|W : W → W, A2|U : U → U, A2|W : W → W.



10
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COEFICIENTES EN UN CUERPO

Por la fórmula de las dimensiones tenemos que dimF U + dimF W = d que no es divisible
por m. Por lo que U o W tienen una dimensión no divisible por m. Si el subespacio W es
un subespacio propio de V entonces U también lo es, entonces aplicando la hipótesis de
inducción se cumple que A1|U y A2|U o A1|W y A2|W tienen un vector propio común en
ese subespacio y por lo tanto en V.

El otro caso es que los subespacios U y W sean uno todo V y otro {0}. Hemos visto
previamente que dimF W es positivo, luego sólo puede suceder que W = V. Pero por
construcción de W = Ker(A1 − λId), esto significa que todo vector de V es un vector
propio de A1. Por la hipótesis del lema A2, tendrá un vector propio en V, aśı que A1 y A2

tendrán al menos ese vector propio en común. □

Corolario 2.10. Sea V un R−espacio vectorial de dimensión impar, cada pareja de en-
domorfismos de V que conmutan, tienen un vector propio en común en V.

Demostración. Cualquier endomorfismo en un espacio vectorial V real de dimensión
impar tiene un vector propio en V puesto que su polinomio caracteŕıstico tiene grado
impar y, por lo tanto, por el Teorema 2.4 tiene una ráız real, que es un valor propio real.
Cualquier valor propio real conduce a un vector propio real. Si tomamos F = R y m = 2,
del Lema 2.9 deducimos que toda pareja de endomorfismos que conmutan tienen un vector
propio en común en V. □

2.3. El dominio eucĺıdeo de los polinomios en una variable
con coeficientes en un cuerpo

Para realizar los prerrequisitos han servido las fuentes: Algebra [5, Chapter 11 and 12] y
[19, Chapter 3]. Comenzamos recordando algunas propiedades elementales de los anillos.

Proposición 2.11. Sean R un anillo conmutativo e I un ideal de R entonces R/I es
cuerpo si y solo si I es un ideal maximal.

Definición 2.12. Sea D un dominio. Decimos que d es una unidad si tiene inverso para
el producto. Sea a ∈ D \ {0} que no es unidad, decimos que a es irreducible si se cumple
que si a = bc entonces b es una unidad o c es una unidad.

Definición 2.13. Sea D un dominio. Decimos que D es un dominio de ideales prin-
cipales (D.I.P.) cuando todo ideal de D es principal, es decir, todo ideal está generado
por un elemento.

Proposición 2.14. Sean D un D.I.P. y a un elemento de D que no sea unidad y distinto
de cero. Entonces a es irreducible si y solo si el ideal generado por a que denotamos ⟨a⟩
es maximal.

Definición 2.15. Sea D un dominio. Decimos que D es un dominio eucĺıdeo si existe
una aplicación δ : D \ {0} → N tal que

1. Para todos a, b ∈ D \ {0} se tiene que δ(a) ≤ δ(ab).

2. Para todos a, b ∈ D con b ̸= 0, existen q, r ∈ D tales que a = bq + r con δ(r) < δ(b)
o r = 0.

Proposición 2.16. Todo dominio eucĺıdeo es dominio de ideales principales.
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Proposición 2.17. Sean D un dominio, p(X), q(X) ∈ D[X] dos polinomios no nulos con
p(X) · q(X) ̸= 0. Entonces,

gr(p(X) · q(X)) = gr(p(X)) + gr(q(X)).

Teorema 2.18. Sean D un dominio, a(X), b(X) ∈ D[X] dos polinomios tal que el coefi-
ciente de mayor grado de b(X) es una unidad en D. Entonces, existen únicos q(X), r(X) ∈
D[X] tales que

a(X) = b(X) · q(X) + r(X),

con gr(r(X)) < gr(b(X)) o r(X) = 0.

Como consecuencia el anillo de polinomios con coeficientes en un cuerpo es un dominio
eucĺıdeo.

Corolario 2.19. Sea F un cuerpo. Entonces F [X] es un dominio eucĺıdeo para la aplica-
ción δ(p(X)) = gr(p(X)).

Las ráıces de un polinomio están relacionadas con su descomposición en factores.

Teorema 2.20 (del Resto). Sean D un dominio, a ∈ D y p(X) ∈ D[X]. Entonces se
cumple que

1. p(a) es el resto de dividir p(X) entre X − a.

2. a es una ráız de p(X) si y solo si existe q(X) ∈ D[X] tal que p(X) = (X − a)q(X).

Definición 2.21. Sean D y D′ dominios con D subanillo de D′ a ∈ D[X] y p(X) ∈ D[X],
no nulo, tal que p(a) = 0. Llamamos multiplicidad de a como ráız de p(X) al valor

m = máx{k ∈ N≥1 : (X − a)k | p(X) en D′[X]}.

Si m = 1, diremos que la ráız es simple.

Proposición 2.22. Sean D un dominio y p(X) ∈ D[X] no nulo. Entonces p(X) tiene a
lo sumo gr(p(X)) ráıces en D contadas con su multiplicidad.

Corolario 2.23. Un polinomio irreducible de F [X] de grado mayor que 1 no tiene ráıces
en F .

Como C es un cuerpo podemos aplicar estos resultados. En concreto, tenemos que C[Z]
es dominio eucĺıdeo, por el Corolario 2.19 y un dominio de ideales principales por la
Proposición 2.16. Por tanto, gracias a las Proposiciones 2.11 y 2.14, tenemos la siguiente
observación:

Observación 2.24. Sea p(Z) un polinomio irreducible en C[Z] entonces C[Z]/⟨(p(Z))⟩
es un cuerpo.

Observación 2.25. En consecuencia, demostrar el TFA equivale a demostrar que un
polinomio de C[Z] es irreducible si y solo si tiene grado uno.

Empleando la fórmula cuadrática y que todo número complejo tiene una ráız cuadrada,
podemos demostrar que los polinomios complejos de grado dos no son irreducibles.

Lema 2.26. Todo polinomio complejo de grado dos tiene una ráız compleja.
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Concluimos la sección con algunas propiedades del polinomio conjugado.

Definición 2.27. Sea p(Z) = anZ
n + · · · + a0 un polinomio complejo, su polinomio

conjugado se define como p(Z) = anZ
n + · · ·+ a0. Dicho de otro modo, el conjugado de

p(Z) es el polinomio cuyos coeficientes son los conjugados de los coeficientes de p(Z).

Lema 2.28. Sean p(Z), q(Z) ∈ C[Z], entonces si p(Z)q(Z) = h(Z) entonces se cumple
que h(Z) = p(Z)q(Z)

El siguiente teorema nos muestra que para probar el TFA nos basta con probar que todo
polinomio real no constante tiene una ráız compleja.

Teorema 2.29. Si todo polinomio real no constante tiene una ráız (compleja), entonces
todo polinomio complejo no constante tiene una ráız (compleja).

Demostración. Tomamos un polinomio complejo p(Z) = a0 + · · · + anZ
n no constante

y consideramos su producto con su conjugado, se tiene que f(Z) = p(Z)p(Z) ∈ R[Z],
porque haciendo uso del Lema 2.28 tenemos que

f(Z) = p(Z)p(Z) = p(Z)p(Z) = f(Z).

Supongamos que existe z0 ráız de f(Z). Entonces p(z0)p(z0) = 0, como C es un dominio,
entonces p(z0) = 0 o p(z0) = 0. En el segundo caso tenemos que

p(z0) = a0 + · · ·+ anzn0 = a0 + · · ·+ anzn0 = p(z0) = 0 = 0.

En ambos casos encontramos una ráız de p, z0 en el primero y z0 en el segundo. □

2.4. Extensiones de cuerpos

A continuación desarrollamos la teoŕıa de cuerpos que nos hará falta para la demostración
de la Sección 2.7. En lo que resta de caṕıtulo F denotará un cuerpo cualquiera. Como
referencia de esta sección hemos seguido [19, Chapter 6].

Definición 2.30. Sean F y F ′ cuerpos tales que F es un subcuerpo de F ′ . Decimos que
F ′ es una extensión de F.

Observación 2.31. F ′ es un espacio vectorial sobre F.

Definición 2.32. Sea F ′ una extensión de F. Llamamos grado de la extensión a la
dimensión de F ′ sobre F como espacio vectorial. El grado se denota |F ′ : F |. Si el grado
es finito, o sea, F ′ es un espacio vectorial finito sobre F, entonces decimos que F ′ es una
extensión finita de F.

Observación 2.33. Se cumple que C es una extensión finita de R.

Lema 2.34. Sean F ⊆ F ′ ⊆ F ′′ cuerpos y F ′′ una extensión finita sobre F, entonces
|F ′ : F | y |F ′′ : F ′| también son finitos y |F ′′ : F | = |F ′′ : F ′||F ′ : F |.

En las condiciones del lema anterior decimos que F ′ es un cuerpo intermedio.

Definición 2.35. Sean F ′ una extensión de F y α ∈ F ′. Se dice que α es un elemento
algebraico sobre F si existe un polinomio p(X) ∈ F [X] distinto de cero tal que p(α) = 0.
O sea, si α es una ráız de un polinomio con coeficientes en F.
Si todo elemento de F ′ es algebraico sobre F, entonces F ′ es una extensión algebraica
de F.
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Teorema 2.36. Sea F ′ una extensión finita de F, entonces F ′ es una extensión algebraica
de F.

Observación 2.37. Se cumple que C es algebraico sobre R.

Teorema 2.38. Sea α ∈ F ′ algebraico sobre F, entonces existe un único polinomio mónico
e irreducible p(X) tal que p(α) = 0. Este polinomio se denota por mα,F (X).

Definición 2.39. Sean F ′ una extensión de F, α ∈ F ′ algebraica sobre F y p(X) =
mα,F (X) = a0 + a1X + · · · + an−1X

n−1 +Xn. Denotamos por F (α) a la extensión de
F más pequeña que contiene α y se comprueba que

F (α) = {f0 + f1α+ · · ·+ fn−1α
n−1 : fi ∈ F}.

Teorema 2.40. Sea F ′ una extensión de F y α ∈ F ′ algebraico sobre F, entonces F (α)
forma una extensión algebraica finita de F con |F (α) : F | = gr(mα,F (X)) y además F (α)
es el subcuerpo más pequeño de F ′ que contiene a α.
A una extensión de la forma F (α) para algún α se la denomina una extensión simple
de F.

Definición 2.41. Sean p(X) ∈ F [X] distinto de cero y F ′ una extensión de F. Entonces
p(X) escinde en F ′ si p(X) se factoriza en factores lineales en F ′[X]. Lo que significa
que todas las ráıces de p(X) están en F ′.
Decimos que F ′ es un cuerpo de escisión de p(X) sobre F si F ′ es la extensión de F
más pequeña en la que p(X) escinde.

Teorema 2.42. Sea p(X) ∈ F [X] distinto de cero. Entonces existe un cuerpo de escisión
para p(X) sobre F.

Definición 2.43. Se dice que F es algebraicamente cerrado si todo polinomio no cons-
tante de F[X] tiene una ráız en F. O equivalentemente, si todo polinomio no constante de
F [X] escinde completamente en F [X].

Definición 2.44. Sea F ′ una extensión de F, decimos que F ′ es la clausura algebraica
de F si F ′ es algebraico sobre F y F ′ es algebraicamente cerrado.

Observación 2.45. En este lenguaje, el Teorema Fundamental del Álgebra es equivalente
a decir que C es un cuerpo algebraicamente cerrado.

Definición 2.46. Sean Y1, Y2, . . . , Yn indeterminadas sobre F. Decimos que un polinomio
p(Y1, Y2, . . . , Yn) ∈ F [Y1, Y2, . . . , Yn] es un polinomio simétrico en Y1, Y2, . . . , Yn si
p(Y1, Y2, . . . , Yn) no cambia bajo cualquier permutación σ de {Y1, Y2, . . . , Yn}. En otras
palabras, para cada σ ∈ Sn se tiene que p(Y1, Y2, . . . , Yn) = p(σ(1), σ(2), . . . , σ(n)).
Sean F ′ una extensión de F y α1, . . . , αn ∈ F ′, decimos que un polinomio p(α1, . . . , αn) con
coeficientes en F es simétrico en α1, . . . , αn si p(α1, . . . , αn) no cambia bajo cualquier
permutación σ de {α1, . . . , αn}.

Definición 2.47. Sean X,Y1, . . . , Yn indeterminadas sobre un cuerpo F o elementos de
una extensión F ′ de F. Consideramos el polinomio

p(X,Y1, . . . , Yn) = (X − Y1) . . . (X − Yn).

Para cada i ∈ {1, . . . , n} el polinomio

si(Y1, . . . , Yn) = (−1)iai(Y1, . . . , Yn),

donde ai es el coeficiente de Xn−i en el polinomio p(X,Y1, . . . , Yn), se denomina i-ésimo
polinomio simétrico elemental.
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Teorema 2.48 (Teorema Fundamental de los polinomios simétricos). Sea p un polino-
mio simétrico en las indeterminadas Y1, . . . , Yn sobre F, entonces existe un único g ∈
F [Y1, . . . , Yn] tal que p(Y1, . . . , Yn) = g(s1, . . . , sn). Es decir, todo polinomio simétrico en
Y1, . . . , Yn se puede expresar como un polinomio en los polinomios simétricos elementales
s1, . . . , sn.

La demostración de este teorema se hace por inducción en el grado del mayor monomio
con orden lexicográfico y se encuentra en [19, Chapter 6].

Lema 2.49. Sea p(X) ∈ F [X] supongamos que p(X) tiene como ráıces a α1, . . . , αn en
el cuerpo de escisión F ′. Entonces, los polinomios simétricos elementales en α1, . . . , αn

pertenecen a F.

Lema 2.50. Sea p(X) ∈ F [X] y sus ráıces α1, . . . , αn en su cuerpo de escisión F ′. Si
g(X) = g(X,α1, . . . , αn) ∈ F ′[X] y g(X) es un polinomio simétrico en α1, . . . , αn, enton-
ces g(X) ∈ F [X].

Demostración. Si g(X) = g(X,α1, . . . , αn) es simétrico en α1, . . . , αn, entonces por
el Teorema 2.48 es un polinomio simétrico en los polinomios simétricos elementales en
α1, . . . , αn. Del Lema 2.49 estos están en F, luego los coeficientes de g(X) están en F y
por tanto g(X) ∈ F [X]. □

2.5. Teoŕıa de Galois

Seguimos ahora con la teoŕıa de Galois necesaria para la prueba de la Sección 2.8. Como
referencia de esta sección hemos seguido [19, Chapter 7]. Comenzamos recordando el primer
Teorema de Sylow.

Definición 2.51. Sea G un grupo y p un número primo, si todo elemento de G tiene
orden de una potencia de p entonces decimos que G es un p-grupo. Si G es finito implica
que |G| = pn para algún n natural.

Lema 2.52. Si G es un p-grupo finito de orden pn, entonces G tiene un subgrupo de orden
pn−1 y por tanto con ı́ndice p.

Definición 2.53. Sea G un grupo finito tal que |G| = pmα, con p un número primo y
m.c.d.(p, α) = 1. Entonces un subgrupo de G de orden pm se llama subgrupo p-Sylow
(que es un p-subgrupo maximal de G).

Teorema 2.54 (Teorema de Sylow). Sea G un grupo finito de orden pmα, con p primo y
m. c.d.(p, α) = 1. Entonces G tiene un subgrupo p− Sylow.

En lo que sigue las extensiones con las que se va a trabajar son extensiones finitas.

Definición 2.55. Sea K una extensión finita de F. Si K es el cuerpo de escisión sobre F
de una familia de polinomios, entonces K se dice que es una extensión normal de F.

Definición 2.56. Decimos que α es separable sobre F si α es una ráız simple de
mα,F (X). Si todos los elementos de K son separables sobre F, diremos que K es una
extensión separable de F.

Teorema 2.57. Si F ′ es una extensión de F con caracteŕıstica 0, entonces F ′ es una
extensión separable de F.
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Observación 2.58. Cualquier extensión de Q,R o C es separable.

Teorema 2.59. Sea K una extensión finita separable de F. Entonces el número de auto-
morfismos de K que fijan los elementos de F es finito e igual a |K : F |.

Teorema 2.60. Sea K una extensión finita separable de F. Entonces K es una extensión
simple de F. Por tanto puede escribirse K = F (α) para algún α ∈ K.

Definición 2.61. Sea K una extensión de F. Decimos que K es una extensión de Galois
si K es una extensión finita, separable y normal de F. Dicho de otro modo, un cuerpo de
escisión finito y separable sobre F.

Observación 2.62. Si F tiene caracteŕıstica 0, una extensión suya de Galois no es más
que una extensión finita que es cuerpo de escisión sobre F.

Definición 2.63. Sea K una extensión de Galois de F. El grupo de automorfismos de
K que fijan los elementos de F es el grupo de Galois de K sobre F y lo denotamos
Gal(K/F). Si H es un subgrupo de Gal(K/F) entonces KH denota los elementos de K
fijados por H.

Lema 2.64. Sea K una extensión de Galois de F entonces |Gal(K/F )| = |K : F |.

Teorema 2.65. Sean F ⊆ E ⊆ K con K extensión de Galois sobre F. Entonces

1. K es de Galois sobre E y Gal(K/E) es un subgrupo de Gal(F/K).

2. Si H es un subgrupo de Gal(F/K), entonces KH es un cuerpo intermedio y se cumple
que Gal(K/KH) = H.

2.6. Prueba usando Álgebra Lineal

Habitualmente en los cursos de Álgebra Lineal se emplea el Teorema Fundamental del
Álgebra para probar que todo endomorfismo sobre Cn tiene un vector propio. La idea de
la prueba que describimos a continuación es demostrar que ambos resultados son equi-
valentes, es decir, emplear que todo endomorfismo sobre Cn tiene un vector propio para
deducir que se cumple el Teorema Fundamental del Álgebra. Esta prueba se encuentra en
[14], que es una ligera modificación de la prueba del art́ıculo de H. Derksen [17].

Teorema 2.66. Sea A ∈ Matn×n(C). Entonces A tiene un vector propio en Cn.

Demostración. Realizamos la demostración por inducción en la mayor potencia de 2 que
divida a n. Escribimos n = 2kn′ con k ≥ 0 y n′ es impar, hacemos inducción sobre k.
En el caso base k = 0, tenemos que n = n′ es impar. Para ver que A tiene un vector propio
en Cn, vamos a asociar a A un endomorfismo del espacio Hn. Por el Teorema 2.8, tenemos
que Hn tiene dimensión n2 sobre R que, en este caso, es impar porque es el cuadrado de
un número impar.
Por otro lado observamos que toda matriz C ∈ Matn×n(C) puede descomponerse como

C =
C + C∗

2
+ i

C − C∗

2i

donde (C+C∗)/2 y (C−C∗)/2i son matrices hermı́ticas. Dada B ∈ Hn tomamos C = AB
y la expresión resultante es

AB =
AB + (AB)∗

2
+ i

AB − (AB)∗

2i
=

AB +BA∗

2
+ i

AB −BA∗

2i
.
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Si consideramos los R-endomorfismos L1, L2 : Hn → Hn definidos de la forma

L1(B) =
AB +BA∗

2
, L2(B) =

AB −BA∗

2i
.

Se comprueba de forma directa que L1 y L2 conmutan. Como Hn teńıa dimensión impar,
por el Corolario 2.10 podemos afirmar que existe una matriz B̂ ̸= 0 tal que L1(B̂) = λ1B̂
y L2(B̂) = λ2B̂ con λ1, λ2 ∈ R. Luego AB̂ = L1(B̂) + iL2(B̂) = (λ1 + iλ2)B̂.

Por tanto, cualquier vector columna distinto de cero de B̂ es un vector propio en Cn de A
y concluimos que se cumple el caso base.

Supongamos que para un cierto k ≥ 1 el resultado se cumple, es decir, que dada A ∈
Matn×n(C) con d ≥ 1 tal que 2k no divide a d, tenemos que existe un vector propio de A.
Observamos que esta hipótesis de inducción es justo la hipótesis del Lema 2.9.

Asumimos que n = 2kn′ con n impar y tomamos A ∈ Matn×n(C). Por el Teorema 2.6 el
C−espacio vectorial Sn(C) tiene dimensión n(n+1)/2. Observamos que la mayor potencia
de 2 que divide a n(n+ 1)/2 es 2k−1 puesto que

n(n+ 1)

2
=

2kn′(n+ 1)

2
=

2kn′(2kn′ + 1)

2
= 2k−1n′(2kn′ + 1).

Como los factores n′ y 2kn′ + 1 son impares tenemos que n(n + 1)/2 no es divisible
por 2k. Aplicando la hipótesis de inducción y el Lema 2.9 obtenemos que cada par de
endomorfismos que conmutan de Sn(C) tienen un vector propio en en común en Sn(C).
Consideremos los endomorfismos J1,J2 : Sn(C) → Sn(C) dados por

J1(B) = AB +BAT , J2(B) = ABAT .

Tenemos que J1 y J2 son C-endomorfismos que conmutan, y aplicando el Lema 2.9 J1 y
J2 tienen un vector propio común en Sn(C). Por lo que existe una matriz B̃ ∈ Sn(C) que
cumple AB̃ + B̃AT = λB̃ y AB̃AT = µB̃ con λ, µ ∈ C. Multiplicando a la izquierda por
A en la primera ecuación y simplificando con la segunda llegamos a que

AAB̃ +AB̃AT = AλB̃.

operando y usando que AB̃AT = µB̃ vemos que

A2B̃ + µB̃ = λAB̃.

Sacando factor común, deducimos que

(A2 − λA+ µ)B̃ = 0.

Por el Lema 2.26 podemos afirmar que la ecuación anterior se escribe como

(A− αI)(A− βI)B̃ = 0

con α, β ∈ C. Si (A − βI)B̃ = 0, entonces un vector columna de B̃ distinto de 0 es un
vector propio de A con valor propio β. Si (A − βI)B̃ ̸= 0, entonces un vector columna
distinto de cero de (A− βI)B̃ es un vector propio de A con valor propio α. □

TFA. Sea p(Z) ∈ C[Z] no constante. Entonces existe z0 ∈ C ráız de p(Z).
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Demostración. Tomamos p(Z) = Zn + an−1Z
n−1 · · · + a0 un polinomio complejo de

grado n > 0. Si consideramos A ∈ Matn×n(C) la matriz compañera de p(Z)

A =



0 0 0 · · · 0 −a0
1 0 0 · · · 0 −a1
0 1 0 · · · 0 −a2
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 0 −an−2

0 0 0 · · · 1 −an−1


se comprueba por inducción que se satisface la ecuación det(ZId − A) = p(Z). Por el
Teorema 2.66, A tiene un vector propio en Cn y por tanto, un valor propio λ ∈ C, luego
concluimos que λ es ráız de p(Z). □

2.7. Prueba usando teoŕıa de cuerpos y polinomios simétri-
cos

Esta prueba está basada en la segunda prueba de Gauss en 1816, que a su vez está basada
en la prueba de Laplace. Aunque como se nos cuenta en [18, Part A, Chapter 4], la prueba
se suele atribuir a Gauss. La idea de la demostración es probar que todo polinomio real
tiene una ráız razonando por inducción en la mayor potencia de 2 que divide al grado.
Para el paso inductivo se hará uso de las propiedades de los polinomios simétricos. Esta
prueba se encuentra en Galois theory [16, Part I, Chapter 3], en [18, Part A, Chapter 4],
en [19, Chapter 6] y en Galois’ theory of algebraic equations [43, Chapter 9].

TFA. Sea p(X) ∈ R[X] no constante. Entonces existe z0 ∈ C ráız de p(X).

Demostración. Tomamos p(X) un polinomio real de grado n > 0. Supongamos que
n = 2mq con q impar. Vamos a realizar la prueba por inducción en m. Si m = 0, entonces
p(X) tiene grado impar y el teorema es cierto por el Teorema 2.4, el caso base es cierto.
Asumimos que el teorema es cierto para todos los polinomios de grado d = 2kq′ donde
k < m y q′ es impar. Suponemos que el grado de p(X) es n = 2mq.
Denotamos por F ′ al cuerpo de escisión de p(X) sobre R. En F ′ están las ráıces α1, . . . , αn

de p(X). Veamos que al menos una de esas ráıces es compleja.
Dado h ∈ Z, consideramos el polinomio

H(X) =
∏
i<j

(X − (αi + αj + hαiαj)) ∈ F ′[X].

Calculamos el grado de H(X). Observamos que cada factor que aparece en la construcción
deH(X) se corresponde con una elección de un par de ráıces {αi, αj}. El número de formas
de elegir dos elementos de {α1, . . . , αn} con n = 2mq es

n(n− 1)

2
=

(2mq)(2mq − 1)

2
= 2m−1q′,

con q′ = q(2mq− 1) impar por ser producto de impares. Por lo tanto, el grado de H(x) es
2m−1q′. Notemos además que H(x) es un polinomio simétrico en las ráıces α1, . . . , αn. Lo
que implica por el Lema 2.50 que H(X) ∈ R[X] con grado 2m−1q′. Aśı que por la hipótesis
de inducción H(X) tiene al menos una ráız compleja. Esto implica que existe una pareja
{αi, αj} tal que αi + αj + hαiαj ∈ C. Como h es arbitrario, si tomo h1 ∈ Z debe existir
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un par {αi, αj} que cumpla que αi + αj + h1αiαj ∈ C. Como sólo hay finitas parejas de
ráıces y h1 vaŕıa entre los enteros, existirá otro h2 ̸= h1 tal que z1 = αi+αj +h1αiαj ∈ C
y z2 = αi + αj + h2αiαj ∈ C. Si hacemos la diferencia entre z1 y z2 obtenemos que
z1 − z2 = (h1 − h2)αiαj ∈ C. Dado que h1 − h2 ∈ Z entonces αiαj ∈ C. Entonces también
h1αiαj ∈ C y consecuentemente αi + αj ∈ C. Llegados a este punto podemos considerar

f(X) = (X − αi)(X − αj) = X2 − (αi + αj)X + αiαj ∈ C[X].

Pero f(X) es un polinomio complejo de grado dos y por el Lema 2.26, esto implica que
αi, αj ∈ C y entonces p(X) tiene una ráız compleja. □

2.8. Prueba usando Teoŕıa de Galois

La idea de esta demostración es probar que toda extensión de Galois de C debe ser trivial
razonando por inducción en el grado de la extensión, reduciendo los casos a grado 1 sobre
R y 2 sobre C mediante la teoŕıa de Galois y la teoŕıa de los grupos de Sylow. Lo que
implica que C es algebraicamente cerrado y por tanto se satisface el TFA. Esta prueba se
encuentra en [19, Chapter 7].

TFA. El cuerpo C es algebraicamente cerrado.

Demostración. Tomamos p(Z) un polinomio complejo de grado n > 0 y consideramos
K su cuerpo de escisión sobre C, que sabemos que existe por el Teorema 2.42. En con-
secuencia, K es una extensión de Galois de C, y por tanto lo es también de R, por la
Observación 2.33. Veamos que cualquier extensión de Galois no trivial de C tiene que ser
igual a C. Esto será equivalente al Teorema Fundamental del Álgebra.

Como K una extensión de Galois de R, en particular es finita. Podemos suponer que
|K : R| = 2mq y m.c.d.(2, q) = 1. Si m = 0 entonces K es una extensión de grado impar de
R. Como también K es separable sobre R, entonces por el Teorema 2.60 es una extensión
simple. Por tanto, K = R(α) donde el polinomio irreducible m(α,R) tiene grado impar.
Sin embargo, como vimos en el Teorema 2.4, todo polinomio real de grado impar tiene
una ráız real y entonces razonamos que m(α,R) es irreducible sólo si es de grado 1. Pero
entonces α ∈ R y K = R. Por lo tanto, si K es una extensión no trivial de R, tenemos que
m > 0. Esto muestra que no hay extensiones finitas de R de grado impar.

Supongamos que K es una extensión de grado 2 de C. Entonces K = C(α) con grado
gr(m(α,C)) = 2. Por el Lema 2.26, los polinomios cuadráticos complejos siempre teńıan
ráıces en C. Por ende, C no tiene extensiones de grado 2.

Si ahora suponemos que |K : R| = 2mq con m > 0 y m.c.d.(2, q) = 1, podemos considerar
G = Gal(K/R) su grupo de Galois asociado. Observemos que |G| = 2mq por el Lema 2.64.
Como m > 0 y m.c.d.(2, q) = 1, por el Teorema 2.54 tenemos que G tiene un subgrupo
2-Sylow de orden 2m e ı́ndice q. Gracias al Teorema 2.65, este subgrupo se correspondeŕıa
con un cuerpo intermedio E tal que |K : E| = 2m y |E : R| = q. No obstante, entonces
E seŕıa una extensión finita de grado impar de R. Por lo que q = 1 y entonces E = R.
Aśı que |K : R| = 2m y |G| = 2m y consecuentemente |K : C| = 2m−1 por el Lema 2.34.
Denotemos G1 = Gal(K/C), y notemos que es un 2-grupo. Si este no fuese trivial entonces
por el Lema 2.52 existiŕıa un subgrupo de orden 2m−2 e ı́ndice 2. De nuevo por el Teorema
2.65 se correspondeŕıa con un cuerpo intermedio H de grado 2 sobre C. Pero ya hab́ıamos
dicho que C no teńıa extensiones de grado 2. Por lo que concluimos diciendo que G1 es
trivial, es decir, que |G1| = 1 y con ello |K : C| = 1 y finalmente K = C. □
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Siguiendo los argumentos de esta prueba podemos extender este teorema a cuerpos real
cerrados, que son cuerpos ordenados donde todo elemento positivo tiene una ráız cua-
drada. De este modo probaŕıamos que si K es un cuerpo real cerrado, entonces K[

√
−1]

es algebraicamente cerrado. Este resultado es puramente algebraico, pero si quisiéramos
aplicárselo a R debeŕıamos probar que R es real cerrado primero. Para ello, necesitamos
hacer uso de alguna de las consecuencias anaĺıticas del axioma del supremo.



Caṕıtulo 3

Pruebas basadas en Topoloǵıa y
Cálculo Diferencial

En este tercer caṕıtulo presentamos cuatro pruebas del Teorema Fundamental del Álgebra,
las dos primeras son una versión de la primera prueba de Gauss, la primera más fiel a la
prueba original y la segunda es una simplificación v́ıa la teoŕıa de los multiplicadores de
Lagrange. En las últimas dos pruebas resultan fundamentales los Teoremas de la Función
Impĺıcita e Inversa y la estructura topológica de C. En C sucede que al quitarle un conjunto
finito de puntos, sigue siendo conexo, y esto es algo que en R no ocurre.

Señalamos que existen otras demostraciones del mismo carácter, que por las limitaciones
de extensión, no se han incluido en la memoria. En concreto, en el art́ıculo de B. H. Ar-
nold [4] se da una demostración del TFA a partir del Teorema del punto fijo de Brouwer,
pero dicha demostración contiene un error, la aplicación que se construye no es continua.
Posteriormente en el art́ıculo de M. K. Fort Jr [20] se da una demostración correcta. Otra
demostración topológica más compleja se encuentra en el art́ıculo de J. M. Almira, M.
Jiménez y N. Del Toro [1], se prueba el TFA como consecuencia de la sobreyectividad de
una aplicación de Cn en Cn. Una prueba más se encuentra en el art́ıculo de S. Basu [9],
se demuestra el TFA por medio del concepto de polinomio intercalador.

3.1. Conexión, local compacidad y aplicaciones propias

Para el desarrollo de esta recopilación de resultados de topoloǵıa se han usado las fuentes:
Introduction to topological manifolds [30] y Topology [33].

Proposición 3.1. Sea X un espacio topológico. Se cumple que X es conexo si y solo si
los únicos subconjuntos de X que son abiertos y cerrados son ∅ y el propio X.

Definición 3.2. Sea X un espacio topológico. Decimos que X es localmente compacto
en x si existe un subespacio compacto C de X que contiene un entorno abierto de x.
Si X es localmente compacto en cada uno de sus puntos, diremos que X es localmente
compacto.

Observación 3.3. El espacio C es localmente compacto.

Definición 3.4. Sean X e Y espacios topológicos y f : X → Y una aplicación. Diremos
que f es propia si la preimagen de todo subconjunto compacto de Y es compacto en X.

Lema 3.5. Un polinomio complejo es una aplicación propia.

20
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Demostración. Tomamos A ⊆ C compacto, veamos que p−1(A) es compacto en C.
Sabemos que A es compacto, luego es cerrado, y como p es continua entonces p−1(A) es
cerrado. Sabemos que A es acotado, luego existe M > 0 tal que para todo w ∈ A se tiene
que |w| ≤ M. Por el Lema 1.23, |p(z)| → ∞ cuando |z| → ∞, por lo que existe R > 0 tal
que si z /∈ B(0, R), entonces |p(z)| > M, luego p−1(A) ⊆ B(0, R). Por tanto, p−1(A) debe
ser acotado y, por el Teorema 1.10, aśı p−1(A) es compacto y p es propia. □

Definición 3.6. Sea X un espacio topológico. Se dice que X está generado por com-
pactos si cumple la siguiente propiedad: Para todo A ⊆ X cuya intersección con cada
compacto K ⊆ X es cerrada en K, se cumple que A es cerrado en X.

Lema 3.7. Los espacios localmente compactos están generados por compactos.

Teorema 3.8. Sean X e Y espacios topológicos tales que Y está generado por compactos y
es Hausdorff y f : X → Y una aplicación continua y propia. Entonces f es una aplicación
cerrada.

3.2. Sucesiones en espacios métricos

Recordamos algunas propiedades de las sucesiones en espacios métricos. Para elaborar esta
sección se ha usado [38].

Proposición 3.9. En un espacio métrico toda sucesión convergente es acotada.

Teorema 3.10 (Bolzano-Weierstrass). Toda sucesión acotada en Rn tiene una subsucesión
convergente.

Proposición 3.11. En un espacio métrico un subconjunto A es un conjunto cerrado si y
solo si contiene a todos sus puntos ĺımites si y solo si el ĺımite de toda sucesión convergente
de elementos de A pertenece al conjunto.

Proposición 3.12. Sean (X, dX), (Y, dY ) espacios métricos y f : X → Y una aplicación.
Entonces f es continua si y sólo si para toda sucesión (xn)

∞
n=0 de X tal que xn → x con

x ∈ X se tiene f(xn) → f(x).

3.3. Cálculo diferencial en varias variables

Concluimos los prerrequisitos del caṕıtulo enunciando algunos de los resultados de cálculo
diferencial que emplearemos en las pruebas del TFA. Para aplicar estos resultados necesi-
taremos relacionar derivabilidad real y compleja para lo cual también introduciremos las
ecuaciones de Cauchy-Riemann. Las fuentes usadas han sido los libros Gúıa Práctica de
Variable Compleja y Aplicaciones [21], Cálculo vectorial [32] y [38].

Denotamos x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn e y = (y1, . . . , ym) ∈ Rm, de modo que podemos
formar el vector (x, y) = (x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xn+m) ∈ Rn+m donde (y1, . . . , ym) =
(xn+1, . . . , xn+m).

Definición 3.13. Sea f : Rn → Rm una función diferenciable en un punto a ∈ Rn con
f = (f1, f2, . . . , fm). La diferencial de f en a, denotada por D(x1,...,xn)f(a) o simplemente
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Df(a), es la aplicación lineal D(x1,...,xn)f(a) : Rn → Rm asociada a la matriz

D(x1,...,xn)f(a) =



∂f1
∂x1

(a) ∂f1
∂x2

(a) · · · ∂f1
∂xn

(a)

∂f2
∂x1

(a) ∂f2
∂x2

(a) · · · ∂f2
∂xn

(a)

...
...

. . .
...

∂fm
∂x1

(a) ∂fm
∂x2

(a) · · · ∂fm
∂xn

(a)


.

Cuando n = m, el determinante de esta matriz se llama jacobiano de f en a y se denota
por Jf(a). Cuando m = 1 escribimos (∇f)(a) = Df(a).

Definición 3.14. Sea f : U → R2 una aplicación diferenciable de un conjunto abierto
U ⊆ R2 en R2. Un punto x ∈ U se dice que es un punto regular de f si Df(x) : R2 → R2

es invertible. De lo contrario, se dice que x es un punto cŕıtico de f. Un punto y ∈ R2

se dice que es un valor cŕıtico de f si es la imagen de un punto cŕıtico.

Teorema 3.15 (Teorema de la Función Inversa). Sean U un abierto de Rn, f : U → Rn

una función de clase C1 en U , y a ∈ U tal que Jf(a) ̸= 0. Entonces existe un conjunto
abierto A con a ∈ A ⊆ U en el que f es inyectiva, B = f(A) es abierto, y la función
inversa g : B → A es también de clase C1 en B.

Teorema 3.16 (Teorema de la Función Impĺıcita). Sean U abierto en Rn+m y f : U → Rm

una función de clase C1 en U, (a, b) ∈ U tal que f(a, b) = 0 y det(D(xn,...,xn+m)f(a, b)) ̸= 0.
Entonces existen un abierto V contenido en U , con (a, b) ∈ V , un abierto A en Rn, y una
función g : A → Rm tales que: a ∈ A, g(a) = b, g es de clase C1 en A y se cumple que
{(x, g(x)) : x ∈ A} = {(x, y) ∈ V : f(x, y) = 0}.

Cuando apliquemos estos teoremas lo haremos para funciones complejas, por lo que iden-
tificando C con R2 debemos tener en cuenta lo siguiente:
Dada f : C → C y z = x + iy ∈ C podemos escribir f : R2 → R2 como f(x, y) =
(u(x, y), v(x, y)) donde u(x, y) = R(f(x, y)) y v(x, y) = I(f(x, y)). Tomando z0 ∈ C, al
calcular las derivadas direccionales en z0 tenemos que en el eje real

f ′(z0) = ĺım
h→0

(
u(x0 + h, y0)− u(x0, y0)

h
+ i

v(x0 + h, y0)− v(x0, y0)

h

)
=

∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0).

Análogamente en el eje imaginario obtenemos que

f ′(z0) = −i
∂u

∂y
(x0, y0) +

∂v

∂y
(x0, y0).

Por tanto, si existe ĺımh→0(f(z0 + h) − f(z0)/h, obtenemos las ecuaciones de Cauchy-
Riemann:

∂u

∂x
=

∂v

∂y
y

∂u

∂y
= −∂v

∂x
. (3.1)

De tal forma que

J(f)(x0, y0) = det

(
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

)
= |f ′(x0, y0)|2

Recordamos la noción de curva de nivel y el teorema de los multiplicadores de Lagrange.
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Definición 3.17. Sea f : Rn → R una función, se llaman curvas de nivel a los conjuntos
de puntos donde f toma un cierto valor constante, Nc,f = {x ∈ Rn : f(x) = c}, es decir,
el conjunto de soluciones de la ecuación f(x) = c. Fijando una función y c ∈ R, dicho
conjunto se llama conjunto de nivel con valor c.

Teorema 3.18 (Teorema de los Multiplicadores de Lagrange). Sean f, g : U ⊆ Rn → R
funciones C1, x0 ∈ U y g(x0) = c, y sea Nc,g el conjunto de nivel de g con valor c.
Supongamos que ∇g(x0) ̸= 0. Si f |Nc,g , alcanza en x0 un máximo o mı́nimo local en Nc,g,
entonces existe un λ ∈ R tal que

∇f(x0) = λ∇g(x0).

Dicho λ se llama multiplicador de Lagrange.

Definición 3.19. Dada f : Rn → R y c ∈ R diremos que Nc,f es singular si existe a ∈ Nc,f

tal que (∇f)(a) = (0, . . . , 0).

3.4. Prueba basada en la primera demostración de Gauss

Vamos a ver que un polinomio real tiene al menos una ráız compleja. Si realizamos la
prueba para este tipo de polinomios, el TFA quedará demostrado por el Teorema 2.29.
Esta demostración está basada en la primera prueba original de Gauss. Esta prueba se
encuentra en el art́ıculo de S. Basu y D. J. Velleman [8]. En [19, Apendix A] se encuentra
otra versión de esta prueba en la que considera los coeficientes también complejos.

TFA. Sea p(Z) ∈ R[Z] no constante. Entonces existe z0 ∈ C ráız de p(Z).

Demostración. Tomamos p(Z) = Zn + an−1Z
n−1 + · · · + a0 un polinomio real mónico

de grado n > 0 y a0 ̸= 0. Considerando la forma exponencial de los números complejos,
para r y θ reales, definimos

Rr(θ) := R(p(reiθ)) = R

rn(cos(θ) + i sen(θ))n +

n−1∑
j=0

ajr
j(cos(θ) + i sen(θ))j

 ,

Ir(θ) := I(p(reiθ)) = I

rn(cos(θ) + i sen(θ))n +

n−1∑
j=0

ajr
j(cos(θ) + i sen(θ))j

 .

Para un r > 0 fijo, podemos expresar cada una de estas funciones como un polinomio
de grado n en cos(θ) y sen(θ) expandiendo las potencias de cos(θ) + i sen(θ). Además, la
potencia de sen(θ) en cada término de Rr(θ) será par, aśı que reemplazando sen2(θ) por
1− cos2(θ), podemos escribir Rr(θ) de la forma

Rr(θ) = Pr(cos(θ)),

donde Pr es un polinomio con coeficientes reales de grado n. De manera similar, la potencia
de sen(θ) en cada término de Ir(θ) será impar, por lo que tenemos

Ir(θ) = sen(θ)Qr(cos(θ)),

donde Qr es un polinomio con coeficientes reales de grado n− 1.
Con la fórmula Rr(θ) = Pr(cos(θ)), vemos que la ecuación Rr(θ) = 0 tiene a lo sumo 2n
soluciones (módulo 2π), y la única forma de que tenga 2n soluciones es que Pr tenga n
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distintas ráıces, todas en el intervalo (−1, 1), de modo que cada una sea igual a cos(θ) para
dos valores de θ (módulo 2π). En ese caso, Pr se factoriza en factores lineales y su signo
cambia en cada ráız, por lo que se deduce que el signo de Rr cambia en cada cero. En
otras palabras, si los ceros de Rr, listados en orden creciente, son α1, α2, . . . , α2n, entonces
el signo de Rr(θ) para αj−1 < θ < αj es el opuesto de αj < θ < αj+1.

Lo mismo sucede para Ir. A partir de la fórmula Ir(θ) = sen(θ)Qr(cos(θ)), vemos que
todo múltiplo entero de π es una solución de la ecuación Ir(θ) = 0. Las otras soluciones
son los valores de θ para los cuales Qr se anula. Hay como mucho 2n− 2 de estas (módulo
2π), o sea que hay a lo sumo 2n ceros de Ir (módulo 2π), y si hay 2n ceros, entonces el
signo de Ir cambia en cada solución.

Veamos que Rr e Ir toman el número máximo posible de ceros cuando r es suficientemente
grande. Intuitivamente, esto se deduce del hecho de que si |z| es grande, entonces el término
zn domina sobre los demás términos de p(z), y las partes real e imaginaria de zn cambian
de signo 2n veces en cualquier ćırculo |z| = r. Para hacer esta idea precisa, se toma

r∗ := máx

1,
√
2

n−1∑
j=0

|aj |

 ,

y consideramos cualquier r > r∗. Para cada entero k tal que 0 ≤ k ≤ 4n, definimos

θk :=
(2k − 1)π

4n
, zk := reiθk .

Entonces, para cada k, 0 ≤ k ≤ 4n y cada r > r∗ se tiene que∣∣∣∣∣∣
n−1∑
j=0

ajz
j
k

∣∣∣∣∣∣ ≤
n−1∑
j=0

|aj |rj <

n−1∑
j=0

|aj |

 · rn−1 ≤ r∗√
2
· rn−1 <

√
2

2
· rn.

Debido a que arg(zn1 ) = nθ1 = π/4, tenemos que

R(zn1 ) =

√
2

2
rn >

∣∣∣∣∣∣
n−1∑
j=0

ajz
j
1

∣∣∣∣∣∣ .
Por lo tanto, Rr(θ1) = R(p(z1)) > 0. Por otro lado, arg(zn2 ) = 3π/4, por lo que

R(zn2 ) = −
√
2

2
· rn < −

∣∣∣∣∣∣
n−1∑
j=0

ajz
j
2

∣∣∣∣∣∣ ,
luego Rr(θ2) < 0. Esto implica por el Teorema de Bolzano (Teorema 2.3) que Rr tie-
ne que tener un cero en el intervalo (θ1, θ2). Puede usarse el mismo razonamiento para
mostrar que Ir(θ0) < 0 < Ir(θ1), por lo que Ir tiene un cero en el intervalo (θ0, θ1).
Si seguimos examinando los signos de Rr(θk) e Ir(θk), se tiene que Rr tiene un cero
en cada uno de los intervalos (θ1, θ2), (θ3, θ4), . . . , (θ4n−2, θ4n), e Ir tiene un cero en ca-
da uno de los intervalos (θ0, θ1), (θ2, θ3), . . . , (θ4n−1, θ4n−1). El cero de Ir en el intervalo
(θ0, θ1) = (−π/(4n), π/(4n)) es 0, y en el intervalo (θ2n, θ2n+1) = (π/(4n), π + π/(4n))
el cero es π. Entonces las funciones Rr e Ir tienen ambas 2n ceros (módulo 2π), y estos
ceros están intercalados, lo que significa que entre dos ceros de cualquiera de las funciones
está un cero de la otra.
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Digamos que un número r > 0 es un radio intercalador si cada una de las funciones Rr e
Ir tiene 2n ceros (módulo 2π) y estos están intercalados. Hemos demostrado en el párrafo
previo que todos los radios r > r∗ son intercaladores. Para cualquier r intercalador, sean
α1(r), . . . , α2n(r) los ceros de Rr en el intervalo [0, 2π), y β1(r), . . . , β2n(r) los ceros de
Ir en el mismo intervalo, ambos en orden creciente. El que las ráıces estén intercaladas
significa que:

0 = β1(r) < α1(r) < β2(r) < α2(r) < · · · < β2n(r) < α2n(r) < 2π = β1(r) + 2π.

Por nuestras anteriores observaciones, los signos de Rr e Ir cambian en cada cero.
Veamos que el conjunto de radios intercaladores es abierto, y que las funciones αj y βj , para
1 ≤ j ≤ 2n, son continuas en este conjunto. Para ver que esto es cierto, supongamos que
c > 0 es un radio intercalador y ε > 0. Tomamos un número positivo t ≤ ε suficientemente
pequeño tal que los intervalos (αj(c) − t, αj(c) + t) y (βj(c) − t, βj(c) + t) sean todos
disjuntos (módulo 2π), en otras palabras

t = β1(c)+t < α1(c)−t, α1(c)+t < β2(c)−t, . . . , α2n(c)+t < β1(c)−t+2π = 2π−t.

Como el signo de Rc cambia en cada cero, para t suficientemente pequeño Rc(αj(c)− t) y
Rc(αj(c) + t) deben tener signos opuestos, y de forma análoga Ic(βj(c)− t) y Ic(βj(c) + t)
también. Elegimos δ de modo que 0 < δ < c y δ sea lo suficientemente pequeño para que si
|r−c| < δ, entonces para todo j, como Rx(θ) es continua en x para θ fijo, Rr(αj(c)−t) tiene
el mismo signo que Rc(αj(c)−t), e igual para Rr(αj(c)+t), Ir(βj(c)−t) e Ir(βj(c)+t). Por
lo que Rr tiene un cero en cada uno de los intervalos (αj(c)−t, αj(c)+t). Lo mismo ocurre
con Ir, que tiene un cero en cada intervalo (βj(c)− t, βj(c) + t). Dado que estos intervalos
son disjuntos, se deduce que r es intercalador. Observamos que el cero de Ir en el intervalo
(β1(c)− t, β1(c)+ t) es 0 = β1(r) = β1(c). Por lo tanto, para cada r ∈ (c− δ, c+ δ) se tiene
que αj(r) pertenece al intervalo (αj(c)− t, αj(c) + t), por lo que |αj(r)− αj(c)| < ε, y de
igual forma |βj(r)− βj(c)| < ε. En consecuencia, esto establece que el conjunto de radios
intercaladores es abierto, y que las funciones αj y βj son continuas en este conjunto.
Dado que p(0) ̸= 0 y los coeficientes de p son reales, R(p(0)) es distinto de cero. Por
lo tanto, por continuidad, para todo valor r > 0 suficientemente pequeño, Rr no tiene
ceros, luego r no es un radio intercalador. Aśı, el conjunto de radios positivos que no son
intercaladores es no vaćıo y está acotado superiormente, por lo que tiene un supremo que
llamamos r0, ver Sección 1.2. Puesto que el conjunto de radios intercaladores es abierto,
r0 no puede ser un radio intercalador.
Tomamos (rk)

∞
k=1 una sucesión decreciente de radios intercaladores que converge a r0.

Como para todo k ∈ N se cumple que α1(rk) ∈ [0, 2π), entonces (α1(rk))
∞
k=0 es una

sucesión acotada. Aplicando el teorema de Bolzano-Weierstrass (Teorema 3.10) si fuera
necesario y considerando una subsucesión adecuada, podemos suponer que ĺımk→∞ α1(rk)
existe. Análogamente, pasando a una subsucesión si fuese necesario, también podemos
asumir que ĺımk→∞ β1(rk) existe, y repitiendo este razonamiento un número finito de
veces podemos suponer que todas las sucesiones (αj(rk))

∞
k=1 y (βj(rk))

∞
k=1 convergen.

Definimos Aj = ĺımk→∞ αj(rk) y Bj = ĺımk→∞ βj(rk). Por la continuidad de Rr(θ) e
Ir(θ), como funciones de r y de θ, y como Rrk(αj(rk)) = 0 e Irk(βj(rk)) = 0 tenemos que
Rr0(Aj) = 0 e Ir0(Bj) = 0, y por el orden de las funciones αj y βj ,

0 = B1 ≤ A1 ≤ B2 ≤ A2 ≤ · · · ≤ B2n ≤ A2n ≤ 2π = B1 + 2π.

Si todas las desigualdades son estrictas, entonces r0 es intercalador, lo que es una contra-
dicción. Por tanto, al menos una de las desigualdades no es estricta. Aśı que existen j y k,
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tales que Aj = Bk (módulo 2π). Pero entonces Rr0(Aj) = 0 e Ir0(Aj) = Ir0(Bk) = 0, por
lo que r0e

iAj es una ráız de p. □
Hasta que concluimos que el conjunto de radios intercaladores es abierto y que las funciones
αj y βj son continuas, esta prueba no difiera mucho de la prueba de Gauss. Nuestras curvas
polares (r, αj(r))(r, βj(r)) son parte de las ramas de las curvas algebraicas R(p(z)) = 0 y
I(p(z)) = 0. El procedimiento de Gauss consist́ıa en elegir un radio intercalador r y seguir
una de estas ramas desde un punto de la circunferencia de radio r al interior del ćırculo.
En su demostración afirmaba, sin detallarlo, que la rama saĺıa del ćırculo pasando por
otro punto diferente de la circunferencia de radio r. En esta versión se estudian todas las
ramas a la vez en el ćırculo |z| = r y se muestra que dos ramas deben intersecar.

3.5. Prueba usando los Multiplicadores de Lagrange

La demostración que se presenta en esta sección puede entenderse como una versión al-
ternativa de la primera demostración de Gauss, aunque más sencilla gracias al uso de las
ecuaciones de Cauchy-Riemann y de la teoŕıa de los multiplicadores de Lagrange. La idea
es probar que las curvas de nivel cero definidas por la parte real e imaginaria del polinomio
se cortan en un punto. Esta prueba se encuentra en el art́ıculo de T. de Jong [26].

Dado un polinomio p(z) = zn + · · ·+ a0 con n > 0 y z = x+ iy y denotamos

p(x+ iy) = P (x, y) + iQ(x, y),

donde P (x, y) y Q(x, y) son polinomios reales. Notemos que como p(x, y) es una función
diferenciable en R2, P y Q también, luego son continuas y existen sus derivadas parciales.
Vamos a estudiar las curvas de nivel para c ∈ R de cada función, denotadas por

Nc,P := {(x, y) : P (x, y) = c} y Nc,Q := {(x, y) : Q(x, y) = c}.

Queremos aplicar el Teorema 3.18 a la curva Nc,P y a las funciones P y Q2.

Lema 3.20. Para una cantidad infinita de valores c ∈ R, Nc,P es no vaćıa y no singular
en todos los puntos de Nc,P .

Demostración. Por un lado, nótese que P (x, 0) = xn+ · · ·+R(a0), por lo que P (x, 0) es
una función no constante que toma infinitos valores porque P (x, 0) → ∞ cuando x → ∞,
luego las curvas de nivel Nc,P son distintas del vaćıo para infinitos valores de c. Por otro
lado, queremos ver que para una infinidad de estos valores Nc,P es no singular, es decir,
que para todos los puntos (a, b) en Nc,P se cumpla que

∇P (a, b) =

(
∂P

∂x
(a, b),

∂P

∂y
(a, b)

)
̸= (0, 0).

Veamos que a lo sumo sólo puede haber un número finito de curvas de nivel Nc,P que son
singulares. Como p′(z) tiene solo un número finito de ráıces y como, por las ecuaciones de
Cauchy-Riemann (3.1), se tiene que

p′(z) =
∂P

∂x
(x, y)− i

∂P

∂y
(x, y),

deducimos que sólo hay un número finito de curvas de nivel de Nc,P que tienen un punto
singular. □
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Además si la curva Nc,P no es singular en (a, b) como, por las ecuaciones de Cauchy-
Riemann (3.1), tenemos que

∂P

∂x
(x, y)− i

∂P

∂y
(x, y) =

∂Q

∂y
(x, y) + i

∂Q

∂x
(x, y),

la curva de nivel Nd,Q con d = Q(a, b) también es no singular en (a, b).

La idea principal de la demostración del TFA se encuentra en el siguiente lema:

Lema 3.21. Supongamos que la curva de nivel Nc,P no es vaćıa y no singular. Entonces,
existe un (a, b) ∈ Nc,P tal que Q(a, b) = 0.

Demostración. Consideramos la función Q2|Nc,P
: Nc,P → R≥0. Veamos que tiene un

mı́nimo global. Por el Lema 1.23, si fijamos (r, s) ∈ Nc,P , podemos encontrar un R > 0
suficientemente grande tal que

P 2(x, y) +Q2(x, y) = c2 +Q2(x, y) > c2 +Q2(r, s),

para todo (x, y) ∈ Nc,P con x2 + y2 > R2. En el conjunto compacto B(0, R) ∩ Nc,P ,
aplicando el Teorema de Weierstrass (Teorema 1.20) la función Q2|Nc,P

alcanza un mı́nimo
puesto que es continua por ser restricción de producto de continuas. Digamos que lo alcanza
en el punto (a, b). Se tiene que Q2(a, b) ≤ Q2(r, s) porque (r, s) ∈ B(0, R). Por tanto,
Q2|Nc,P

tiene un mı́nimo global en (a, b) ∈ Nc,P .

Cumpliéndose todas las hipótesis, se puede aplicar el Teorema 3.18 a la función Q2 junto
con la curva Nc,P no singular y no vaćıa. Luego existe un λ ∈ R tal que ∇Q2(a, b) =
λ∇P (a, b). Lo que significa que

2Q(a, b)

(
∂Q

∂x
(a, b),

∂Q

∂y
(a, b)

)
= λ

(
∂P

∂x
(a, b),

∂P

∂y
(a, b)

)
.

Usando otra vez las ecuaciones de Cauchy-Riemann (3.1) obtenemos que

2Q(a, b)

(
−∂P

∂y
(a, b),

∂P

∂x
(a, b)

)
= λ

(
∂P

∂x
(a, b),

∂P

∂y
(a, b)

)
.

Razonamos por reducción al absurdo y supongamos que Q(a, b) ̸= 0. Multiplicando esca-

larmente a ambos lados de la ecuación por el vector
(
−∂P

∂y (a, b),
∂P
∂x (a, b)

)
vemos que

2Q

((
∂P

∂y

)2

+

(
∂P

∂x

)2
)

= λ

(
−∂P

∂y

∂P

∂x
+

∂P

∂y

∂P

∂x

)
= 0,

donde todas las funciones de la igualdad anterior están evaluadas en (a, b). Como Q(a, b) ̸=
0, la norma del vector ∇P (a, b) seŕıa cero, pero no puede ser porque hab́ıamos asumido
que Nc,P era no singular y entonces ∇P (a, b) ̸= (0, 0). Llegando a una contradicción. □
Todo lo probado sobre Nc,P y Q también se cumple análogamente al intercambiar los roles
de Nc,P y Nd,Q, aśı como los de Q y P. Con la notación que hemos seguido esta sección, el
objetivo va a ser encontrar un punto de intersección entre las curvas N0,P y N0,Q. Dicho
punto será una ráız de p(Z).

TFA. Sea p(Z) ∈ C[Z] no constante. Entonces existe z0 ∈ C ráız de p(Z).
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Demostración. Por el Lema 3.20 hay infinitos valores de c ∈ R tales que Nc,P es no vaćıa
y no singular. Aplicando el Lema 3.21, existe algún (a, b) ∈ Nc,P , tal que Q(a, b) = 0, por
lo que la curva de nivel N0,Q es distinta del vaćıo.
Si N0,Q no es singular, podemos aplicar el Lema 3.21 nuevamente intercambiando los roles
de las funciones y las curvas para mostrar que existe un punto (r, s) ∈ N0,Q ∩ N0,P con
P (r, s) = 0. Por lo tanto, se tiene que p(r + is) = 0.
En cambio si N0,Q es singular, notemos que no puede ser singular en (a, b). Porque de
serlo entonces también lo seŕıa en Nc,P por las ecuaciones de Cauchy-Riemann (3.1).
Observamos que Q es no constante en todo entorno de de (a, b) porque ∇Q(a, b) ̸= 0.
Entonces podemos construir una sucesión ((an, bn))

∞
n=1 con (an, bn) ∈ B((a, b), 1/n) y tal

que cn := Q(an, bn) ̸= 0 para cada n ≥ N≥1. Por construcción (an, bn) → (a, b) cuando
n → ∞ y por continuidad de Q, tenemos que cn = Q(an, bn) → Q(a, b) = 0. Se cumple
que Ncn,Q ̸= ∅ para todo n ∈ N≥1 porque (an, bn) ∈ Ncn,Q. Como Q tiene una cantidad
finita puntos cŕıticos y cn ̸= 0, a lo sumo habrá finitas curvas Ncn,Q que sean singulares.
Si se da el caso en el que alguna de ellas sea singular, podemos pasar si fuese necesario a
una subsucesión de (cn)

∞
n=1 tal que las correspondientes curvas de nivel son no singulares

y no vaćıas. Abusando de la notación asumiremos que (cn)
∞
n=1 tiene esa propiedad.

Aplicando el Lema 3.21, para cada n ∈ N≥1 encontramos (fn, gn) ∈ Ncn,Q con P (fn, gn) =
0. Por el Lema 1.23, vemos que ((fn, gn))

∞
n=1 está acotada y por el Teorema de Bolzano-

Weierstrass (Teorema 3.10), existe ((fnk
, gnk

))∞k=1 que converge a un ĺımite que denotamos
por (f, g). Entonces

P (f, g) = ĺım
k→∞

P (fnk
, gnk

) = 0,

Q(f, g) = ĺım
k→∞

Q(fnk
, gnk

) = ĺım
k→∞

cnk
= 0.

Por lo tanto, en este caso también hemos encontrado un punto de intersección entre N0,P

y N0,Q. □

3.6. Prueba usando la conexión y el Teorema de la Función
Impĺıcita

La idea fundamental de la tercera demostración que presentamos en este caṕıtulo es que
si al plano complejo le quitamos un conjunto finito de puntos el conjunto resultante sigue
siendo conexo. En concreto, gracias a la conexión y al teorema de la función impĺıcita,
probaremos que si c ∈ C no es valor cŕıtico de un polinomio dado p(z), entonces p(Z)− c
tiene al menos una ráız, lo que nos permitirá concluir la prueba. Esta prueba se encuentra
en el art́ıculo de R. Pérez-Marco [36].

TFA. Sea p(Z) ∈ C[Z] no constante. Entonces existe z0 ∈ C ráız de p(Z).

Demostración. Tomamos p(Z) = anZ
n + an−1Z

n−1 + · · · + a0 un polinomio complejo
de grado n > 0. Con la notación de los prerrequisitos, consideremos los siguientes tres
conjuntos: el conjunto

C = {z ∈ C : p′(z) = 0}

el conjunto de puntos cŕıticos de p(z), es decir, las ráıces de p′(Z); el conjunto

D = p(C) = {p(z) ∈ C : z ∈ C}

de valores cŕıticos de p(z); y el conjunto

R = {c ∈ C : el polinomio p(Z)−c tiene al menos una ráız simple y ninguna doble en C}.
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Como el número de ráıces de p′(Z) es finito, C es finito y D también lo es.

Observemos que si c ∈ D, entonces c = p(z0) para algún punto cŕıtico Z0 ∈ C y, por
tanto, p′(z0) = 0. En consecuencia, el polinomio f(Z) = p(Z)− c tiene z0 como ráız doble,
porque f(z0) = p(z0) − c = c − c = 0 y f ′(z0) = p′(z0) = 0. Rećıprocamente, si c ∈ C es
tal que f(Z) = p(Z)− c tiene una ráız doble, entonces c ∈ D. Por consiguiente, se cumple
que

C \D = {c ∈ C : p(Z)− c no tiene ráıces dobles.} (3.2)

y deducimos que R ⊆ C \ D. Como D es finito, tenemos que D es cerrado en C, luego
C \D es abierto. Además es conexo por ser conexo por caminos.

Veamos que R = C\D, para ello veremos que R es un conjunto no vaćıo, abierto y cerrado
en C \ D y como C \ D es conexo, podremos aplicar la Proposición 3.1. Comenzamos
probando que R es abierto en C \ D. Tomamos c0 ∈ R y z0 ∈ C una ráız de p(Z) − c0.
Consideramos la función F : C2 → C dada por F (c, z) = p(z) − c, que es de clase C1.
Vemos que F (c0, z0) = 0 y que ∂F/∂z(c0, z0) = p′(z0) ̸= 0 porque como c0 ∈ R entonces
z0 es ráız simple y no doble. Luego podemos aplicar el Teorema de la Función Impĺıcita
(Teorema 3.16) a F. Entonces existe un entorno U ⊆ C de c0 y una función g : U → C de
clase C1 tal que g(c0) = z0 y que {(c, g(c)) : c ∈ U} = {(c, z) ∈ C2 : F (c, z) = 0}. Entonces
para todo c ∈ U tenemos que g(c) = zc es una ráız del polinomio p(Z)− c. Veamos que zc
no es doble. Teńıamos que p′(g(c0)) = p′(z0) ̸= 0, y notemos que p′(g(c)) es continua por
ser composición de continuas. Luego tomando U más pequeño si fuese necesario, podemos
garantizar que p′(g(c)) ̸= 0 para todo c ∈ U . Por lo que zc no es ráız doble. Como C\D es
abierto, podemos tomar U ⊆ C \D y como p(Z)− c tiene a zc como ráız simple entonces
U ⊆ R y concluimos que R es abierto en C \D.

Veamos que R es cerrado empleando la caracterización de la Proposición 3.11. Considere-
mos una sucesión (cn)

∞
n=0 de puntos de R que converge hacia un punto c ∈ C \D. Como

(cn)
∞
n=0 es convergente, por la Proposición 3.9, también es acotada. Para cada n ∈ N,

como cn ∈ R, tomamos zn ∈ C una ráız simple de p(Z)− cn. Razonando de igual manera
que en la demostración del Lema 3.5 deducimos que (zn)

∞
n=0 es acotada. Por lo tanto,

aplicando el Teorema de de Bolzano-Weierstrass (Teorema 3.10), deducimos que podemos
extraer una subsucesión (znk

)∞k=0 de (zn)
∞
n=0 convergente. Denotamos por z̃ al ĺımite de

la subsucesión (znk
)∞k=0. Tenemos que p(znk

) − cnk
= 0 para cada k ∈ N. Como p(z) es

una función continua y (znk
)∞k=0 es una sucesión convergente, entonces por la Proposición

3.12, se tiene que p(znk
) − cnk

→ p(z̃) − c̃ cuando k → ∞. En consecuencia, se tiene que
p(z̃) − c̃ = 0 y deducimos que p(Z) − c tiene una ráız simple y como c ∈ C \ D, por la
ecuación (3.2), p(Z)− c no tiene ráıces dobles en C, luego c ∈ R.

Veamos que R ̸= ∅. Buscamos un c ∈ C tal que p(Z)− c tenga al menos una ráız simple y
ninguna doble. Para cada a ∈ C se tiene que c = p(a), luego p(Z)− c tiene al menos z = a
como ráız. Si tomamos a ∈ C \ p−1(D), entonces a /∈ p−1(D), por lo que p(a) /∈ D. Por
tanto, tomando c = p(a) ∈ C \D, tenemos por (3.2), que p(Z) − c no tiene ráıces dobles
y como z = a es ráız de p(Z)− c concluimos que p(a) ∈ R.

En consecuencia, hemos visto que R es abierto, cerrado en C \D y distinto del vaćıo. Por
tanto, como C \D es conexo, llegamos que R = C \D.

Para concluir distinguimos dos casos 0 ∈ D y 0 /∈ D. Si 0 ∈ D, entonces 0 = p(z0) para un
punto cŕıtico z0 de p(z) y, por tanto, también z0 es una ráız de p(Z). Si 0 /∈ D, entonces
0 ∈ C \D = R y la ecuación p(Z)− 0 = 0 tiene al menos una ráız simple. □
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3.7. Prueba usando la conexión y el Teorema de la Función
Inversa

En la cuarta demostración de este caṕıtulo vamos a probar que un polinomio complejo
no constante define una aplicación p : C → C sobreyectiva. De nuevo, es crucial el hecho
de que al quitarle un número finito de puntos a C sigue siendo conexo. Esta prueba se
encuentra en el art́ıculo de A. Sen [40].

TFA. La función polinomial p : C → C definida por un polinomio complejo no constante
p(Z) ∈ C[Z] es sobreyectiva.

Demostración. Tomamos p(Z) un polinomio complejo de grado n > 0 y consideramos
su función polinomial p : C → C.
Con la notación de la demostración anterior, consideramos los conjuntos A = C\p−1(D) y
B = C \D. Como en la demostración anterior, se comprueba que D y p−1(D) son finitos,
luego son conjuntos cerrados en C. Entonces A y B son abiertos. Como C sin un conjunto
finito de puntos es conexo por caminos entonces tenemos que A y B son conexos, que
además son abiertos.
Teniendo en cuenta la Observación 3.3 y el Lema 3.7 tenemos que C está generado por
compactos. Por el Teorema 3.8, como C es Hausdorff y está generado por compactos
entonces tenemos que p es cerrada como aplicación. De tal forma que Im(p) = p(C) es un
conjunto cerrado puesto que C es cerrado en C y p es cerrada.
Veamos que p(A) = B ∩ Im(p). Tomamos y ∈ p(A) entonces existe x ∈ A tal que
p(x) = y. Como x ∈ A entonces x ∈ C y x /∈ p−1(D). Entonces p(x) = y ∈ C y
p(x) /∈ p(p−1(D)) ⊆ D, luego y ∈ B. También y = p(x) ∈ p(C) = Im(p). Rećıprocamente,
tomamos y ∈ B ∩ Im(p) entonces y ∈ C, y /∈ D y existex ∈ C tal que p(x) = y. Como
y /∈ D entonces x ∈ A y p(x) = y ∈ p(A).
En consecuencia, p(A) es cerrado en B. Como A = C \ p−1(D) tenemos que los puntos
de A no son puntos cŕıticos de p, luego p′(z) ̸= 0 para cada z ∈ A. Por el Teorema de la
Función Inversa (Teorema 3.15), para cada x ∈ A con y = p(x), existen entornos abiertos
U de x y V de y tales que p|U : U → V es biyectiva. Luego todo punto y ∈ p(A) tiene
un entorno abierto contenido en p(A), entonces, como B es abierto, p(A) es abierto en B.
Como B es conexo y A ̸= 0, por la Proposición 3.1 concluimos que p(A) = B.
Acabamos de probar que C \D = B = p(A) = p(C \ p−1(D)), o sea que C \D ⊆ Im(p)
y por definición de D también D ⊆ Im(p). De modo que C \D ∪D = C ⊆ Im(p) ⊆ C y
entonces Im(p) = C. □



Caṕıtulo 4

Pruebas basadas en Topoloǵıa
Algebraica

En este cuarto caṕıtulo vamos a presentar tres pruebas del Teorema Fundamental del
Álgebra, la primera está basada en el número de rotación de un lazo, la segunda y tercera
se basan en la teoŕıa del grado de Brouwer en dimensión uno. Para llegar a ellas será
necesario introducir la teoŕıa de homotoṕıa.

Durante la elaboración de este caṕıtulo se valoró incluir la prueba del TFA que se en-
cuentra en [19, Chapter 9] y en Topology [25, Chapter 6] basada en la teoŕıa del grado de
aplicaciones continuas entre n−esferas, también llamado grado de Brouwer. Sin embargo,
dada la extensión y la complejidad de los prerrequisitos necesarios para introducir esta
noción finalmente no se ha incluido en este trabajo. Nos limitaremos a comentar en esta
introducción las ideas en las que se fundamenta. Haciendo uso de la teoŕıa de homoloǵıa, se
calculaŕıa en primer lugarHn(Sn), que es el n−ésimo grupo de homoloǵıa de Sn, resultando
que Hn(Sn) es Z. Nótese que probar esta afirmación es uno de los objetivos del Trabajo de
Fin de Grado de L. González [22]. En segundo lugar se veŕıa como asociar a una aplicación
continua f : Sn → Sn el homomorfismo f∗ : Hn(Sn) → Hn(Sn) para poder extender el
concepto de grado (Definición 4.23) a esferas de mayor dimensión. Con estas nociones, la
estrategia de la demostración consiste en construir una aplicación continua de S2 a S2 a
partir de un polinomio p(Z) ∈ C[Z] no constante, mediante la proyección estereográfica,
y de esta forma aplicar la teoŕıa del grado de Brouwer para deducir que p : C → C es so-
breyectiva. Por los mismos motivos la demostración del art́ıculo de S. K. Stein [41] basada
en teoŕıa de homoloǵıa relativa tampoco se ha incluido en este caṕıtulo.

4.1. Homotoṕıa

A lo largo de este caṕıtulo E,X e Y denotarán espacios topológicos e I el intervalo real
[0, 1].

Para la elaboración de los prerrequisitos se ha seguido las fuentes: Apuntes de la asignatura
Topoloǵıa Algebraica [15], [19, Chapter 9], [30] y [33].

Definición 4.1. Un camino en X es una aplicación continua γ : I → X. El punto γ(0)
se denomina punto inicial u origen del camino y γ(1) se denomina punto final o extremo
del camino.

Definición 4.2. Un camino γ : I → X es cerrado en X si γ(0) = γ(1), es decir, si los
puntos inicial y final coinciden. Un camino cerrado también se llama lazo.
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Definición 4.3. Un camino γ : I → X es simple en X si γ(s) ̸= γ(t) para s ̸= t, o sea,
si no tiene autointersecciones. (Con la excepción de γ(a) = γ(b) para caminos cerrados).

Definición 4.4. Sean γ y δ : I → X dos caminos en X. Decimos que γ es homótopo a
δ relativo a {0, 1} si existe una aplicación continua F : I × I → X tal que

1. F (s, 0) = γ(s) si s ∈ I.

2. F (s, 1) = δ(s) si s ∈ I.

3. F (0, t) = γ(0) = δ(0) si t ∈ I.

4. F (1, t) = γ(1) = δ(1) si t ∈ I.

A la aplicación F se la denomina homotoṕıa de caminos.

Lema 4.5. La relación de ser homótopo relativo a {0, 1} define una relación de equiva-
lencia en el conjunto de caminos en X con origen en x0 y extremo en x1.

Definición 4.6. Consideramos un punto x0 ∈ X y la relación anterior de equivalencia.
Denotamos por π1(X,x0) al conjunto de clases de equivalencia [γ] de lazos γ con base
en x0.

Teorema 4.7. Dados [γ], [δ] ∈ π1(X,x0) la operación definida por [γ] · [δ] = [γ ∗ δ], siendo
∗ la concatenación de caminos, dota al conjunto π1(X,x0) de estructura de grupo. Se
denomina a π1(X,x0) el grupo fundamental de X en el punto x0.

Definición 4.8. Un espacio topológico X es simplemente conexo si es conexo por
caminos y todo lazo es homótopo al lazo constante.

Definición 4.9. Sea f : X → Y una aplicación continua. Tomando x0 ∈ X y sea y0 =
f(x0), definimos el homomorfismo inducido por la aplicación continua f, a la
aplicación f∗ : π1(X,x0) → π1(Y, y0) dada por f∗([σ]) = [f ◦ σ].

Definición 4.10. Sean f, g : X → Y aplicaciones continuas, decimos que f es homótopa
a g si existe una aplicación continua H : X × I → Y tal que H(x, 0) = f(x) y H(x, 1) =
g(x) para cada x ∈ X. Si g es una aplicación constante se dice que f es homotópicamente
nula.

Lema 4.11. Sean p(Z) ∈ C[Z] no constante de grado n > 0 y f : C → C la aplicación
dada por f(z) = zn, se cumple que p : C → C es homótopa a f.

4.2. Aplicación de recubrimiento, número de rotación y gra-
do

Vamos a introducir las nociones de número de rotación y grado de una aplicación.

Definición 4.12. Una aplicación continua ρ : E → X es una aplicación de recu-
brimiento o aplicación recubridora si es sobreyectiva y para todo x ∈ X existe un
entorno abierto U de x tal que ρ−1(U) = ∪i∈IVi con Vi ∩ Vj = ∅ si i ̸= j, para todo i ∈ I
Vi abierto de E y ρ|Vi : Vi → U es un homeomorfismo.

Definición 4.13. Sean ρ : E → X una aplicación de recubrimiento y f : Y → X una
aplicación continua. Un levantamiento de f es una aplicación continua f̃ : Y → E tal
que ρ ◦ f̃ = f.
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Teorema 4.14. Sea ρ : E → X una aplicación de recubrimiento. Dado un camino
σ : I → X con σ(0) = x0, entonces para cada e0 ∈ ρ−1(x0), existe un único camino
σ̃ : I → E tal que σ̃(0) = e0 y ρ ◦ σ̃ = σ. En otras palabras, existe un levantamiento del
camino y es único.

Corolario 4.15. Sean ρ : E → X una aplicación de recubrimiento, x0 ∈ X y e0 ∈ ρ−1(x0).
Si σ, τ : I → X son caminos homótopos en X con σ(0) = τ(0) = x0, entonces sus
levantamientos σ̃, τ̃ : I → E con σ̃(0) = τ̃(0) = e0 también son homótopos en E y además
σ̃(1) = τ̃(1).

Definición 4.16. Sea ρ : R → S1 la aplicación de recubrimiento dada por ρ(s) = e2πis.
Definimos la aplicación N : π1(S1, 1) → Z dada por N([σ]) = σ̃(1) donde σ̃ es el levanta-
miento de σ que empieza en 0, es decir, x0 = 1 y e0 = 0. El número N([σ]) se denomina
número de rotación del lazo σ.

Si σ es un lazo simple en C \ {0}, entonces σ/|σ| es un lazo en S1, lo que nos permite
definir la noción de orientación.

Definición 4.17. Sea σ un lazo simple en C \ {0}. Diremos que σ es un lazo orientado
positivamente si el número de rotación de σ/|σ| es igual a 1.

Intuitivamente, dado un lazo σ : I → C \ {0} el número de rotación de σ/|σ| representa el
“número de vueltas en sentido antihorario” que σ da alrededor del origen.

Teorema 4.18. La aplicación N de la Definición 4.16 es un isomorfismo de grupos entre
π1(S1, 1) y Z.

Definición 4.19. Llamamos campo de vectores (plano) a una aplicación continua
V : R2 → R2. Un punto q ∈ V es singular si V (q) = 0. En caso contrario diremos que es
regular. Denotamos por Sing(V ) al conjunto de puntos singulares de V.

Definición 4.20. Sea V un campo de vectores. Para todo lazo σ : I → R2 \ Sing(V )
definimos el ı́ndice de V con respecto a σ, denotado por Ind(V, σ) como el número de
rotación del lazo fσ : I → S1 dado por fσ(s) = V (σ(s))/|V (σ(s))|.

Teorema 4.21. El Ind(V, σ) = N([fσ]) sólo depende de la clase de homotoṕıa de σ.

Proposición 4.22. Sea h : S1 → X una aplicación continua. Entonces las afirmaciones
siguientes son equivalentes:

1. h es homotópicamente nula.

2. h se extiende a una aplicación continua K : B(0, 1) → X.

Definición 4.23. Sea h : S1 → S1 una aplicación continua, el homomorfismo asociado
h∗ : π1(S1, b0) → π1(S1, h(b0)) puede interpretarse, v́ıa el Teorema 4.18, como un homo-
morfismo h∗ : Z → Z y el valor d = h∗(1) se denomina grado de h.

Teorema 4.24. Sea σ un lazo en C\{0} y g(s) = σ(s)/|σ(s)|. La aplicación g induce v́ıa la
aplicación cociente c : I → S1 dada por c(s) = e2πis, una aplicación continua h : S1 → S1.
Se tiene que N([g]) coincide con el grado de h.

Lema 4.25. Sea f : S1 → S1 la función f(z) = zn con n > 0. Se cumple que el grado de
f es n.
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Proposición 4.26. Sean h, k : S1 → S1 funciones continuas se cumple que:

1. Las funciones h y k son homótopas si y solo si tienen el mismo grado.

2. Si k es una aplicación constante, entonces el grado de k es 0.

Teorema 4.27 (Teorema de Rouché). Sean α, β : I → C lazos tales que |α(t)| < |β(t)|
para todo t ∈ I, entonces β/|β| y (β+α)/|(β+α)| tienen el mismo número de rotación, es
decir, v́ıa la aplicación de paso al cociente c : I → S1 dada por c(s) = e2πis, las respectivas
aplicaciones continuas de S1 en S1 tienen el mismo grado.

4.3. Prueba usando el número de rotación

Esta prueba está basada en las ideas de las pruebas dadas en [19, Chapter 8] y en el art́ıculo
de M. D. Hirschhorn [24]. Dado un polinomio de grado n > 0 con p(0) ̸= 0 podemos
considerar el campo de vectores asociado p : C → C. En la demostración veremos que el
ı́ndice de p respecto a una circunferencia de radio r es una constante independientemente
de r. Por otro lado, veremos que para r pequeño debe ser 0 y para r suficientemente
grande debe ser n llegando a una contradicción. La prueba de este último hecho, no se
presenta de un modo riguroso en las citadas referencias puesto que en ellas se define el
número de rotación como el número de vueltas que da una curva alrededor de un punto
sin más detalles. En la demostración que presentamos en esta sección hemos tratado de
precisar los argumentos, para lo cual hemos necesitado introducir la noción de ı́ndice y
sus propiedades cuidadosamente.

TFA. Sea p(Z) ∈ C[Z] no constante. Entonces existe z0 ∈ C ráız de p(Z).

Demostración. Tomamos p(Z) = anZ
n + an−1Z

n−1 + · · · + a0 un polinomio complejo
de grado n > 0 con a0 ̸= 0. Supongamos que p(z) ̸= 0 para todo z ∈ C. Tenemos que
p como aplicación es un campo de vectores, y con la anterior suposición deducimos que
Sing(p) = ∅. Tomamos r ≥ 0, definimos el lazo σr : I → C dado por σr(s) = re2πis, que no
es más que una circunferencia de radio r y centro el origen recorrida en sentido antihorario y
la aplicación nula para r = 0. Para cada r ≥ 0 consideramos fσr = p(σr)/|p(σr)|, queremos
probar que el número de rotación N([fσr ]) tiene un valor constante independientemente
de r. En otras palabras, queremos ver que existe k ∈ Z tal que para todo r ≥ 0 se tiene
que

N([fσr ]) = Ind(p, σr) = k.

Notemos que todas las circunferencias de radio positivo con centro el origen son homótopas.
Dados r,R ≥ 0, podemos construir la aplicación F : I × I → C dada por

F (s, t) = (1− t)σr(s) + tσR(s),

que es continua y nos da una homotoṕıa entre σr y σR para cualesquiera r,R ≥ 0.
Empleando F construimos la aplicaciónH : I×I → S1 dada por p(F )/|p(F )|. Notemos que
es una aplicación continua por ser composición de continuas y que el denominador no se
anula puesto que hab́ıamos supuesto que p(Z) no teńıa ráıces, luego está bien definida. La
aplicación H nos da una homotoṕıa entre fσr y fσR , luego [fσr ] = [fσR ]. En consecuencia,
como por el Teorema 4.21 el ı́ndice Ind(p, σ) sólo depende de la clase de homotoṕıa de σ,
podemos decir que para todos r,R ≥ 0 se cumple que

N([fσr ]) = Ind(p, σr) = Ind(p, σR) = N([fσR ]).
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Por lo tanto, podemos concluir que N([fσr ]) es constante para todo r ≥ 0.

A continuación vamos a calcular N([fσr ]) para r = 0 y para valores grandes de r. Si
tomamos r = 0 obtenemos que fσ0 = a0/|a0| es un lazo constante en S1. Luego su clase es el
elemento neutro del grupo π1(S1, 1). Sabemos por el Teorema 4.18 que N es homomorfismo
de grupos, y como tal, el neutro tendrá que ir a parar al neutro, es decir, N([fσ0 ]) = 0
que es el neutro de Z. Por lo que, el número de rotación N([fσr ]) de estos lazos debeŕıa
ser cero para cualquier radio.

Tomemos ahora un radio r tan grande como sea necesario. Sabemos que p(z) es homótopa
a zn en C por el Lema 4.11. Si sustituimos z = re2πis tenemos que p(re2πis) es homótopa a
(re2πis)n en C al ser resultado de componer funciones homótopas con una misma función
continua. O sea que p(σr) es homótopa a rne2πnis en C. Si dividimos entre el módulo
llegamos a que p(σr)/|p(σr)| y rne2πnis/|rne2πnis| son lazos homótopos en S1. Aśı que fσr

es homótopo al lazo que denotamos α : I → S1 dada por α(s) = e2πnis. Consideramos la
aplicación de recubrimiento ρ : R → S1 dada por ρ(s) = e2πis. Gracias al Corolario 4.15
podemos decir que los levantamientos de fσr y α por ρ son homótopos y tienen misma
llegada. Para calcular el número de rotación de fσr podemos calcular expĺıcitamente un
levantamiento de α que será más fácil. Debe cumplirse que ρ ◦ α̃ = α por definición
de levantamiento. De tal forma que e2πiα̃(s) = e2πnis, por lo que α̃(s) = ns. Aśı que
N([fσr ]) =

˜fσr(1) = α̃(1) = n.

Concluimos con un absurdo puesto que la constancia del número de rotación obliga a que
n = 0 pero no puede ser porque por hipótesis el grado de p era mayor o igual que 1. □
El número de rotación también puede definirse de manera menos general con variable
compleja, encontramos otra versión de esta prueba en [19, Appendix D]. Otra demostración
similar con una notación diferente se encuentra en Algebraic Topology [23, Chapter 1].

4.4. Prueba usando el grado de aplicaciones entre circunfe-
rencias

La idea de la segunda demostración que presentamos en este caṕıtulo es similar a la idea
de la demostración de la sección anterior. Dado un polinomio de grado n > 0 sin ráıces
construiremos una aplicación de S1 en S1. Calcularemos el grado de esta aplicación de dos
maneras diferentes probando que es simultáneamente 0 y n y llegando a una contradicción.
Esta prueba se encuentra en el libro de J. R. Munkres [33, Caṕıtulo 9]. Además, esta prueba
se presentó en la asignatura de Topoloǵıa Algebraica durante el curso 24/25 impartida por
N. Corral.

TFA. Sea p(Z) ∈ C[Z] no constante. Entonces existe z0 ∈ C ráız de p(Z).

Demostración. Tomamos p(Z) = Zn + an−1Z
n−1 + · · · + a0 un polinomio complejo de

grado n > 0. Supongamos que p(Z) no tiene ninguna ráız, es decir, p(z) ̸= 0 para todo
z ∈ C.
Caso de los coeficientes pequeños

Supongamos que |an−1| + · · · + |a1| + |a0| < 1. Tomamos K : B(0, 1) → S1 la aplicación
definida por

K(z) =
p(z)

|p(z)|
=

zn + an−1z
n−1 + · · ·+ a0

|zn + an−1zn−1 + · · ·+ a0|

donde el denominador no se anula por hipótesis. Definimos h := K|S1 , como h se extiende
a una aplicación continua de B(0, 1) en S1, entonces h es homotópicamente nula por la
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Proposición 4.22. Por tanto, por la Proposición 4.26, el grado de h es igual al grado de
una aplicación constante, que es igual a cero.
Calculemos el grado de h de otro modo. Consideremos la aplicación continua F : S1× I →
S1 dada por

F (z, t) =
zn + t(an−1z

n−1 + · · ·+ a0)

|zn + t(an−1zn−1 + · · ·+ a0)|
.

Notemos que F está bien definida y es continua si zn + t(an−1z
n−1 + · · · + a0) ̸= 0.

Observamos que si zn+ t(an−1z
n−1+ · · ·+a0) = 0, entonces zn = −t(an−1z

n−1+ · · ·+a0).
Por lo que tenemos que para z ∈ S1 se cumpliŕıa que

1 = |zn| = t|an−1z
n−1 + · · ·+ a0| ≤ |an−1z

n−1 + · · ·+ a0| ≤ |an−1|+ · · ·+ |a1|+ |a0| < 1,

lo que es imposible por nuestra hipótesis. Por tanto, F está bien definida y es continua en
S1 × I. tenemos que F (z, 0) = zn/|zn| = zn dado que |zn| = 1 y F (z, 1) = h(z). De lo que
deducimos que zn y h(z) son funciones homótopas en S1 y, por tanto, por la Proposición
4.26 tienen el mismo grado. Pero esto es una contradicción porque haciendo uso del Lema
4.25 razonamos que el grado de zn es n ̸= 0 que es el grado de h.
Caso general
Dado p(z) = zn + an−1z

n−1 + · · · + a0, tomando c > 0 y haciendo el cambio de variable
z = cx, tenemos que p(cx) = (cx)n + an−1(cx)

n−1 + · · ·+ a0. Podemos considerar

q(x) =
p(cx)

cn
= xn +

an−1

c
xn−1 + · · ·+ a1

cn−1
x+

a0
cn

.

El punto x = x0 es una ráız de q(X) si y solo si z0 = c ·x0 es una ráız de p(Z). Si tomamos
c suficientemente grande de forma que

|an−1

c
|+ |an−2

c2
|+ · · ·+ | a1

cn−1
|+ |a0

cn
| < 1

entonces estamos en las condiciones del Caso de los coeficientes pequeños. □

4.5. Prueba usando el Teorema de Rouché

Si usamos el Teorema de Rouché (Teorema 4.27), podemos simplificar las pruebas de las
dos secciones anteriores eligiendo de manera adecuada los lazos α y β. Esta prueba se
encuentra en [19, Appendix D].

TFA. Sea p(Z) ∈ C[Z] no constante. Entonces existe z0 ∈ C ráız de p(Z).

Demostración. Tomamos p(Z) = anZ
n + an−1Z

n−1 + · · · + a0 un polinomio complejo
de grado n > 0 con a0 ̸= 0. Supongamos que p(Z) no tiene ráıces. Definimos la aplicación
continua pr : S1 → S1 dada por pr(z) = p(rz)/|p(rz)| donde r ≥ 0. La aplicación está bien
definida por no tener p(Z) ráıces. Podemos dar la aplicación H : S1 × I → S1 dada por
H(z, t) = p(rtz)/|p(rtz)|, que al igual que la anterior, está bien definida y es continua por
ser composición de funciones continuas. Esta aplicación H nos da una homotoṕıa entre
pr(z) y la aplicación constante p0(z) = a0/|a0|. De esta manera, por la Proposición 4.26
obtenemos que pr(z) tiene el mismo grado que p0(z), es decir, 0.
Si fijamos un radio R > máx (1,

∑n−1
k=0 |ai|/|an|), se tiene que

|an−1z
n−1 + · · ·+ a0| ≤

n−1∑
k=0

|ak||z|k ≤ (

n−1∑
k=0

|ak|)|z|n−1 < |an||z|n,
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para todo z con |z| = R. Definimos los lazos β, α : I → C dados por β(t) = an(Re2πit)n

y α(t) = a0 + · · · + an−1(Re2πit)n−1. Por la desigualdad anterior |α(t)| < |β(t)| para
todo t ∈ I. Aplicando el Teorema de Rouché (Teorema 4.27) razonamos que β/|β| y
(α+β)/(|α+β|) tienen el mismo número de rotación, y v́ıa la aplicación cociente c : I → S1
dada por c(s) = e2πis podremos construir aplicaciones continuas que denotamos βc y
(α+ β)c de S1 a S1 que tienen el mismo grado.
Se comprueba que βc(z) = zn y por el Lema 4.25 afirmamos que tiene grado n. Se com-
prueba también que (α+ β)c(z) = pR(z). Es decir, el grado de pR es n, pero previamente
hemos visto que su grado es 0. Lo que nos lleva a una contradicción. □



Caṕıtulo 5

Pruebas basadas en Variable
Compleja

En este quinto caṕıtulo presentamos siete demostraciones del Teorema Fundamental del
Álgebra, todas ellas serán consecuencia de principales resultados de la teoŕıa de variable
compleja, que se podrán aplicar gracias a la holomorf́ıa de las funciones polinomiales. En
concreto presentaremos pruebas basadas en el Teorema de Liouville y una variante de ella
aplicando el Teorema del Valor Medio Integral, el Teorema Integral de Cauchy, el Principio
del Mı́nimo, el Principio del Argumento, el Teorema de Rouché y el Pequeño Teorema de
Picard.
Durante este caṕıtulo U denotará un subconjunto abierto de C y Ω una región de C, o
sea, un subconjunto abierto y conexo de C.

5.1. Holomorf́ıa

A continuación se enuncian los resultados correspondientes a variable compleja que serán
necesarios para las demostraciones de este caṕıtulo. Para la elaboración de los mismos se
han consultado las siguientes fuentes: Complex Variables [6], Complex analysis [7] (en los
que están basados los apuntes de C. Beltrán de la asignatura de Variable Compleja del
Grado), [21], y el Teorema 5.28 del libro Real and Complex Analysis [39, Theorem 16.22].
Comenzaremos recordando la noción de holomorf́ıa y los conceptos básicos relacionados.

Definición 5.1. Sean f : U → C una función y z0 un punto de U. Se dice que f es
derivable en z0 si existe y es finito el ĺımite

ĺım
w→0

f(z0 + w)− f(z0)

w
.

Dicho ĺımite se denomina derivada de f en z0 y se denota por f ′(z0).

Lema 5.2. Sea f : U → C una función derivable en z0 y f ′(z0) = L con L ̸= 0, entonces
1/f(z) es derivable en z0 y (1/f(z))′ = −f ′(z0)/(f(z0))

2.

Definición 5.3. Sea f : U → C una función. Se dice que f es holomorfa en U si es
derivable en todo punto de U.

Proposición 5.4. Sea f : U → C una función compleja. Si f es derivable en el punto
z0 ∈ U, entonces f es continua en z0. Como consecuencia, si f es holomorfa en U, entonces
f es continua en U.

38
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Teorema 5.5 (Condiciones de Cauchy-Riemann). Sea f : U → C una función dada por
f(z) = f(a + bi) = u(a, b) + iv(a, b). Es condición necesaria y suficiente para que f sea
derivable en (a, b) ∈ U que las funciones u y v sean diferenciables en el punto (a, b) y que
se verifiquen las ecuaciones de Cauchy-Riemann (3.1).

Definición 5.6. Una función φ : Ω → R es armónica si su laplaciano se anula en todo
punto de Ω, es decir, si ∆φ =

(
∂2φ/∂x2

)
+
(
∂2φ/∂y2

)
= 0.

Teorema 5.7. Sea f = u(x, y) + iv(x, y) : Ω → C una función holomorfa en Ω, entonces
sus partes reales e imaginarias u y v son funciones armónicas.

Definición 5.8. Una función f : C → C se dice que es entera si es holomorfa en C.

Observación 5.9. Todo polinomio complejo es una función entera.

Proposición 5.10. La función exponencial es entera.

Observación 5.11. Cualquier determinación del logaritmo complejo es una función ho-
lomorfa en su dominio.

5.2. Teorema Integral de Cauchy y sus consecuencias

A continuación enunciamos el teorema integral de Cauchy junto con algunas de sus con-
secuencias directas.

Teorema 5.12 (Teorema Integral de Cauchy). Sean f : Λ → C una función holomorfa
con Λ un subconjunto de C simplemente conexo y γ un lazo contenido en Λ. Entonces se
tiene que ∫

γ
fdz = 0.

Definición 5.13. Sean f : Ω → C una función holomorfa en un entorno del punto z0 ∈ C
y k ∈ N. Se dice que f tiene un cero de orden o multiplicidad k en el punto z0 si

f(z0) = f ′(z0) = · · · = f (k−1)(z0) = 0 y f (k)(z0) ̸= 0.

Se llama Z(f) = {a ∈ Ω : f(a) = 0} al conjunto formado por los ceros de f. La
multiplicidad del cero de f en a se denotará por m(f, a).

Enunciamos teoremas que emplearemos en las cuatro primeras pruebas del TFA de este
caṕıtulo.

Teorema 5.14 (Teorema de Liouville). Sea f : C → C entera. Si f está acotada, entonces
f es constante.

Teorema 5.15 (Teorema del Valor Medio Integral). Sean f : U → C holomorfa y Br(z0)
un disco de radio r > 0 y con centro en z0 contenido en U. Tomando la parametrización
γ(t) = z0 + reit, 0 ≤ t ≤ 2π, en ∂Br(z0) se tiene que

f(z0) =
1

2π

∫ 2π

0
f(z0 + reit)dt y |f(z0)| ≤ máx

w∈∂B(z0,r)
|f(w)|.

Teorema 5.16 (Principio del Módulo Mı́nimo). Sea f : Ω → C holomorfa. Si la función
f presenta un mı́nimo local en algún punto z0 ∈ Ω, es decir, si existe un entorno V de z0
con V ⊆ Ω de modo que |f(z0)| ≤ |f(z)| para todo z ∈ V, entonces o f es constante en Ω
o f tiene un cero en Ω.



40 5.3. FUNCIONES MEROMORFAS

5.3. Funciones meromorfas

Recordamos la noción de punto singular y el concepto de función meromorfa.

Definición 5.17. Sea f : U → C una función holomorfa excepto en el punto z0 ∈ U. Se
dice que f tiene una singularidad aislada en el punto z0.
Si |f(z)| → ∞ cuando z → z0, decimos que la singularidad es polar o que z0 es un polo
de la función f.

Teorema 5.18. Sea f : U → C una función holomorfa con una singularidad en z0 ∈ U,
entonces f tiene un polo en z0 si y solo si existe m ∈ N tal que (z − z0)

mf(z) tiende a un
número finito distinto de cero cuando z → z0. Este número m es el orden o multiplicidad
del polo.

Definición 5.19. Sea f : U → C una función holomorfa. Se llama

P (f) = {b ∈ U : b es un polo de f}

al conjunto formado por los polos de f. La multiplicidad del polo de f en b ∈ U se
denotará por n(f, b).

Definición 5.20. Sea X localmente compacto y Hausdorff. Decimos que la compactifica-
ción por un punto de X es el espacio topológico X̂ que se define de la siguiente manera.
Tomamos ∞ un elemento que no está en X, definimos X̂ := X ∪ {∞} con la topoloǵıa
τ = {subconjuntos abiertos de X} ∪ {U ⊆ X̂ : X̂ \ Ues un subconjunto compacto de X}.

Teorema 5.21. El espacio X̂ descrito en la definición anterior es compacto.

Definición 5.22. Como C es localmente compacto y Hausdorff, podemos considerar su
compactificación por un punto que denotamos por Ĉ := C ∪ {∞} y denominamos esfera
de Riemann o plano complejo ampliado.

Definición 5.23. Sea N = (0, 0, 1) el polo norte de la esfera S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 +
y2+ z2 = 1}. Identificamos C con el plano z = 0 y llamamos proyección estereográfica
a la aplicación Π : S2 → Ĉ dada por

1. Si p = (x, y, z) ∈ S2 con p ̸= N, entonces Π(p) es el resultado de proyectar p sobre C
desde N, es decir, la intersección con el plano z = 0 de la recta que pasa por N y p.

2. Se define Π(N) = ∞.

Teorema 5.24. La proyección estereográfica Π es un homeomorfismo entre S2 y Ĉ.

Empleando la compactificación de C, ver Definición 5.22 podemos establecer la noción de
función meromorfa.

Definición 5.25. Sean U un abierto en Ĉ y f : U → Ĉ una aplicación, se dice que f es
una función meromorfa en U si:

1. f es continua en U.

2. A = {a ∈ U : f(a) = ∞} es un conjunto de puntos aislados en U (es decir, A′∩U =
∅).

3. La función f : U \ (A ∪ {∞}) → C es holomorfa.



CAPÍTULO 5. PRUEBAS BASADAS EN VARIABLE COMPLEJA 41

Concluimos los prerrequisitos con tres teoremas, cada uno de los cuales emplearemos
emplearemos en una demostración diferente del TFA.

Teorema 5.26 (Principio del Argumento). Sea f : U → C una función meromorfa y no
constante en U y γ un lazo simple, orientado positivamente contenido en U y que no pasa
por ninguno de los ceros ni de los polos de f, entonces se tiene que

1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz =

∑
a∈Z(f)∩D

m(f, a)−
∑

b∈P (f)∩D

n(f, b),

donde D es la componente acotada de C\γ, es decir, la integral de f ′(z)/2πif(z) sobre γ
es igual al número de ceros de f menos el número de polos de f en D contados con sus
respectivas multiplicidades.

El Teorema 4.27 admite una versión en la teoŕıa de variable compleja que, en lugar del
grado, relaciona el número de ceros de las funciones holomorfas.

Teorema 5.27 (Teorema de Rouché). Sean f, g : Ω → C funciones holomorfas y γ un
camino cerrado simple contenido en Ω. Si |f(z)| > |g(z)| a lo largo de γ, entonces se
cumple que ∑

a∈Z(f+g)∩D

m(f + g, a) =
∑

a∈Z(f)∩D

m(f, a),

donde D es la componente acotada de C\γ, es decir, f y f + g tienen el mismo número
de ceros contando con su multiplicidad en D.

Concluimos con el pequeño teorema de Picard que nos dice que si una función entera no
admite dos valores debe ser constante.

Teorema 5.28 (Pequeño Teorema de Picard). Sea f : C → C una función entera y
a, b ∈ C con a ̸= b tales que a, b /∈ Im(f). Entonces f es constante.

5.4. Prueba usando el Teorema Integral de Cauchy

En esta demostración supondremos que hay un polinomio no constante sin ráıces en C y
con dicho polinomio construiremos una función continua en R, estrictamente positiva en
todo punto de R, pero, usando el Teorema Integral de Cauchy, se prueba que tiene integral
nula en R, llegando a una contradicción. Esta prueba se encuentra en [19, Appendix C].
En el art́ıculo de R. P. Boas Jr. [11] se puede encontrar una demostración similar, pero se
considera un camino de integración diferente.

TFA. Sea p(Z) ∈ C[Z] no constante. Entonces existe z0 ∈ C ráız de p(Z).

Demostración. Tomamos p(Z) un polinomio complejo de grado n > 0 y suponemos
que no tiene ráıces en C. Razonando de igual forma que en el Teorema 2.29, tenemos
que g(Z) = p(Z)p(Z) es un polinomio de grado par con coeficientes reales y sin ráıces
complejas. Además g(x) = |p(x)|2 para x ∈ R. Como 1/g(z) es entera en C, por el
Teorema Integral de Cauchy (Teorema 5.12) y dado r > 0∫ r

−r

dx

|p(x)|2
+

∫
γr

dz

g(z)
= 0
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Figura 5.1: Camino cerrado definido por [−r, r] y γr.

donde γr(t) = reit con t ∈ [0, π], es el semićırculo de radio r y centro 0 recorrido en sentido
antihorario (ver Figura 5.1). Por el Lema 1.23, se cumple que

|g(z)|−1 ≤ 4

|an|2|z|2n

para |z| ≥ r, con r suficientemente grande. Entonces si se considera que∣∣∣∣∫
γr

dz

g(z)

∣∣∣∣ ≤ máx
z∈γr

∣∣∣∣ 1

g(z)

∣∣∣∣πr ≤ π
4

|an|2r2n−1
,

se tiene que

ĺım
r→∞

∫
γr

dz

g(z)
= 0

porque n > 0. Pero entonces deducimos que

ĺım
r→∞

∫ r

−r

dx

|p(x)|2
= 0.

Cosa que es imposible debido a que para cada x ∈ R se tiene que |p(x)|2 > 0. □

5.5. Prueba usando el Teorema de Liouville

La idea de la demostración es razonar por reducción al absurdo suponiendo que un poli-
nomio no constante no tiene ráıces en C, eso nos permite construir una función entera no
constante y acotada contradiciendo el Teorema de Liouville. Esta prueba se encuentra en
[6, Chapter 2], en [7, Chapter 5] y en [19, Chapter 5]. Además también se presentó en la
asignatura de Variable Compleja impartida por J.M. Herrera durante el curso 22/23.

TFA. Sea p(Z) ∈ C[Z] no constante. Entonces existe z0 ∈ C ráız de p(Z).

Demostración. Por la Observación 5.9, p(z) con z ∈ C define una función entera. Por
reducción al absurdo, suponemos que p(Z) no tiene ráıces en C. Por lo tanto, f(z) = 1/p(z)
define una función entera. Por el Lema 1.23, |p(z)| → ∞ cuando |z| → ∞, luego |f(z)| → 0
cuando |z| → ∞. Empleando este hecho, la Proposición 5.4 y el Teorema 1.20, concluimos
que f(z) está acotada. Por el Teorema de Liouville (Teorema 5.14), esto implica que f(z),
y por tanto p(z), son constantes, generando una contradicción. □
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En la demostración anterior en lugar de aplicar el Teorema ed Liouville a la función f
para llegar a una contradicción podemos aplicar el Teorema del Valor Medio Integral
(Teorema 5.15). Por este teorema se tiene que

|f(0)| ≤ máx
∂B(0,r)

|f(z)|.

Por el Lema 1.23, se tiene que |f(z)| → 0 cuando |z| → ∞, lo que quiere decir que f(0) = 0,
contradiciendo que f(0) = 1/p(0) ̸= 0.
Este razonamiento se encuentra en una prueba de [19, Appendix C].

5.6. Prueba usando el Principio del Mı́nimo

La demostración de esta sección es similar a la presentada en la Sección 1.5, se emplea un
razonamiento similar al Lema 1.24, pero se concluye de un modo más directo empleando
el Principio del Módulo Mı́nimo. Esta prueba se encuentra en [19, Appendix C] y en [7,
Answers, Chapter 6].

TFA. Sea p(Z) ∈ C[Z] no constante. Entonces existe z0 ∈ C ráız de p(Z).

Demostración. Dado r > 0 y B(0, r), denotamos aśı la bola cerrada de centro 0 y radio
r. Cada B(0, r) es compacto y como p(z) es continua, |p(z)| alcanza el mı́nimo en algún
punto zr ∈ B(0, r), por el Teorema 1.20. Como |p(z)| → ∞ cuando |z| → ∞ y como en la
demostración del Lema 1.24, podemos probar que el mı́nimo no está en la frontera para
R suficientemente grande, es decir, zR ∈ B(0, R).
Por tanto, hemos deducido que |p(zR)| < |p(z)| para todo z ∈ B(0, R). Dado que zR está
en el interior, existe ε > 0 tal que B(zR, ε), la bola cerrada con radio ε y centro zR que
está contenida en B(0, R). Sin embargo, p(z) es entera, luego en particular, es holomorfa
en B(zR, ε), aśı que, |p(zR)| ≤ |p(z)| para todo z ∈ B(zR, ε). O sea que p(z) presenta un
mı́nimo local. Por el Principio del Mı́nimo (Teorema 5.16), se concluye que o p(zR) = 0
o p(z) es constante en C. Como p(z) no es constante, se cumple que p(Z) tiene una ráız
compleja. □

5.7. Prueba usando el Principio del Argumento

En esta sección probaremos que un polinomio de grado n tiene exactamente n ráıces
complejas. Para ello aplicaremos el Principio del Argumento al polinomio dado y luego n
veces, al polinomio Z y calcularemos la diferencia entre ambas integrales para concluir la
demostración. Esta demostración se encuentra en el art́ıculo de P.C. Rosenbloom [37].

TFA. Sea p(Z) ∈ C[Z] no constante con grado n. Entonces p(Z) tiene exactamente n
ráıces complejas.

Demostración. Sabemos que p(z) es una función entera, luego no tiene polos. Dado
r > 0 suficientemente grande, podemos razonar por el Principio del Argumento (Teorema
5.26) que

1

2πi

∫
∂B(0,r)

p′(z)

p(z)
dz =

∑
a∈Z(p)∩B(0,R)

m(p, a)

donde ∂B(0, r) es el ćırculo de centro 0 y radio r con orientación contraria a las agujas del
reloj. Denotamos por N, al miembro de la derecha de la igualdad anterior. Si consideramos
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la integral de n/z sobre ∂B(0, r) dividida entre 2πi observamos que es igual a n por el
Principio del Argumento y porque Z tiene un único cero en B(0, r), es decir,

1

2πi

∫
∂B(0,r)

n

z
dz = n.

Si consideramos la diferencia entre estas funciones, tenemos que

N − n =
1

2πi

∫
∂B(0,r)

(
p′(z)

p(z)
− n

z
)dz =

1

2πi

∫
∂B(0,r)

zp′(z)− np(z)

zp(z)
dz.

El numerador de la fracción tiene como mucho grado n− 1, mientras que el denominador
tiene grado n+ 1. Por lo tanto, para r suficientemente grande∣∣∣∣∣

∫
∂B(0,r)

zp′(z)− np(z)

zp(z)
dz

∣∣∣∣∣ ≤ 2πr máx
∂B(0,r)

∣∣∣∣zp′(z)− np(z)

zp(z)

∣∣∣∣ ≤ 2πr
M

r2
=

2πM

r

para algún M > 0. Por lo que, si hacemos tender r a infinito obtenemos que N − n = 0 y
por lo tanto N = n. □

5.8. Prueba usando el Teorema de Rouché

En esta sección, probaremos que dado un polinomio de grado n, este tiene exactamente n
ráıces complejas. Para ello aplicaremos el Teorema de Rouché al polinomio formado por
el n−ésimo coeficiente y al polinomio formado por todos los coeficientes salvo el n−ésimo
del polinomio dado. De esa manera podremos averiguar la cantidad de ceros del polinomio
inicial. Esta demostración se encuentra en [7, Answers, Chapter 10] y también se presentó
en la asignatura de Variable Compleja impartida por J.M. Herrera durante el curso 22/23.

TFA. Sea p(Z) ∈ C[Z] no constante con grado n. Entonces p(Z) tiene exactamente n
ráıces complejas.

Demostración. Tomamos p(Z) = anZ
n + an−1Z

n−1 + · · · + a0 un polinomio de grado
n > 0 y denotamos por q(Z) = anZ

n y r(Z) = an−1Z
n−1+· · ·+a0, luego p(z) = q(z)+r(z).

Como en la demostración de la Sección 4.5, comprobamos que para R > 0 suficientemente
grande, dentro de la curva ∂B(0, R) se tiene que

|an−1z
n−1 + · · ·+ a0| < |an||z|n.

Entonces tenemos que |r(z)| < |q(z)|, lo que significa por el Teorema de Rouché (Teorema
5.27), aplicando que f(z) = q(z) y g(z) = r(z) concluimos que q(z) y q(z) + r(z) = p(z)
tienen el mismo número de ceros en B(0, R). Por ello, se tiene que∑

a∈Z(p)∩B(0,R)

m(p, a) = m(q, 0) = n,

esto quiere decir que p(Z) tiene también exactamente n ráıces dentro del disco contadas
con su multiplicidad. □
Esta prueba es parecida a la de la Sección 4.5. En ambas hay que hacer el mismo cálculo
para aplicar su correspondiente Teorema de Rouché, pero en esta se cuentan directamente
los ceros de una función holomorfa y en la otra se calcula el grado de una función continua
de dos maneras distintas para llegar a una contradicción.
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5.9. Prueba usando el Pequeño Teorema de Picard

La última prueba de este caṕıtulo consiste en razonar por reducción al absurdo y suponer
que un polinomio no constante no tiene ráıces en C. De esa manera, el 0 no pertenece a
la imagen de la aplicación polinomial. A partir de esta premisa, probaremos que existe
otro punto que no puede pertenecer a la imagen. Aśı, podremos aplicar el Pequeño Teo-
rema de Picard y llegar a una contradicción. Esta prueba se encuentra en el art́ıculo de
R. P. Boas Jr. [10].

TFA. Sea p(Z) ∈ C[Z] no constante. Entonces existe z0 ∈ C ráız de p(Z).

Demostración. Supongamos que p(Z) no tiene ráıces. Sabemos que p(z) es entera y
en particular continua por la Observación 5.9 y la Proposición 5.4. Por el Lema 1.23 se
puede afirmar que existe un radio R > 0 suficientemente grande para el que |p(z)| > 1
para todo |z| > R. Veamos que p(z) no toma uno de los valores 1/k con k ∈ N≥1.
Supongamos que toma todos los valores 1/k para todo k ∈ N≥1. Entonces estamos diciendo
que existen zk ∈ C tales que p(zk) = 1/k para todo k ∈ N≥1 y todos ellos tendrán que estar
dentro del disco de radio R. Como (zk)

∞
k=0 es una sucesión acotada, por el Teorema de

Bolzano-Weierstrass (Teorema 3.10) admite una subsucesión convergente, es decir, existe
w ∈ B(0, R) tal que zkl → w cuando l → w. Como p es continua, se tiene que

p(w) = ĺım
l→∞

p(zkl) = ĺım
l→∞

1

kl
= 0.

Pero es absurdo porque hab́ıamos dicho que 0 /∈ Im(p). Luego acabamos de ver que no
pueden estar en la imagen ni el 0 ni el 1/m para algún m ∈ N≥1. Y por el Teorema de
Picard (Teorema 5.28) deducimos que p(z) ha de ser constante, lo que es una contradicción.
□



Caṕıtulo 6

Prueba basada en Geometŕıa
Diferencial

En este último caṕıtulo se presentará una misma demostración del Teorema Fundamental
del Álgebra con variantes en las construcciones y en los razonamientos. A partir de un
polinomio no constante sin ráıces veremos dos formas diferentes de construir una métrica
de Riemann de la esfera S2. Con estas métricas probaremos dos lemas auxiliares que
emplearemos para razonar por reducción al absurdo de dos maneras distintas.
Este caṕıtulo está basado en los art́ıculos de J. M. Almira y A. Romero Sarabia [2] y [3].

6.1. Geometŕıa de Riemann

Comenzamos introduciendo algunas nociones básicas de geometŕıa de Riemann, para lo
cual se han utilizado las siguientes fuentes: Differential geometry of curves & surfaces [12],
Foundations of differential geometry. Vol I [27, Chapter IV and VI] y el teorema de Gauss
Bonnet (Teorema 6.10) de Introduction to Riemannian manifolds [31, Theorem 9.7].

Definición 6.1. Una superficie abstracta (variedad diferenciable de dimensión 2) es
un conjunto S dotado de una familia de aplicaciones inyectivas xα : Uα → S definidas en
conjuntos abiertos Uα ⊆ R2 con valores en S tales que:

1.
⋃

α xα(Uα) = S.

2. Para cada pareja α, β con xα(Uα) ∩ xβ(Uβ) = W ̸= ∅, tenemos que x−1
α (W ) y

x−1
β (W ) son conjuntos abiertos en R2 y x−1

β ◦xα, x
−1
α ◦xβ son aplicaciones diferen-

ciables.

Cada aplicación xα se llama carta y la inversa de una compuesta con otra, se denomina
cambio de cartas.

Definición 6.2. Sea S una superficie abstracta. Entonces una aplicación diferenciable
γ : (−ϵ, ϵ) → S se denomina una curva sobre S. Supongamos que γ(0) = p y sea D el
conjunto de las funciones sobre S que son diferenciables en p. El vector tangente a la
curva γ en t = 0 es la función γ′(0) : D → R definida por

γ′(0)(f) =
d(f ◦ γ)

dt
|t=0, f ∈ D.

Un vector tangente en un punto p ∈ S es el vector tangente en t = 0 a alguna curva
γ : (−ϵ, ϵ) → S con γ(0) = p.

46
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Se tiene que el conjunto de los vectores tangentes en p, con las operaciones usuales, es
un espacio vectorial de dimensión dos que se denomina el espacio tangente de S en
p y denotamos por Tp(S). La elección de una parametrización x : U → S en torno a p
determina una base asociada {∂x/∂u(q), ∂x/∂v(q)} de Tq(S) para todo q ∈ x(U).

Definición 6.3. Una superficie de Riemann o variedad riemanniana de dimensión
dos, es una superficie abstracta S tal que para cada p ∈ S existe producto interior ⟨ , ⟩p
en cada Tp(S), que vaŕıa diferenciablemente con respecto a p en el sentido siguiente: Para
alguna (por tanto, para toda) parametrización x : U → S en torno a p, las funciones

E(u, v) =

〈
∂

∂u
,
∂

∂u

〉
, F (u, v) =

〈
∂

∂u
,
∂

∂v

〉
, G(u, v) =

〈
∂

∂v
,
∂

∂v

〉
son funciones diferenciables en U . El producto interior ⟨ , ⟩ se denomina habitualmente
una métrica riemanniana o métrica de Riemann sobre S.

Sea S una superficie de Riemann con la parametrización x : U → S, podemos definir con
ecuaciones impĺıcitas los śımbolos de Christoffel efectuando el producto interior de las
derivadas parciales de x del siguiente modo:

Γ1
11E + Γ2

11F =
〈
∂2x
∂u2 ,

∂x
∂u

〉
= 1

2
∂E
∂u ,

Γ1
11F + Γ2

11G =
〈
∂2x
∂u2 ,

∂x
∂v

〉
= ∂F

∂u − 1
2
∂E
∂v ,

Γ1
12E + Γ2

12F =
〈

∂2x
∂u∂v ,

∂x
∂u

〉
= 1

2
∂E
∂v ,

Γ1
12F + Γ2

12G =
〈

∂2x
∂u∂v ,

∂x
∂v

〉
= 1

2
∂G
∂u ,

Γ1
22E + Γ2

22F =
〈
∂2x
∂v2

, ∂x∂u

〉
= ∂F

∂v − 1
2
∂G
∂u ,

Γ1
22F + Γ2

22G =
〈
∂2x
∂v2

, ∂x∂v

〉
= 1

2
∂G
∂v .

A partir de los śımbolos de Christoffel obtenemos una expresión para definir la curvatura
de Gauss K de S :

∂Γ2
12

∂u
− ∂Γ2

11

∂v
+ Γ1

12Γ
2
11 + Γ2

12Γ
2
12 − Γ2

11Γ
2
22 − Γ1

11Γ
2
12 = −EK.

Veamos una forma más sencilla de calcular K bajo ciertas condiciones.

Definición 6.4. Sean S una superficie de Riemann y x : U ⊆ R2 → S una parametriza-
ción, decimos que es una parametrización isoterma si E = G > 0 y F = 0.

Proposición 6.5. Sea S una superficie de Riemann. Si x : U ⊆ R2 → S es una parame-
trización que es isoterma, entonces

K = − 1

2λ
∆(lnλ),

donde E = G = λ y ∆φ representa el laplaciano de la función φ.

Sigamos con la definición de derivada covariante de un campo vectorial.
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Definición 6.6. Un campo vectorial (tangente) en un conjunto abierto U ⊂ S de una
superficie de Riemann S es una correspondencia w : U → ∪p∈UTp(U). El campo vectorial
w es diferenciable en p si, para alguna parametrización x(u, v) en p, las componentes
a y b de w = a∂x/∂u + b∂x/∂v con respecto a la base {∂x/∂u, ∂x/∂v} son funciones
diferenciables en p. Si w es diferenciable en cada p ∈ U entonces w es diferenciable en U .

Se puede definir la derivada covariante de un campo vectorial a lo largo de curvas en
función de los śımbolos de Christoffel como

Dw

dt
= (a′ + Γ1

11a
′ + Γ1

12av
′ + Γ1

12bu
′ + Γ1

12bv
′)
∂x

∂u

+ (b′ + Γ2
11a

′ + Γ2
12av

′ + Γ2
12bu

′ + Γ2
22bv

′)
∂x

∂v
.

Una geodésica es una curva tal que el campo de sus vectores tangentes tiene derivada
covariante igual a cero.

Intuitivamente, una curva geodésica es aquella que “no se curva” vista desde la propia
superficie.

Definición 6.7. Decimos que una triangulación de una superficie S es una familia
finita T = {Ti : i ∈ {1, 2, . . . , n}}, tal que:

1.
⋃n

i=1 Ti = S.

2. Cada Ti es homeomorfo a un triángulo del plano R2.

3. Si Ti ∩ Tj ̸= ∅, para i ̸= j entonces o bien Ti ∩ Tj es un lado común a Ti y a Tj , o
bien un vértice común a Ti y a Tj .

Dada una triangulación T de una superficie S, denotaremos por C al número de triángulos
(caras), por L al número de lados (aristas), y por V al número de vértices de la triangu-
lación. El número

C − L+ V = χ

se denomina la caracteŕıstica de Euler-Poincaré de la triangulación.

Proposición 6.8. La caracteŕıstica de Euler-Poincaré no depende de la triangulación. Es
un invariante topológico.

Proposición 6.9. La caracteŕıstica de Euler-Poincaré de la esfera es 2.

El teorema de Gauss-Bonnet 6.10 será clave para la primera demostración de la Sección 6.3.

Teorema 6.10 (Teorema de Gauss-Bonnet). Sea S es una superficie de Riemann com-
pacta que admite triangulación. Entonces∫

S
K dA = 2πχ(S)

donde dA es el elemento de área y χ(S) es la caracteŕıstica de Euler-Poincaré de la su-
perficie.

Observación 6.11. Si consideramos el teorema anterior sobre la esfera obtenemos que∫
S2 K dA = 4π, puesto que χ(S2) = 2.
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Definición 6.12. Una superficie de Riemann S es completa si para cada punto p ∈ S,
cualquier geodésica parametrizada γ : [0, ϵ) → S de S, que comience en p = γ(0), puede
prolongarse a una geodésica parametrizada γ : R → S.

Las geodésicas del plano eucĺıdeo son las rectas contenidas en él. Luego pueden prolongarse
a todo R y aśı el plano es completo. La esfera S2 es una superficie completa por la siguiente
proposición.

Teorema 6.13. Una superficie de Riemann compacta es completa.

El siguiente teorema será imprescindible para la segunda demostración de la Sección 6.3.

Teorema 6.14. Cualesquiera dos superficies de Riemann conexas, simplemente conexas
y completas de curvatura constante K son isométricas entre śı.

6.2. Construcciones de la métrica de Riemann

El objetivo de esta sección es construir una métrica de Riemann para la esfera S2 a partir
de un polinomio sin ráıces en C. Para ello, primero, construiremos la esfera como una
superficie de Riemann. La idea es hacerlo mediante dos proyecciones estereográficas, una
desde el polo norte y otra desde el polo sur.
Podemos identificar R2 con C y a la esfera S2 (esfera de Riemann (Definición 5.22))
con Ĉ mediante la proyección estereográfica 5.23. Tomamos U = {p ∈ Ĉ : p ̸= ∞},
V = {q ∈ Ĉ : q ̸= 0} y sus correspondientes cartas xU : C → U y xV : C → V dadas
por xU(p) = p y xV(q) = 1/q respectivamente. Se comprueba que {(C,xU ), (C,xV )}
cumplen todas las condiciones para que la esfera de Riemann sea una superficie abstracta
con cambio de cartas xV

−1 ◦ xU : U ∩ V → U ∩ V dada por xV
−1 ◦ xU(z) = 1/z.

Podemos definir una métrica de Riemann sobre Ĉ considerando λ(z)|dz|2 sobre U con
dz = dx+ idy y µ(w)|dw|2 sobre V con dw = dx̃+ idỹ. Siendo λ, µ funciones C∞, ambas
positivas y además imponiendo la condición de que µ(1/z)/|z|4 = λ(z) sobre U∩V. Debido
a que si tomamos w = 1/z con el cambio de cartas obtenemos que

µ(w)|dw|2 = µ

(
1

z

) ∣∣∣∣d(1

z

)∣∣∣∣2 = µ

(
1

z

) ∣∣∣∣−1

z2
dz

∣∣∣∣2 = 1

|z|4
µ

(
1

z

)
|dz|2.

Tenemos dos formas de construir la métrica, la primera de ellas es algebraica y se presenta
en el siguiente lema.

Lema 6.15. Si existe un polinomio irreducible p(Z) de grado n > 1. Entonces existe
una métrica de Riemann g en la esfera S2 tal que su curvatura de Gauss, Kg, se anula
idénticamente.

Demostración. Supongamos que p(Z) es un polinomio irreducible de grado n > 1. Esto
implica que el cociente A := C[Z]/⟨p(Z)⟩ es un cuerpo por la Observación 2.24. Además,
la aplicación τ : Cn → A dada por

τ(a0, . . . , an−1) = a0 + a1Z + · · ·+ an−1Z
n−1 + ⟨p(Z)⟩

define un isomorfismo de espacios vectoriales complejos. En particular, se cumple que si
denotamos por Bc = {e1, . . . , en} a la base canónica de Cn, entonces

β = {τ(e1), . . . , τ(en)}
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es una base de A. Además, tenemos que τ(−w, 1, 0, . . . , 0), τ(−1, w, 0, . . . , 0) ̸= 0 para todo
w ∈ C. Puesto que son vectores distintos de cero y τ es biyectiva. Por lo tanto, se tiene
que

H(w) = τ(−w, 1, 0, . . . , 0)τ(−1, w, 0, . . . , 0) ̸= 0

porque todo cuerpo es dominio. Consideramos M(w) la matriz asociada, con respecto a
la base β mencionada, al endomorfismo Lw : A → A dado por

Lw(τ(a0, . . . , an−1)) = H(w) τ(a0, . . . , an−1).

Tenemos que Lw es un isomorfismo, puesto que H(w) ̸= 0 y A es un cuerpo. Por lo tanto,
det(M(w)) ̸= 0 para todo w ∈ C. Además, definimos f(w) := det(M(w)) y observamos
que f(w) es una función polinomial.
La linealidad de τ garantiza que, para todo w ∈ C \ {0},

H(1/w) = τ(−1/w, 1, 0, . . . , 0) τ(−1, 1/w, 0, . . . , 0)

=

[
1

w
τ(−1, w, 0, . . . , 0)

] [
1

w
τ(−w, 1, 0, . . . , 0)

]
=

1

w2
H(w).

Por lo tanto, se tiene que

f(1/w) = det(M(1/w)) = det

(
1

w2
M(w)

)
=

1

w2n
det(M(w)) =

1

w2n
f(w).

Podemos tomar λ(z) = 1/|f(z)|2/n y µ(w) = 1/|f(w)|2/n. De esta manera se tiene que
E = G = λ(z), F = 0 sobre U y E = G = µ(z), F = 0 sobre V. Se comprueba que por
cómo hemos tomado f se cumplen todas las condiciones previas necesarias para que sea
una métrica de Riemann sobre Ĉ. Resultando que la métrica g es

g =
1

|f(z)|
2
n

|dz|2 para z ∈ U = C y

g =
1

|f(1/z)|
2
n

|d(1/z)|2 para z ∈ V = Ĉ \ {0}.

Si calculamos la curvatura de Gauss sobre U aplicando la Proposición 6.5 vemos que

Kg(z) = −1

2
|f(z)|

2
n∆ ln

(
1

|f(z)|
2
n

)
=

|f(z)|
2
n

n
∆R(log f(z)).

Debido a la Observación 1.16 y utilizando el Teorema 5.7 gracias a la Observación 5.11,
tenemos que Kg = 0. Por la continuidad de Kg, implica que Kg = 0 en toda la esfera. □
Para la segunda construcción de la métrica g no necesitamos asumir que p(Z) es irreducible.
En este caso f se construye directamente a partir del polinomio y su polinomio rećıproco.

Lema 6.16. Si existe un polinomio p(Z) de grado n > 0, tal que p(z) ̸= 0 para todo z ∈ C.
Entonces existe una métrica de Riemann g en la esfera S2 tal que su curvatura de Gauss,
Kg, se anula idénticamente.

Demostración. Si p(Z) = anZ
n + · · · + a0 definimos p∗(Z) = an + · · · + a0Z

n, esto
es, el coeficiente i−ésimo de p∗ es el coeficiente (n − i)−ésimo de p(Z). Se comprueba
que se cumple que p∗(z) = znp(1/z) para todo z ∈ C \ {0}. Consideremos el producto
de ambos polinomios f(z) = p(z)p∗(z), realizando el cálculo vemos que se satisface la
ecuación |f(1/z)| = |f(z)|/|z|2n para todo z ∈ C \ {0}.
Al igual que en la demostración del Lema 6.15 podemos tomar λ(z) = 1/|f(z)|2/n y
µ(w) = 1/|f(w)|2/n. Razonando análogamente como en el final de dicha demostración,
obtenemos una métrica de Riemann sobre la esfera con curvatura de Gauss constantemente
nula. □
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6.3. Contradicciones con los lemas auxiliares

De los lemas auxiliares deducimos que existe una métrica de forma que la esfera es plana.
Vamos a ver que es imposible de dos formas diferentes. En primer lugar, llegaremos a
contradicción empleando el Teorema de Gauss-Bonnet (Teorema 6.10). Por la Observa-
ción 2.25, podemos demostrar el TFA de la siguiente manera.

TFA. Los polinomios irreducibles de C[z] son de grado 1.

Demostración. Por el Lema 6.15 o por el Lema 6.16 tenemos que la curvatura de Gauss
es 0 en toda la esfera (S2, g), aśı que no puede tener puntos eĺıpticos de curvatura positiva.
Sin embargo, por la Observación 6.11 tenemos que la integral de la curvatura de Gauss
sobre la esfera es positiva. Lo que implica la existencia de al menos un punto eĺıptico, lo
que supone una contradicción. □

En segundo lugar llegaremos a una contradicción aplicando el Teorema de clasificación de
superficies de Riemann.

TFA. Sea p(Z) ∈ C[Z] no constante. Entonces existe z0 ∈ C ráız de p(Z).

Demostración. Como la esfera y el plano eucĺıdeo son conexos, simplemente conexos,
completos y tienen curvatura de Gauss constante igual a 0, deducimos que la esfera (S2, g)
es isométrica al plano eucĺıdeo por el Teorema 6.14. Luego en particular son homeomorfos,
pero esto es una contradicción debido a que la esfera es compacta y el plano no. □

En el art́ıculo [3] nos dan otro posible argumento aplicando el principio del máximo y la
relación conforme entre la métrica de Riemann usual en la esfera con curvatura de Gauss
igual a 1 y la métrica que se ha construido con curvatura de Gauss nula.
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