UC | igsces,

Facultad
de
Cienctas

Estudio de un modelo de flujo
sanguineo

(Study of a bloow flow model)

Trabajo de Fin de Grado
para acceder al
Grado en Matematicas

Autor: Diego Sierra Herreria.
Director: Rafael Granero-Belinchon.
Noviembre - 2024






Resumen

A lo largo de los anos, los modelos unidimensionales han proporcionado valiosas perspec-
tivas sobre la dindmica circulatoria y han sido ampliamente utilizados en la investigacion
cardiovascular. En particular, en este trabajo se analiza un trozo de arista del grado del
sistema arterial humano, que ha servido como una herramienta fundamental en la sim-
ulacién y estudio del flujo sanguineo. El objetivo del trabajo es estudiar un sistema de
ecuaciones en derivadas parciales, con un énfasis especial en las propiedades matematicas
de las soluciones.

Palabras Clave: Series de Fourier, funcién analitica, ecuaciones en derivadas parciales
y flujo sanguineo.

Abstract

Over the years, one-dimensional models have provided valuable insights into circulatory
dynamics and have been widely used in cardiovascular research. In particular, this work
analyzes a piece of the edge of the degree of the human arterial system, which has served
as a fundamental tool in the simulation and study of blood flow. The aim of this work is
to study a system of partial differential equations, with a special emphasis on the math-
ematical properties of the solutions.

Keywords: Fourier series, analytic function, partial differential equations, and blood
flow.
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Capitulo 1

Introduccion

El estudio del flujo sanguineo a través del sistema circulatorio humano es de gran impor-
tancia tanto en el &mbito cientifico como médico. La capacidad de comprender y modelar
con precision los complejos fenémenos hemodinamicos que ocurren en el cuerpo humano
es crucial para el desarrollo de tratamientos médicos mas efectivos y la prevencion de
enfermedades cardiovasculares. En este sentido, la modelizacion del flujo sanguineo ha
surgido como una herramienta para comprender y optimizar los procesos circulatorios.

A lo largo de los anos, la modelizaciéon unidimensional del flujo sanguineo ha pro-
porcionado valiosas perspectivas sobre la dinamica circulatoria y ha impulsado avances
significativos en la comprensién y el tratamiento de enfermedades cardiovasculares. Nu-
merosos estudios han validado la precision y la utilidad de estos modelos en una variedad
de aplicaciones, desde la evaluacion del flujo sanguineo coronario hasta la prediccién del
riesgo de eventos cardiovasculares. Ademads, la modelizacién unidimensional ha allanado
el camino para la integracién de factores adicionales, como la gravedad en la simulacion
del flujo sanguineo, lo que amplia aiin mas su aplicabilidad y relevancia clinica.

La modelizacién unidimensional del flujo sanguineo se ha establecido como una técnica
valiosa para investigar la dindmica circulatoria en arterias y venas. Este enfoque se basa
en la simplificacién del sistema vascular en una dimension, lo que permite analizar el flujo
sanguineo a lo largo de segmentos arteriales o venosos con una precision adecuada y a un
costo computacional razonable. En esencia, estos modelos describen la relacién entre la
presién, el flujo y el area transversal de los vasos sanguineos a lo largo del tiempo y la
distancia.

El objetivo de este trabajo de fin de grado es explorar la modelizaciéon unidimensional
del flujo sanguineo. Una de las ventajas clave de los modelos unidimensionales es su
capacidad para simular el sistema arterial completo con un alto nivel de detalle. Un
ejemplo destacado en este sentido es el modelo ADANS6 (Anatomically-Detailed Arterial
Network 56) [1], que representa una versién reducida pero precisa del sistema arterial
humano. Este modelo, ha sido ampliamente utilizado en la investigacién cardiovascular
y proporciona una plataforma sélida para estudiar diversos aspectos del flujo sanguineo
en el cuerpo humano. Se estudiard un sistema de ecuaciones en derivadas parciales que
modelan el flujo sanguineo y se probaran diversas propiedades matemaéticas de la solucion
de dicho problema haciendo énfasis en calcular estimaciones a priori de las soluciones.



Capitulo 2

Implementacion del modelo

Consideramos el modelo ADAN56 (Anatomically-Detailed Arterial Network 56) el
cual es una version reducida de una red arterial [2]. El modelo incluye las 56 arterias mas
grandes del sistema circulatorio humano y esta representado por 61 segmentos arteriales,
30 bifurcaciones y 31 salidas. Se origina en el arco adrtico y se trunca en las arterias
cardtida interna, tibial y radial. Ademds, se trunca en organos principales, como los
rinones, el higado y los pulmones.

Figura 2.1: Topologia del modelo ADAN56



Usaremos como referencia el sistema de ecuaciones de [I] en el cual inicialmente se
tomaron todos los pardmetros del modelo de [3] para verificar los resultados y hacerlos
repetibles. De forma que permitié comprender mejor como cambian los patrones de flujo
con la optimizacién de los parametros de las condiciones de contorno teniendo en cuenta
la gravedad o no.

Ahora introduciremos los pardmetros con los que trabajaremos y su unidad de medida
correspondiente

Velocidad media del flujo sanguineo, m/s
Presion, Pa

Area de la luz arterial como funcién de P, m?
Area de la luz arterial a presién cero, m?

Moédulo de Young de la pared arterial, Pa

Densidad de la sangre, kg/m?

Viscosidad de la sangre, Pa*s

Grosor de la pared arterial, m

Radio de la arteria, m

Posicién en el espacio 3D del punto de la red arterial, m
Aceleracién de la gravedad, m/s?

Periodo de tiempo del pulso, s

Coordenada a lo largo de la arteria, m

Tiempo, s

+ 8 NQ3IISTTS SRS

Tabla 2.1: Nomenclatura del modelo

De este modo, el sistema de ecuaciones que usaremos para el estudio se expresa en
funcion de la presion P, el area del vaso A y la velocidad media U:

0A (AU

el —0
T

oU oU 10P U

_+U__|___:f(_) (2'1)
ot Jdx  poz p

x € T = [—m, 7| con datos iniciales at = 0 para Ay U

donde el término f(U) se define en el supuesto de un perfil de velocidad de Poiseuille
f(U) =-8unU.

La primera ecuacién del sistema es una ecuacién de conservacién de masa. Describe
cémo la variacion en A junto con la velocidad media U afecta el flujo sanguineo a lo largo
de la arteria. La segunda ecuacion refleja el equilibrio de fuerzas, con la presion, la friccion
y otros términos que afectan la velocidad de la sangre.



La relacion entre la presiéon P y el area de lumel del vaso A es

P(A, z) :PO+%W(\/Z— VAo(z))+7-g-p (2.2)

El modelo ADAND5G se trata de un grafo que representa el sistema circulatorio humano
al completo. Nosotros no trabajaremos con el sistema completo, sino con un modelo en
un trozo de arista de dicho grafo. Asi surge el sistema ({2.1)).

AU, P

Figura 2.2: Dominio de una arteria

Se anade un término adicional de gravedad, donde r es una posicion en el espacio 3D
del punto de la red arterial y g es un vector de aceleraciéon de la gravedad. Para reducir

el nimero de parametros del modelo se utiliza una relaciéon fenomenolégica entre el radio
de referencia del vaso y el grosor de la pared:

h = Rolaexp(bRy) + éexp(dRy)) (2.3)

donde Ry es el radio de referencia del vaso.



Parametros Valor
1040 kg-m =3
4.0 mPa-s
225.0 kPa
006 9.8 m/s?
0.2802 cm™!
-5.053 cm™!
0.1324 cm ™!
-0.1114 cm™!

Qi e | ME

Tabla 2.2: Parametros del modelo para todas las pruebas de verificacién

Para obtener detalles sobre los parametros y datos del arbol arterial, se remite al
lector a [3] que también contiene datos complementarios que incluyen los resultados de
6 esquemas numéricos. Para obtener informacién de como funciona la introduccién de
la gravedad en este modelo unidimensional se remite al lector a [I] donde se presenta
un método para calcular la resistencia de las arterias terminales durante los cambios de
gravedad.



Capitulo 3

Conceptos basicos

En este capitulo vamos a introducir los diferentes conceptos y propiedades matematicas
en las que se basaran y apoyaran las demostraciones posteriores. La referencia principal
de este capitulo es [4].

Definicién 3.1 (Serie de Fourier). Dado una funcion integrable f(x) definida para cada
x €T, la serie de Fourier de f es

eiﬁx

V2m

ei&m
5 dr y ¢ €.

f(z) = Eoo FIf(©) Nor:

con FLFI(€) = / " (@)

Observacion 3.2. Una condicion suficiente para que exista el coeficiente de Fourier de
una funcion f(x) para cada & € Z es que f:r |f(2)|?dx < 400, ya que entonces usando la
identidad de Parseval tenemos que

If @72 = D IFIEN < +o00,YE € R.

§=—o0

Observacion 3.3. La serie de Fourier es un operador lineal, esto es, dadas dos funciones
frg: R— R ya feR severifica

Flof + B9l(€) = aF[f](&) + BFg)(€) Vo, 5 €R.

Proposiciéon 3.4. Si f(z) es una funcion continua y absolutamente integrable en (—m, ),
tal que f'(x) sea continua y absolutamente integrable. Entonces se cumple:

FLF1() = i€ FIf1(E)-

Demostracion. Con estas hipétesis se puede derivar término a término la suma parcial de
la serie de Fourier y pasar al limite usando el Teorema de Beppo-Levi ([4]). O



Definicién 3.5 (Convolucién discreta). Sean f y g dos funciones en L?, definimos la
convolucion discreta de sus series de Fourier como

FUT* Flgln) = Y FIfI(m)Flgl(n —m).

Definicién 3.6 (Espacio Normado). Un espacio normado es un par (X,|| - ||) formado
por un espacio vectorial X sobre un cuerpo escalar K y una aplicacion || - || - X — R

denominada norma, con las siguientes propiedades:
i) ||z > 0;jz]| =0 2=0 (z € X);
i) Azl = A Jlz]l (A e K,z € X);

iii) (Desigualdad triangular) ||z +y| < ||z|| + ||y]| (z,y € X).

Observacion 3.7. Cualquier espacio normado (X,| - 1) da lugar a un espacio metrico
<X7 d)z donde d(ﬂ?,y) = H.T o y“ (xvy € X)

Definicién 3.8 (Espacio de Banach). Sea X un espacio vectorial normado, en el que
se induce la métrica anterior. Si (X,d) es completo, X se dice un espacio de Banach.

Consideramos el conjunto L£P(T)

LP(T) = { u(z) medible tal que ||u||12p(T) = 7 |u(z)Pdr < o }.

—T

Aunque LP(T) sea un espacio vectorial, || - || z»(r) no es una norma, ya que dada u €

LP(T) N C(T), definimos

 Jou(z) sizeT—-FE
v(x)—{ 0 six € B

donde £ C T es un conjunto de medida 0, |E| = 0. Observamos que u = v en casi
todo punto pero u # v para todo x € T. Entonces, u y v son dos funciones diferentes
tales que

Ju=vllzn = [ Ju(o) — vlz)l do =0,

—T

Por lo tanto, para dotar a este tipo de funciones de la estructura de espacio vectorial
normado debemos definir la relacién de equivalencia:

u ~ v si u=wv en casi todo punto.
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Definicién 3.9 (Espacio LP(T)).

™

LP(T) = {clases de equivalencia u con respecto a ~ tal que [[ul[}, ) = / |u(x)|P dr < oo}.

—T

Observacion 3.10. Los espacios LP son espacios de Banach.

Se puede consultar en los Teoremas 4.7 y 4.8 de [6].

Lema 3.11 (Desigualdad de Hélder). Los espacios LP verifican la siguiente desigual-
dad conocida como desigualdad de Hélder,

‘/ I_Ifz dl’<HHfl HLPzT),1<pl§ooz

Definicién 3.12 (Espacio (). Seap con 1 < p < oo, el conjunto

Ep:{fEKN: i |fj|p<oo}

j=—o0

es un subespacio vectorial de KV, el espacio de las sucesiones de K, y esta equipado
con la norma

0o 1/p
1 £ller = (Z \fjlp> (f e

j=—o00

El caso (> es diferente, se define como el espacio de todas las sucesiones acotadas
dotado de la norma

[ flle== = sup | f;].
J

Observacion 3.13. Los espacios (P son espacios de Banach y también verifican la de-
sigualdad de Holder.

Teorema 3.14 (Teorema de Tonelli). Si f > 0 entonces se tienen las siguientes
1qualdades

[e.e] [e.e] [e.e] [e.e]

Zanm Zanm anm

n=—000 Mm=—0o0 m=—0o0 N=—00 n,m——0oo



Demostracion. Se define s,, =3 >"  f(n,m)y s =sUp,,>; Suy. Dado que

<Zanm anm—t

n=—um-=—v n,m—=——oo
tenemos asi que s < t.

Ahora elegimos t' < t. Entonces debe existir @, 7 tal que

Sa,p > t.
lo que implica que s > t’. Pero t’ era arbitrario, por lo que s > t.

De forma que nos queda que s = t. Por simetria, se sigue la afirmacion. O

Lema 3.15 (Desigualdad de Young). Dadas f € 7 y g € {9 con

se tiene que

1 * gller <A fllevllgllea-

Demostracion. El caso r = oo es una aplicacion de la desigualdad de Holder mientras que
el caso r = 1 es una aplicacion del teorema de Tonelli. Veamos el caso general:

Se tiene que

Fell< 3 e plol < 3 3 el gl

T=—00 Yy=—00 T=—00 Yy=—00

< DD =)l g f @ = )| g(y)| O

T=—00 Yy=—00
Ahora aplicamos la desigualdad de Holder con tres términos y exponentes

pr=r,p=pr/(r—p),ps=qr/(r—q).

Entonces se tiene

1/r
I1£ (@ = )" |g(y) I‘WHer=<Z|fﬂc— )Plg(y >|> ,
£ @ = DI s = | £,

9@ 27| -0 = llgllSa~

10



Por lo tanto

1F *glle < 17Nl Do > 1@ = 9)Plg)l.

T=—00 y=—00

y aplicando el teorema de Tonelli obtenemos

1F *glle < 17Nl Do > 1@ = y)Plg)l.

Y=—00 T=—00
para concluir que
1 * glle <A fllevllgllea-

Definicién 3.16 (Funcién Analitica). Una funcion real (compleja) es analitica en un
punto xqo de su dominio si existe una serie de potencias centrada en xg:

[e.e]

Zan(ﬂf — x0)" = ap + ax(x — x0) + aa(r — w0)* + ...,

n=0

que converge en un entorno U C R(U C C) de xy y que coincide con la funcion en
dicho entorno:

f(z) = Zan(x —x0)", para cada x € U.

n=0

Teorema 3.17 (Teorema de Paley-Wiener). Una funcion f € LP(T) tal que v > 0
que cumple

sup, ™| f(n)] < oo,
es analitica en la banda

S={zx+iyeC:zeT|yl <v}

del plano complejo.

Para mas informacién ver ([5]).

11



Capitulo 4

Estimaciones a priori de las
soluciones

En este capitulo vamos a calcular estimaciones a priori de la solucion de , para
ello suponemos que existe una solucién analitica en espacio y C! en tiempo. Observamos
que un argumento de tipo bootstrap implica que la funcién es C*° en tiempo, pero no
exploraremos eso en este trabajo. Para estimar que la solucion analitica tiene un tiempo
de existencia uniforme usaremos ideas del tipo Cauchy-Kovalevskaya ([7, §]).

Para facilitar la demostracién realizamos el siguiente cambio de variable, A =1+ H,
por lo tanto el nuevo sistema sera

o(H)  A(U+HU) _ |

ot Ox
oU , U 10P sy m
ot Jdx  pox p
z € T = [—m, 7] con datos iniciales at = 0 para H y U

Si bien en [I] se considera una presién diferente, para simplificar y facilitar la prueba
vamos a considerar

1
P(L+H.a)= P+ logl+H)~1+7-g-p. (4.2)

Vamos a comenzar definiendo el siguiente espacio de Banach de funciones analiticas
paraT >0y s>0

n=—oo

X7 = {f: Y Ml | F(f)n, 1) < OO}-

12



Observamos que la sumabilidad de dicha serie, debido al Teorema de Paley-Wiener
implica la analiticidad de las funciones. En efecto, las funciones en este espacio son
analiticas en una franja compleja de anchura 7 alrededor del eje real, como se observa en
la seccion 4 de [9].

Este espacio esta equipado con la siguiente norma

o0

IfOlx: = Y e In|FIf(n, o).

n=—oo

Como || f(t)||xs < oo por el Teorema (3.17)), el Teorema de Paley-Wiener, podemos
afirmar que f es analitica en |J(f)| < 7.

Teorema 4.1 (Estimaciones a priori). Sea ¢(0), (Hy,Up) € XS(O) con ||Hy — 1| = <
§ <1 cond < 1. Asumimos que existe una solucion (H,U) analitica en espacio y C' en
t. Entonces

(H,U) € L= (0,To, X)) -

siendo c(t) =1 — Ct para

C>2

8T 1 1
—+ 3 |U(0 — H(0 1
(57 43) WO, + 5o e+ 1O, +

c(0)

Demostracion. La serie de Taylor de una funcién alrededor de un punto a se expresa como

fw) = fla) + Fla)w —a) + L "2(!@) (w—ap+L ";(!@ (x —a)’ + ...

Usando la expresiéon de la serie geométrica

= (1Y, [z| < L.

J=0

Observamos que, usando el desarrollo de Taylor de la serie geométrica unido a la
continuidad en tiempo de las soluciones y la pequenez de ¢ se tiene que

o0
=S (1 (1), |H] <1
§=0

Asumiendo que existe solucién regular, se tiene que si

|Ho| < 1= 3T >0 tal que |H(x,t)| <1 Vt<T.

Por lo tanto
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:Z 1)/ H (z,t), |H| <1 Vt<T.
7=0

Ademds tomando la ecuacién (4.2)), tenemos que

oP 1 OH

oP_1__ 1 oH OH
Or 21+ H(x,t) Ox Hh =

Z(—l)jHj(x,t)a—x(x,t).

J=0

N —

Vamos a tomar la serie de Fourier de la ecuacién. Sabiendo que

= OH . .
Za] s (n,t), con a; coeficientes a estimar.
obtenemos
OP] 1« OH
bl )7 J
F{ax} QZ F|H|« F[H ]*F[ax](n,t).
siendo F [H| «/ F [H] (n,t) la convolucién discreta de j F [H]| (n,t).
Calculamos ahora F [%—H} (n,t) usando la Proposicién , de forma que
1 oo
= — J ) H .
{&c} 2; | «! FH|*inF [H] (n,t)

Sea c(t) = 1 — C't para cierto C' que fijaremos més adelante. Buscamos estimaciones
para la norma de H,U en X? con 7 =¢(t) y s = 0.

Tomando HH(t)HXO(t) =3 Wl FH] (n,t)|, vamos a comenzar calculando su

n=—oo

derivada:

o

LIl = 3 eI F 001+ Y L ) (0,0,

n=—oo n=—oo

Ahora vamos a calcular £ |F [H] (n,t)| para lo que utilizamos la siguiente propiedad

(|A| ) = ;(AA) ;(A)AM; @) = Of?t (A)A+A§t =2 war2 i

O (14 = 2n (% (A) z) |

14



Por tanto se tiene que

9, 0 — 0 0 A

— (|A]") = 2|A Al =2 A)A — (JA]) = — (A) —|.

7 (4P) =211 5 1) =28 (5 () = 204 = » (5, (0 )
Continuamos la demostracién aplicando la propiedad para F [H] (n,t)

[e.e] o

d n n 8
I Ollxe, = > al)nle | F [H] (n, )] + Y e o P H] (n:1)]

n=-—o0o n=—o00

n=—oo n=—oo

_ f: co()nle O F [H] (n, 8)] + i e IR <%f [H] m’”%

Vamos a sustituir ahora &F [H] (n,t) en la primera ecuacién del sistema (4.1)

[e.e]

%HH(t)ng(t) = Z co(8)|n|eO | F [H] (n, t)| + Z ¢ n§R< F[H] (n, )li{Z% Eni

n=-—0o n=—o00
0o

= > a(t)n]e M| F[H] (n,t)|

n=—oo

. o(U + HU) FH] (n,t
- Z ¢ "§R< [ Bz }W’t)pf[ﬂ (.t

n=—oo

[N ) PR
—~
~— | —

A continuacién calculamos F [%} (n,t) utilizando la Proposicién l)

o

d c(t)|n
SNH O, = D2 el®lnle | F 1] (n,1)

n=—oo

e(®)[n o(U + HU) F[H] (n,t)
rn ”'%( {T]W)m>

n=—oo
o0

= > a)|nle M| F[H] (n,1)]

n=—oo

o0

+ ) etinlp (—m (F[U] (n,t) + F [HU] (n,t))]:—(

n=—oo

15



Usamos la Definicién (3.5)) para aplicar la convolucién discreta de las series de Fourier

oo

IOl = 3 eldlnle I (7] (n, )

n=—oo

- ec(t)|n| —mn n n M
+nzzoo m( (F U] (n,t) + F[HU] (n,t)) |f[H]<n7t),>

- Z e () [n|e” | F [H] (n,t)]

®)In| n * n M
n Z ?R( (F[U)(n,t) + F [H]  F [U] (n, 1)) |f[H](n,t)l>

= Z ¢ (t)|n|ecOM| F [H] (n,t)] + i ecOlnlp <—mf [U] (n,t)

n=—oo

—in - n— @
Z FH]( k,t)f[U](kut)|F[H}(n,t)|>

oo

< Y a®)nle | FH] (n,0)] + )

n=—oo n=—oo

IR . F [H] (n,1)
k:Z_OOJ:[H]( kT W) kO (i ] (n’m)‘.

Estimamos la parte real de (—z’n}" U] (n,t) —ind oo F[H](n—k,t)F[U](k,t) Qg}ﬁﬁ&)

o0 oo

CIHDIxg, < 3 a®le @ F[H) (0] +

n=-—00 n=-—00

—in i F[H](n—k,t)F[U] (k,t)M>‘

ec@lnlg (—in]—“ [U] (n,t)

7 [H] (n, 1)
< 3 a®)nle M| F [H] (n, 1)

e "< nt—nZ]—" n—kt]—"[U](k,t))‘.

16



Aplicamos la desigualdad triangular

oo

FH Oz, < 3 O F (4] (n,0)
£ 3 | < FIU ) —n Y. FLH](n—kOF U] ( t>>‘
<> al®lnle O |F [H] (n,)

£y et (’n, IF U] ()] +|n| Y |F[H] (n—k,t)| |F[U] (k’f)f> -

n=-—00 k=—00

Aplicamos ahora el Teorema (3.14]), el Teorema de Tonelli, para cambiar el orden de
los sumatorios

[e.o]

d
SNHBxs, < D2 al®)lnle @ |F (1] (n,1)

n=—oo

+ Z ecOlnl (yny FO (0] +Inl Y |F[H] (0~ k)] |F[U] (k,t>|>

n=—o00 k=—00
< Z ci(t)n|e" M F [H]) (n, )| + ) |n|e? @ F U] (n,1)]

o0

+ Y Z e | F [H] (n — k, )| |F [U] (k1))

k=—00n=—00

Aplicamos en el tltimo término la desigualdad triangular |n| < |n — k| + |k| v dis-
tribuimos en dos términos

17



d < Y a®nleMF [H] (n,0)] + Y nle M F U] (n,0)]

n=—oo n=—oo

+ > D lnleF[H] (0 — k)] |F [U] (K, 0)]

k=—00 n=—00
)

< Y a®nleMF [H] (n,0)] + Y nle M F U] (n,0)]

n=—oo n=—0oo

£33 (i k4 RO F 1) (1~ k)] U] ()

< Y a®nleMF [H] (n,t)] + Y nle M F U] (n, 1))

n=—oo n=—oo
o o

+ Y Y n = ke MO FIH] (n — k, t)| | F[U] (K, t)|

k=—00 n=—00

0D e 8 | (8] (n k)] F U] (0.

k=—o00 n=—00

Ahora aplicamos una vez mas el Teorema de Tonelli (3.14]) y también la definicién que
hemos dado de los espacios de Banach con los que estamos trabajando

d . C n - C n
E”H(t)lem < _Z ¢ (t)|n|ecOM| F [H] (n,t)| + _Z In|e“O | F (U] (n, 1)
+ > Y =kl He O F [H] (0 — k)] |F [U] (, 1)
k=—00 n=—00
+ Y D ke O e O F [H] (n — k, )] |F [U] (k1)
k=—00 n=—00
< a®IHOlx, + 10O, +IHOlx, 10, +1HOs, [00)]x,
Por la definicién que hemos dado de ¢(t) tenemos que ¢,(t) = —C', por lo que obtenemos

como estimacion

d
SNH g, < ~CIHOlxy, + VO,

HIHOlxz, 1V Ixo, + 1H@lxo, 1U@Ixs,, -

(4.3)

Mas adelante volveremos a utilizar esta desigualdad.
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Ahora procedemos a calcular las estimaciones para U. Para ello vamos a tomar
HU(t)HXO(t) =5 @l FU] (n,t)], y comenzamos calculando su derivada:

n=—oo

o0 [e.9]

d . a
S IUOxe, = > a®)nle | F U] ()] + D e ' [U] (n,1)].

n=—0oo n=—oo

Ahora vamos a calcular —|]-" [U] (n,t)| por lo que utilizamos la propiedad que usamos
anteriormente

o0

|| Bllxe, = > c®lnleMFU ntHZe 2 57 (Ul (0, 0)]

n=—oo n=—oo

N . = o [ FIU](n.1)
= > @l FU) (n )]+ Y eOlR <EHU] m’”W)'

n=—oo n=—oo

Vamos a sustituir ahora 27 [U] (n,t) en la segunda ecuacién del sistema (4.1) para
obtener

%HU(t)HXS(t) = n;oo ci(t)|n|ec O F (U] (n, 1) + n_z_oo cc®lnlgp (%]—“ [U] (n,t)—,igﬂ EZ&)
= > a@)nle M F U] (n, 1)) + Z e“Oinlg (( F wa (U2> } (n,1)
_&TTM]: (U] (n,t) — %jzo(—l)j]:[ﬂ] ) F [H] % inF [H] (n,t)) %
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A continuacién calculamos —F [ UT)Q} (n,t) usando la Proposicién 1} y usamos la
Definicién para aplicar la convolucion discreta de las series de Fourier

N 0 (U)?

CN0Wxe, = 3 edlnle ! F (U] (n, )] + Z coriw (-7 |55 e

n=—oo

8T i e — LS 1Y [H] 0 FTH % in FU](n,1)
Tl 2;< LYF [H] ' F [H]x inF [H] (n, >) Fln )|>

o0 o0

= Z ¢ (t)|n|ecOM F (U] (n,t)] + Z ecOinlgp <<—in.7: U]« F U] (n,t)

n=—oo n=—oo

o0

= 3 clt)nfet ‘"‘!F[U] (n, )]

+ f: ec®inlg ((—m Z FU] (n =k, t)F U] (k,t) — &TTNJ-"[U] (n,1)

1
2p]0

< Z e (t) nle""|F (U] (n, 1)

F U] (n, 1)
F U] (n,1)]

Z FH) (n— k,t)ikF [H (k;,t))

P
1 Yy F U] (n,t)
2p] 0 Z F[HY (n — k,t)ikF [H] (k,t)) F0T 0] (nﬁl)"
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Estimamos la parte real

[e.9]

SN0, < Z () e F [U] (n, 1)

n=—oo

”éR((—m Z FlU](n—k,t)F U] (k, t)—&r—uf[U}( t)

p

FO](n,0) )'

1
Z FHY (n -k, t)ikF [H ](’%@W

2p J:0

0o o

< Z cy(t)n]e“ M| F U] (n, t)] + Z

n—=—oo n=—oo

t)lnl( nZ}“ (n—k,t)F U] (k,t)

o

_&TTM; nt _QLZ Z]—" I (n— k,O)kF [H ](k,t))'.

Aplicamos la desigualdad triangular

o) o

N, < X a®nle@ I FL ]+ 3 e

n=—oo n=—oo

t)lnl( nZ}“ (n—k,t)F U] (k,t)

_&TT”I[U] (n,t) — %i(—l)j > FHY (n—k t)kF [H] (k,t>>'
< i e () |n|ec®" | F [U] nt|+87r—“ Z O F U] (n, 1)]

+ Z [nfecOl Z IF UL (n =k, O F U] (R, 1)]

n _2_: <t>|n| Z Z \F[HY (n — k,t)||k||F [H] (k,1)).

] 0 k=—o0
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Aplicamos ahora el Teorema de Tonelli (3.14))para cambiar el orden de los sumatorios

[e.9]

GOl < 3 allnle W] .0+ T2 Y O (0] (n,1)

n=—oo n=—oo

+ ) e @Y F U] (0= k)] [ F U] (K t)]

n=-—o00 k=—o00
oo

+Zet>'n'1zz|f T (n — k., 1) K| [H] (k. 1)

n=—00 ] =0 k=—o0
00

< 3 al®) e F [U)( nt|+8”‘ S O E U] (n, 1)

n=—oo n=—oo
o0

+ > D InfeMFUL(n = k)] [F U] (k1)

k=—o00 n=—00

+LZ o> ONNFEHY (n— ko t)||KI|F [H] (k,t)].

Aplicamos en los dos ultimos términos la desigualdad triangular |n| < |n — k| + |k| v
distribuimos

[e.e]

SN0, < D llnle | F U] (1)) + Z OP|F[U) (0. 1)

n=—oo n=—oo

+ > D InleMFUL(n = k)] |F U] (k1)

k=—00 n=—00

ZZZ Ol F [HY (n — k, )| |k||F [H] (k. )]

] 0 k=—oc0 n=—o00

o0

< Z Ct(t)’nlec(t)\n\l]:[ U] (n,t |+87TU Z C(t)|n||]: n,t)|

n=—oo n=—oo
[e.o] o0

+ D D (In— k4 [k F (U] (0 — k, 0)] | F [U] (k. 0)]

k=—00 n=—00
oo oo oo

: Z Y > cWETFEEFEIHY (0 — k,t)|k]|F [H] (k1)

] =0 k=—oc0on=—00
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< OO F L) )+ S SO E ] o)

n=—oo n=—oo

+ i i In — k|ec®OIn=klec® 71U (n — k, )| | F [U] (k, t)]

k=—00 n=—00

+ f} fj |k|e“DIn=Hec O™ F (U] (n — k, )| |F [U] (k, t)]

k=—00 n=—00
o) o9

1 25 2 Z 3" e Ot O F [HY (0 — k, 8)||k]|F [H] (k, ).

_] =0 k=—oc0on=—00

Ahora aplicamos una vez mas el Teorema de Tonelli (3.14]) y también la definicién que

hemos dado de los espacios de Banach con los que estamos trabajando

[e.9]

d C n 87TILL n
ZNUDIxe, < D a®lnle M F U] (n )] + == Z OIF [U] (n, 1))

n=—oo n=—oo

+ i i In — k|ec@In=klec®k | 7] (n — k, t)| | F [U] (k, 1)

k=—o00 n=—00

£33 kO HE O | F U] (1 — k)] | F (U] (k. )

k=—00 n=—00

Z Z Z e OInH SO | F[HY (n — k, )||k]|F [H] (k. 1)]

] 0 k=—con=—o00

87r,u
< aIUW x, + ENUW1xo, + 20Ol [U]xs,

1 — ,
_ J
+ 2% ; ||H<t)||Xg(t) 1H O, -

Usando ahora el desarrollo en serie para ﬁ

oo
= ij, vélido si |z| < 1.
=0
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Vamos a obtener

d 8T
G @, <OV, + =LV, + 20Ol IV,

] & ;
7j—1
+ g 2 MOl IHOllx,

8
<OVl + LU, + 2000, VO],
1 1
+ — H)||lx: .
2p1 . HH(t>||Xg(t) H ( )H|Xc(t)
Por la definicién que hemos dado de ¢(t) tenemos que ¢,(t) = —C', por lo que obtenemos
como estimacién
d 8
10O, < =ClUMxz, + THU(t)HXS(t)
F 20U, [0 xs, m

1 1

+ -
21— [H(D)xo,,

1H®)]x,,.

Definiendo ahora E(f) = || H (t)”XO(t) + U@ x0, v sumando las desigualdades (4.3)
y (4.4) podemos estimar

p 8T
—E(t) < -C (HH(t)chl(t) + ”U@)HX%) + o

= 1T ()xa,

1 1
H(t Ut —

+U@Ix, (1 +2[U()llxe, + ||H<t>||x2m> :
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Por tltimo nos queda elegir C' tan grande como sea necesario para obtener %E (t) <0

S8t <~ (IHOlx, + U0

8T
dt c<z>> + vl

>
FHO, (10O, + 2

Xe Xeto 2p1 — HH(t)HXg(t)
0y, (1420l + 1O, )

ST S
—|U(t Ul(t
p 1T @®)lxs,, + 1T lxe,, + 2p1 = [|H(#)lxq,

F 142U x, + ||H(t)||xg(t)] (IO L, + 1Ty, ) -

0
Xee)

—C+

<

De manera que para t = 0

8T 1

1
C>2|—U(0 v(o 2p
P 1U( )HXS(O> +[1U( )||X3(o> + 2p1 — HH(O)HXO(O)

F 14 2U(O0)]xs, + ||H<o>||Xg(O>] .

Teniendo asi

8T 1 1
211 — — H 1
co [( " 43) VO, + 3o+ PO, +

De modo que

d
%E(t) < 0 paracierto0 < ¢ < T™.

Consideramos ahora

H(x,t) — Ho(z) = /Ot Hy(z,t)dt.

De forma que
[H (2, t) = Ho()[| o < t[[Hillze < t[[[Hillxo,

<t (~CIHWx, + 10 x,, + 1H ()]

i, IU0)

w0 HIHH® o, 105, ) -
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Usando la desigualdad triangular se tiene que
[1H (2, )] e < [[H(2,t) = Ho(x)|[ Lo + [[Ho(z) | oo

<t(=ClH® L, + 10O s, + 1HO s, 10Ol + IOl 105

1 ) HIH @) [ < 1.

De donde 3 T+ tal que ||H (z,t)||z~ < 1. Elegimos T},qp = min { T*,T* }.

Ademds [|H(z,t)|xo, < |H(x,t) ~ Ho(x)llxo, + | Hoe)xo, <1

Se tiene que T>T maz Y que para t < T,,,. los desarrollos en serie son validos.

[]

Quedan asi calculadas estimaciones a priori para la soluciéon analitica local que habi-
amos supuesto que existia, la cual no es global necesariamente ya que no podemos garan-
tizar su existencia para ciertos ¢t en los cuales la solucién ya no seria analitica.
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Capitulo 5

Conclusion

En este trabajo de fin de grado, hemos explorado la modelizaciéon unidimensional del
flujo sanguineo, con el objetivo de demostrar que los modelos unidimensionales, como el
modelo ADANS6, son herramientas poderosas para analizar y predecir el comportamiento
del sistema circulatorio humano con un alto nivel de detalle y precision.

Hemos profundizado en la formulacién matematica de estos modelos, centrandonos
en un sistema de ecuaciones en derivadas parciales que describe la dindmica del flujo
sanguineo. A través de este enfoque, hemos examinado diversas propiedades matematicas
de las soluciones, obteniendo estimaciones para las soluciones del sistema (Capitulo
4), para ello hemos aplicado diferentes técnicas y conceptos matematicos que se aprenden
durante el grado (Capitulo 3).

Este trabajo se podria complementar demostrando un nuevo teorema en cual se puede
probar la existencia local de la solucion, de cara a ello, hace falta tener un espacio y un
tiempo donde la solucion viva en ese espacio para ese rango de tiempo, es lo que da el
Teorema , después se construye la soluciéon sobre H para que A no se cero. Ademas
se puede probar la unicidad de la solucién, la cual se probaria mediante un argumento de
contradiccion estandar suponiendo que existen dos soluciones diferentes.

Tambien se podria continuar la investigacion realizando un andlisis numérico del sis-
tema como en [I] o estudiando la posible formacién de singularidades en tiempo finito.
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