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ABSTRACT. The aim of this paper is to introduce a bit of order, structure and contribute new ideas to the
cluster of invariants in multiclass learning. In particular, we focus on the ones involved with the OIG algorithm
that are present in [DS, 14] and [BCDMY, 22]. Moreover, we shall introduce and study three new invariants:
outdeg,,, (H),pdimpg(H) and max —outdeg,, (H) of a class H. On the other hand, we will also study in detail
the concept of shifting (introduced in [RBR, 06] for the multiclass setting), obtaining relationships with closed
downward classes and monomial basis for finitely generated Artin K-algebras (using a result from [Mes, 20]).
Among other original results in this paper, we ought to highlight: a strict improvement for Corollary 28 of
[BCDMY, 22] and a contribution to Lemma 3 from [DS, 14], providing a bound that is stable under shifting
and allows to control outdeg, .. (o), a key concept to analyze the OIG’s error.

RESUMEN. El objetivo de esta memoria es poner un poco de orden, estructura y aportar nuevas ideas en el cimulo
de invariantes del aprendizaje multi-clase. En particular, nos centraremos en los invariantes involucrados en
el algoritmo OIG que aparecen en [DS, 14] y [BCDMY, 22]. Ademds, introduciremos y estudiaremos tres
nuevos invariantes: outdeg,, (H),pdimpg(H) y max —outdeg,, (H) de una clase H. Por otro lado, también
realizaremos un estudio en detalle del shifting (introducido en [RBR, 086] para el caso multi-clase), obteniendo
relaciones con las clases cerradas hacia abajo y las bases monomiales de K-dlgebras de Artin finitamente ge-
neradas (usando un resultado de [Mes, 20]). Entre otros resultados originales de esta memoria, destacar: una
mejora estricta del Corolario 28 de [BCDMY, 22] y una aportacién al Lema 3 de [DS, 14|, proporcionando
una cota que es estable por shifting y que permite controlar el outdeg,, .. (o), que es clave para estudiar el error
en el OIG.
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0.1. Introduccion, contexto y algunas notaciones basicas

Este manuscrito es una modesta contribucién (los Capitulos 2 y 4 estdn constituidos de material original o
demostraciones originales) a un estudio preliminar de elementos involucrados en el Algoritmo OIG (de One
Inclusion Graph o grafo de una inclusién) dentro del contexto de aprendizaje multi-clase. Pero, el manuscrito
no estudia el algoritmo en si, sino trata de analizar y estudiar toda una coleccion de invariantes ligados al grafo
de una inclusidn, como tarea preliminar al estudio (futuro) de ese algoritmo. El OIG y su algoritmo asociado fue
introducido en [Hau, 1995, HLW, 1994 para el aprendizaje binario. Posteriormente, fue extendido al caso de
aprendizaje multi-clase en [RBR, 06] y re-discutido y analizado en [DS, 14]. Posteriormente fue re-analizado
(creemos que con algiin planteamiento incompleto) en [BCDMY, 22]. Seguiremos, con bastantes matices,
corrigiendo o aclarando ciertas imprecisiones, las notaciones de [ BCDMY, 22], [DS, 14] o [Aln, 1983].

El aprendizaje multi-clase difiere del aprendizaje binario (al estilo de L.G. Valiant, cf. [Val, 1984]) o la forma
mas precisa de V.N. Vapnik y A.Y. Chervonenkis (cf. [VC, 1971]) en varios aspectos. En el aprendizaje multi-
clase disponemos de un conjunto X' de entradas (o inputs), y una segunda clase que extiende a la clase binaria
(pero sigue siendo finita) y que denotaremos en todo el manuscrito mediante Y := Z/pZ = {0,...,p — 1}, que
son los representantes canénicos al uso de las clases de restos médulo p, donde p > 2 es un entero positivo, no
necesariamente primo. Noétese que el aprendizaje multi-clase contiene al aprendizaje binario (el caso binario
serfa el caso p = 2), pero mantiene diferencias relevantes que modifican su estudio. Como en todos los casos
de aprendizaje, disponemos del conjunto Z := X x Y, dotado con una o—algebra %(Z) y una distribucién de
probabilidad v : B(Z) — [0, 1] “desconocida” (el uso del término “desconocida” quiere decir, en el contexto del
aprendizaje, que los resultados deben probarse independientemente de la distribucién elegida o, al menos, para
todas las distribuciones de probabilidad sobre #(Z) que satisfagan propiedades muy generales). Denotaremos
por Y% a la clase de todas las aplicaciones f : X — ). Nétese que, en el caso finito X := [n] := {1,...,n}, la
clase Y¥ = y["] puede identificarse mediante yW = )" y preferiremos, usualmente, tratar con ). No obstante,
en ocasiones, podemos considerar para un subconjunto S C [n] de cardinal m la proyeccién 7g : Y — Y™ que
“olvida” todas las coordenadas en [n] \ S. En ese caso, utilizaremos indistintamente las notaciones restriccién
h| sV mg(h) para cada h € Y™. Aunque otros autores prefieren otras notaciones, en este manuscrito, dado un
conjunto finito X, denotaremos por #(X) su cardinal.

En el aprendizaje multi-clase se dispone de una clase formada por las funciones aceptables de nuestro estudio
A C V¥ usualmente llamada clase de conceptos (por influencia del caso binario). El objetivo, “grosso modo”,
consiste en inferir una funcién h € 5 a partir de una lista finita (de longitud m) de observaciones (usualmente
denominados dataset):

S ={(x1,y1)s s (T Ym)} € (X x Y)™.

No se trata de interpolar sino de hacer lo siguiente: asumiendo una extensién a la o—4élgebra producto Z(Z™)
de la distribucién de probabilidad original #®™, tratar de hallar una funcién h* € 5 que minimice cierto error

i
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(depende de la funcién de riesgo elegida) con alta probabilidad con respecto a la distribucién “desconocida”
v®™m_ Inferir h* es una tarea compleja, por lo que se trata no tanto de inferir la funcién “completa” como de
averiguar su valor en un punto z € X dado.

Por tanto, nos enfrentamos a una cantidad de informacién finita y una clase de conceptos como la 5 dada
anteriormente, y el problema se reduce a conocer el valor de una candidata hg a partir de los objetos siguientes.
En primer lugar, se considera la restriccién de 2 a los inputs (x1,...,2m,,x) € Y™

H := t%”|(mw = {(h(z1),..., Mzp), h(z)) € Y™« he ).

ST, T)

Usualmente, se asume una primera hipétesis:

HipOTESIS 0.1.1. Dados cualesquiera (1, . . ., Ty, Tmi1) € X™ ! se puede “calcular” la clase H := :}f|(w1 B
ym+1.

STm41) T

Si bien esta hipotesis es un poco excesiva, subyace a todos los algoritmos de aprendizaje. Asumiendo esta
Hipdtesis 0.1.1, los algoritmos tratan fundamentalmente de analizar un problema de tipo finito es decir, asumi-
mos que H := 57 ’ (@rrsmsn) & dada como entrada al algoritmo. Por tanto, el modelo algoritmico pasa a tener
la siguiente estructura:

INPUT:

e Un dataset:
‘Sﬂ = {(zla yl)a L) (xm7ym)} € (Z)m

e Un punto adicional z € X
e Una clase H C Y™ % que sabemos que es restriccién de 7

OutpuT: Una funcién hg € H = ‘%ﬂ|(x1,---,xm,:c)
De la funcién hg se requieren ciertas condiciones adicionales: que aproxime la funcién buscada h* de algun
modo con pequena probabilidad de error. Como el objetivo del trabajo no es el anélisis de esos algoritmos no
precisaremos con detalle el modo en que se procede a buscar esa aproximacién. Pero si observaremos que, en
general, se trata de buscar una nocién de funcién de crecimiento G(H, m), que dependa de H y de m, y que
permita garantizar que la funcién hy obtenida por el algoritmo aproxima bien a la funcién buscada h* € J# con
alta probabilidad sobre los datasets elegidos aleatoriamente. Los valores a partir de los cuales existe aprendizaje
son aquellos valores de m que satisfacen ciertas propiedades y cuyas cotas inferiores para su funcionamiento se
denominan dimensiones de 7. Asi, en el caso binario, la principal contribucién de [VC, 1971] fue utilizar un
resultado de Sauer, Shelah y Perles (cf. [Par, 24b] para una prueba alternativa a las muchas existentes), para
determinar un invariante (hoy llamado dimensién de Vapnik-Chervonenkis y denotada como dimvyc(H)) a partir
del cual el aprendizaje era posible si la longitud de la muestra superaba esa dimensién, i.e., m > dimyc(H)).

y el valor hy(x).

El primero en darse cuenta de que los modelos de Vapnik y Chervonenkis no servian para el aprendizaje multi-
clase fue B.K. Natarajan (cf. [Nat, 1988] o [Nat, 1989]). Natarajan propuso una nocién de dimensién: la
dimensién de Natarajan, denotada dimy (H ), que, como se prueba en [BCDMY, 22|, es poco adecuada (véase
la nocién en la Observacién 3.2.5 de este manuscrito). En todo caso, el aprendizaje multi-clase (i.e. en el caso
p > 2) adolece de la falta de una buena nocién de dimensién que pueda ser utilizada para el disefio de algoritmos
razonables de aprendizaje multi-clase. En este contexto se enmarca este trabajo, para lo cual nos dedicamos
a estudiar diversos invariantes relacionados con el Algoritmo OIG en su forma de ejemplo de Juguete ( “Toy
Ezample”) como se trata en [DS, 14] o [ BCDMY, 22].

Para este nuevo estudio, tomamos como elemento de partida una clase de conceptos H C Y™*+! y se construye
una estructura de hiper-grafo a partir de H y m+1 conocida como grafo de una inclusion (OIG) que denotaremos
como G(H). En la Seccién 2.1 del el Capitulo 2 describiremos con detalle esa estructura. A partir de G(H)
se define el algoritmo de aprendizaje OIG. El objetivo de este Trabajo de Fin de Grado no es probar la
correctitud del algoritmo OIG sino incidir en el andlisis de su complejidad, estudiando nuevos invariantes del
grafo que permitan controlarlo. En particular, introducimos los tres nuevos invariantes outdeg,, (H ), p dimpg(H)
y max — outdeg,, (H), hacemos un estudio de sus principales propiedades, sus relaciones con otros invariantes
utilizados por la principal literatura sobre el tema y mostramos su relacién con la complejidad del algoritmo
OIG.
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0.2. Motivacion de lo estudiado en la memoria, aunque no es objeto de la memoria: El
algoritmo OIG bien escrito

El algoritmo fue introducido en [Hau, 1995] y [HLW, 1994]| para el aprendizaje binario. Posteriormente, fue
extendido al caso de aprendizaje multi-clase en [RBR, 06] y discutido en [DS, 14] y [BCDMY, 22].

Trabajemos un poco las notaciones que son descritas con mayor detalle en la Seccién 2.1. Dada H C Y™m+!
una clase de conceptos finita, para ) := {0,...,p — 1}, consideremos las proyecciones m; : Y™t — Y™ que
“olvidan” la coordenada i—ésima de los elementos de Y™ *!. Para cada y € Y™, consideremos la fibra sobre y
de 7; intersecada con H, es decir, el conjunto e, ; := 7, *({y}) N H. Si este conjunto es no vacio, definimos la
arista e, ; X {i} € H x [m + 1] y consideramos todas las aristas asociadas a la proyeccién m;:

E,(H):={ey; x{i} : yem(H)}.
Finalmente, consideramos el conjunto de aristas E(H) del hiper-grafo como la siguiente unién disjunta:

m—+1
E(H) := |_| E;(H).

Para una arista e € E(H) y un elemento h € H escribimos h € e cuando e = e, ; X {i} y h € e, ;. Asociada a
esta estructura de hiper-grafo, estd la nocién de orientacion de G(H) (véase la Definicién 12 para una definicién
precisa), que no es sino una aplicacién o : E(H) — H que satisface la siguiente propiedad:

Vee E(H), o(e) € e.

En cierto sentido, una orientacién es una seccién global (inversa a derecha) de todas las proyecciones ;. Es
decir, si e =€, € E(H) es una arista, o(e) € H es un elemento de H tal que:

'/Ti(fla~'~;fi71a0—(e)7fia"'7fm) = f

Se pueden hacer otras consideraciones sobre el concepto de orientacién, pero las dejamos para otros estudios
que no inciden en el presente. En palabras de ciertos autores (como [RBR, 06], [DS, 14| o [BCDMY, 22]),
el algoritmo de aprendizaje reposa fuertemente en el calculo de una orientacion adecuada. Por otro lado, un
dataset . € Ylm+il pasa a ser simplemente una lista S := . € H C Y™*+!. Pasemos a definir el algoritmo a
la manera de [DS, 14]:

ALGORITMO 0.2.1 (ALGORITMO OIG, REVISADO, FORMATO TOY EXAMPLE).

e INPUT:
— Un punto (1,...,Tmy1) € X™HL

— La clase de conceptos H := Jf|( C ym+l,

zl:meerl)

— Un “dataset” y := (y1,...,Ym) € Y™.
e guess un indice i € [m + 1]
e verify que y € m;(H)
e compute una orientacion o : E(H) — H que minimice outdeg, . (o) % Definiremos mis tarde
esta nocién
e OUTPUT: h:=o0(ey,; x {i}) € H % Es decir, h(z;) =h;, h(z;) =y; si 1 <j<i—1y h(z;) =
yji—1 81 1 +1<j<m+1

La inclusién de la instruccién guess (con distribucién de probabilidad uniforme en [m + 1]) es un requerimiento
necesario para que su Proposicién 15 (clave para que este sea un algoritmo de aprendizaje) sea cierta. En otro
caso la Proposicién 15 de [BCDMY, 22] es falsa (estd en estudio en [PSZ, 24]).

El objetivo de este Trabajo de Fin de Grado no consiste en estudiar la correctitud de este algoritmo. Aunque
debemos senalar que la presentacién en [BCDMY, 22] no parece correcta y si lo es en [DS, 14]|. Nuestro
objetivo pasa por comenzar en el estudio de los elementos e invariantes que nacen en la complejidad de su
ejecucién. Claramente, el elemento clave alegado en esta presentacién (que es la usual) es:

min{outdeg, .. (c) t.q. o : E(H) — H es una orientacién}
Cantidad que denotaremos, a partir de ahora, como:

min —outdeg, .. (H)
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0.3. Objetivo del TFG: poner orden, estructura y aportar nuevas ideas en el ciimulo de

invariantes sin estudio comparativo precedente

El tema que motiva este Trabajo Fin de Grado es que, en el andlisis de este Algoritmo OIG (en particular del
min —outdeg, .. (H)), parece intervenir un CUMULO DE NOCIONES, CASI NUNCA ESTUDIADAS CON PROFUNDI-
DAD NI COMPARADAS A FONDO. Este es el verdadero Objetivo de este Trabajo de Fin de Grado: empezar a
poner un poco de orden entre este cumulo de invariantes, en la medida de lo posible, aportando ademds nuevas
ideas con potencial. Vamos a hacer una rapida revisién de esas muchas nociones que acompanan a este humilde
Algoritmo OIG:

i)

iii)

(0.3.1)

(0.3.2)

iv)

LAS DIVERSAS NOCIONES DE DIMENSION (VEASE EL CAPITULO 3). Ademds de la dimensién de
Natarajan (i.e. dimy(H)) ya citada, aparecen la dimensién DS (denotada como dimpg(H)) y usada
implicitamente en [DS, 14] (véase la Definicién 17 para una definicién precisa de esta nocién de
dimensién). La dimensién exponencial, introducida en [BCDMY, 22] y denotada mediante dimg(H)
(véase la Definicién 18 correspondiente). Adicionalmente, nuestro manuscrito introduce una nueva
nocidn denominada pseudo-dimension DS y denotada mediante p dimpg(H) en la Subseccién 3.2.1 y
mas concretamente en la Definicién 19. Observamos que la dimension DS es el maximo de la pseudo-
dimensién de los subgrafos asociados a H en el Corolario 3.2.9.

GRADOS: Para poder controlar las diversas dimensiones se usan también nociones de grados y grados
de salida que tratamos de listar ahora. Dados h € H y o : E(H) — H una orientacién, en la
Definicién 13 se definen el grado de h en H y el grado de salida (outdegree) de o en h con respecto a
H mediante:

degy (h) ==t ({e CEH) : heeed E<1>(H)}) :

donde E(M(H) son las aristas unarias (i.e. de cardinal 1) en E(H) y
outdegy(o,h) :=4({e€ E(H) : h€e,o(e) #h}).

Para no sobrecargar mas ain las notaciones, sobreentendemos la existencia de un H C Y™*! fijo y
omitiremos H en los subindices.

LOS VALORES PROMEDIO CON RESPECTO A LA DISTRIBUCION UNIFORME EN H: A partir de aqui,
[DS, 14] y [BCDMY, 22] consideran las nociones: grado promedio, avd(H); densidad del hiper-
grafo, gd(H); y la nocién de grado de salida maximo de una orientacién o : E(H) — H, denotado
por outdeg, ..(c). Nosotros anadimos una mds que nos parece esencial en este estudio: el grado de
salida promedio de una orientacion o denotado mediante outdeg, (o). Esas nociones se describen en
la Definicion 14:

avd(H) = ﬁ > deg(h).

heH
1
outdeg,, (o) := o }éoutdeg(a, h).
_ t(E(H))
gd(H) := T

outdeg, ... (H) := max{outdeg(o,h) : h € H}.
DOS NOCIONES ESENCIALES: PSEUDO-CUBOS Y SHIFTING. Por si este cimulo de invariantes no
fuera suficiente, hay una nocién nueva implicita en la definicién de dimensién DS : la de pseudo-cubo
(ver Definicién 16). La nocién es esencial para poder definir esa dimensién y aparece implicitamente
en [DS, 14]. Hasta donde alcanza nuestro conocimiento, el término pseudo-cube fue usado por vez
primera en la literatura cientifica en [BCDMY, 22]. No hay un estudio sistemdtico de la nocidn, que
se hace por vez primera en este Trabajo Fin de Grado en el Capitulo 3. El segundo elemento no es
novedoso, se trata de la nocion de shifting que se presenta en la Seccién 4.1 del Capitulo 4. La nocién
es esencial en el tratamiento de las nociones involucradas hasta ahora. Hemos mantenido el término
inglés por no encontrar un término en espanol apropiado para esta transformacién de subconjuntos
de Y™ siguiendo las direcciones paralelas a los ejes y preservando la cardinalidad de las aristas. En
[Hau, 1995], D. Haussler usé la técnica de “shifting” para producir una demostracién del Lema de
Sauer-Shelah-Perles y otros resultados en el caso de aprendizaje binario. Esta técnica aparece por
vez primera en [Fra, 1983] e independientemente en [Aln, 1983] (véase también el papel del shifting
en relacién con la dualidad y la traza en [Par, 24b]). En [RBR, 06], los autores extienden este
operador al caso del aprendizaje multi-clase y es una técnica analizada de nuevo en [BCDMY, 22].
Es esencial controlar el comportamiento de todos los invariantes antes descritos tras las operaciones
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de shifting, que tampoco estd tratado de manera sistematica y estructurada en la literatura sobre el
tema, en especial, en el escenario multi-clase. Lo hacemos en la Seccion 4.3 del Capitulo 4. En esa
seccion tratamos de interpretar como los distintos invariantes de clases de conceptos descritos mas
arriba se comportan tras la operacion de shifting. En particular, obtenemos una mejora estricta de
algunos resultados de [ BCDMY, 22].

v) POR SI FUERA POCO, EL PRE-ORDEN DE DICKSON (=) Y SUS CERRADOS HACIA ABAJO (ESCALERAS)
ESTAN LIGADOS A BASES MONOMIALES DE K —ALGEBRAS DE ARTIN FINITAMENTE GENERADAS: FEl
objetivo de los procesos de shifting de una clase de conceptos finita es tratar de encontrar una clase ce-
rrada hacia abajo con respecto al pre-orden de Dickson. Por eso dedicamos el Capitulo 1y su Seccién 1.1
a recordar el pre-orden de Dickson =< en el monoide (N™, 4) y las nociones de conjuntos cerrados hacia
abajo (escaleras) y sus componentes (escalones). Escalones y escaleras estan fuertemente ligados a las
bases monomiales de anillos residuales de la forma K[X1, ..., X,]/a y expresamos, porque corresponde
a nuestro contexto, en el caso finito donde las escaleras finitas son las bases monomiales con respecto
a cualquier orden monomial < de anillos residuales de la forma K[X7,..., X,]/a, que son K—dlgebras
de Artin. Esto lo discutimos en la Seccién 1.2 del Capitulo 1. Pero la relacion entre conjuntos ce-
rrados hacia abajo (escalares finitas) y bases monomiales se puede precisar ain més (identificando un
ideal de referencia) como en [Mes, 20]. El resultado de Mészéros es un corolario, casi inmediato, de
un resultado fuerte debido a [FRR, 06]. Sin embargo, la demostracién de [FRR, 06] reposa sobre
una serie de ideas de Teoria de Juegos (en concreto el lex game) que creemos que no es necesaria.
Por eso hemos desarrollado nuestra propia prueba original, totalmente alternativa e independiente, del
resultado fundamental de [FRR, 06] en la Seccidn 4.2 del Capitulo 4.

0.4. Resumen de los principales resultados de la memoria

Como suponemos que el lector ya debe estar un tanto saturado de tanta nocién abreviada, pasemos a hacer una
exposicién mas precisa de los principales resultados de esta memoria. Uno de los resultados con mayor contenido
seméantico del Capitulo 1 es el Corolario 1.2.10, que identifica los conjuntos cerrados hacia abajo finitos (i.e.
escaleras finitas) con las bases monomiales de K —dlgebras de Artin y que, creemos, debe ser conocido; aunque
damos nuestra propia demostracién. Recuérdese que el pre-orden de Dickson (véase la Definicién 2) sobre el
monoide (N™ +) se define del modo siguiente: Dados a = (a1,...,a,),8 = (B1,-..,0,) € N*, diremos que «
es menor que [ con respecto al pre-orden de Dickson (y lo denotaremos mediante oz < f3) si se satisface

dyeN", a+vy=p4.

Un subconjunto H C N™ se dice cerrado hacia abajo con respecto a < (también denominado escalera) si verifica:
Va,8 e N" sia <Xy [ € H, entonces a € H.

COROLARIO (DESTACABLE) 0.4.1 (ESCALERAS FINITAS SON LAS BASES MONOMIALES DE K —ALGEBRAS DE
ARTIN). Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2. Sea p € N wun entero positivo con p > 2. Sea
Y:={0,....,p—1}" y sea H C Y™ un subconjunto finito. Entonces, son equivalentes:
i) H es una escalera finita (i.e. un conjunto finito cerrado hacia abajo con respecto a < ).
it) Para cualquier orden monomial < sobre el monoide (N, +), existe un ideal a de tal modo que:
o H:=N"\expc (a).
o La K—dlgebra R := K[Xy,...,X,]/a es una K—dlgebra de Artin y la siguiente es una base
monomial de R como K —espacio vectorial:

BH) o= (X X da s pim (o) € HY,
con lo que, ademds, se tiene la siguiente igualdad de dimensiones como K —espacios vectoriales:
dimg (K[X1,...,X]/a) =4 (H).

Ademds, en ii) se puede elegir que el ideal a sea un ideal monomial de K[X1,...,X,] si bien no es
imprescindible.

En este Trabajo Fin de Grado no solamente se introduce una nocién nueva de grado de salida promedio (con
respecto a la distribucién uniforme en H) de una orientacién, i.e. outdeg,, (o), sino que se demuestra que es un
invariante del OIG, G(H), e independiente de la orientacion elegida. Para ello se caracterizan bien las diversas
nociones de avd(H) y grado de salida promedio en el Teorema 2.2.1 (original de este Trabajo Fin de Grado) y
que reproducimos a continuacién:

TEOREMA (DESTACABLE) 0.4.2 (PRINCIPALES CARACTERIZACIONES DE avd, outdeg,, Y gd(H)). Con estas
notaciones, suponiendo n > 2, se tiene:
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i) El grado promedio del hiper-grafo G(H) satisface:
1 (BW(H))
avd(H) =n — —————%,
) (1)

donde EW(H) son las aristas unarias de G(H).
i1) El grado de salida promedio de cualquier orientacion o : E(H) — H satisface:

i (E(H))

B(H) -
En particular, el grado de salida promedio de una orientacion es independiente de la orientacion y sélo
depende de H. De hecho, solo depende de la dimension n del espacio ambiente y de la densidad del
hiper-grafo gd(H). Por ello, a partir de ahora hablaremos simplemente del grado de salida promedio
del hiper-grafo y lo denotaremos mediante outdeg,,(H). En particular, se tiene:

t(ED ()
4(H)

outdeg, (0) =n—gd(H) =n—

avd(H) — outdeg,, (H) — gd(H) = — <0.

iii) Lo siguiente también se verifica:

outdeg,, (H) < avd(H) < 2outdeg,, (H).
iv) Para cada orientacion o : E(H) — H, se tiene:
¢ (BW(H))
CouH)

v) Sea G C H un subconjunto de H y sea o : E(H) — H wuna orientacidn. Entonces, existe una
orientacion o' : E(G) — G tal que se verifica:

gd(H) — < outdeg, (o).

Vg € G, outdeg(o’, g) < outdeg(a, g).

En particular, para toda orientacién o : E(H) — H, existird una orientacion ¢’ : E(G) — G tal
que:
outdeg,..(0') < outdeg,,.. (H).
Finalmente, el grado de salida promedio raramente coincide con el grado promedio, porque se tiene:
e O bien
outdeg,, (H) < avd(H),

e 0 bien E(H) = EMV(H) (i.e. G(H) tiene solamente aristas unarias). En ese caso,
outdeg,,(H) = avd(H) = 0.

Aunque el grado es una funcién mondtona creciente cuando afecta a elementos individuales (ver Lema 2.2.7)
vistos desde subclases G C H, no ocurre lo mismo con las funciones promedio avd(H) y outdeg,,(H). En la
Proposicién 2.2.8 estudiamos las distintas relaciones que pueden darse entre avd(G) y avd(H), cuando G C H.
Haremos lo mismo para el grado de salida promedio en la misma proposicién. Ademads, daremos condiciones
necesarias para poder caracterizar la condicién de monotonia creciente de las funciones avd y outdeg,, en
relacion con la inclusion de subclases. Desgraciadamente, observamos que ambos promedios no son funciones
monotonas con respecto a la inclusién, lo que impide usar argumentos inductivos basados en el cardinal §(H)
para estudiar avd(H) o outdeg,, (H).

Como ya hemos indicado anteriormente, hasta donde alcanza nuestro conocimiento, el término pseudo-cube fue
usado en la literatura cientifica por vez primera en 2022 (concretamente en [BCDMY, 22]). Lo usan para
expresar una nocién implicita de dimensién que aparece por vez primera en [DS, 14]. La nocién es crucial
para poder definir la dimensién DS implicita en [DS, 14]. Sin embargo, no eziste un estudio sistemdtico de esa
nocion de pseudo-cubo hasta el presente manuscrito, por vez primera en la literatura matemdtica. Comenzaremos
con una caracterizaciéon de la nocién de pseudo-cubo basada en los invariantes introducidos en el Capitulo 2
precedente. Obviamente, todo el material, excepto la definicién, es completamente original. Recuérdese que la
nocidén se expone en la Definicién 16, que reproducimos aqui para facilitar la lectura:

DEFINICION 1 (PSEUDO-CUBO). Con las notaciones precedentes, dados n € N, n > 2, y una clase de conceptos
H C Y™, diremos que el OIG asociado G(H) es un pseudo-cubo (de dimensidn n) si y solamente si se verifica
la siguiente propiedad:

Para todo i € [n] y para todo h = (hy,...,hy,) € H, existe un i—vecino de h en H (i.e. existe g = (g1,...,9n) €
H tal que h; # g;, mientras que h; = g; para todo j € [n]\ {i}).



0.4. RESUMEN DE LOS PRINCIPALES RESULTADOS DE LA MEMORIA vii

En el caso n = 1 llamaremos pseudo-cubo de dimensién 1 a cualquier hiper-grafo G(H) asociado a cualquier
subconjunto H C Y de cardinal mayor o igual que 2. Llamaremos pseudo-cubo de dimension 0 a G(0).

Con esta terminologia, podemos aportar la primera caracterizacion, completamente original, de esa mocion,
introducida en [BCDMY, 22] que se prueba en el Teorema 3.1.4 y que prueba que la nocién es equivalente a la
Identidad (0.4.1), que involucra los elementos avd(H), outdeg,,(H) y gd(H). Reproducimos aqui, parcialmente,
ese Teorema 3.1.4:

TEOREMA (DESTACABLE) 0.4.3 (CARACTERIZACION DE PSEUDO-CUBOS DE DIMENSION n). Con las mismas
notaciones de pdginas precedentes, sean € N, n > 2, sea H C Y™ una clase de conceptos finita, con §(H) > 2
y sea G(H) = (H, E(H)) el hiper-grafo de una inclusion (OIG) asociado a H. Las siguientes propiedades son
equivalentes:

i) El hiper-grafo G(H) es un pseudo-cubo de dimension n.

it) Grado promedio, grado de salida promedio y densidad del grafo satisfacen la siguiente identidad
(0.4.1) avd(H) — outdeg,, (H) — gd(H) = 0.
En particular, si H es un pseudo-cubo de dimension n y n > 2, se verifica:

(0.4.2) g < outdeg,,(H) < n.

ejemplos para los que la primera desigualdad es estricta son sencillos de obtener.

Los conjuntos cerrados hacia abajo finitos (escaleras finitas) para el pre-orden de Dickson, se caracterizan por
una descomposicion en escalones que denotamos como &},. Para cada h € N”, se define su escalén asociado con
respecto a < como:

(0.4.3) én={geN": g=<h}.

Hacemos un estudio pormenorizado de todos los invariantes descritos anteriormente de los escalones. En la
Subseccién 2.3.1 estudiamos los valores de avd(é),) y outdeg, (&) y en la Subseccién 3.2.2 las dimensiones
dimpg (&) v dimg(&%), todas ellas dependiendo tnicamente de las coordenadas de h. También estudiamos las
caracterizaciones de los pseudo-cubos cerrados hacia abajo en la Proposiciéon 3.3.1, lo que nos permite concluir
una caracterizacion alternativa de esos pseudo-cubos cerrados hacia abajo en el Corolario 3.3.2 que reproducimos
aqui:
COROLARIO (DESTACABLE) 0.4.4. Si H C Y™, n > 1, es un conjunto cerrado hacia abajo, las siguientes
propiedades son equivalentes:

i) H es un pseudo-cubo de dimensidn n.

i1) Se verifica lo siguiente:

outdeg,, (H) < avd(H) = dimps(H) = dimg(H) = n < 2outdeg,, (H).

En el estudio de estos objetos juega un papel esencial en la literatura la operacién de “shifting” que definimos
con detalle en la Seccién 4.1 del Capitulo 4. Asi, como en la Definicién 22, para cada palabra w € [n]* (i.e.
palabra sobre el alfabeto finito [n] = {1,...,n}), se define una transformacién:

Sw 2V — 2Y",

que respeta los cardinales, preserva <, modifica las aristas en una direccién paralela a uno de los ejes y tiene una
propiedad fundamental, probada en [Hau, 1995], aunque es un resultado evidente por induccién en la longitud
de la palabra (al fin y al cabo, un conjunto es cerrado hacia abajo para el pre-orden de Dickson si y solamente
si S;(H) = H para todo i € [n]):

Para cada H C Y™ finito existe una palabra w € [n]* que define una secuencia de shifts S, tal que la clase

H:J = SW(H)v

es cerrada hacia abajo con respecto al pre-orden de Dickson. Esta reducciéon ayuda a probar propiedades en
el caso binario p = 2, pero tiene sus dificultades de uso cuando p > 3. Probaremos, entre otros, los siguientes
resultados:

e La dimensién exponencial se “preserva’ tras realizar varios shifts. En la Proposicién 4.3.1 se prueba
que para cada palabra w € [n]* se tiene que :

dimg(So, (H)) < dimg(H).
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e La dimensién DS puede crecer tras uno o varios shifts. Esto es conocido en [BCDMY, 22|, pero en el
Ejemplo 4.1.1 probamos con detalle este fenémeno, exhibiendo un ejemplo de una clase H C {0, 1,2}
en el que cualquier shift en cualquier direcciéon puede hacer crecer la dimensién DS:

dimDs(S1(H)) = dimDs(Sg(H)) =2> dimDs(H) =1.

e El grado promedio tiene un buen comportamiento en el caso p = 2 (como ya se demostraba en
[Hau, 1995], que probamos aqui con demostracién propia en el Corolario 4.3.10). Sin embargo, en el
caso p > 3, el grado promedio tiene un comportamiento erratico al realizar uno o varios shifts, como
probamos en el Ejemplo 4.3.11. En él se muestra un conjunto finito H C {0,1,2,3}? tal que se tiene
que:

— Realizando un sélo shift con respecto a la direccién 75 se tiene que:

avd(Sq(H)) < avd(H).
— Por otro lado, si hacemos un shift en la direccién de la proyeccion m; obtenemos:
avd(Sy(H)) > avd(H).
Este comportamiento errdtico de avd(H) al aplicar shifts se sigue estudiando en [PSZ, 24], pero
los resultados son atin muy primitivos.

Pero nosotros podemos probar la estabilidad del grado de salida promedio outdeg,, (H), como se prueba en el
Teorema 4.3.8 que reproducimos aqui:

TEOREMA (DESTACABLE) 0.4.5. Con las notaciones anteriores, dado H C Y™ y dada w € [n]*, el grado de
salida promedio no decrece tras el shifting, i.e.:

outdeg,, (Sw(H)) > outdeg,, (H).

Dado que estamos insistiendo en transformar, a través de varios shifts, un conjunto finito H C Y™ en uno
S.(H) cerrado hacia abajo para el pre-orden de Dickson, trataremos de entender mejor qué se obtiene tras unas
secuencias finitas de shifts. Eso se expresa bien mediante un resultado de [Mes, 20] que se basa fuertemente
en un teorema previo, muy fuerte, de [FRR, 06]. La demostracién de [FRR, 06] reposa sobre el uso de un
juego (el lex game) y nos parecié inapropiado que un resultado de este tipo dependiera de la Teoria de Juegos,
por lo que hemos desarrollado nuestra propia demostracién en la Seccién 4.2. En esa seccién escribimos una
demostracién alternativa y original del teorema principal de [FRR, 06]. Vamos a enunciar simplemente ese
enunciado de [FRR, 06], para lo cual necesitaremos unas pocas nociones més.

Sea <jex €l orden monomial lexicografico sobre el monoide (N™ +) (ver definicién en el Ejemplo 1.2.2). Para
un orden monomial < sobre (N +) y un ideal a C K[X;,...,X,], consideramos el conjunto exp.(a) C N
como el conjunto de los exponentes de los términos directores de los elementos del ideal a con respecto al orden
monomial < (véase una definicién precisa en la Definicién 6). Fijamos <je el orden lexicografico tal que

Xl <lex X2 <lex ' " <lex Xn7
denotemos para un ideal a C K[X1,..., X,]:
explex(a) = englex(a)a
y
Nexp; o, (a) ;== N™\ expglex(a).
Por supuesto, por no complicar las notaciones usaremos la misma notacion, independientemente de n. Dado K

un cuerpo y H C K™, denotamos por I(H) el ideal de los polinomios en K[X7,..., X,] que se anulan en H. Y,
con las mismas notaciones, denotamos por K[H| al anillo cociente:

K[H):= K[Xy,...,X,)/I(H).
Finalmente, dado H C Y y dado b € ) denotamos mediante H(b) C V"~ ! a:
(0.4.4) H®b):={(01,...,0,1) €Y : (61,...,0,_1,b) € H}.
Probamos, de modo completamente original, el siguiente importante Teorema 4.2.4 en la Seccion 4.2

TEOREMA (DESTACABLE) 0.4.6 ([FRR, 06]). Sea Y un conjunto finito, K un cuerpo, supongamos Y C K
(inmerso de alguna forma) y sea H C Y™. Son equivalentes para un exponente monomial w := (wi,...,w,) €
N

i) w € Nexpyo(I(H)).

i1) Se verifica la siguiente desigualdad:

f{bed : (wi,...,wn-1) € Nexpyo (I(H(b))}) > wp + 1.
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Este resultado nos permite probar, en la Subseccién 4.2.1, el resultado que consideramos més destacable de
[Mes, 20] y que expresamos aqui en la forma del Corolario 4.2.7:

COROLARIO (DESTACABLE) 0.4.7 (H ES CERRADO HACIA ABAJO < H = Nexp,.,([(H))). Con las notaciones
precedentes, un subconjunto H C Y™ es cerrado hacia abajo si y solamente si H = Nexp, o, (I(H)), donde I(H)
es el ideal de todos los polinomios p € K[X,...,X,] que sea anulan en H.

En la seccién final del presente manuscrito (Seccién 4.3), presentamos una mejora estricta de la Proposicién 27
y del Corolario 28 de [ BCDMY, 22] a través de nuestro Teorema 4.3.12, que reproducimos aqui:

TEOREMA (DESTACABLE) 0.4.8. Sea H C Y™ una clase de conceptos finita. Entonces, tenemos:
outdeg,, (H) < dimg(H).

Este teorema implica las siguientes consecuencias, que suponen una mejora estricta de la Proposicién 27 de
[BCDMY, 22]. Esto consiste en transformar avd(H) < 4dimg(H) en la desigualdad que aparece en la
Afirmacion i) (avd(H) < 2 dimg(H)) del corolario siguiente. Evidentemente, el uso de outdeg,, (H) es esencial
en esta pequena mejora.

COROLARIO (DESTACABLE) 0.4.9. Sea H C Y™ una clase de conceptos finita. Entonces, tenemos:
i) Las dimensiones satisfacen:

(0.4.5) dimpg(H) < 2dimg(H).
it) El grado promedio satisface:

(0.4.6) avd(H) < 2dimg(H).

Estamos en condiciones de probar el segundo teorema relevante de esta seccién final del manuscrito, que mejora
estrictamente los resultados de [ BCDMY, 22], y los pone en un contexto més amplio. Introduzcamos la nocién
de grado minimo del hiper-grafo G(H) definido por una clase de conceptos finita H C Y™ como:

deg i, (H) := min{deg(h) : h € H}.

Como se observa en varios estudios, la funcién avd(H) no es monétona para subgrafos. Es decir, dados H' C H,
no es en general cierto que avd(H') < avd(H). Para hacer que avd(H) sea una funcién mondtona con respecto
a la inclusién, en [DS, 14], los autores introducen una variacién, monotonizdndola, del modo siguiente:

(0.4.7) max —avd(H) := max{avd(F) : F C H}.
De modo similar a [DS, 14], podemos introducir el grado de salida promedio “maximal” mediante:
(0.4.8) max —outdeg,, (H) := max{outdeg, (F) : F C H}.
Como se observa de nuestros resultados, se tiene:
max —avd(H) < 2max outdeg,, (H).

Esto nos permite demostrar una mejora estricta sobre la existencia de orientaciones con grado de salida maximal
controlado que se expresa en el Corolario 28 de [BCDMY, 22]. En ese corolario, los autores probaron la
existencia de una orientacién o : E(H) — H que satisface:

outdeg, .. (0) < 4dimg(H).

Lo mejoramos en nuestro Teorema 4.3.14, que reproducimos a continuacién, especialmente en la Afirmacién 4)
y la Desigualdad (0.4.12):

TEOREMA (DESTACABLE) 0.4.10 (MEJORA ESTRICTA DEL COROLARIO 28 DE [BCDMY, 22| SOBRE EL
GRADO DE SALIDA MAXIMO DE ORIENTACIONES). Con las mismas notaciones precedentes, sea H C V" una clase
de conceptos finita. Sea ¢ : 2% — R una funcién mondtona con respecto a la inclusion en 2. Supongamos
que la funcion ¢ también satisface la siguiente hipdtesis:

(0.4.9) VF € 2", deg,,n(F) < ¢(F).
Entonces, existe una orientacion o : E(H) — H tal que se verifica:
(0.4.10) outdeg ., () < ¢(H).

Adicionalmente, tenemos:
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i) La Hipdtesis (0.4.9) se verifica siempre que la siguiente condicion sea cierta:
(0.4.11) avd(F) < o(F), VF C H.

En particular, la funcidn mondtona (F) := 2dimg(F) satisface la Desigualdad (0.4.11) y, por tanto,
existe una orientacion o : E(H) — H tal que

(0.4.12) outdeg, .. (o) < 2dimg(H).

it) El grado promedio mazximal también satisface la Hipdtesis (0.4.11) y, por tanto, existe una orientacion
o:G(H) — H tal que

outdeg, ... (0) < max —avd(H) < 2max —outdeg,, (H).

El siguiente corolario expresa la relaciéon de nuestro estudio con la complejidad del algoritmo OIG a través de
su invariante principal:

COROLARIO 0.4.11. Con las notaciones precedentes, se tiene:
outdeg,, (H) < min —outdeg,,.(H) < 2max —outdeg,, (H).

OBSERVACION 0.4.12 (CONSIDERACIONES FINALES). Observemos que la Afirmacién i4) es el Lema 3 de [DS, 14],
anadiendo el doble del grado promedio maximal, mientras que la Afirmacién ¢) mejora estrictamente el Coro-
lario 28 de [BCDMY, 22] por un factor estrictamente mayor que 2. Sin embargo, no hemos sido capaces de
probar resultados similares para la funcién (naturalmente mondtona) dimps. El Ejemplo 4.3.16 final prueba
que la Hipétesis (0.4.11) no es satisfecha por la dimensién DS. Mads atn, este ejemplo prueba también que
que max —avd(H) puede ser mayor que dimpg(H). Por tanto, el Lema 3 de [DS, 14] no se aplica para pro-
ducir orientaciones cuyo grado de salida méximo esté acotado por dimpg(H). En consecuencia, parece que
2max —outdeg,, (H) es la cantidad mds fina que podemos encontrar tal que sea estable por shifting y que
permita controlar el grado de salida maximo de alguna orientacién en un OIG sobre H. Pero sigue siendo un
objeto de estudio en [PSZ, 24].

OBSERVACION 0.4.13 (ALGUNOS TEMAS DE FUTURAS INVESTIGACIONES). No estd ain claro para este autor si
outdeg,, (H) es el invariante mds adecuado para controlar la PAC learnability. En particular, no disponemos de
su relacién precisa con dimpg(H ), que parece, segin [BCDMY, 22], la medida més adecuada para caracterizar
“learnability” .

También convendria poder conocer mejor el comportamiento de outdeg,,, (H) bajo restricciones, asunto del que
sélo disponemos de resultados incompletos. Por ltimo, dados los resultados que conectan el shifting de clases
finitas de monomios con la nulidad de polinomios sobre H, convendria disponer de un estudio que explique mejor
la relacién del hiper-grafo OIG (y sus invariantes) con el tratamiento y estudio de propiedades de polinomios
con pocos coeficientes no nulos (“fewnomials” en la terminologia de A. Khovanskil).

Por ultimo, no estamos seguros de haber logrado un orden suficiente ni una estructura 6ptima en nuestro estudio
del ciimulo de nociones ligadas al algoritmo OIG, por lo que este trabajo es s6lo una etapa inicial en la ardua
tarea de poner orden, abstraccién y sintesis en tal contexto.

0.5. Otras consideraciones

0.5.1. Apéndice Final. Las limitaciones auto-impuestas por la Facultad de Ciencias de la Universidad de
Cantabria, exigen que el nimero maximo de paginas de un Trabajo Fin de Grado sea de 50 paginas. Esto nos
obliga a dar una versién muy breve del Capitulo 1, cuya naturaleza esquematica lo hace hasta dificil de leer o
asimilar. Por eso, hemos creado un tnico apéndice (el Apéndice A) donde, con un poco més de lugar, el Capitulo
1 aparece expandido. Nos excusamos por usar este subterfugio para respetar las condiciones auto-impuestas
para los TFGs del Grado de Matematicas.

0.5.2. Sobre el estilo y la ortografia usados en este TFG. En algin caso precedente se ha discutido
el estilo y la ortografia de las memorias presentadas como Trabajo de Fin de Grado en Matemadticas. En
evitacion de intervenciones innecesarias, queremos clarificar algunos aspectos relativos al estilo elegido en este
texto. Se ha elegido el formato de libro (book) de la American Mathematical Society (AMS). Aunque el idioma
utilizado es el espanol, hemos tratado de seguir lo mas fielmente posible las recomendaciones del Libro de Estilo
de esta asociacién !, conjuntamente con las reglas de estilo recomendadas por D. E. Knuth y co-autores para la
Mathematical Association of America (MAA) 2.

Especificamente, hemos tratado de seguir atentamente las siguientes dos reglas:

M. Letourneau, J. Wright Sharp, AMS Style Guide, Journals, October 2017, AMS, Providence, 2017
2D. E. Knuth, T. Larrabee, P. M. Roberts, Mathematical Writing, MAA, 1989
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o “Numbered theorems, lemmas, etc. are proper nouns and, thus, are capitalized: Theorem 2.3, Lemma
3.1, Figure 4.57 (p. 79 del AMS Style Guide).

e “Rule 19. Capitalize names like Theorem 1, Lemma 2, Algorithm 3, Method 4” (en D. E. Knuth et
al.).






CAPITULO 1

Primeras nociones: Pre-orden de Dickson y bases monomiales

indice

1.1. Pre-orden de Dickson y clases de conceptos cerradas hacia abajo: escalones y
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ENIEN R

Como ya se ha indicado en la Introduccién, este capitulo es s6lo una breve introduccién a nociones esencialmente
conocidas por el graduado en Matematicas por la Universidad de Cantabria, como son las nociones de pre-orden
de Dickson, orden monomial o Bases de Grébner. Al mismo tiempo hablaremos de conjuntos cerrados hacia
abajo para el pre-orden de Dickson (conocidos popularmente como escaleras). Dedicaremos un tiempo minimo
al estudio de la relacién de las escaleras finitas con las bases monomiales de K —dlgebras de Artin. El resultado
fundamental serd el Corolario 1.2.10 que identifica escaleras finitas con bases monomiales de ciertas K —élgebras
de Artin con respecto a cualquier orden monomial, dadas como los cocientes K[X7, ..., X,]/a con respecto a
un ideal a apropiado. Mas adelante demostraremos una versién refinada de esta idea, usando sélo el orden
lexicogréfico <jex. Daremos una demostracién nueva de un poderoso resultado de [FRR, 06] en la Seccién
4.2 y podremos demostrar que los conjuntos cerrados hacia abajo son el resultado de aplicar la operacién
de “shifting” (cf. Capitulo 4), concluyendo un resultado de [Mes, 20] y le daremos una vuelta a esta idea
mostrando que, en realidad H C Y", con ) finito, es una escalera finita si y solamente si las clases de sus
monomios médulo /(H) estdn en biyeccion con N™ \ exp., (I(H)), donde I(H) C K[Xy,...,X,] es el ideal de
todos los polinomios en K[Xy,...,X,] que se anulan en H y exp; ., (I(H)) son los exponentes directores de los
polinomios en I(H) con respecto al orden lexicografico. Pero esto lo dejamos para el Teorema 4.2.6.

Por una cuestion de espacio, hemos reducido el capitulo hasta un contenido extremadamente estructural, por
lo que lo hemos reproducido con algo méas de detalle (especialmente los ejemplos y algunas demostraciones no
esenciales en nuestro estudio) en el Apéndice A. Lamentamos esta forma de presentarlo, pero las limitaciones
explicitas del nimero de paginas de los Trabajos Fin de Grado en la Facultad de Ciencias de la Universidad
de Cantabria hacen que resulte, a veces, incomodo, poder expresar con suficiente elegancia una presentacion de
nociones e ideas y nos hemos visto obligados a este subterfugio.

1.1. Pre-orden de Dickson y clases de conceptos cerradas hacia abajo: escalones y escaleras

Comenzaremos con un sencillo resultado combinatorio sobre el monoide conmutativo (N”, +) conocido como
LEMA DE DICKSON (cf. [Dix, 1913]), aunque parece que también era conocido por P. Gourdan.

DEFINICION 2 (PRE-ORDEN DE DICKSON). Consideremos el monoide (N, +) y consideremos la relacién (de
orden parcial) siguiente:
Dados a = (a1,...,an),8 = (B1,...,0n) € N", diremos que o es menor que 8 con respecto al pre-orden de
Dickson si se satisface

dyeN", a+y=24.

Escribiremos o < B para indicar esa relacion. Se demomina pre-orden de Dickson
Algunas sencillas propiedades de < se resumen en el siguiente enunciado, de facil demostracion:

PROPOSICION 1.1.1. Con las notaciones anteriores, se verifica:

i) En el caso n =1 el orden < es el orden usual en N.
it) La relacion = es una relacién de orden parcial sobre N™.
i) Para cada o = (aq,...,a,) € N, denotemos por X« := X" --- X € K[X3,...,X,] al monomio
cuyos exponentes vienen dados por las coordenadas de «, siendo K un cuerpo cualquiera. Entonces,
para cada o, B € N™ se tiene que a <X f < X° | XP, donde | significa “divide” en K[X1,...,X,].

1
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El resultado fundamental de las ideas de Dickson se resume en el siguiente resultado (conocido como Lema de
Dickson) cuya prueba puede seguirse facilmente de los pasos descritos en [Par, 24a].

TEOREMA 1.1.2 (LEMA DE DICKSON). Con las notaciones precedentes, todo subconjunto no vacio S C N™ posee
un numero finito de elementos minimales para el orden <.

DEFINICION 3 (CONJUNTOS CERRADOS HACIA ABAJO). Con las notaciones precedentes, diremos que una clase
de conceptos H C Y™ es cerrada hacia abajo (con respecto al pre-orden de Dickson =) si satisface la siguiente
propiedad:

VYVhe H VgeY', g=h = g€ H.
EJeMPLO 1.1.3 (ESCALON). Un sencillo ejemplo de clase de conceptos cerrada hacia abajo es el ejemplo del

escalon determinado por un exponente monomial. Asi, dado h € N™ definimos el escalén determinado por h
como el conjunto siguiente:

(1.1.1) 6 ={9eN": g=<h}.
Obviamente, los escalones son conjuntos cerrados hacia abajo y para cada h € H, si H es cerrado hacia abajo,
se tiene &3, C H.

La siguiente proposicién explica el término de escalén y, en el caso finito, la “escalera” que determinan.

PROPOSICION 1.1.4 (ESCALERA (FINITA)). Una clase de conceptos finita H C Y™ es cerrada hacia abajo si y
solamente si H admite una descomposicion del tipo siguiente:
Existen hy, ..., hs € N" tales que las siguientes dos propiedades se verifican:

e Cada elemento h; € H no estd en los escalones determinados por los demds elementos, i.e.:

hi & | 6n,-
J#i
e La clase H es una union finita de tales escalones:
S
(1.1.2) H =] é,.
i=1
Diremos que H es una escalera cuyos escalones son determinados por &, ..., 6, .
Mads aun, si H C N™ es una escalera, los escalones &, ,...,8, estdn determinados de manera unica por H y
los elementos hq,...,hs son los elementos mazximales de H con respecto al pre-orden de Dickson < .
Los escalones (inicamente determinados) &, , ..., &, seran denominados las componentes (de la escalera) del

conjunto finito cerrado hacia abajo H.

DEMOSTRACION. Ciertamente, si H es finito sélo puede tener un niimero finito de elementos maximales
con respecto a <. Como &}, es siempre cerrado hacia abajo, tenemos que si h € H, el escaléon que determina
satisface &5, C H. Esto prueba que si H es cerrado hacia abajo, entonces es la unién finita de los escalones de sus
elementos maximales con respecto a =<, lo que demuestra la Identidad (1.1.2). Mds atn, elementos maximales
de H con respecto a < no serdn comparables entre si. Por tanto, para cada i € [s], h; & Uj;&h,, lo que prueba
la primera propiedad.

En consecuencia, cada unién finita de escalones es un conjunto cerrado hacia abajo, lo que prueba el reciproco.
|

OBSERVACION 1.1.5. Dado un subconjunto H C N como una unién finita de escalones (y, por tanto, es también
un conjunto finito):

t
H:= U (g)hm
k=1

concluimos que H es cerrado hacia abajo. Pero esa descomposicion puede refinarse hasta obtener una descom-
posicién que satisfaga las Afirmaciones i) y i) de la proposicién precedente. Basta con elegir los elementos
maximales S C H para =< de entre la clase {hq,..., h}.

Por otro lado, podemos considerar el “anti-escalén” asociado a un elemento de N™. Es decir, podemos introducir
la notacion siguiente: Dado h € N”, definamos el siguiente subconjunto de N™:

h+N':={geN': dImeN' h+m=g}={geN"h<g},

donde h + m denota la suma estdndar en el monoide (N™,+4). Se tiene la siguiente caracterizacién alternativa:
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PROPOSICION 1.1.6. Con las notaciones precedentes, para cada H C Y™, no necesariamente finito, H es cerrado
hacia abajo si y solamente si existen g1, ...,g9: € N, no comparables entre ellos con respecto a X, tales que:

Ho=[)(N" (g +N").
i=1

Mds atn, los elementos g1,...,¢9: estan determinados de manera unica por H por ser los elementos minimales
para el pre-orden de Dickson < del conjunto N™\ H.

DEMOSTRACION. Se trata simplemente de considerar el conjunto N*\ H y usar el Lema de Dickson (Teorema
1.1.2 anterior) para concluir que hay solamente un nimero finito de elementos minimales de N*\ H: {g1,...,9:}.
Esos son los elementos que satisfacen las propiedades enunciadas. O

Obsérvese que la condicién de ser cerrada hacia abajo es hereditaria mediante restricciones.

LEMA 1.1.7. Sea H C Y™ una clase de conceptos finita. Entonces, H es cerrada hacia abajo si y solamente si
lo son todas sus restricciones H|s para cualquier S C [n].

DEMOSTRACION. Supongamos que H es cerrada hacia abajo y sea S C [n] un subconjunto. Dada g € H
una funcién en la clase de conceptos y consideramos g| s€H | 5+ Entonces, para cualquier f : S — Y tal que

= g‘s, definamos un “lifting”, f : [n] — Y, de f a [n], mediante:

= [f@), siies,
1) = {g(i), siig S

Por tanto, se tiene que ﬂs =fy f =< g. Entonces, como H es cerrada hacia abajo, fv € H y, por tanto,

f= ﬂs € H‘S, lo que prueba que H’S es cerrada hacia abajo. El reciproco es inmediato con tomar S = [n]. O

1.2. Ordenes monomiales y el lenguaje de las Bases de Grobner

Uno de los elementos esenciales en el trabajo con polinomios univariados (especialmente en la Divisién euclidea
y en el desarrollo de la Teorfa de la Eliminacién basada en resultantes), es la existencia de un orden natural
en el monoide (N, +). Para el trabajo con polinomios multivariados, la extensién natural de esta relacién de
orden son los drdenes monomiales sobre el monoide (N”, +). Queremos introducir un modelo de divisién que
se “parezca’ a la Division euclidea y que se denominara Division de Weierstarss-Hironaka.

OBSERVACION 1.2.1 (ORDENAR EL MONOIDE (N™, +) MEDIANTE BIYECCIONES CON (N, +)). Podemos identi-
ficar N™ con N de diversas formas. Cada biyeccién ¢ : N* — N induce una relacién de orden sobre N™ del
modo siguiente:

Dados p,0 € N, 1 <, 6 si y solamente si p(u) < ¢(6). Nos interesa no solamente una biyeccién sino que,
ademds, se comporte bien sobre la estructura del monoide (N™ +). En este sentido, en lugar de tratar con
biyecciones, interesan, sobre todo, los ordenes monomiales.

DEFINICION 4 (ORDEN MONOMIAL). Un orden monomial sobre (N, +) es un buen orden < sobre N" (i.e.
todo subconjunto no vacio de N posee minimo para <) que verifica las siguientes propiedades:

i) Vu,0, 7 € N, si pp < 7, entonces p+ 6 <71 +86.

i1) El elemento 0 = (0,...,0) € N™ es el minimo de (N*, <).

EJEMPLO 1.2.2 (ORDEN LEXICOGRAFICO CANONICO). El orden lexicografico <je, es el orden dado por la regla
siguiente:
Dados p := (g1, tin) € N* y v = (v1,...,v,) € N* diremos que pt <jex V Si 4 = v 6 1 <1ex V, €s decir,
existe k € {0,...,n — 1} tal que se verifican las dos propiedades siguientes:

o 1; =v;, para 1 <i < k. Obsérvese que si k = 0, ésta es la condicién vacia.

® fik+1 < Vk41-
Es un orden monomial en N pero no permite biyectar N con N para n > 2. Si el orden <., viniera de una
biyeccién de N™ con n > 2, dado u € N™, el conjunto de los elementos {6 € N : 6 <j.; p} serfa un conjunto
finito porque asi sucede en N. Pero eso no es cierto para n > 2. Si elegimos p = (1,0,...,0) € N™ observamos
que este conjunto es infinito:

(0 EN" : 0 <1ep (1,0,...,0)} = ({0} x N*"1) U {(1,0,...,0)}.
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Otros ejemplos que definimos en el Apéndice A son el orden lexicogréifico salvo permutacién de los indices
(Ejemplo A.2.3), Grado + lexicografico (Ejemplo A.2.4) y otros muchos ejemplos que pueden verse en [CLO, 07]
o [Mor, 16] y sus muchas referencias. Nos quedaremos con <j.y porque es el que mds tratamos en este
manuscrito. Otras extensiones de estos resultados estdn en fase de estudio en [PSZ, 24].

Los 6rdenes monomiales juegan un papel esencial en la ordenacién de los monomios en varias variables. Asi,
consideremos un conjunto de variables {X7,...,X,}, algebraicamente independientes sobre un cuerpo K. Y
consideremos la base monomial del K —espacio vectorial definida por esos monomios

MKy, X)) =X X (e ) ENTRL
Tenemos claramente un isomorfismo de monoides, donde en .#(Xy,...,X,) se considera la restriccién de la
operacién producto natural del anillo de polinomios K[X7,...,X,] dada del modo siguiente:
exXp : (%(XlaaXn)a) — (Nna+)

(1.2.1) X X — (1o )

Dado un término T' = a X' -+ X% € K[Xq,...,Xy], con a # 0, llamaremos ezponente monomial del término
al exponente de su monomio, i.e.

exp(T) := exp(X7"' - X2) = (1, ..., ) € N

n

Los érdenes monomiales también tienen una relacién particular con el pre-orden de Dickson:

PROPOSICION 1.2.3. Con las notaciones precedentes, se verifica:
i) La relacidn =< es una relacion de orden parcial sobre (N, +), que no es un orden monomial.

1) Si < es un orden monomial cualquiera en (N +), dados a, 8 € N, si « = 3, entonces « < 3. El
reciproco no es cierto, como lo prueban ejemplos muy elementales.

iii) Dados o = (a1,...,an) EN" y 8= (51,...,8n) € N, son equivalentes:

a=fe= X .. X0 | XD XD

donde | significa “divide” en K[X1,...,X,].

iv) Dado un orden monomial cualquiera < sobre el monoide (N",+) y cualquier subconjunto no vacio

S C N", existe un minimo de S para <. Mds aun, ese minimo de S se encuentra entre los elementos
minimales (en nidmero finito) de S con respecto al pre-orden de Dickson <.

DEMOSTRACION. Todas las afirmaciones son esencialmente inmediatas y pueden verse en [Par, 24a]. Las
hemos incluido en el Apéndice A, en la prueba de la Proposicién A.2.5 ]

Fijado un cuerpo K (o un anillo R) los polinomios en n variables con coeficientes en K son simplemente funciones
f € KN" con soporte finito finito, donde el soporte de f es el conjunto dado por la siguiente identidad:

(1.22) supp(f) = {n € N" : f(n) # 0},
Dicho de otro modo, el anillo de polinomios K[Xj, ..., X,] es simplemente el subanillo del anillo de las series
de potencias formales K[[X1,...,X,]] dado por la siguiente igualdad:
K[Xy,...,Xp] :={f € K[[Xy,...,X,,]] : #(supp(f)) < oo}.

Asi, un monomio X --- Xt € K[Xq,...,X,], con u:= (ui,...,1u,) € N" es simplemente la funcién:

Xyt Xpn o NT — K
(1.2.3) 1, sif=p

o — 0, en otro caso.

Esto conduce a la representacion usual de los polinomios como combinaciones lineales de monomios. A diferencia
de la representaciéon “densa””, nos concentraremos en la representacién “dispersa” (conocida en inglés como
“sparse”, “fewnomial” o, en francés, como “creuse”) en la que sélo destacaremos los monomios con coeficientes
no nulos. Esto es, presentamos los polinomios como el siguiente tipo de combinacién lineal:

(1.2.4) f=Y aX{" X e K[Xy,..., X,

nesupp(f)
donde, por definicién, a, := f(u) € K \ {0}. Esta presentacién es tnica, lo que recuerda que .# (X1, ..., X,)
es una base de K[Xj,...,X,] como K—espacio vectorial. A los polinomios no nulos de la forma T :=
a, X" Xtn € K[Xq,...,X,]\ {0} se les denomina términos y al elemento a, € K \ {0} se le denomina coe-
ficiente del término no nulo. Al elemento p = (1, ..., 4n) se le denomina exponente del término exp(T) := p,

mientras que se denomina grado del término al valor |p| = g + -+ + pp, € N
Dado f € K[X1,...,Xy,], susoporte supp(f) € N” define una clase de conceptos finita que puede ser ordenada
mediante dos estrategias:
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o Mediante el pre-orden de Dickson: En este caso, dado f € K[Xy,...,X,]\ {0}, supp(f) tendrd un
numero finito de elementos minimales y maximales. En el caso en que supp(f) sea cerrado hacia abajo
diremos que el polinomio es (genéricamente) denso. El conjunto supp(f) tendrd un sélo minimo y
constituird una escalera (finita) determinada por sus elementos maximales.

e Mediante un orden monomial <: Por otro lado, dado f € K[X;,...,X,]\ {0}, el orden inducido sobre
el conjunto finito supp(f) por < serd un orden total y un buen orden, con lo que tendrd un tnico
méximo y un dnico minimo, coincidentes si y solamente si f es un término no nulo. Asi, fijado el
orden monomial < sobre (N”,+), y dado f € K[X;y,...,X,], supongamos que y := max< (supp(f))
es el elemento maximal del soporte de f para <, llamaremos término director de f al término no nulo
cuyo exponente sea, precisamente, ese maximo g con respecto a <. Lo denotaremos mediante £t< (f)
y se define formalmente como sigue:

lt<(f) == a, X{" - Xhn e K[Xq,...,X,],

donde p = (ft1,. - ., pn) = max< (supp(f)). Como en el caso de monomios y términos, llamaremos a
ese maximo y lo denotaremos mediante:

exp<(f) == max (supp(f)) -

Los exponentes y términos directores de cada polinomio dependen del orden monomial elegido.

Otra medida distinta del “tamano” de la representacién dispersa de un polinomio es su grado, que resulta més
sencillo de definir por el Gnico orden monomial en el monoide (N, +):

DEFINICION 5 (GRADO Y GRADOS PARCIALES). Sea f € K[X1,...,X,} \ {0} un polinomio no nulo.

i) Llamaremos grado (total) de f a la cantidad dada por la siguiente igualdad:

deg(f) := max{|u| : p € supp(f)}.
it) Fijado i € [n], consideremos el cuerpo de funciones racionales:
Ki = K(X17 s 7X1'—17Xi+1a s aXn)7

que no contiene a la variable X;. Como f € K;[X;], llamaremos grado (parcial) de f con respecto a la
variable X; y lo denotaremos mediante degx, (f) al grado de f como elemento del anillo de polinomios

Como la Matematica tiene esa tendencia a llamar con nombres distintos a las mismas cosas, dependiendo del
contexto, vamos a tratar de ver que lo descrito en esta seccién esta fuertemente ligado a lo descrito en la Seccién
1.1 precedente en una sencilla proposicién que no requiere prueba por lo expuesto hasta ahora.

PROPOSICION 1.2.4. Con las notaciones precedentes, sea Y = {0,...,p — 1}. Entonces, se tiene:

i) Dado cualquier polinomio no nulo f € K[X1,...,X,], tal que degx, (f) <p—1, para cada i € [n], su
soporte supp(f) C V™ es una clase de conceptos finita.

ii) Reciprocamente, dada una clase de conceptos H C Y™ C N"  entonces, existe un espacio vecto-
rial W(H) C K[X1,...,X,], de dimension igual al cardinal §(H), formado por polinomios tales que
degy,(f) <p—1, para cada i € [n], de tal que modo que para cada polinomio no nulo f € W(H) se
tiene que:

supp(f) € H.

iii) FEl conjunto W(H)* := W(H) N (KX)NWV (térico, i.e. con todos sus términos con coeficientes no nulos
y, por tanto, un abierto Zariski en W (H)) satisface:

supp(f) = H <= f e W(H)".

Mads aiun, la clase de conceptos H C Y™ es cerrada hacia abajo si y solamente si todos los polinomios f €
W (H)*son (genéricamente) densos.

La existencia de un orden es un elemento esencial en la Divisién euclidea y, por tanto, en el desarrollo de
algoritmos que trabajan con polinomios univariados. Del mismo modo, la existencia y uso de 6rdenes monomiales
es esencial para concebir una algoritmica de divisién con polinomios multi-variados: la Division de Weierstarss-
Hironaka o, simplemente Divisién de Hironaka (cf. sus trabajos [Hir, 1964a] y [Hir, 1964b], que le valieron
la medalla Fields del afio 1970), que discutimos a continuacién:
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TEOREMA 1.2.5 (D1VISION DE WEIERSTARSS-HIRONAKA). Sea < un orden monomial sobre el monoide (N", +).
Sean fi,...,fr € K[X1,...,Xn] yg € K[Xy,...,X,]. Supongamos fijados los exponentes (con respecto a <)
de cada f; mediante p; == exp<(f;), @ € [r].

Definamos los siguientes conjuntos de exponentes monomiales en el monoide (N, +):

Al = M1 + Nn,
Ny = (,U,Q + Nn) \ Ay,
Ag = (,LL3 + Nn) \ (Al @) Ag) ,
Ay = (e + N\ (USIA),
A = N™\ (UL, A;).
Entonces, existen polinomios g1,...,g-,h € K[X1,...,X,] tales que se satisfacen las siguientes propiedades:

i) Para cada i € [r], los soportes satisfacen supp(g; X*1) C A,.

ii) El soporte del polinomio h satisface: supp(h) C A.

it1) Se verifica la igualdad g := g1 fr + -+ + grfr + h.

iv) Los polinomios g1, ..., g, verificando las anteriores propiedades son unicos y se denominan cocientes

de la Division de Hironaka.

v) El polinomio h es tnico y se denomina resto de la Division de Hironaka.
Ademds, si el orden monomial < es algoritmizable, existe un algoritmo que calcula los polinomios gi,..., g, h
en su forma dispersa (i.e. como en la Identidad (1.2.4)).

Ejemplos de algoritmos de los que se citan en el enunciado se puede ver en [Par, 24a] o en [CLO, 07], por
citar algunos.

Del mismo modo que hemos introducido exponentes monomiales para monomios, términos y polinomios, pode-
mos introducir los exponentes de un ideal:

DEFINICION 6 (EXPONENTE DE UN IDEAL). Sea K un cuerpo y K[X1,...,Xy,] el anillo de polinomios en n
variables con coeficientes en el cuerpo K. Sea a C K[Xy,...,X,] un ideal de ese anillo. Sea < un orden
monomial en el monoide (N, +). Llamaremos exponente del ideal a con respecto a < al conjunto formado por
los exponentes de todos los elementos del ideal, i.e.

(1.2.5) exp (a) := {exp(f) : f€a} CN™
PROPOSICION 1.2.6. Sea < un orden monomial sobre el monoide (N™,+) y sean K un cuerpo ya C K[X1, ..., X,]
un ideal de ese anillo de polinomios. Entonces, se tiene:
i) El conjunto exp(a) es cerrado hacia arriba para el pre-orden de Dickson <.
ii) Su complementario N" \ exp(a) es cerrado hacia abajo para el pre-orden de Dickson <.
DEMOSTRACION. Es casi inmediato. Probemos i): sia X 8y a € expg(a) es porque existen:
o v:=(v1,...,7) € N" tal que 8 = o + 7 en el monoide (N” +).
e Existe f € a tal que £i<(f) = . Consideremos el polinomio:
g=X{"--XI"fea

Como los érdenes monomiales respetan la estructura del monoide (N, +) tendremos que:

t(g) = v+ LH(f) =v+a =B € exp(a).

Esto prueba que exp.(a) es cerrado hacia arriba para <. Por tanto, su complementario serd cerrado hacia abajo

para <. O
TEOREMA 1.2.7 (EXISTENCIA DE BASES DE GROBNER). Sea K un cuerpo, y sea a C K[X1,...,X,] un ideal
en el anillo de polinomios K[X1,...,X,]. Sea < un orden monomial en el monoide (N, +). Entonces, existe
una familia finita G :== {f1,..., fs} C a de elementos, dos a dos distintos, en el ideal a de tal modo que se
verifica:

(1.2.6) exp< (a) = U (expg(fi) + N") .

i=1
En particular, el ideal a es generado por el conjunto finito 4 := {f1,..., fs} (lo que implica el Basissatz de

Hilbert para el anillo de polinomios K[X1,...,Xy]).
A cualquier conjunto finito de elementos & que satisface la Identidad (1.2.6) se le denomina base de Grobuner
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del ideal a para el orden monomial <.

Mds ain, una base como K—espacio vectorial del anillo cociente K[X1,...,Xy]/a es dada por el conjunto:
(1.2.7) Bla:={X[" - XI"+a: pi= (..., p00) €N"\exp (a)}
Al conjunto B/a se le denomina base monomial del anillo cociente K[X7,...,X,]/a.

DEMOSTRACION. El enunciado es consecuencia casi inmediata de combinar el Lema de Dickson (cf. Teorema
1.1.2), con la Divisién de Weierstarss-Hironaka (cf. Teorema 1.2.5). Dejamos el detalle de la demostracién para
el Apéndice A y la demostracién del Teorema A.2.9. Véase también [CLO, 07], [Mor, 16] o [Par, 24a]. O

Obsérvese que las Bases de Grobner ¢ no son, en realidad, bases del ideal como K —espacio vectorial, sino
sistemas finitos de generadores. En cambios, las clases %/a, definidas como las clases médulo a del complemen-
tario de exp.(a), si constituyen una base del anillo residual K[Xq,...,X,]/a como K—espacio vectorial. Es
como si la terminologia estuviera cambiada.

1.2.1. Unas palabras sobre la existencia de algoritmos para el calculo de las Bases de Groner.
Aunque este Trabajo Fin de Grado no trata de algoritmos sobre Bases de Grébner, citaremos un poco de la histo-
ria y de las primeras contribuciones debidas a Bruno Buchberger. La historia, en los tiempos recientes, comienza
con los trabajos de H. Hironaka sobre resolucidon de singularidades en caracteristica cero (cf. [Hir, 1964a] y
[Hir, 1964b]), aunque hay trazas de la misma idea en la obra de K. Weierstrass (cf. [Wei, 1854, Wei, 1876]).
En estos trabajos ya aparece la idea de la Divisién de Weierstarss-Hironaka y la idea de bases estdndar que
preludiard la obra de B. Buchberger. En [Buc, 1965] y en [Buc, 1985], B. Buchberger trata de interpretar
la nocién de bases estdndar usada por Hironaka, pero adaptédndola al anillo de polinomios K[Xy,..., X,]. Las
denomina Bases de Grébner en honor de su director de tesis W. Grébner quien, a su vez, hizo investigacién bajo
la direccién de E. Noether en Gotingen entre 1932 y la marcha de E. Noether a Suiza. Lo que hace Buchberger
es desarrollar un algoritmo elemental (de ahi su popularidad) basado en técnicas de reescritura en monoides.
No es un algoritmo eficiente ni tedricamente ni experimentalmente. Los algoritmos experimentalmente mas
eficientes hasta la fecha son los debidos a J.C. Faugere quien, sin embargo, abandoné el ambito académico en
la cumbre de su éxito (siendo ya, como poco, Directeur de Recherche du CNRS), para ganar més dinero en el
mundo de la industria de software. Ha habido muchas variantes del algoritmo de Buchberger, muchos resultados
que muestran que las técnicas de reescritura no son del todo las mas naturales y existe toda una bibliografia
extensisima con los pros y contras de este tipo de técnicas. Nos limitamos con dar al lector unas pocas referen-
cias para que inicie su bisqueda en caso de tener interés: [CLO, 07], [Mor, 16], [Stur, 1993|, [HHPS, 20],
[HHPS, 21] y un extensisimo etcétera en el que no hemos incluido, precisamente, las alternativas mucho maés
eficientes para los propésitos de la Teoria de la Eliminacion.

1.2.2. El caso de los anillos de Artin y las escaleras. El matemadtico austriaco Emil Artin se incorpora
a la Universidad de Gotingen en 1921. Allf coincidird con D. Hilbert y colaborard con E. Noether y H. Hasse,
hasta su marcha, en 1923, a la Universidad de Hamburgo y su exilio en Princeton, por causa del nazismo, en 1937.
Mientras se encuentra en Géttingen, colabora en el seminario de E. Noether. No fue E. Artin, sino E. Noether
quien introdujo en su seminario la condicién de cadena numerable descendente para ideales en anillos. Era una
terminologia enmarcada en sus conferencias sobre Teoria de Grupos, como nocién dual de sus propias ideas
sobre la condicién de cadena ascendente numerable. El testimonio proviene del texto histérico [vdW, 1985],
cuyo autor fue testigo privilegiado de aquel tiempo. En 1927, ya en Hamburgo, Artin generaliza el teorema de
Wedderburn de 1908 sobre niimeros hiper-complejos (es decir, una teoria de dlgebras sobre cuerpos arbitrarios).
La generalizacién de Artin en [Artin, 1927] reposa sobre esa condicién de cadena descendente numerable de
Noether (de nuevo, segin testimonio de [vdW, 1985]). En nuestro contexto, nos interesan especialmente las
K —3lgebras de Artin (terminologia mds actualizada de los sistemas hiper-complejos) y, por extensién, los anillos
de Artin, que serén el objeto de este capitulo. Todo el material que sigue puede verificarse en [Par, 24a].

DEFINICION 7 (ANILLO DE ARTIN). Un anillo R se dice anillo de Artin (o anillo artiniano) si satisface la
siguiente propiedad, conocida como la Condicion de Cadena Numerable descendente de ideales :
Toda cadena descendente numerable de ideales se estabiliza. Es decir, dada una cadena descendente numerable
de ideales de R:

203 220y 2

b

existe m € N tal que a, = a,,, Yn > m.

DEFINICION 8 (ANILLOS DE DIMENSION CERO). Un anillo R se dice anillo de dimensdén de Krull cero (o
anillo cero-dimensional) si satisface Spec(R) = MaxSpec(R), donde Spec(R) es el espectro primo del anillo y
MaxSpec(R) es el espectro mazimal de R.



8 1. PRE-ORDEN DE DICKSON Y BASES MONOMIALES

TEOREMA 1.2.8 (TEOREMA DE AKIZUKI). Un anillo R es artiniano si y solamente si se verifican las dos
propiedades siquientes:

i) R es noetheriano, es decir, todo ideal de R es finitamente generado.
1) Se verifica Spec(R) = MaxSpec(R) (i.e. todo ideal p primo en R es un ideal mazimal en R).

En otras palabras, un anillo de Artin es un anillo cero-dimensional en el que todo ideal es finitamente generado.

Debe recordarse que ser de dimensién cero no garantiza inmediatamente la condicién de ser anillo de Artin (i.e.
la condicién noetheriana es esencial). Un ejemplo puede verse en [Par, 24a] (Capitulo 10) o en el Apéndice
A como Ejemplo A.2.11. En [Par, 24a] se prueba una larga lista de equivalencias sobre la condicién de ser
K —3&lgebra de Artin. Nos conformaremos con mostrar algunas de ellas.

DEFINICION 9 (VARIEDADES ALGEBRAICAS AFINES K —DEFINIBLES). Sea K un cuerpo, K una extension alge-
braicamente cerrada y A™(K) el espacio afin sobre K de dimension n. Consideremos el anillo de polinomios en
n variables K[X1,...,X,] y su extension K[X1,...,X,] con coeficientes en K.

i) Sea f € K[Xy,...,Xy], llamaremos hiper-superficie afin definida por f en A™(K), que denotaremos
por Vyn)(f) al conjunto:

Vin)(f) == {x € A"(K) : f(z) =0} = f1({0}).
1) Llamaremos interseccion finita de hiper-superficies algebraicas K —definibles a la interseccion de un
ndmero finito de tales hiper-superficies definidas por una familia finita {f1,..., fs} C K[X1,...,X,]
y lo denotaremos mediante:

Van@)(f1s -5 fs) = m Van ) (fi)-

=1

i11) Dado un ideal a C K[X1,...,X,], llamaremos variedad algebraica K—definible asociada al ideal a al
conjunto:
Vi) (@) := | Var) (f) = {¢ € A™(K) : f(¢) =, VS € a}.
f€a
En el caso de que no haya confusion entre las dimensiones, los cuerpos K y K involucrados (especialmente
cuando K = K), nos conformaremos con usar las notaciones Va(f), Va(f1,..., fs) y Va(a).

Por supuesto, el famoso Basissatz de Hilbert implica que las variedades algebraicas K —definibles son exacta-
mente las intersecciones finitas de hiper-superficies K —definibles. Y que Vj(a) no depende del sistema generador
finito del ideal elegido para esa interseccién finita de hiper-superficies. En ocasiones no nos interesan solamente
las soluciones de un sistema de ecuaciones polinomiales K-definibles en una extension algebraica del cuerpo K,
sino en el propio cuerpo de coeficientes (o, incluso, en un subcuerpo, aunque es un caso menos habitual).

DEFINICION 10 (VARIEDADES Y PUNTOS L—RACIONALES). Con notaciones similares a las de la anterior
definicion, sean L C K una extension de cuerpos, A™(L) el espacio afin de dimensidn n sobre L. Sea
a C K[Xy,...,X,] un ideal. Llamaremos variedad de puntos L—racionales asociada a a al conjunto siguiente:

Vian(z)(@) := Van(x) (@) NA™(L).

A los puntos de Vyn(py(a) se les denomina denomina puntos L—racionales de la variedad algebraica Vyn xy(a).
De nuevo, cuando no haya confusion con los cuerpos L, K y K escribiremos simplemente Vy(py(a).

En el caso de sistemas hiper-complejos (i.e. K —algebras finitamente generadas de Artin), se tiene la siguiente
caracterizaciéon que también puede verse en [Par, 24a]. El enunciado dice lo siguiente:

TEOREMA 1.2.9. Sea K un cuerpo y K su clausura algebraica. Sea {f1,..., fs} un conjunto finito de polinomios
en K[X1,...,X,). Seaa= (f1,...,[s) elideal que genera ese conjunto en K[X1,...,X,] y sea a® la extension de
a al anillo en K[ X1, ..., X,]. Sea Viy(a) = Va(f1,..., [s) = Va(a®) C A™(K) la variedad algebraica K—definible
de sus ceros comunes. Son equivalentes:

i) El sistema de ecuaciones siguiente:

filXy,...,Xn) = 0,

fQ(le- 7Xn) = Oa
(1.2.8) |

F(Xr . X)) = 0,

posee solamente un nimero finito de soluciones en A™(K).
i1) La variedad Vi (a) = Vi(a®) es un conjunto finito de puntos en A™(K).
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iii) El anillo K[X1,...,X,]/a es un anillo de Artin.

iv) El anillo K[X1,...,X,]/a¢ es un anillo de Artin.

v) El anillo K[X1,...,X,]/a es un K—espacio vectorial de dimension finita.
vi) El anillo K[X1,...,X,]/a¢ es un K—espacio vectorial de dimensidn finita.

Ademds, en cualquiera de estos casos, se tienen las siguientes igualdades de dimensiones:
dimg (K[X1,...,X,]/a) = dimg (K[X7, ..., X,]/a%).

De toda esta discusion abstracta, extraemos simplemente la equivalencia entre la condicion de ser una K —algebra
de Artin y las clases de conceptos finitas introducidas en la Seccién 1.1 precedente. En realidad, el resultado
no debe ser muy desconocido, por lo que lo probamos por falta de una referencia apropiada.

COROLARIO 1.2.10 (ESCALERAS FINITAS EQUIVALEN A BASES MONOMIALES DE K —ALGEBRAS DE ARTIN). Sea
K un cuerpo de caracteristica distinta de 2. Sea p € N un entero positivo con p > 2. Sea Y :={0,...,p—1}"
y sea H C Y™ un subconjunto finito. Entonces, son equivalentes:

i) H es una escalera finita (i.e. un conjunto finito cerrado hacia abajo con respecto a < ).
it) Para cualquier orden monomial < sobre el monoide (N, +), existe un ideal a de tal modo que:
e H:=N"\expc (a).
e La K—dlgebra K[X,...,X,]/a es una K—dlgebra de Artin, que posee la siguiente base monomial
como K —espacio vectorial:
BH)ja:={X1" - XFrt+a: p:=(u,...,un) € H},
con lo que, ademds, se tiene la siguiente igualdad de dimensiones como K—espacios vectoriales:
dimg (K[X1,...,Xp]/a) =8 (H).
Ademds, en ii) se puede elegir que el ideal a sea un ideal monomial de K[X1,...,X,] aunque no es
imprescindible.
DEMOSTRACION. Probemos ambas implicaciones.

e i) = 4i): Comencemos considerando el ideal monomial b := (X7,..., X?) y, claramente, el anillo
residual A := K[X;,...,X,]/b es un anillo de Artin y un K —espacio vectorial de dimensién p™.
Seguidamente, consideremos el conjunto Y™ \ H y el conjunto finito de monomios asociado:

A VN H) =X X = (s pn) € YT\ H

Definamos los exponentes {p-e1,...,p-e,} €N donde {ey,...,e,} C{0,1}" es la base “canénica”
usual de R™, y consideremos el conjunto complementario de H en N dado mediante:

H® = N\ H := (" \ H) U (UL, (p- e +N")).
Consideremos el conjunto de elementos minimales de H¢ con respecto al pre-orden de Dickson y lo

denotamos mediante m(H¢). Tenemos que, por la propia definicién de los elementos minimales de este
conjunto y por ser ese conjunto cerrado hacia arriba, se tiene que:

(1.2.9) H =] (n+N").
HEM
Escribamos m(H¢) := {p1, ..., s}, con la condicién de que sean distintos dos a dos. Obviamente, se

tiene el contenido siguiente: m(H¢) C H¢. Finalmente, definamos la familia de monomios siguiente:
My(H) i= { X X o= (i1, pin) € m(HE)

Y consideremos el ideal monomial a generado por .#y(H®), es decir, a := (Mo(H®)) = (Mo(H)) + b,
porque los exponentes p - e; de los monomios de la forma X? tienen que estar en algtin p; + N™, para
algin ¢ € [t] minimal en H¢ para <. Por tanto, b C a y podemos considerar el ideal @ := a/b de las
clases de restos de elementos del ideal a médulo el ideal b. Ademads, tenemos un epimorfismo natural
de K —algebras que, combinado con el Segundo teorema de Isomorfia, nos da la siguiente cadena:

T A— Afa2 K[Xq,...,X,]/a.

En particular, 7 es un epimorfismo de K —espacios vectoriales. Por el Teorema 1.2.9, concluimos que
K[X1,...,X,]/a es un K—espacio vectorial de dimensién finita y una K —dlgebra de Artin. Ademds,
observamos que el conjunto siguiente no solamente es un sistema generador del ideal monomial a de
K[Xy,...,X,], sino que es lo que en [CLO, 07] (Problem 8, Section 4, Chapter 2) se denomina una
base minimal del ideal monomial a. La razén es que no puede haber relacién de divisibilidad entre
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ellos porque sus exponentes son los elementos minimales de H¢ para < y son distintos dos a dos.
Finalmente, observamos que para cualquier orden monomial < se ha de tener:
t

(1.2.10) exp<(a) = U (s +N™).
i=1
Un contenido es obvio dado que a estd generado por los monomios m(H€) := {p1,...,ut}. El otro

contenido se sigue del hecho de que un orden monomial < induce una graduacion sobre el anillo de
polinomios K[X7,...,X,] (e, K[X1,...,X,] = @penn K(X{" --- Xkn)), donde K (X} --- XFHn) es
el K —espacio vectorial de dimensién 1 generado por el monomio X{" --- X#». Los ideales monomiales
son, justamente, ideales homogéneos con respecto a esa graduacion y, por tanto, si f € a, entonces
todos sus términos estdn en a. En particular, {i<(f) € a y, por tanto, debe ser divisible por alguno
de los monomios en #,(H¢) (que es lo que viene a decir el Lemma 2, Section 4 of Chapter 2 de
[CLO, 07]). Por tanto, para cada f € a, se tiene:
t
expo(NelJwm+N) = | (ut+n).

i=1 pem(He)

Esto prueba la Identidad (1.2.10) que, gracias a la Igualdad (1.2.9), podemos escribir como:

expc (@)= ) (u+N")=H"
pem(He)
Finalmente, el teorema sobre existencia de Bases de Grobner (cf. Teorema 1.2.7) nos permite concluir
que #B(H)/a es una base de K[X,...,X,]/a como K—espacio vectorial, y el resto se sigue.

e ii) = i): Para probar esta implicacién basta con demostrar que exp. (a)® := N\ exp. (a) es siempre
cerrado hacia abajo y finito, bajo las hipétesis de 7). Consideremos b = (X?,..., X?) y comencemos
observando que el anillo residual A := K[X7,...,X,]/b es ya un anillo de Artin, porque es un espacio
vectorial de dimensién p™ cuya base es sencilla de expresar como las clases residuales médulo b de los
elementos de Y™ y usando el Teorema 1.2.9 precedente. Como en la implicacién precedente, definiendo
a:= a/b como las clases de restos de los elementos de a O b mdédulo el ideal b, tenemos claramente un
epimorfismo de K—4dlgebras (Segundo teorema de Isomorfia) 7 : A — A/a = K[Xq,...,X,]/a. Por
tanto, usando el Teorema 1.2.9 concluimos que %B(H)/a es base del anillo residual K[X7,...,X,]/a
como K-espacio vectorial. En consecuencia, exp(a)® es un conjunto finito (biyectable a %(H)/a
para cualquier orden monomial <). Queda por ver que exp<(a)¢ es cerrado hacia abajo. Pero eso
es consecuencia casi inmediata de combinar la Divisién de Weierstarss-Hironaka (Teorema 1.2.5) con
el Teorema 1.2.7 sobre existencia de Bases de Grobner. Por existir una base de Grobner del ideal a,
entonces existen {y1, ..., s}, todos ellos distintos dos a dos y tales que:

expe (a) = | (s + 7).
=1

Consideremos ahora el conjunto complementario exp (a)® = N5_; (u; + N"))°. Veamos que ese con-
junto asi descrito es cerrado hacia abajo, lo cual es del todo evidente por su forma. Para ello, sean
7,0 tales que 0 € exp. (a)° y v < 0. Entonces, si v € exp.(a), como v =< 6 concluirfamos que
pi = v =0 & p;+N" para algin i € [s]. Y esto tltimo es imposible por construccién. Por tanto,
v & exp<(a) y tendremos que exp.(a)¢ es cerrado hacia abajo y finito (i.e. una escalera finita).

O

En conclusién, dada cualquier escalera finita H C Y™ y para cualquier orden monomial, existe un ideal H :=
N™\ expg(a) y ese ideal se puede elegir que sea un ideal monomial. En la Seccién 4.2 le daremos una vuelta a
esta idea como se indicaba en la Introduccion de este capitulo.
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2.1. El hiper-grafo de una inclusién: orientaciones, grado, grado de salida

Introducimos ahora la nocién del hiper-grafo de una inclusién (OIG, por One-Inclusion Graph, que es la ter-
minologia al uso en la Bibliograffa del tema), aunque es un “casi” hiper-grafo, como veremos. Fue introducido
en [Hau, 1995, HLW, 1994] para el aprendizaje binario. Posteriormente, fue extendido al caso de apren-
dizaje multi-clase en [RBR, 06] y discutido en [DS, 14] y [BCDMY, 22]. Corrigiendo ciertas imprecisiones,
seguiremos, sobre todo, las notaciones de [ BCDMY, 22].

Con las mismas notaciones que en el capitulo precedente, sea p € N un entero positivo, con p > 2, y considere-

mos el conjunto finito Y := {0,1,...,p — 1}. Para cada i € N, sea 7; : Y — Y"1 la proyeccién que “olvida”
la i—ésima coordenada. Es decir,
(2.1.1) it Y — Y Y

(hl,...,hn) — (h17~~-ahi—1;hi+1w~-;hn)~

Para cada clase de conceptos finita H C Y™ denotamos por 7;(H) a la imagen de H en la “direccion” de ;.
Evidentemente, 7;(H) = H ‘[n]\ e Reciprocamente, para cada f € Y"1, consideramos la fibra sobre {f} en la
direccién de 7;, es decir, ﬂ;l({f}) = {h eyn . h’[n]\{z} = f} Si intersecamos la fibra W:l({f}) con H (1e

7 Y({f}) N H), esa interseccién es no vacia si y solamente si f € m;(H). Asi, para cada f € m;(H), definimos
los siguientes subconjuntos de H, que seran tutiles para definir las aristas de nuestro OIG:

(2.1.2) eri = "{fHNH:= {h €H: h’[n]\{i} = f}

Dada una direccién determinada por 7;, consideramos el conjunto de aristas en la direccién i-ésima:
E,(H):={es; : fem(H)}

Las fibras en la direcciéon i-ésima determinan una particién de H, lo que nos permite concluir:

(2.1.3) 8(Ei(H)) =t (mi(H))

Finalmente, definimos el conjunto de aristas del grafo de una inclusién (OIG) determinado por H (y las proyec-
ciones) como la unién disjunta de las clases F;(H):

(2.1.4) E(H):= | | Ei(H),
i€[n]

donde el simbolo LI denota unién disjunta. Recordemos que una forma cldsica de representar esta unién disjunta
es la usada en [BCDMY, 22], que reproducimos aqui. Para cada ¢ € [n] y cada f € m;(H), consideremos el
producto cartesiano: ey; x {i} C H x [n]. Entonces, podemos identificar (poniendo siempre cuidado en nuestro
uso de esa identificacién):

Ef(H)={esix{i} : fem(H)}, v EH)=J{epix{i} : fem(H)}
1€[n]

Dado e = ey; x {i} € E(H) y dado h € H, escribiremos h € e en lugar de h € es; y denotaremos el cardinal
de una arista como el cardinal de su fibra subyacente: f(e) := f(ey,;). Una arista e € E(H) se denomina unaria

11
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(o, siendo un tanto anglosajones, diremos singleton) si f(e) = 1. Denotaremos por E(M)(H) a la clase de aristas
de E(H) que son aristas unarias.

DEFINICION 11 (HIPER-GRAFO DE UNA INCLUSION (OIG)). Con estas notaciones , definimos el hiper-grafo
de una inclusion (OIG) asociado a una clase de conceptos H C Y™ como el hiper-grafo G(H) := (H, E(H)),
donde E(H) es la clase de aristas definida en la Identidad (2.1.4).

OBSERVACION 2.1.1 (OIG NO ES PROPIAMENTE UN HIPER-GRAFO: LAS ARISTAS UNARIAS PUEDEN SER “CON-
TADAS” VARIAS VECES). Aunque hemos usado el término hiper-grafo, esta estructura G(H) que acabamos
de definir no es propiamente un hiper-grafo. Algunas de las aristas pueden ser consideradas como obje-
tos distintos dependiendo de la direccién tenida en cuenta y, por tanto, contadas varias veces. Dos aristas
e:=ep; x{i} € E(H)yeée =ey; x{j} € E(H) coni# jy lamisma fibra subyacente, contenida en H (i.e.
ei,f = €q,j), pueden ser aristas unarias y, sin embargo, se consideran como aristas distintas. Es decir, puede
existir h € H tal que e = {h} x{i} y ¢/ = {h} x{j}, pero e y ¢’ se considerardn aristas distintas de nuestro hiper-
grafo por ser i # j. Los ejemplos son facilmente visualizables simplemente tomando H := {(1,1)} C {0,1}2
y considerando las dos aristas distintas e := {(1,1)} x {1} y ¢’ := {(1,1)} x {2}. Obviamente, este abuso
de lenguaje se arreglarfa considerando ¥(H) := (H x [n], E(H)) en lugar del modo en que lo acabamos de
hacer. Pero seria un poco mas engorroso y hemos tratado, con la mejor de las intenciones, seguir las notaciones
confusas de [BCDMY, 22]. De ahi el abuso de lenguaje usado en la definicién precedente por el que pedimos
disculpas al lector.

OBSERVACION 2.1.2 (ESTE OIG DIFIERE DE LA ESTRUCTURA DE GRAFO INTRODUCIDA EN [Hau, 1995]). En
[Hau, 1995], una estructura de grafo distinta se asoci6 a clases de conceptos finitas H C {0,1}" (i.e. en el
caso binario). La estructura introducida por D. Haussler difiere de la que acabamos de introducir, conforme a
[BCDMY, 22]. Para ser completos, vamos a compararlas.

En [Hau, 1995], el autor considera una métrica proporcional a la distancia de Hamming. Es decir, dados
f,9 € H, Haussler define la funcién:

Z |f . dHam(f,g)

n
16 [n]
donde dpam(f, g) es la distancia de Hamming o, equivalentemente, donde:

17 (6) — g(i)] == {é si f(i) # 9(i)

n otro caso.

Podriamos reproducir la misma métrica en el caso general tomando H C Y" donde Y = {0,...,p — 1}, y

considerando la métrica:
p: HxH — Ry

(f.9) o esllo
Podemos considerar, para un h € H dado, la bola cerrada de radio 1/n centrada en h con respecto a esta
distancia p:

B,(h,1/n):={g€ H : p(h,g) <1/n}.

Es un sencillo ejercicio el verificar que esta bola cerrada es dada por la siguiente igualdad:

h l/n U HIORE

i€[n]

Esto, obviamente, implica: § ((B,(h,1/n))) = (37, #(€x,(n),i)) — (n—1) (recordemos que h € ex,(n):, Vi € [n]).
En el caso p = 2, las fibras (y sus correspondientes aristas) de la forma €x,(h),i SOlo tienen a lo sumo dos elementos
y [Hau, 1995] define una estructura de grafo sobre H definiendo las aristas en la forma siguiente: Haussl(H) :=
{(g,h) € H? : p(g,h) = 1/n}. Nétese que un par (h,g) € Haussl(H) si y solamente si g € B,(h,1/n)\ {h}. En
particular, en el caso p = 2 tenemos una biyeccién entre los conjuntos:

Fan — Outpaussi(?) :={g € H : (h,g) € Haussl(H)},
y los conjuntos de aristas conteniendo a h y con exactamente dos elementos distintos, i.e.
{e€ E(H) : hee, f(e) =2}

En particular, el cardinal del fan-out de h en Haussl(H) coincide con lo que denominaremos més adelante el
grado de h en E(H): §(Fan — Outpaussi(h)) = deg(h). Esto también significa que, en el caso p = 2, cada arista
ef, es contada dos veces y ninguna es elemento de EM(H). En otras palabras, concluimos que :

(2.1.5) ¢ (Haussl(H)) = 2 (ﬁ (E(H) \E<1>(H))) .
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Los siguientes resultados establecen las propiedades més elementales del hiper-grafo G(H):

LEMA 2.1.3. Con estas notaciones, las siguientes propiedades se verifican:

i) Para cada h € H, denotemos por E(H), al conjunto formado por las aristas de E(H) que contienen
a h. Es decir, E(H);, :={e : h € e}. Entonces, se verifica t (E(H)) = n.
i1) Para cada i € [n], §(E;(H)) = §(m;(H)). Luego también se tiene:

E(E(H)) =Y 4 (m(H)).
i€[n]

i) Para cada i € [n], la siguiente descomposicion describe una particion de H en la direccion de m;:
H:= |_| €fi-
femi(H)
Como se trata de una union disjunta, se tendrd también:
BH) = D tlera).
femi(H)

DEMOSTRACION. Son todos argumentos inmediatos a partir de nuestras definiciones y los omitiremos. [

DEFINICION 12 (ORIENTACIONES EN EL OIG). Una orientacidn en el hiper-grafo G(H) es una aplicacién
o: E(H) — H, tal que se verifica la siguiente propiedad: Ve € E(H), o(e) € e.

Introduzcamos otra particién del conjunto de aristas E(H) del modo siguiente: para cada k € N, denotemos
mediante E*)(H) al conjunto de aristas cuyas fibras subyacentes tienen cardinal k, esto es:

(2.1.6) EW®W(H):={eec E(H) : t(e) = k}.

Como cada arista tiene a lo sumo p elementos (i.e. f(ef;) < #()) = p), la siguiente es una particién de E(H)
en funcién de los cardinales de la aristas:
P

E(H):= | | E®(H).
k=1
DEFINICION 13 (GRADO, GRADO DE SALIDA). Con estas notaciones definimos:
e Para cada h € H, el grado de h en G(H) es dado mediante:

degyy(h) ==t ({e CEH) : heeed E(U(H)}) —n—t ({e cEOMH) : he e}) .

e Para cada h € H y para cada orientacion o : E(H) — H, definimos el grado de salida de o en h
mediante: outdegy (o, h) ==t ({e € E(H) : h €e,o(e) #h}).

NOTACION 2.1.4. Como es habitual, omitiremos el subindice H de degy; y outdegy; y simplemente escribiremos
deg(h) y outdeg(h), asumiendo que H y G(H) son fijados por el contexto. Sin embargo, es obvio que ambas
nociones dependen fuertemente del hiper-grafo G(H) y, en particular, de H, como veremos en discusiones
posteriores.

2.2. Grado y grado de salida promedios, densidad del OIG

En esta seccién nos ocuparemos de las primeras propiedades de las nociones antes discutidas del OIG y sus
elementos. Nos interesan especialmente los valores medios con respecto a la distribucion uniforme sobre H.

DEFINICION 14 (GRADO PROMEDIO, GRADO DE SALIDA PROMEDIO (UNIFORME) Y DENSIDAD DEL HIPER—
GRAFO). Con las notaciones de la seccion precedente, introducimos nuestros primeros invariantes cuantitativos
relacionados con el hiper-grafo G(H), teniendo en cuenta siempre una distribucién de probabilidad uniforme
sobre el conjunto de clases de conceptos H.

i) El grado promedio del conjunto de los vértices h € H (con respecto a la distribucion uniforme en H)
es dado por la siguiente igualdad:

(2.2.1) avd(H) = ﬁ 3" deg(h).
heH

1) El grado de salida promedio (con respecto a la distribucion uniforme en H) de una orientacién o :
E(H) — H es dado por la siguiente identidad:

1
— Z outdeg(c, h).

(2.2.2) outdeg,, (o) := T 2



14 2. OIG:ORIENTACIONES, GRADO Y GRADO DE SALIDA PROMEDIOS

ii1) La densidad del hiper-grafo G(H) (terminologia tomada de [RBR, 06]) es definida por el siguiente
numero racional:

o t(H)

iv) El mdzimo de los grados de salida de una orientacidn es definido mediante la siguiente expresion:
outdeg, ... (H) := max{outdeg(o,h) : h € H}.

Nétese que avd(H) sélo depende de G(H), mientras que outdeg,, (0) parece depender de la orientacién
o: E(H) — H. Nuestra primera tarea serd la de caracterizar todas estas expresiones en términos del grafo
G(H) y, en particular, probaremos que el grado de salida promedio no depende de la orientacion elegida, sino
que es un invariante de G(H) que sélo depende de la dimensién del espacio “ambiente” (i.e. de n) y de la den-
sidad del grafo G(H), conforme a [RBR, 06]. Este es un resultado original que resulta ser uno de los puntos
de partida del TFG.

TEOREMA 2.2.1 (PRINCIPALES CARACTERIZACIONES DE avd, outdeg,, Y gd(H)). Con estas notaciones,
suponiendo n > 2, se tiene:

i) El grado promedio del hiper-grafo G(H) satisface:
1 (ED(H))

avd(H) =n —
- W)
i1) El grado de salida promedio de cualquier orientacion o : E(H) — H satisface:
i (E(H))
outdeg,, (o) =n—gd(H) =n — ———.
(0) (1) i

En particular, el grado de salida promedio de una orientacion es independiente de la orientacion y sélo
depende de H. De hecho, solo depende de la dimension n del espacio ambiente y de la densidad del
hiper-grafo gd(H). Por ello, a partir de ahora hablaremos simplemente del grado de salida promedio
del hiper-grafo y lo denotaremos mediante outdeg,,(H). En particular, se tiene:

8 (B (H))
2(H)
iii) Lo siguiente también se verifica: outdeg,, (o) < avd(H) < 2outdeg,, (o).

iv) Para cada orientacion o : E(H) — H, se tiene:

s (20 (H))
8(H)

v) Sea G C H un subconjunto de H y sea o : E(H) — H wuna orientacidn. Entonces, existe una
orientacion o' : E(G) — G tal que se verifica: Vg € G, outdeg(c’, g) < outdeg(o, g). En particular,
para toda orientacidn o : E(H) — H, existird una orientacion o' : E(G) — G tal que:

outdeg,, . (0") < outdeg,, ... (H).

avd(H) — outdeg,, (H) — gd(H) = — <0.

gd(H) — < outdeg, (o).

Finalmente, el grado de salida promedio raramente coincide con el grado promedio, porque se tiene:
e O bien outdeg,,(H) < avd(H),
e 0 bien E(H) = EM(H) (i.e. G(H) tiene solamente aristas unarias). En ese caso,

outdeg,,(H) = avd(H) = 0.

DEMOSTRACION. Probamos cada afirmacién separadamente:

e Afirmacidn i): observemos que, combinando la Definicién 13 y la Definicién 14, se tiene:

avd (H) = ﬁ S deg(h) = ﬁ S (n—t(te e EO(H) s hee}),

heH heH
y que, tras separar los términos del sumatorio, se tiene:

avd (H) = ﬁ (nﬂ(H) —~ h;{ﬁ({e e EM(H):he e})> .

Por lo que es sencillo concluir la Afirmacién i), puesto que el sumatorio restante es equivalente a contar
el nimero de aristas unarias:
S(BW(H))

avd (H) =n — 1)
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e Afirmacion ii): expresando el grado de salida a partir del conjunto complementario que lo define:
outdeg(o,h) =t ({e € E(H)p : o(e) = h}),
=1 (E(H)n\{e € E(H)y: o(e) = h})

podemos simplificar la suma de los grados de salida, teniendo en cuenta que siempre se cumple que
$(E(H)p) = n, y que la siguiente unién de fibras define una particién de E(H):

EH)=|J o' ({h}) = [ {e € E(H)n:0e) = R},
heH heH
es decir, se tiene:

Z outdeg(o, h) = Z (ﬁ(E( ) — (o Z H(E(H)n) — Z f(0~"(h) =

heH heH heH heH
=nfi(H) — 4(E(H))
Dividiendo la igualdad por §(H) se obtiene la igualdad de la Afirmacién i7). El resto se sigue con

aplicar la Afirmacién i) y lo que acabamos de probar.
e Afirmacion iii): el resultado es inmediato si probamos las siguientes igualdades:

(2.2.3) avd (H) = ﬁ(%) > (e,
ecEWM (H)
(2.2.4) outdeg,, (H) = 1 Z
f( ) nD

donde E(>1) (H) es el conjunto de aristas con cardinal estrictamente mayor que 1, es decir, las aristas no
unarias. Para verlo, observemos que la primera desigualdad es inmediata con aplicar (2.2.3) y (2.2.4):

outde () = 7 >0 ()= 1) < g 30 #e) = avd ().

ecEY (H) ecEX (H)

v la segunda desigualdad se sigue con observar que Ve € E(>1)(H) tenemos que 2(f(e) — 1) > t(e), lo
que, conjuntamente con (2.2.3) y (2.2.4), nos permite concluir:

20utdegav(H):ﬁ S 2 -1 S ) =avd (H).
ecBY (H) ee B (H)

Finalmente, para completar la prueba, demostramos las igualdades (2.2.3) y (2.2.4). Para ello, con-
sideramos la funcién caracteristica! y.(h) de una arista e, obteniendo asf una expresién equivalente de

avd (H):
avd (H Z deg(h) = Z Z Xe(h),

heH heH eEES)(H)
tras lo que alternamos el orden de los sumatorios para concluir la Igualdad (2.2.3):
avd(H)= Y > xe(h)= > i)
ecE® (1) hEH ecEL (H)

Para la Igualdad (2.2.4), también consideramos la funcién complementaria® a la Delta de Dirac
0(h,h') para elementos de H. De esta manera, podemos obtener la siguiente expresién equivalente de
outdeg,, (H):

outdeg,, (H Z f{lee E(H)p:h#o0o Z Z 5(h,o(e)) - xe(h),

heH heH cc M ()

donde o es una orientacién arbitraria (recordemos que outdeg,, (H) es independiente de la orientacién
considerada). Alternando el orden de los sumatorios, concluimos:

outdeg,, (H) = S S d(ho(e) - xeh) = 3 (de)—1)

ecEL (H) heH ecEL (H)

IEs decir, xe(h) =1sih € e,y xe(h) =0si h ¢e.
2Es decir, §(h,h') =0sih=h'y §(h,h/) =1si h £ N,
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e Afirmacidon iv): a partir de las Afirmaciones i) y i) concluimos:
{(B(H)) -4 (B (H))
t(H)

Empleando la segunda desigualdad de la Afirmacién #4i), concluimos:

t(B(H)) - ¢ (EW(H))
4(H)
que, tras la simplificacién pertinente, nos conduce a la desigualdad buscada.

e Afirmacidn v): aunque sospechamos que se trata de un resultado conocido, demostraremos este re-
sultado que tendrd algunas aplicaciones interesantes mas adelante. Primero de todo, observemos la
relacién existente entre los conjuntos de aristas E(H) y E(G). Dada una arista e :=es; x {i} € E(H),
donde ey ; es el definido en la Identidad (2.1.2), denotamos mediante eNG := (e; s N G) x {i} € E(G),
siempre que f € m;(G) C m;(H) (o, equivalentemente, siempre que e; y NG # (). Entonces, tenemos:
Dado €' € E(G) hay una tnica arista e € E(H) tal que ¢ = eNG # (.

Esto es una consecuencia inmediata de la construccion de los hiper-grafos de una inclusion: Dada
e’ € E(G) existe i € [n], f € m(G) C m(H) C Y" tal que ¢’ := ¢ , x {i}, donde ¢} ; := {g € G
g‘[n]\{i} = f}. Por tanto, claramente existe un e € E(H) tal que ¢ = eN G y esta arista e € E(H)

tiene la forma tnica e := ef; x {i} € E(H), porque f € Y" ! estd predeterminado en todas sus
coordenadas y es independiente de G y de H.
Por tanto, estamos en condiciones de definir ¢’ : E(G) — G en términos de o. Distinguiremos los
casos siguientes:
— Si e’ € E(G) es tal que existe e € E(H), con €/ :=eNG ye € o 1(G) C E(H). En ese caso
definimos o/ (e’) := o(e). Estd bien definida porque e es tnica a partir de e’, mediante la identidad
e’ :== eN G, como hemos discutido anteriormente.
— En otro caso, sucede lo siguiente: ¢’ € E(G) es tal que existe e € E(H) \ 07 1(G) y ¢ :=eNG.
En este caso, e = ey, x {i}, o(e) € Gy ¢ := (e;;NG) x {i} € E(G). Pero, entonces ey, NG # ()
y, por tanto, podemos elegir un punto g. € ef; N G. Como e es Unica para cada e’ en este caso,
podemos definir o/ (e’) := ge.
Tenemos finalmente las notaciones necesarias para expresar nuestro argumento. Supongamos g € Gy
definamos:

(2.2.5) avd(H) = outdeg,, (H) +

outdeg,, (H) +

< 2outdeg,, (H),

O(o,9):={e€ E(H) : g€e, g#o(e)}.
O(0',9) :={e' € E(G) : g, g# ()}
Descompongamos entonces:

O(0’,9) = O1(c’, 9)|_|0a(c",9),
donde
O1(0',9) ={ € E(G) : Jeco ' (G),gce =enG, g#d' () =0(e)},
O3(0’,9) ={e € E(G) : Iec E(H)\ o ' (G),gee =enG, g+#g.}.
Tenemos asi una aplicacién inyectiva: ¢ : O(o’,g9) — O(o,g), dada mediante p(e’) := e, donde
e’ := eNG. Ya hemos visto que e es tinica para cada €’ y ¢ es claramente inyectiva por construccion.
Sélo nos falta por demostrar que ¢ es una aplicaciéon probando que su rango es el apropiado (i.e.
¢(0(0’,9)) € O(0,9)):
— Si €’ € O4(0o,g), entonces la tinica arista e € E(H) tal que ¢’ = e N G, satisface o(e) # g y, por
tanto, ¢(e’) € O(o, g).
— Si e € Oy(0,g), entonces, obviamente, la unica arista e € F(H) tal que ¢’ = e N G, satisface que
o(e) € Gy, en particular, o(e) # g, luego p(e’) € O(a, g).
En conclusidn, tenemos que se verifica: outdeg(c’, g) = #(O(c’, g)) < #(0(o,g)) = outdeg(o, g), y la
Afirmacién v) queda demostrada.
En lo que respecta a la dicotomia final, se sigue inmediatamante de las Afirmaciones ¢) y i), puesto que
outdeg,, (H) = avd(H) si y solamente si E(H) = E(V(H) y, en ese caso, # (E®"(H)) = nf (H) (o, equivalente-
mente, avd(H) = 0). O

OBSERVACION 2.2.2 (EL cAso n = 1). En el caso n = 1 algunas de estas nociones carecen de significado
apropiado. Si n = 1, no hay proyecciones que olviden la 1—ésima coordenada. Mds ain, sin =1y §(H) =1
tenemos un cubo canénico de dimension 1 y ambos promedios (grado y grado de salida) son 0, mientras que la
densidad del grafo es 1.
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OBSERVACION 2.2.3. Nétese que, en la demostracién del tiltimo teorema, hemos usado la Identidad (2.2.4). Esta
identidad indica que nuestro grado de salida promedio outdeg,, (H) coincide con la cantidad avd’ que aparece
implicitamente en medio de una demostracién (y sin ningiin tipo de estudio o andlisis) en [BCDMY, 22].

EJEMPLO 2.2.4 (LOS “PROMEDIOS” DEPENDEN DE LA DISTRIBUCION UNIFORME SOBRE H). Las Afirmaciones
i) y i) del teorema previo dependen fuertemente de haber elegido la distribucién uniforme en H:

EJEMPLO 1: En este ejemplo avd(H) no cambia si modificamos la distribucién de probabilidad sobre H. Por
otro lado, el mismo ejemplo muestra que el grado de salida promedio de las orientaciones cambia cuando
cambiamos la distribucién de probabilidad. Adicionalmente, la independencia del valor promedio cambia
cuando se cambian las orientaciones. El ejemplo es un cubo (discreto) de dimensién 2, esto es, tomamos
H = {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)} = {0,1}2. Las aristas en E(H) son aquellos subconjuntos de H de cardinal 2,
E(H) = {e1, ea, €3, e4}, dados mediante las siguientes identidades:

€1 = {(0, 1)> (17 1)}7 €2 = {(170)7 (07 0)}, €3 = {(07 1)7 (07 O)}7€4 = {(170), (17 1)}
El grado en cada h € H es 2 puesto que cada vértice estd en exactamente dos aristas del grafo. Por tanto,
cualquiera que sea la distribucién de probabilidad elegida sobre H, tendremos que avd(H) = 2. Por otro lado,
podemos construir dos orientaciones de G(H), a saber, 01,09 : E(H) — H, dadas de la forma siguiente:

oy: EH) — H oy: EH) — H
er  — (0,1) er — (1,1)
€2 — (0,0) €9 — (1,0)
€3 — (0,0) es3 — (O, 1)
€4 — (1,0) €4 — (1, 1)

Obviamente tenemos que se verifica:
outdeg(oq, (0,1)) = outdeg(oy, (1,0)) = 1, outdeg(o1, (0,0)) = 0, outdeg(oy, (1,1)) = 2,
y también se verifica:
outdeg(oa, (0,1)) = outdeg(os, (1,0)) = 1, outdeg(os, (0,0)) = 2, outdeg(os, (1,1)) = 0.
Como se prueba en el teorema precedente, suponiendo la distribucién uniforme en H, tenemos:
outdeg,, (01) = outdeg,, (02) = outdeg,, (H) = 1.

Pero podemos elegir otra distribucién de probabilidad sobre H cuyas frecuencias difieran en los puntos (0,0) y
(1,1) como, por ejemplo, las siguientes:

1 1 3
fo,0) = gyf(m) = fo,y = Z’f(l’l) =3

En ese caso tendremos que se verifica::

2 =" outdeg(on, h)f £ S outdes(oa, h) i =

4
heH heH

3
1

En conclusién, con cambios en la distribucién de probabilidad el grado de salida promedio puede variar con la
orientacién.

EJEMPLO 2: Tampoco el grado promedio (mds comtn en los estudios al uso) es un invariante de la distribucién
de probabilidad elegida sobre H, como se prueba en el ejemplo siguiente.

Supongamos que H es dado por la siguiente igualdad H := {(0,0), (1,0), (0,1)}, entonces, las aristas del hiper-
grafo son dadas por E(H) = {ej, €2, €3, ¢4}, donde:

€1 = {(07 O)v (07 1)}7 €2 = {(O’ 0)7 (170)}7 €3 = {(Oa 1)}764 = {(170)}
Los grados son, por tanto deg((0,0)) = 2,deg((0,1)) = deg((1,0)) = 1. Suponiendo la distribucién uniforme

sobre H, tendremos:

4
an(H) = g
Si consideramos otras distribuciones de probabilidad sobre H, como, por ejemplo, la dada por las siguientes

frecuencias: 1 3 4
fo,0) = gaf(l,O) = g’f(O,l) -3

tenemos que el grado promedio con respecto a esta distribucién verifica:

> deg(h)fa = % £ % = avd(H).
heH
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En suma, el grado promedio del hiper-grafo también cambia cuando modificamos la distribucién de probabilidad
sobre H. Y el grado de salida promedio pasa a depender de la orientacién cuando se modifica la distribucién
de probabilidad sobre el conjunto H de vértices.

COROLARIO 2.2.5. Con las notaciones precedentes, para cualquier hiper-grafo de una inclusion, G(H), y para
cada orientacion o : E(H) — H se verifican las siguientes desigualdades:
Ly H(EO(D)
g 7 )
1(H)
COROLARIO 2.2.6 (EL MODELO DE HAUSSLER EN EL CASO p = 2). Con las notaciones precedentes, en el caso
binario (i.e. el caso p =2), se tiene:

< outdeg,,(H) < outdegmax(0).

# (Haussl(H))
24(H)
donde Haussl(H) es el conjunto de aristas de la estructura de grafo introducida por D. Haussler en [Hau, 1995].

En particular, en el caso p = 2, la diferencia entre el grado promedio de H y el grado de salida promedio de H
es un medio de la densidad del grafo de Haussler en [Hau, 1995].

(2.2.6) avd(H) = outdeg,, (H) + < 2outdeg,, (H),

El siguiente resultado muestra como el grado promedio y el grado de salida promedio varian cuando se elimina
un vértice h € H, pero se preservan las distribuciones de probabilidad uniforme en H y H' := H \ {h}. En
particular, probamos que ninguno de los dos invariantes es mondtono con respecto a la inclusion de conjuntos.

LEMA 2.2.7. Sea H C Y™ una clase de conceptos finita tal que $(H) > 2 yn > 2. Sea h € H cualquier
elemento. Definamos H' := H \ {h} como la clase de los elementos de H distintos de h. Denotemos mediante
deg(g) el grado de un elemento g € H' en el hiper-grafo G(H) y mediante deg’(g) su correspondiente grado en
el hiper-grafo G(H'). Entonces, se verifica:

(2.2.7) deg’(g) < deg(g), Vg € H'.

DEMOSTRACION. Aunque es una afirmacion relativamente evidente, incluimos una prueba. Obsérvese que
las aristas que contienen a g € H' en G(H') son dadas mediante:

g =t EH tt| 1\ =milg)} #0.
Denotemos por er,(q),; las aristas que contienen a g € H' C H, pero en el hiper-grafo G(H), i.e.

€ri(g)i =t €H : t’[n}\{i} =mi(g)} # 0.

Entonces, tenemos varios casos posibles:
/

o Caso 1: Sih € er,(g),i ¥ €r,(g).

# (), entonces € (g)i = Em(g)i \ {1}, ¥, por tanto,

f (6;i(g),i> =1t (enig)) — 1-

En este caso, § (ex;(g),i) = 2. Obsérvese también que, en este caso, puede ocurrir que (e;i(g) z) =1,
siempre que se tenga f (em(g)yl‘) = 2 o, equivalentemente, que e,y = {g,h}.

o Caso 2: Sih&er, gy (e’ ) > 2, entonces e;i(

mi(g), = €nr,(g),i» ¥» POr tanto,

9),i

i (6;1.@),1-) =1 (emi(9).) -

En este caso tendremos: f (em(g)yl‘) > 2.

o Caso 3: Sihder g,y h (e;i(g)ﬁ) =1, entonces

€rilg)i = Emi(g)i = {9}
y, por tanto, se tiene:
ﬁ(‘f;i(g),i) =t (eri(g)i) = 1.

.-, . . /
En conclusién, solamente las aristas de los dos primeros casos cuentan para deg’(g) y, por tanto, tenemos:

deg'(9) = #({e\{h} € E(H') : e€ E(H),g€et(e\{n}) >2})+
+i{ec E(H') : ec E(H),g ¢e,t(e) 22})

Es decir, tenemos

deg'(g) <t({e€ E(H) : g€eti(e) 22}) +4({e € E(H) : g e t(e) >2}).
Y, finalmente, concluimos que deg’(g) < deg(g), probando la Desigualdad (2.2.7). O
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PROPOSICION 2.2.8 (LOS “PROMEDIOS” NO SON FUNCIONES MONOTONAS CON RESPECTO A LA INCLUSION

CONJUNTISTA). Con las mismas notaciones anteriores, sea H C Y™ una clase de conceptos (finita) cont (H) > 2
y sea h € H. Definamos H' := H \ {h} y sea G(H') el hiper-grafo asociado a H'. Tenemos:

i) Si deg(h) > avd(H), entonces avd(H') < avd(H).

ii) Sin embargo, el grado promedio (avd) no es una funcidén mondtona con respecto a la inclusidn (ex-
hibimos algin ejemplo). Mds generalmente, supongamos que existe h € H tal que deg(h)+ ea(h, H) <
avd(H), donde:

ea(h,H) =8 ({e€ E(H) : t(e) =2,h €e}).

Entonces, si H' := H \ {h}, tenemos que avd(H) < avd(H'). Mds ain, deg(h) + e2(h, H) < avd(H)
implica avd(H) < avd(H').

iii) Si deg(h) > outdeg,, (H), entonces outdeg,, (H') < outdeg,, (H).

iv) Si, por el contrario, deg(h) < outdeg, (H), entonces outdeg, (H') > outdeg,, (H).

v) Adicionalmente, outdeg,, tampoco es mondtona con respecto a la inclusion. Mds ain, si deg(h) <
outdeg,, (H), entonces outdeg,,(H) < outdeg,,(H).

DEMOSTRACION. Probemos cada afirmacién separadamente:

e Afirmacidn i): Por la definicién de avd(H) sabemos que:

avd(H) = @ 3 deg(g)

geEH
Por tanto, tenemos:
§(H)avd(H) = | Y deg(g) | + deg(h).
geH’

Entonces, también tenemos:

(de e deg(g))
(#(H) - 1)

¢ (H)avd(H) = (4(H) — 1) + deg(h).

Concluimos asfi:

(de e deg(g))
(#(H) = 1)

((H)—-1) | avd(H) — = deg(h) — avd(H).

Como la parte derecha de esta igualdad es positiva (i.e. deg(h) —avd(H) > 0) concluimos:

(de g deg(g)) -

v =TG- 2

0, equivalentemente, concluimos:

(de Hr deg(g))
(8(H) = 1)

Por el Lema 2.2.7, sabemos que deg’(g) < deg(g), para cada g € H' y, por tanto, concluimos:

(de I deg'(g))
(8(H) - 1)

e Afirmacion ii): ejemplos donde avd(H) no es una funcién mondtona son sencillos de exhibir. Los
incluimos por completitud:
Consideremos n = 2, Y := {0,1,2} y H := {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,2)}. El hiper-
grafo G(H) tiene una arista que es un conjunto unario {(2,2)}. Entonces, avd(H) = 13/7 < 2. Si
eliminamos h := (2,2) € H, laclase H' := H\{(2,2)} es un cubo con 6 vértices y se calcula obviamente
que avd(H') = 2 > avd(H), aunque H' C H. La imagen de mds abajo muestra todos los vértices de
H' con o y el elemento h € H eliminado con X:

avd(H) >

avd(H) > = avd(H").
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Para el segundo enunciado de esta afirmacién, observemos la siguiente descomposicion de los conjuntos
de aristas de cardinal 1 en G(H) y G(H') en funcién de los cardinales:

EW(H') ={e\{h} : e€ E(H),f(e)=2,hce}| |[{ec EW(H) : h¢e}.
EW(H)={ec EV(H) : hee}| [{ec EVH) : he}.
Entonces, 4(EM (H)) — 4(EM (H')) = (n — deg(h)) — ez(h, H), porque:
ea(h, H) =1 ({e\ {h} : ec E(H),4(e) =2,hce}),
y n—deg(h) =4 ({e € EM(H) : h € e}). Por tanto, concluimos:
HEW(H)) o HEOH)
) s — (et - )R

Y, por tanto, concluimos:

— (n— deg(h)) — ea(h, H).

L (HEO@E) §EOE)N o (B ()
oty - 1) (B - D) — o deat) - eatn ) - 25
Por la Afirmacién i) de la Proposicién 2.2.1, concluimos:
G (HEOU) s EOE)Y
) = 1) (A - SO — avaan) — (o) + eath, 1),
Como §(H') = §(H) — 1, de nuestras hip6tesis concluimos que:
dEWH)) (BN (HY)
o
De nuevo, por la Afirmacién i) de la Proposicién 2.2.1 concluimos:
L HEOE) _ EOE)
avd(H) = 2 < . d(H').

Afirmacién iii): Siguiendo un argumento similar al del Lema 2.2.7 anterior, probamos que
8 (E(H)) =t (E(H') + (n — deg(h)).

La razén es que podemos descomponer E(H') como la siguiente unién disjunta de subconjuntos:
B(H') = {e\{h} : ce B(H),h€e.ie) > 2}
{e : e€ E(H),h &e}.

Por otra parte, tenemos la particion como unién disjunta:

EH) = {e€E(H) : hece,df(e) >2}
LJ {e€ E(H) : h¢e}
L] {e€E(H) : hee,t(e) =1}
Por tanto, concluimos E(H) — E(H') = §({e€ E(H) : he€e,f(e) =1}), y la Identidad (2.2.8) se
sigue. Seguidamente, observemos que la Identidad (2.2.8) implica:

)2 = (¢ - 1) SR ¢ = o)
Esto implica:
HEG) BB H(B())
W)”( H(H) ﬁ(H)—l)”deg(h’ W)

Por la Afirmacién ii) de la Proposicién 2.2.1 concluimos:

) = 1) (AU~ EETE ) = outdes,, (01) = e
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Puesto que outdeg,, < deg(h), la parte derecha de esta igualdad es negativa y, por tanto, concluimos:
H(E(H)) _4(BH))
§H) T #(H)
De nuevo, por la Afirmacién ii) de la Proposicién 2.2.1 concluimos:

outdeg, (H') = n — ﬁ(f((fﬁr)/)) <n-— W = outdeg,, (H).
e Afirmacidn iv): Por un argumento similar al usado en la Afirmacién i) concluimos:
§(EH)) f(EMH))Y _ t (E(H))
an - (57 - Yy op) = a0 - gt

Por tanto, si deg(h) < outdeg,, (H), entonces la expresién de la parte derecha es positiva. Esto
implica:

t(EH)) J $(EH))
aH) o HHY)
Y hemos concluido la prueba de la Afirmacién iv):

outdeg,, (H') =n — 1(B(H) >n— HB(H)) = outdeg,, (H).

sH') i(H)

e Afirmacion v): Para la dltima afirmacién, el mismo ejemplo usado en la Afirmacién ii) para probar
que avd(H) no es mondtona con respecto a la inclusién, prueba que el grado de salida promedio
no es mondtono con respecto a la inclusién. Es decir, consideremos: n = 2, Y := {0,1,2}, H :=
{(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,2)}, h = (2,2) y H := H\ {h}. Por la Proposicién 2.2.1
concluimos facilmente que outdeg,,(H) = 2 — 6/7 < 2 —5/6 = outdeg,, (H'), y el grado de salida
promedio no es mondtono con respecto a la inclusion.

O

OBSERVACION 2.2.9 (INDUCCION POR INCLUSION NO ES USABLE PARA EL ESTUDIO DE LOS “PROMEDIOS”).
Obviamente, esta ultima proposicién dificulta hacer argumentos sobre avd o outdeg basados en induccién usando
simplemente la inclusién de conjuntos, lo que hard mucho més dificil su estudio.

2.3. Promedios de grado y grado de salida en conjuntos cerrados hacia abajo
Para cada h := (hq,...,h,) € N*, definamos el conjunto:
(2.3.1) DS(h):={i€n] : hy > 1}.

LEMA 2.3.1. Sea H C Y™ un subconjunto cerrado hacia abajo finito (escalera finita como en la Definicion 3).
Para cada h € H denotemos por deg(h) al grado de h en el hiper-grafo G(H). Entonces, tenemos:
i) St f < g con respecto al pre-orden de Dickson, entonces DS(f) C DS(g) y, por tanto, $(DS(f)) <
4(DS(9))-
i1) deg(h) > #(DS(h)). La igualdad se alcanza en el caso de que h sea un elemento maximal de H para
el pre-orden de Dickson.

DEMOSTRACION. Probemos cada afirmacién por separado.

e Afirmacién i): es inmediata por la definicién del pre-orden de Dickson.

e Afirmacién ii): como H es cerrado hacia abajo, fijado un h = (hy,...,h,) € H, sabemos que H

contiene elementos de la forma h,; = (hi,...,hi—1,0,hiz1,...,hy) € H,Vi € [n] sin < h;. En
consecuencia, si h; > 1, sabemos que la arista en la direccién i que contenga a hy,; tendra al menos 2
elementos, a saber, ho; y hi ;.
Esto permite deducir que {es, ()
deg(h) = §(DS(h)).
Notese que la inclusion en la otra direccién es sélo cierta en el caso de que h sea maximal en H para
el pre-orden de Dickson ya que, al ser H cerrado hacia abajo, la condiciéon h; > 1, conjuntamente con
la maximalidad de h, es necesaria y suficiente para que la arista arista en la direccién 7 tenga mas de
un elemento.

: h(i) > 1} C {e € E(H)p, : f(e) > 2} y, por lo tanto, que

N2

O
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2.3.1. Ejemplo: escalones &),: grado y grado de salida promedios. Recuperamos el ejemplo del
escalén &, determinado por algin h € N7, introducido en la Identidad (1.1.1). Consideremos también el
conjunto DS(h) definido en la Identidad (2.3.1) anterior, esto es,

DS(h) = {i € [n] : h; > 1}.

PROPOSICION 2.3.2. Sean € N, n > 2 y sea h € N exponente monomial. Sea &, la clase de conceptos definida
como el escalon determinado por h. Entonces, se verifican las siguientes propiedades:

i) El grado promedio de &, el grado de h en el hiper-grafo G(&) y el cardinal del conjunto DS(h)

coinciden. Es decir, tenemos:
deg(h) = #(DS(h)) = avd(éh)

it) El cardinal de &, es dado por la siguiente igualdad:

&) = ] a+h)

ieDS(h)

ii1) El ndmero total de aristas en E(&},) es dado por la siguiente igualdad:

HEGE) =m-mi&)+ Y. [ (a+hy,

i€DS(h) jEDS(h),j#i
donde m es el cardinal de DS(h).

iv) El grado de salida promedio de &, verifica:

outdeg,, (&%) = #(DS(h)) — Z

i€DS(h) L+ hi

DEMOSTRACION. Probemos cada afirmacién por separado:

(2.3.2)

(2.3.3)

e Afirmacidon i): la primera igualdad ya ha sido discutida en el Lema 3.2.10 anterior. En cuanto a la

segunda igualdad, consideremos DS(h) y denotemos por m al cardinal de este conjunto. Para cada
i ¢ DS(h), se tiene que h(i) = 0y, al ser &, cerrada hacia abajo y h maximal, tenemos que la arista
en la direccién ¢ ha de ser unaria. Es decir, podemos expresar el conjunto de aristas unarias de &},
€omo:
EW (&) = {en,0)5 ¢ 9 € nrd € DS(M)},

que tiene (n — m)4(&) elementos.

Como #(6,) = £ (&
verifica lo siguiente:

’ DS(h) ) concluimos, a partir de la Afirmacién i) de la Proposicién 2.2.1, que se

@) n—m
avd(é"h)zn—wZH—W:m:ﬁ(DS(h)).

Afirmacidn ii): basta con observar que h es maximal y &}, es cerrada hacia abajo para llegar a que:

é()h = {(517' B afn) : gi S hi7Vi S [n}}a
que tiene HiGDS(h)(l + h;) elementos, donde hemos omitido las coordenadas donde h; = 0 (i.e.,
i ¢ DS(h)), ya que no afectan al producto.
Afirmacion iii): en virtud de la particién descrita en la Igualdad (2.1.4), el conjunto de las aristas se
puede expresar a partir de los conjuntos E;(&},), es decir, la siguiente particién:

E(&,) = |i|Ei(éah)

Primero, observamos que el niimero de aristas, por la acciéon de la proyeccién i-ésima, depende del
cardinal de m;(&3), es decir, cada elemento de la imagen determina una arista por accién de la anti-
imagen. En consecuencia, el cardinal de E;(&}) se determina de forma similar a como hemos hecho en
la prueba de la Afirmacién i), con la diferencia de que omitimos la coordenada i:

HE(&) = [ @+,
JjeDS(M\{i}
puesto que el valor de la coordenada i no es relevante para la proyeccién ;. Ademads, no tenemos en
cuenta las direcciones j tales que j ¢ DS(h), puesto que entonces se tiene h; = 0, y, al ser h maximal
en un cerrado hacia abajo, no afecta a la expresiéon del cardinal.
De forma similar como hemos hecho en la prueba de la Afirmacién ¢), observemos que, si ¢ € [n]\DS(h),
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la arista en la direccién 4 es unaria, por lo que los conjuntos E;(&},) son de aristas unarias. Por tanto,
se tiene que:

(n—m)i(&) =t (EO) = > HE(&),
1€[n]\DS(h)

donde, nuevamente, se emplea la notacién m = #(DS(h)). Ahora, expresando la particién de la
Igualdad (2.3.2) en funcién de DS(h), tomando cardinales y empleando la Igualdad (2.3.4), se tiene:

HE@) = Y. Ei&)+ >, Ei(é)=

i€[n]\DS(h) i€ DS(h)
= (n—m)ﬂ(éah)'F Z H (1+hj)'
i€DS(h) jeDS(h)\{i}

Afirmacion iv): se sigue inmediatamente de la Afirmacién i) de la Proposicién 2.2.1 y de la Afirmacién
141) anterior. Es decir, por lo primero, se tiene:

outdeg, (H) =n —

Ahora, empleando la Afirmacién i), se tiene:
(n-mp(&) - >, I @+n)
i€DS(h) jeDS(h)\{i}
1(én)

donde, al igual que antes, m = §(DS(h)). El primer término del numerador de la fraccién se simplifica
de forma inmediata. La segunda parte se puede simplificar empleando la Afirmacién ii). Es decir, nos

outdeg,, (&) =n —

queda:
Z H (1+ hy)
outdeg,, (&) = m — ‘S2SWIEDSEN
IT a+n)
ieDS(h)
que, tras simplificar la fraccion, queda:
1 1
tdegay (6h) =m — — 4(DS(h)) — .
outdeg,, (&) = m Z T $(DS(h)) Z E
i€DS(h) ieDS(h)
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3.1. Introduccion: Pseudo-cubos

Hasta donde alcanza nuestro conocimiento, el término pseudo-cube fue usado en la literatura cientifica por vez
primera en 2022 (concretamente en [BCDMY, 22]). Lo usan para expresar una nocién implicita de dimensién
que aparece por vez primera en [DS, 14]. La nocién es crucial para poder definir uno de los varios conceptos
de dimensién con los que se trata de caracterizar las clases de funciones “aprendibles” en la teoria de funciones
multi-clase; [ BCDMY, 22] llamaran a esa dimensién la “dimensidn de Daniely-Shalev-Schwartz” (o brevemente
dimension DS), que estudiaremos més adelante. Sin embargo, no existe un estudio sistemdtico de esa nocion de
pseudo-cubo hasta el presente manuscrito, por vez primera en la literatura matemdtica. Comenzaremos con una
caracterizacién de la nocién de pseudo-cubo basada en los invariantes introducidos en el Capitulo 2 precedente.
Por tanto, todo lo que sigue es completamente original, como la mayoria del material en este TFG.

DEFINICION 15 (CUBOS). Un cubo H C Y™ de dimension n es cualquier subconjunto tal que existe Z C' Y de
modo que H = Z™.

OBSERVACION 3.1.1 (PoLi-cuB0S). Dado que estamos hablando de conjuntos finitos nos resulta mds complicado
usar los términos politopo, polidisco o rectangulo, entre otros. Por lo tanto, hablaremos de poli-cubos para hablar

de productos cartesianos de cubos, esto es, H C Y™ es un poli-cubo si existen Z1,..., 2, C Y tales que:
n

(3.1.1) H:=]]z.
i=1

En cambio, en [BCDMY, 22], inspirados en [DS, 14], estdn mds interesados en la nocién siguiente:

DEFINICION 16 (PSEUDO-CUBO). Con las mismas notaciones que en capitulos precedentes, dadosmn € N, n > 2,
y una clase de conceptos H C Y™, diremos que el OIG asociado G(H) es un pseudo-cubo (de dimension n) si
y solamente si se verifica la siguiente propiedad:

Para todo i € [n] y para todo h = (hy,...,hy,) € H, existe un i—vecino de h en H (i.e. existe g = (g1,.-.,9n) €
H tal que h; # g;, mientras que h; = g; para todo j € [n]\ {i}).

En el caso n = 1 llamaremos pseudo-cubo de dimension 1 a cualquier hiper-grafo G(H) asociado a cualquier
subconjunto H C Y de cardinal mayor o igual que 2. Llamaremos pseudo-cubo de dimension 0 a G(0).

OBSERVACION 3.1.2 (VECINOS, DISTANCIA DE HAMMING Y ARISTAS DEL OIG). En la definicién precedente
hemos usado la nocién de i—vecino y la hemos definido. Podemos dar definiciones equivalentes usando elementos
de estudio ya descritos anteriormente. Asi, dos elementos g, h € H son i—vecinos si y solamente si se verifica
cualquiera de las dos propiedades siguientes:
i) Ambos elementos son vecinos, i.e. la distancia de Hamming entre f y g es 1 (i.e. dgam(f,g9) = 1) 0, en
la terminologia de [Hau, 1995] (cf. Observacién 2.1.2) la distancia de Haussler p entre f y g satisface
p(f.9) =1/n.
ii) Se tiene f # g y existe ¢ € [n] tal que, considerando la proyeccién que “olvida” la coordenada i—ésima
de m; : Y — Y"1 se tiene que m;(f) = m(g).
En términos de las aristas del hiper-grafo G(H), dos elementos g, h € H distintos son i—vecinos si y solamente
si estdn en la misma arista i—ésima de G(H) para algun i € [n] (i.e. si y solamente si g,h € e;; para algin
f = mi(h) = mi(g), con g # h).
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OBSERVACION 3.1.3 (LOs CASOS DEFECTIVOS). Obsérvese que los casos defectivos n = 1y H = ) han sido
definidos por las siguientes razones:
e Enelcason =1y H C )Y, solamente hay una arista y, en ese caso, todos los elementos poseen, al
menos, un vecino distinto si y solamente si §(H) > 2. Ademds, en este caso, tenemos que deg(h) =1
para todo h € H vy, por tanto, tenemos:

1
avd(H) =1,gd(H) = ——,
(H) = 1d(H) = s
mientras que el grado de salida de cualquier orientacién o : E(H) = {e} — H verifica:
1, sih#o(e)

en otro caso.

outdeg(co, h) := {0
Por tanto, el grado de salida promedio en el caso n = 1 verifica:

N et A 1
= 2, o) = T

y, por tanto, en este caso n = 1, tenemos avd(H ) — outdeg,,(H) — gd(H) = 0. Nétese que, en el caso
n =1, si #(H) =1, es un cubo, pero no es un pseudo-cubo porque el tnico elemento no posee ningin
vecino distinto en la tnica direcccién de proyeccién posible. De ahi lo “defectivo” del caso.

e El caso H = () es usado como caso defectivo del caso defectivo, si se admite la redundancia. Si no hay
ningun punto, todos los puntos poseen vecinos distintos, i.e., una verdad vacia.

outdeg,, (H)

TEOREMA 3.1.4 (CARACTERIZACION DE PSEUDO-CUBOS DE DIMENSION n). Con las mismas notaciones de
pdginas precedentes, sea n € N, n > 1, sea H C Y™ una clase de conceptos finita, con §(H) > 2 y sea G(H) =
(H,E(H)) el hiper-grafo de una inclusion (OIG) asociado a H. Las siguientes propiedades son equivalentes:

i) El hiper-grafo G(H) es un pseudo-cubo de dimension n.
it) Para cada arista e € E(H), #(e) > 2.
it1) El grado promedio satisface avd(H) = n.
iv) Para cada h € H, deg(h) = n.
v) Grado promedio, grado de salida promedio y densidad del grafo satisfacen la siguiente identidad

(3.1.2) avd(H) — outdeg,, (H) — gd(H) = 0.
En particular, si H es un pseudo-cubo de dimension n y n > 2, se verifica:

(3.1.3) g < outdeg,,(H) < n.

DEMOSTRACION. El caso n = 1 ya ha sido discutido en la Observacién 3.1.3, por tanto supondremos n > 2.
Nuestra Observacién 3.1.2 anterior muestra que la Afirmacién i) implica la Afirmacién ii). También resulta
obvia la implicacién Afirmacién i) = Afirmacién ). Sélo por ser completos, como en la Observacién 3.1.2,
dados i € [n] y h € H, la arista e := er,(,),; contiene a todos los i—vecinos de h. Por tanto, dados fi(e) > 2y
h € e, siempre habrd un i—vecino de h en H. Por la Afirmacién ¢) del Teorema 2.2.1, tenemos inmediatamente
que las Afirmaciones i) y 4ii) son equivalentes. La Afirmacién iv) implica la Afirmacién iii), mientras que la
Afirmacién i¢) implica inmediatamente la Afirmacién iv).

La equivalencia entre iii) y v) se sigue de las Afirmaciones ¢) y i¢) del Teorema 2.2.1.
Las tdltimas desigualdades se siguen del Teorema 2.2.1:

outdeg, (H) < avd(H) =n < 2outdeg,, (H),

lo que implica:
d(H
g = aVT() < outdeg,,(H) <n =avd(H).

Por la dltima dicotomia del Teorema 2.2.1, sabemos que sin > 1, outdeg,,, < avd(H) y se concluye la prueba. O

EJEMPLO 3.1.5 (CUBOS, POLI-CUBOS Y CERRADOS HACIA ABAJO EN RELACION CON PSEUDO-CUBOS). Trate-
mos cada ejemplo para observar el fenémeno. Nos ocupamos de casos con n > 2:

i) Todo cubo no vacio H := Z™, con n > 2, es pseudo-cubo si y solamente si f (Z£) > 2.

ii) Todo poli-cubo no vacio H := [[!_; Z; es pseudo-cubo si y solamente si f(Z;) > 2. Notese que
si todos los Z;’s tienen cardinal al menos 2, entonces, en la direccién de proyeccién m; todo punto
(z1,-..,2n) € H posee un i—vecino reemplazando x; € Z; por el otro elemento de Z; distinto de x;,
que debe existir en Z; por ser §(Z;) > 2.
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iii) Un subconjunto H C Y™ cerrado hacia abajo es pseudo-cubo si y solamente si ninguno de sus elementos
maximales (con respecto al pre-orden de Dickson <) de H estdn en alguno de los ejes. Es decir, si no
hay elementos maximales de H en U} ;{p € N; : z; = 0}. Claramente, si un elemento maximal posee
un coordenada nula (por ejemplo h = (0,z2,...,2,) € H elemento maximal) y H es cerrado hacia
abajo, no puede haber dos puntos en la arista e, (4),1 = {h}. Porque si hubiera un segundo punto en
esa arista de H tendria que tener la forma (a,zs,...,2,) con a > 0, lo que impedirfa que h fuera un
elemento maximal. Un ejemplo dibujado puede ser el siguiente en el que “fallan” los dos ejes:

Tomando Y := {0, 1,2, 3,4, } vemos que hay dos elementos maximales de H {(0,4), (3,0)} (con respecto
al pre-orden de Dickson) que no tienen vecinos en alguna de las dos direcciones: (0,4) no posee
1—vecinos (en la direccién m; que “olvida” la primera coordenada), mientras que (3,0) no posee
2—vecinos.

OBSERVACION 3.1.6. Si H es un pseudo-cubo de dimensién n, entonces, para una orientacién cualquiera
o :G(H) — H se tiene:

n
5 < outdeg,,(H) < outdeg,, .. ().

La desigualdad simplificada (i.e. n/2 < outdeg,,,. (o) para orientaciones de pseudo-cubos de dimensién n) es
“Lemma 12”7 de [BCDMY, 22], sin percatarse del papel esencial que juega outdeg,,(H) en esa desigualdad
(porque no tienen la nocién outdeg,,(H) como nocién distinguida, ni tampoco son conscientes de que esa

cantidad sea independiente de o).

3.2. Dimensiones

Comencemos nuestro recorrido hacia ciertas nociones de dimension relacionadas con el aprendizaje multi-clase.
En esencia, la dimensién mide la longitud minima que debe tener la familia de muestreo (longitud del dataset)
para tener un aprendizaje aproximadamente correcto. Aunque a primera vista parece una descripciéon com-
pleja, dejaremos la explicacién detallada para otro momento y nos centraremos primero en algunas nociones
de dimensién de manera directa y simplificada. En primer lugar, exponemos la nocién de dimensién usada en
[DS, 14], parafraseada aqui con la nocién de pseudo-cubo discutida en la seccién precedente.

DEFINICION 17 (DIMENSION DS, [DS, 14]). Con las notaciones precedentes, dados H C Y" y dado S C [n],
8(S) = d, diremos que S es desmenuzado (roto en pedazos, “shattered”) “a la DS” (o DS—desmenuzado) por
H si H|S contiene un pseudo-cubo de dimension d. Definimos la dimension DS de H como el mdzimo d tal
que existe S C [n], de cardinal d (i.e. §(S) = d), tal que S es desmenuzado “a la DS” por H. Denotaremos la
dimension DS de H mediante dimpg(H).

OBSERVACION 3.2.1 (LA DIMENSION DS ES MONOTONA CON RESPECTO A LA INCLUSION). De la definicién
anterior, se infiere ficilmente que la dimensién DS es una funcién monétona con respecto a la inclusion de
conjuntos, i.e. dados G C H C V", se tiene dimps(G) < dimpg(H), porque si S C [n] es un conjunto de
cardinal méximo tal que la restriccién G’ g ‘contiene” un pseudo-cubo de dimensién §(.5), entonces H | g2 G’ s
también contiene un pseudo-cubo de dimensién f(5).

n [BCDMY, 22], se introduce otra nocién de dimensién de una clase de conceptos finita:

DEFINICION 18 (DIMENSION EXPONENCIAL, [BCDMY, 22]). Dado H C V", definimos la dimension exponen-
ctal de H como la cantidad:
dimp (H) := max{#(S) : # (H|,) > 2!}

OBSERVACION 3.2.2 (LA DIMENSION EXPONENCIAL ES HEREDITARIA). Observemos que la dimensién exponen-
cial es hereditaria para subconjuntos y restricciones. Es decir,

e Dados F C H C V", tenemos: dimg(F) < dimg(H) < n.

e Dado S C [n] y dado H C Y™, también tenemos: dimE(H|S) <dimg(H) < n.
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El Lema 12 de [BCDMY, 22] es el siguiente corolario de nuestros resultados previos:

COROLARIO 3.2.3 (LEMA 12 DE [BCDMY, 22]). Sea H C Y™ una clase finita de conceptos de dimension DS
igual a n. Entonces, para cualquier orientacién o : E(H) — H tenemos:
n o dimDs(H)

3="35 < outdeg,,,... (o).

DEMOSTRACION. Como dimps(H) = n, hay un pseudo-cubo ¢ C H con cardinal maximal de dimensién
n. Por la Afirmacién v) de la Proposicién 2.2.1, para cada orientacién o : F(H) — H hay una orientacién
o' : E(€¢) — € tal que outdeg, . (c') < outdeg, ,.(c). Por la Identidad (3.1.3) del Teorema 3.1.4, también
concluimos lo siguiente:

n
5 é Outdegav((g) S Outdegmax(al) S OUtdegmax(U)v

y la afirmacién se sigue. U
Se podria cuestionar si la Desigualdad (3.1.3) sigue siendo cierta si H no tiene dimensién DS igual a n. El
siguiente ejemplo prueba que esa desigualdad no es cierta en general (en particular, no es cierta si H no es un
pseudo-cubo de dimensién n).

EJEMPLO 3.2.4. Como se ha indicado, nos preguntamos si la cota inferior del Lema 12 de [BCDMY, 22] sigue
siendo cierta si reemplazamos outdeg,, ,..(H) por outdeg,,(H) cundo H C Y™ tiene dimensién DS igual a n. El

siguiente ejemplo prueba que esta generalizacién no es cierta en general: Dado ), = {0,...,p — 1}, hay una
secuencia de clases asociadas H), C yg tales que se verifica lo siguiente:
(3.2.1) pli_{go outdeg,, (Hp) = ph—>120 avd(H,) = 0 < 2 = dimps(H,) = dimg(H)).

Consideremos los conjuntos H, := {(0,0),(0,1),(1,0), (1, 1)} U{(k,k) : 2 <k < p—1}. Observemos que
#(Hp,) = p+2. Obviamente, H, contiene un cubo de dimensién 2 y su dimensién exponencial no puede ser mayor
que 2. Por tanto, dimpg(H),) = dimg(H,) = 2. El ntimero total de aristas satisface f (E(H,)) = 4+2(p—2) = 2p,
mientras que el nimero total de aristas unarias satisface ¢ (EM(H,)) = 2(p — 2).

Entonces,
2 4
outdeg,, (Hp) =2 — P _—,
p+2 p+2
mientras que el grado promedio satisface:
2p — 4 8
avd(H,) =2 — P =—.
p+2 p+2

Concluimos asi la Desigualdad (3.2.1) tomando limites del modo més elemental.

La nocién de dimensién usada tradicionalmente en aprendizaje multi-clase es la nocién de dimension de Natara-
jan (que, como se observé en [BCDMY, 22| es insuficiente para caracterizar completamente el aprendizaje
multi-clase en el caso de que £()) no esté acotado). Escribamos su relacién con la dimensién exponencial.

OBSERVACION 3.2.5 (DIMENSION DE NATARAJAN). En [Nat, 1988] y [Nat, 1989], B.K. Natarajan introdujo
una primera nocién de dimensién aplicable a aprendizaje multi-clase. Una nocién un tanto artificial que no
serd central en las discusiones de esta memoria, aunque merece un cierto reconocimiento histérico. Seguimos la
aproximacién de [ BCDMY, 22].

Con las notaciones precedentes, sea H C Y™ una clase de conceptos finita. Dado ¢ € N, 1 < ¢ < n, y dado
S = (s1,...,84) € [n]?, decimos que S es desmenuzado “& la Natarajan” (N —desmenuzado o N —shattered) por
H si existen f,g € H tales que f(s;) # g(s;) para todo i € [¢], y tales que

H(S) 2 {f(s1),9(s1)} x -+ x{f(s4),9(s9)},
donde

H(S) :={(h(s1),...,h(sq)) €Y? : h € H}.
Nétese que se trata de que H(S) contenga un poli-cubo, dado como el producto cartesiano de conjuntos de
cardinal 2, aunque sus elementos vengan de distintas funciones de H restringidas a S. La dimensién de Natarajan
de H es el méximo de los ¢'s tales que existe S € [n]? que es N—desmenuzado por H. Denotamos la dimensién

de Natarajan mediante dimy (H).
Con estas notaciones, sea S € [n]? una lista de longitud ¢, N—desmenuzada por H.

Definamos S := {s; : i € [¢]}, i.., el conjunto formado por las diferentes coordenadas de una lista S =

(s1,...,8¢) € [n]?. Entonces, ﬁ(§> = ¢. BEs decir , si S es N—desmenuzado por H, entonces s; # s;, para
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todo @ # j. Observemos que si s; = s;, con i # j, entonces existe h € H tal que se verifican las siguientes
propiedades:

h(si) = f(si), h(s;) = g(s;), h(sk) € {f(sk), 9(sx)}, para k & {i,j}.
Pero, si s; = s;, entonces f(s;) = f(s;) = h(s;) y también g(s;) = g(s;) = h(s;) = h(s;), lo que implica
f(s;) = g(si). Y eso no es posible si S es N—desmenuzado por H.
Entonces, si S € [n]? es N—desmenuzado por H, entonces:

(3.2.2) t(H|g) > 2t(5) — 94,
Lo que conduce al siguiente sencillo resultado.

COROLARIO 3.2.6 (DIMENSION DE NATARAJAN INFERIOR A DIMENSION EXPONENCIAL).
(3.2.3) dimy(H) < dimg(H).

3.2.1. Pseudo-dimensién DS. Esta es una nocién original del manuscrito, cuyo alcance es atn tema de
trabajo conjunto. Pero creemos que, al menos, unas pocas ideas pueden formar parte de este TFG.
Mientras que la dimensién exponencial depende solamente de sus proyecciones, la dimensiéon DS ha sido definida
para ser una funcién mondtona creciente con respecto a la inclusién (y a restricciones), a través del uso del
término “contiene” en la propia definicion. Esto conduce a nuestra nociéon de pseudo-dimensiéon DS.

DEFINICION 19 (PSEUDO-DIMENSION DS). Con las notaciones anteriores, dado H C Y™ definimos su pseudo-
dimensién DS como el mdzimo de los cardinales de cualquier subconjunto S C [n] tal que H‘S sea un pseudo-cubo
de dimensidn 4(S). Es decir, definimos

pdimpg(H) := max{#(S) : S C [n], H‘S es un pseudo-cubo de dimensién §(5)}.

Si no hay ningin subconjunto S C [n] tal que H}S es un pseudo-cubo, diremos simplemente que su pseudo-
dimension DS es 0.

La pseudo-dimension DS se caracteriza por el cardinal de un conjunto que maximiza cierta funcién (carac-
terfstica) en el conjunto 21",

PROPOSICION 3.2.7 (PSEUDO-DIMENSION DS ES UN MAXIMO DE CIERTA FUNCION). Con las misma notaciones
precedentes, sea H C Y™ una clase de conceptos finita. Definamos la siguiente funcion:

Y 2 — R,
avd (H|y) — outdeg,, (H|) —gd (H|,), sin>2o0#(H)>2
S — 0 sin=1y#(H)=1
0 si H=0.

Entonces, tenemos:
pdimpg(H) = max{#(S) : S C [n], S maximiza 1y }.

DEMOSTRACION. Omitiremos los casos defectivos n =1y §(H) =1 o el caso §(H) = 0.
Conforme a nuestro resultados previos, tenemos que para cada S C [n] se verifica:

t(EV(H]g))

va(s) = -2 = <o

1 (H|s)
Y ¢ (S) = 0 si y solamente si H|S es un pseudo-cubo de dimensién #(S). Entonces, S maximiza ¥y siy
solamente si H | 5 €s un pseudo-cubo de dimensién §(S5). O

EJEMPLO 3.2.8 (LA PSEUDO-DIMENSION NO ES MONOTONA CON RESPECTO A LA INCLUSION). El problema
con la pseudo-dimensién es que no es una funcién mondétona con respecto a la inclusiéon. Lo observaremos con
el siguiente ejemplo.

Consideremos H := {(0,0), (0,1),(1,0),(1,1),(0,2)} € {0,1,2}? y el subconjunto G := H \ {(0,2)}.

G es un cubo de dimensién 2 y, por tanto, un pseudo-cubo de dimensién 2 (ver Ejemplo 3.1.5, donde se muestra
que todo cubo es un pseudo-cubo). Por otro lado, H no es un pseudo-cubo puesto que tiene la arista unaria
{(0,2)} (ver el Teorema 3.1.4) y, en consecuencia, se tiene pdimps(H) < 2. Si se toma S = {1}, se tiene que
H ’ g = {0,1}, por lo que es un pseudo-cubo, puesto que tiene mds de un elemento. De lo anterior, se deduce
que pdimpg(H) = 1. Esto es, 1 = pdimpg(H) < pdimpg(G) = 2, pero G C H.

El dibujo siguiente, donde H son todos los puntos y X representa el punto que se elimina para obtener G, lo
aclara:



30 3. PSEUDO-CUBOS, DIMENSIONES DS, EXPONENCIAL Y DE NATARAJAN

COROLARIO 3.2.9 (LA DIMENSION DS SE SIGUE DE LA PSEUDO-DIMENSION COMO UN MAXIMO). La pseudo-
dimension DS devuelve la dimension DS como un mdzimo. FEs decir, tenemos:

(3.2.4) dimpg(H) = max{pdimps(G) : G C H}.

3.2.2. Escalones &), y sus dimensiones. Recuperamos la nocién de escalén introducida en la Identidad
(1.1.1). La siguiente proposicién complementa (en términos de dimensiones) el anélisis de los invariantes de de
&, ya iniciados en la Proposicién 2.3.2. En el enunciado usaremos el conjunto DS(h), asociado a cada h € N™
y definido en la Identidad (2.3.1):

DS(h):={i€n] : hy >1}={i€[n] : h; #0}.

PROPOSICION 3.2.10. Sea n € N un entero positivo, n > 2, sea h € N® un exponente monomial y sea &, la
clase de conceptos de todos los elementos de N™ menores o iguales que h con respecto al pre-orden de Dickson.
Se verifican las siguientes propiedades:

i) El grado promedio de &, el grado de h en G(&) y la dimensién DS de &, coinciden. FEs decir,
tenemos: deg(h) = §(DS(h)) = avd(&}) = dimps(&p).
it) La dimensidon exponencial de &), verifica:

dimg(&3) := min ¢ n, Z log, (1 + hy)
4€DS(h)

En particular, se tienen las siguientes desigualdades: outdeg,, (6) < avd(é)) = dimpg (&) < dimg(&r).

La dltima desigualdad es una igualdad si y solamente si &, es un pseudo-cubo de dimensidn n (o, equivalente-
mente, si h € (Z*)", donde Z* := Z \ {0} o, también equivalentemente, si DS(h) = [n]). Ejemplos para los
cuales la ultima desigualdad es estricta no son dificiles de obtener con estas tultimas afirmaciones.

DEMOSTRACION. Probamos las afirmaciones del modo siguiente:

e Afirmacidn i): ya hemos probado las 2 primeras igualdades en la Proposicién 2.3.2. Antes de proceder
con la prueba de la igualdad restante, recordamos algunos elementos de esa proposicién, que empleare-
mos en esta demostracién. Sea DS(h) = m y el conjunto de las aristas unarias del escalén &y, que se
puede expresar como:

E(l)(éah) = {em(f)yi : f € &, i ¢ DS(h)}

Por tanto, si restringimos el escalén acorde a .S = DS(h), tenemos que &}, es un pseudo-cubo

‘DS h
cerrado hacia abajo de dimension DS igual a m. "
Ademads, dado cualquier otro conjunto S C [n], si existe algin 7 € S tal que i ¢ DS(h), entonces la
proyeccién resultante &7, | 4 tendrd al menos una arista unaria de la forma e, () ;, con g € & cualquiera.
En consecuencia, DS(h) es maximal en cuanto a la dimensién del pseudo-cubo inducido, concluyendo
asi que deg(h) = m = dimpg(&},), donde la primera igualdad es debida a la condicién de pseudo-cubo.

e Afirmacidn ii): sea S un subconjunto arbitrario de [n] que contiene a DS(h), es decir, DS(h) C S C [n].
Empleando la Afirmacién éi) de la Proposicién 2.3.2, tenemos que:

f(&nlg) = ] @+hi)
i€DS(h)
La siguiente desigualdad siempre se cumple, puesto que 1 + h; > 2, para todo i € DS(h):
H (1+hy) > 249,
ieDS(h)

por lo que la dimensién exponencial es un valor entre m y n, donde recordamos que m = DS(h).
Aplicando el logaritmo de base 2 a ambos lados de la desigualdad, se tiene:

> logy(1+ ki) > 4(S).

i€DS(h)
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Teniendo en cuenta que la dimensiéon exponencial es un nimero entero y que estd acotado por n,
concluimos la prueba de esta afirmacién.

Las dltimas desigualdades se siguen inmediatamente de la Proposicién 2.3.2 y las afirmaciones previas. Los
ejemplos citados son inmediatos. O

3.3. Pseudo-cubos cerrados hacia abajo.
Comenzamos con la siguiente caracterizacién de los pseudo-cubos cerrados hacia abajo:

PROPOSICION 3.3.1 (PSEUDO-CUBOS CERRADOS HACIA ABAJO). Sea H C Y™, n > 1, una clase de conceptos
finita (escalera finita). Las siguientes dos propiedades son equivalentes:

i) H es un pseudo-cubo cerrado hacia abajo de dimension n.
i) H es una unidn finita de escalones de dimensién DS igual a n. Es decir, existen hy,...,hs € N* una
familia finita de exponentes monomiales tales que:
(a) El grado promedio, la dimension DS y la dimensidn exponencial de cada escaldn determinado por
hi esn, i.e. Vk € {1,...,s}, avd(&p,) = dimpg(&p, ) = dimg(&r, ) = n.
(b) H wverifica:

(3.3.1) H =] é,.

DEMOSTRACION. Probemos las dos implicaciones para enfatizar el significado de esta equivalencia:

e —>: Si H es cerrado hacia abajo, la Proposicién 1.1.4 implica que H admite una descomposicion
como en la Identidad (3.3.1), donde Ay, ..., hs estdn determinados de modo tnico y son los elemen-
tos maximales (distintos) de H con respecto al pre-orden de Dickson <. Supongamos que tenemos
esa descomposicién y que H es cerrado hacia abajo, entonces  (DS(h;)) = n para cada i € [s]. Sin
pérdida de la generalidad, supongamos que dimpg(&y,) < n. Entonces, conforme a la Proposicién
2.3.2, £(DS(h1)) < n. Equivalentemente, suponiendo que hy = (h11,...,h1,) deberfa existir algin
i € [n] tal que hq,; = 0. Consideremos entonces la proyeccién 7; : H — Y"~!, supongamos f = m;(hy)
y sea ey; la fibra en H asociada. Obviamente hi € es;. Probemos que e;; = {h1}. Supongamos
g = (91,.-.,9n) € ey,;. Entonces, m;(g) = mi(h1) y, por tanto, tenemos g; = hy ;, Vj # i. Como
h1=(91,---,6i-1,0,Gi41,---,9n) ¥ ¢g; > 0, concluimos que h; = g. Como h; es un elemento maximal
para = en H, entonces h = hy y ef; = {h1}. Por tanto, H no puede ser un pseudo-cubo de dimensién
n. Es decir, si H es un pseudo-cubo cerrado hacia abajo, entonces, por la Proposiciéon 3.2.10 con-
cluimos: avd(é&y,) = dimpg(&},) = n,Vk € {1,...,s}. Como la dimensién exponencial no puede ser
estrictamente mayor que n, también tendremos que dimg(é&},, ) = n para cada k y las afirmaciones (a)
y (b) se siguen.

e —: Como H es una unién finita de escalones, es inmediatamente cerrado hacia abajo. Por la Obser-
vacién 1.1.5 cada descomposicién de un conjunto cerrado hacia abajo H como en la Identidad (3.3.1)
puede ser refinada hasta obtener una en la cual hy, ..., hs sean los elementos maximales (distintos dos
a dos) de H con respecto al pre-orden de Dickson. Supongamos que la descomposicién descrita en la
Identidad (3.3.1) es esa descomposicién dnica de H. Veamos que H es un pseudo-cubo de dimensién
DS, igual a n. Para ello, consideremos i € [n] y h € H. Debe haber un elemento maximal hj de H tal
que h € &, . Consideremos entonces la proyeccién m; : H — Y"1, Sea f := m;(h) la proyeccién de
hyseaey; € E(H) la arista determinada por esa proyeccién. Observemos que:

h e éahk Ney; - €fis

y, aplicando (a), sabemos que &}, es un pseudo-cubo de dimensién n. Entonces, tenemos:

f(eri) = 8(&h Nepi) > 2.
En conclusién, H es un pseudo-cubo de dimensién n.
O

COROLARIO 3.3.2. St H C Y", n > 1, es un conjunto cerrado hacia abajo, las siguientes propiedades som
equivalentes:

i) H es un pseudo-cubo de dimension n.
i1) Se wverifica lo siguiente:

outdeg,, (H) < avd(H) = dimpg(H) = dimg(H) = n < 2outdeg,,, (H).
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ii1) Dada una descomposicion de H en sus componentes (escalones):

H =: U éahi,
i=1
entonces, se verifica lo siguiente
1 S
avd(H) = — > " deg(hi) = max{deg(h1), ..., deg(hs)} = dimps(H) = dimg(H) = n.
i=1

i) Dada una descomposicion de H en sus componentes (escalones):

H =: O @(()h“
i=1

entonces, para cada i, 1 <1 <'s, se verifica:
avd (&) = deg(h;) = dimpg(&},,) = dimg(&y,) = dimpg(H) = dimg(H) = avd (H) = n.

DEMOSTRACION. Probemos las equivalencias del modo siguiente:

o Afirmacion i) < Afirmacidn ii): por la Observacién 3.2.2, la dimensién exponencial de H es menor o
igual que n y es mayor o igual que la dimensién exponencial de cualquier subconjunto (es hereditaria).
Entonces, usando el Teorema 3.1.4 y la Afirmacién i) de la Proposicién 3.3.1 anteriores, concluimos
inmediatamente que si H es un pseudo-cubo de dimensién n, se verifica la siguiente igualdad:

Como n > 1, la dltima dicotomia de la Proposicién 2.2.1 implica que outdeg,, (H) < avd(H). La otra
desigualdad se sigue del Teorema 2.2.1. Para el reciproco, si avd(H) = dimpg(H) = n, entonces el
Teorema 3.1.4 implica que H es un pseudo-cubo.

o Afirmacion iii) <= Afirmacidn iv): es inmediata.

o Afirmacion ii) = Afirmacidn iv): como la dimensién DS es mondtona respecto a la inclusién (véase
Observacién 3.2.1), tenemos:

(3.3.2)  deg(h;) = dimps(&y,) < max{dimps(&y;) : 1 < j < s} <dimpg(H) = dimg (H) = avd(H) = n,

donde la primera igualdad es consecuencia de la Afirmacién ) de la Proposicién 3.2.10. Ademds, por
la misma afirmacidn, se tiene que la dimensién DS del escalén &, es equivalente a §(DS(h;)). De
esta forma, podemos concluir que las desigualdades de la Identidad (3.3.2) son en realidad igualdades,
empleando lo que hemos discutido en el tercer ejemplo del Ejemplo 3.1.5, donde se observa que los
elementos maximales no pueden estar en los ejes, es decir, todas las coordenadas son no nulas y, por
tanto, se tiene que dimpg(&,) = §(DS(h;)) = n.

La igualdad restante dimpg(&,) = dimg (6h,) es consecuencia directa del ultimo comentario de la
Proposicién 3.2.10.

e Afirmacion iv) = Afirmacidn ii): es una consecuencia inmediata de la Proposicién 3.3.1.

O

EJEMPLO 3.3.3. Los resultados previos demuestran que tanto avd(H) como outdeg,, (H) son equivalentes a la
dimensién DS y a la dimensién exponencial en el caso de clases que son cerradas hacia abajo y pseudo-cubos. Sin
embargo, esto no es cierto en general cuando H no es un pseudo-cubo. Exhibimos el siguiente contra-ejemplo.
Dado Y, :={0,1,...,p—1}, entonces existe una sucesién de clases F;, C yg cerradas hacia abajo que satisface:

1 = outdeg,, (F)) = lim avd(F},) < dimpg(F,) = dimg(F),) < 2outdeg,, (F,) < 2avd(F}).
p—00

Consideremos las clases siguientes: F}, := {(0,0), (0,1), (1,0),(1,1)}U{(0,k) : 2 <k < p—2}. Estos conjuntos
son cerrados hacia abajo, pero no son pseudo-cubos para p > 1. Como en el Ejemplo 3.2.4, contienen un
pseudo-cubo d dimensién 2 y, por tanto, dimpg(F),) = dimg(F),) = 2. En ntmero de vértices también satisface:
#(F,) = p+ 2. El niimero de aristas satisface: #(E(F,)) = p + 2, #(EM(F,) = p — 2. Entonces, tenemos:
2 -2 4
outdeg,, (Fp)] =2 — pte_ 1, avd(Fp) =2 — Pz 14 —,
p+2 p+2 p+2

con lo que concluimos 1 = outdeg,, (F,) = lim,_, avd(F,) < dimpg(F),) = dimg(F,) = 2 < 2outdeg,, (F}).
LEMA 3.3.4. Sea H C Y™ una clase de conceptos finita. Sea S C [n] un subconjunto no vacio. Sea f € H uno
de esos vértices. Denotemos por [’ := f|sla restriccion de f vista como funcién f:[n] — Y. Entonces:

Erlg=19lg : 9€&r={9: 55—V : g2y =6 CH|g
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DEMOSTRACION. La inclusién C es inmediata por la definicién del pre-orden de Dickson. Si h < f, entonces
h| g = f ’ ¢+ Para la otra inclusion, supongamos, sin pérdida de la generalidad, que S = [m] para algiin m < n,
m > 1. Supongamos que h' € & . Entonces, tenemos:

W= (h'(1),....h'(m)) 2 (f(1),.... f(m)) = f".
Consideremos h € Y™ dado mediante: h := (h'(1),...,h'(m),0,...,0). Observemos que:
h2(f(1),... f(m), f(m+1),..., f(n) & f,

puesto que f(j) > 0 para cualquier j € [n] y f(i) = f'(i) para i € [m]. Como & es cerrado hacia abajo,
entonces h € & y h| 5= h'. Lo que prueba la inclusién O y concluye la prueba del Lema. O

Antes de continuar, introducimos un resultado conocido para ayudarnos:

LEMA 3.3.5. Sean aq,...,a.,b1,...,by € R nimeros reales no negativos verificando las siguientes desigualdades:
by <byg < <bp<ayp <o <y

Entonces, tenemos:

ar+ag+---4+a.+by+---+by <a1+..._|_QT

m+r T

DEMOSTRACION. Aunque es elemental, incluimos una prueba por completitud del texto. Bajo nuestras
hipétesis, tenemos:

a1—|—~~—|—ar>@ ma1>b1—|—~~+bm

r - or m m

Por tanto, tenemos by + -+ + b,, < m (@) Luego concluimos:

bbb o < () g () ()

y se sigue el resultado anunciado. (|
El siguiente resultado es una mejora de un resultado de [BCDMY, 22]:

PROPOSICION 3.3.6. Sea H C Y™ una clase de conceptos cerrada hacia abajo. Entonces, tenemos:

i) Si dimpg(H) > 1, entonces outdeg,,(H) < avd(H) < dimpg(H).
it) Si dimg(H) > 1, entonces outdeg,, (H) < avd(H) < dimg(H).

DEMOSTRACION. Supongamos una descomposicién de H en sus componentes como en la Proposicién 1.1.4:

S
H = U Eh,;s
i=1
donde {hq, ..., hs} son los elementos maximales (distintos dos a dos) de H con respecto al pre-orden de Dickson.

Salvo alguna reordenacién de los indices, supongamos r, 1 < r < s, tal que:
T:=4(DS(h;)) = max{ (DS(h;)) : 1<i<s} & 1<i<r

Y t(DS(h;)) < T parar+1 < j <s. Consideremos S; :== DS(h;), donde 1 <i <7y #(S;) =T. La restriccién
de H a S; satisface:

H

S
Si = U é()hk‘|Sl- 2 ghi
k=1

DS(hi)’

Consideremos h} := hi’DS(hi) y tendremos:
y hi(j) > 1 para cada j € DS(h;). Més ain, deg(h}) en G(&)) satisface, T = deg(h}) = deg(h;). Entonces,

7

&y es un pseudo-cubo cerrado hacia abajo verificando: deg(h}) = § (DS(h;)) = T' = dimpg(&y,;). Entonces,

T < dimpg(H). Adicionalmente, para cada h € H, tenemos: deg(h) < max{deg(hy),...,deg(hs)}. Por tanto,
tenemos:

deg(h1) + ... + deg(h,)

deg(h) < min{deg(hi),...,deg(h,)} =T = max{deg(h1),...,deg(h,)} = "

Por el Lema 3.3.5, salvo re-ordenacién de los indices, concluimos la Afirmacién i):

avd (H) = @ (Z deg(h)) < deglhn) &+ doglhe) _ o gy ).

r
heH
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Para la Afirmacién i) procedemos del mismo modo y concluiremos que para cada i € [r] tenemos:
2" <4 (&) = H (hi(k) + 1),
y

En;, = Eh, DS(h; < H|DS(h71)'

Como T = (DS (h;)), tenemos 27 = 2£(PS(hi) < ¢ <H|D5(h,-)>' Finalmente, 7' < dimg(H) como se pretendia.
(|

COROLARIO 3.3.7. Sea H C Y™ una clase de conceptos finita, cerrada hacia abajo, y sea m = dimpg(H).
Entonces, para cada subconjunto S C [n], tal que £(S) = m y tal que H|S contiene un pseudo-cubo de dimension

m, podemos suponer que eziste un pseudo-cubo € C H}S tal que:

e ¥ es un pseudo-cubo cerrado hacia abajo.
e Se verifica avd(€) = dimpg(H) = dimg(%¢) < dimg(H).
e € es maximal con respecto a la inclusion (C) satisfaciendo las dos propiedades anteriores.

Mas ain, H‘S es él mismo un pseudo-cubo si y solamente si avd(H|S) = dimps(H).

DEMOSTRACION. Por el Lema 1.1.7, si H es cerrado hacia abajo y S C [n] es un subconjunto, entonces H |
es también cerrado hacia abajo. Por la Proposicién 1.1.4, H ’ ¢ admite una descomposicion en sus escalones:

s
H}S = U Enys
k=1
de tal modo que para cada k € [s]:
hie & ) én,-
J#k

Re-ordenando los sub-indices si fuera necesario, podemos suponer t € [s] tal que:
dimDs(édk) = ﬁ(S) = dimDs(H) — k<t
Definamos & C H‘S mediante:

t
C = U é()hk.
k=1
La Proposicién 3.3.1 implica que € es un pseudo-cubo cerrado hacia abajo que satisface lo requerido. |

OBSERVACION 3.3.8. Esto significa que para subconjuntos cerrados hacia abajo H C Y, la dimensién DS puede
caracterizarse del modo siguiente:

dimpg(H) := max{#(S) : S C[n],3F C H|S,avd(‘€) =1(9)}.
El corolario precedente prueba que si H is cerrado hacia abajo, entonces < se verifica. Reciprocamente, si
S C [n] es tal que 3¢ C H|S, avd(%) = #(S), entonces ¥ es un pseudo-cubo porque no hay ninguna arista de
cardinal uno en G(%). Entonces, H|s contiene un pseudo-cubo y #(S5) < dimpg(H).
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4.1. Introduccién: la nocién de shift

En [Hau, 1995], D. Haussler usé la técnica de “shifting” para producir una demostracién del Lema se Sauer-
Shelah-Perles y otros resultados en el caso de aprendizaje binario. Esta técnica aparece por vez primera en
[Fra, 1983] e independientemente en [Aln, 1983] (véase también el papel del shifting en relacién con la dualidad
y la traza en [Par, 24b]). En [RBR, 06], los autores extienden este operador al caso del aprendizaje multi-clase
y es una técnica analizada de nuevo en [BCDMY, 22]. Seguiremos esta tltima referencia para las notaciones,
aunque las remozaremos para darles un buen sentido.

DEFINICION 20 (SHIFTING DE UNA ARISTA). Como en capitulos precedentes, sea H C Y™ una clase de conceptos
finita y sea G(H) el hiper-grafo de una inclusion sobre H. Para cada i € [n], sea 7; : Y™ — Y"1 la proyeccion
que “olvida” la i—ésima coordenada. Y, para cada f € Y" ', sea ep; = W;l({f}) N H la fibra sobre f en la
direccidn determinada por m;, que es el sustrato como subconjunto de H de la correspondiente arista en E(H).
Para cada i € [n], definimos el shift de la arista ef; en la direccion de i mediante: S;(ef,;) C Y":

Seri) :={g€Y" :mi(g) = f, 9(i) €{0,... 4esq) — 1}}.
En otras palabras, cambiamos la arista ef; para obtener otra arista del mismo cardinal, en la mima direccion
y cerrada hacia abajo, preservando el orden = sobre sus elementos. Esto se obtiene “empujando hacia abajo”
los elementos de ef; a través de la coordenada i—ésima de los elementos de ey ;, preservando el orden de esa
coordenada en el monoide (N,+) y el resto de coordenadas (i.e., preservamos f). En particular, S;(es;) vy
ef,i son biyectables mediante una biyeccién que preserva el pre-orden de Dickson =<, pero hace que la columna

i—ésima sea cerrada hacia abajo. Denotemos por S¢; : ef; —> S;(ey,;) a esa biyeccién entre aristas que preserva
<.

DEFINICION 21 (SHIFTING DE UNA CLASE). Con las notaciones precedentes, definimos el shift de H en la
direccion de m; como el conjunto dado por la igualdad siguiente:

Si(H):= |J Siler.s).
femi(H)
Es decir, tenemos una aplicacion:
Si:2Y" — 2V,
donde 2" es la clase de los subconjuntos de Y.
EJEMPLO 4.1.1 (EjEMPLO 19 DE [BCDMY, 22]). La dimensién DS puede crecer tras un shift como se prueba

en el Ejemplo 19 de [BCDMY, 22]. Lo reproducimos por ilustrar el proceso de shift. Sea ) := {0,1,2} y sea
H C Y? dado por: H :={(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(2,0)}, cuya imagen serfa:
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Aplicamos un shift en la direccién de m; (que “olvida” la primera coordenada) y tendremos: H' := Si(H) :=
{(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1)}, cuya imagen resulta ser:

Algo similar sucede si hacemos un shift en la direccién de mo: H” := So(H) := {(0,0), (0,1),(1,0),(1,1),(2,0)},
cuya imagen seria:

En ambos casos recuperamos conjuntos cerrados hacia abajo que no son pseudo-cubos. Méas aiin, ambas trans-
formaciones contienen un pseudo-cubo de dimensién 2. Asi que tenemos la siguiente igualdad:

dimDs(H/) = dlmE(Hl) = dimDs(H”) = dlmE(HH) =2> dlmDs(H) =1.

En ambos casos el nimero de aristas decrece (esto es estdndar con el shifting, como veremos mds adelante),
pero también en niimero de aristas unarias disminuye. Es decir, tenemos:

1=2-5/5=outdeg, (H") = outdeg,, (H') > outdeg, (H) =2 —6/5 = 4/5,

9/5=2-1/5=avd(H") = avd(H') > avd(H) =2 — 2/5 = 8/5.
OBSERVACION 4.1.2. En primer lugar, es claro que el shift no modifica las proyecciones de los conjuntos en la

direccién determinada por la proyeccién i—ésima. Esto es, tenemos m;(H) = 7;(S;(H)). Como, ademés, fijada
una direccién de proyeccién m;, tenemos una particiéon de cada clase de conceptos en funcién de las fibras de esa

proyeccion:
H:= |_| €fis
femi(H)
podemos generar una biyeccién natural a partir de las biyecciones sobre cada una de las fibras de esa particién.
Denotaremos a esa biyeccién mediante:

(4.1.1) Spi: H — Si(H),

dada por la propiedad:
S =Sy,
ef,,i

para cada f € m;(H) = m;(S;(H)). Obsérvese que g;; es una biyeccién que preserva el pre-orden de Dickson <
y, por tanto, conservamos los cardinales, i.e. §(H) = #(S;(H)). Ademds, tenemos una biyeccién entre las aristas
asociadas a la direccién 7; de cada uno de los OIG’s asociados a cada uno de los conjuntos, i.e., Sy ; define una
biyeccién entre E;(H) y E;(S;(H)). En particular, tenemos f (E;(H)) =t (E;(S;(H))). Finalmente, observemos
que S;(H) es cerrado hacia abajo en la direccién asociada a la proyeccién ;. Pero no debe olvidarse que la
biyeccién entre H y S;(H) depende del conjunto H involucrado.

En [Hau, 1995] no sélo se considera la aplicaciéon de un shifting, sino que podemos realizar una secuencia de
shiftings, definida del modo siguiente:

DEFINICION 22 (SECUENCIA DE SHIFTINGS). Sea H C V" una clase de conceptos finita y sea w := wy,- - wy €
[n]* una palabra sobre el alfabeto [n]. Definiremos el shift de H determinado por la palabra w € [n|* como la
COMPOSICION:

(4.1.2) Sw =S, 008, : 27" — 2"
Para cada H C Y, tendremos:

(4.1.3) Su(H) = Su, (Sw, (- (Sw, (H)))) -
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OBSERVACION 4.1.3 (LOS SHIFTS DETERMINAN BIYECCIONES QUE PRESERVAN =<). De nuevo debemos ser
cuidadosos cuando tratemos elemento a elemento. Asi, un shift S,, determinado por una palabra w = wy -+ - wy, €
[n]* determina una biyeccién entre los conjuntos H C Y™ y S, (H), pero no es literalmente una composicién de
funciones, sino que toma la forma :

e~ e~~~ e~

(4'1'4) SHWJ = SHhUJl OSH2,W2 o"'oSHk,wm
donde H; = H y para cada j, 2 < j <k, se tiene H}, := S;(Hy—1). Por tanto, podemos concluir:

i) Las aplicaciones Sgr,, son biyecciones entre H y S,,(H) que conservan < (porque lo preserva cada una
de las biyecciones que interviene en su definicién).

i) #(H) = #(Su(H)).

OBSERVACION 4.1.4. En [Hau, 1995] se demuestra (por lo demés evidente aplicando induccién y las observa-
ciones precedentes) que, tras una secuencia de shifts para cada H C Y™ finito existe una palabra w € [n]* que
define una secuencia de shifts S, tal que la clase H}, := S,,(H), es cerrada hacia abajo con respecto al pre-orden
de Dickson. Nétese que cada H tendrd asociada una (o varias) palabras w := w(H) y que no es el mismo w para
todos los H C Y™. Sin embargo, el conjunto cerrado hacia abajo biyectable a H no es unico y los invariantes
pueden cambiar segtin la palabra elegida.

A modo de ejemplo retomemos la clase de conceptos H descrita en el Ejemplo 4.1.1 y observamos que tomando
la palabra w := 1 € [n]* ya tenemos que H,« := S, (H) es cerrado hacia abajo para <. Del mismo modo
podemos tomar la palabra w’ := 2 € [n]* y considerar: H}, := S,/ (H) = Sy (H), que vuelve a ser cerrado hacia
abajo pero ambos son distintos y tienen distintos invariantes. Trataremos de revisar eso mas adelante en la
Seccién 4.2.1.

4.2. Shifting, cerrados hacia abajo y bases monomiales

En la conclusién de la Seccién 1.1 concluiamos que las escaleras finitas se pueden obtener como complementarios
de conjuntos de exponentes asociados a ciertos ideales, independientemente del orden monomial elegido. Ahora
seguimos el camino inverso.

Fijamos un orden monomial (tipicamente érdenes lexicogréficos) y buscamos ideales que asocien las escaleras
finitas con ideales especiales que resultan ser los ideales de polinomios que se anulan en los puntos de la propia
escalera. Estas son las ideas de [Mes, 20] y su antecesor [FRR, 06]. La “prueba” de [Mes, 20] depende
fuertemente de un resultado de [FRR, 06], quienes, a su vez, estdn fuertemente basados en elementos de
Teoria de Juegos (el lex game). Como nos parecia que ya era hacer intervenir elementos muy diversos, nos
hemos construidos nuestra propia demostracién del enunciado de [Mes, 20] sin usar nada mas que elementos
propios de la Divisién de Weierstarss-Hironaka y las Bases de Grobner. Comencemos con el ideal asociado a un
subconjunto:

DEFINICION 23. Sea K un cuerpo, K C L una extensién de cuerpos y V. C A™(L) un conjunto finito. Llamare-
mos ideal asociado a 'V sobre K al ideal:

Ix(V):={f e K[Xy,...,X,] : f|, =0}
Denotaremos mediante K[V] al anillo de funciones polinomiales K—definibles en V| esto es,
K[V]:= K[Xy,...,X,]/Ix(V).

Cuando el contexto nos fije el cuerpo K escribiremos simplemente I(V).

COROLARIO 4.2.1. Con las notaciones precedentes, supongamos K = L y V C A™(K) un conjunto finito.
Entonces, para cualquier orden monomial < sobre el monoide (N™ +) se tiene que N™ \ exp(Ix(V)) es un
conjunto finito y, ademds, se tiene:

§(V) = dimg (K[V]) = (N" \ exp (I (V))) -
Ademds, como en el Teorema 1.2.7, el conjunto
B Ik(V) = {X{" - XBr + Ix(V) = (pa,- -, 1n) € N" \expe (Ix (V) },

es una base de K[V] como K—espacio vectorial, denominada base monomial asociada al orden monomial < y
estdn en biyeccion con N™ \ exp. (Ix(V)).
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La prueba de este clésico corolario se sigue del teorema Chino de los Restos y se puede ver en [Par, 24a].
Como vimos en la Proposicién 1.2.6, si V' C A™(K) es un conjunto finito, entonces K[V] es una K —élgebra de
Artin y el siguiente conjunto es cerrado hacia abajo:

N™\ exp< (I (V)),
para cualquier orden monomial <. A partir de este momento nos vamos a ocupar de estudiar una cierta forma
de reciproco para lo cual usaremos solamente el orden lexicografico estandar <;.; definido en el Ejemplo 1.2.2
de tal modo que:
Xn >lex Xn—l >lex - - Jlex X1~
Para simplificar un poco las notaciones, usaremos las siguientes notaciones para cualquier ideal a C K[X1,..., X,]:

eXplex(a) = eXpS1ex(a)v NeXplex(a) = Nn \eXpS1ex(a)'
Supongamos ahora ) := {0,...,p — 1} como en secciones y capitulos anteriores. Supongamos que el cuerpo
K satisface Y C K (con cualquier inmersién razonable) y sea H C Y™ una clase de conceptos finita. Para
cada i € [n], a diferencia de las proyecciones m; usadas en secciones y capitulos precedentes, consideremos
7 1 Y — Y™ la proyeccién que “olvida” las primeras i coordenadas de los elementos de Y. Es decir,

Fi(1,. 1 2n) = @i oy Tn), V@1, 2n) € V™
Dado ¢ := (q1,...,qn_i) € Y" ¢, denotaremos por H(q) a la parte i—inicial de la fibra (en H) sobre ¢ a partir
de 7;, es decir,

(4.2.1) H(q) :=={(01,...,0) €Y’ : (61,....0i,q1, ., qn-s) €7; " {q}) N H}.

LEMA 4.2.2 (DE ELIMINACION CUANTIFICADA). Con las notaciones precedentes, sea v := (v1,...,v,) € N" un
exponente monomial. Supongamos que se verifica

t{ged : (v, vn1) € Nexpie, (I(H(q)))}) = vn + 1.
Entonces v € Nexp, o (I(H)).

DEMOSTRACION. El caso n = 1 es obvio y no merece més discusién.
Supongamos n > 2 y definamos By = {g € ¥ : (v1,...,Vn—1) € Nexp (I(H(g)))}. Supongamos que
£(B1) > v, + 1 y razonemos por reduccién al absurdo. Supongamos que v € exp, ., (I(H)). Entonces, existe un
polinomio f € I(H) tal que:

(4.2.2) f=Xr1 X0+ 9(Xq, .., Xn),
donde los términos no nulos de g(Xi,...,X,,) tienen exponentes estrictamente menores que v para <jey. Es
decir, supongamos que:
(4.2.3) gi= Y a, X" Xk
HU<iexV

Ahora observamos que hay dos tipos de términos en g:

e Caso 1: Términos cuyo exponente monomial es de la forma (v1,...,v,—_1, k), en cuyo caso k < v,, — 1.
o Caso 2: p:=(p1,...,n-1,r) € N con r cualquiera, pero (u1,...,tn—1) <tex (M1, Vn—1)-
Agrupemos los exponentes monomiales que responden al Caso 1 y definamos:
Vnp—1
hn(X5) == X0 + Z A1 ) Xy
k=0

Entonces reescribimos el polinomio f descrito en la Igualdad (4.2.2) del modo siguiente:
=X X0 e (X)) + h(X, . X)),
donde todos los términos no nulos de h pertenecen al Caso 2. Es decir, h tiene la forma siguiente:
hi=Y apX{" - X",
ocJ
donde J C N” es un conjunto finito y 6 := (61, ...,6,) € J si y solamente si:
(017 e 7911—1) <lex (Vl, ey Vn—1)~
Consideremos ahora b € ) y el polinomio f(X1,...,X,_1,b) := X{* - X, "7 hy (b) + h(X1, ..., Xpn_1,b).
Por la forma en la que hemos elegido f se tiene que:
o f(X1,...,X,_1,b) se anula en H(b).
e Sihn(b) #0, lt<, (f(X1,..., Xn—1,b)) = hpy (D) X}* ... X, "7

n—1
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Por tanto, si h,(b) # 0, entonces (v1,...,Vn—1) € expio(I(H(D))) vy, por tanto, b ¢ By. En conclusidn,
By C{be) : h,(b) =0},
pero como h,, es un polinomio univariado de grado v,, se tendré que el niimero de raices posibles estd acotado

por v, es decir (B;) < vy contradiciendo nuestra hipétesis. Y el Lema queda probado. O

LEMA 4.2.3 (EXISTENCIA DE FACTORES TRIANGULARES). Con las mismas notaciones precedentes, sea v :=
(v1,...,vn) € N™. Supongamos que n > 2 y que se verifica:

t{gey : (v1,...,Vn-1) € Nexpio  1(H(D)))}) < vp.
Entonces, existiran g1,...,g9n € [X1,...,X,] tales que verifican:

i) 9i € K[Xy,...,Xn] s un polinomio ménico con respecto a la variable X;, verificando degx, (g:) < v,
para cada i, 1 <1 < n.
ii) El polinomio h =[]}, g; € I(H).
En particular, (vy,...,v,) = expe,(h) € expy, (I(H)).

DEMOSTRACION. Comencemos con el caso n = 2. Definamos B; C ) como el conjunto:
By :={be) : vy € Nexpy . (I(H(D)))},

y supongamos #(B;) < v1. Entonces, existe un polinomio g; € K[X5] de grado acotado por vy y tal que go se
anula en By. Notese que, en particular, gs; se anula en:

U H®) x {p}.

be By
Consideremos ahora By := {a € Y : 11 € exp;o,(I(H(a)))}. Como v1 € expio(I(H(a))), para cada a € By
existird un polinomio univariado ménico g§a) € K[X;] tal que se verifica: deg(gyl)) <,y tal que gga se anula
en H(a). Es decir, para cada a € B, podemos escribir, sin pérdida de la generalidad, que se tiene:

Vlfl

gia) = X" 4 Z CL](:)Xf-
k=0

Noétese que si d; := deg(gga)) < 17 bastarfa con multiplicar por X 1=di g g%a) y tendriamos la misma expresion.

Aplicando interpolacién de Lagrange, consideremos los polinomios:

o Haen\ oy (X2 —a’)
gl,k(XZ) — Z al(c yllareBi\{a} —.
oz Neenmla—d)

Obsérvese que g x(a) = agca) para cada a € By y consideremos, finalmente, el polinomio:

I/1—1

gl(Xl,Xg) = Xlul + Z ng(XQ)Xik.
k=0

Observamos que ¢1(X1,a) = gga)(Xl) para cada a € By y, por tanto, g; se anula sobre la unién siguiente:

U H(a) x {a}.
a€ By
En particular, el polinomio g = g;1(X1, X2)g2(X3) se anula en todo H porque:

H:= (U H(b) x {b}) U ( U H(a) x {a}>.

beBy a€ By

Ademés es claro que, usando nuestro orden lexicogréfico, (i<, (h) = X' X52.

Para el paso inductivo con n > 2 basta con repetir un proceso similar, que reproducimos por ser tan completos
como sea posible. Definamos, de modo analogo:
By:={be)Y : (v1,...,vn—1) € Nexp.(I(H(b)))},

y supongamos que #(B1) < vp,.
Como en el caso n = 2, existird g, € K[X,] un polinomio univariado de grado v,,, ménico con respecto a la
(Unica) variable X, y tal que g, se anula en B;. En particular, se tiene:

U H(b) x {b} C VA"(K)(gn) ={C=(21,--,20) €V" 1 gn(() = gn(zn) = 0}.
be By
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Consideremos ahora el conjunto B, disjunto con B; tal que:
By = {CL SN (Vla ceey Vn—l) € eXplex(I(H(a)))}'
Dado a € Bj, aplicando el Lema 4.2.2 anterior a H(a), como (v1,...,Vn—1) € expix({(H(a))), entonces el
siguiente conjunto no puede tener cardinal mayor o igual que v, + 1:
Bia) = {c€Y : (ni.....va2) € Nexpyoy(I(H(a)(e)))}.
Como #(B1(a)) < v,—1, aplicado la hipétesis inductiva a Bj(a) existirdn polinomios gga), . ,gfﬁl en el anillo
K[Xy,...,X,_1], tales que se verifica:
i) gE“) € K[X;,...,X,_1] es un polinomio ménico con respecto a la variable X;, degy, (gz(a)) <y

ii) El polinomio h(*) siguiente se anula en H(a), es decir:

n—1
h@ =[] 9 € I(H(a)).
i=1

Como By C Y C K y K es un cuerpo, podemos considerar los anillos R; := K[X,,...,X,_1] y podemos hacer
interpolacién de Lagrange sobre R;[X,,] siempre que el denominador sea una constante no nula en K. Dicho de

otro modo, supongamos:
v;i—1

= xS
k=0

donde gz((;c) € Riv1 = K[Xit1,...,Xn_1] son los coeficientes con respecto a la variables X;. Aplicando Lagrange,
consideremos los polinomios:

a Ha/ B a (X’ﬂ - a/)
ik (Xig1, .., Xn) o= Y gg,k)(XiJrl,m,Xn—ﬁ He 2} a—a)
a€ B, a’€By\{a}\@ — @

Nétese que podemos hacer esta interpolacién porque el discriminante es un elemento no nulo en K. Ademaés,
se verifica que g¢; € K[X;41,...,Xy] y se tiene que

gi,k(Xi—l-la oo 7Xn—17 (1) = gl(jlk) (Xi+1a oo aXn—l)a
para cualquier a € Bs. Definamos, finalmente, el siguiente polinomio:

IJi—l

gi =X+ Z Gik(Xig1, .- L Xn)XE.
k=0

Observamos que g;(X;, ..., Xn—1,a) = gfa)(Xi ..., Xn—1). Definiendo
ho = [[i=1""g

concluimos que para cada a € By y para todo (z1,...,2,—1) € H(a) se tiene:

n—1 n—1
ho(z1,.- ) 2n_1,a) = H 9i(21, .y Zn_1,a) = H gga)(zl, ey Zpl1) = h(“)(zl, ceeyZpn_1) = 0.
i=1 i=1

Por tanto, hg € H(a) x {a} para cualquier a € By. Anadiendo g,, € K[X,], descrito anteriormente, que se anula
sobre B; (y, por tanto, sobre H(b) x {b} para cualquier b € By), tendremos la familia buscada con g1, ... gy
y el polinomio h := [[;_, g; = ho - gn satisface que h € I(H) porque tenemos la descomposicién de H dada

mediante:
H = ( U H®) x{b})U(U H(a)x{a}).

b€ By a€Bs
La razon es que g, se anula en la primera unién, mientras que hg se anula en la segunda. Finalmente, por haber
elegido el orden lexicogréafico <i¢y concluimos que:

EtSlex(h) = Xfl e le:na
¥, por tanto, (v1,...,V,) € expio(I(H)), como se pretendia. O

Estos dos lemas nos generan una prueba nueva, totalmente independiente y original, del siguiente teorema
debido a [FRR, 06]:

TEOREMA 4.2.4 ([FRR, 06]). Sea Y un conjunto finito y K un cuerpo, supongamos Y C K (inmerso de alguna
forma) y sea H C Y™. Son equivalentes para un exponente monomial v := (v1,...,v,) € N
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i) v € Nexpyo, (I(H)).
i1) se verifica la siguiente desigualdad:

f({bed : (v1,...,vn_1) € Nexp o (I(H(D))}) > vy + 1.

DEMOSTRACION. Cada implicacién es uno de los lemas:

e ii) =>i): Es el Lema 4.2.2
e i) = ii): Es el contrarreciproco del Lema 4.2.3 tras recordar que Nexp, ., (I(H)) = N™\ exp; ., (I(H)).

O

4.2.1. Las ideas T. Mészdros en [Mes, 20]. Armado con el poderoso Teorema 4.2.4, cuya prueba al-
ternativa (completamente original) acabamos de aportar, [Mes, 20] obtiene una sencilla caracterizacién que
liga el shifting con las bases monomiales. Vamos a tratar de recordarlo en esta subseccién.

Como en secciones y capitulos precedentes, tenemos un conjunto finito Y := {0,...,p — 1} un cuerpo con una
inmersién Y C K y una clase de conceptos finita H C Y". Consideremos la estructura de hiper-grafo de una
inclusién (G(H) := (H, E(H)) discutida con anterioridad y los operadores de shifting para cada ¢ € [n]:

Si:2Y" — 2Y",
definidas anteriormente. Por ltimo, para cada b € Y™ sea H(b) el conjunto definido en (4.2.1):
Hb) :=={(q1, -y qn-1) €Y' : (q1,---,qn_1,b) € H}.
Dado H C Y™ y dado b € ) tenemos dos estructuras de hiper-grafo de una inclusién:
e G(H):=(H,E(H)),
o G(H(b)) := (H(b), E(H(D))).

Sobre ambos hiper-grafos podemos definir las correspondientes operaciones de shiftings y las palabras asociadas
en [n]*. En particular, nos interesan los dos conjuntos siguientes:

Sz’ (H) ) Sz’ (H(b))u

donde z’ :=n—1 n—2 --- 2 1€ [n]*. La siguiente proposicién nos permite relacionar el resultado de ambos
operadores:

PROPOSICION 4.2.5. Con las notaciones precedentes se tiene:
Sa (H (b)) x {b} C Sy (H).
De hecho, Sy x {b} estd contenido en la fibra:
{1, pn) € Sar(H) & pn = b} C S (H).

DEMOSTRACION. El argumento es sencillo: los shifts involucrados en S,/ no tocan en ningtin caso la tltima
coordenada de los elementos de V", que permanece inalterada. O

Con ella probamos el siguiente teorema:

TEOREMA 4.2.6 (BASES MONOMIALES (PARA <i¢x) DE K[H] COINCIDEN CON S, ... 1(H)). Con las notaciones
precedentes, se tiene:
(4.2.4) Nexpyo, (I(H)) = (N" \ exp., (I(H))) =Sy ... 1(H).

DEMOSTRACION. Hagamos la demostracién por induccién. El caso n = 1 es obvio, asi que supondremos
n > 2. Observemos la siguiente cadena de igualdades:

£ (Sn . 1(H)) = 8 (H) = dimg (K[H]) = § (Nexp, o, (1(H))) .

Por tanto, bastard con probar una de las inclusiones de la Identidad (4.2.4) para tener la igualdad por ser ambos
conjuntos del mismo cardinal. Asi que nos limitaremos a probar la inclusién C. Consideremos (v1,...,v,) €
Nexpyo, (I(H)) y la palabra 2’ :=n—1 n—2 --- 2 1 € [n]*. Definamos el conjunto:

By :={be) : (v1,...,vn—1) € Nexp,o, (I(H(D)))}.
Por el Teorema 4.2.4 precedente, se tiene que:
g(B1)=t({bedY : (v1,..-,Vn-1) € Nexpyo,(I(H(b))}) > v, + 1.
Por otro lado, aplicando la hipétesis inductiva, para cada b € Y tal que H(b) # ) se tiene:
Nexp, o, (1(H (b)) = Sar (H (D).
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Comoz'=n—1mn—1 --- 2 1€ [n]* la Proposicién 4.2.5 precedente implica que para cada b € Bj se tiene:
(4.2.5) (V1. oy Vn—1,b) € Sp (H(b)) x {b} C S,/ (H).
Tomando f := (v1,...,vs—1) € Y"1, podemos considerar la arista ey, del grafo G(S,/(H))) dada mediante:

efn = Sor (H) N ({£3),
donde 7, : Y* — Y™ es, como siempre, la proyeccién que “olvida” la tltima coordenada. Pero por la
inclusién descrita en la Ecuacién (4.2.5), esto significa que {f} x {b} = (v1,...,vp—1,b) € Spr(H) y, obviamente,
T, proyecta (vq,...,vn—1,b) sobre f. Es decir, tenemos probado el contenido: es,, O {(v1,...,vp—1)} X Bi.
Por tanto, podemos concluir la siguiente desigualdad de cardinales:

tefn) = 8(B1) = vn+ 1.
Entonces, S, (ef,) 2 {(v1,...,vp-1,t) : 0 <t <w,}. Luego,
(1/1, .. .71/77,) € Sn(Sﬂl(H)) == Sn n—1 .. 1(H)

Hemos probado, por tanto, que Nexp, ., (I(H)) €Sy, n—1 ... 1(H) y el resultado se sigue porque ambos conjuntos
tienen el mismo cardinal. g

Ya vimos en el Corolario 1.2.10 una caracterizacién de los conjuntos finitos cerrados hacia abajo como comple-
mentarios de conjunto de exponentes monomiales de ideales cuyos anillos residuales son K —élgebras de Artin.
Ahora podemos ser més finos en la forma siguiente:

COROLARIO 4.2.7 (H ES CERRADO HACIA ABAJO SII H = Nexp,.,(I(H))). Con las notaciones precedentes, un
subconjunto H C Y™ es cerrado hacia abajo si y solamente si H = Nexp,o(I(H)), donde I(H) es el conjunto
de todos los polinomios p € K[X1,...,X,] que sea anulan en H.

DEMOSTRACION. Ya hemos visto que los conjuntos de la forma Nexp, ., (I(H)) son cerrados hacia abajo en
la Proposicién 1.2.6. De hecho, lo vimos para cualquier ideal. En el Corolario 1.2.10 también vimos que todo
conjunto finito cerrado hacia abajo es el complementario de exp.(a) para cualquier orden monomial y para un
ideal a construido ad hoc. Ahora tenemos una caracterizacién ain més fuerte. Obsérvese que si H es cerrado
hacia abajo, entonces es invariante por la accién de los shifts, es decir, para cualquier i € [n] S;(H) = H. Por
tanto, si H es cerrado hacia abajo, se tiene S,, ... 1(H) = H, lo cual se prueba de manera sencilla por induccién.
Pero el Teorema 4.2.6 anterior nos precisa un orden y un ideal cuya base monomial coincide con H, es decir,
H = Nexp,..(I(H)), lo que prueba la equivalencia buscada. O

4.3. Shifting e invariantes de clases de conceptos finitas: un par de mejoras estrictas de
[BCDMY, 22]

Hasta este momento hemos visto cuatro elementos esenciales en el estudio de la parte combinatoria del apren-
dizaje multi-clase:

i) El hiper-grafo de una inclusién OIG (descrito en la Seccién 2.1).

ii) Los conjuntos cerrados hacia abajo (cuyo significado se ha observado en la Subseccién 1.2.2 y en la
Seccidén 4.2 precedentes).

iii) Diversas “medidas” de las clases de conceptos (potencialmente ligadas al aprendizaje multi-clase).
Algunas conocidas como avd(H),dimpg(H ), dimg(H), dimy(H) y otras introducidas por vez primera
en la literatura cientifica en este texto: outdeg, (H) y pdimpg(H).

iv) Un operador esencial para alcanzar el estadio de escalera en el caso de clases de conceptos finitas: el
shifting S;(H), con x € [n|* una palabra sobre el alfabeto [n].

Omitiremos la discusién de la dimensién de Natarajan por los resultados de [BCDMY, 22] que la descartan
como invariante para caracterizar el aprendizaje multi-clase. Hemos estudiado relaciones entre las distintas
nociones y distintas caracterizaciones de los objetos involucrados, pero nos queda UNA CUESTION FUNDAMENTAL:
Si los invariantes cuantitativos pretenden medir pardmetros en el aprendizaje multi-clase, ;como se comportan
tras realizar operaciones de shifting?

Dedicaremos esta seccién a estudiar alguna de ellas. Comencemos con la més simple, cuya prueba (por lo demds
evidente, usando la biyeccién asociada a S;) puede encontrarse como Corollary 23 en [BCDMY, 22].

PROPOSICION 4.3.1 (DIMENSION EXPONENCIAL Y SHIFTING). Con las notaciones precedentes, sea H C Y™ una
clase de conceptos finita. Para cada i € [n] y S C [n], tenemos:

f (SZ(H)|S) <t (H|s) :
Por tanto, también tenemos dimg(S;(H)) < dimg(H).
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Si bien la dimensién exponencial es mondtona con respecto al shifting (disminuye conforme se van haciendo
operaciones del tipo S;(H), con x € [n]*), la dimension DS puede crecer tras un shift como se prueba en el
Ejemplo 19 de [BCDMY, 22] que reproducimos por completar los detalles no explicitos en [BCDMY, 22].
Nétese que esto significa que aunque nos acerquemos a una escalera (i.e. cerrado hacia abajo) usando diversas
iteraciones del shift, puede ser que estemos haciendo crecer la dimensién DS en el camino o al final:

EJEMPLO 4.3.2 (EJEMPLO 19 DE [BCDMY, 22] CON SUS DETALLES). La dimensién DS (de [DS, 14]) puede
crecer después de realizar un shift. Sea H C {0,1,2}? dado por la siguiente igualdad:

H = {(0,1),(0,2), (1,0), (1,1), (2,0)}.

Aplicamos un shift (son transformaciones muy sencillas de realizar) en la direccién de la proyeccién m y
obtenemos:

Sl(H) = {(0, 0)7 (0,1), (0’ 2)7 (1> 0), (L 1)}
Apliquemos también un shift a H en la direccién de w5 y obtenemos:
S2(H) = {(0,0), (0, 1), (1,0), (1,1),(2,0)}.
El siguiente grafico muestra las dos transformaciones:
S1(H) So(H)

En ambos casos obtenemos conjuntos cerrados hacia abajo (i.e. escaleras) pero ninguno de ellos es un pseudo-
cubo, aunque ambos contienen un pseudo-cubo de dimensién 2. Haciendo los cdlculos con los medios y nociones
que ya hemos estudiado, observamos que la dimension exponencial permanece inalterada, mientras que la
dimension DS crece. Es decir,
° dimDs<Sl (H)) = dimDs<Sz(H)) =2> dimDs(H) =1.

En ambos casos el nimero de aristas decrece (esto es lo natural con el shifting, como demostraremos més
adelante) y, por tanto, disminuye la densidad del grafo y aumenta el grado de salida promedio), pero también
decrece el nimero de aristas unarias. Es decir, obtendremos

1=2-5/5=outdeg,,(Se(H)) = outdeg,, (S1(H)) > outdeg,,(H) =2 —6/5 = 4/5.
9/5=2-1/5=avd(Se(H)) = avd(S;(H)) > avd(H) =2 — 2/5 = 8/5.

Como consecuencia de este ejemplo, podemos concluir que dos invariantes pueden tener comportamientos més
“errdticos” (imprecedibles) tras aplicar una o varias operaciones de shifting: avd y dimpg. En [PSZ, 24| se
hacen algunos estudios méas detallados de algunas de estas variaciones. Por ahora nos vamos a concentrar en
los otros dos invariantes outdeg,,(H) y dimg(H).
Dados 4, j € [n], con i # j, y H C Y™, denotaremos m; ; : Y™ — Y™ la proyeccién que olvida las coordenadas ¢
y J:
ms Yo —  YyMidl

b= Bl gy

donde h|[n]\ () quiere decir que hemos eliminado las coordenadas ¢ y j del h original. El siguiente Lema tiene

(4.3.1)

una prueba casi inmediata que omitiremos:

LEMA 4.3.3. Con las notaciones precedentes, dados i # j tenemos:

7Ti7j(H) = ﬂ'z,j(Sl(H))



44 4. SHIFTING

Introduzcamos dos subconjuntos para ¢ € m; ;(H):

(4.3.2) A= |J e
femi(H)
’[n]\{m}:
(433) Bg)i = U Si(ef)i).
femni(H)
! ["L]\{id}ze

Observemos que el lado derecho de las identidades (4.3.2) y (4.3.3) son uniones disjuntas (de ejes en la direccién
determinada por 7;). Mds ain, tenemos:

LEMA 4.3.4. Con las notaciones precedentes, las siguientes dos igualdades exhiben particiones respectivamente
de de H y S;(H):

(4.3.4) H:= |_| Ag.
éemvj(H)

(4.3.5) Si(H):= || Bu
Lem; ;(H)

DEMOSTRACION. Veamos primero que ambas son uniones disjuntas:
e Dados 01,0y € m; j(H), si A, ;s N Ay, # 0, entonces existe h € Ay, ; N Ay, ;. Por tanto, conforme a la
Identidad(4.3.2) :
El = Trl(h)|[n]\{z,]} = 7Ti7j(h) = 62.
Y, en conclusién, el término de la derecha de la Identidad (4.3.4) describe una unién disjunta.
e De modo andlogo, dados ¢1,0; € m; j(H) = m; ;(S;(H)), si existe h' € By, ; N By, ; # 0, entonces
tendriamos £1 = m; ;(h') = {2, y la Identidad (4.3.5) describe una unién disjunta.
Obviamente, se tiene que Ay; C H y By; C S;(H). Entonces, las inclusiones en la direccién DO se siguen en
ambas identidades. Para la otra inclusiéon, probemos simplemente la segunda de las identidades, porque la
primera se sigue de argumentos similares. Sea h' € S;(H). Consideremos la proyeccién f := m;(h') y tenemos
que b’ € S;(ey;). Entonces, tomando £ := f|[n]\{i’j} = m;,;(h) tenemos h' € S;(ef;) C By, v la inclusién en el
sentido C se sigue. O

LEMA 4.3.5. Con las notaciones precedentes, dados i,j € [n], con i # j, tenemos:

(4.3.6) f(mi(H) = Y $(m(An:).

tem; ;(H)

(4.3.7) f(mSi(H) = > t(m(Bei)).

ltem; j(H)

DEMOSTRACION. Por los resultados y definiciones previos, todo lo que tenemos que hacer es probar que 7;
respeta las uniones disjuntas descritas en las identidades (4.3.4) y (4.3.5). Es decir, todo lo que tenemos que
probar es que las siguientes son uniones disjuntas :

(4.3.8) mi(H) = |_| i (Agi)-
tem; j(H)

(43.9) mEE) = || m(Bes).
lem j(H)

Y esas uniones disjuntas se siguen de las afirmaciones siguientes:

o Simj(Ag ;) Nmj(As,,i) # 0, entonces ¢4 = lo.

e Sim;(Be, i) N7;(Be,,i) # 0, entonces {1 = {s.
Estas dos afirmaciones se siguen de argumentos similares. Es decir, si existe g € m;(Ay, ;) N7 (Ag,,i) # 0
(respectivamente, g’ € m;(By, ;) N7j(By,;) # 0) es porque existe f € m;(H) (resp. f' € mi(S;(H)) = mi(H)) tal
que h € ey ; (resp. h' € Si(er;)) v b1 = f‘[n]\{i’j} =7;;(h) = {3 (resp. {1 = f"[n]\{i’j} =m; i (h) = {s).
Las igualdades entre los cardinales se siguen obviamente de disponer de uniones disjuntas y el lema queda
demostrado. g
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Introduzcamos dos cantidades relacionadas con la proyeccién m; ;. Dados i,j € [n], ¢ # j, y £ € =, ;(H),
denotemos mediante H (¢) la fibra de ¢ en H:

H() :=m(O)NH :={heH : mj(h) =1}
Observemos que:
mi(H () = {mi(h) « h € H, hl .\ =10}

DEFINICION 24. Con las notaciones precedentes, dados i,j € [n], i # j, y £ € m; ;(H), definimos los mdzimos
de los cardinales de las aristas que se proyectan sobre £ como:

(4.3.10) wi(0) == max{f(ef;) : fem(H))}

DEFINICION 25. Con las mismas notaciones, dados i,j € [n], i # j, y £ € m; j(H), elijamos fo € m;(H) N H({)
tal que t(es, i) = pi(€). Definimos el “seqgundo” cardinal mdzimo de las aristas que se proyectan sobre { del
modo siguiente:

o Sif(m(H(Y))) > 2, entonces definimos:
(4.3.11) i (0) == max{t (es) : f€m(H () g+# fol,

o en otro caso (§ (mi(H({))) = 1), definamos ,uEQ)(E) =0.
Los siguientes dos lemas, parcialmente explican las variaciones del ntimero de arista en el OIG tras un shift,
usando las cantidades maximas anteriores:

LEMA 4.3.6. Con las mismas notaciones que en los Lemas previos, tenemos:
FmSH) = > (o).
temi,;(H)

Por tanto,

HES(H) =4(EE)+Y | Y. w©

J#t \Lem; ;j(H)
DEMOSTRACION. Como 7; ;(H) = m; ;(S;(H)), conforme al Lema 4.3.5, tenemos:
B(mi(Si(H)) = > #(m;(Bea))-
Lem; ;(H)
Todo lo que nos queda por probar es la siguiente igualdad:
(4.3.12) t(mj(Bei)) = pil(£).
Sin pérdida de la generalidad, supongamos ¢ = 1 y j = 2. Entonces, observemos que dado f € m(H) tal que
f’[n]\{m} = ( y dado Sy(ey,1) tenemos:
ma(S1(er1)) =10, fern) — 17 x {(£(3),£(4), ..., £(n)},

Entonces, concluimos:

mB)= U A0 enn) = 1 x {(EB3), - £0)} = {0, (D) = 13 x {(£(3), ... £(n)}.

fem(H)

f =
[nI\{1,2}
Y, por tanto, la Identidad (4.3.12) se sigue. Para la segunda, observemos simplemente que:

§(E(Si(H))) = _#(Ex(Si(H))).
k=1

Como #(E;(S;(H))) =t (F:(H)), la dltima igualdad se sigue de nuestro estudio precedente. O

LEMA 4.3.7. Con las mismas notaciones anteriores,dados i,j € [n], i # j, £ € m,; ;(H), se verifica la siguiente
igualdad:

8 (mj(Agi)) =2 pi(l).
Por tanto, también tenemos:

(4.3.13) Bm(H) = Y p(h).

Lem; i (H)
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DEMOSTRACION. Desde la definicién de Ay ; (Identidad (4.3.2) anterior) tenemos:

m(Ae) = | milena)
femi(H)
=/
f’["]\{ﬁ]‘}

Entonces, concluimos:
ﬂ(ﬂ-j(Aéﬂ')) > max { (ﬂ-j(efﬂ')) S Wi(H)vfhn]\{iJ} = E}.

Todo lo que queda por ver es que 7; es inyectiva cuando se restringe ef;. Pero esto es inmediato puesto que
dados h € ef; y f € mi(H) tales que f|[n}\{ij} = ( ya sabemos que 7;(h); = {} para cada k # i,j. Pero
mj(h); = fi y, por tanto, m;(h) estd univocamente determinado por f para cada h € ey ;.
Como 7; restringido a e, es inyectiva, concluimos : f(m;(ey,;)) =t (ef,;) y, por tanto,

ﬂ(ﬂ-j(Af,i)) 2 max{ﬁ (ef,i) t f€ Wi(H)a f|[n]\{i,j} = (} = :U'i(g)a
como se pretendia. O

Estos resultados técnicos nos llevan a nuestra primera estimacion.

TEOREMA 4.3.8. Con las notaciones anteriores, dado H C Y™ y dado i € [n], el nimero de aristas y la densidad
del hiper-grafo no crecen tras realizar un shift, i.e.

§(E(Si(H))) <t(E(H)),
gd (Si(H)) < gd (H).
En particular, el grado de salida promedio no decrece tras el shifting, i.e.:

outdeg, . (S;(H)) > outdeg, ., (H).

DEMOSTRACION. Por la Identidad (2.1.3) tenemos:

n n

B(ES(H))) =D 4 (E;(Si(H))) =Y (m;(Si(H))) .

j=1 j=1
Observemos que m;(S;(H)) = m;(H) y tenemos:
$(E(Si(H))) = £ (Ei(H)) + Yt (m5(Si(H))).
i
Por el Lema 4.3.6 concluimos:

FESH) =tEHE)+> | Y. w0

Jj#i \Lem; ;j(H)
Conforme a la Desigualdad (4.3.13) del Lema 4.3.7, concluimos:
E(E(Si(H))) < 8 (E(H)+ )4 (m;(H)).
J#i
De nuevo, por la Identidad (2.1.3), concluimos:
8(E(Si(H))) < 8 (Bi(H)) + Y §(E;(H)) = ¢ (B(H)).
JF#i
Esto demuestra la primera de las desigualdades de la proposicién. Como § (S;(H)) = #(H), la segunda, relativa

a la densidad del grafo, se sigue de la primera. En cuanto a la desigualdad final, se sigue de la Afirmacién i)
de Proposicién 2.2.1. O

OBSERVACION 4.3.9. De acuerdo con nuestro andlisis, la dimensién exponencial y el grado de salida en promedio
evolucionan en direcciones “opuestas” conforme se aplican secuencias de shifts. Mas atin, hemos observado que
el nimero de aristas del resultado de aplicar un shift verifica la siguiente igualdad:

H(ESI(H)) =4 (B(H)+Y > (o).

Jj#i Lem; j(H)
Pero no podemos “permutar” los sumatorios con indices j # iy £ € m; j(H), puesto que m; ;(H) varfa con j.

En el caso binario (i.e. p = 2) también avd(H) tiene un buen comportamiento tras realizar un shift:
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COROLARIO 4.3.10. En el caso p =2, dado i € [n] y H C {0,1}", tenemos:
avd(S;(H)) > avd(H).
DEMOSTRACION. Conforme a la Identidad (2.2.6) de la Observacién 2.2.6, dado un shift S;, tenemos:
# (Haussl(S;(H)))
avd(S,;(H)) — outdeg,, (S;(H)) = ,
(8:(H) (5:()) T
Por la Afirmacién (2) de la demostracién del Lema 2 de [Hau, 1995], sabemos que se tiene:

# (Haussl(S;(H))) > t (Haussl(H)) .

Por tanto, tenemos:
# (Haussl(H))

avd(S;(H)) — outdeg,,, (S;(H)) > 250

= avd(H) — outdeg,, (H).

Por el Teorema 4.3.8, concluimos:

avd(S;(H)) — avd(H) > outdeg,, (S;(H)) — outdeg,,(H) > 0.
Y concluimos el resultado anunciado. g
Sin embargo, en el caso p > 3, el grado promedio del hiper-grafo G(H) tiene un comportamiento erratico,

como muestra el siguiente ejemplo. En [PSZ, 24] se trata de controlar ese comportamiento erratico, pero los
resultados son muy primitivos ain.

EJEMPLO 4.3.11 (EL GRADO PROMEDIO PUEDE CRECER O DECRECER TRAS UN SHIFT CUANDO p > 3).
Consideremos Y := {0,1,2,3}, n = 2, y definamos H := {(0,0), (0,1),(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,2)}. Una
imagen de este conjunto es:

Tenemos que §(H) = 7 y el hiper-grafo asociado G(H) tiene 7 aristas y, por tanto,
outdeg, (H)=2-7/7=1,

mientras que contiene un cubo de dimensién 2 y, por tanto, dimpg(H) = dimg(H) = 2.
Adicionalmente, posee 2 aristas unarias (i.e. § (E((H)) = 2). Por tanto, avd(H) =2 —2/7 = 12/7.
Hagamos un primer shifting en la direccién de la proyeccién o (i.e. la proyeccién que “olvida” la segunda
coordenada):

H' :=Sy(H) = {(0,0),(1,0),(2,0),(0,1),(1,1),(1,2), (1, 3)}.
Las dimensiones exponencial y DS se preservan. También se preserva el numero total de aristas y, por tanto, se
preservan la densidad del grafo y el grado de salida promedio (i.e. outdeg,,(S2(H)) = outdeg,,(H) = 1). Sin
embargo, el nimero de aristas unarias decrece, lo que, por nuestros resultados previos hace aumentar el grado
promedio, i.e.

3=t (E(l)(Sg(H))) >t (E<1>(H)) — 2, 11/7 = avd(Ss(H)) < avd(H) = 12/7.
Por otro lado, si hacemos un shift en la direccién de la proyeccién 7y obtenemos (sencillo cdlculo a mano):

Sl(H) = {(0’ 0)7 (1a 0)’ (07 1)a (1’ 1)7 (Oa 2)a (17 2)a (07 3)}
El conjunto S;(H) es cerrado hacia abajo, pero no es un pseudo-cubo. Las dimensiones exponencial y DS se
preservan. Pero el nimero de aristas decrece estrictamente y, por tanto, el grado de salida promedio crece
estrictamente. Es decir,

B(E(S1(H))=6<t(F(H)), 8/7=outdeg,,(S;(H)) > outdeg,,(H) = 1.

Esta vez, el niimero de aristas unarias también decrece (i.e. § (B (S1(H))) =1 < §(E(H)) = 2) y, por tanto,
el grado promedio crece estrictamente:

2 —1/7=13/7 = avd(S;(H)) > avd(H) = 12/7.

Estamos ya en condiciones de probar nuestro primer resultado importante en esta seccién:
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TEOREMA 4.3.12 (EL GRADO DE SALIDA EN PROMEDIO ES ESTRICTAMENTE MENOR QUE LA DIMENSION EX-
PONENCIAL). Sea H C Y™ una clase de conceptos finita Entonces, tenemos:

outdeg,,(H) < dimg(H).

DEMOSTRACION. Como en la Observacién 4.1.4, seguimos la idea de usar secuencias de shifts. Para cada
H C Y™ existe una palabra z := z1- -z, € [n|* que nos permite concluir que S, satisface que la clase
H, :=S,(H) es cerrada hacia abajo con respecto al pre-orden de Dickson. Por la Proposicién 4.3.8 concluimos
que:

outdeg,, (H) < outdeg,, (H).
Por la Proposicién 4.3.1, también concluimos que:
Finalmente, por la Proposicion 3.3.6, como H, es cerrado hacia abajo, tenemos también que:
outdeg,, (H.) < avd(H,) < dimg(H,).

Y esto concluye la prueba de nuestro resultado. 0

Este teorema implica las siguientes consecuencias, que suponen una mejora estricta de la Proposicién 27 de
[BCDMY, 22]. La mejora estricta consiste en transformar avd(H) < 4dimg(H) en la desigualdad que aparece
en la Afirmacién i) (avd(H) < 2 dimg(H)) del corolario siguiente. El uso de outdeg,,(H) es esencial en esta
pequena mejora:

COROLARIO 4.3.13. Sea H C Y™ una clase de conceptos finita. Entonces, tenemos:
i) Las dimensiones satisfacen:

(4.3.14) dimpg(H) < 2 dimg(H).
1) El grado promedio satisface:
(4.3.15) avd(H) < 2dimg(H).

DEMOSTRACION. Sea S C [n] maximal con la propiedad de que H | ¢ contiene un pseudo-cubo de dimension
r =#(5) = dimpg(H). Sea € C H}S tal pseudo-cubo. Por el Teorema 3.1.4 tenemos:
dimps(H) = r = §(S) = avd(¥%).
Por la Afirmacién iii) del Teorema 2.2.1 también tenemos:
avd (%) < 2outdeg,, (¥).
Por el Teorema 4.3.12 previo concluimos:
dimpg(H) =r < 2 dimg(%).
Por la Observacién 3.2.2; se concluye inmediatamente que se verifica:
dimpg(H) = 7 < 2 dimg(%) < 2 dimg(H| ) < 2 dimg(H),
y hemos probado la Desigualdad (4.3.14).
Para la segunda desigualdad, por el Teorema 2.2.1 tenemos:
avd(H) < 2outdeg,, (H).

Y el Teorema 4.3.12 anterior implica:
avd(H) < 2 dimg(H),
Lo que demuestra la Desigualdad (4.3.15). O

Esto nos permite demostrar una mejora estricta sobre la existencia de orientaciones son grado de salida maximal
controlado que se expresa en el Corolario 28 de [ BCDMY, 22|. En ese corolario se prueba la existencia una
orientacién o : E(H) — H que satisface:

outdeg, .. (o) < 4dimg(H).

Lo hacemos mediante nuestro Teorema 4.3.14, especialmente en la Afirmacién i) y la Desigualdad (4.3.22).
Introduzcamos la nocién de grado minimo del hiper-grafo G(H) definido por una clase de conceptos finita
H C Y™ como:

degin(H) := min{deg(h) : h € H}.
En [DS, 14], los autores consideran también el grado promedio “maximal”, cuya definicién reproducimos aqui:

(4.3.16) max —avd(H) := max{avd(F) : F C H},
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De modo similar a [DS, 14], podemos introducir el grado de salida promedio “maximal” mediante:
(4.3.17) max —outdeg,, (H) := max{outdeg, (F) : F C H}.

Como se observa de nuestros resultados, se tiene:

(4.3.18) max —avd(H) < 2max —outdeg,, (H).

TEOREMA 4.3.14 (MEJORA ESTRICTA DEL COROLARIO 28 DE [BCDMY, 22] SOBRE EL GRADO DE SALIDA
MAXIMO DE ORIENTACIONES). Con las mismas notaciones precedentes, sea H C Y™ una clase de conceptos
finita. Sea ¢ : 2H — R una funcién monétona con respecto a la inclusion en 27 . Supongamos que la funcién
© también satisface la siguiente hipdtesis:

(4.3.19) VF € 2", degi, (F) < ¢(F).
Entonces, existe una orientacion o : E(H) — H tal que se verifica:
(4.3.20) outdeg ., (0) < ¢(H).

Adicionalmente, tenemos:

i) La Hipdtesis (4.3.19) se verifica siempre que la siguiente condicion sea cierta:
(4.3.21) avd(F) < o(F), VF C H.

En particular, la funcidn mondtona (F) := 2dimg(F) satisface la Desigualdad (4.3.21) y, por tanto,
existe una orientacion o : E(H) — H tal que:

(4.3.22) outdeg, .. (o) < 2dimg(H).

it) El grado promedio mazximal también satisface la Hipdtesis (4.3.21) y, por tanto, existe una orientacion
o:G(H) — H tal que:

outdeg, ... (0) < max —avd(H) < 2max —outdeg,, (H).
iii) FEloutdeg,, (H) controla la complejidad del algoritmo OIG dado que:
(4.3.23) outdeg,, (H) < min —outdeg,,,.(H) < 2max —outdeg,, (H),

DEMOSTRACION. Probaremos el resultado general por induccién en #(H) (formalizando con mayor cuidado
y precisién algunos de los argumentos de [ BCDMY, 22]). El caso £ (H) = 1 es obvio.
Por la Identidad (4.3.19), sea h € H tal que deg(h) < ¢(H). Consideremos la clase H' := H \ {h} y su
hiper-grafo de una inclusién asociado G(H’). Clasifiquemos las aristas de E(H) en las siguiente tres clases
disjuntas:

e La clase de aristas que no contienen a h:
0
E(H):={ec E(H) : h¢e}.
e La clase de aristas que no contiene a h pero no son unarias:
E(H):={e € E(H) : heet(e)>2}.
e Las aristas de E(H) cuyo unico elemento es h:
EMN(H) = {ec EV(H) : hee}.
Tenemos una particién de F(H):
0 1 2
B(H) = B ()| | B #)| |5 (1).
Apliquemos la hip6tesis inductiva y supongamos que existe una orientacién o’ : E(H') — H' tal que:
outdegmax(c’) < @(H').
Entonces, extendemos ¢’ a una orientacién o : E(H) — H de la forma siguiente:
e Siee E,(IO)(H) |_|E,(l2)(H), entonces definimos:
o(e):=0o'(e\{h}) € H C H.

e En otro caso, sie € E,(ll)(H)7 definamos o(e) := h.
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Observemos que para cada g € H' (i.e. g # h), tenemos outdeg(o, g) = outdeg(c”, g).
Por otro lado, observemos que se tiene:

t({e € BUH) 5 heeole) #h}) =t (B (H)) = deg(h).

Por tanto, outdeg(c, h) = deg(h) y, por tanto, tenemos outdeg, . (o) := max{outdeg, . (c'),deg(h)}.
Observemos también que se tiene:

e Por la hipétesis inductiva y el hecho de que ¢ es mondtona con respecto a la inclusion, tenemos:
outdeg,ay (o) < 9(H') < o(H).
e Por nuestra Hipétesis (4.3.19), h ha sido elegido de tal modo que se satisfaga:
deg(h) < o(H).

Por tanto, concluimos que outdeg, .. (0) < p(H).

Para la Afirmacién ), observemos que si avd(F') < o(F) se verifica para todo F' C H, entonces la Hipdtesis
(4.3.19) también se verifica. Finalmente, como la funcién ¢(H) := 2 dimg(H) es mondtona con respecto a la
inclusidn, por el Corolario 4.3.13, esta funcién satisface la Hipétesis (4.3.19), lo que implica la Afirmacién 7).
La Afirmacién i7) se verifica porque max —avd es mondtona con respecto a la inclusién y, obviamente, satisface
la Hipétesis (4.3.21). La segunda desigualdad de la Afirmacién %) es inmediata por la Desigualdad (4.3.18). O

OBSERVACION 4.3.15 (CONSIDERACIONES FINALES). Observemos que la Afirmacion i) es el Lema 3 de [DS, 14],
anadiendo el doble del grado promedio maximal, mientras que la Afirmacién ¢) mejora estrictamente el Coro-
lario 28 de [BCDMY, 22] por un factor estrictamente mayor que 2. Sin embargo, no hemos sido capaces
de probar resultados similares para la funcién (naturalmente monétona) dimpg. El Ejemplo 4.3.16 siguiente
prueba que la Hipétesis (4.3.21) no es satisfecha por la dimensién DS. Mds atin, este ejemplo prueba también
que max —avd(H) puede ser mayor que dimpg(H). Por tanto, el Lema 3 de [DS, 14| no se aplica para pro-
ducir orientaciones cuyo grado de salida méximo esté acotado por dimpg(H). En consecuencia, parece que
2max —outdeg,, (H) es la cantidad mds fina que podemos encontrar tal que sea estable por shifting y que
permita controlar el grado de salida maximo de alguna orientacién en un OIG sobre H. Pero sigue siendo un
objeto de estudio en [PSZ, 24].

EJEMPLO 4.3.16 (EL GRADO PROMEDIO NO SIEMPRE ES MENOR QUE LA DIMENSION DS Y OTROS). Conside-
remos n =2, Y :={0,1,2} y H C Y la clase dada por la siguiente igualdad:

H :={(0,0),(0,1), (1,1),(1,2),(2,2)}.

Unos pocos cdlculos permiten observar que §(E(H)) = 6y ﬂ(E(l)(H)) = 2. Por tanto, avd(H) = 8/5 >
1, outdeg,,(H) = 4/5 < 1. Puesto que §(H) = 5 > 22 obtenemos inmediatamente que dimg(H) = 2. Sin
embargo, H no es un pseudo-cubo. Una discusién de diversos casos, prueba que si eliminamos un sélo punto de
H, los cinco puntos restantes no son un pseudo-cubo. Si eliminamos 2 puntos en H, también obtenemos un H’
que no es un pseudo-cubo. Esto nos llevara a concluir que H sélo contiene pseudo-cubos de dimensién 1. Por
tanto, dimpg(H) = 1 y este ejemplo verifica que se tiene:

outdeg,,(H) =4/5 < dimpg(H) =1 < avd(H) = 8/5 < dimg(H) = 2.
Por tanto, la Hipdtesis (4.3.21) no se sostiene para dimpg(H). Ni el Lema 3 de [DS, 14] ayuda con este ejemplo,
porque dimpg(H) < max —avd(H). Sin embargo, la Hipdtesis (4.3.19) si es cierta en este ejemplo y la tesis del
Lema 13 de [BCDMY, 22] se salva. Nos preguntamos si el Lema 13 de [BCDMY, 22] seguird siendo cierto
en un contexto mas general.



APENDICE A

Pre-orden de Dickson, 6rdenes monomiales y Bases de Grobner, con
algo mas de detalle en las pruebas

Indice

A.1. Pre-orden de Dickson y clases de conceptos cerradas hacia abajo: escalones y

escaleras 51
A.2. Ordenes monomiales y el lenguaje de las Bases de Grdbner 53
A.2.1. Unas palabras sobre la existencia de algoritmos para el cdlculo de las Bases de Groner 58
A.2.2. El caso de los anillos de Artin y las escaleras 59

A.1. Pre-orden de Dickson y clases de conceptos cerradas hacia abajo: escalones y escaleras

Comenzaremos con un sencillo resultado combinatorio sobre el monoide conmutativo (N™,+) conocido como
LEMA DE DICKSON (cf. [Dix, 1913]), aunque parece que también era conocido por P. Gourdan.

DEFINICION 26 (PRE-ORDEN DE DICKSON). Consideremos el monoide (N™,+) y consideremos la relacion (de
orden parcial) siguiente:

Dados « = (a1,...,a,),8 = (B1,...,5n) € N, diremos que o es menor que 3 con respecto al pre-orden de
Dickson si se satisface 3v € N* a4+ v = f.

Escribiremos a = 3 para indicar esa relacion. Se denomina pre-orden de Dickson

Algunas sencillas propiedades que satisface este pre-orden se resumen en el siguiente enunciado, de facil de-
mostracién:
PROPOSICION A.1.1. Con las notaciones anteriores, se verifica:

i) En el caso n =1 el orden < es el orden usual en N.
1) La relacion = es una relacién de orden parcial sobre N™.
iii) Para cada o = (ay,...,a,) € N, denotemos por:

XQ = Xin...Xro;" GK[Xl,...,Xn],

al monomio cuyos exponentes vienen dados por las coordenadas de a, siendo K un cuerpo cualquiera.
Entonces, para cada o, f € N™ se tiene que

axfe—= X" | X’
donde | significa “divide” en K[Xq,...,X,].

El resultado fundamental de las ideas de Dickson se resume en el siguiente resultado (conocido como Lema de
Dickson) cuya prueba puede seguirse facilmente de los pasos descritos en [Par, 24al].

TEOREMA A.1.2 (LEMA DE DICKSON). Con las notaciones precedentes, todo subconjunto no vacio S C N™
posee un numero finito de elementos minimales para el orden <.

DEFINICION 27 (CONJUNTOS CERRADOS HACIA ABAJO). Con las notaciones precedentes, diremos que una clase
de conceptos H C Y™ es cerrada hacia abajo (con respecto al pre-orden de Dickson =) si satisface la siguiente
propiedad:

Vhe H Vge)Y", g=h = g€ H.
EJjeEMPLO A.1.3 (EScALON). Un sencillo ejemplo de clase de conceptos cerrada hacia abajo es el ejemplo del

escalon determinado por un exponente monomial. Asi, dado h € N™ definimos el escalén determinado por h
como el conjunto siguiente:

(A.1.1) 6 ={geN": g=<h}

Obviamente, los escalones son conjuntos cerrados hacia abajo y para cada h € H, si H es cerrado hacia abajo,
se tiene &), C H.
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La siguiente proposicién explica el término de escalén y, en el caso finito, la “escalera” que determinan.

PROPOSICION A.1.4 (ESCALERA (FINITA)). Una clase de conceptos finita H C Y™ es cerrada hacia abajo si y
solamente si H admite una descomposicion del tipo siguiente:
Ezisten hy,...,hs € N" tales que las siguientes dos propiedades se verifican:

e (Cada elemento h; € H no estd en los escalones determinados por los demds elementos, i.e.:

hi & | én,-
J#i
e La clase H es una union finita de tales escalones:
S
(A.1.2) H =] é,.
i=1
Diremos que H es una escalera cuyos escalones son determinados por &n,, ..., 6n,.
Mads ain, si H C N™ es una escalera, los escalones &, ..., 6, estdn determinados de manera unica por H y
los elementos hq,...,hs son los elementos maximales de H con respecto al pre-orden de Dickson < .
Los escalones (dnicamente determinados) &, , ..., &, seran denominados las componentes (de la escalera) del

conjunto finito cerrado hacia abajo H.

DEMOSTRACION. Ciertamente, si H es finito sélo puede tener un niimero finito de elementos maximales
con respecto a <. Como &}, es siempre cerrado hacia abajo, tenemos que si h € H, el escalén que determina
satisface &5, C H. Esto prueba que si H es cerrado hacia abajo, entonces es la unién finita de los escalones de sus
elementos maximales con respecto a <, lo que demuestra la Identidad (A.1.2). Mds ain, elementos maximales
de H con respecto a < no serdn comparables entre si. Por tanto, para cada i € [s], h; € Uj£;&h,, lo que prueba
la primera propiedad.

Obviamente cada unién finita de escalones es un conjunto cerrado hacia abajo, lo que prueba el reciproco. [

OBSERVACION A.1.5. Dado un subconjunto H C N” como una unién finita de escalones (y, por tanto, es también
un conjunto finito):

t
H .= U &,
k=1

concluimos que H es cerrado hacia abajo. Pero la descomposicién puede refinarse hasta obtener una descom-
posicién que satisfaga las dos propiedades de la proposicion precedente. Basta con elegir los elementos maximales
S C H para =< de entre la clase {hq,...,h}.

Por otro lado, podemos considerar el “anti-escalén” asociado a un elemento de N™. Es decir, podemos introducir
la notacion siguiente:
Dado h € N”, definamos el siguiente subconjunto de N™:

h+N':={geN': ImeN' h+m=g}={geN"h=<g},

donde h + m denota la suma estdndar en el monoide (N, +). Se tiene la siguiente caracterizacién alternativa
de los conjuntos cerrados hacia abajo:

PROPOSICION A.1.6. Con las notaciones precedentes, para cada H C Y™, no necesariamente finito, H es ce-
rrado hacia abajo si y solamente si existen gi1,...,g: € N*, no comparables entre ellos con respecto a < tales
que:

H o= [\ (V" — (g +N").

Mds atun, los elementos g1,...,¢9: estain determinados de manera unica por H por ser los elementos minimales
para el pre-orden de Dickson < del conjunto N™\ H.

DEMOSTRACION. Se trata simplemente de considerar el conjunto N\ H y usar el Lema de Dickson (Teorema

A.1.2 anterior) para concluir que hay solamente un nimero finito de elementos minimales de N*\ H: {g1,...,g:}.
Esos son los elementos a los que hace referencia el enunciado y, obviamente, las propiedades se verifican de
manera elemental. O

Obsérvese que la condicién de ser cerrada hacia abajo es hereditaria mediante restricciones.

LEMA A.1.7. Sea H C Y™ una clase de conceptos finita. Entones, H es cerrada hacia abajo si y solamente si
lo son todas sus restricciones H|S para cualquier S C [n].
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DEMOSTRACION. Supongamos que H es cerrada hacia abajo y sea S C [n] un subconjunto. Dada g € H
una funcién en la clase de conceptos y consideramos g‘ s€H | - Entonces, para cualquier f:8 — Y tal que

= g‘s, definamos un “lifting” f : [n] — Y de f a [n], mediante:

= [f@), ifies,
@)= {g(i), ifigs.

Obviamente, ﬂ =fy fj g. Entonces, como H es cerrada hacia abajo, fE H y, por tanto, f = ﬂ € H|S7
s s

lo que prueba que H ’ 5 es cerrada hacia abajo.
El reciproco es obvio simplemente tomando S = [n]. O

A.2. Ordenes monomiales y el lenguaje de las Bases de Grobner

Uno de los elementos esenciales en el trabajo con polinomios univariados (especialmente en la Divisién euclidea
y en el desarrollo de la Teorfa de la Eliminacién basada en resultantes), es la existencia de un orden natural
en el monoide (N, +). Para el trabajo con polinomios multivariados la extensién natural de esta relacién de
orden son los drdenes monomiales sobre el monoide (N, +). Queremos introducir un modelo de divisién que
se “parezca’ a la Division euclidea y que se denominard Division de Weierstarss-Hironaka.

OBSERVACION A.2.1 (ORDENAR EL MONOIDE (N™,+) MEDIANTE BIYECCIONES CON (N, +)). Podemos iden-
tificar N con N de diversas formas. Cada biyeccién ¢ : N — N induce una relacién de orden sobre N™ del
modo siguiente:

Dados pu,0 € N, 11 <, 6 si y solamente si p(u) < ¢(6). Nos interesa no solamente una biyeccién sino que,
ademsds, se comporte bien sobre la estructura de monoide. En este sentido, en lugar de tratar con biyecciones,
interesan, sobre todo, los drdenes monomiales.

DEFINICION 28 (ORDEN MONOMIAL). Un orden monomial sobre (N™, +) es una relacidn de orden < sobre N™
que verifica las siguientes propiedades:
i) Es un buen orden (i.e. todo subconjunto no vacio de N™ posee minimo para <).
i) Vu, 0,7 € N*, si u <71, entonces p+6 <7+ 90.
iii) El elemento 0= (0,...,0) € N” es el minimo de (N”, <).

EJEMPLO A.2.2 (ORDEN LEXICOGRAFICO CANONICO). El orden lexicografico <iex es el orden dado por la
regla siguiente:
Dados p := (g1, tin) € N* y v = (v1,...,v,) € N* diremos que p <jex V Sl 4 = v 6 1 <y1ex ¥, es decir,
existe k € {0,...,n — 1} tal que se verifican las dos propiedades siguientes:

o 1; = v, para 1 < i < k. Obsérvese que si k = 0, ésta es la condicién vacia.

® fpt1 < Vgyl-
Es claramente un orden monomial en N”, pero no permite biyectar N con N para n > 2. Si el orden <je
viniera de una biyeccién de N™ con n > 2, dado u € N™, el conjunto de los elementos {6 € N* : 6 <y, u} seria
un conjunto finito porque asi sucede en N. Pero eso no es cierto para n > 2. Si elegimos p = (1,0,...,0) € N*
observamos que este conjunto es infinito:

{0 €N" : 0 <14 (1,0,...,0)} = ({0} x N*"HYy U {(1,0,...,0)}.

EJEMPLO A.2.3 (ORDEN LEXICOGRAFICO SALVO PERMUTACION). Consideremos el grupo simétrico (-%,,0)
de orden n! y sea o € .%, una permutacién. Se define el orden lexicogréfico en el monoide (N" +) salvo la
permutacién o, que denotamos mediante <7, , como el orden dado por el orden lexicogréfico tras permutar las
coordenadas. Es decir, dado p := (p1, ..., pn) € N, definamos la permutacién de sus coordenadas como:

o(p) = (Ho(1)s -+ s Ho(ny) € N
Entonces, dados 4,0 € N" y 0 € .%,, definimos:
f<ley 0 = o(p) <iex 0(0).

Es un orden monomial en el que cambiamos el orden de eliminaciéon de las variables que resultan ordenadas
mediante:

Xg(n) > > Xa'(l)'

EJEMPLO A.2.4 (ORDEN GRADO+LEXICOGRAFICO). Otro ejemplo de orden monomial es el <qeg1ex, también
denominado “grado + lexicografico” (<qegiex) ¥ €n ocasiones denotado mediante grlex , que se define del modo
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siguiente:
Dado un multi-indice p := (1, ..., tn) € N se define su grado total, mediante la identidad siguiente:

il o= g+ i

Asi, sea <144 €l orden lexicogréfico en N™. Ya hemos indicado que <, no es un orden que permita biyectar N
con N. Podemos definir, entre otras, alternativas como la siguiente: dados p,0 € N", diremos que pt <gegies 0
si se verifica:

[lual <10V [l = 161) A (1 <iea 0)] -
En este caso si se puede establecer un isomorfismo de monoides entre (N, +) y (N, +) que, ademds, respeta las
respectivas relaciones de orden.

Los 6rdenes monomiales juegan un papel esencial en la ordenacién de los monomios en varias variables. Asi,
consideremos un conjunto de variables {X7,..., X, }, algebraicamente independientes sobre un cuerpo K. Y
consideremos la base monomial del K —espacio vectorial definida por esos monomios:

MK,y X)) = {X X (e ) €N

Tenemos claramente un isomorfismo de monoides, donde en .#(Xy,...,X,) se considera la restriccién de la
operacién producto natural del anillo de polinomios K[X1,...,X,] dada del modo siguiente:

exp: (M (X1,...,Xn),") — (N™ +)

A.2.1 L]
(A.2.1) XX s ()

Dado un término T’ = aX7* --- X" € K[Xq,...,X,], con a # 0, llamaremos exponente monomial del término
al exponente de su monomio, i.e.

exp(T) := exp(X{* - - X2m) := (a1, ..., ) € N

Los 6rdenes monomiales también tienen una relacién particular con el pre-orden de Dickson, aunque este tltimo
no sea un orden monomial.

PROPOSICION A.2.5. Con las notaciones precedentes, se verifica:

i) La relacidn = es una relacion de orden parcial sobre (N, +), que no es un orden monomial.
ii) Si < es un orden monomial cualquiera en (N, +), dados o, 8 € N, si o =< f3, entonces o < 3. El
reciproco no es cierto, como lo prueban ejemplos muy elementales .
iit) Dados o = (a1, ..., ap) EN" y 8=(81,...,0,) € N*, son equivalentes:

a= B = XM X | XX

donde | significa “divide” en K[X1,...,X,].

iv) Dado un orden monomial cualquiera < sobre el monoide (N, +) y cualquier subconjunto no vacio
S C N", existe un minimo de S para <. Mds aun, ese minimo de S se encuentra entre los elementos
minimales (en nidmero finito) de S con respecto al pre-orden de Dickson <.

DEMOSTRACION. Todas las afirmaciones son inmediatas. Por exponer alguna, probemos la Afirmacién v).
Supongamos que m es el minimo de S, que existe porque el orden monomial < es un buen orden. Denotemos
por m(S) el conjunto (finito) de los elementos minimales de S. Observamos anteriormente que:

S C U m’ + N"™.
m’em(S)

Todo elemento de S debe estar “por encima” de algin elemento minimal (i.e. para cada m” € S debe existir
m’ € m(S) tal que m’ < m”). Pero eso significa que existe m’ € m(S) tal que m € m’+N" o, equivalentemente,
que m’ < m. Pero, por la Afirmacién ii), si m’ < m, entonces m’ < m y, como m es minimal de S para <, se
concluye que m’ = m. O

Fijado un cuerpo K (o un anillo R) los polinomios en n variables con coeficientes en K son simplemente funciones
f e KN con soporte finito, donde el soporte de f es el conjunto dado por la siguiente identidad:

(A2.2) supp(f) := {u € N" : f(u) # 0}.

Dicho de otro modo, el anillo de polinomios K[Xj, ..., X,] es simplemente el subanillo del anillo de las series
de potencias formales K[[X7,...,X,]] dado por la siguiente igualdad:

KXy, X ={f € K[[X1,..., Xu]] : #(supp(f)) < oo}.
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Asf, un monomio X} --- Xt € K[Xy,...,X,], con u:= (ui,...,1u,) € N" es simplemente la funcién:
XML Xms Nt — K
(A.2.3) 0 {1, sif=p
0, en otro caso.

Esto conduce a la representacion usual de los polinomios como combinaciones lineales de monomios. A diferencia
de la “representacién densa”, nos concentraremos en la representacién “dispersa” (conocida en inglés como
“sparse”, “fewnomial” o, en francés, como “creuse”) en la que sélo destacaremos los monomios con coeficiente
no nulo. Esto es, presentamos los polinomios como el siguiente tipo de combinacion lineal:

(A.2.4) f=Y" aX{" X e K[Xy,..., X,
peEsupp(f)

donde, por definicién, a, := f(u) € K. Obviamente, esta presentacién es unica, lo que recuerda que # (X1, ..., X,)
es una base de K[Xj,...,X,] como K—espacio vectorial. A los polinomios no nulos de la forma T :=
a, X" Xt € K[Xq,...,X,] \ {0} se les denomina términos y al elemento a, € K \ {0} se le denomina co-
eficiente del término no nulo. Al elemento p = (u1, ..., fin) se le denomina exponente del término exp(T) := p,
mientras que se denomina grado del término al valor |u| = p1 + -+ + p, € N

Obviamente, dado f € K[Xy,...,X,], su soporte supp(f) C N™ define una clase de conceptos finita que puede
ser ordenada mediante dos estrategias:

o Mediante el pre-orden de Dickson: En este caso, dado f € K[X1,...,X,]\ {0}, supp(f) tendrd un
ntimero finito de elementos minimales y maximales. En el caso en que supp(f) sea cerrado hacia abajo
diremos que el polinomio es (genéricamente) denso. El conjunto supp(f) tendrd un sélo minimo y
constituird una escalera (finita) determinada por sus elementos maximales.

o Mediante un orden monomial <: Por otro lado, dado f € K[Xy,...,X,]\{0}, el orden inducido sobre
el conjunto finito supp(f) por < serd un orden total y un buen orden, con lo que tendrd un tnico
méaximo y un unico minimo, coincidentes si y solamente si f es un término nulo. Asi, fijado el orden
monomial < sobre (N",+), y dado f € K[Xy,...,X,], supongamos que p := max< (supp(f)) es el
elemento maximal del soporte de f para <, llamaremos término director de f al término no nulo cuyo
exponente sea, precisamente, ese maximo p con respecto a <. Lo denotaremos mediante {i<(f) y se
define formalmente como sigue:

U< (f) == a, X" - Xt e K[Xq,...,X,],

donde = (p1, ..., tn) = max< (supp(f)). Como en el caso de monomios y términos, llamaremos a
ese maximo y lo denotaremos mediante:

exp<(f) == max (supp(f)) -

Obviamente, exponentes y términos directores de cada polinomio dependen del orden monomial elegido.
Otra medida distinta del “tamano” de la representacion dispersa de un polinomio es su grado que resulta més
sencillo de definir por el nico orden en el monoide (N, +):
DEFINICION 29 (GRADO Y GRADOS PARCIALES). Sea f € K[X1,...,X,} \ {0} un polinomio no nulo.

i) Llamaremos grado (total) de f a la cantidad dada por la siguiente igualdad:
deg(f) := max{[u| : p € supp(f)}.
it) Fijado i € [n], consideremos el cuerpo de funciones racionales:
K= K(X1,e o Xots Xists ooy Xo),s

que no contiene a la variable X;. Como f € K;[X;], llamaremos grado de f con respecto a la variable
X y lo denotaremos mediante degx (f) al grado de f como elemento del anillo de polinomios K;[X].

Como la Matematica tiene esa tendencia a llamar con nombres distintos a las mismas cosas, dependiendo del
contexto, vamos a tratar de ver que lo descrito en esta seccién estd fuertemente ligado a lo descrito en la Seccién
A.1 precedente en una sencilla proposicién que no requiere prueba por lo expuesto hasta ahora.

PROPOSICION A.2.6. Con las notaciones precedentes, sea Y = {0,...,p — 1}. Entonces, se tiene:

i) Dado cualquier polinomio no nulo f € K[Xy,...,X,], tal que degx (f) < p—1, para cada i € [n], su
soporte supp(f) C V™ es una clase de conceptos finita.
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it) Reciprocamente, dada una clase de conceptos H C Y™ C N", entonces, existe un espacio vecto-
rial W(H) C K[X,...,X,], de dimension igual al cardinal §(H), formado por polinomios tales que
degy,(f) <p—1, para cada i € [n], de tal que modo que para cada polinomio no nulo f € W(H) se
tiene que:

supp(f) C H.

iit) El conjunto W (H)* := W(H) N (KX)N" (tdrico, i.e. con todos sus términos con coeficientes no nulos
y, por tanto, un abierto Zariski en W(H)) satisface:

supp(f) = H < fe W(H)".

Mds atn, la clase de conceptos H C Y" es cerrada hacia abajo si y solamente si todos los polinomios [ €
W (H)*son (genéricamente) densos.

La existencia de un orden es un elemento esencial en la Divisién euclidea y, por tanto, en el desarrollo de
algoritmos que trabajan con polinomios univariados. Del mismo modo, la existencia y uso de érdenes mono-
miales es esencial para concebir una algoritmica de divisién con polinomios multi-variados: es la Division de
Weierstarss-Hironaka o, simplemente Divisién de Hironaka (cf. sus trabajos [Hir, 1964a] y [Hir, 1964b], que
le valieron la medalla Fields del afio 1970), que discutimos a continuacién:

TEOREMA A.2.7 (D1viSION DE WEIERSTARSS-HIRONAKA). Sea < un orden monomial sobre el monoide (N™, +).
Dados f1,...,fr € K[X1,...,Xy] yg € K[X4,...,X,]. Supongamos fijados los exponentes (con respecto a <)
de cada f; mediante p; == exp<(f;), @ € [r].

Definamos los siguientes conjuntos de exponentes monomiales en el monoide (N™, +):

Al = M1 + Nna
Ay = (p2 +N")\ Ayg,
Ag = (,u3 + Nn) \ (Al @] AQ) 5
A, = <ur+Nn>\( o1,
A = N\ (U1 A) -
Entonces, existen polinomios g1, ...,g-h € K[X1,...,X,] tales que se satisfacen las siguientes propiedades :

i) Para cada i € [r], los soportes satisfacen supp(g&(“ ) C A
1) El soporte del polinomio h satisface: supp(h) C A.
it1) Se verifica la siguiente igualdad :

g=qnfi++gfrt+h

iv) Los polinomios g1, ..., g, verificando las anteriores propiedades son unicos y se denominan cocientes
de la Division de Hironaka.
v) El polinomio h es tnico y se denomina resto de la Division de Hironaka.
Ademds, si el orden monomial < es algoritmizable, existe un algoritmo que calcula los polinomios g1,...,gr,h
en su forma dispersa (i.e. como en la Identidad (A.2.4)).

Ejemplos de los algoritmo que se citan en el enunciado se pueden ver en [Par, 24a] o en [CLO, 07].
Del mismo modo que hemos introducido exponentes monomiales para monomios, términos y polinomios podemos
introducir los exponentes de un ideal:

DEFINICION 30 (EXPONENTE DE UN IDEAL). Sea K un cuerpo y K[X1,...,X,] el anillo de polinomios en
n variables con coeficientes en el cuerpo K. Sea a C K[Xy,...,X,] un ideal de ese anillo, y < un orden
monomial en el monoide (N™,4). Llamaremos exponente del ideal a con respecto a < al conjunto formado por
los exponentes de todos los elementos del ideal, i.e.

(A.2.5) expc (a) := {exp.(f) : f€a} CN"
PROPOSICION A.2.8. Sea < un orden monomial sobre el monoide (N™, +) y sean K un cuerpoya C K[X1,...,X,]
un ideal de ese anillos de polinomios. Entonces, se tiene
i) El conjunto expg(a) es cerrado hacia arriba para el pre-orden de Dickson <.
ii) Su complementario N" \ exp(a) es cerrado hacia abajo para el pre-orden de Dickson <.
DEMOSTRACION. Es casi inmediato. Probemos i): si @ < 8y a € exp(a) es porque existen:

o v:=(v1,...,7) € N" tal que B = o+ en el monoide (N", +).
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e Existe f € a tal que {i<(f) = o. Consideremos el polinomio:
g:=X"---XI"fea
Como los 6rdenes monomiales respetan la estructura del monoide (N, +) tendremos que:
l(g) =y +LH(f) =7+ a =B €exp(a).

Esto prueba que exp.(a) es cerrado hacia arriba para <. Obviamente, su complementario serd cerrado hacia

abajo para <. O
TEOREMA A.2.9 (EXISTENCIA DE BASES DE GROBNER). Sea K un cuerpo, y sea a C K[X1,...,X,] un ideal
en el anillo de polinomios K[X1,...,X,]. Sea < un orden monomial en el monoide (N™,4). Entonces, existe
una familia finita G := {f1,...,fs} C a de elementos, dos a dos distintos, en el ideal a de tal modo que se
verifica:

(A.2.6) exp< (a) = | (exp<(f:) + N").

i=1
En particular, el ideal a es generado por el conjunto finito 4 = {f1,..., fs} (lo que implica el Basissatz de

Hilbert para el anillo de polinomios K[X1,...,X,]).
A cualquier conjunto finito de elementos & que satisface la Identidad (A.2.6) se le denomina base de Grobner
del ideal a para el orden monomial <.

Mds ain, una base como K —espacio vectorial del anillo cociente K[X1,...,Xy]/a es dada por el conjunto:
(A.2.7) Bla:={X{" - X" +a: pi=(p1,..., 1) € N"\exp (a)}.
Al conjunto $B/a se le denomina base monomial del anillo cociente K[Xq,...,X,]/a.

DEMOSTRACION. El enunciado es consecuencia casi inmediata de combinar el Lema de Dickson (cf. Teorema
A.1.2), con la Divisién de Weierstarss-Hironaka (cf. Teorema A.2.7). Comencemos probando la Igualdad (A.2.6):
Dada la inclusién, exp.(a) C N” el Lema de Dickson garantiza que posee un conjunto finito de elementos
minimales para <. Supongamos que ese conjunto de elementos minimales es el conjunto M := {p1,..., s} v,
sin pérdida de la generalidad, podemos suponer que son dos a dos distintos, esto es, p; # i, para cada i, j € [s],
con i # j. Como el orden monomial es un buen orden podemos también suponer:

s < ps—1 < - < U1,
donde <:=< y < es el orden monomial fijado en el enunciado.
En consecuencia, para cada j € [s], como cada p; € eng(a), existird al menos un polinomio f; € a tal que
pj = exp<(fj). En particular, los términos directores de esta familia & := {fi,..., fs} C a tienen la forma
siguiente:
li<(fj) = aquf“ e XHam

con a,; € K\ {0}. Por tanto, al tener coeficientes directores distintos, podemos también garantizar que dados
i,j € [s], con i # j, se satisface f; # f; y, por supuesto, i< (f;) # £t<(f;) para el mismo par de indices distintos.
Seguidamente, observemos que para 6 := (61,...,0,) € N se tiene que:

. Xfl -+ X0n f; € a, para cada j € [s], simplemente porque a es un ideal.

e Como el orden < es un orden monomial, se tiene para cada j € [s] que:

Ut (X X0 fy) = Ot (XTH - X0m) 0t (f5) = 0 + iy € expo(f;) + N™.

Por tanto concluimos una de las inclusiones descritas en la Identidad (A.2.6):
S
exp< (a) 2 U (exp<(fi) +N").
i=1

Para la otra incusién, observemos que para cada 6 € exp.(a) deberd existir un elementos j € [s] tal que p; <0
para el pre-orden de Dickson. Por la Afirmacién ii) de la Proposicién 1.2.3 concluimos también que p; < 6
para el orden monomial fijado. Més atn, existird v := (y1,...,7,) € N™ tal que 0 = pj +~ € p; + N". Con ello
concluimos el otro contenido:

exp (a) C U (exp<(fi) +N"),

y la Tgualdad (A.2.6).

Por otro lado, ya hemos visto que f; € a para cada i € [s], con lo que tenemos la inclusién de ideales (f1, ..., fs) C
a.

Para la otra inclusién de ideales, consideremos g € a y la familia de subconjuntos A1, ..., A,, A C N” definidos
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(a partir de la familia {f1,..., fs}) como en el Teorema A.2.7. Observamos que, por construccién, se tiene la
siguiente cadena de igualdades:

S

(A.2.8) U A; = U (exp<(fi) + N") = exp-(a).

i=1

También observamos que se tiene:

(A.2.9) A =N"\ (O AZ-) = N"\ exp(a).

Por el Teorema A.2.7, existirdn polinomios g1, ..., gs,h € K[X1,...,X,] tales que se verifican las afirmaciones
del citado teorema. En particular, observamos que

g:glfl+"'+gsfs+ha
con lo que, dada la inclusién de ideales (fi,..., fs) C a, podemos conlcuir que h € a. Pero si h # 0, entonces
exp<(h) € exp(a). Pero por la Afirmacién ii) del Teorema A.2.7, tenemos que (i< (h) € supp(h) C A =
N™\ exp_(a). Esto nos lleva a contradiccién y, por tanto, h = 0, lo que implica:
g:glfl ++gsfs S (f17"'7f8)a

y tendremos la igualdad de ideales afirmada en el enunciado:
(A.2.10) a=(f1,-.., fs)

Por otro lado, de nuevo por la Divisién de Hironaka los elementos del conjunto %/a son los que reproducimos
a continuacién:

Bla:={X{" Xt +a: = (..., 1) €A},

donde A = N"\ exp (a) en el lenguaje del Teorema A.2.7. Consideremos ahora una combinacién lineal (con

coeficientes en K') de los elementos de %/a igualada a cero en K[Xy,..., X,]/a:

Ota:=> auXf" - Xi"+a)=h+a,

neA

donde

hi= Y a,X{" - X" € K[Xy,..., X,].

neA

Por la Identidad (A.2.10), combinada con la Divisién de Hironaka, concluimos que h € a si y solamente si h = 0
en K[Xy,...,X,]. Pero eso sélo es posible si todos sus coeficientes son nulos, esto es, si a, =0, Vu € A. Esto
demuestra que la familia %/a es una familia libre en el anillo cociente K[X7, ..., X,]/a visto como K —espacio
vectorial. De otro lado, a partir de la Igualdad (A.2.10) de ideales, combinada, de nuevo, con el Teorema A.2.7,
aplicado a la familia {f1,..., fs} que genera el ideal a, concluimos que para cada g € K[X1,...,X,] existe un

elemento de la forma h + a en el K —subespacio vectorial generado por %/a de tal modo que:

g+a=g+(fi,-...fs) =h+a

Por tanto %/a es una base de K[Xq,...,X,]/a como K—espacio vectorial y habremos concluido tanto la
existencia de Bases de Grobner como la existencia de bases monomiales de anillos residuales K[X7, ..., X,]/a
para 6rdenes monomiales prefijados. O

Obsérvese que las Bases de Grobner ¢ no son, en realidad, bases del ideal como K —espacio vectorial, sino
sistemas finitos de generadores. En cambios, las clases %/a, definidas como las clases médulo a del complemen-
tario de exp(a), si constituyen una base del anillo residual K[X7,...,X,]/a como K —espacio vectorial. Es
como si la terminologia estuviera cambiada.

A.2.1. Unas palabras sobre la existencia de algoritmos para el calculo de las Bases de Groéner.
Aunque este Trabajo Fin de Grado no trata de algoritmos sobre Bases de Grobner, citaremos un poco de la histo-
ria y de las primeras contribuciones debidas a Bruno Buchberger. La historia, en los tiempos recientes, comienza
con los trabajos de H. Hironaka sobre resolucion de singularidades en caracteristica cero (cf. [Hir, 1964a] y
[Hir, 1964b)), aunque hay trazos de la misma idea en la obra de K. Weierstrass (cf. [Wei, 1854, Wei, 1876]).
En estos trabajos ya aparece la idea de la Division de Weierstarss-Hironaka y la idea de bases estandar que
preludiara la obra de B. Buchberger.

En [Buc, 1965] y en [Buc, 1985], B. Buchberger trata de interpretar la nocién de bases estdndar usada por
Hironaka, pero adaptdndola al anillo de polinomios K[Xjy,...,X,]. Las denomina Bases de Grébner en honor
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de su director de tesis W. Grébner quien, a su vez, hizo investigacién bajo la direccién de E. Noether en Gétingen
entre 1932 y la marcha de E. Noether a Suiza.

Lo que hace Buchberger es desarrollar un algoritmo elemental (de ahi su popularidad) basado en técnicas de
reescritura en monoides. No es un algoritmo eficiente ni tedricamente ni experimentalmente. Los algoritmos
experimentalmente mas eficientes hasta la fecha son los debidos a J.C. Faugere quien, sin embargo, abandoné
el dmbito académico en la cumbre de su éxito (siendo ya, como poco, Directeur de Recherche du CNRS),
para ganar mas dinero en el mundo de la industria de software. Ha habido muchas variantes del algoritmo de
Buchberger, muchos resultados que muestran que las técnicas de reescritura no son del todo las mas naturales
y existe toda una bibliografia extensisima con los pros y los contras de este tipo de técnicas. Nos limitamos con
dar al lector unas pocas referencias para que inicie su bisqueda en caso de tener interés: [CLO, 07], [Mor, 16],
[Stur, 1993], [HHPS, 20|, [HHPS, 21] y un extensisimo etcétera en el que no hemos incluido, precisamente,
las alternativas mucho mads eficientes para los propdsitos de la Teoria de la Eliminacion.

A.2.2. El caso de los anillos de Artin y las escaleras. El matematico austriaco Emil Artin se incorpora
a la Universidad de Goétingen en 1921. Alli coincidira con D. Hilbert y colaborarad con E. Noether y H. Hasse,
hasta su marcha, en 1923, a la Universidad de Hamburgo y su exilio en Princeton, por causa del nazismo,
en 1937. Mientras se encuentra en Gottingen, colabora en el seminario de E. Noether. No fue E. Artin, sino
E. Noether quien introdujo en su seminario la condicién de cadena numerable descendente para ideales en
anillos. Era una terminologia enmarcada en sus conferencias sobre Teoria de Grupos, como nocién dual de sus
propias ideas sobre la condicién de cadena ascendente numerable. El testimonio proviene del texto histérico
[vdW, 1985], cuyo autor fue testigo privilegiado de aquel tiempo.
En 1927, ya en Hamburgo, Artin generaliza el teorema de Wedderburn de 1908 sobre ntimeros hiper-complejos
(es decir, una teorfa de dlgebras sobre cuerpos arbitrarios). La generalizacién de Artin en [Artin, 1927] reposa
sobre esa condicién de cadena descendente numerable de Noether (de nuevo, segiin testimonio de [vdW, 1985]).
En nuestro contexto, nos interesan especialmente las K —algebras de Artin (terminologia més actualizada de
los sistemas hiper-complejos) y, por extension, los anillos de Artin, que serd el objeto de este capitulo. Todo el
material que sigue puede verificarse en [Par, 24a].

DEFINICION 31 (ANILLO DE ARTIN). Un anillo R se dice anillo de Artin (o anillo artiniano) si satisface la
siguiente propiedad, conocida como la Condicion de Cadena Numerable descendente de ideales :

Toda cadena descendente numerable de ideales se estabiliza. Es decir, dada una cadena descendente numerable
de ideales de R:
aogalg...jang...

eriste m € N tal que a, = a,,, Yn > m.

DEFINICION 32 (ANILLOS DE DIMENSION CERO). Un anillo R se dice anillo de dimensidn (de Krull) cero (o
anillo cero-dimensional) si satisface: Spec(R) = MaxSpec(R), donde Spec(R) es el espectro primo del anillo y
MaxSpec(R) es el espectro maximal de R.

TEOREMA A.2.10 (TEOREMA DE AKIZUKI). Un anillo R es artiniano si y solamente si se verifican las dos
propiedades siquientes:

i) R es noetheriano, es decir, todo ideal de R es finitamente generado.
i1) Se verifica Spec(R) = MaxSpec(R) (i.e. todo ideal p primo en R es un ideal maximal en R).

En otras palabras, un anillo de Artin es un anillo cero-dimensional en el que todo ideal es finitamente generado.

Debe recordarse que ser de dimensién cero no garantiza inmediatamente la condicién de ser anillo de Artin (i.e.
la condicién noetheriana es esencial). Un ejemplo puede verse en [Par, 24a], Capitulo 10:

EJEMPLO A.2.11 (DIMENSION CERO NO GARANTIZA SER ANILLO DE ARTIN). Sea K un cuerpo y, por tanto,
un anillo artiniano. Consideramos una familia numerable de variables {X,, : n € N} y el anillo de polinomios
en ese conjunto numerable de variables:

R:=K[X, : neN].
En ese anillo, que es K —algebra, podemos considerar el ideal a generado por los cuadrados de esas variables.
Esto es, consideremos:

a:=({X2 : neN}).
Consideremos el la K —algebra cociente de R por ese ideal:

A:=R/a.

La K —4&lgebra A serd un anillo cero-dimensional: sélo posee como maximal el ideal:

m/a,
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donde
m:= (X, : neN),
pero no es un anillo de Artin porque ni siquiera es noetheriano: el ideal m/a no es finitamente generado.

En [Par, 24a] se prueba una larga lista de equivalencias sobre la condicién de ser K —dlgebra de Artin. Nos
conformaremos con mostrar algunas de ellas. Comencemos con una notacién para referirnos a las variedades
algebraicas:

DEFINICION 33 (VARIEDADES ALGEBRAICAS AFINES K —DEFINIBLES). Sea K un cuerpo, K una extensidn
algebraicamente cerrada y A™(K) el espacio afin sobre K de dimension n. Consideremos el anillo de polinomios
en n variables K[X1, ..., X,]| y su extension K[X1,..., X,] con coeficientes en K.

i) Sea f € K[Xy,...,Xy], llamaremos hiper-superficie afin definida por f en A™(K), que denotaremos
por Vin)(f), al conjunto:

Van(o) (f) = {z € A"(K) = f(z) =0} = f1({0}).
it) Llamaremos interseccion finita de hiper-superficies algebraicas K —definibles a la interseccion de un
ndmero finito de tales hiper-superficies definidas por una familia finita {f1,..., fs} C K[X1,..., X,]
y lo denotaremos mediante:

Var@wy(f1,-- -, fs) == ﬂ Van ) (fi)-

i=1

iit) Dado un ideal a C K[X1,...,X,], llamaremos variedad algebraica K—definible asociada al ideal a al
conjunto
Vany(a) = | Van) (f) = {¢ € A™(K) : £(¢) =, Vf € a}.
f€a
En el caso de que no haya confusion entre las dimensiones (n), los cuerpos K y K involucrados (especialmente
cuando K = K), nos conformaremos con usar las notaciones Va(f), Va(f1,..., fs) y Va(a) para los mismos
objetos.

Por supuesto el famoso Basissatz de Hilbert implica que las variedades algebraicas K —definibles son exactamente
las intersecciones finitas de hiper-superficies K —definibles. Y que eso no depende del sistema generador finito
del ideal elegido para esa interseccion finita de hiper-superficies.

En ocasiones no nos interesan solamente las soluciones de un sistema de ecuaciones polinomiales K — en una
extension algebraica del cuerpo K sino en el propio cuerpo de coeficientes (o, incluso, en un subcuerpo, aunque
es un caso menos habitual).

DEFINICION 34 (VARIEDADES Y PUNTOS ALGEBRAICOS L—RACIONALES). Con notaciones similares a las de la
anterior definicion, sean L C K una extension de cuerpos, A™(L) el espacio afin de dimensidn n sobre L. Sea
a C K[Xy,...,X,] un ideal. Llamaremos variedad de puntos L—racionales asociada a a al conjunto siguiente:

Vian(z)(@) := Van(x) (@) NA™(L).
A los puntos de Vyn(r)(a) se les denomina denomina puntos L—racionales de la variedad algebraica Vynxy(a).

De nuevo, cuando no haya confusion con los cuerpos L, K y K o las dimensiones escribiremos simplemente
V) (a).

En el caso de sistemas hiper-complejos (i.e. K —§lgebras finitamente generadas que son anillos de Artin), se
tiene la siguiente caracterizacién que también puede verse en [Par, 24a]. Se trata del siguiente enunciado:

TEOREMA A.2.12. Sea K un cuerpo y K su clausura algebraica. Sea{f1,..., fs} un conjunto finito de polinomios
en K[Xq,...,X,]. Seaa=(f1,...,[s) el ideal que genera ese conjunto en K[X1,...,X,] y sea a® la extension de
a al anillo en K[X1,...,X,]. Sea Va(a) = Va(f1,...,fs) = Va(a®) C A*(K) la variedad algebraica K—definible
de sus ceros comunes. Son equivalentes:

i) El sistema de ecuaciones siguiente:

fl(X17°"7Xn) = 0’
Xi,...,X,) = 0,

(A.2.11) A% ) :
fs(X17~~«7Xn) : 07

posee solamente un nimero finito de soluciones en A™(K).
i1) La variedad Vi (a) = Vi(a®) es un conjunto finito de puntos en A™(K).
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iii) El anillo K[X1,...,X,]/a es un anillo de Artin.

iv) El anillo K[Xq,...,X,]/a¢ es un anillo de Artin.

v) El anillo K[X1,...,X,]/a es un K—espacio vectorial de dimension finita.
vi) El anillo K[X1,...,X,]/a¢ es un K—espacio vectorial de dimensidn finita.

Ademds, en cualquiera de estos casos, se tienen las siquientes igualdades de dimensiones:
dimK (K[Xl, . 7Xn]/a) = dimK (K[Xl, . ,Xn]/ae) .

De toda esta discusion abstracta, extraemos simplemente la equivalencia entre la condicién de ser una K —algebra
de Artin y las clases de conceptos finitas introducidas en la Seccién 1.1 precedente. En realidad, el resultado
no debe ser muy desconocido, pero lo escribimos y lo probamos por falta de una referencia mas apropiada.

COROLARIO A.2.13 (ESCALERAS FINITAS EQUIVALEN A BASES MONOMIALES DE K —ALGEBRAS DE ARTIN). Sea
K un cuerpo de caracteristica distinta de 2. Sea p € N un entero positivo con p > 2. Sea Y :={0,...,p—1}"
y sea H C Y™ un subconjunto finito. Entonces, son equivalentes:

i) H es una escalera finita (i.e. un conjunto finito cerrado hacia abajo con respecto a < ).
it) Para cualquier orden monomial < sobre el monoide (N, +), existe un ideal a de tal modo que:
o H:=N"\expc (a).
o La K—adlgebra R = K[X1,...,X,]/a es una K—dlgebra de Artin y la siguiente es una base
monomial de R como K—espacio vectorial:
BH)ja:={X1" - XFrt+a: p:=(u,...,un) € H},
con lo que, demds, se tiene la siguiente igualdad de dimensiones como K—espacios vectoriales:

Ademds, en ii) se puede elegir que el ideal a sea un ideal monomial de K[Xy,...,X,] aunque no es
imprescindible.

DEMOSTRACION. Hagamos cada implicacién por su lado.

e i) = 4i): Comencemos considerando el ideal monomial b := (X? ... XP) y, claramente, el anillo
residual A := K[X3,...,X,]/b es un anillo de Artin y un K —espacio vectorial de dimensién p™.
Seguidamente consideremos el conjunto Y™\ H y consideremos el conjunto finito de monomios asociado:

MY\ H) =X XE = (s ) € YU\ HY
Definamos los exponentes {p-ey,...,p-e,} € N donde {e1,...,e,} C {0,1}" es la base “canénica”
usual de R™ y consideremos el conjunto complementario de H en N™ dado mediante:
H®:=N'\H:=Q"\H)U (UL, (p-e+N")).

Consideremos el conjunto de elementos minimales de H¢ con respecto al pre-orden de Dickson y lo
denotamos mediante m(H¢). Tenemos que, por la propia definicién de los elementos minimales de este
conjunto y por ser ese conjunto cerrado hacia arriba, se tiene que:

(A.2.12) H =] (p+N").
HEM
Escribamos:
m(Hc) = {:U'la cee nut}v
con la condicién de que sean distintos dos a dos. Obviamente, se tiene el contenido siguiente: m(H¢) C
He¢. Finalmente, definamos la familia de monomios siguiente:
Mo(HE) = {X7"" - Xy i= (i i) € m(HO)}.
Y consideremos el ideal monomial a generado por .#,(H¢), es decir:
a:= (M(H)) = (Mo(H®)) + b,

porque los exponentes p - e; de los monomios de la forma X? tienen que estar en algtin p; + N™, para
algtin ¢ € [t] minimal en H® para <. Por tanto b C a y podemos considerar el ideal @ := a/b de las
clases de restos de elementos del ideal a médulo el ideal b. Ademads, tenemos un epimorfismo natural
de K—algebras que, combinado con el Segundo teorema de Isomorfia, nos da la siguiente cadena:

m:A— Ala= K[Xq,...,X,]/a.
En particular, 7 es un epimorfismo de K —espacios vectoriales. Por el Teorema A.2.12, concluimos que

K[Xy,...,X,]/a es un K—espacio vectorial de dimensién finita y una K —dlgebra de Artin. Ademas,
observamos que el conjunto siguiente no solamente es un sistema generador del ideal monomial a de
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K[X1,...,X,] sino que es lo que en [CLO, 07] (Problem 8, Section 4, Chapter 2) se denomina una
base minimal del ideal monomial a. La razén es que no puede haber relacién de divisibilidad entre
ellos porque sus exponentes son los elementos minimales de H¢ para < y son distintos dos a dos.
Finalmente, observamos que para cualquier orden monomial < se ha de tener:

t

exp<(a) = |J (i +N").
i=1

Un contenido es obvio dado que a estd generado por los monomios m(H€) := {p1,...,us}. El otro
contenido se sigue del hecho de que un orden monomial < induce una graduacion sobre el anillo de
polinomios K[X;,...,X,] del tipo siguiente:

K[Xlﬂ . '7X'n,] = @#eNnK<Xfl . .X,,/;f'n>’

donde K (X" --- X#n) es el K —espacio vectorial de dimensién 1 generado por el monomio X4 - -+ XHn.
Los ideales monomiales son, justamente, ideales homogéneos con respecto a esa graduacion y, por tanto,
si f € a, entonces todos sus términos estdn en a. En particular, {i<(f) € ay, por tanto, debe ser
divisible por alguno de los monomios en .#,(H¢) (que es lo que viene a decir el Lemma 2, Section 4
of Chapter 2 de [CLO, 07]). Por tanto, para cada f € a, se tiene:
t
exp< (f U +NY) = (J e+

=1 nEmM(H®)

Esto prueba la Identidad (A.2.13) que podemos reescribir mediante la cadena de igualdades siguiente
usando la Igualdad (A.2.12)

exp< (a) = U (u+N") = He.
pem(He)

Finalmente, el teorema sobre existencia de Bases de Grobner (cf. Teorema A.2.9) nos permite concluir
que A(H)/a es una base de K[X1,...,X,]/a como K—espacio vectorial, de donde se siguen el resto
de afirmaciones.

ii) = i): Para probar esta implicacién basta con demostrar que exp~ (a) := N"\exp (a ) es siempre
cerrado hacia abajo y finito, bajo las hipétesis de ii). Comencemos considerando b *7(X XP)y
observando que el anillo residual siguiente es ya un anillo de Artin:

A= K[Xy,...,X,]/b,

porque es un espacio vectorial de dimensién p™ cuya base es sencilla de expresar como las clases
residuales médulo b de los elementos de Y™ y usando el Teorema 1.2.9 precedente. Como en la
implicacién precedente, definiendo @ := a/b como las clases de restos de los elementos de a 2 b médulo
el ideal b, tenemos claramente un epimorfismo de K —dlgebras (dado por el famoso Segundo teorema
de Isomorfia) del tipo siguiente:

m:A— Ala= K[Xy,...,Xp]/a

Por tanto, usando el Teorema 1.2.9 concluimos que %/a es base del anillo residual K[Xq,...,X,]/a
como anillo residual. En consecuencia, exp.(a)® es un conjunto finito (biyectable a #(H)/a para
cualquier orden monomial <). Queda por ver que exp(a)¢ es cerrado hacia abajo. Pero eso es
consecuencia casi inmediata de combinar la Divisién de Weierstarss-Hironaka (Teorema A.2.7) con el
Teorema 1.2.7 sobre existencia de Bases de Grobner. Por existir una base de Grobner del ideal a,
entonces existen {u1, ..., ps}, todos ellos distintos dos a dos y tales que

s
exp< ( U pi +N").
Consideremos ahora el conjunto complementarlo

exp< ( ﬂ pi +N™))

Veamos que ese conjunto asi descrito es cerrado hacia abajo, lo cual es del todo evidente por su forma.
Para ello, sean v, 6 tales que 6 € exp. (a)“ y v < 6. Entonces, si vy € exp(a), como v =< 6 concluirfamos
que f1; < =< 6 € p; + N para algun i € [s]. Y esto tltimo es imposible por construccién. Por tanto,
v & exp<(a) y tendremos que exp.(a)¢ es cerrado hacia abajo y finito (i.e. una escalera finita).

O
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En conclusién, dado cualquier conjunto finito cerrado hacia abajo H C Y™ (escalera finita) existe un ideal tal
que para cualquier orden monomial verifica H := N\ exp<(a) y ese ideal se puede elegir que sea un ideal
monomial.
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grado de salida promedio “maximal”, ix, 49
grado de un monomio, 54

grado promedio de un OIG, 13

grado, de un polinomio, 5, 55

grafo de una inclusion, 12

arista unaria, 12
aristas del OIG, 11
aristas no unarias, conjunto de, 15

Artin, anillo de, 7, 59

base monomial, 4, 54

base monomial de cociente K[X7,...,X,]/a, 7, 57 hiper-superficie afin, 8, 60
cero-dimensional, anillo, 7, 59

cerrrado hacia abajo, conjunto, 2 orden monomial, 3, 53
coeficiente, 4, 55 orientacién en G(H), 13

condicién de cadena numerable descendente de

ideales, 7, 59 poli-cubo, 25

cubo, 25 pseudo-cubo, 25

denso, polinomio, 5, 55 pseudo-cubo de dimensién n, 25
desmenuzado “4 la Natarajan”, 28 pseudo-dimensién DS, 29
Dickson, pre-orden, 1, 51 puntos L—racionales, 8, 60

dimension DS, 27

dimension de Natarajan, 28 shift dado por una palabra w € [n]*, 36

d%mensi.én exponenc.iaL 27 shift de H en la direccién de 7;, 35
distancia de Hamming, 12 shift de una arista, 35

distancia de Haussler, 12

soporte, 4
escalera, 2, 52
escalon, 2 término, 4, 55
exponente de un ideal, 6, 56 término director, 5, 55

exponente director de un polinomio, 5, 55
exponente monomial del término, 4, 54

variedad algebraica K —definible, 8, 60
Grobner, base de un ideal, 6, 57 variedad de puntos L—racionales, 8, 60
grado de h en G(H), 13 Van@y (f1,- -+, fs), 8, 60
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Glosario de teoremas y Resultados

acotacion del outdeg,, .. (o), teorema de, 49
Akizuki, teorema de, 8, 59

Bases monomiales (para <i.;) de K[H] es igual a
S, ... 1(H), teorema, 41
Basissatz, para K[X1,...,X,], 6, 57

caracterizaciéon de outdeg,, () = outdeg,,(H),
teorema de, 14

caracterizacién de pseudo-cubos cerrados hacia
abajo, corolario de, 31

caracterizacion de pseudo-cubos, teorema de, 26

Dickson, Lema, 2, 51

dimpg(H) < 2 dimg(H ), corolario destacable, 48

dimpg (H) < 2outdeg,,,.(c) (Lema 12 de
[BCDMY, 22]), corolario, 28

dimy(H) < dimg(H), corolario, 29

dimensién DS es un méximo de la
pseudo-dimensién DS, corolario, 30

dimensién exponencial no crece tras un shift,
proposicién, 42

eliminacién cuantificada, Lema de, 38
escalera finita H es cerrado hacia abajo sii
H = Nexp, o (I(H)), corolario destacable, 42
escaleras finitas= bases monomiales de K —&lgebras
de Artin, corolario destacable, 9, 61
existencia de Bases de Grdbner, teorema de, 6, 57
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existencia de factores triangulares, Lema de, 39

Felszeghy-Rath-Rényai (nueva demostracién),
teorema de, 40

grado de salida en promedio es estrictamente
menor que la dimensién exponencial, teorema,
48

grado de salida promedio no decrece tras varios
shifts, teorema, 46

grado promedio no decrece en el caso p = 2,
corolario, 47

mejora de un resultado de [ BCDMY, 22],
proposicién, 33

“promedios” no son funciones con respecto a la
inclusion conjuntista, proposicién, 19

propiedades bésicas de la dimpg(H ), Lema de, 21

propiedades de &), (conjuntamente con Proposicién
2.3.2), proposicién, 30

pseudo-dimensiéon DS es maximo de ¢y,
proposicién, 29

Weierstrass-Hironaka, divisién, 6, 56






avd(H), 13
CCD, 7, 59

degy (h), 13
degmin(H)’ 48
din’le(H), 27
dimg (H), 27
dimy (H), 28
pdimpg(H), 29
E(H)p, 13
E(’“)(H)
E(H), 11
EW(H), 1
efi 11
&n, 2, 51
eXplex(a)’ 38
G(H), 12
max —outdeg, (H), 49

I(V), 37
Ix(V), 37

K[V], 37
tt<(f), 5, 55

max —avd(H), 48
max —outdeg,, (H), 49
M(Xy,..., Xn), 4, 54

Glosario de Simbolos y Abreviaturas
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[n], i
Nexp;,(a), 38
EY(H), 15

Sle}n 37 53
Sdeglexv 93
outdeg (o), 13

T, 11
<, 1,51

p(f,9), 12

§(X), 1

Sy, 35

SH., 37

SH.i, 36

S., 36

S:(H), 35
supp(f), 4, 54

VA"(]K) (f)a 8, 60
Van(ry(a), 8, 60
Van ) (a), 8, 60
yil g
yri
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